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APPENDICE

Corps de classes local

par

MICHIEL HAZEWINKEL *

Dans tout cet appendice, K désigne un corps local, i.e. le corps des fractions
d’un anneau de valuation discréte complet A de corps résiduel parfait k. Nous
notons m I'idéal maximal de A, n une uniformisante de K (i.e. un générateur
de 'idéal m), p la caractéristique de k, k une cléture algébrique de k et v la
valuation de K qui est positive sur A— {0} et telle que v(rn) = 1.

Le cas p = O étant facile et classique, nous supposons p # 0. Toute exter-
sion de corps LK sera implicitement supposée algébrique. Enfin, pour toute
extension galoisienne M|N, on note I1(M|N) le groupe de Galois topologique
de M sur N.

n® 1 Généralités sur les extensions de corps locaux

1.1 Lemme: Si L est une extension finie de K, la fermeture intégrale Ay
de A dans L est un anneau de valuation discréte complet et un A-module
libre de rang fini. Si vy, est la valuation de L correspondante et si k; est
le corps résiduel de Ay, on a [L: K] = vy(r)- [k.: k].

En effet, cela résulte de Alg. comm. V1, §8, n°5, cor. 2 au th. 2, compte-
tenu de Joc. cit. § 1, n° 3, cor. 3 au th. 3.

Dans la situation précédente, on note m; I'idéal maximal de 4, et 7y
un générateur de m;.

* Je remercic M. Demazure et P. Gabriel d’avoir adapté mon manuscrit au style de
leur livre. Je tiens aussi 2 reconnaitre ma dette sans cesse croissante envers F. Oort;
sans P'intérét qu’il a porté & mon travail, sans ses conseils et sa participation, cet appen-
dice n’aurait jamais été écrit.
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1.2 Uneextension L de K est dite non ramifiée si, pour toute sous-extension
finie M de L, on a v,(n) = 1; la fermeture intégrale 4, de A dans L est
alors un anneau de valuation discréte, dont I’idéal maximal est engendré par
7t; en effet, comme Ay = | )y Ay, il résulte de 1.1 que les éléments de 4
non divisibles par n sont inversibles, et que () n" A, = 0; on applique
alors Alg. comm. V1, § 1, n° 4, prop. 2. La valuation correspondante de L
est notée v, et les complétés respectifs de 4y et L sont notés A, et L.

1.3 Une extension L de X est dite totalement ramifiée si, pour toute sous-
extension finie M de L, on a k), = k, C’est-a-dire vy(n) = [M: K] (1.1).

Lemme: Soient L une extension de K, T une sous-extension totalement
ramifiée et N une sous-extension non ramifiée. Alors T et N sont linéai-
rement disjointes sur K, i.e. application canonique T @x N — L est
injective.

En effet, il est clair qu’on peut supposer T et N finis sur K. Soit M = T+ N
I’image de I'application en question. On a évidemment vy (n) = vy(7) et
kyCky, dou d’apres 1.1

[M: K] = vy (n)[ky: k] 2 v7(n) - [ky: k] = [T: K][N: K] = [T ? N:K].

1.4 Supposons maintenant K de caractéristique 0, et soit L une extension
finie de K. Dans ce cas, K et L sont des extensions finies totalement ramifiées
de [k] = Fract B(k) et de [k.] (V, § 4, 2.2); d’autre part, [k.] est une
extension non ramifié¢e de [k]. D’aprés le lemme 1.3, L contient donc
M = K @ [kr] et a méme corps résiduel que M. D’un autre c6té, on a
[M:K]=[[kp]: [k]] = [kL: k] = [ky:k]. Par conséquent, M est une
extension non ramifiée de K et L une extension totalement ramifiée de M.

Lorsque N est une sous-extension non ramifiée de L, on a évidemment
N = K Qp [ky]. On voit ainsi que M = K ®ug kL] est la plus grande
Sous-extension non ramifiée de L et que les extensions non ramifiées NJ/K
pewvent étre décrites au moyen des extensions résiduelles ky/k. En outre,
lorsque ky/k est galoisienne, II(ky/k) opére fidélement sur [ky], donc sur
N = K ®puq [ky]; il s’identifie donc & II(N/K). Lorsque I’extension L/K
est galoisienne, M est évidemment invariante sous I1(L/K); I’extension M/K
est donc galoisienne et on a une suite exacte

1 - I(L/M) — II(L/K) - (k. k) — 1.

Tout ceci peut s’étendre aux extensions infinies L/K. Dans ce cas, la plus
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grande sous-extension non ramifiée de L est M = lim K @ [kf], ou F
F<L
parcourt les sous-extensions finies de L. En particulier, lorsque L = K est
une cl6ture algébrique de K, ona M = K, = l_igl K ®; [£], £ parcourant
Lk
les sous-extensions finies de k. On dit que K, est I'extension non ramifiée
maximale de K. Elle a pour groupe de Galois IT(k/k).

On a des résultats analogues, et méme plus simples, lorsque K est de carac-
téristique p. Alors 4 est un anneau de séries formelles k[[z]] (V, § 4, 2.4).
Lorsque L est une extension finie de K, la plus grande sous-extension non
ramifiée est M = k;((n)) = K ®, k,. De méme K, = lim {[[=]], £ par-
courant les sous-extensions finies de k. ek

1.5 Théoréme d’Eisenstein: a) Soient T une extenmsion finie totalement
ramifiée de K et

(%) nr+a,ny '+ ... 4+a,=0, a;ek,
Iéquation minimale sur K d’une uniformisante ny de T. Alors Ay =
Alnrl, n = [T: K], v(a,) = 1 pour tout s = 1 et v(a,) = 1.

b) Réciproquement, soit T = K(w) une extension de K telle que
o"+a,0" + ... +a, =0, avec a,e m = 1A pour tout s=1 et
v(a,) = 1. Alors [T: K] = n, T est une extension totalement ramifiée de
K, o est une uniformisante et I'équation donnée est I’équation minimale

de .
a) En effet, si { = vy(n) = [T: K], Ay/nAy a pour base sur k les classes
des éléments 1, 7y, .. ., 77:’{1. Comme Ay est libre sur 4 (1.1), il s’ensuit
£-1

que 1, %y, ..., 3 ' est une base de T'sur K, donc que n={ et que g, € Ay
pour tout i. Supposons qu’il y ait un i tel que v(a;) = 0. Supposons i
maxime'; on a alors v(a;n} °) = n—i;si j> i, ona
vr(any ) = n—j+no(a;) > vr(a;ny);

si j<i, on a vp(a;n3 %) = n—j+nv(a;) = n—j > vr(a;ny"); enfin, on a
vp(n}) = n > vg(a;ny 7). Dans le premier membre de I’égalité (*), la valua-
tion de a,n7 ° est donc strictement inférieure & celle de tous les autres
termes, ce qui n’est pas possible.

On a donc v(a;) > 0, d’ou g; = n}b;, avec b; € Ar. On déduit alors de
(*) que —b,=1+b,_ mp+ ... +b;ny ", ce qui montre que b, est in-
versible; d’ot v4(b,) = 0 et nv(a,) = vy(a,) = n+vr(b,) = n,ie. v(a,) = 1.

b) En effet, de I'égalité 0"+ . .. +a, = 0, ontire

nop(w) = vp(w") 2 if}f vr(a;0"") = inf (vr(m)v(a;) +(n—ijor(w)).
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Cela n’est manifestement possible que si vp(w) > 0. Dans ce cas, on a
vr(m)o(a)+ (n—i)or(w) > vo(n) = vy(a,) sii < n. 1l Sensuit que nvp(w) =
vp(a,); PO [T: K] 2 vg(n) =2 n 2 [T: K]; dovvp(w) = 1,etn = vy(n) =
[T: K].

1.6 Proposition: Soit T une extension totalement ramifiée de K de degré
{ = [T: K] premier a p. On a alors T = K(w), oit w est solution d’une
équation de la forme w!—un = 0, u étant le représentant multiplicatif
d’un élément non nul de k.

En effet, comme v7(r) = £, on a 75 = vm, avec v € A}. Si u est le repré-
sentant multiplicatif de la classe de v mod n, on a donc v = u(l+nya),
avec a€ Ay. Il suffit donc de poser @ = n(1+7;a)” (Pendomorphisme
x +» x* de 1 +ny A induit un isomorphisme dans chaque quotient

(1 +75 Ap)/(1+75 A7) 3 k7,

donc est un isomorphisme (Alg. comm., chap 111, §2, cor. 3 du théor. 1)).
Si k est algébriquement clos, on a de méme u = w’, w étant encore un

représentant multiplicatif. Posons { = ww™'; on a alors T = K({), avec
L” = 7.

1.7 Proposition: SiT est une extension galoisienne, finie, totalement ramifiée
de K, le groupe de Galois I1(T|K) est résoluble.

En effet, posons I' = II(T/K), et, pour tout i € N,
I'; = Cent(As/ny 'Ar) = {yevr(ya—a) Z i+1,Vae A7}
Alors I'; est un sous-groupe distingué de I'. Si yeI';, on a en outre

y(nr) = np+mith, avec b € A7; dolt y(ny)/ny € 1 +7h- Ar. De la formule

5(?(7‘T))/75T = (5(7‘1')/751) (Y(“T)/“T) (5(1‘)/ “)s

ol u = y(ny)/ny, on déduit facilement que les applications y +>y(ny)/mr
induisent des homomorphismes injectifs I'/T"; =I'o/T; — k* 3 A*/(1 +nrA)
et [Ty, = k™ 3(1+7%A)/(1+74*A) pour i = 1. On en déduit que
[Ty est cyclique d’ordre premier a p, et que Iy est un p-groupe.

n® 2 Décomposition des extensions galoisiennes d’un corps local

2.1 Théoréme de décomposition: Pour toute extension galoisienne L de
K., (1.4), il y a une extension totalement ramifiée L' de K telle que
L::r =L ®K Knr = L.
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En effet, grice au théoréme de Zorn, on se raméne sans peine au cas ol
[L: K,] < c0.1ly a alors une extension finie L, de K telle que L = L, - K,
(appliquer par exemple I, § 3, 1.2 au systéme filtrant des sous-extensions
finies de K,,). Soit K, la plus grande sous-extension non ramifiée de K
contenue dans L; (1.3). On a alors L, = X, (w), ol o est la solution d’une
équation d’Eisenstein w”+a,0" '+ ... +a, =0 (g;€K;; 1.5). Soient
Wy = W, W, ..., 0 les conjugués de w. Comme L, ®g, K,, =L, on a
o; = Y721 a;0’, avec a;;€ K,,. Si K’ est une extension galoisienne finie
de X contenant les a;;, et contenue dans K, alors K'(w)/K’ est galoisienne,
totalement ramifiée et telle que K'(w) ®x K, 3 L. Par conséquent,
II(L/K,) = O(K'(w)/K’) est résoluble (1.7); par récurrence sur [L: K]
on se raméne donc au cas ol IT(L/K,.) est cyclique, d’ordre premier g.
Nous considérons alors deux cas:

a) g # p. Avec les notations ci-dessus, on a alors K'(w) = K'(x), avec

= um, u étant le représentant multiplicatif d’un élément de kg, (1.6)-
Quitte & agrandir K’, on peut supposer que ¥ = ", donc que K'(w) = K'(»),
avec y? = n et yv = x. On choisira alors L' = K(y).

b) g = p. Considérons la suite exacte canonique

1 - O(K'(0)/K’) » I(K'(0)/K) > I(K'|K) -1
et la classe de cohomologie associée e(K') € H*(II(K'[K), I(K'(w)/K"))-
D’aprés II1, § 5, 6.11 b), on a
0 = H(II(K.J/K), (LK) = lim H*(II(K'/K), I(K' (@)/K").
Si extension K’/K a été choisie assez grande, on a donc &(K’) = 0, de sorte
que ¢ posséde une section o. On a alors
(K’ (0)/K) > O(K'(0)/K') - o(II(K'[K))
et il suffit de prendre pour L' le corps des invariants de o(I1(K'/K)) dans
K'(0).

2.2 Corollaire: Si T/K est une sous-extension totalement ramifiée de L[K,
les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) T/K est maximale dans I'ensemble des sous-extensions totalement
ramifiées de L{K.
(i) T®x K, 3 L.
(ii) = (i): ceci résulte de 1.3; (i) = (ii): en effet, il y a d’aprés 2.1 une
extension totalement ramifiée 7’ de T telle que

TI ®K Km‘ = T’ ®T (T®K Knr) = T’ ®T an = L;

si T est maximale, on a nécessairement T = T".
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2.3 Corollaire: Soient L une extension galoisienne de K, et T[K une
sous-extension totalement ramifiée maximale de L{K. Les deux as-
Sertions suivantes sont équivalentes:

(i) L’extension T|K est abélienne (i.e. elle est galoisienne et I1(T/K)
est abélien).
(ii) II(L/K,,) est contenu dans le centre de II(L|K).

(i) = (ii): en effet, d’aprés 2.2, on a II(L/K) = II(T/K) x I1(K,/K).

(ii) = (i): en effet, comme on a T ® K,, = L d’aprés 2.2, II(L/K) est
produit semi-direct de II(L/K,,) et de II(L/T). Mais comme II(L/K,) est
central, II(L/T) opére trivialement sur II(L/K,,) par automorphismes in-
térieurs; on a donc II(L/K) = II(L/K,.)x II(L/T) et II(L/T) est distingué
dans II(L/K). 1l s’ensuit que T/K est galoisien et que II(T/K) = II(L/K,,)
est commutatif.

2.4 Corollaire: Soient K,, une extension abélienne maximale de K, Ky,
la sous-extension non ramifiée maximale de K,,, et T une extension
totalement ramifiée de K. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) T est une extension abélienne de K et est maximale parmi les
extensions abéliennes totalement ramifiées de K.

(ii) T ®x Kapn, est K-isomorphe @ K,,.

(il) = (i): ceci résulte de 1.3 ou 2.2.

(i) = (ii): posons K,u, = M, et considérons le diagramme

Ky —> L= K,, ®u Ky,

T T

K—> M > K,,.

L’homomorphisme canonique ¢: II(L/K) — II(K,,/K) x II(K,/K) a pour
noyau Ker ¢ = II(L/K,,) n II(L/K,,) = {1}, donc est injectif. Comme ¢
envoie II(L/K,,) dans le centre de I1(K,,/K) x II(X,/K), on voit donc que
II(L/K,,) est contenu dans le centre de II(L|K).

Soit d’autre part T’ une sous-extension de L qui contienne 7, soit tota-
lement ramifiée, et soit maximale pour ces conditions. D’aprés 2.3, I'ex-
tension 7'/K est abélienne. Comme T/K est maximale, on a T =T’ et
TOx M@y Kpy 3T Qg Ko S Ky, @y Ky, il S’ensuit que le morphisme
canonique II(K,,/K) - II(T ® ¢ M/K) est injectif, d’oit T @x M = K.

2.5 Remarque: dans les notations de 2.3, le corps résiduel de K p, est
une cléture abélienne k,, de k, et II(K,,,./K) s’identifie & II(k,/k); on a une
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suite exacte

0- H(Kab/Kabnr) - H(Kab/K) - H(kab/k) - 0.

Le choix d’une sous-extension abélienne totalement ramifiée maximale T
de K, définit d’aprés 2.3 un isomorphisme

(K /K) = I(T/K) x I(Kqpar/ K),

donc un scindage de la suite exacte précédente et un isomorphisme

H(K,u/Ksps:) = II(T/K). Lobjet des numéros suivants est de donner une
construction de IT(K,y/K,pno)-

n® 3 La norme

3.1 Pour toute extension finie totalement ramifiée T de K, nous notons
Ar le k-schéma en anneaux G(A4p) associé a A7 (V, § 4, 2.6). Si Re M, et
si K est de caractéristique 0, on a donc Ap(R) = Ar Qumu, B(R) (V, § 4,
3.3); si K est de caractéristique p, on a A ~ k[[n7]] et Ax(R) ~ R[[r,]].

Nous notons Uy le k-groupe des unités de Ar, qui est tel que Ur(R) =
Az(R)* pour R e M,; nous utiliserons la filtration (U}), neN, de Uy in-
troduite en V, §4, 3.2. Rappelons que Uy = (Ur)*, que (Up)™ = p;; deplus,

" wque n = 1, le morphisme

iT: o — Unjunt?,

tel que i1(x) = classe de 147}, ol 7y est une uniformisante de 7, est un
épimorphisme de noyau =, si m = [nfer] et er = vr(p-17)eNU {0}
(confer V,§4, 3.2 et 3.4).

Pour tout Re M,, Ar(R) est un module libre de rang [T: K] sur Ag(R)
(1.1); on peut donc définir la trace et la norme de Ar(R) dans Ag(R);
lorsque R varie, on obtient ainsi des morphismes de k-schémas Ay — Ag.
On note

Lryx: Ar = Ag
le morphisme défini par la trace, et
Nrx: Ur = Ug
I’homomorphisme de k-groupes induit par la norme.
3.2 Lemma: Soit T une extension galoisienne de K de degré premier q.
SiReM,,n=1et xenrA(R),ona

Nrx(1+x)—1— Ty p(x)— Nrx(x) € irr/x(ﬂ%"AT(R))‘
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En effet, posons G = II(T/K) et x* = [[c s(x) pour toute partie finie @
de G. On a alors RNp(1+x) = Y, x°. Si n(a) est le nombre d’éléments de a,
on a1=x% Ny x(x) = x% et Trpg(x) = Ypey=1 X Si n(a) £ 0, g, on a
s(a) # a pour tout s # 1 de G (car G est cyclique d’ordre premier). Il y a
donc des parties ay, ..., a, (en fait r=(1/g)(27—2)—1!) telles qu’on ait

2 X =1 =Ty (x) — Ryyx(x) = ';1 Y x5 = QIT,K(;lx“'),

n(a;) 2 2 pour tout i, donc Y-, x* e n3"Ar(R).

3.3 Lemme: Soient T une extension finie, totalement ramifiée, séparable de
K, et f le polynéme minimal sur K d’une uniformisante n; de T. Posons
d = v(f'(ng)) > 0. Alors, pour tout ReM, et tout ieN, on a
Srrx(nr Ar(R)) = nA(R), avec j = [(i+d)/n] = partie entiére de
(i+d)/n et n = [T: K].

En effet, reproduisons une démonstration de Serre: comme 7/K est
séparable, les racines =, ..., n, de f dans une extension convenable de T
sont distinctes. On a donc

(%) 1 - 1

FT) & P T—m)

Si I’on développe 1/f(T") en série de puissances en 1/T, le terme de plus bas
degré est 1/T". Comparant avec le développement du membre de droite de
(*) on obtient

Tfr/x(ﬂir/f '(“T)) =0 si 0Zi<n-2 et Tl'r/x(”’:'r—l/f '(”T)) =1

Considérons alors la matrice de terme général r;; = Trp (i (nd/f'(n1)),
0 =<1i,j < n. Les formules ci-dessus montrent que r;; = 0 sii+j < n—2, et
ryj = 1sii+j=n—1.Pouri+j = n,ona

ryj = Trpg(npny 77" f (n1)),

et comme 77 est combinaison linéaire & coefficients dans 4 des 2, 0<iZn,
ceci montre par récurrence que r;€ 4. Comme on a dét (r;;) = (—1)"
(matrice triangulaire), on voit que (r;;) € GL(n, 4).

Ceci montre que la forme A-bilinéaire Tryg(x - y) met en dualité A et

n—1
Ty dAT = l}_:oA”lT/f "(mx).

Or, la relation Tryg(nyAr) Cnid équivaut & Trpx(nr VA7) C 4, ie.
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d’aprés notre dualité & n7 ™ A; Ca;?A,, ou encore & i—nj 2 —d. D'ou
le lemme lorsque R = k.

Pour obtenir le résultat dans le cas général, il suffit de remarquer que
Terx(R) = Trrjx ® 4 Ax(R).

3.4 Lemme: Supposons quavec les hypothéses de 3.3, T'K soit une ex-
tension galoisienne de rang premier q. Si ¢ engendre II(T/K), on a
d=(g—1)t+1) avec t = vi(o(n;)—ns)—1.

Eneffet, ona f'(ny) = [+ (mr — o(n7)) et v1(z(ny)—77) = vp{o(ns) = 77)
si teII(T/K), © # 1. D’ou I'égalité cherchée.

Remarquons que, d’aprés la démonstration de 1.7, onat=0sig # p
ett=1sig=p.

3.5 Sous les hypothéses de 3.4, et pour i = 1, nous posons désormais

i si i <dl(g-1) = t+1,

x(i) = sup (i, gi—d) = gi-d si izt+l.

Par conséquent, les inégalités x(i) < j < x(i+1) signifient que i est le
plus grand entier u tel que sup (v, qu—d) £ j; elles équivalent donc 2

i = inf (j, [(J+4)/q))-

Proposition: Soit T une extension galoisienne totalement ramifiée de
K de rang premier q. Avec les notations ci-dessus, on a:
a) Nyx: Up - Ug est un épimorphisme de k-groupes affines com-

mutatifs.
b) La partie multiplicative N7y de Ny est 'endomorphisme
x -+ x%de p,.

c) Pour tout i 2 1, Ry /g envoie UX? dans Uy et les homomorphismes
induits URDJUZE*D o ULJULT! sont des épimorphismes.

L’assertion b) est claire puisqu’on a Ny x(u) = uo(u)...o*" ' (u) et que
¢ induit sur g, = UT le morphisme identique. D’autre part, il résulte de c)
que UXDJUE™ 5 Up/U% est un épimorphisme pour tout n 2 1, donc que
Up — Uy est un épimorphisme (les limites projectives filtrantes sont
exactes), ce qui, compte-tenu de b) implique a).

I reste donc & démontrer c). Pour prouver que Rz envoie UF” dans
UE, il suffit, compte-tenu de V, § 4, 3.1, de montrer que Nr(R) envoie
1+7¥PAL(R) dans 1+ 'Ag(R) pour tout R € M,. Soient donc j un entier 21
et ae A(R), Re M;. D’aprés 3.2et 3.3, 0ona

(*) Rrx(1+75a) = 1+ Npp(@)u’n’ + Ty x(anf) mod a7+ N,
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ou u = Nyx(ny)/n e A*. Appliquant & nouveau 3.3, on en conclut que
Ny x(l+7ka) e 1+n'Ag(R), dés que i < inf (Jj, (j+d)/g), ce qui équivaut
a j = y(i). Cela entraine la premiére assertion de c). Pour démontrer la
seconde, il suffit d’aprés 3.1 de construire pour chaque i un endomorphisme
non nul 1; de «, tel que le diagramme suivant soit commutatif

Hurn-a G+1)—1) x(i+1)
—_—— x(2 -
Gy Ut [UF

ngl l"r/x

T

i+l
@ — > Ug/Ux 7,

Cest-a-dire tel que Ny x(1+and) = 1+n(a)r’ mod n***Ag(R), pour tout
ReM,ettoutaeg(R) = R, avecj = y(i+1)—1.

Pour ce faire, distinguons plusieurs cas:

A) Si 1 £i <1t (ce qui implique ¢ = p), ona x(i) =i, x(i+1) = i+1,
donc j = i, et j < [(j+d)/g]. La formule (*) donne alors

Ny x(1+ank) = 1+au'n’ mod n** 'Ag(R),

et on peut prendre 1,(a) = #'a?, ol i est la classe de u modulo .

B) Sii =1t = 1 (ce qui implique encore ¢ = p), on a (i) = i, x(i+1) =
i+1,doncj=i=tetj=I[(j+d)q) Siw=n""Tryx(nr)eA* (3.3), la
formule (*) donne ici (on peut prendre a € Ag(R))

Nrx(1+ant) = 1+awn’ +a"u'n’ mod n'* 'Ag(R).

On peut donc prendre 1, tel que 1,(a) = aw +a’@'.

C) Sii >t alors [(j+d)/q]l =i <j,etw= 7t TrL,x(nJ}) € A*. La formule
(*) donne alors My x(1+anf) = 1+an’ mod n'*'AL(R), de sorte qu’on
peut prendre 1, tel que ny(a) = aw.

3.6 Corollaire: Si T est une extension galoisienne finie, totalement ramifiée
de K, le morphisme-norme Ny x: Uy — Uk est un épimorphisme.

Drapres 1.7, si T # K, T contient une sous-extension galoisienne T qui
est cyclique de degré premier; d’aprés 3.5, Np g est un épimorphisme.
Comme Npx = Ry g © Nryrv, I'assertion en résulte par récurrence sur
[T: K].

3.7 Corollaire: Supposons le corps résiduel k du corps local K algébrique-
ment clos. Pour toute extension finie T|K, [Iapplication-norme
Nrx: T = K est surjective.



658 MICHIEL HAZEWINKEL

En effet, si SCT, on a Npjx = Nggo Nps. En particulier, si S est la
plus grande sous-extension séparable de 7, on voit qu'on est ramené 2
traiter séparément le cas d’une extension séparable et celui d'une extension
purement radicielle. Le second cas est facile et inutile pour la suite (on se
ramene au cas ol [T: K] = p; on a alors K = k((r)), L = k((u)) avec
u? =1).

Dans le cas ol T/K est séparable, soit Q une extension galoisienne finie
de K contenant T; comme on a2 Ny = Nyx 0 Ny, il suffit de prouver
la surjectivité de Ny, ce qui nous raméne au cas ou T/K est galoisienne.
Dans ce cas Nrx: Ur — Uy est un épimorphisme (3.6). D’aprés 111, § 3, 7.6,
il s’ensuit que Ny /(k): A7 - A* est une surjection. Comme I'image de
Nk contient en outre une uniformisante (& savoir Npg(nr); 1.5 a)), le
résultat est établi.

n®4 Groupe de Galois et groupe des unités

4.1 Soit T une extension galoisienne finie totalement ramifiée de K
considérons le morphisme norme Ny x: Uy — Uk et soit Brx = (fer Ny k)
Comme Nk est un épimorphisme (3.6), on a une suite exacte

nr/x

1 — mo(RKer Nyjx) = Uyr/ Brx—> Ug -1,

ol nNp/g est induit par Ny x et ol wy(Rer Nr/x) = (Ket Nrx)/Brx. Nous
nous proposons de montrer que no(Rer Ny k) est isomorphe au k-groupe
constant IT(T/K)i. (I'®® désigne ici le plus grand quotient commutatif d’un
groupe abstrait I'.) Pour cela, si 7y est une uniformisante de T, nous as-
socions & tout ¢ e II(T/K) l'image canonique Y(s) de o(ny)/ny dans

7o (Ret Nr/x) (k).

Lemme: Lapplication : I(T|K) — no(Ret Ny /x)(k) est un homo-
morphisme de groupes et ne dépend pas du choix de nr.

En effet, si o eII(T/K), soit ¢,: Uy — Uy le morphisme u -+ o(u)/u
(u € Ux(R), R e M,). L est clair que Ny x © ¢, = 1, donc que ¢, se factorise
a travers et Ny k. Or Uy est connexe; donc ¢, se factorise & travers Bk
En particulier, B7x(k) contient tous les éléments de la forme o(u)/u, avec
ue Ur(k). Il sensuit que o(unr)funy = (o(u)/u) - (¢(nr)/nz) est congru a
o(ny)/ny modulo By k(k), donc que ¥ ne dépend pas du choix de I'uni-
formisante. Si o, € II(T/K), on a

¥(w0) = (zo)(nr)nr = {t(o(nr))/o(nr)} - o(nr)nr = ¥(z) ¥(0)-
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4.2 L’homomorphisme : I(T/K) — my(Ser Ny k) (k) se factorise & travers
I(T/K)*. Nous notons iz : I(T/K)e — Uy/Byx 'homomorphisme in-
duit par .

Théoréme d’exactitude: Si T/K est une extension galoisienne finie
totalement ramifiée, la suite

b VT/K nr/K

1 > I(T/K)y —> Ur/8Brg—> Ug > 1
est une suite exacte de k-groupes affines commutatifs.

Il s°agit de prouver que iy induit un isomorphisme de II(T/K)y sur
Sex nr g, et il suffit de le faire aprés extension du corps de base de k a k.
Or, il résulte évidemment de 1.4 que Ay = Ar Qumu) W(K) si K est de
caractéristique 0; on a alors (Ar); 3 G(Ar Qumay W(K)) = Az, d’aprésV,
§4, 1.6; dot Upr @,k 3 U; et Uy ®, k3 Uz, ce qui reste vrai si
K =3 k[[r]] et nous rameéne au cas ol k est algébriguement clos. Alors
I(T/K)y et Ket 1y g sont proconstants (V, §3, 1.1), et il suffit de montrer
que I(T/K)™ — Ker np (k) est bijectif.

Notons alors Uy = Ur(k), Vyg = Byx(k) et Npjg = Ny x(k). Con-
iidérons "homomorphisme ¢: UTT/® - Uy qui a ¢,:u+> o(u)/u pour
somposante d’indice o € II(T/K). Posons Bx = Im @ et Vi =1Im (k) =

37k(k). On a alors Bre C Brx (cf. 4.1) et (Vyre/BVr)(k) =
"rix!Vrx C (Ker Npg)/Vrg. D’aprés 4.3 ci-dessous, on voit que
Byr/x/Brx)(k) est fini. Donc (BVy/x/B/k)eea est fini (V, § 3, 1.5). Comme
3r/k est connexe, on a donc Bix = (Vr/k)rea et Vg = Vrx» ce qui,
.odulo 4.3, acheéve la démonstration.

3 Lemme: Supposons k algébriquement clos. Soient T une extension
galoisienne finie de K et V5 le sous-groupe de Uy engendré par les
o(w)fu, 6 II(T|K), ue Uy. L’homomorphisme II(T|K) — Ux/Vyx, qui
associe a ¢ € II(T|K) la classe de o(ny)[ny, induit un isomorphisme
Ji I(T/K)® = (Ker Nyx)/Vik-

“n effet, posons I' = II(T/K). Pour tout I'-module M et tout entier i = O,
- H{(I', M) = Tor?'(Z, M), I opérant trivialement sur Z. On a en
ticulier Ho(I', M) = M/I(I)M, ou I(I')M est le sous-groupe de M
zendré par les éléments ym—m pourye I’ et me M (1L, § 6, 1.1). Con-
érons le diagramme commutatif de I'-modules

incl.

0 —> I(I') Z(I)—> Z—> 0

I

1 UT incl. T* T 7

\0,
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ou ay) =y(ny) et B(y—1) =y(ny)/ny si yel. Comme les lignes sont
exactes on a un diagramme induit

O=H(I, Z[I') » Hy(I', Z) = Ho(I, II) - Ho(F, Z[I']) > Ho(I', Z)

T

H(I, T*) — H(I,Z)=> Ho(I, Us) » Ho(I,T*) — Ho(T,Z)

lN l”'

1 > Uy K*,

ol les lignes sont exactes et o N, N’ sont induits par I’application-norme
Nyp/x (remarquer que Hy(I', Uy) = Uy/{yufu} = Uy/Vyx et Ho(, T*) =
T*/{yx/x} avec yeI, ue Uy et x € T*). D’aprés 4.4 et 4.5 ci-dessous, on a
H,(I', T*) = 0 et Ker N’ = 0. Par conséquent, ¢ induit un isomorphisme
H,(T', Z) ~ Xer N = (Ker Nq/)/Vyx. D’un autre c6té, on a Ho(I, Z[I']) =
Z[Ir(I') 3 Z = Hy(I', Z). Notre diagramme permet donc d’identifie

«Ho(I, () = ()A(I')* & Hy(I', Z) et il montre que H°(I, B) induit 1
isomorphisme de I(I')/I(I')* sur Ker N. 11 reste donc a vérifier (ce qui ¢
classique et facile) que I'application y +»y—1 de I' dans I(I') induit p
passage au quotient un isomorphisme u: ' = I(I')/I(I')?; par constructiot
uest tel que j = HO(T, Bu.

4.4 Lemme: Sous les hypothéses du lemme 4.3, tout élément x € T* tel que
Nzx(x) =1 est de la forme x = [[i=, v:(y:)/y; avec y,e€ I(T/K) et
y; € T*

a) Supposons d’abord I = II(T/K) cycligue: on a donc une résolution
libre du I'-module Z de la forme

oz zir1 22 2 zir XS zir—— 2 0,

oll g est un générateur de I et ot N = Y, y e I'. Identifiant tout I'-module
M 3 Modz(Z[I'], M), on en déduit

H¥** YT, M) = Mod%1{(Z, M) = (Ker N,)/I(I"M

sii=0 (Ny: M — M est I'application N?: m +> Nm). Or on sait d’autre
part (III, §5, 3.2) que H'(I', T*) = Ker (H' (K, pgx) - A'(T, pr)). Comme
AY(K, ng) = 0 (ITL, § 4, 4.4), on a donc H*(I', T*) = 0 (théoréme 90 de
Hiiver i . s Ker Ny = I(I)M si M = T*.
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b) Cas général: raisonnons par récurrence sur [T: K] Si II (T/K) n’est
pas cyclique, T contient une sous-extension galoisienne L distincte de K
et T (car II(T/K) est tésoluble (1.7)). Posons R = Ny,. On a alors
Nrg(x) = Nyx(R(x)) = 1. Draprés Ihypothése de récurrence, on a
R(x) = [T=18,(z;)/z;, avec z;€ L* et §; € II(L/K). Soient §; € II(7/K) un
prolongement de J; & T et ¢; un élément de T* tel que R(;) =z; (3.7). Ona
alors R(x) = [; 8,(R(#))/R(%;) = R([1; 6;(2,)/t;)- Posant u = T]; 8;(2;)/2
et appliquant ’hypothdse de récurrence a lextension T/L et & I’élément
u”'x € T*, on a le résultat cherché.

4.5 Lemme: Sous les hypothéses du lemme 4.3, on a H,(II(T/K), T*) = 0.

a) Supposons d’abord I' = II(T/K) cyclique: se servant de la résolution
de Z donnée en 4.4 a), on voit alors qu’on a Hyyy (I, M) = MT/Ny(M)
pour tout I-module M (4.4; on note M” le groupe des me M tels que
y(m)=m, Vy eI'). On a donc en particulier H,(I', T*) = K*/Np;xT* = {1}
3.7).

b) Cas général: soit H un sous-groupe distingué de I' = II(T/K). Pour
*out I'-module M, 'opération de I' sur M induit par passage au quotient
ine opération de I'/H sur M/I(H)M. Lorsque M est un I'-module libre,
M/I(H)M est un (I'/H)-module libre. Enfin le foncteur M + M/I(IM
se décompose en M +> MJ/I(H)M et en N+ N/I(I'/H)N. On a donc une
suite spectrale des foncteurs composés

H,(T'/H, H,(H, M)) = H,, (I, M),
jui engendre la suite exacte habituelle des termes de bas degré

H,(I, M) > Hy(I'[H, M[I(H)M) — Ho(I'/H, Hy(H, M)) -
H(T', M) > H,(I'/H, M[X(H)M) - 0.

D’oti en particulier une suite exacte
H,(H,M) - H\(T', M) - H,(I'|H, M[I(H)M).

Supposons maintenant I" non cyclique. Comme I est résoluble (1.7), on
seut choisir H tel que H # {1}, I'. Soit L le corps des invariants de
H (KCLCT). Posant M = T* dans la suite exacte ci-dessus et raisonnant
sar récurrence sur [T: K], on a H,(H, T*) = 0 par hypothése par récur-
rence. D’autre part, M/I(H)M = L* d’aprés 3.7 et 4.4. D’ou aussi
H,(I'|H, L*) = 0, ce qui prouve notre lemme.
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n® 5 Extensions cycliques de degré premier

S.1 Soit T/K une extension cyclique de degré premier ¢, totalement
ramifiée. Désignons par I le groupe de Galois I1(7/K); nous nous proposons
d’étudier I'extension de Uy par I', donnée par la suite exacte (4.2)

1 ——> [, 5> Up/Brp 5 Up—> 1.

S.2 Supposons d’abord ¢ # p. D’aprés 1.6, on a alors T = K(w) ou
@ = un, avec uek* (on identifie k* 4 un sous-groupe de K* au moyen
de la section de Teichmiiller (V, § 4, 3.2)); si o €I, posons {(o) =
o(w)/w # 1; on a {(c)* =1, donc {(c)e k* x UR(k) (V, § 4, 3.2) (car
{(o) induit un homomorphisme I'y — Uy et I'y est multiplicatif!). L’ap-
plication ¢ +> {(o) induit un isomorphisme I'; = p, (II, §5, 1.6). Identifions
les parties multiplicatives de Ug et Ur & p,; d’aprés 3.5 b) et la définition
de irx, on a un diagramme commutatif

1"""’1}1’2" Ur/%r/xmux"—"l

T

incl. gld
O—> u—> m —> o —>0.
Il s’ensuit que ’extension cherchée s’obtient & partir de la suite exacte du
bas 2 I'aide des isomorphismes I', ¥ g, et Acz(Ug, I'y) 3 Acy(a, I')-
. Inversement, tout élément non nul de Ac; (Uy, (Z/qZ),) s’ obtient 4 partir de
Pextension T = K(w), ou @ = =, et d’un isomorphisme I1(T/K) =3 Z[qZ.
En effet, on a des isomorphismes (V, § 3, 3.10 et 5.2)

Ac;(Uy, (Z]qZ)) =3 Acy(my, (Z/qZ)y) 3 Ac(D(Q/Z)y, (Z/9Z),)
, 3 Ac(D(Z/qZ):, (Z]gZy).
Ce groupe est donc nul si k ne contient pas de racines g-iémes de I'unité

%1 et isomorphe & Z/gZ dans le cas contraire, ce _qui implique I’assertion
annoncée.

5.3 Supposons maintenant g = p. Posons 8B = By, Nr(nr) = un,
o(ny)ny = 1+vny, si o est un générateur de I = II(T/K), et
Trrx(ny) = wr', avec ve A7 et u, we A*. Soient a: Iy —> gy et fra —>
les homomorphismes tels que a(r mod p) = rb et f(a) = Wa+7'a’, ol ¥ et
i, W désignent les classes de v et , w modulo # et z. Enfin, soit i le composé

g UpUS = UL(UG  BUY.



APPENDICE: CORPS DE CLASSES LOCAL 663

Lemme: Dans le diagramme commutatif

1—> 5 Up/B TE U ——1
A
can. Tcﬂﬂ-
1—> I —> UYUs A8 —> U, —>1

can. lcun .
N

1—— I, —> Up/(Ur 0 B)UT ' ——> Ug/U " —>1

A
i Ti,x

a B
1—> [ ——> % — 4 —>1

les lignes sont exactes.

En effet, la premiére ligne est exacte d’aprés 4.2. Dans la deuxiéme ligne
les morphismes sont induits par iy (qui se factorise a travers Ur/Ur 1 B
par définition de #) et Ny x (qui envoie Uy dans Uy d’aprés 3.5 ¢)); on voit
comme pour Ryx que le morphisme induit Uz — Uk est un épimorphisme,
ce qui implique I'exactitude de la seconde ligne. Pour prouver I’exactitude de
la troisi®me ligne, posons W = U '(U; n B)/Ur n B; il est alors clair
que ’homomorphisme % — Uy ' induit par Uy/Ur n B — Uk est un épi-
morphisme; il suffit donc de prouver I'égalité I', n W = ¢,, qui équivaut
a la relation o(nr)/ny = 1+ony ¢ (Uy N BUF1)(K), et résulte mani-
festement des relations 1+ vmh ¢ U5 (k) et B4 C Uy'. Pour prouver
cette derniére inclusion, posons € = Rer Ny x et €, = U¥Y N € avec les nota-
tions de 3.5. D’aprés 3.5 A et B, €/, , est fini pour i £ #; par conséquent,
€/€,,, est fini et 'on a B,y = €2, CEC,,, CUF™.

Considérons enfin la derniére ligne: la commutativité du carré contenant
B (resp. «) résulte de la démonstration de 3.5 (resp. des définitions). On a
donc iffx = 0, d’oll o = 0, puisque fer i¥ est infinitésimal. Comme
fer f est manifestement une forme de (Z/pZ),, la derniére ligne est exacte.

5.4 Exemple: Supposons que K contienne une racine p-iéme de l'unité
{# 1(onadoncp 1y Oete < +o0). Soit T = K(w) avec @f = 7. On
a alors (p—1)(t+1) = vy(pw®™ ') (3.4), donc (p—1)(t+1) = pe+p—1,
d’ou t = pe; avec e, = e¢/(p—1). Identifions I' & Z/pZ en choisissant
comme générateur de I' Iélément ¢ tel que o(w) = {w; on a

t = vp(o(w)-w)—1 = vp({—1) = pv({—1).
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Il en résulte que e; est entier et que {=14Ahn®, ol ke 4*. On a aussitdt
u=(—1)"'et w = pr~*; la derniére ligne du diagramme 5.3 s’identifie
donc 2 I’extension

0 - (Z/pZ), - % 4 @ — 0,

ou «fr mod p) = rh et f(a) = Wa+a’.

5.5 Exemple (extensions d’Artin-Schreier): Soient n un entier tel que
1 £ n<pe/(p—1)et(np)=1,etAun élément de X tel que v(1) = —n.
Posons T = K(x)avec x?—x = A.

Nous montrons d’abord que I’extension T/K est galoisienne, totalement
ramifiée de degré p, et que 'on a t = n: de x?—x = A, on déduit v(x) < 0,
puis vr(4) = pvr(x), d’olt v7(x) = — vr(n)n/p. Comme (n, p) = 1, p divise
vr(n); ot p £ vr(n) S [T: K] S petvg(x) = —n.

Considérons d’autre part I’équation

p—1 .
(x+Y)P—(x+Y)—1=YP—Y+ Z a;Y' =0.
i=1
On a

o= (72) 25

= vr(px"™") = po(p)—n(p—i) > pv(p) (1— p—_—ll) 2 0.

Ceci montre que a;=0 mod n;; or I'équation réduite modulo 7y, ¥Y? — ¥Y=0,
a p racines 0, 1, ..., p—1. Notre équation (x+Y)’—(x+Y)-.=0a
donc p racines yo, ¥y, . - -, ¥, dans 4y telles que y; = i mod 7y (lemme de
Hensel; Alg. comm., chap. II1, §4, cor. 1 au th. 2). Ceci montre que 7/K est
galoisienne.

Soit ¢ € II(T/K) tel que o(x) = x+y,. On a alors o(x)—x = 1 mod
nrdr, dot (a(x)/x)—1 = x"* mod n}"'4;. D'un autre c6té, soit
X = np"u, avec u € Ay; par définition de t, on a o(ny)/ny = 1+z, avec

v(z) = ¢ et lon sait qualors o(a)—aeny 'dr pour tout aeAr,
(o(u)/u)—1eny Ay et (6(x)/x)—1 = —nz mod 77"} Comparant les deux
congruences obtenues pour (o(x)/x)—1, on obtient t=n et z=—x"'/n
mod 75 *A.

Déterminons enfin la suite exacte
B
0 - (Z/pZ), = @, — o — 0.

- T, top g+l
Posons —v = hnf, avec he Ay, de sorte que i, :a, — Up/Up " est
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défini par if(a) = 1—ah™'x™"; on a o(n;)/ny = 14z = 1 —x"/n, ce qui

entraine x(1) = fi/n et a(r mod p) = rh/n. De méme, Ry /x(1 —ah™'x7 1) =
Ry x(ah™' = x) Ry x(~x) = 1 =47 ((a/h)’—a/h) (calculer les termes con-
stants des équations minimales de —x et a—x sur K); si A™! = n"y, on a
donc Ry x(iF(a)) = iF(—@((a/hy’—alk)), ce qui signific que B(a) =
~j{(a/hY —a/k), ae ReM;.

Lorsque A (et donc i) varie, on obtient ainsi tous les éléments de
Aci(xy,(Z/pZ)) (111, §6, 5.4; puisque k est parfait, on a k[F] =k +
(F— 1)K [F]).

5.6 A chaque extension T/K cyclique totalement ramifié¢e de degré p,
et & chaque isomorphisme ¢: II(T/K) — Z/pZ, on associe donc un élément
&(T, ¢) de Aci(Ux,(Z/pZ),) (4.2). La proposition suivante sera fonda-
mentale pour la suite:

Proposition: Lorsque T parcourt les extensions cycliques totalement
ramifiées de degré p de k, les &(T,¢) engendrent le groupe

Acy(Ug, (Z/ Pz)k)-

Démontrons d’abord deux lemmes:

5.7 Lemme: Pour tout n 2 1, soient i,: UxJUx" ' — Ug/U%™! Pinclusion et
n: A (Ug/UR"™, (Z/pZ)y) — Ack(UR/Ux™', (Z/pZ))

Iapplication induite. Si e = v(p) et e, = e[(p—1), onaImj} = 0 dans
les trois cas suivants:

a) n > pey;

b) n < pe, et p\n;

c) n = pe, et 1 est la seule racine p-iéme de 1 dans K.
De plus, si n = pe,, on a toujours Im iy = 0 ou Imi} = Z/pZ.

En effet, posons m = n/p dans le cas b) et m = n—e sinon. Soit f I'endo-
morphisme x + x? de Ug. D’aprés V, § 4, 3.5, { induit un épimorphisme
fm: UR/UE T > UR/UE™! tel que (Retf,)eq = O dans les cas a) et b); si
n = pey, (Ret f, ). est de marque multiplicative (Z/pZ),, mais ne lui est
pas isomorphe dans le cas ¢) (V, § 4, 3.6).

Considérons le diagramme commutatif:

Upuptt <— umustt 2 uguzt

| |

Ux/Ux™! Ug/Ug™,
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ou {’ est induit par f, et ol « et § sont les morphismes évidents. Posant
H(X) = Aci(%, (Z/pZ),) pour tout ¥ € Ac,, on en déduit le diagramme

H(UZUz+Y) =2 BUZULY) <2 BUQULY).
H(fm)T TH(T')
H(ULUZY) < & H(Ug/UZHY).

Comme la multiplication par p annule Z/pZ, on a H(j') = 0. Comme H(«)
est injectif (car Ac(Ug*'/U'', (Z/pZ),) =0), on a H(j,)if¥ =0. Or
Ker H(f,,) est 'image de Ac,(fet §,,, (Z/pZ).) = Ac(ReX fr)eea> (Z/PZ));
d’ot le lemme d’aprés ce qui précede.

5.8 Lemme: Si G est un sous-groupe de Acy(Uyx, (Z/pZ),), considérons les
assertions suivantes:.
(i) G = Ack(Ux, (Z[pZ)).

(ii) Pour tout n <pe/(p—1) tel que (n,p) =1, limage de
G dans Ac, (U, (Z/pZ).) contient celle de Ac,(Ux/Ux™', (Z|pZ),).

(ili) L assertion (ii) est satisfaite et, de plus, si n = pe/(p 1), l'in-
tersection des images de G et de Acy(Ux/Uy'', (Z/pZ),) dans
Ac, (U, (Z/pZ),) nest pas nulle.
Alors (iii) = (i) si K contient p racines p-iémes de 1 et (ii) = (i) sinon.

En effet, si 'on pose H(X) = Ac;(%, (Z/pZ),), on a le diagramme com-
mutatif et exact

0 0

]
l l
0 —> H(Ug/Ug"") —> H(Ug) —> H(UZ™)

2| L]

0 — H(UY/UR™") —> H(Up) —> H(UZ').

On en tire que Im ¥ = H n H(U/ULY), si H désigne 'image de H(Ux)
dans H(Ug). En outre, comme on a H(Uy) = ( J, H(Ug/Ug) d'apreés V, § 2,
3.9, on peut supposer avoir déja prouvé que G contient H(Uy/Ug) (remarquer
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que H(Ug/Ug) = H(m,) = 0!), et montrer que G contient H(Ug/U%"!); cela
revient 3 montrer que Iimage G de G dans H(U}) contient celle de
H(Ug/UE™). Cela est clair dans les cas a), b) et ¢) de 5.7. Lorsque »n <
pe/(p—1) et (n,p) = 1 cela résulte évidemment des hypotheses faites ((ii)
ou (iii)). Enfin, si n = pe/(p—1) et si K contient p racines p-i¢mes de I'unité,
on a Gnlmj; = G H(Ug/U™") # 0 par hypothése, donc GO Im ¥
d’aprés la derniére assertion de 5.7.

5.9 Revenons a la démonstration de 5.6; gardons les notations ci-dessus
et prenons pour G le sous-groupe engendré par les &(T, ¢) ol T parcourt les
extensions cycliques totalement ramifiées d’ordre p. On a un diagramme
canonique

it U gy HED)
H(Uyg) > H(Ug) < H(Ug/Ux™) —> H(ay).

Remarquons que H(i¥) est bijectif puisque iX est un épimorphisme de noyau
infinitésimal. D’autre part, si I’on revient au diagramme 5.3, ou I’on iden-
tifie I' a Z/pZ, et si I'on note &(T) la classe d’extensions définie par la
i-2me ligne (i = 1,2, 4) de ce diagramme, on a

i£(6:(1) = €x(T) = u H(i) ™ (€u(T))-

On a vu en 5.5 que pour tout n tel que 1 < n < pef/(p—1) et (n,p) =1,
et pour tout élément & de H(a,), on pouvait trouver une extension 7/K du
type envisagé telle que ¢ = n et que &4(7T) = &; d’autre part, si K con-
tient p racines p-iémes de 1, on a vu en 5.4 qu’il existait une extension 7/K
du type envisagé, avec ¢ = pe/(p—1), et telle que &,(T) soit non nulle
(donc &,(T) non nulle, puisque u, est injectif). On peut donc appliquer
5.8, ce qui acheve la démonstration.

n° 6 Extensions abéliennes de K et extensions de Uy

6.1 Lemme: Soient T et S deux extensions galoisiennes finies totalement
ramifiées de K telles que SCT. Le diagramme ci-dessous, ot 1 est
induit par Nrs, est commutatif. Ses lignes et ses colonnes sont exactes.

En effet si yeII(T/K), on a Nps(y(nr)nr) = y(Nyjs(mr))/Nys(nr)-
L'égalité no iy = i o can. résulte donc de ce que Ngr(ny) est une
uniformisante de S (confer par exemple 1.5 a)). Les lignes sont exactes (4.2),
ainsi que la premiére colonne; la seconde I’est donc aussi.
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1 1
I(T/S)¢ === I(TIS)

ml ir/k © can,
4

I —> I(T/K) 5> Up/Bypx 5> Up—> 1

m.l " ”

1 ——> I(SK) 25> Ug/Bgp —25> Uy — 1

l 1

1 1

6.2 Lemme: Soient T et S deux extensions galoisiennes, finies, totalement
ramifiées telles que T @ K, = S @y K, = L. Identifions II{T/K) et
N(S/K) a II(L|K,,) au moyen des isomorphismes canoniques. Alors les
extensions

Epx 1 —> H(L/Knr):b_iﬂi’ U'r/%nxlr'£> Ug—> 1

et

s/K ns) K

Esxk 1 —> H(L/Km)f'i""’ Ug/Bgjx — Ug—> 1
sont équivalentes.

En effet, les extensions &rx ®, k et s x @, k, déduites de &1 et &
par extension des scalaires, sidentifient toutes deux a €7,z .. Leurs classes
d’équivalences différent d’un élément de

Ker (Aci(Ug, I) = Acx(Ug @k, T ® ),
si I =II(L/K,)®. Or daprés I, § 6, 3.5 (mutatis mutandis), ce noyau
’identifie 3 H'(k, €r%(Ug.I})). Comme Gr®(Ug, Iy) = Br(Ug, ) = &
parce que Ug est connexe, le noyau en question est donc nul.

6.3 Soient T une extension galoisienne finie, totalement ramifiée de X
et X un groupe commutatif fini. La suite exacte &'y induit la suite exacte
habituelle des groupes d’extensions

El
(*) 0 — Aq(II(T/K)¢, Xt)"r"’ Aci(Ug, X)) = Aci(Ur/®rx, X))
Désormais nous identifions Gr{(IT(T/K ), X) d'abord & Ac,(II(T/K), X;) au
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moyen de 'isomorphisme évident, puis & un sous-groupe de Ac;(Ug, X;) au
moyen de O;. Autrement dit, un homomorphisme f: II(T/K) — X sera
identifié  la classe de I'extension &y xf’, f': H(T/K)® — X étant ’'homo-
morphisme déduit de f par passage au quotient. Le lemme 6.1 montre alors
que Gr(II(S/K), X) est identifié & un sous-groupe de Gr(II(T/K), X)
lorsque SCT, et que linclusion s’identifie a l'application canonique
Gr(II(S/K), X) — Gr(II(T/K), X).

Théoréme d’existence: Soient X un groupe commutatif fini et T,
une extension abélienne totalement ramifiée maximale du corps K.
On a alors

Acy(Ug, X;) = | Gr(II(T/K), X),
ou T parcourt les sous-extensions finies de T .

Le théoréme d’existence signifie que, pour toute extension de k-groupes
affines commutatifs
15X, > 6> Uy > 1

il y a une sous-extension finie 7" de T, et un diagramme commutatif

l— H(T/K)k'illf'> UT/%T/K_':T—,‘E) Ug—>1

LR

1— X, —> & —> Ug—>1.

Pour démontrer notre théoréme, nous pouvons évidemment supposer
que X = Z/q"Z, q premier. Pour toute extension finie totalement ramifiée
T/K, notons alors

vkt A (U, X3) = Ac(Ur, X,)

Phomomorphisme Ac,(Ryx, Xi)- Si T/K est galoisienne, les suites exactes
(%) et

0= Ack(%T/K! X)) - Acli(UT/%T/Ks Xi) > AC;(Ura X)

entrainent que Ker vpx = Gr(II(T/K), X). Il s’agit donc de prouver que,
pour tout x € Acy(Uy, X,), il existe une sous-extension finie T de T, telle
que vy x(x) = 0.

Montrons d’abord que, pour tout x € Ac;(Ug, X,), on peut trouver une
extension séparable finie totalement ramifiée 7" de K telle que vy x(x) = 0.
Raisonnons par récurrence sur n: I'assertion est triviale pour n = 0; lorsque
n = 1, elle résulte de 5.2 pour ¢ # p, de 5.6 pour g = p; supposons n = 1.
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Comme Ac,(Ug, Y) = O pour tout groupe commutatif fini ¥, le foncteur
Y + Acy(Uy, Y,) est exact a gauche en Y, et on a une suite exacte

0— AC;(UK’ (Z/qZ),) - Ac}c(UK, (Z/q"Z),) = Aci(Ug, (Z[9"Z))-

Si x € Acy(Ug, (Z/q"Z),), on a g(qg" 'x)=0 et g"~'x provient donc d’'une
extension de Uy par (Z/qZ),; en vertu de ce qui précide, il existe une ex-
tension séparable finie totalement ramifiée T, de K telle que v; x(¢"'x) =0.
L’élément vy, x(x) de Acx(Uy,,(Z/q"Z),) est donc annulé par ¢"~*, donc
provient d’une extension de Up, par (Z/g" 'Z), en vertu d’une suite
exacte analogue a la précédente. D’apres I’hypothése de récurrence, il existe
urnc cxiension séparable finie totalement ramifiée 7' de T, telle que

VT'/K(X) = vT’/T;(VT;/T(x)) =0.

I1 nous suffit donc de démontrer le lemme suivant:

6.4 Lemme: Pour toute extension séparable finie totalement ramifiée
T'/K, il existe une sous-extension finie T de T, telle que

Ker (vr/x) C Ker (vr/x).

On peut agrandir 77, donc supposer que T,. = T' ®g K, est une ex-
tension galoisienne de K (si S’ est une extension galoisienne finie contenant
T', remplacer T’ par une sous-extension totalement ramifiée maximale de
S'K, (2.1 et 2.2)). Posons IT, = II(T./K) et I1, = IT (T}/K,,), et soit L
le corps des invariants de (IT,, I1;). Soit 7, une sous-extension totalement
ramifiée maximale de L; on a T, ®xK, = L; comme II(L/K,) =
I0,/(IT,, IT,) est central dans II(L/K) = II,/(II, II,), l'extension T;/K
est abélienne (2.3); il existe donc 7C T, telle que T, =5 Ty, =3 L (d’aprés
2.3 0n a II(K,,/K) = I(K,p/Kapae) X I(K,p[T,,); si 'on pose

Ir= H(Kab/Kabnr) N H(Kab/Tl)s

on choisira T de telle maniére que II(K,,/T) = I x II(K,,/T,)). Montrons
que T répond a la question:

Appliquant 2.1 & Pextension T, /T, , on voit qu’il existe une extension
totalement ramifiée T D T telle que T,/ = Ty.. Si x € Ac;(Ug, X;), on a
les équivalences (confer la démonstration de 6.2):

(x e Ker vy ) <= (x @ ke Ker vy 2.) < (x € Ker vr);

on peut donc supposer 7°' =77, i.e. T’ D T. Soient By, la composante
neutre de fer (N x) et € = Rer (U /By x — Ug); la suite

1 5 € - Up 8 = Ug = 1



APPENDICE: CORPS DE CLASSES LOCAL 671

donne par extension des scalaires 4 k la suite exacte &3-__2._. On a donc
€ ®rk = (T, /K,y = II5;;ilenrésulte que § est étale et que C(k) =~ 2.
On vérifie aussitét que IT(k/k) = II(K,,/K) = II,/IT, y opére par auto-
morphismes intérieurs. Il en résulte que le plus grand quotient constant
de € s'identifie a (IT,/(I1y, I1,)), = II(T/K),. Dans le diagramme com-
mutatif

VT'/K

0—> AC, X))  — Aq(Ug, X3) —> Ac(Ur., X))

fT I Tvr'/'r

vYT/K

0 —> AQ(II(T/K)x, Xi) —> Acy(Ug, Xi) —> Acy(Ur, X)),

fest un isomorphisme, ce qui entraine Ker vy x = Ker vy ¢

n° 7 Groupes de Galois des extensions abéliennes d’un corps local

7.1 Soit T une extension galoisienne, finie, totalement ramifiée de XK. La

suite exacte
ir/k

1 —> I(T/K)Y —> Ur/Br/x = Ug—>1
de 4.2 induit une suite exacte des groupes d’homotopie (V, § 3, 4.1)

m(n )
7,(Ur/By) ———2> 7, (Ug) —— I(T/K)E —> 1

(remarquer que mo(Ur/Br /) = 1 et mo((T/K)P) = O(T/K)P).

De méme, comme on a m,(Brx) = 0 par construction, la suite exacte
canonique 1 — B - Upr = Uy/Brx — 1 induit une surjection
7y (Ur) = 7, (Ur/B1x) — e. Composant cette surjection avec =, (1 x), on
obtient la suite exacte

7,(Up) 2225 5 (Ug) —— I(T/K) — 1.

Rappelons maintenant quelques notations de V, § 3, n° 4: pour tout
k-groupe affine commutatif U, soit I'(11) le plus grand quotient proconstant
de U, et posons y(U1) =I'(%,(1))(k). Remplagant dans la suite exacte précé-
dente chaque groupe & par I'(®)(k), on aboutit a la suite exacte de Serre

(Rr/x) a
3(Up) — 9(Ug) — I(T/K)* — 1.

On dira que la surjection vy, qui est déduite de I'application-bord 0, est
I’homomorphisme de Serre relatif a T/ K.

vT/K

7.2 Soit S une sous-extension galoisienne de 7. Reprenant les construc-
tions de 7.1, on voit que le diagramme de 6.1 induit un diagramme com-
mutatif
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(R ,x) vT/K
y(Ur) ———> y(Ug) —=> I(T|K)* —> 1

T(QT/s)l ” lcan.

(% vs/K
(Us) 22225 5(Up) =5 [(S|K)® — 1.

Ceci nous ameéne a considérer plus généralement une extension galoisienne,
totalement ramifiée, non nécessairement finie N de K. Par passage a la limite
projective les homomorphismes de Serre vy g, relatifs aux sous-extensions
finies 7/K de N/K, induisent 'homomorphisme de Serre vy,x = lim vrx
relatif 3 N/K: -
oyx: ¥(Ug) = I(N/K)® = lim II(T/K)™.
TeN
Comme y(Ug) est compact et que les vy, sont continus et surjectifs, vy g est
continu et surjectif. Son noyau est la limite projective des Ker vy g, i.e.

KCI‘ vN/K =TnNIm ‘y(sﬁnx).

7.3 Théoréme sur les groupes de Galois: Soit T, une extension abélienne

totalement ramifiée maximale du corps local K. Alors I'homomorphisme
de Serre

vk - ¥(Ug) = II(T./K)
est un isomorphisme.
En effet, si X est un groupe commutatif fini et G un groupe topologique,
notons Hom (G, X) le groupe des homomorphismes continus de G dans X,
muni de la topologie discréte. Il suffit de montrer que, pour tout X et tout

feHom (y(Ug), X), il y a un TCT, et un g:II(T/K)— X tels que
[T: K] < oo etf = gupg; cela signifie que

lim Hom (vrx » X): lim Hom (I(T/K), X) — Hom (y(Ug), X)

TeTe

est bijectif. Or, si Ug est I'extension proconstante universelle de Ug (V. § 3,
4.2), la suite exacte canonique

1"’?(Ux)k'g" U;<—r)’ Ug — 1
induit des isomorphismes
8(X): Hom (Y(Ux)’ X) = Ack(Y(Ux)ka Xk) 3 A (Ug, Xy)-

Draprés 6.3, il reste donc 4 voir que, pour tout 7, le composé
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d(X) o Hom (vr/x, X): Hom (II(T/K, X) = Aci(Ug, X,)

coincide avec I'injection de 6.3 qui nous a permis d’identifier Hom(11(7/K), X)
A un sous-groupe de Acy(Ug, X,): pour cela, considérons le diagramme
commutatif

l—> U —> Uy ——> Ug—>1

( UT/K)kl al H

1 ——> I(T/K ) U/ By el Uy —> 1

T

11— X, —> & — Ug—>1,

ou 3 est 'unique homomorphisme tel que g3 = Y. L’injection de 6.3 et
0(X) associent respectivement a f et & f o vy la classe d’équivalence de la
derniére ligne!

7.4 Nous pouvons donc appliquer les résultats de V, § 3 et § 4 pour
déterminer la structure de y(Ux) = II(T,/K). En particulier, lorsque k est
fini et a p" éléments, on sait que y(Ug) = Ug(k) = Uyg:

De fagon plus précise, soit T une extension galoisienne, finie, totalement
ramifiée de K et considérons le diagramme (IIL, § 5, 7.3)

1— I(T/K)P 5> Up/Brjx—> Ug— 1

la=§"—ld=0 l5=s§r—m lc=‘;§'—ld

1—> H(T/K):bﬁ‘li* Ur/%r/xm Ug—> 1.

On a Rerb = (Ur/Byx(k)), Rer ¢ = (Uy)y, Cofer a = I(T/K) et Cofer
b =0 (L §5, 7.2). Le lemme du serpent (4lg. comm. 1, § 1, prop. 2)
fournit une suite exacte

RT/K

(Ur/Bax(R))e = (Ug)e —> I(TIK)P —> 1,
d’ol une suite exacte
Up 255 U 25 (TIK)® —> 1,
si I'on pose tp/x = (k).

Lemme: L’homomorphisme 1ty coincide avec I’homomorphisme de
Serre vrk.
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En effet, I'extension proconstante universelle de Uy s’identifie 2 la suite
exacte

1 —> (Uk)x Uk e Uk L.

Or le diagramme (*) montre que ’homomorphisme § de 7.3 est I'unique
homomorphisme factorisant b & travers nyx (b = 3y k). Le morphisme
(v Rex ¢ > Ker nyk coincide manifestement avec 7.

Lorsque T parcourt les sous-extensions finies d’une extension abélienne
totalement ramifiée maximale T, Ker vy parcourt les sous-groupes
ouverts de p(Ug) = Uy d’aprés 7.3. Nous avons donc prouvé:

Théoréme du corps de classes local: Soient K un corps local de corps
résiduel fini et T., une extension abélienne totalement ramifide maximale
de K. Lapplication T +> Np;x(Ur) met en correspondance bijective
les sous-extensions finies de T, et les sous-groupes ouverts de Uy.

7.5 Remarque: Soient K,;, une cldture abélienne de K et K, la plus
grande sous-extension non ramifiée de K. Si T, est une sous-extension
totalement ramifiée maximale de K,,, on déduit de 2.5 et 7.3 des isomorphis-
mes

Y(UK) = H(TOD/K) = H(Kab/Kabnr)‘

L’isomorphisme v: y(Ug) — II(K,u/Kp,,) Obtenu est indépendant du choix
de T, comme il résulte aussitot de 6.2.

7.6 Remarque: Pour quelques compléments, en particulier pour I'étude
de Papplication de réciprocité et des extensions abéliennes non néces-
sairement totalement ramifiées, nous renvoyons le lecteur & M. Hazewinkel,
Abelian extensions of local fields, thése, 18 juin 1969, Amsterdam.



