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Colloquium "Onderwerpen uit de modeltheorie" 

Spreker: B. van Rootselaar. 

Ruw gezegd zijn de vragen van modeltheorie de vragen naar de sa­

menhang tussen wiskundige systemen en hun beschrijvingen door middel 

van een formule taal, i.h.b. vormen van de eerste orde predicatenreke­

ning. 

De ingredienten van een dergelijke taal L zijn: 

objectsymbolen (indiv.constanten) a 1 b, c, ••• 

variabelen x, Y, ••• 

relatiesymbolen (predicaatletters): A( ), B( , ), ••• 

logische tekens 

quantoren 

en haakjes [ , ] 

( • ) ' (E.) 

Uitgaande van atomen, welke ontstaan door in predicaatletters object­

symbolen en/of variabelen te substitueren - b.v. A(a), B(a, x) -, bouwt 

men formules op met de logische tekens en de quantoren (en haakjes). 

Een variabele, welke in het bereik van een quantor valt heet gebonden, 

b.v. x in (x) B(a, x); wanneer dat niet zo is heet de variabele vrij 

(komt de variabele vrij voor). We zijn in het bizonder geinteresseerd 

in zinnen~itspraKen)van L, d.w.z. in formules zonder vrije variabelen. 

Naast de taal hebben we wiskundige structuren, d.w.z. verzamelingen 

M met deelverzamelingen van M, 1/, ~, ... (relaties). 

Om de uitspraken van L betekenis te geven in een structuur M legt 

men verband door een 1 - 1 afbeelding van de verzameling Min de ver­

zameling der objectsymbolen van Len van de verzameling der relaties 

in die van de predicaatletters van L(afb. f). 

Een zin X van L heet s,edefinieerd in M als de in X voorkomende object­

symbolen en predicaatletters onder f corresponderen met elementen van 

Men relaties van M (orde trouw, d.w.z. B( , ) correspondeert met een 

relatie B 1 er/, enz.). 
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Hiermede zijn we er nog niet~ we moeten nog afsprek~n wanneer een zin 

X van Lin M zal geldeno Dit leggen we inductief vast: 

1o Is X atoom, dan geldt X in M als fX (op vanzelfsprekende wiJze 

gedefinieerd) in M waar is, is X bovo B(a, b) en is fB = B1c~f 
en fa= a 1 en fb = b 1 dan geldt B(a, b) in M als (a1, b 1)E:B1• 

(Let w~l B(a, x) wordt niet geinterpreteerd, want B(a, x) is geen 

zin)o 
I 

De geldigheid van ingewikkelder zinnen brengt men terug tot die 

van eenvoudiger: 

2o ~ als fX niet waar is in M. 

3. XvY als fX of fY waar is in M. 

4a XAY als fX en fY waar zijn in M. 

5~ (Ey)X(y) als er een object symbool a is zodat X(a) geldt. 

60 (y)X(y) als X(a) geldt voor elk objectsymbool a met fae.M. 

M heet model van de verzameling zinnen V als M model is van elke xe V, 

d.w.zo als elke XE. V geldt in M. 

Een centrale stelling met vele interessante toepassingen is de zo­

genaamde compactheidsstelling. 

Als elke eindige deelverzameling van een verzameling K van zinnen 

een model heeft, dan heeft Keen model. 

Verscheidene interessante kwesties zijn: 

o. gevolgen voor de mathematische structuren van uitdrukbaarheid in de 

eerste orde logica, i.h.b. toepassingen van de compactheidsstelling 

( zie [5] 9 hoofdstuk 2) • 

1. vragen naar de karakterisering van structuren door verzamelingen van 

zinnen ([7}), i.h.b. de gevolgen van het bestaan van niet-bedoelde 

modellen ( [5], [6] , [7]). 
2. wat is er voor gemeenschappelijks in de modellen van een verza.meling 

zinnen (modeltheoretische invarianten; Kreisel, b.v. in [1]). 
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3. volledige theorieen, d.w.z. verzamelingen T van zinnen, zodat voor 

elke X, die geen andere ingredienten gebruikt dan T juist een van 

de twee verzamelingen TV{X} en T V{'X } een model heeft. 

4. onafhankelijkheidsonderzoek van axioma's van de verzamelingsleer, 

b.v. Cohen in [1]. 
5. modeltheoretische fundering van logische systemen (Beth, Kripke in 

[3]). 
60 generalisaties van de modeltheorie (continue modeltheorie [2]). 

Ik wil voorstellen om met het onder 1. genoemde onderwerp te be­

ginnen, omdat daarin een, fanuit wiskundig standpunt interessante, 

ontwikkeling is ontstaan in de zogenaamde non-standaard analyse met 

toepassingen op vele gebieden. We kunnen dan later zien of onze belang­

stelling ons nog tot andere onderwerpen voert. 

Om een voorlopige indruk van het onder;werp te geven zal ik in het 

kort schetsen waarom het gaat. 

Oribedoelde modellen van axiomastelsels der rekenkunde zijn gecon­

strueerd door Skolem ( zie [7] ) • 
Hij gaat daarbij als volgt te werk. 

Laat N de rij der natuurlijke getallen en M:= {rn(t) een rij arithmetische 

functies zijn, d.w.z. f. : N + N, dan is er een monotoom stijgende functie 
1 

g: N + N zodat bij elk paar (i, j) een t .. is, zodat voor t > t .. geldt 
1J 1J 

r. g(t) < r. g(t) 6r r. g(t) = r. g(t) 6r r. g(t) > r. g(t). 
1 J 1 J 1 J 

Hierdoor is het mogelijk van M een geordende rij N* te maken door 

de definities: 

f. < f. <-> voor alle t > t .. geldt f. g(t) < f. g(t) 
1 J 1J 1 J 

f. = f. <-> voor alle t > t .. geldt f. g(t) = f. g( t) 
1 J 1J 1 J 

f. > f. <-> voor alle t > t. 0 geldt f. g(t) > f. g( t). 
1 J 1J 1 J 

Door de elementen van N te identificeren met de constante functies ver-
• 0 * Verder is * * kr1Jgt men NCN . 1 < f voor alle fE.N en elke fEN heeft 
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* een opvolger f + la Dus is N een beginsegment van N. De identiteits-
* functie is als element van N groter dan elke n G.N en dus is N een echt 

. * beginsegment van Na 

Om nu een model van d.e rekenkunde te krijgen moeten oak de arithmetische 
. k *k * functies N + N getransponeerd warden tot N + N. Hiertoe moet men 

verlangen, dat de rij M afgesloten is tao.v. samenstellen van functies. 
k * *k * Zij nu F g N ~ N dan definieert men F : N + N door 

F* (:£· 1 , a o o, fn) ( t) = F( f 1 ( t), • a., fn ( t)). 

Als voorbeelden noemen we de som van twee functies door (f + g)(t) = 

= f(t) + g(t), het product (fag)(t) = f{t).g(t). 
I 

Door een geschikte rij M te kiezen kan. .. Skolem nu bewij zen dat alle zin­

nen, opgebouwd uit atomen.welke vergel1jkingen of ongelijkheden tussen 

arithmetische functies zijn~ die waar zijn in Noak waar zijn in N*. 

Daar N en it niet isomorf zijn ka~ hierui t geconcludeerd warden, 

dat een aftelbaar 1e orde axioma stelsel de rij der natuurlijke getallen 

niet karakteriseert, zie verder [7] • 
Onbedoelde model~en van de analyse kan men construeren met behulp van 

de ultramacht ReN(=Re*) van de verzameling Reder re~le getallen; zie[~,[5],[6]• 
* . . 

Elementen van Re warden de funct1es f: N ->Re. 

Zij Deen ultrafilter in N, d.w.z. een klasse van deelverzamelingen van 

N, zodat 

1. ij)(f;D 

2. A, BGD + AnB€.D 

3. AED en ACBCN + B€D 

4. ACN+AE.DofN-AED 

De relaties R op Re - dus i.hob• de functies Ren+ Re - warden nu als 
* . . . ~ volgt op Re u1tgebre1d tot relaties R: 
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Voorbeelden: 

1o f = g (eigenlijk f = *g). 

f = g <-> { n ; f ( n) = g ( n) } € D. 

= is op Re* een equivalentie. We laten zien dat uit f =gen g = h volgt 

f = h. N.l., we zien uit de veronderstelling met 2 en 3 van de ultra­

filter definitie: 

{n ; f(n) = h(n)} =>{n ; f(n) = g(n) }n {n ; g{n) = h(n) }E. D, dus f = h. 

Opmerkingg Luxemburg werkt met de equivalentieklassen [r] = {g ; g = f} 

als elementen van het model, Robinson met de functies zelf. 

2. Optelling: f + g = h <-> {n; f(n) + g(n) = h(n)}E:D. 

3o Inverse. 

f = O <-> {n ; f(n) = o}ED 9 dus ff O <-> {n; f(n) = o}~D, dan is 

volgens 4 van de definitie van ultrafilter dus {n; f(n) f 0}€D. 

Voor g met g(n) = f(n)- 1 als f(n) f Oen g(n) = 1 als f(n) = 0 geldt 

fg = 1, daar 

{n II f(n) g(n) = 1} = {n ; f(n) f 0}€ Do 

4o Ordening. 

f .::_ g <-> {n ; f(n) .::_ g(n) }€ Do 

Hierdoor wordt Re* een geordend lichaam ( zie [4]). 

ro = ~ dan is Re* niet isomorf met Re, dan is n.l. Re* niet archimedisch 

geordend (in de strikte zin dater niet bij elke f > 0 en g > 0 in Re* 

een n €.N bestaat met nf > g) o 

Zij namelijk f E Re* gedefinieerd door f(n) = n en stel f < m ( E. N), 

dan { 1, ••• , m-1 }€.D waaruit vblgt nD f ~, dus er is geen m met f < m, 

doWoZo voor alle mE:N is f ~ m, dus ook f > m. 

* * * * Er geldt N cRe , NCN en RecRe (echt). 
* Alle eerste orde zinnen, die in Re gelden 9 gelden ook in Re. 

Men heeft in N* oneindig grote getallen en in R~ zowel oneindig grote 

als oneindig kleine getallen. Deze zijn toepasbaar in de analyse en recht­

vaardigen interpretaties en karakterisering als: 
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1 o De rij 

van. {s } in 

{s} in Re is juist dan begrensd (in Re) als de elementen n . 

. n Re* alle eindig zijn, d.w.z. in Re zijn. Bedenk hierbij 

di.it {s} in Re* een functie Si N* + Re* iso 
n 

2c SE.Re is limiet van {sn} in_ Re juist dan als in 

oneindig klein voor alle oneindige n ( d. w. z. in it· -
* Re geldt jsn - sl 

Men kan eenvoudige bewijzen leveren van bekende stellingen der 

.analyse (Bo_lzano - Weierstrass) maar ook interessante karakteriseringen 
·, 

in de topologie (Robinson), en nieuwe resultaten verkrijgen, b.vo in 

de theorie der lineaire operatoren ( zie [6}) o 

In concreto stel ik voor om uit [6] te bespreken de hoofdstukken 

(of gedeelten daarvan): 

II. (logica) 

III. (elementaire analyse) 

IVo (topologie) 

VIIo (lineaire ruimten). 
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O II O d O II Colloqui.um .Onderwerpen. uit de Mo eltheorie 

Spreker: B. van Rootselaar. 

We zullen nu voorbereidingen treffen om de compactheidsstelling 

(zie p.2) te bewijzen. Ter vereenvoudiging veronderstellen we hierbij, 

dat ➔ en= niet in de taal L voorkomen (hie~door verliezen we niets). 

Ret bewijs zal geschieden door de constructie van een model van K 

in de vorm van een ultraproduct voor een verzameling zinnen in prenexe 

normaalvorm, d.w.z. van de gedaante 

• • • ' X ) n 

waarbij Qo quantoren zijn en A geen quantoren bevat. 
l. 

Ret bewijs is dan algemeen, omdat bij elke zin X een daarmede 

equivalente zin X' bestaat, in prenexe normaalvorm, d.w.z. een 

prenexe X' met dezelfde constanten en relatiesymbolen als X met de 

eigenschap dat X' juist dan geldt in een structuur als X daarin geldt. 

We geven nu eerst de• algemene definitie van het ultraproduct (1), 

dan een schets van de reductie op prenexe normaalvorm (2) en daarna 

het bewijs van de compactheidsstelling (3). 

1. Twee structuren heten gelijksoortig als al hun.relaties interpre­

taties zijn van -dezelfde verzameling van relatiesymbolen. 

Het ultraproduct -~ van een klasse Q = {Mv;· v E-I} van gelijkso'ortige 

structuren M wordt als volgt gedefinieerd. 
\) 

DCP(I) is een ultra-filter, d.w.z. voor D gelden de eigenschappen: 

u1 (D) <P 1=- D; u2(D) : Als A,BeD dan AA B e:D; 

u
3

(D) Als A E.D en A ::-_B, dan B ~D; u4(D) : Voor elke AE.P(I) 

geldt A~D of A' <ED. 

De elementen van~ zijn de functies 

f: I ➔ 0 Q 

zodat f(v) EM voor alle v ,.;,I. 
\) 
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Bij elk relatie~symbool R, dat in alle Mv geinterpreteerd is 

behoort een relatie R gedefinieerd door 

N.B. In (f
1
(v), ••• ,.fn(v))E::R staat R voor de inte:rpretatie van het 

relatiesymbool R in M. 
\) 

2. Een met X equivalente X' verkrijgt men door, de- vervang1.ng van 

deelformules van X van de vorm 

-,(Y vz) 

-,(YA Z) 

,(FJ.y)Z 

.,(y)Z 

door ..,y /\,Z 

door 1 Y v ,z 
door (y ),z 
door (Ey)7 Z 

wat resulteert in een met X equivalente formule x1, waarin toepassing 

van -, voorafgaat aan die van 'I/ , A, ( E.), ( • ) , en vervanging in x1 van 

deelfbrmules van de vorm 

( ( Ey) Z) I/ Y door (Eu)(Z' vY), 

waar u niet in de eerste formule voorkomt en Z' uit Z ontstaat, door 

y te vervangen door u. Analoge vervanging van/\ i.p.v. A en (.) 1..p.v. 

(E.) levert dan een equivalente X' in prenexe normaalvorm. 

Voorbeeld: 

X = -, ( Ey ) R ( a , y ) v , ( ( y ) ( Q, ( y ) V ( Ez ) S ( y, z ) ) ) 

(eerste stap: , naar binnen) 

(tweede stap: quantoren naar buiten) 

x
21 

= (u)C'R(a,u) V (Ey)(•Q,(y) A(z), S(y,z))) 

x
22 

= (u)(Ev)('R(a,u) v (iQ,(v) A (z),s(v,z))) 

x
23 

= (u)(Ev)t'R(a,u) v (w)(iQ,(v)A..,S(v,w))) 

X' = {u)(Ev)(x)("'1R(a,u) V (,Q,(v)I\ 1 S(v,x))) 
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Opm.: Voor volledig bewijs zie b .v. 

D. Hilbert,, W. Ackermann~- Grundzuge 0·der,·theoretischen Logik. 

A.H. Lightstone: The axiomatic method. 

Zinnen in prenexe normaalvorm interpreteren,we, in·structuren door 

toevoeging van, fu.nctiesymbolen, (Skeilem.f'unetoren}:.-Hierbij overschrijden 

we het bestek van· onze taal L. 

Dat (x) (Ey )R(x,,y) in M:.geldt betekent, dat bij · elke constante a 

een· b bestaat, .zodat ,R(.a.~b-). in M gel.dt .. -. In M- is· er 0 dus ·een functie f, 

zodat voor- allexEr.Mgeld.t- (x,f(x))-c.R. We voegen,nu een functiesymbool 

<P toe aan onze taal met f. ·aTs interpretatie in M ·'en· we zeggen, dat 

R(x.,<P(x)) in M geldt als -voor elke constante die in M geinterpreteerd 

is R(a~<j>(a)) in M geldt. Deze· definities zijn dus ·zo ingericht, dat 

R(x,<P(x)) in M geldt juist dan als (x)(Ey)R(x,y) in M geldt. 

Op deze wijze wordt bijyoorbeeld de met x·== (x)(Ey}(z)(Eu)R(x,y,z,u) 

corresponderende formule: 

3. De compactheidsstelling. 

Laat K een verzameling, zinnen in prenexe norrnaalvorm zijn, zodat 

elke eindige deelverzameling een model heeft. De klasse der eindige 

deelverzamelingen van K-noemen we P
0

(K), met elementen µ, v, •••• 

Bij elke v kiezen we een model• M . en we -zorgen ervoor, dat de in K 
\) 

voorkomende- .relatiesymbolen in alle Mv geintecyreteerd zijn, door ze 

zo nodig in M · door een lege relatie te interpreteren. De obj ectsymbolen 
V 

van K worden in een ultraproduct over Q door functies f, waarbij f( v) 

een in M aanwezige interpretatie is of indien zo'n interpretatie er 
\) 

niet is, een willekeurig element uit M. 
\) 

We moeten nu een geschikt ultrafilter D definieren, zodat elke 

X eK in QD geldt. 

Dat gaat als volgt. 

Zij d( v) = { µ; v c µ} 

en D0 = {d(v); vE:P0(K)} cP0 (K). 

Dan gelden u
1 

(D
0

) en u
2 

(D
0

), omdat cp tr/=- D
0 

en d( v) nd( µ) = 

·=d(vvµ). 
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We beschouwen nu de deelverzamelingen va:n P
0

(K}, die D
0 

bevatten 

en waarvoor u
1 

en u
2 

gelden. Deze verzam.eling is partieel geordend 

door inclusie en bevat· velgens· Zorff een, maximaal-element, zeg D. 

Er geldt nu u3 (D), want• als we definieren 

D' = {B; er is een AE:-D met Ac.B} 

dan gelden, u
1
.(D'), u

2
(D') en, u

3
(D'), terwij1 Dc.D,' .. - Weg-ens· maximaliteit 

van D is D = D'· en dus· geldt u3(D). Tenslotte,,ziet- men -als volgt, dat 

u4-(D) geldt. 

Zij A:c. . .P0 (K-). Definieert men 

D(A) = {B; er zijn F en C met F.E:D, Ac..C• en B = F f\C}, 

dan geldt D c D(A) en A cD(A}. Verder geldt U2{·D(A)) en als u
1 

(D(A)) 

geldt, dan vol:gt wegens maximaliteit van D, dat D(A) = D en dus AE:.D. 

Analoog voor D(A' ). 

Is nu cp E..D(A) I\D(A' ), dan zijn er F en Gin D met Af'\F = A' f'\G = qi 

en dus F/\G = qiE.D, zodat uit u
1

(D) volgt u
1

(D(A1) of u
1

(D(A')) en dus 

AE:D of A' €..D. 

We moeten nu aantonen, dat de zinnen van K in QD gelden. Dit laten 

we zien aan de hand van de zin 

X = (x)(Ey)(z)(Eu)R(x,y,z,u), 

waarbij we veronderstellen, dat R is: 

waarin R
1

, R
2

, R
3 

atomen zijn. 

Het komt er dus op neer, dat we lat en zien, dat R ( f, qi( f) ,g, ijJ ( f ,g)) -

:: 7R
1

(f,cj>(f)) v (R
2

(f,g) /\ 1 R
3

(g,iji(f,g))) in~ geldt. 

De Skolem functoren- qi en ijJ zijn hierbij op QD geinterpreteerd 

door 

cp(:r)(v) = cj>(f(v)) voor alle ve:P0(K) 

en iji(f,g)(v) = iji(f(v),g(v)) voor alle ve.P
0

(K). 

N.B~ De cp en· ijJ in de rechterleden staan. voor de, interpretaties van 

qi en 1/J in M • 
\) 
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Als ai'korting gebruiken.we R
1 

[v] voor R,-(f'(v),qi(f(v))) en analoog 

voor de andere formules. 

Zij nu 

dan geldt R in ~, volgens de.finitie van gelden,-in een structuur en de 

definitie van ~, als 

(A! is complement va.rr Ao), dit moet dus ·word-en aangetoond. 
l l 

Zij nu B = { v; R [v] } . 
Indien A = {x} dan geldt R_[AJ en als µ E: d( A) dan geldt R[µJ, dus 

d( A) c. B, zodat volgens definitie van D ook B E:D. 

Verder als AE-B, dan Atm.A1 u(A
2

1\A3) en dus 

B c.A' v ( A2 fl A3 ) en dus 

A1 u(A
2 

I\A3) e:D. 



Colloquium 1.'0nderwerpen- uit d-e. Modeltheorie" 

Spreker: L.E. Fleischhacker. 

In vele takken van de.wiskunde.hebben variabelen behalve op elementen 

van een zekere verzameling vaak ook betrekking op, deelverzamelingen, 

relaties, i.h.b. functies, etc. De gebruikte logica wordt dan dus 

geinterpreteerd als een "hogere orde" logica. Aangezien deze inter­

pretatie tot tegenspraken kan leiden moeten enige beperkingen aan 

het logische sys teem warden opgelegd. Een van de methoden hierbij 

is de theorie der logische typen. De hier gebruikte typentheorie 

wijkt iets af van de gebruikelijke vor-men. 

We zullen eerst de "hogere orde structuren" definieren die ons als 

modellen zullen dienen, daarna een "gelaagde" taal die deze modellen 

kan beschrijven. 

Definitie 1. Typen 

i) 0 ~T 

ij ) Tl , • •. , T £:. T 
n 

==> 

We noemen de elementen van T typen. 

Definitie 2. Hogere orde-structuur 

( T l , T 
2 

, • • • , T n) <E.T 

Als gegeven is 

{B,}
1

E=-T en een 

tuur over A met 

voldaan is: 

een verzameling A¥ 0, een stelsel verzamelingen 

afbeelding cp, dan vormt { B } T een hogere orde struc­
T Tc 

interpretatie cp als aan de volgende voorwaarden 

i) cp gedefinieerd op U B 
-y@T T 

iij) als T = (1 1, ••• , 'n) dan geldt: 

cp[BTJ.f; P(cp[BT J X ••• X cp[B, ]). * 
1 n 

Als cp 1-1 duidig is noemen we de structuur Normaal. Als in..,,.. de gelijk­

hei~ geldt voor alle T spreken we van een volle structuur. 
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Bij elke verzameling A behoort dus ,o .a. de volgende ·. voll e-normale 

structuur: 

i) A = A 
0 

waarbij cp de identiteit is. 

X • • • X A ) 
T 

n 

Er geldt cp [B ] c A waaruit onmiddellijk volgt dat de verzamelingen B 
T - T T 

disjunct moeten zijn. 

We zullen de elementen van A "relaties van type," noemen en als 
T 

, = 0 oak wel "individuen". 

De elementen van BT noemen we "constanten van type T11 en als T = 0 

oak wel individu-constanten. 

De elementen van cp[BT] noemen we inwendige relaties, die van 

At\ cp[B,] uitwendige relaties van de structuur {BT}tE.T• 

In een vol systeem zijn dus alle relaties inwendig. 

We definieren nu twee talen A en A1 om de h.·o. structuren te beschrijven. 

Eerst enige syntactische begrippen: 

Definitie 3. "hogere ordell taal A. Deze bestaat uit: 

i) Bij elk type Teen verzameling C van constanten zo, dat 
T 

T 
1 

-/:: T 
2 

==> C ('\ C -/: O • 
T 1 '2 

ij) Bij elk type T = (,
1

, ••• , T ) een n+1 plaatsig relatiesymbool cp 
Il T 

waarbij we aan de plaatsen de typen resp. T, ,
1

, ••• , 'n toekennen. 

iij) Variabelen en logische constanten als in de 1e orde taal. 

Definitie 4. de taal A'. 

' Behalve het bepaalde onder i, ij, iij is in deze taal ook nag aanwezig: 

iv) bij elk type Teen 1-plaatsig relatiesymbool e • 
T 

Definitie 5. Vocabulair. 

J\ls X een formule en Keen verzameling formules van A is definieren we 

de volgende verzamelingen. 
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Voe (X), Voe (K) verzameling der variabelen en constanten die op 
T T 

plaatsen van type T in X resp. een form:ule Y <E.K 

voorkomen. 

Voc(X), Voc(K) idem, zonder typespecificatie. 

Voce (X) Vocc,(K) alleen de constanten. 
T T 

Definitie 6. Gelaagd 

Een formule XE.A is gelaagd als de• verzamelingen Voe (X) voor ver-
T 

schillende r disjunct zijn. 

Een verzameling formules K is gelaagd als alle formules ervan gelaagd 

zijn en bovendien de verzamelingen Voce (K) disjunct zijn. 
T 

Met behulp van de volgende semantische begrippen leggen we de inter­

pretatie van de zinnen vaI} A in de structuren {B }1 T vast. 
T 1T£: 

Definitie 7. toelaatbaar 

Een formule X van A is toelaatbaar in M·- {B} als· 
- T T~T • 

i) X gelaagd is; 

ij) voor alle T geldt Voce (X) ~ B • 
T T 

In afwijking van het door Robinson in l6] gevolgde procede identifi­

ceren we hier dus wel·de.constanten van A met de elementen van B 
T 

maar we onderscheiden de elementen van B steeds van de relaties 
T 

uit A • 
T 

Zij nu M een hogere orde-structuur en A(M) de verzameling van in M 

toelaatbare formules., dan definieren we 

Definitie 8. Diagram ~(M) van M 

i) 

• • •' T ) : n 

qi ( a, b
1 

, ••• , b )6 !D(M) 
T n <==> a E:.B , b. E.B , i = 1 , ••• , n en 

T 1 T. 
1 

< <j>(b 1 ), ••• , <j>(bn) > 6. <j>(a) 

ij) ,</> (a, b 1, ••• , b )-= !J)(M) <==> a eB , b. 6.B , i = 1, ••• , n en 
T n T 1 T. 

1 

<<j> ( b 1 ) , ••• , qi ( b n) > ~ qi (a). 



16 

Definitie 9. De verzameling1f.(M) van zinnen toelaatbaar en geldig in 

Mis de semantische afsluiting van~(M) in A(M) (verg~lijk 1e orde). 

Het is gemakkelijk- na te gaan-.dat J\.(M)., !D(M} en ':1i(M). gelaagde ver­

zamelingen zijn. 

Als we de formules van .J\. als eerste orde--formules willen opvatten 

moeten we _de -voorwaarde, ·van gelaagdheid in deze formules zelf opnemen. 

Dit geschiedt op de volgende wijze. 

Definitie 10. type-transformatie A: J\. ~ A' 

i) Als X een atomaire formule is: AX= X, A is distributief t.o.v. 

alle logische connect ieven. 

ij) A(-3x)Z 

A(~x)Z 

= (:lx)e (x) I\ AZ 
T 

= (:a:x)e
0 

(x) A AZ 

iij) A('r/x)Z = ('o'x)e (x)-:, AZ 
T 

A('r/x)Z = (Vx)e
0

(x) -;>AZ 

als x~Voc,(Z) en 

als x ~Voc(Z). 

als x6.Voc (Z) en 
T 

als x (/;.. Voe ( Z) • 

We beschouwen-tevens bij elke h.o. structuur M = 

structuur MA=< B, {s
1

},E.TU{FT},E:T > waarbij B 

interpretaties resp. vane en~ zijn. 
T T 

{B} een 1e orde 
T 

= U B en S en F 
T E;!1' 

T T T 

Schematisch laat de situatie zich als volgt voorstellen. 

{A }--~--{B} = M 
T T 

M, = < B, { S } lJ { F } > 
fl. T T 

We kunnen nu bewijzen: 

St ell ing ( 2. 7 • 1 ) Als X ci\.(M) dan: 

Xc'jf(M) <==> AX c:~MA) 

Bewijs: Voor het geval X geen quantoren bevat volgt de conclusie direct 

uit Def. 10 en uit 

Stel nu: z~'X(M) 

mogelijk: 

<a, b
1

, ••• , b >6F 
n T 

<==> ••• , b ) 
n 

<==> AZ ~i)((MA) en X = Hx)Z dan zijn er twee gevallen 
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i) x cVoc ( Z) dan hebben,,we de velgende .eq_uivalentieketen: 
T 

X<=~M) <==> Z(a)e:"X(M) voor zekere a6B <==> 
T 

<==> AZ(a)c')'((MA) en ac-S, <==> eT(a)I\AZ(a)e:-:J((MA) <==> 

<==> AXe"i{(MA). 

ij) x ¢. Voc(Z) dan, daar BO '# 0: (:ix)eO(x)6?t(MA) dus X - z en AX - >..z 
waaruit de conclusie van de stelling voor X volgt. 

Als X = (Vx)Z is. de redenering· geheel analoog. 

Nu kunnen wij de·compe.ctheidsstelling overdragen op hogere orde zinnen 

en modellen. 

Stelling (2.8.1 ). Als,,K, een, gelaagde verzameiling zinnen van A is 

en elke eindige deelverzameling van K heeft een model, dan heeft K 

een model. 

Het bewij s verloopt volgens di t schema: 

'r/K' :;IM' : K' c'J((M') 

l 
A [K' }c')((M{) 

l 
A [K'] UH' UH' c1fCM 1

) 
0 c A 

waarbij H
O 

een formulering in A' van de type- en, extensionaliteits­

voorwaarden is. B.v. 

( \i x) [, 0 ( x) V 7 0 ( x)] € Ho al s r f:. a en 
T (J 

(lix)(\iy)(v'z)(\fu)[eT(z)/\0 (x)A0 (y)/\0,(u)::> [[<t> (x,z) _ 
1 '2 T2 '3 T2 

en verder 1/1 

H = {e (a) I T6T, a6:Vocc (K)}. 
C T T 



(2.5.1) is de compactheidsstelling voor de 1e orde. 

Het bewijs bestaat hoofdzakelijk uit verificaties betreffende het 

vervuld zijn der type-voorwaarden. 

Bij .,,.. wordt uit het 1 e orde-model N = <B, {s,} U {FT} > va~ ){K] v H0 v He 

een hog ere orde ·struct uur M = { B } opgebouwd •op de- volgende wij ze. 
T 

$ I B0 is de identiteit. 

Stel $ reeds 'gedefinieerd op B , 
T1 

T ) 
n 

... , B dan wordt als b E..B , 
T T 

n 

$(b )>j<b, b
1

, ••• , b >46.F }. 
n n T 

(Er kunnen dus elementen van B zijn die in geen enkele B voorkomen.) 
T 

Opmerking: Het model M dat hier ontstaan is behoef't niet vol noch 

normaal te zijn. Zoals verderop zal blijken is het wel altijd mogelijk 

een normaal model ·voor K te vinden. Het kan echter voorkomen dat van 

een verzameling K alle eindige ·. deel verzamelingen een -vol model hebben 

en K zelf uitsluitend niet-volle modellen. We zullen zien dat elke 

verzameling zinnen tot een dergelijk systeem is uit te breiden. 

Een eenvoudig voorbeeld is de uitbreiding van een theorie der natuurlijke 

getallen met de zinnenverzameling {a > n}:=1 V {aE-N} waarbij a een 

van alle getalaanduidingen verschillende constante is. 

Een model {B} van de uitgebreide theorie kan nooit vol zijn, imrners 
T 

de oorspronkelij~e verzameling van natuurlijke getallen N0 moet uit-

wendig zijn. Orn dit in te zien beschouwen we het inductie-axioma. 

(V x) [$ ( O ) ( x, 1 ) /\ (Vy ) ( 'r/ z ) [ $ ( O , O ) ( s , z , y) /\ $ ( O ) ( x, y ) ::> $ ( O ) ( x, z )] :::> 

:> ('Vu)$ (O) (x, u)] 

waarbij s de opvolger-relatie aanduidt. 

Stel N0 werd aangeduid door een con9tante v. 

Substitutie van v voor x en a voor u leidt tot de conclusie $(O)(v,a) 

waarmee v dus automatisch een andere interpretatie krijgt dan we bedoelden, 

d.w.z. N0 ~$[B(o~· 
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Zie voor dit vo0rbeeld,.enshet daarmee. verbonden, begrip w-consistentie 

We zullen nu.volle modellen· van een,theorie..:&tandaard-modellen noemen. 

In het volgende wordt nu een· algemene, methode beschre'Veniom een theorie 

uit te breiden tot een die alleen niet-standaa:rd modellen heeft. 

Definitie 11. De logische afsluiting KJ\. van K .in .J\. is de verza.meling 

zinnen X van J\. zodanig dat {,x} \J K geen enkel model bezit. 

Definitie 12. Samenlopende relat ies. 

Zij Keen gelaagd stelsel zinnen van A, be.Voce( )K dan definieren' 
- T 1 '2 

we L.lib = {x=B, [ Hy)[<P(T ,T )(b,x,y)]cKJ\.} (in een model van K is 

dus <P [LiJ het Aomein van <P ?b )7. 
bis sa.menlopend (notatie: bE.I'

0
) als voor alle eindige verza.melingen 

{g 1, ••• , gn} c..6b geldt 

(:iy)[cp(T )(b,g 1,y);., ••• f\</J( )(b,g ,y)]~KJ\.. 
1'T2 T1,T2 n 

Enige voorbeelden van samenlopende relaties: 

Ongelijkheid in een oneindige verza.meling; relaties die een gerichte 

half'ordening definie:ren; de· E. relatie van type· ( (Th) als alle eindige 

deelverzarnelingen van BT tot B(T) behoren; de 9 relatie in een gekit 

stelsel verzamelingen. 

Definitie 13. Vergrot~ng_ 

K als bij def. 12, B c..r O dan is HB de B -vergroting van K als 

HB = K U { <P, ( b, a,¾) I b E B 11 Br , a 6 L.lib, T GT} 

waarbij ¾ een constante is zodanig dat ¾ ti;. Voe K. 

Als B = r
0 

spreken we kortweg van de vergroting. 

Als K = '1(M) en M een volle normale structuur dan noemen we M* een 

* vergroting van M als M een model is van de vergroting H van K. 

We zullen nu het bewijs schetsen van een stelling die het bestaan van 

vergrotingen van structuren bevestigt. 
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Stelling (2.9~5). Als Keen consistente verzameling zinnen van A 1s, 

is ook elke vergroting,. H13 van, K consistent. 

Bewijs: Als Kc.'J\{M) en H' is een eindige deelverzameling van HB dan 

beschouwen,we de eindige verzameling van de zinnen· van de vorm 

<P ( b " , a . , ab ) ui t H' met r . = ( r . 1 , T • 2 ) i = 1 • • • n , j = 1 ••e me. 
1. 1 J . 1 1, ! 1, 

W 1 b r 1 ·· . 
1 

egens i= 0 z1Jn er volgens de:f. 12 constanten c 1 , ••• , en met 

zodat voor alle j < m. 

c. E:,B 
1 Ti2 

- 1 

We definieren nu B 1 = B u { a 
t. 

2 
T. 

2 
b. 

1, 1, J 
I 1. = 1. 2} en we zetten <P 

1,2 J' 

voort tot B~. door <P(¾) = <P(ck). 
1,2 k 

Dan geldt voor alle constanten p, q
1

, 

<==> 

daar immers de geldigheid van atomaire forrm.µes alleen van de beelden 

onder <P der constanten afhangt. Inductief bewijzen we gemakkelijk 

Kc.~M') en voor alle i < n en j < m. <P (b. a. a. )61f(M') d.w.z. 
- - 1 Ti 1 J Di 

M' is een model van H'. 

Volgens stelling (2.8.1) heeft dus ook HB een model. 

Opmerking: Hoewel dus bij alle eindige deelverzamelingen van HB het 

bijbehorende model op triviale wijze ontstaat, en telkens <jJ(ab) = <jJ(c) 

voor een reeds aanwezig, element c van B behoeft dit bij het model 
'2. . 

van HB niet het geval te zijn. Bij elke e1nd1ge deelverzameling H' 

vinden we immers een element c(H') zodat in het als ultraproduct 

ontstane totaalmodel ab is te interpreteren als de aeq klasse van de 

functie f met f(H' ) = <P ( c (H' ) ) • 

Conclusie: Elke volle-normale structuur M hee,ft een vergroting M* 

(die noch vol, noch normaal behoeft te zijn) en waarvoor geldt: 
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dus M* is een uitbreiding- van M waa:rvoor alle toelaatbare A-zinnen 

geldig blijven. 

* M is een, echte uitbreiding en is niet vol als B
0 

oneindig is (bewijs 

m.b.v. het voorbeeJ.d van 'l'arsk1). 

We kunnen de situatie door het volgende schema• voorstellen: 

* A A 
T T 

<j> 1-1 ~~-1 

op B = Voce (K) 
<j> 1: t 

* B B 

11T - r * 
Voce (K) c.Vocc- -(H) c. Voce (K ) 

T T T 

Waarbij K = -:Ji1:M), H = Hr (K), K* ='if(M*). 

- 0 * 
B 

1: 
en K hebben betrekking op het-met M corresponderende volle systeem 

in termen waarvan wij de gehele situatie bestuderen, b.v. onderscheid 

maken tussen inwendige- en uitwendige relaties. 

We noemen de- relaties uit <1>*[B] standaard relaties. 
1 

Is been standaard relatie, dan geldt: 

==> 

Het omgekeerde behoeft· niet het geval te zijn. 

De standaard verzameling. N in het voorbeeld van Tarski bevat b. v. ook 

het niet-standaard element aangeduid door a. 

Opmerking: De machtigheid van de vergroting behoeft niet hoger te 

zijn dan die van.de oorspronkelijke structuur. 

We zullen veronderstellen dat de structuren {A } en {A,...} in dezelfde 
t T 

verzamelingstheoretische zin vol zijn. 
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1. Neem voor A de gebruikelijke verz.der Natu~lijke getallenlN met 

hierbij de volgende uitverkoren relaties: e de identiteit, s de 

optelling, p· de vermenigvu.ldiging en q de- ordening (e, q zijn van 

type ( 0, 0), s en p van type ( 0, 0, 0). Bekijk de volledige eers te orde 

structuur op -A, dus M·= {Br} met B0 = A, B( ) = A( q,o,o~···,o o,o,o, ... ,o) 
en B 

T 
= </> voor 1 -:f: ( 0, O, ••• , 0 ) • 

K is de verzameling van alle toelaatbare geldige zinnen op M. q is een 

samenlopende relatie aangezien er bij ieder eindig stel natuurlijke 

getallen een grotere bestaat. 

Neem B = {q} dan is de B-vergroting van M een voorbeeld van een 

elementair niet standaard- model van de rekenkunde. 

2. Neem voor A .de gebruikelijke verzameling der reele getallen !R en 

definieer e, g_, s ·en p als boven. De structuur M zij analoog gede­

finieerd en K evenzo. De relatie q is opnieuw samenlopend. 

Neem B = {q} .dan, is de B-vergroting van M een voorbeeld van een 

elementair niet standaard model van de Analyse. 

3. Zij A, p, q, e, s, gedefinieerd als in 1. 

Zij M = {B} waarbij B = A voor ieder type 1. M, is dus de volle 
T T T 

norm.ale structuur op lN. 

K is de verzameling van alle zinnen die in M gelden (geformuleerd 

in termen van constanten, eerste of hogere orde relaties). 

Neem weer B = { q}. De B-vergroting van M is een- voorbeeld van een 

hogere orde niet standaard model van· de Rekenkunde. 

4. Zij A, p, q, e, s gedefinieerd als in 2. 

M is weer de volle- normale 'structuur op A. K is weer de collectie 

van alle geldige zinnen van M. B = {q}. Dan is de B-vergroting 

van M een voorbeeld van een hogere orde niet standaard model van de 

Analyse. 
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Gedrag· van- de- identiteitsrelaties: 

Laat A een willekeurige- veTzarneling ZlJn en.M een- volledige (maar niet 

noodzakelijk normale )· structuur op A. M = {B } en <P [B ] = A voor 
T T T 

iedere t. Zij verder M* = {B*} een vergroting van M. Dan is bekend dat 
. T 

M* een deelstructuur M'tbevat zodanig dat M' en M isomorf zijn. Dit wil 

niet zeggen dat de verschillende elementen in M' en M op dezelfde 

wijze geinterpreteerd worden. 

Een speciaal voorbeeld van deze-moeilijkheden vinden- we bij de ver­

grootte identiteitsrelaties. 

Als cp(e) = E de identiteitsrelatie van type (O,O) is op A en 

<1>*(e) = E* dezelf'de relatie is in de vergroting *M dan is het best 

* * mogelijk dat E niet de identiteitsrelatie is op A. Wel geldt in 
0 * ieder geval dat E een equivalente relatie is. Immers de zin 

(X) ('r/x)(''f/y)('r/z)rr/u)(t/v)(t/w) [[<P(O,O)(e,x,x)] /\ [<P(o,O)(e,y,z) -

- <P(o,o/e,z,y)] A [[<P(o,o/e,u,v)A <P(O,O)(e,v,w)) :,cp(O,O)(e,u,w)]] 

* geldt in M du~ ook in M. 

Algemeen zij e een element met cp(e) = E waarbij E de identiteits-
T T T T 

relatie van type (t,1) is dan geldt dat E.,.. een equivalentie relatie 
T *<, op A is. 

T 

De relaties E* bezitten alle eigenschappen van de identiteiten E 
T T 

die zich·laten uitdrukken door zinnen uit K. De belangrijkste zijn 

substitutie eigenschap 

••• l\<P( )(e ,y ,y') /\cp (x,y1, ••• ,y )):::><P (x 1 ,y1
1

, ••• , y')]. 
T ,T T n n T n T n 
n n n 

Dit wil zeggen dat een relatie vervuld is dan en slechts dan als een 

equivalente relatie door een equivalent n, tuppel is vervuld. 
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extensionaliteits eigenschap 

<P (x' ,Y1, • •• ,y )j :> 
T n 

Dus relaties die dezelfde n-tuppels bevatten zijn e -equivalent. 
T 

Indien eT en e~ beiden de identiteit Et ~ng.:,_ven:,__dan ware ~et in 

principe nog mogelijk dat in een vergroting M , <P ( e ) en <P ( e' ) 
T T 

verschillende, relaties zijn. We zullen laten zien dat dit niet kan. 

* Immers in Men M, geldt de zin: 

dit is een gevolg van de substitutie eigenschap. 

Aangezien, <P(T,T)(e;,y,y) altijd waar is volgt 

("f/y,y') [<P(T,T){e,,y,y') ::::> <P(,,T/e~,y,y' )]. 

De symmetrie leert ons nu dat 

*, Dus E en E worden door precies dezelfde paren elementen, van A voldaan. 
T T T 

Het is dus een en dezelfde relatie die twee keer wordt aangegeven. 

Samenvattend geldt dus <P( . ) (e ,x,y) dan en slechts dan als x en y 
T,t T 

dezelfde relatie aangeven. 

De cp*(e
0

) = E; is een equivalentie relatie op A*. Uit A.,... leid ik een 

* nieuwe verzameling individuen A' af door uit elke, E
0 

equivalentie 

* klasse een element te•kiezen. Hierdoor wordt E0 = E0 I A' een echte 

identiteit. 

Na deze identificatie moet ik aan ieder element uit de B.,.. een nieuwe 
T 

* interpretatie toekennen. Gezien het feit dat de E0 equivalente elementen 

zich als gelijken gedroegen bij ieder der relaties volgt dat deze wij­

ziging der interpretatie moeiteloos verloopt. Noem in de nieuwe structuur 

M' = {B'} dan volgt dat {B'} een model is van de oorspronkelijke verzame-
T T 

ling 2i,innen ?((M) • 
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Bovendien geldt--ook nog- dat,.de,. £tructuu/C'.M 1 
· een- verg!t'oting is van M. 

* Zij ~( q) een samenlopende-•·relatie op A. Dan is er een ab in B0 met 

~(O,O)(q,x,¾) voor iedere x in domein q. Als nu ~0(e0 ,¾,a') en 

a I E Bo volgt dat 

~(O,O)(q,x,a') voor iedere x in domein q. 

Dus M' is een vergroting. 

We kunnen de structuur. {B' }= M' normaal maken, door e -equivalente 
T 1 

elementen uit·B' te identificeren. 
T 

Hierdoor worden alle e echte identiteits symbolen,en verder geldt 
1 

~(r) = ~(r') alleen als ~( ) ( e ,r,r') geldt. De symbolen r en r' 
T,1 T 

blijven als ze verschillend zijn niet beiden behouden. 

Gevolg: Er zijn norma.le niet standaard al dan niet hogere orde 

modellen voor de Analyse en de rekenkunde. 

Opm. Indien M=. - {B""'} een normale structuur is dan mag ik gezien de 
1 

een eenduidige betekenis de elementen van.B rustig relaties noemen. 
T 

Inwendige en- uitwendige relaties: 

""" Laat M de normal.e volledige· structuur van· een verzameling individuen 
* A zijn enlaat M een· norrnale B-vergroting- zijn van M waarbij B = r0 • 

We mogen veronderstellen dat M zit ingebed, in M~. Bij deze inbedding 

blijf't de extensionaliteit bewaard aangezien de identiteiten door een 

constante e worden aangegeven. 
T 

We kunnen naast de structuur M..,... = { B*} de 
T 

volle structuur {A:'.'°} 
T 

A* bekijken. In het algemeen- zal het niet waar zijn dat 

T = 0 is dit wel juist. 

De relaties uit B*,heten anwendige relaties. 
T 

* * A = B • 
T T 

over 

Voor 

Indien een· inwendige relatie ook al is bevat in B dan spreek ik van een 
T 

standaard relatie. Deze wordt dus aangeduid door een constante uit een 

van de zinnen uit 'it(M). 

* * Een relatie uit A \ B heet een uitwendige relatie. 
T T 
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Uitwendige relaties kunnen worden gebruikt om vermeende tegenstrijdig­

heden in de theorie aan te geven. Omgekeerd zal een ieder die als 

buitenstaander een onwaarheid in·. het niet standaard mo.del wil aanwijzen 

hiervoor gebruik moeten ma-ken-van een.uitwendige relatie. 

Indien de betrokken relatie een functie is spreek· ik op analoge wij ze 

over standaard,. inwendige. en uitwendige functies. 

Gegeneralisee:rde•.•g-ekitte stelsels: 

* Stelline;: Zij.M een,normale. r
0
,-vergroting-van een, volle normale 

structuur M. Laat' B eer1· gegeneraliseerd gekit stelsel van type ( (,)) 

zijn uit M. D.w.z. B is een fam;ilie verzamelingen met als elementen 

relaties van het type 1 waarvan de eindige doorsneden niet leeg zijn. 

Dan is er een inwendige relatie F van type 1 in *M zodanig dat 

* * * F ~ G voor iedere standaard G in B • 

Bewijs: Duidelijk geldt a* e. B* <==> G~ B waarbij a* een standaard 
. . * verzamel1ng 1s en G· en G door eenzelfde ·constante g worden aangegeven. 

Imm:er:s· be,ide formules. zijn. equivalent met <p (,) (b,g). 

Bekijk de relatie R van type. ( (,),,) aangegeven door r voldaan door het 

paar (G,s) als s van typer is en bevat is in G die van type (r) is, 

en bevat is in B. 

Deze relatie R is samenlopend want iedere eindige doorsnede van G 

is niet leeg. Er is dus een inwendige F E!:B* met (G*,F) £::R* voor iedere stan-
*. . * .. ' * daard G in, het do;me1n van R hetwelk Jui st B is. 

Het voorkomen·van niet standaard, inwendige elementen: 

Stellin~: Zij Reen verzameling; in M van type(,). Dan bevat R* een 

niet standaard· inwendig element dan en slechts dan als R oneindig is. 

Bewijs: a) Zij R * * .- 0. Aangezien O = 0 volgt R = O. Dus in dit geval 

bevat R geen niet standaard element. 

Zij vervolgens Reen eindige verzameling R = (s
1

, s
2

, 

aangegeven door r 

s ) 
n 

s • 
n 
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Dan geldt 

Yx[<P(,/r,x).:) [<t>(r,T/eT,s 1 ,xh/<P(r,r)(e,,s2 ,x)v ••• V<l>(-r,r)(eT,sn,x)]J. 

0 * * Deze z1n geldt ook. voor. R • Ook R . bevat dus alleen, de n element en 
* -;,- * . s 1 , s 2 , ••• , sn en geen. niet· standaard elementen. 

Laat nu R een one.ind<l.g,e ... verzameling zijn. Dan.is de relatie. F aangegeven 
T 

door, f, die is gedef'inieerd door 

<P(r, 1 /f,,x,y) - ["il<P(T,T)(e,,x,y)A<P(r)(r,x)A<P(T)(r,y)J 

een samenlopende.relatie; F .met domein R. 
t 

Er is dus een element-T in R°~~- met (x*,T) E.F voor iedere standaard 
..,.,. * t * 

X in R • T is dus een. niet standaard element van R • 

Hiermede is het bewijs voltooid. 

Deelstructuren en vergrotingen: 

A is een verzameling en Mis de volle structuur op A. 

Zij A' een deelverzameling van A aangeduid door a'. Een deelstructuur 

M' op A' van M laat zich als volgt definieren: 

De relaties van ty:;;ie (O, ••• , 0) zijn juist die relaties van het 

corresponderende type waarbij de elementen uit de domeinen van de 

relatie alle bevat zijn in A'. Dit geeft de verzameling A('o O)" , ... , 
Verder zij A' ••• A' gedefinieerd en r = (T 1 ••• t ) dan bestaat 

1 T n 
A' juist uit J1 die r~laties uit A~ die alleen voldaan zijn voor n 

1 ' 
tuppels gekozen uit de respectievelijke A' • 

T 

We definieren nu een normale structuur M' K1s volgt: 

waarbij 

M' is opnieuw een volle structuur. 

cpjB'] =A'. 
,. t T 

Oc, ~ 0 ' * ZiJ M een vergrot1ng van M. Dan geeft het element a 6 B( 0 ) een 
* verzameling A' aan. 

Als boven kiezen we nu uit de (niet volle) structuur M..,... alle relaties 
..,... 

die betrekking hebben op de deelverzameling A' • 
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Op deze wijze vinden we een structuur M1
""'" 

gedefinieerd. 

Nu zijn de <P[B 17 alle inwendige verzamelingen die aangegeven warden -r 
door dezelfde constanten die de <P[B;j aangaven. Immers de definitie 

van de B' en de B'* is in zinnen uit te drukken en deze zinnen zijn -r r 
voor beide gevallen gelijkluidend. 

en Ha') = A' 
T T 

*, De aldus gevonden structuur M'. is geconstrueerd door middel van de 

* vergroting M. Er· blijkt oak rechtstreeks te gelden: 

Stelling: M'* is een vergroting van M'. 

Bewijs: Bekijk de verzameling K' van zinnen die toelaatbaar zijn en 

gelden in M'. Dit zijn in het algemeen geen zinnen uit K ='Jz(M). 

Wel is het mogelijk bij iedere zin in K' een equivalente zin in K 

aan te wijzen: 

construeer een afbeelding µ: K' + K als volgt. 

µ(X) = X voor een atomaire formule X. 

µ(X Y) = µ(X)V µ(Y) en analoog voor andere connectieven 

µ(j(y) [Z(y)j) =3(y)[<P(
1

)(a;,y) /\Z(y)] waarbij 1 het type van y is in 

Z(y) 

(als y niet in Z(y) voorkomt kan ik nemen r = 0). 

µ('r/(y) [Z(y))) =\l(y)[<P(T)(a~,y):::,Z(y)] -r gedefinieerd als boven. 

De familie zinnen µ (K') is een familie toelaatbare geldende zinnen 

* in M dus zij gelden oak voor M. 

Hiernaast kan bewezen worden dat een toelaatbare zin X geldt in M'* 

dan en slechts dan als µ(X) geldt in M*. 

Voor deze bewijzen hoeft men alleen met volledige inductie de con­

structie van de zinnen te volgen. Vergelijk het overeenkomstig bewijs 

bij de typetransformatie. We vinden dus dat K' geldt voor M'-. 
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Laat r' een relatie R uit een A' aangeven die samenlopend is. 
T 

T = (1
1
,, 2 ). Dan is Rook een samenlopende relatie uit Ar. Bovendien 

kan het feit dat aan R alleen is voldaan voor paren elementen uit A 
T1 

en A door een zin X worden uitgedrukt. 
r2 o 

In de vergrot1ng is een element S met R(R
1 

,S) voor iedere R
1 

uit A' r, 
waarvoor aan R(R

1 
,R

2
) voor een R

2
,A~ is voldaan. De geldigheid van 

* 2 * de zin X in M leert ons dat deze S gekozen kan worden uit A' • 
T 

<I>, (r' ,r 
1 
,s) geld-€ voor Hieruit volgt het bestaan van een s E=-B'.,....met 

:2 iedere r
1 

uit het oorspronkeliJke dome1n van r'. 

---M' is dus inderdaad een vergroting van M'. 

Ui t deze stelling kunnen we afleiden dat een vergroting van de Reele 

getallen vanzelf een vergroting van de natuurlijke getallen induceerd. 

De conceptie deelstructuur laat zich in dit bewijs ook nog als volgt 

generaliseren: 

In plaats van A0 als deelverzameling van A
0 

te kiezen mogen we ook 

A0 c.A
1 

veronderstellen. Di t heeft tot gevolg da t een element in de 

beide structuren een verschillend type krijgt. 

Analoog aan het geval A0 c A
0 

definieren we M' als de volle normale 

structuur op A0. Ieder element uit M' = {B~} komt ook voor in 

M = !B} met een type dat als volgt wordt verhoogd: 
L T 

type O ➔ type T 

als type T ➔ T' ••• , T -,. T' 
1 1' n n dan gaa t type ( T 

1 
• • • T n) ➔ ( T i , e @ • , r ' ) • n 

* Zij a0 de constante die AO aangeeft en M een vergroting van M. 

* Een structuur M' wordt nu gevonden door uitgaande van de verzameling 
* ~ ~ ~ 0 A0 al die relatie constanten uit M te k1ezen die betrekking hebben 

* op Ab volgens het reeds eerder toegepaste procede,ermee rekening 

houdend dat het type dient te worden aangepast. 

.... 0 0 

De uitspraak dat M' een vergrot1ng 1s van M' geldt ook voor dit al-

gemene geval. 

Bij het geheel analoog verlopende bewijs dient alleen rekening gehouden 

te worden met het veranderende type der objecten. 

Op deze wiJze vindt men in een vergroting van de Reele getallen ook een 

ver~roting voor de ruimte van de op [a,b] Riemann-integreerbare ~uncties, 

etc. 



Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker: Albert Verbeek. 

Niet-standaard Rekenkunde en Niet-standaard Analyse 

* * Laten N en R hogere orde niet-standaard modellen der natuurlijke 

en reele getallen, N en R, zijn, zoals in ~b. 3 en 4 op blz. 23. We 

veronderstellen dat N* en R*normaal zijn, zodat, als ~(e ) de iden-
T 

titeits-relatie van type Tin R of N is, ~*(e) ook de identiteits­
T 

relatie van type Tin R*, resp. N* is (zie blz. 24). 

* * * * Verder nemen we aan dat N<:N , RC.R en ook dat N C.R • Immers NCR, 

en volgens de stelling op blz. 29 is er dan een vergroting N*van N 

met N* c.R*. Deze vergroting is niet-standaard: in R dus ook in R...,. 

geldt: 

(t/x) (jy) ( <i? ( 0 0 ) ( < ,x ,y) A <i? ( 0 ) ( v i'Y)) 
. ' 

waarbij <i?{O,O)(<,x,y) geinterpreteerd wordt als ~(x) < w(y) en <i?(O)(v,y) 

als: y is een natuurlijk getal, d.w.z. in .R: w(y) is een constante uit 

N; in R*: ~*(y) is een constante uit N*. We weten dat R* oneindige 

getallen bevat, dus moet N* ook oneindige getallen bevatten, dus is 

* N niet-standaard. 

* * Hoewel R, R, N, N etc. eigenlijk niet de verzamelingen der reele 

* get all en, etc • , zij n, zullen we toch soms n EN, r E.R \.R schrijven, 

en dan bedoelen: n is een standaard natuurlijk getal, r is een niet­

standaard reeel getal, etc. 

De tot nu toe bewezen modeltheorie kan aldus samengevat warden: 

1) elk wiskundig begrip dat betekenis heeft in het systeem N, 

* heeft ook betekenis in het systeem N; 

* 2) elke wiskundige uitspraak die geldt in N geldt ook in N, 

mits we relaties (dus ook functies, verzamelingen, e.d.) in 

die uitspraak in N, in N* interpreteren als inwendige relaties 

(van hetzelfde type). 

Denk b.v. aan het inductieaxioma; dan blijkt dat de verzameling 

N geen inwendige verzameling in N*kan zijn. 
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3) Het systeem inwendige relaties heeft de volgende eigenschappen: 

als S een inwendige n-plaatsige relatie is en (s
1

, ••• , Sn) €S, 

dan zijn s
1

, ••• en Sn inwendig. 

4) 7 N* w a > n. 
::la~ vnEN 

Dezelfde eigenschappen 1) - 4) gelden als we overal voor N: R en voor 

* * N: R lezen. 

* * Voor uitspraken in het systeem N of N (R of R) bedienen we ons in 

principe van de hogere orde taal A (blz. 14 def. 3). Vaak is het 

echter voldoende te vermelden dat een uitspraak in de taal A te for­

muleren is. Daarom, en om de formules makkelijker leesbaar te maken 

zullen we vaak een semiformele notatie gebruiken, zo dat daaruit direct 

blijkt dat een formulering in A ook mogelijk is. 

Als e, q, s b.v. de identiteitsrelatie van orde ,: 
T 

voorstellen schrijven we i.p.v.: 

[4> ( 0, 0 / e O, a, b) J 

[4>(0,0,0)(s,a,b,c)] c = a + b 

en als a een f'unctie fen v de f'unctie Ii is, i.p.v.: 

<,resp.+ 

[cD ( O 'O) (a, b, C ) /\ iP ( O 'O) ( v , c , d )j d = i f(b) I • 

We moeten wel opletten, dat de formules als steeds gelaagd veronder­

steld zijn, dus als we schrijven: 

bedoelen we 

==> 

In bewijzen van stellingen zullen we vaak gebruik maken van het vol­

gende lemma: 

Lemma 1. Als Xe7((M*) en X is toelaatbaar in M (d.w.z. in X komen geen 

niet-standaard constanten of relaties voor), dan is X waar in M* dan 

en slechts dan als X waar is in M. 
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Bewijs. "dan11 is zonder meer duidelijk. 

"slechts dan": Stel dat het niet zo is dat X waar is in M, 

dus X E"Ji(M), dus [jx] 6.')((M), dus & X}!:: j'((M*), dus X ~'X(M*). Tegenspraak. 

We spreken af dat we alle individuen van N*, R* natuurlijke resp. reele 

getallen noemen. De individuen van Ren N heten eindig of standaard, en 

* * die van R \ R en N \ N heten niet-standaard. Elementen die groter zijn 

dan alle standaard elementen heten oneindig. We zullen later zien dat 

alle individuen van N*\N, en sommige van R*'\ R oneindig zijn. 
0 * 0 O We gaan nu eerst enkele eigenschappen van N bekiJken. 

1 ) N en N* \ N zijn ui twendige verzamelingen in N*. 

Bewijs: In N geldt: 

* Stel nu dat N een inwendige relatie, en a een oneindig getal in N is, 
0 * dan geldt in N dus: 

e(O)(N)/\1E.N /\(yce:.N ==> (y + 1) e N) 

en (eo(N) /\1E.NA(yE.N ==> (y + 1)EN)} ==> (a6.N) 

dus a 4.:N. Tegenspraak. 

In N geldt bovendien: 

* dus in N en ook in N geldt: het complement van een inwendige (uitwen-

dige) verzameling is een inwendige (uitwendige) verzameling. Dus ook 

N* \ N is uitwendig. 

2) Voor alle n 46:N geldt: n is kleiner dan alle andere getallen 

( in N*) , behal ve 1 , 2, ••• , n-1 • Dus alle element en van N* \ N zijn 

oneindig. 

* Opmerking. Deze zin kan niet zo in een zin van de taal A bij N gefor-

muleerd worden daar N geen inwendige verzameling in N* is. 

* Bewijs: In N, dus in N geldt voor ieder,natuu~lijk getal n: 

{v'x)(x = OVx = 1v ••• vx = nvx > n). 
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3) Er is geen kleinste oneindig getal in N*. 

Bewijs: (v' a)(:f b)(a 'F 0) ==> (a= b + 1) /\ (b < a) geldt in N dus 

in N*, dus in het bijzonder geldt voor elk oneindig getal a: 

( 3 b )(a = b + 1) /\ (b < a)). 

4) Het ordetype a van N* is van de vorm 

* a= w + (w + w)e 

waarbij e een dicht ordetype zonder eerste of laatste element is. 

* Bewijs: In N definieren we de volgende relatie ":a~ b als la - bj 

eindig is. 

Het is duidelijk dat dit een equivalentierelatie is. De relatie is 

uitwendig aangezien, omdat N een volle structuur is, 

in N, en dus in N* geldt. Is x dus een in N en N* gedefinieerde en 

inwendige equivalentierelatie, dan zijn de equivalentieklassen dus 

ook inwendige verza.melingen. We weten dat de equivalentieklasse van 

* t.o.v. 0 N is, dus uitwendig in N, zodat., geen inwendige relatie 

kan zijn. 

Als a een oneindig natuurlijk getal is, is de equivalentieklasse D a 
van a t.o.v. de verzameling J a-2, a-1, a, a+1, a+2, • tt • 1 . "' l • o • ' 

Nu geldt voor alle n e. N, x=D a 

n < x. 

En er geldt: 'r/ b, E: D 
I
r/ b 

6 
D D a, I\ D a = 0 I\ a' < a 

gemakkelijk is in teazien. a 

==> b' < b, zeals 

* Dus is a= w + (w + w)e. 

We gaan nu e nader bepalen: 
' * In N dus in N geldt: 

('f/a)(2 I aV2 I a+1). 

Als Da, Db twee verschillende equivalentieklassen ziJn en a 1i5 N, b • N, 

* mogen we a en b dus even onderstellen, d.w.z. (3 a' ,b'E:: N ) (a = 2a' /\ 

I\ b = 2b'). ,, 
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Het is duidelijk dat a'f-N, b' ti: N, en a-a' EN. Dus D , < D < D a a 2a 
(d.w.z. voor alle xE:D ,, y4::D zeD

2 
x < y < z). Duse heeft geen a a a 

eerste of laatste element. 

Ook geldt: a < b va = bVa > b. Onderstel a < b. Dan is 

a' + a' = a < a' + b' < b = b' + b' , en . eveneens a' + b' - a ~ N, 

b - a' + b' ¢ N, dus : 

Duse is ordetype van een overal dichte verza.meling. 

5) p noemen we priem in N* als 

( 'r/ q )( V q ' )( ( q q ' = p ) ==> ( q = 1 V q = p ) ) • 

Het is duidelijk dat priemgetallen in Nook in N*priem zijn: we 
0 0 0 * O * O 0 beschouwen de uitbreiding p in N van de 1 plaatsige relatie P 

der priemgetallen in N. De (uitgebreide) verzameling priemgetallen 

is dan ook inwendig. Hij bevat ook niet-standaard getallen: 

('Vn)(-=:lp)(pE.Pl\n < p) geldt in N, dus 

( 'Vn)(::fp)(peP*t\ n < p) geldt in N*. 

Elk natuurlijk getal is, afgezien van de volgorde op 1 manier te 

schrijven als product van eindig veel priemgetallen. 

Deze zin is in A (met interpretatie in N) te beschrijven, en geldt 

dus ook in N*, mits we "eindig veel" vervangen door het zwakkere: 
*" "een aantal nif:N. Dat we "eindig" niet kunnen handhaven blijkt aldus: 

Zij P = {p 1, p2 , ••• } ~aar grootte geordend dan heeft de rij (= relatie 

van type (0,0)) Q = { TI p.}. een voortzetting Q* = {r} in N*. Dus 
k=1 iii n 

voor alle eindige i: r. = TI P·• In N geldt: 
i k=1 i 

( 't/n)( 'r/m)(m < n ==> 

. * * dus dit geldt ook in N , en voor n 6N '\N is r dan deelbaar door n 
alle eindige priemgetallen. 



* * Veel van wat voor N gezegd is kan ook op R toegepast worden, terwijl 
* * we al onderstelden dat N C.R • (Alle inwendige verzamelingen en relaties 

* 00 *) ( ) in N z1Jn dus ook inwendig in R • Over de structuur van de vergrote 

verzameling der reele getallen valt o.a. het volgende op te merken: 
* R is een geordend lichaam, daar R dit is; 
* R is niet-archimedisch: 

( 'vk)('71)(~ n)6(nE:N A((k > 0Al > 0) ==> {nk - 1 > 0))), 

0 *.. ., * geldt wel in R, en dus met N 1.p.v. Nook in R, maar daar hoeft n 

niet eindig te zijn: voor elk eindig getal n en een willekeurig 

oneindig getal a in R geldt immers (n•1 - a< 0). 

Eerst geven we nu enkele definities: 

* . . 
In R definieren we: !al f = a 

l = -a 

als 

als 

a > 0 

a < 0 

dan is deze functie de uitbreiding van de absolute waarde in R, dus 

inwendig. 

ae-R* heet eindig als er een n~R is met Jal < n, n~N. 
* a ~R heet oneindig als a niet eindig is. 
* a6R heet infinitesimaal of oneindig klein als voor elk positief 

standaard getal E lal < s. 

Als a-b infinitesimaal is zeggen we: a en b zijn bijna gelijk, en we 

schrijven a "' b. 

We merken op: 
* a) De eindige getallen vormen een ring M0 in R. 

b) a is oneindig = a-1 is infinitesimaal (dus M0 is geen lichaam). 

c) De infinitesimale getallen vormen een ring M1 in R*; M1 is een ideaal 

in M0, en M0/M1 .. R. 

Bewijs van c: 
* Laat AGM0/M1 (dus AC.R ). A/\R bevat dan hoogstens een element: als 

r 1,r2 E.-.A /\R dan: Ir 1 - r 2 I 4':M1, dus voor alle E > O, E E:R: 

lr1 - r 2 1 < s, dus r 1 = r 2• 

A l'R bevat minstens ( dus prec ies) een element. 

A is niet leeg, zij a6A, beschouw d = inf D, D = {x x E::R, x _:_a}, 

(d4=R) (daar a eindig is, is er een m~R met a 2_ lal < m, dus D is 

niet leeg). 
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Als a.en, a.an is a._.:: a en voor elke e:E.R, e: > 0: a. - e: < a 

a..w.z. la. - al < e: voor elke standaara. e: > 0 

a..w.z. ( a. - a)~M
1

, a.us a.~ A. 

Als a.~ D a.an geldt: a. ,::. a, en voor elke e:cR, e: > 0 geldt nu a.+ e: > a, 

a.us Ja - d I < e: a.us (a - a.)6M
1

, dus a.~. 

Voor elk eindig getal a in R* noemen we het unieke reele getal b a.at 

bijna gelijk is aan a, het standaara. a.eel van a. Notatie: b b 
0a. 

We vona.en a.us a ,:,, 0a = inr{xcR I x .::_ a} ( 0aie:R). 

* Voor elk getal a in R noemen we {x Ix,:,, a} a.e mqnaa.e van a. Notatie: 

µ(a)• 
* Anders gezegd: µ(a) is de equivalentieklasse van a in R modulo M1, en 

M0/M1 bestaat uit alle monaa.en die tot M0 behoren. 

We gaan nu eerst van enige verzamelingen aantonen a.at ze uitwena.ig zijn: 
* 1) R is een uitwendige verzameling in R. 

Bewijs: Als A en B inwendige verzamelingen ziJn in een structuur, dan is 

AAB = {x I xE:A/\xE:B} ook inwendig. N* is inwendig in R-; en N is niet 

inwendig in R* (bewij s ia.entiek met het bewij s in N*), en N = R /\N*, 

a.us R is niet inwendig in R°..-. 
2) M0 is een uitwendige verzameling. 

Bewij s: N = M0 /\N*, zie verder 1 ) • 

3) Voor alle a6R* is µ{a) een uitwendige verzameling. 

Bewijs: Stel voor zekere a is µ(a) inwendig. Dan is ook µ(0) = 

= {b I b = c - aAc~J.,(a)} inwendig, en dus is ook {x I x- 16µ(0)} = 

= R*\R inwendig, a.an zou echter R inwendig zijn. Tegenspraak. 

Convergentie 

Laat {sn}ncN een riJ zijn in R, a..w.z. een functie van N naar R. 

* * -Dan wordt {sn} in R voortgezet als {s~}n&N: een functie van N naar R ; 

immers {s} voldoet aan: 
n 
('Vx)((xE.N) = ((~y)(<P(O,O)(s,x,y)))) /\ 

/\ ( V X) ( 'ti y) ( 3 z )( ( qi ( 0 '0) ( s 'X 'y) I\ <P ( 0 '0) ( s , X, z ) ) ==> ( y = z ) ) 

(wa~rbij <P(O,O)(s,x,y) 'betekent' a.at sx = y). 



Voor elk eindig natuu.rlijk getal n is nu 

* . dus sn = s; in R. Derhalve kunnen we {s;}n~N* zonder verwarring aan-

geven als {sn}n~N*' of zelfs als {sn} {in R*). Nu is dus {sn}n8ir de 

restrictie van {s} =T*tot R. 
n n-~ 

Stelling 1. De rij {sn}:n6N in R is beg~ensd, dan en slechts dan als de 

elementen van {sn}~N* in R* alle eindig zijn. 

Bewijs: i) slechts dan: 

Er is een natuurlijk getal m zodat: 

( 'vn e:N)( Is I < m) geldt in R, dus 
n * ('dncN*)( Is I < m) geldt in R , q.e.d. n 

(Het is misschien goed op te merken dat deze zinnen in formele notatie 

geschreven kunnen worden als: 

ij) dan: 
* Voor elk positief oneindig getal r in R geldt: 

nfnH ls I < r) n 

dus (3.m)( '1n)( Is I < m) geil..dt in R* en dus volgens lemma 1 in R. q. e.d. n 

Stelling 2. Voor elke rij {s} in R geldt: n . 
* {s} heeft in R de limiet s, d.e.s.d. als in R voor alle oneindige n 

n 
s "' s. n 

Bewijs: slechts dan: 

Voor elke e: cR, e: > 0 is er een vcN zo dat ( 1/n)(n > v ==> 

in R, dus in R* geldt. 

Is -s I < d n 

In R* geldt dus voor elk oneindig getal n el\ n > v dus Is - s I < e: , n 
voor elke e:t=R, e: > O. Dat is voor vaste n juist de definitie van s - s. n 

dan: 
* In R geldt voor elke e: E:R, e: > 0: 

( ~n)( b'm)(m > n ==> Is -s I < e:). 
m 
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Kies namelijk n willekeurig oneindig. Volgens lemma 1 geldt deze zin 

ook in R, hetgeen juist de definitie is van lim s 
n 

= s. 
n~ 

We hebben, als lim s = n s, in ~R*) behalve s "' s voor oneindige n, 
n 

natuurlijk ook nog de zin: 

ls -s I < E)' n 

* daar de analoge zin in R geldt. Dit is de definitie van lim sn =sin R • 

* In R geldt dus: 

Stelling 3. De standaard rij { s } heeft limiet s ++s "' s voor alle on-n n 
eindige n. 

Met behulp van stelling 2 zijn enkele standaardstellingen (d.w.z. stel­

lingen uit R) direct in te zien; bijvoorbeeld: lim s = s I\ lim t = t ==> n n 
==> s - s 6M /\t - t E:M1 voor n oneindig ==> (s - s) + (t - t )c:M1 n 1 n n n 
voor n oneindig ==> lim (s + t ) = s + t, etc. 

n n 

Stelling 4. Als {s} in Reen oneindige rij is, dan is de verzameling 
n 

limietpunten van {s } .L1lr in R de verzameling s' = {
0
s ln6N*\.N, 

s eindig}. 
n 

Bewijs: ==> 

n n ..... 1 n 

:Als s limietpunt van {s} in R is, dan is 
n 

('1'x)('7y)((x > 0) ==> ( ( -3, z )( ( z > y) /\ ( I s -s I < x) ) ) ) waar in R, 
z 

dus in R*, dus als a een infinitesimaal positief getal is, en n een 

oneindig natuurlijk getal, is er een (oneindig) natuurlijk getal m, 

zo dat m > n en Ism sl < a d.w.z. s = 0sm' en daar Jsml < Isl + 1 

is s ook eindig. Dus s ~13' • 
m 

<== : Zij n een oneindig, natuurlijk getal, s eindig, dan 
n 

1.s IO s - s J infini tesimaal. Zij e: ~R, e: > 0 en v 6-N, dan is dus 
n n 

( ::lx)(x > v Al Os - s I < e:) waar in R*, n X 

dus in R volgens lemma 1 (in °s komt n namelijk niet voor: 0s is een 
n n 

0 vast getal cR). Daar dit voor elke e:6R, e: > 0 en v~N geldt 1.s s 
n 

dus een limietpunt van {sn}n6N in R. 
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Voor een begrensde rij {s } EN in R geldt nu volgens stelling 1 dat voor 
* n n 0 elke n6N \ N s eindig is, dus s bestaat, zodat s' niet leeg is. Dit 

n n 
bewijst de standaard stelling: 

Gevolg. In R heeft elke begrensde oneindige rij een limietpunt. 

Geheel analoog aan de zojuist ingevoerde uitbreiding van rijen, kunnen 

we ook dubbelrijen [s } =r* in R*beschouwen. Een dubbelrij is dan nm n,m .... v 

een (inwendige) functie: N* x!N* + R*. Als {t } -L.'l\r* de uitbreiding * , nm n,=v 
in R is van de dubbelrij {s } Lm in R, schrijven we weer 

nm n,m-v * 
{s } LS-.r* = {t } Lm*• In R (of R) heet s de limiet van de dubbel-nm n,m"-l.~ nm n,m"'-l.v . 
rij {s }(notatie: lim s = s), als ( f e:)('3 v E:N)( (e: > 0 An > vl\m > v) nm mn n-+oo 

m-+oo 
==> ( Is - sl < e:)). Geheel analoog aan het bewijs van stelling 2 verloopt nm 
het bewijs van: 

Stelling 5. Als {s } een dubbelrij in R is, dan heeft {s } de limiet s, nm nm 
dan en slechts dan als voor alle oneindige men n s ~ s (in R*). nm 

Dat de Cauchyvoorwaarde (lim (s - s ) = 0) voor 4e convergentie van een 
m+O n m 

rij {s} equivalent is mef+ge uitspraak: {s } convergeert, is in een zin 
n n 

in A uit te drukken, dus geldt ook in R*. Gecombineerd met stelling 5 

geeft dit direct: 

Stelling 6. Een (inwendige) rij {s} convergeert dan en slechts dan als n 
* in R voor alle oneindige men n geldt dat s ~ s • · n m 

Opmerking: Dit geldt dus zowel voor een rij {s} ..el\T in R, als voor een n na.v 
standaard rij {sn}nEN* in R*. 

Stelling 7. Als {s} een inwendige 
* n 

rij in R* is, en er is een reeel getal 

* m tR , zodat voor alle n eN Is I n < m, dan is er een getal v eN \ N zodat 

voor alle n GN* n < v ==> Is I < m. n 

Bewijs: ( 'r/s)( '1'x)('3 y)( 'uz)(qi(O)(y,z) -

is een zin die geldt in R, dus ook 
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* * is een inwendige verzameling in R. Als deelverzameling van N heeft 

deze verzameling een kleinste element, daar N de analoge eigenschap 

heeft, die in A uit te drukken is. Dit kleinste element kan dienen als 

r uit het te bewijzen. 

Stelling * 8. Laat {s} een inwendige rij in R zijn, zo dat voor zekere 
*n * m~R en alle n cN \N Is I < m. Dan is er een getal r G,N, zo dat 

n -
Is I < m n -

* voor alle n > r, n'=:N • 

Bewijs: Als boven is A= {n I Is I .::_m} inwendig in R*, dus bezit een 
" * *n kleinste element r. A ::>N \ N, N \ N heeft geen kleinste element, dus 

r 6N. Het te bewij zen volgt nu gemakkelijk. 

Stelling 9. Als {sn} een inwendige rij in R* is, zo dat voor alle n6N 
* * s "' 0 dan is er een r c N \ N zo dat voor alle n < r, n cN s "' 0. 

n ' n 

Bewijs: Met {sn} is ook {t} = {n • s} een inwendige rij met voor alle n n 
nE:.N t n "'O, dus It I < 1. Volgens stelling 

n * .. 
* .,. 7 is er nu een r 6: N , N zo , 

< r, n,t;N it I < 1 d.w.z. s 
n n 

dat voor alle n 1 
< - , d.w.z. ook voor n 

* n ~N \ N, n < r geldt: s "' 0. 
n 

Precies zo hebben weals gevolg van stelling.8: 

Stelling "iO. Laat { s }een inwendige rij in R* zijn, zo, dat s eindig 
n n * 

is voor oneindige n. Dan is er een getal r E:. N zo, dat n > r, n EN ==> 

==> s is eindig. n 

Bewijs: Met {sn} is ook {tn} = 
* . n 6 N \ N t "' 0, dus It I < 1. n . n -

s 
{-E.} een inwendige rij met voor 

n 
Volgens nu stelling 8 is er een 

alle 

r E.-N zo, 

dat n > r, nE-N* ==> ltnJ .::_ 1 dus lsnl .::_n, hetgeen te bewijzen was. 





Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker: W. van den Camp 

Continuiteit, differentieren 

Neem f(x), gedefinieerd op (a,b), a, b standaard, f neemt op het 

differentie-interval waarden in R aan. f wordt in R bepaald door een 

binaire relatie, en de bijbehorende binaire relatie in R*bepaalt een 

functie, die de uitbreiding van f is, en we schrijven ook daarvoor 
* f(x), Xe R , XE:(a,b). 

Stelling 11. lim f(x) = c dan en dan alleen als voor alle x ~ b geldt: 
xtb 

f(x) ~ C • 

Bewij s : 11 ->-11 
: 

bij elke positieve standaard £ bestaat er een positieve standaard h, 

* zodat voor alle x f R 

a< x < b en Ix - bl < h ==> lr(x) - cl < £. 

Is nu x ~ b, dan is Ix bl infinitesimal, dus lr(x) - cl < £ voor elke 

stand.£> 0 zodat f(x) ~ c. 

Kies h > O, h ~ O, dan geldt voor alle £ > O, £ standaard: 

(V x) ( Ix - b I < h a < x < b ==> I f(x) - c I < £) in R*, 

of: (3 y )( y > 0 ( "if x )( Ix - b I < y a < x < b ==> I f ( x) - c I < €) ) , 

deze zin is volgens lemma 1 (blz. 32) ook waar in R. 

Dus lim f(x) ~ c. 
xtb 

We kunnen analoge stellingen formuleren voor lim f(x) = c en lim f(x) ~ c 

(a < d < b). 
x+a x+d 

Stelling 12. f(x) is continu in standaardpunt x0 , a< x0 < b dan en dan 

alleen als voor x ~ x0 geldt: f(x) ~ f(x0). 

De nodige en voldoende voorwaarde is equivalent met: 

"f b;eldt de monade van x0 af in de monade van f(x0)". 
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Stelling 13 (Standaard). Als f(x) continu in [a,b] en f(a) < 0 < f(b) 

dan is er een c met f(c) = 0 (cE: (a,b)). 

Bewijs: Neem WE- N*--....._ N, dan 1.s {x
0

, ••• , xw} met xj = a+ (j/ w)(b - a) 
* een inwendige rij in R, 

P = {J; f(xo) > o}. Pis niet leeg (wE P), inwendig, en bezit een 
J 

kleinste element, zeg p, Nu is x - x 
1 

= (1/w)(b - a), dus infinite-
0 0 p p-

simaal. Dan geldt x = x 
1 

= c. 
p p- ' 

Nu geldt volgens stelling 12: 0 < f(x) ~ f(c) ~ f(x 
1

) < 0 
- p p- -
~ ____ ./ ____ , 

1.,.,_ _____ ......._, 

f(c) > 0 f(c) < 0 (f(c) R) 

~--. - ··- J 

f(c) = 0 

Een standaardfunctie f(x) heet begrensd, (f(x) gedefinieerd op (a,b), 

a, b standaard) in x0t (a,b), als voor zekere standaard h > O, m > 0: 

(\/ x )( Ix - x0 I < h ==> If( x) I < m). 

Stelling 14. f(x) is begrensd in XO dan en slechts dan als f(x) 
* J.S in de monade van x0 in R . 

Bewijs: "+": er is een standaard y en z zodat 

(Yx)(y > O z > O Ix - x0 1 < y ==> lr(x)I < z) 

waar is in R, dus in R*, zodat in R* 

==> lr(x)I < z. 

"+": f(x) is eindig in de monade * XO R . 
Kies oneindig. Dan is in R * ( V X) ( IX - XO I h ~ 0 en m > o, : < h 

==> lr(x)I < m) waar. De zin ( :1 y ) ( 3 z ) ( v x ) r I x - x0 , < y ==> 

I r(x) I z] .dan in R * in R, ==> < geldt dus ook 

eindig 

==> 

Stelling 15, f(x) is continu in x0 
al s tevoren) • 

==> f(x) begrensd in x0 (f(x), x0 

Bewijs: Er geldt: (Vx)(x ~ x0 ==> f(x) ~ f(x0 )) vanwege de continuiteit. 

x0 is standaard, dus f(x0) standaard, dus eindig, en voor x ~ x0 geldt dan: 

f(x) is begrensd. 

Neem ,f gedefinieerd op [a,b], a, b standaard, x0E- (a,b), x0 standaard. 

k(x) = (f(x) - f(x0 ))/(x - x0 ) is in Ren R* gedefinieerd voor alle x (a,b) 

waarvoor x-:/: x0• 
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Stelling 16. Het standaardgetal c is de afgeleide van f(x) in x0 dan 

en alleen dan als k(x) ~ c voor alle x ~ x0 met x ~ x0• 

Stelling 17. Is f(x) differentieerbaar in x0 in R, dan is f(x) continu 

in x
0

• 

Bewijs. ('Vx)(x # x
0 

X ~ X 
0 

==> 

C = f 1 (x0 ) • 

Dan geldt: voor x ~ x0 (x # x0 ) is f(x) - f(x0) ~ o. 

"Differentieerbaar in x0e:- (a,b)" is eenvoudig uit te breiden tot "diffe­

rentieerbaar in (a,b) 11
, en de gewone regels zijn m.b.v. stellingen 14, 

' 
15, 17 eenvoudig af te leiden. 

· Definitie. f(x) heeft maximum in x0 (in R) als er een standaard h > 0 

is zodat 

Stelling 18. f(x) bezit een maximum in x0 dan en alleen dan als 

f(x) _::_ f(x0 ) voor alle x ~ x0 • 

Stelling 19. Heeft f(x) een maximum in het standaardpunt x0 , en is 

f(x) daar differentieerbaar (x0 is inwendig punt van het definitie­

interval), dah is f'(x0 ) = O. 

Stelling 20. Is f(x) standaard, gedefinieerd en continu in [a,b], dan 

is er een standaard getal cf [a,b] zodat f(c) .:_ f(x) als x c [a,b]. 

Bewijs. In R geldt: iedere rij {ro, • • e ' 
r } bevat een element ri' zodat n 

r, > r, (0_::_j_::_n). i - J ,. ' * Nena, (j/w)(b - a), dan geldt voor de riJ ZiJ w in N =a+ 
J 

{r(a0), f(aw)}: . ' * j zodat f(a.) > f(a.) i o • e , er iseen JEN , < w voor J - i 
etc. (Zie het bewijs van st ell ing 13.) 

Stelling 21 (Rolle) (Standaard). Is f(x) gedefinieerd en continu op 

[a,b] en differentieerbaar in (a,b), en f(a) = f(b), dan is er een c, 

c E: (a, b) zodat f' ( c) = O. 

Stelling 22 (Middelwaardestelling). Is f(x) gedefinieerd, continu op 

[a,b] en differentieerbaar in (a,b) (a # b), dan is er een c E: (a,b) 

t f(b) - f(a) _ f'( ) me b - c • ,. - a 

.::. w, 

Deze stellingen, evenals de uitgebreide middelwaardestelling, zijn een­

voudig te bewijzen. 
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Integreren 

Is f(x) een standaardfunctie, continu in a..:_ x ..:_ b, a en b standaard, 

a< b. 

Een fijne verdeling van (a, b) is een rij {x0 , x1, ... , xw}, wE N* met: 

i < J ==> x. < x., x0 = a, x = b en x. - x. 1 ~ O. 
l J W l 1-

Er zijn inwendige verdelingen, bv. die uit het bewijs van stelling 20. 

Zij TI= {x0 , ... , xw} een inwendige verdeling, ~ = {~ 1, ••• , ~w} een 

inwendige rij, zodat xj ..:_ ~j+1 ..:_ xj+1 voor j = O, 1, ••• , w-1, dan 

definieren we: 

w 
l f(~.)(x, - x, 

1
). 

j=1 J J J-

We kunnen nu een beroep doen op de standaard-theorie over integratie, 

ofwel bewijzen, dat 0s(TI,~) bestaat en dat de keuze van w niet ter zake 
0 * doet, mits wE: N "N. 

In het eerste geval: 

Stelling 23. Voor iedere inwendige verdeling en voor iedere ~ als 

genoemd geldt: 

Bewijs. In R geldt: 

n 
- I r(~.)(x. - x. 

1
)1 < e:J. 

j=O J J J-

a/\X =b/\ n 

f(x)dx -

Deze bewering geldt ook in 

verdeling TI dan geldt x. ~ 
J 

* { }n .. R. Neemt men nu voor xi i=O een fiJne 

Ir f(x)dx -
a 

voor alle standaard e: > ,, 

x, 1, zodat 
J-

w 
l f(~.)(x, - x, 

1
)1 < e: 

, 1 l J J-J= 

o. Dus Jb f(x)dx ~ S(TI,~). 
a 
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Volgen we de tweede manier om de integraal in te voeren dan moeten we 

.Yoor S(n,1;) aantonen (a) eindigheid en (b) onafhankelijkheid van n voor 
0 S(n ,O. 
(a) f(x) is op [a,b] continu dus begrensd. Voor elke oneindige r > O 

geldt dan lr(x)I < r, dus ls(n,s)I < r(b - a). 

Hieruit volgt dat ls(n,!;)J kleiner is dan alle positieve oneindige 

getallen en dus eindig. 

(b) Zij n' een verfijning van n, 1;' de bijbehorende rij en 

xi< sk < •·· < si < x1+1 , xi, x1+1 punten van n. 

Dan geldt voor alle v(k < v < l)f(l; ) z f(l;,) wegens de continuiteit 
- - V J. 

van f. Zij m, = max lr(E;,) - f(E; )I en m = max m, (deze maxima 
1 k<v<i 1 v O<i<w 1 

bestaan volgens de redenering in het bewijs van stelling 19) dan is 

mi z Oen dus oak m z O. Het is gema~kelijk na te gaan dat 

ls(n,1;) - S(n 1 ,E; 1 )! ~m(b - a) dus S(n,1;) z S(n',1;'). 

De rest van het bewijs verloopt op de gebruikelijke wijze. 

Stelling 24. Als f(x) continu is op (a,b) dan bestaat Jx f(x)dx = F(x), 

en F'(x) = f(x). a 

Bewijs. Is x0 standaard, a< x
0 

< b, en h > O, standaard met x0 + h ~ b, 
X +fi . 

dan is F(x0 + h) - r(x) = f O f(x)dx. 
XO 

Neem xj = x0 + (j/w) • h, 0 < j <wen 1; = {1; 1, ••• , sw! met E;j = xj+
1

, 

dan: 
O w O 

1 
w 

F(x0+h) - F(x0) = ( I f(x, 
1

)(x, - x. 
1
)) = h (- I f(x, 

1
)). 

' J- J J- w • 1 J-J=1 J= 

Stel f(x) neemt op lx0, x0+hl in!;', !; 11 het absolute maximum resp. 

minimum aan, dan: 

Is h infinitesimaal, dan is x0 z 1;' z E;", dus f(l;') z f(x0 ) z f(E;"), 

F(x0+h) - F(x0 ) 
zodat h z f(x0 ). 
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Is de standaardfunctie f(x) gedefinieerd en continu op [a, 00 ), a standaard, 

dan is m.b.v. stelling 6 eenvoudig te bewijzen: 

Stelling 25. Nodig en voldoende voor het .bestaan van f00 

f(x)dx is, dat 
a 

rl~ f(x)dx ~- 0 0 . d' voor .-~ ,n > , onein 1g. 
;n 

Stelling 26. f(x) is gedefinieerd en continu voor x .?:_ a, w is een vast 
* getal ~ N, N. Dan is er een oneindig positief getal b, zodat voor 

n,~ met a.::_ n < ~ .::_ b geldt: 

Bewijs. Is 

r ~ - n 
w-1 

f(x)dx "' I w j=O n 

n eindig, dan geldt voor 

w-1 d; c _l 
J=O 

f(x,)) 
J 

f ( x . ) , waar x , 
1 J J-

= ~ .• 
J 

c, d willekeurig, a < C <. d < n 

* "'O, dus in R geldt: 

J
d w-1 

n. I f(x)dx - ( l f(x.)) d - cl < 1 als x. = c + (j/w)(d-c). 
c j=O J w J 

==> 

Noemen we deze bewering, waarin w door m wordt vervangen, X(n,m), 

(waarbij X(n,m) in de formele schrijfwijze van onze taal), dan geldt 

in R: (\fm)[(C3y) X(y,m)) ==> (3z)((Vx)((x < z) ==> X(x,m)),I\ 

l\,X(z,m))] en deze zin geldt ook in R*, dus: 
* X(y, w) geldt voor enige y, dan is er een n0 ~ N , zodat n0 het 

kleinste getal in N* waarvoor X(j,w). 

Als 

Voor nE- N geldt steeds X(n,w), zodat, als n0 bestaat, dan is n0c N~ N. 
* Neem b = n0 - 1 als n0 bestaat , anders willekeurig > 0, en oneindig ~ R • 

J
d w-1 

Steeds geldt dan: I f(x)dx d - c L f(x.) I < 1 /n, voor alle c, d 
c w j=O J 

met a< c < d .::_ n, dus voor n = b geldt: 

J
d d _ c w-1 

f(x)dx "' -- l f(x.) voor a< c < d < b. 
C w j=O J 
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Stelling 27. Voor f(x) als eerder genoemd, geldt: J
00 

f(x)dx bestaat 
a 

dan en alleen dan als voor een oneindig natuurlijk getal wen voor een 
* oneindig positief getal bin R geldt: 

z;; w-1 
voor alle z;;, n met n < z;; < b en n, z;; oneindig, is - n l f(x.) ~ o. 

- w ·-o J 

J
z;;J-

Bewijs. "+": voor alle positieve oneindige z;;, n geldt f(x)dx ~ 0 

. * n 
volgens stelling 25. Is w willekeurig uit N "-- N en b als in de vorige 

st ell ing , dan : 

w-1 
als a 2. n < z;; < b dan z;; - n I f(x.) 

w j=O J 

Dus voor n, z;; oneindig is 

z;; - n 
w 

w 

I 
j=O 

f(x.) ~ O. 
J 

"+": Neem aan dat de voorwaarde vervuld is. 

Voor de gegeven wen voor voldoende kleine b' > O, b' oneindig, geldt 

w-1 Jz;; 
z;; - n I f(x.) ~ f(~)dx voor a 2. n < z;; < b'. 

w j=O J n 

dus: voor alle n, z;; (oneindig) als n < z;; < min(b,b') dan Jz;; f{x)dx ~ O. 
n 

Voor willekeurige standaard e: > 0 en p6- N*, n geldt dan: 

als p 2_ n < z;; .::_min(b,b') dan ifz;; f(x)dxl < e:. 

. * n . 
Noem P de verzameling van alle p ~ N waarvoor di t geldt. Pis inwendig, 

dus bevat een kleinste element, dat eindig moet zijn, zodat 

(Ve:)(]n)(\/n)(v'z;;)(n .::_ n < z;; .::_min(b,b') ==> 

Dus: zijn n, z;; standaard, dan geldt: als n .::_ n < z;; dan 

Dit is waar in R*, dus in R, maar daar is het nodig en 

convergent ie. 

I f z;; r<x)ax I < e:). 
J 

l}E f(x)dxl < e:. 

vo~doende voor 
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Stelling 28. {sn} is een standaard oneindige rij. 
* . * Als er een v E- N , N is zodat s "' 0 voor alle n < v, nt- N "- N, dan is 

n 
lim s = 0 in R. 
n-+<x> n 
De eis van deze stelling is zwakker dan die uit stelling 3, het bewijs 

gebruikt de methode uit het tweede deel van het bewijs van stelling 27. 

Differentialen 

{a
1

, ••• , an} is steeds een verzameling 

a = max ( I a 1 I , • • • , I an I ) • 
We definieren O(a1 , ••• ,an)= {r1a

1 
+ 

•• (I ' 
a ) 

n 

* getallen uit R , nE- N, 

+ r a · r n n' i 

+ r a· r. n n' i 

MO voor 

M1 voor 

< i 2- n} 

< i 2- n}. 

* (M0 is de verzameling van alle eindige getallen uit R, M1 die van alle 

infinitesimale). 

Het is duidelijk, ~at 0(1) = M0 , o(1) = M
1

, O(a
1

, ••• ,an)= O(a) 

( idem voor o ) • 

O(a) en o(a) zijn additieve groepen. 

Neem een afbeelding ~ zodat ~(m) = ma, dan is~ een isomorfisme 

M
0 
➔ O(a), en oak M

1 
+ o(a). 

Dan is O(a)/o(a) isomorf met de additieve groep R. 

Is y = f(x) een inwendige functie, gedefinieerd in (a,b) met (a,b) 

standaard, en is dx > 0 infinitesimaal, dan definieren we: 
0 n ( n-1 ) dy = df = f(x + dx) - f(x). Algemeen: d y = y, d y = d d y, 

gedefinieerd op a< x < b - n • dx. 

Zijn x, f(x) standaard, xf (a,b) dan geldt: 

als f(x) differentieerbaar in x dan geldt ~"' f'(x). 

Onder nader te bepalen omstandigheden blijkt 

dny "'f(n)(x) te gelden, hetgeen impliceert dat (dny/dxn) - f(n)(x)c o(1). 
dxn 
Dan geldt ook: dny - f(n)(x) dxn~ o(dxn), dus dny"' f(n)(x) mod o(dxn). 

Stelling. Bezit f(x) binnen het definitie-interval [a,b] continue ne orde 

afgeleiden, a, b, n, f standaard, dan geldt voor eindige reele x met 
0x~ (a,b): dny/dxn"' f(n\x) en dny"' f(n)(x)dxn mod o(dxn). 
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Bewijs. Voor a< x < x+nh <bin R geldt volgens de klassieke gegener~­

liseerde middelwaardestelling: 

waar tnf(x) de ne differentie is. 
* n n n Dit geldt in R, dus in R. Neem h = dx, dan wordt ~ f(x) = d y, en 

dny = f(n)(x + n8dx) (0 < e < 1). 
dxn 
Bovendien geldt: 0x ~(a,b), f(n)(x) continu in °x dus f(n)(Ox) "'f(n)(x) "' 

"'f(n)(x + n8dx), dus (dny/dxn) "'f(n)(x). 

Totale differentialen 

Zij f(x
1

, ••• , xn) een functie van 

punt zodat het gebied bepaald door 

n variabelen in R, (~ 1, ••• , ~ ) een 
J?. 2 2 n 

het domein van f ligt. Deze 

l (x. - ~-) < r geheel binnen 
i=1 l l -

. * . . funct1e f kan tot R worden u1tgebre1d. 

Stelling. Is f(x
1

, ••• , xn) als genoemd, en continu in (;
1

, •• ~, ;n) dan: 

als {(x1 - ~
1

)
2 + ••• + (x~ - ~n) 2

}~~ 0 dan f(x1, •.• , x~) "'f(~
1

, ••• , ~n). 

Stelling. f(x
1

, ••• , xn) is een standaardfunctie, die continue eerste afge­

leiden bezit binnen het genoemde definitiegebied om (~
1

, ••• , ~n), 

(;i' r standaard), Noem (x1, •.• , x~) = x', x' binnen het definitie-inter­

val, dan: 

als 0x! = ~- (1 < i < n) en ax
1

, ••• , dx allen"' O 
l l - - n 

dan (ar ) (lL) < df "' - dx1 + • • • + a dxn mod o dx1 , ax1 x' xn x' 

waarbij df = f(x1 + ax
1

, ••• , x~ + dxn) - f(x1, 8 e Cl ' 
XI)• 

n 

Bewijs. (x1, ... , x~), (h
1

, ••• , hn) zijn standaard, 

••• , x' + h ) in het definitie interval. Noem f(x
1
1 + 

n n 

zodat (x1 + h
1 

, ••• 

h1 t, ... , x' + h t) = 
n n 

= g ( t ) , dan is 

ar dx1 
g'(t) =--+ ax

1 
dt + ••• + !f.... h (x = x! + h t) 

ax n i 1 i · n 



De middelwaardestelling geeft dan: 

of 
••• + <-o -) 

x1 h ' n 
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waar de partiele afgeleiden in het punt (x1 + eh1, ••• , x~ + ehn) 

(0 < e < 1) zijn genomen. 
* . ( ) In R kiezen we x1, ... , x~ zodat xi= ~i' we nemen hi= dxi ~ O, niet 

allen gelijk aan O. 

df = f{x1 + dx1, ••• , x~ + dxn) - f(x1, ••• , x~) (de totale differentiaal) 

voldoet aan: 

df = ( of ) dx ( of ) d ¥ d ( of ) _ (iL) . -- + • • • + -0- X + L r. X. Waar r. = -0-
o x 1 0 1 xn O n i=1 1 1 1 . xi 8 oxi 0 

Aller. zijn infinitesimaal: is (of/ox.)c de partiele afgeleide van 
l l ~ 

f(~ 1, ••• , ~n) dan is volgens de vorige stelling: 

en evenzo '" ( ~ f ) , zodat ( ~ f ) ~ ( ~ f ) , dus r. ~ 0. 
oxi ~ oXi Q oXi S l 

••• + r dx ~o(dx1, n n ... ' dx ), dus 
n 

of df = (-"' -) dx1 + 
oX1 0 

(iL) dx mod o (dx
1

, 
oxn O n 

Elementaire differentiaalmeetkunde 

••• , dx } • 
n 

Een kurve Kin een driedimensionale ruimte met reele assen (standaard), 

wordt bepaald door x = x(t), y = y(t), z = z(t) met O < t .::_ 1, x(t), 

y(t), z(t) bezitten continue afgeleiden van t E [o, 1]. 

Bij overgang naar R* kiezen we een positief infinitesimaal getal dt, 

en dan geldt dx = x(t + dt) - x(t), etc. 

Zij P = (x(t), y(t), z(t)) en P' = (x(t+dt), y(t+dt), z(t+dt)} dan is 
2 2 2 1 

de lengte van koorde PP': ds = l(dx + dy + dz ) 2 J. 



Een punt P heet standaard, als de coordinaten van P = (x,y,z) standaard 

zijn. Zijn A, B twee standaardpunten op K, met resp. t = a en t = b, 

0 <a< b < 1, a en b standaard, dan bepalen we het polygoon P
0

, ••• , Pw 

als volgt: 

P. = (x(t.), y(t.), z(t.)) en t. =a+ j dt =a+ j(b-a.,), w~:;:iq*\N, w vast. 
J J J J J w 

We nemen d(x.) = x(t.+ 1 ) - x(t.) (j < w-1) etc., zodat de koorde PjPj+
1 

een lengte d~. = [{d~x.) 2 + d(;.) 2 +-d(z.)2}~1 heeft. 
J J J J 

Dan is de lengte 1 van het polygoon: 

w-1 w-1 dx. 2 
1 = L ds. = L {(a::t1) + ••• + 

dt (we nemen verder 

j=O J j=O 

steeds de positieve wortel). 
0 De lengte van boog K van A tot B wordt door 1 bepaald; we kunnen dit 

beschouwen als definitie, of afleiden, uitgaande van de definitie uit R. 

We gaan het eerste geval na. 

Volgens de middenwaardestelling geldt: dx. = x(t.+
1

) - x(t.) = x'(t.+9dt) 
J J J J 

(0 < e < 1), en vanwege de continuiteit van x'(t): x'(t.+9dt) Q: x'(t.) 
J J 

dus (dx./dt) Q: x' (t.), etc., dus 
J J 

ds . = { ( x' ( t . ) + C )2 + ( y' ( t . ) + n . )2 + ( z ' ( t . ) + r,; • )2} ~ dt = 
J J J J J J J 

= {x'(t.)2 + y'(t.)2 + z'(t.) 2 + p.}~ dt. (~., n., r,;., P, zijn infinite-
J J J J J J J J 

simaal). 

Dan is er een o . Q: 0 zodat ds . = { ( x 1 ( t . )2 + y' ( t . )2 + z' ( t . )2) ~ + o . } dt • 
J J J J J J 

= max Io. I , dan is 
O~j<w-1 J 

Is nu o 

w-1 
1 = L 

j=O 

w-1 ---1 w-1 
ds . = L V w( t . )dt + L o . 

J j=O J j=O J 
dt waar w( t) = x' ( t) 2 + y' ( t) 2 + z' ( t ,2. 

w-1 w-1 
I L o. dtl ~ L [ol dt = o(b - a)=,, en cr infinitesimaal, dus ook ,. 
j=O J j=O 

w-1 1 

Dus is er een A Q: 0 zodat 1 = l (w(t.)) 2dt + ;>... VW(t) 
1

is continu in 
j=O J 

0 w-1 ~ Jb , ( L ( w( t.)) dt) = '{w( t) dt, zodat 
j=O J a 

Ol = t {x'(t)2 
+ y'(t) 2 + z'(t) 2}a dt. 

a 
q.e.d. 
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Bepaling van de raaklijn aan K; stel w(t) ~ 0 binnen het definitie­

interval. P = (xO, yO, zO) met xO = x(tO) etc, t O standaard en O < t O < 1. 

dt ~ O, we nemen verder x
1 

= x(tO + dt) etc, dx = x
1 

- xO, etc., en wel 

zo, dat Q = (x
1

, y
1

, z
1

) ook op de kurve door P ligt. 
0 2 2 2; { 2 2 Dan is PQ = ~ = (1x + dy + dz ) = (x'(tO+s

1
dt)) + (y'(tO+s2dt)) + 

+ (z'(t
0
+s

3
dt))2 }2 dt en 0

1
, 02 , s

3
c::(0,1). 

1 
Vanwege de continuiteit van x'(t), y'(t), z'(t) geldt: ~/dt ~ (w(t

O
)) 2

, 

dus~/dt is niet infinitesimaal. 

In parametervoorstelling is de bepaling van de rechte door Pen Q als 

volgt: 

( 1) x = xO + fx , , y = y O + f T, z = zO + ~z , , waaruit blijkt, dat 

dx x' (to) 
~ -----,. etc. 

~ ( w( t O)) 2 

Voor standaardwaarde van, ligt het punt, bepaald door (1) infinitesimaal 

dicht bij dat, bepaald door 

T etc. 

Algemener: het punt, bepaald door (1) voor willekeurige eindige, is 

bijna gelijk aan dat, bepaald door (2) voor 0,. 

Nemen we (3): x = s + a,', y = n + S,', z = ~ + y,', waar s, n, ~, a, S, y 

standaard, en a, S, y zijn richtings-cosinussen, en,' is een parameter. 

Stel dat voor iedere eindige waarde van, in (1), het bepaalde punt bijna 

gelijk is aan een standaardpunt, bepaald door (2). 

Als, = 0 in (1) correspondeert met,' = 'o' dan is XO= s + a,o , etc., 

dus (3) wordt: 

Stel,, = 1 corres~ondeert met,' - ,' dan: 
.t.' - 1' 
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. ( , ')2 O(dx) 0 = o(~), Y Dit geeft dan ,
1 

- ,
0 

= 1, dus a= y;-, µ 8 = 

wanneer we m.b.v. de parameter voor het +-teken zorgen. 

Dan is O(dx/8) = 
x'(t

0
) 

(w(t0))~ 
etc., zodat (2) en (3) gelijk zijn. 

De tangent door P aan K wordt dan bepaald (of gedefinieerd) als de 

unieke rechte 1 in R, zodat voor ieder eindig punt pop de rechte 

door Pen Q (Q bijna gelijk P) een punt q op 1 bestaat, dat oneindig 

dicht bij p ligt. 



Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker E. Wattel 

Niet-standaard Topologie 

§ 1o Standaard en niet standaard topologische ruimten 

Definitie 1 (standaard) Een topologische ruimte is een verzameling 

X, tezamen met een uitgekozen stelsel van deelverzamelingen'f, dat 

voldoet aan de eigenschappen: 

1e. XE:: 7' 

2e. <I> G. T 

3e. Als A e. T' en B £ T' dan ook A ri. B €- T 

4e. Als 'j C- 1" dan is ook V { U , U €. ~} €:. 7' 
In de stahdaard topologie is het gebruikelijk om de structuur als 

.!2!. te beschouwen, wat aanvankelijk wil zeggen, dat alle deelver­

zamelingen en alle verzamelingen van deelverzamelingen enzovoort 

zonder extra aannamen in de beschouwingen kunnen worden opgenomen. 

Om tot de niet-standaard topologie over te gaan, zullen we moeten 

bekijken, op welke wijze dan de vergroting van (x,:r) zal kunnen 

worden gedefinieerd. 

Expliciet~ We nemen aan: 

Er is een taal ./\met een deelcollectie K, zodanig dat K alle 

zinnen bevat die gelden in (X,7), waarmee we bedoelen een volle 

structuur ( x
1
;> met een ui tverkoren element T €. X ( ( 0 )) dat voldoet 

aan 1e 9 2e, 3e, 4e. 

Uit blz. 11-20 volgt, dat als de verzameling Keen model heeft, 

(X,T) dan zijn ook vergrotingen van (X,7' modellen van K, en in 

het bijzonder de vergroting t.o.v. alle samenlopende relatieso 
* ,,.J' * * . Noemen we deze vergroting (X ,J ) dan heeft (X ,T) de eigenschap, 

dat elke samenlopende relatie in (X,,) een inwendig object in 

* * (X ,7) definieert 9 dat niet in (X,1) aanwezig was, die bovendien 



een naam krijgt, in H lo ) K. 

Het 1.s duidelijk dat een zin, die formu.leerbaar is in .I\. ( (X, T)), 

* * dan en slechts dan geldt in (X,T) als zij ook geldt in (X ,T )o 

Nu bezien we eerste de zinnen uit K, die garanderen dat (X,7) een 

topologische ruimte is. 

l) cp ( ( 0)) ('T', X) 

_g) \(o))(T' <I>) 

(X zit in T, oftewel X is open) 

(<I> zit in"/ 5 oftewel <I> is open) 

]) (cp((O))(T, U) A. cp((O))(j", V))-+ cp((O))(T, U r-v). 

(Als U open is en V is open, dan is ook U I""\ V open. U I'"'\ V is 

apart te definieren als ('vp)cp(O)(Ul'W,p) = (cp(O)(U,p)/\ cp(O)(V,P)).) 

.1t) (V1) ("du) <VYJ) ('Vp) ( cp( (o)) (1,u)+cp( (o)) ('T,u) )-+( ( cp(o) (W,P)= 

=(3V) ( cp ( ( 0)) (1 s V)/\'9 ( 0) (V ,p) )+cp ( ( 0)) (T\ W)) 0 

(Als '1 een deelcollectie van Tis, dan is de verzameling W, die 

de vereniging is van alle elementen van 1, een verzameling uit 

Deze formules zitten in K, en daarom zijn de formules ook waar 

voor ( x* 11 7·*) o In de taal .A. bestaat echter de * niet, en symbolen 

met of zonder ster, zijn .identieke symbolen in K. 

De formu.les voor (x*,7*) zijn door het plaatsen van sterren te 

verkrijgen uit de formules voor (X,T). Als voorbeeldg 

Hierbij lopen de variabelen over de objectsymbolen van H l()' Dit 
* impliceert dat hier in 4 alleen een eis staat voor die stelsels 

open verzamelingen, die te formu.leren zijn in H.ro• Een vast voor-
. * * . gekozen punt p uit (X,1"'), gaat 1.n (X ,T) over 1.n een punt, want 

het is formuleerbaar inA, dat het kardinaalgetal van de verzameling 

{p} precies 1 is, en zo gaat ook elke eindige verzameling over in 

een verzameling met eindig veel elementeno Het is echter binnen Hfo 

niet uit te maken, op pin (X, T) voorkomt of nieto 
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* Een verza.meling U uit (X,T') zal overgaan in een verzameling U 
* * . . uit (X ,T ), die echter niet steeds behoeft te bestaan uit de 

verzameling van punten van (X,j), die erin bevat zijn, want bij 

een oneindige verzameling is steeds de samenlopende relatie: 

(Vp1)(\/p2 ) 0000 (Vpn)(cp(O)(u, p1)/\ ooeo f\cp(O}(U,pn))(3q)(<P(O)(U,q)A 

/\<P(o,o/'lo, P,,q)/\ •H A<P(o,o/#o, Pn,q)) 

wat betekent, dat bij elk eindig aantal punten uit U, er steeds 

een punt is aan te wijzen, ongelijk aan elk van het eindige aantal 9 

dat toch in U ligt, wat impliceert, dater ook een punt is in u*, 

dat ongelijk is aan alle standaard punten van u. 
Op volkomen dezelfde wijze zit in elk oneindig stelsel (open) 

standaardverza.melingen '1 uit (X,T) in,* uit (x*, T*) een niet­

standaardverza.meling. 

In het bijzonder is voor de niet-stand,aard topologie de verzameling 

van alle open omgevingen om een vast voorgekozen punt belangrijk0 

Zij peen punt uit (X,T). De verzameling e' van alle open omgevin-p 
gen van pis gedefi~ieerd en heeft een naam in K. 

De doorsnede van elk eindig aantal open verza.melingen uit (X,T) 
* * bevat weer een open verza.meling uit (x.T), wat dus voor (X ,T) 

betekent: Er is een verzameling w*, die een open omgeving is van 

p, en die bevat is in alle u*, die de vergroting zijn van zekere 

U uit r:J • p 

We kunnen nu gaan beschouwen de verzameling van alle standaard 

open verzamelingen van p, ook al is dit niet mogelijk binnen de 

taal 

De doorsnede hiervan noemen wij de monade van p, en die bevat 

dus een inwendige omgeving'van het punt P• Wij noteren de monade 

van een standaardpunt pals µ{p), en we hebben dus bewezen, het: 

Lemma: Binnen de monade µ(p) van een standaardpunt p ligt een 

inwendige open verzameling, van (x*,r*) die p omvat0 



Stellins 1g Als voor twee standaardpunten pen q geldtg q e µ(p) 

dan geldt g µ( q) C µ(p) o 

Bewijsg In (X,T) geldtgelke open omgeving van p bevat q, dus elke 

open omgeving van p bevat een open omgeving van q dus/'\O c.no 
* * . q p 

wat in (X , T.) betekent g µ( q) c:.. µ(p). 

Stelling 2g Een verzameling U in (X,T) is open, dan en slechts 

dan als geldt voor alle p uit U g µ(p) C- u* in (x*, -r*) o 

Bewijsg U open in (X,T) en p~ U, dan is er een standaard open 
* omgeving van p, die in U zit, dus de monade van p zit in U. 

* Stel andersomg U bevat alle monades van alle punten p uit U. 

Dan geldt voor elke vaste standaard p de zin volgens het lemmag 

* " * q)(O)(U 9 p)+'3V)(~((o)/T, V)Nl>(O)(V, p)A4i((o){o)/(o)' v, U )) 
* J (als pin U zit, dan is er een open omgeving van p, die ook 

* ' neg in U zit). 

* * Deze zin is geldig in (X ,T) dus in K, wat daar impliceert, dat 

U omgeving is van elk van zijn punten, dus open is. 

Gevolgg Een verzameling G uit (X,T) is gesloten, dan en slechts 
. ** . * * dan als voor alle p uit X\G geld't, dat µ(p) C.(X \G ) in (X , 'T ) • 

Bewijsg Het complement van een verzameling is definieerbaar in K, 

en dus als G* inwendig en gesloten is dan en slechts dan is (x*,a*) 
inwendig en open, en zowel ( X\ G) V G = X als ( X\ G) f\ G =<P geldt in K, 

* flt, * * * * dus ook (X\G) UG =X en (X\C) f\G =<P, dusg (X,G) = X \G • Nu 

volgt de stelling direct uit (2). 

~g Een standaardpunt p ligt in de afsluiting van een standaard­
* verzameling A, dan en slechts dan als µ(p)l"\A; ~• 

Bewijsg Volgt uit gevolg 1 en stelling 1. 

~,!;,_volgg Een standaardpunt p ligt op de rand van een standaardver­

zameling A, dan en slecht s dan als µ ( p) I'"\ A*~ <Pen µ ( p )""'~\ A°~<P • 

Bewijsg Uit twee maal toepassen van de vorige stelling. 
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Stelling 3g Als Seen verzameling is in (X,J), dan bestaat er een 
* * * interne open verzameling Vin (X ,J) zodanig dat SCVcµ(S)o, 

waarbij µ(S) de doorsnede is van alle_ standaard-open verzamelingen, 
* die S omvatteno 

Bewijsg Binnen de doorsnede van elk eindig stelsel open verzamelin­

gen, die S omvatten, ligt een open verzameling in (X,T)o Dit is 
. * * een samenlopende relatie, zodat voor (X ,'T) het gestelde volgto 

Stell~ng 4g Een topologische ruimte (X,T') is dan en slechts dan 

eeh T1 ruimte, als voor elke twee verschillende punten pen quit 
* * J. }: geldt in (X , T )gptµ(q) o 

Bewijsg Stel (X, T) is T1 9 dan is er om q een omgeving V, die p 
* * ~ q niet bevat, dus zeker gelqt in (X ,T )gptµ(q)o 

Stel voor alle standaard pen quit (x*,,*) dat als p ¥ q,plµ(q)o 

Kies twee vaste punten·p0 en q0 , en neem aan p0 en q0 zijn 

individuele constanten in Ko Volgens het lemma 

ligt er binnen µ(q0 ) een inwendig! open verzameling om q0• Daarvoor 

geldt de zin uit Kg (3V)(4>((o)/f ,V)A~(o/V 11 q0 )A.,4>(o)(V,p)) en 

deze zin is ook geldig in (X,T), zodat voor elke twee punten in 

(X,T) is er een open verzameling, die de eerste niet bevat, maar 

de tweede welo Dit betekent dat de ruimte T1 is. 

Op dezelfde wijze is te bewijzeng 

Stelling 5: Een topologische ruimte (X,/) is dan en slechts dan 

Hausdorffs, als voor elke twee standaardpunten pen q geldtg 

µ(p)Aµ{q) = <Po 

Stelling 6: Een topologische ruimte (X,T) is dan en slechts dan 

Regulier, als voor elke gesloten verzameling Sen elk punt erbuiten, 
* * p in (x, T) geldt: µ(S)Aµ(p) =<P ' in (X s r ) 

(Voor definitie µ(S) zie stelling 3)o 
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Stelling 7g Een topologische ruimte (X,'T') is dan en slechts dan 

normaal, als voor elke twee disjuncte gesloten verzamelingen Sen 
.)<. * R in (X, T), in (X , T ) geldtg µ(S)Aµ(R) =ct>o 

Stelling 8g Een topologische ruimte (X,T) is compact, dan en 

* * slechts dan als elk punt van {X ,T) in de monade van een standaard-

punt ligto 

Bewijsg Stel (XiT) niet compact, dan is er een open overdekking 

van (X,T), die niet kan warden uitgedund tot een eindige deel­

overdekking. Noem deze overdekkingUo 

Dan geldt de samenlopende relatieg Voor elk eindig stelsel 

verzamelingen uitU is er een punt, dat niet in de vereniging van 

die eindig veel elementen ligto 
'* * . 

Dit impliceertg In (X ,T) ligt ee~ punt, ~at niet in de ver-
, * ~ 

eniging van alle U , met U e. 1.A.. ligt , dus voor elk punt p ui t 
* (X, ']j is een omgeving V aan te geven, zodat , 6. V , dus ~£µ(p) 

dus S ligt niet in de monade van enige p uit (X,T). 

* * Omgekeerdg Stel er is een punt ;$ in (X , T ) dat niet in de monade 

ligt van enig standaard punt p, dan is er om elk standaard punt 

p in (X, T) een open omgeving Up9 zodanig dat ;3tup • Deze collectie 

{ U l overdektX, Stel (X, T) was compact, dan was er een eindige 
p 

deelcollectie Up , U. , U ••• U die X: overdekte. Deze regel 
1 P2 P3 pn 

is formuleerbaar in K, n.l.g 

(Vq)~(O)(X,q)=(~{O)(Up
1

, q) v~(O)(up
2

, q)v •••• v~(O)(UPn' q)), 

* * * * dus: U V U ·V ••• VU = X 
P1 P2 Pn 

-:Sf-I.;* Vu* V ••• Vu* • Dit levert een tegenspraak, dus (X 9 T) 
• P1 P2 pn 

kan niet compact zijn. 

Opmerking: 

Een punt, dat in de monade van een standaard punt ligt, noemen wij 

wel "Bijna-standaard", zodat de stelling kan warden geformuleerd 

alsg, 

'De topologische ruimte (X,T) is compact~ dan en slechts dan als 
# * elk punt van (X I) j' )bijna standaard is. 
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Colloquium "Onderwerp-en uit de Modeltheorie" 

Spreker: E. Wattel. 

§2. Rijen en Filters 

In de analyse is het gebruikelijk om,na te gaan of een verzarneling ge­

sloten is door te controleren, of elk verdichtingspunt van de verzarne­

ling er toe behoort. 

Dit gebeurt met behulp van rijen, die gelegen zijn binnen de verzarne­

ling. Een verzarneling is dan en slechts dan gesloten, als elke rij, die 

binnen de verzarneling ligt ook al haar verdichtingspunten in de verza­

meling heeft. 

Ook in de topologie is de rij te definieren, en de rij convergeert 

naar een punt p, dan en slechts dan als in elke omgeving van p bijna 

alle termen van de rij liggen. 

In de niet standaard topologie is een limiet van een rij te definieren 

als een punt p zodanig dat voor alle nG. N\N geldt: p E. µ (p) evenals n 
dit is gebeurd in de voorgaande hoofdstukken van de syllabus. 

Er komen echter twee moeilijkheden. 

1e. Een rij kan convergeren naar meerdere punten. 

2e. Het is mogelijk, dat een verzameling niet gesloten is, hoewel elk 

verdichtingspunt van elke rij binnen de verzarneling tot de verzarneling 

behoort. 

De eerste moeilijkheid is inhaerent aan het begrip topologie, en deze 

levert verder weinig consequenties. 

Om de tweede moeilijkheid te ondervangen, heeft men generalisaties van 

riJen ingevoerd. 

1e. De Netten (E.H. Moore, H.L. Smith. Zie b.v. Kelley en Robinson). 

2e. De Filters (H. Cartan). 

De beide generalisaties zijn onderling equivalent, maar in de niet­

standaard topologie heeft het gebruik van filters voordelen. 
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Definitie: Een stelsel verzamelingen~ heet een filter indien: 

1e) AeCS: en BE.s=; =.> AnBe.~. 

2e) A e :i=:: en AC C => C <£CJ:'. 

3e) r/J 4~. 

Een stelsel verzamelingen ~heet een ~ilterbasis indien: 

AE~ en B €9:> =:> :IC : CE$ en CCA()B. 

r/J (J:<'S;>. 

Het is duidelijk, dat het stelsel van al die-verzamel±ngen, die een 

deelverzameling hebben die in een gegeven filterbasis ~ligt, een fil­

ter is. Deze filter is de filter die door n::,wordt··opgespannen. 

Een filter~ is bevat in een filter ~ dan en slecht-s dan- als elke ver­

zameling, die in D= zit, ook in ~ zit. Wij · zeggen ook wel, dat ~ 3:' 
omvat. 

Een filter, die niet bevat, is- in een·grote:re-filter, heet·wel een 

Ultrafilter. 

Voorbeeld: In een willekeurige topologische ruimte, vormen alle verza­

melingen die een open omgeving van een vast punt p bevatten, een filter. 

Deze heet de· omgevingsfilter van het punt p. We duiden hem meestal aan 

met lJ:. p 
Alle open omgevingen van p vormen een filterbasis. 

Nu definieren wij: Een filter g.:' convergeert naar een punt p dan en 

slecht s dan als elk element van de filter \J: een element van de filter p 
~ bevat. 

Anders geformuleerd: Elke omgeving van p bevat een verzameling uit g::'_ 

Stelling 1: Een filter~ in de ruimte (X, !)) convergeert dan en slechts 

dan naar een punt p, als in (x*, r) een inwendig element Fe~* bestaat, 

zodanig dat F C µ ( p) • 

Bewij s: a) Zij g:: een filter, die naar p convergeert, dan ligt binnen de 

doorsnede van elke eindige verzameling van omgevingen van peen element 



van g:". Dit is een samenlopende relatie, en daarom kunnen wij conclu­

deren dat er in (x*, ~) een element van¢ binnen de doorsnede van 

alle uitb~eidingen van omgevingen van p zit. 

In formule is dit precies: (3F);(F~*)A(Fcµ(p)). 

b) Neem aan: (3F)(F<::r")A(FCµ(p)). 

Kies een willekeurige 

0 ( * *) Dan geldt in X , T 
(3F) (F E(J=*) (F Cu*). 

omgeving U van pin (X,Y). 

FCµ(p)cu*, dus geldt de zin in K: 

Deze zin is vertaalbaar voor (X, ,Y) : (3 F)(FE::,y)(F CU) 

wat wil zeggen; Voor elke willekeurige doch vaste open omgeving van 

p, U bestaat een element van het filter P, dat binnen··U gelegen is. 

Dus de filter g: convergeert naar het punt p. 

Een punt p heet adhaerentiepunt van een filter <:F indien elke open ver­

zameling om p elk element van S::- doorsnijdt oftewel als 

~ = {Fnv IFE}:', V €\J:} een filter is. p p p p 
Hiermee is direct bewez,en: Als p een adhaerentiepunt van de filter 1=' 
is, dan is er een filter '.:F , die ".F omvat, en die naar p convergeert. 

p 

Stelling 2: In (X,'J) is een punt p adhaerentiepunt van een filter 0:­
dan en slechts dan als in ( x*, 'J"*) elk element van ~ µ ( p) doorsnij dt. 

Bewijs: a) Stel pis adhaerentiepunt van 3='. 
Dan geldt: (VF)(\JV)((F€<,J=)A(VEIY_) +Ft'"W ,/; ¢). 

0 0 ( # *) Deze zin is vertaalbaar voor X ,T 
fr/F)Nv)((FE¥'")A(Ve.~*) + Fnv ¥ ¢). 

p 
Er is een verzameling V' van\)""*, die inwendig is en bevat in µ(p). 

p p 
Voor deze verzameling geldt ('i}F€..~)Fr'\V' 'f ¢ dus zeker doorsnijdt 

* p 
elk element van~ , µ (p). 

b) Stel elk element van<:r* doorsnijdt µ(p). Dan geldt voor elk element 

U uit V in (X,(j') : (\/F)((FE:r) + (Fnu*) /; ¢). 
p 

Deze zin is weer vertaalbaar voor (X,'T) en daar betekent zij: 

De omgeving U van p doorsnijdt alle elementen van de filter (J:'. 

Dit geldt echter voor alle U, dus ':F'heeft pals adhaerentiepunt. 
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Opmerking: Er zijn verscheidene aeq_uivalenten voor deze stelling. 

Dit is mogelijk, daar de zwakke eis: (1{Fer) F()µ(p) f: ¢, in (x;T) 

impliceert, dat p adhaerentiepunt van ~is, en dus geldt in (x*, (J"-.E") 

oak de bewering: ('r/F€.#°)(yv€.&'1+) F()V f: ¢, zodat we kunnen zeggen, dat 
p 

de eerste eis de· tweede impliceert. Dit komt, omdat de eis: pis een 

· standaardpunt· vrij sterk is. 

Verder·is het bij filters niet noodzakelijk, om indexverzamelingen te 

beschouwen. Bij rijen bestaan deze indexverzamelingen wel, en wil men 

op juiste wijz·e in de topologie over, geindiceerde st·elsels spreken, 

dan 'Zal men er rekening mee moeten houden, dat bij vergroting van de 

ruimte alleen gebruikmag worden gemaakt van vergrootte indexverzame-

. lingen. Wanneer er oneindig veel indexverzamelingen· zijn, dan kan ook 

de verzameling van indexverzamelingen vergroot warden. 

Deze situatie doet zich voor bij het beschouwen van netten als conver­

gentiecriterium. 

Stelling 3: Een verzameling A in (X,0") is dan en slechts dan gesloten, 

als alle filters, die A als element bevatten, al hun adhaerentiepunten 

binnen A hebben. 

Bewijs: Volgt onmiddellijk uit Gevolg 1 van Stelling 2 van §1, en uit 

de voorgaande stelling. 

Stelling 4: Elke filter is bevat in een nltrafilter. 

Bewijs: Zij 5=' een filter in de volle normale structuur X( ) op de ver­
. 1 

zameling X. Dan bestaat voor ~ de. samenlopende relatie 

R(F n) = nEFE:s::' 
' J:' D J:' . 

(VF1)(v'F2 )(V°F
3

) (VFn)((F 1€~)/\(F2E.'.F)/\ ••• l\(Fn€~)-+ (3p)((pEF1)A 

••• ;\(p€F ))). 
n 

Er is in x* dus een punt r;, zodanig dat r;,€F* voor alle F ui t C}". 

Bezie nu in x* de filter~ van alle verzamelingen die r;, omvatten, en 

bezie verder de verzameling 'U., bestaande uit alle standaardverzame­

lingen, waarvan de uitbreiding in~ ligt. 
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Bewering: 'U.. is een ul trafilter, die 5f omvat. 

Stel U is een willekenrige verzameling, die een element van 7l bevat, 
. . * dan zit zekere sin U. 

Stel U en V zijn twee verzamelingen uit 'll dan is u*f"l v* = (U rw)* en 

* * * daar U () V het punt s bevat, moet ook (UAV) het punt s bevatten, 

dus U()V£ 1l. Conclusie: 'LL is een filter. 

Wegens het fei t dat t; · is gedefinieerd ui t het filter-- ~ geldt natuurlijk 

ook s:" is bevat in 'U.. • 

Verder is 'U.. een ultrafilter daar· voor elke, standaardverzameling v* in 

x* geldt: Dr v*, of X\V➔~ zit in g, wat betekent: Voor elke deelver­

zameling V van X geldt: llf Vf:'U., of (X\V)C'l,l. 

§3. Compacte verzamelingen 

Een verzameling van een topologische·ruimte is compact· indien elke 

overdekking van die verza.melingl'il.et·open·verzame-J..ingen uit de ruimte, 

een eindige deeloverdekking bezit. 

Het is duidelijk, dat ook hier de equivalentie geldt van § 1 stelling 8 

oftewel: 

Een verzameling A van een topologische ruimte (X,g-) is compact dan en 

slechts dan als in (x*,T) geldt: Elk punt·van A* ligt in de monade 

van een standaardpunt. 

Stelling 1: In de vergroting van een compacte Hausdorffruimte·vormen 

de monades om de standaardpunten een partitie van de ruimte. 

Bewijs: Uit §1 stelling 5 volgt, dat elke twee monades disjunct zijn, 

en ui t § 1 stelling 8 volgt, dat elk punt bij na-standaard is. 

Gevolg: De topologische ruimte (X, ~) is eerr compacte~ Hausdorffruimte, 

dan en slechts dan als de monades een partitie van de ruimte vormen. 

Stelling 2: Een compacte deelverzameling van een Hausdorffruimte is 

gesloten. 

Bewijs: Zij A een compacte deelverzameling van een Hausdorffruimte, dan 

is in A* elk punt bijna-standaard, en daar~bij een·Hausdorffruimte de 
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monades disjunct zijn, moet dus wel gelden, dat van elke monade, waar-
* 0 * 0 0 mee A een punt gemeen, heef't',··ook· het standaardpunt· in A ligt. Di t 

is precies het criterium. voor A is gesloten uit stelling 2 van §1. 

Stelling 3: Een compacte Hausdorffruimte is normaal. 

Bewijs: Zij Geen gesloten ver-zameling·uit een compacte Hausdorffruim­

te (X, 9""). Dan is G gesloten en compact. Bezie nu een overdekking van 

G met· om elk punt een omgeving. Deze heeft een eindige deeloverdekking. 

De vereniging daarvan is een open verzanreling om G. Noem deze U. 

* Bezien we voor al de op deze wijze verkregen ver-zamelingen Ude U, 
* * * dan geldt U .::> G , en de doorsnede van alle U is µ ( G). 

Steeds geldt: UG µ(p)C µ(G), maar hier geldt ook: µ(G)C UG µ(p). 
pE. p€. 

want: Stel l;, ¢. \JG µ(p) ,dan is om elke pE:.G een open verzameling V , 

zodanig dat l;, ,,,l;*. De vereniging van alle V overdekt G, dus is e~ 
p p 

een eindige deeloverdekking met behulp van V 's. 
p* * Maar bezien we deze overdekking van V's in (X ,<y') dan is het stelsel 

p 
eindig en overdekt G*, en de vereniging bevat l;, niet. Hieruit volgt dus 

dat µ(G) = .}/G µ(p). 

Nu is het bewijs verder triviaal, want, kies twee gesloten·disjuncte 

verzamelingen A en B dan geldt: µ(A) = ~ µ(p) en µ(B) = ~B µ(p) 

maar nu geldt: de monades zijn disjunct. 

Dus µ(A)f"tµ(B) =¢en nu volgt de stelling uit §1 stelling ,. 

Gevolg van het bewijs: Voor elke compacte verzarneling C van een Haus­

dorffruimte (X,'.J"') geldt in (x*,'J'"'*) : µ(C) = ~c µ(p). 

Stelling 4: Als ~ en '1; twee topologieen zijn op de verzameling X, en 

~c½ dan volgt uit · (X, ~) is Hausdorffs dat (X, ~) is Hausdorffs 

en uit (X, ½) is compact, dat (X, T;) is compact. 

Bewij s: a) ~ C ~ dus voor elk standaardpunt p ui t X geldt in x*: 

µ 1 (p) :)µ2 (p). Daar steeds geldt: µ1 (p)n µ 1 (q) = ¢ als p f: q, geldt ook 

µ2 (p)ryµ 2 (q) = ¢, wat betekent, dat (X, ½) Hausdorffs is. 



b ) c:r1 C :f'2 dus voor elk standaard p geld t : µ 1 ( p) ::> µ2 ( p) • 

Als nu (X, g--2 ) compact is, is elk punt uit £"" gelegen in een monade 

µ
2

(p) voor zekere p, dus zeker in de monade µ
1

(p) voor dezelfde p, 

dus (X, ~) is compact. 

Voor de laatste stelling uit deze paragraaf zullen wij na moeten gaan, 

wat voor soorten equivalent-en bestaan van het begrip compact. 

Hier volgt e-en Tijst met de meest gebruikelijke. De bewijzen zijn alle 

triviaal. 

a) Elke open overdekkingheef't een eindige deeloverdekking. 

b) Elk stelsel gesloten verzamelingen met ledige doorsnede heeft een 

eindig deelstelsel met ledige doorsnede. 

c) Elk stelsel gesloten verzamelingen, met de eigenschap, dat ieder 

eindig deelstels·el ·een niet lege doorsnede heeft, heeft een niet 

ledige doorsnede. Een dergelijk stelsel heet wel een gekit stelsel. 

d) Elke filter heeft een adhaerentiepunt. 

e) Elke ultrafilter convergeert. 

Verder heet een verzameling A compact ten opzichte van een stelsel ge­

sloten verzarnelingen '3, indien ieder deelstelsel ':S' van~, waarvoor 

geldt dat g, U{A} gekit is, een niet ledige doorsnede heeft binnen A. 

Wanneer wij nu voor '.3 een gesloten subbasis voor een topologie *) nemen, 

dan kunnen wij ons afvragen: Bestaat er verband tussen de compacta ten 

opzichte van 3 en de compact a in de topologie die 3 voortbrengt. 

Het antwoord is ja. 

Stelling 5. Het lemma van Alexander. 

Een ruimte is dan en slechts dan compact ten opzichte van een subbasis 

~van gesloten verzamelingen, als zij compact is ten opzichte van de 

topologie, die door 3wordt voortgebracht. 

*) Een stelsel verzamelingen $heet gesloten subbasis voor een topologie 

lJ-', wanneer <J-' bestaat ui t: De lege verzameling, de hele verzameling en 

alle verenigingen van eindige doorsneden van complementen van verzame­

ling,en uit S. 
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Bewijs: Het is duidelijk, dat als een ruimte (X, g-')compact is, dat zij 

dan oak compact is ten opzichte van een, subbasis voor de topologie. 

Omgekeerd. Stel X is niet compact in (X, :f). Dan is er een niet-stan­

daardpunt r;, dat niet in enige monade ligt van een standaard punt in 

* * (X '0"" ) • 
Zij~' het stelsel van alle inwendige gesloten subbasisverzamelingen 

in (x*, rr-*) die r; omvatten. Dan is~' een gekit stelsel van gesloten 

subbasisverzamelingen. 

Bezie nu de verzameling van alle standaardsubbasisverzamelingen (J:' in 

(x*, <:J"""*) die ook in<;, liggen. Dit stelsel is ook gekit, dus ook het 

stelsel van al die verzamelingen F uit (X, 'T) waarvoor geldt, dat 
* -F £ CJ= , want gekit zijn is formuleerbaar in A. 

Noem dit laatste stelsel <F. Dit is een stelsel subbasis elementen van 

(X, !J'). We zullen nu bewijzen, dat dit stelsel een lege doorsnede heeft. 

Stel daartoe n~ :/: ¢. Dan is er een punt p in n~. 
r; t.µ(p) dus er is een open verzameling U om p, zodanig dat r; (/3:. u*. 

p p 
Zij G het complement van U in X. G p p p is de doorsnede van gesloten 

basiselementen, dus er is een basiselement B, dat p niet omvat. 
p 

Maar B is de vereniging van eindig veel subbasiselementen {so}~ 
1

, 
n n . pi 1= 
~ , .. 1 * 0 * 0 0 

dus B = ~1· S oe Er lS dus een So, die p niet omvat, maar r; wel. p 1= pl pl 
Deze s*o ligt zeker in a='' dus s O ligt in~, dus p ¢. n Y, dit is in pl pl 
tegenspraak met het gestelde, dus n ~ = ¢. 

Het feit, dat X niet compact is, impliceert dus, dater een gekit 

st els el gesloten subbasiselementen bestaat, met lege-de€:lrsnede wat te 

bewijzen was. 

Merk op dat ~, -f:. ~' want n~ = ¢ en dit is formuleerbaar in de taal 

A, dus ook moet gelden nS:* = ¢. n<_f'1 bevat eehter het punt r;. 

Bij het bewijs van stelling 5, evenals bij het bewijs van §2 stelling 

4 is geen gebruik gemaakt van het keuze-axioma, of enige verzwakking 

daarvan. Bij de opzet van de non-standard theorie is gebruik gemaakt 

van het bestaan van ultrafilters zodat we nu kunnen formuleren de stel­

ling: 



Hetbe-sta.an van de vergr0ting ten opzichte van alle samenlopende rela­

ties in een volle structuur 1s equivalent met het verzwakte keuzeaxio­

ma in de vorm: Elke filter is bevat in een ultrafilter. 





Het bestaan van de vergroting ten opzichte van alle samenlopende rela= 

ties in een volle structuur is equivalent met het verzwakte keuzeaxio­

ma in de vorm: Elke filter is bevat in een ultrafilterG 
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,£9}-lo9iui;um "O~derwe:ryen uitde Modeltheorie" 

Spreker E0 Wattel. 

§ 4 .r.up.cties 11 peelruimten en Producten , 

Wanneer wij functies definieren, zullen wij er rekening mee moeten 

houden, dat we bij iedere :f'u.nctie een definitiegebied en een beeld­

ruimte afzonderlijk zullen moeten beschouweno Om moeilijk.heden te 

voorkomen 9 zullen wij er goed aan doen, door in de standaa.rdruimten, 

of consequent in de vergrotingen te rekenen, en niet bij voorbeeld 

de vergroting van de beeldruimte bekijken 9 tezamen met het standaa.rd 

definitiegebiedo Daa.rom denken wij ons het definitiegebied en de beeld­

ruimte beiden ingebed in een grotere volle structuurg 

Zij M(t) een volle structuur 5 die is opgebouwd op een grondverzameling 

M0• Zij verder in M
0 

gegeven twee, niet noodza.kelijk disjuncte 9 deel­

verzamelingen X en Y5 die aanleiding geven tot volle deelstructuren 

X(T) en Y(T) van M(t)" 

Een relatie f van het type (0 10) heet een :f'u.nctie van X in Y indien 
; 

voldaan is aan de volgende eigenschappen 

1) (VxH\fy) (f{x,y)""" ((xe.X)/\(y&Y))) 

2) (Vx)(~y)(Vz) ((:r(x,y)Af(xez))-> (y=z)) 
0 

3) (\ix) ((xttX)-+ (3y)(f(xty))) 

Uit de formules 2e en 3e volgt 0 dater voor elke x~.X ,,n en precies 

s,n yefi!. bestaat, zodanig 0 dat f(x,y) geldta Deze y duiden we aan 

met f{x) o 

Zo duiden wij ook de verzameling van alle punten uit Y0 die beeld 

zijn van een x 6 V eitX aan met f(V)c 
De verzwneling van alle punten uit x, die worden afgebeeld op zekere 

_,( ) _,( ) 0 0 yttf. worden geschreven als f y; en f W is de verzameling van al 

die punten van x, vaa:rvoor geldt~ f(x) ~ W C,,.Yo 
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De verza.meling X heet het definitiegebied van de functie f 9 en de 

verzameling f(X) heet het waardegebiedo Uit {1e) volgt 9 dat het 

waardegebied een deelverza.meling is van de beeldruimteo 

Is het waardegebied gelijk aan de beeldrllimte 9 wat geformuleerd 

kan worden 9 in 3w analoog met 3) : (Yy) ({y6Y) + C3x)(f(x,y))) 

dan heet de functie .£E,o 

Indien ieder punt van het waardegebied slechts ~,n punt in het 

definitiegebied heeft 9 zodat het daarm.ee in de relatie f staat, 

wat kan warden geform.uleerd analoog met (2) : 2') 

<Y y ){\1 x) (\i z)( (f(x,y)l\f(x,y)) + (xoz)) dan heet de functie 

1:;.l, duidigo 

Opnieuw kunnen wij in X een topologie T,; en in Y een topologie T;_ 
definiereno Nu kunnen wij continuiteit invoeren 9 door de definitie: 

Het oerbeeld van een open verza.meling in Y moet open zijn in Xo 

4) (VV)((v6r;> + (3W)((Wt7i)A(W(O)f-1cv))))o 

Men kan ook eerst de continuiteit in een punt x6X invoeren, door te 

definieren: f is continu in een punt pe~ als binnen elke omgeving 

van f{p) het beeld van een omgeving om p zit. 

In form.ule: (Vu)( (U6~)1\(f{p)eu) + (3v)( (Ve,:T,")/\(f(V)lU)f\(ptV))) o 

Het is duidelijk dat een functie dan en slechts dan continu is, als 

zij continu is in elk punt van het definitiegebied. 

Dit criterium voor continuiteit is goed te vertal.en in de niet-stan-
. . * daard theorieo We gaan nu de vergroting van M construeren. M zal 

. . . ( * ,.,,.*) ( * '7"" *) dan twee n1et-standaard topologische ruimten X 9 J1 en Y 9 ,
2 

bevatten. 

We kunnen nu ook de functie f meenemen en vergroten tot een functie 
(*) 

f 0 

Stellingj_: Een functie f:X + Y is continu in een punt p6,X dan en 

slechts dan indien in M* geldt: f(µ(p))lµ(f(p)). 

Bewijs: a) Stel f is continu in p 9 dan geldt: (Vut1;) 

((f(p)6U} + C3VE.7i')((pE,V)l\(f(V)CU)))o Dus nu geldt in (Y*, T,/'): 
..... * * f(0Vp )Cfif(Vp ))l.n(u f(p))g 
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waarbij wij aannemen, dat de doorsneden genomf!n worden over a.lle 

standaardomgevingen VP van p, respo Uf(p) van f(p). 

Uit deze formule volgtg f( µ(p)) C µ(f(p)) o 

b) Stel f(µ(p)}Cµ(f(p)). Zij u;( ) een willekeurige standaardomgeving 

van f(p) in y*o Binnen µ(p) in ~ligt een inwendige omgeving van Po 
* * * Derhalve geldt in M g ("3 V )((pt.V ) A (V e.1:1 }/\(f(V )lUf{ )))a Deze zin 
' p p p p p 

is geformuleerd in A, en dus waar voor M, zodat in M geldt i Binnen 

elke vaste omgeving van f(p} ligt het beeld van een omgeving van p. 

Conclusieg f is continu in het punt Po 

Gevolgg Een functie fg X ~ Y is dan en slechts dan continu, indien 

voor elk punt p van X geldtg f(µ(p))lµ(f(p)). 

Een 1-1 duidige continue functie van X op Y heet een homeomorfisme 

als ook de inverse relatie continu ise 

X en Y heten homeomorf a.ls er een homeomorfisme tussen X en Y bestaat. 

Stelling 2 g Een eenetfoduidige functie van X op Y iEi dan en slechts 

dan een homeomorfisme indien geldt in M*g f(µ(p)) = µ(f(p)) 

voor alle p6Xo 

Bewijsg volgt onmiddellijk uit stelling 1. 

Definitie Een topologische ruimte (Ai T,) heet een deelruimte van de 

ruimte (X 9 T), indien ACX en 

In woordeng De open verzamelingen van A zijn precies die verzamelingen, 

die kunnen worden geschreven als de doorsnede van een open verzameling 

uit X met A. 

§telling 3 ~g Een topologische ruimte (A, T,) is dan en slechts dan een 

deelruimte van de topologische ruimte (X,7) a.ls voor elk 

punt p 6 A geldtg 
* µA (p) = µx<p)/"'\A • 

Volgt eenvoudig uit het lemma van§ 1o 
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Het is duidelijk uit deze stelling 3 0 dat een deelruimte van een 

Hausdorffruimte 9 respo reguliere ruimte, respo T
1 

ruimte, weer 

Hausdorffs, respo regulier 9 respo T
1 

iso Verder ooki dat een 

gesloten deelruimte van een compacte, respo normale ruimte weer 

compact respo normaal iso 

Definitie g Zij voor zekere indexverzameling A met elementen a een 

stelsel verzamelingen Xa gegeveno Nu kunnen wij het 

Carthesisch product definieren als de verzameling F 

van alle functies ♦ van A naar a~A X
0 

met de eigenschap 

dat voor alle a~A geldt ♦( a) 6 X o . a 
In formuleg 

F - JI - atr:A 

Wanneer nu elke verzameling Xa van een topologie ~ is voorzien, 

kunnen wij op natuurlijke wijze een topologie voor F definieren, 

namelijk door als open subbasis Seen stelsel van verzamelingen 

F(a, U) te nemen, met de eigenschap 0 dat elke F(a 9 U) bestaat uit 

juist die functies ♦, waarvoor geldt!) dat ♦ (a) 6-U ~¾• 
In formuleg 

S = { F(a, U) I (a~A)/\(U£.1:)} 
D a 

De topoJogie die hierdoor gedefinieerd wordt heet de R!:_OducttoI?Rlosie 

voor a!k X0 ; en de ruimte a~(Xa 9 ~) heet het to£~~ogische- of 
Jzchon_9ffproduct van de ruimten ( X

0 9 ¾) o 

Wanneer we nu trachten om een op deze wijze gedefinieerd product 

uit te breiden tot een niet-standaa.rdstructuur, kiezen wij daartoe 

een structuur M(T)s die zowel A als a~ X
0 

omvat in M0o Wij nemen 

aani dat M(T) vol iso Dan is ook elk stelsel van tweeplaatsige rela­

ties inwendig, en dus ligt (
0

gA X
0

) in M(O,O)' terwijl de product­

topologie Teen element is van M(((o
1
o)))o 

De uitbreiding van M toOoVo alle samenlopende relaties omvat dus de 

uitbreiding van elke Xa; de uitbreiding van A, alsmede de uitbreiding 

van'°het topologische producta In het bijzonder bevat M* topologische 
. * . *\ ru1mten Xa ook voor de a uit A Ao 
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~ * Q • * Een standaardpunt p u1t het product F is dus een f'unctie ♦ s met 

de eigenschap dat ,* precies de uitbreiding is van een functie ♦ uit 

Fo Nu geldt voor de monade van pg 

* Stelling 4 Voor elk standa.ardpunt p6 a~A* (Xa, 'T'a) bests.at J.l(p) 

precies uit die functies tP, wa.a.rvoor geldt: tJ,(a)~J.l(p(a)) 

voor a.lie a~. 

Bewijsi Stel 1J,{a)1J.1(p(a)) voor zekere 01,A. Dan is er een standaard 

open verza.meling u
01
~7amet ptU

01 
en tJ,(a)fU:. 

Dit betekent 9 dat de subbasis verza.meling F(a, U) de eigenschap heeft, 
* a 

dat p "- F( a, U
0
) maa.r tPfF ( a, Ua); dus de doorsnede van alle stands.a.rd 

0 0 Q * open verzam.el1ngen om p beva.t tJ, niet in F. 
Ligt omgekeerd tJ,(a) in J.l(p(a)) voor a.lle al.A 5 dan list tJ,(a) binnen 

alle standaa.rd subbasisverza.melingen om p dus ook in J.1(p). 

Q!,!2.,l;,g_g Het product van Hausdorffruimten is een Hausdorf'fruimte. 

Bewijsg Kies twee standaardpunten pen q. Als p ~ q dan bestaa.t er 

een aiA zodanig dat p{a) ~ cj(a), dus J.1(p(a))f\J.1(q{a)) =~.en derhalve 

is ook µ(p)nµ(q) = ¢. 

~t~lling 5 Het product van compa.cte ruimten is compact (Tychonoff). 

Bewijs: Kies een niet-standaard punt tJ, uit F*o 

Da.a.r de verzamelingen: P = {xl(x~ )A~(a)tu(x)} niet leeg zijn, is a Q 01 

ook hun product niet leeg (precies het keuze-axioma.). 

Er is dus een punt pin a~(P
0
). 

Dit punt is da.n standaardpunt in F*, en volgens stelling 4 is tJ, dus 

bijna. standaard. 

Conclusie: de ruimte is compacto 

De afbeelding ~: F + X die gedefinieerd wordt door 
OI OI 

wa( ♦) = ~(a) is continuo 

Bewijs: Zij * !J,Eu(p) voor zekere standaard p uit F, dan geldt ~(a)eu(p(a)), 
l 



Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie 11 

Spreker: J.W. Robbin 

§1. Non Standard Analysis of a TVS 

Definition. A topological vector space (henceforth called a TVS) is a 

(real) vector space E with a T1 topology (i.e. points are closed) such 

that the maps 

(x,y) ➔ X + y (addition) 

and 

(a,x)-+ ax (scalar multiplication) 

are continuous. 

Notation: E and F for TVS's. 
* R for the real numbers. For any object Q of the standard model, Q 

(or sometimes Q) denotes the corresponding element of the enlargement. 

* * For A f:."IR and X, Y ~ E (or A~ and X, Y ~E ) .A:x is the set of all ax with 

a€:A and xE:X and X + Y is the set of all x + y with x<;X and yE.Y. 
* *. . 

For xe.E standard, µE(x) is the monad of x in E • For a E:R µR(a) is 
* the monad of a; i.e. the set of all bER with la - bl infinitesimal. 

Remark: The usual definition of a TVS does not require that the topology 

be T1. 

Proposition 1. a€1R; x,yl::. E all standard. Then 

(1) µE(x) + µE(y) G µE(x + y) 

(2) µR(a)µE(x) ~µE{ax) 

(3) µE(x + y) = x + µE(y) 



Proof:(1) and (2) say that (x,y) ➔ x + y and (a,x) ➔ ax are continuous 

while (3) and (4) say that y ➔ x + y and x ➔ ax are homeomorphisms. 

Proposition 2. T : E ➔ F linear standard. Then the following are 

equivalent: 

(1) Tis continuous 

(2) Tx is continuous at x = 0 

(3) TµE(O) G µF(O). 

Proof: (1) ==> (2) ==> (3) are trivial. 

(3) ==> (1) because TµE(x) = T(x + µE(O)) = Tx + TµE(O) ~Tx + µF(O) = 

= µF(Tx). 

Definition. T: E ➔ Fis a toplinear isomorphism iff Tis linear, and 

Tis a homeomorphism. E and Fare toplinearly isomorphic {in symbols, 

E ~ F) iff there exists a toplinear isomorphism T : E ➔ F. 

Corollary: A linear bijection T : E ➔ Fis a toplinear isomorphism 

if and only if TµE(O) = µF(O). 

Theorem. Characterization of the finite dimensional TVS. 

Let Ebe a TVS. Then the following are equivalent: 

(1) Eis finite dimensional. 

(2) E ~ lRn for some n. 

(3) Eis locally compact. 

Proof: (2) ==> (1) is trivial and (2) ==> (3) follows from the 

Heine Borel theorem. (1) ==> (2) follows immediately from 

Lemma 1. Let e
1

, ••• , en~ E be linearly independent (and standard). 

Then 

l a.e. ~µE(O) 
i J. 1 

<==> 
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Proof: (<==) the map1Rn ➔ E: (a1, ••• ,an) ➔~ 
l 

(==>) suppose x = I a,e, where some a, <i=,µR(O). 
l l l 

l 

a,e, is continuous. 
l l 

Define 

A = 1 /max { 1 , I a 1 I , • • • , I an I } • 

Then 

(i) 0 <A< 1. 

(ii) Aa
1

, ••• , Aan are all finite. 

(iii) Aaj ,r/i.µR(O) for some j. 

Write Aai = bi + c i where bi standard and ci E µR ( 0). Then 

AX= y + z 

where 

y = I 
i 

b,e, 
l l 

z = I 
i 

By(<==) zeµE(O). By (iii) and the linear independence of e
1

, ••• , en 

y # 0. But y is standard. Since E is T1, y ¢. µE(O). 

If XEµE(O), then since A is finite, AXE::µE(O). Then 

y = AX - ZEJJE(O) - µE(O)~µE(O), a contradiction. Hence x ¢ µE(O). 

Corollary • .Any finite dimensional subspace of Eis closed. 

Now for (3) ==> (1). Let Ebe locally compact. Then there is an open 

neighbourhood U of O in E with K = U compact. (The bar denotes closure.) 

By the continuity of+ take an open neighbourhood W of O with 

W + W~U~K and set V = Wn(-W). Then 

( a ) V + V £ U; and 

(b) V = -V. 

Now recall that a set has compact closure if and only if all its 

points are near standard. 



Lemma. If Fis a closed, proper subspace of E (i.e. F ~ E), then there 

exists xeU with (x + V)ntF = ¢. 

Proof: Suppose not. Then (x + v)nF 1s non empty for every xcU. 

Hence U.G:F - V. Hence V + V~F + V. Repeating m times we get 

mV~F + V form= 1, 2, •••• Hence 

m=1,2, •••• 

Claim: V~F. To see this choose vt:_V standard. Take m infinite in(.,..-). 

Then v = y + .l w where y~lF and wt:.V. But wcV~K. Hence w is near 
m 1 1 

standard. Hence iii wE.µE(O). Hence y = v - iii Wt:V - µE(O) = µE(v). 

Thus FnµE(v) is non-ent;pty and since Fi~ closed it follows that vcF. 

This proves the claim that Vs; F. But from the fact that F contains an 

open set follows the fact that F = E. This contradicts the hypothesis 

that Fis proper and proves the lemma. 

We now prove that Eis finite dimensional. If not, by the last 

corollary, every finite dimensional subspace Ff;E is closed and proper. 

By the lemma we have 

VF 3x~U : (x + V)f'IF = ¢. 

The sentence is to be interpreted in the standard model with F ranging 

over finite dimensional subspaces. Passing to the enlargement we see 

that there is an x .e:d~ with 

for every standard finite dimensional subspace F. In particular, taking 

F to be the one dimensional subspace spanned by a standard pointy 

* * we see that xis not near standard. But xcU fK, contradicting the 

assumption that K is compact. This completes the proof that (3) ==> (1). 
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§2. Non-Standard Analysis of a Normed Space 

Definition. A norm on a vector space Eis a map 

E ➔ R : x ➔ I Ix I I 
such that 

( 1 ) 11 x I I > 0 for all x ~ E; 

( 2) 11 x I I = 0 if and only if x = 0; 

(3) l laxl I = Jal I lxJ I for acR, x E:E; 

(4) I Ix+ YI I .::_ J lxll + I IYII for x,ycE. 

Eis then a metric space (and a TVS) with a metric d defined by 

d(x,y) = I Ix - YI I• 

Note that for x &E, µE(x) is the set of all y 6-E* with J Ix - y I I 
infinitess:i.mal. Hence y =E* is near standard iff there exists standard 

x E::E with I Jx - y I I infinitesimal. We say y G.E* is finite iff I IY I I 
is finite. 

Proposition 1. (1) Every near standard point is finite. 

(2) The converse holds if and only if Eis finite dimensional. 

Proof: (1) is immediate from I jyJ J .::_ I lxl I + I jy - xi I• 

The converse is equivalent to the assertion that the closed balls of 

finite radius centered at Oare compact. This in turn is equivalent 

to the assertion that Eis locally compact which by §1 is equivalent 

to the assertion that Eis finite dimensional. 

Definition. An operator on Eis a linear map T E ➔ E. Tis bounded 

iff there is a real number K such that 

I ITxl I .::_ Kl lxl I for all xEE. 
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The smallest such K is called the ~ of T and denoted by J IT J J. 
The space of operators on E may be given the structure of a vector 

space by defining aT {aclR) and T
1 

+ T
2 

by 

(aT)x = a(Tx) 

This space also admits a natural multiplication: i.e. for operators 

T
1 

and T
2

, T
1 

o T
2 

is defined by 

(T
1 

o T
2

)x = T
1 

(T
2
x). 

The set of bounded operators on Eis denoted by L{E,E). 

Proposition 2. L(E,E) is a normed algebra; i.e. 

(1) L(E,E) is closed under addition, scalar multiplication, and 

composition; 

(2) 11 11 is a norm on the vector space L(E,E). 

The proof is trivial and standard and is left to the reader. 

Proposition 3. Characterization of bounded linear operators. 

Let T: E ~Ebe a (standard) operator. Then the following are equivalent: 

( 1) T is bounded (i.e. T ~L(E,E)). 

(2) Tis continuous. 

( 3 ) Tµ E ( 0 ) f: µ E ( 0 ) • 

(4) T maps near standard points to near standard points. 

(5) T maps finite points to finite points. 

Proof: (1) ==> (2) is immediate from 

I I Tx - Ty 11 = 11 T ( x-y) 11 2- 11 T 11 I I x - Y I I • 

(2) ==> (3) because (3) asserts that Tis continuous at x 

(3) ==> (4) because for x standard : Tµ E ( X) = T ( x + µ E ( 0 ) ) 

~Tx + µE(O) = µE(Tx). 
,, 

= o. 

= Tx + TµE(O) ~ 
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We prove (4) ==> (1) and (5) ==> (1) simultaneously. If (1) fails, 

T is not bounded. Then for every integer n there exists x e E with 

I Ix 11 = 1 and n 2 
< I I Tx 11 • Take n infinite and set y = ,1 x • Then n n n n 

I IY I I = 1 /n so that y e-µE( 0) and is thus near standard and finite. But 

2 n 
n =- < 

n 

Thus Ty is not finite and certainly not near standard. Hence both (4) 
and (5) fail. 

Finally ( 1) ==> (5) because I JTx I I < I IT I I I Jx I I• 

Definition. An operator T : E ➔ Eis compact iff T maps bounded sets 

to sets with compact closure. 

One sees that Tis compact iff TB has compact closure where Bis the 

unit ball about O. 

Proposition 4. Characterization of compact operators. 

Let T: E +Ebe a standard linear operator. Then 

(1) Tis compact<==> T maps finite points to near standard points. 

(2) Hence a compact operator is bounded. 

Proof: TB has compact closure<==> all its points are near standard. 

Remark: A compact operator is sometimes called completely continuous. 



§3. A Lemma 

Throughout this § E denotes a normed vector space. Everything said 

holds equally well for an arbitrary metric space. We write x ~ y iff 

I Ix - y I I is infinitesimal. 

Proposition 1. Let <s > be an internal sequence of real numbers and - n n 
suppose sn E: µR ( 0) for all finite n. Then there exists an infinite 

integer w such that sn~µR(O) for all n < w. 

Proof: Let S be the (internal) set of all n such that lsnl <:.Then 

S contains all finite n. If Sis not everything, take w + 1 to be the 

smallest member of its complement. 

Proposit.ion 2. Let <x > be a standard infinite sequence in E. Then 
n n 

either 

(1) x has a (standard) limit point; £E_ n 

(2) xn is not near standard for all infinite n. 

Proof: Assume (2) fails. Then for some infinite wand some standard y 

we have x ~ y. Choose a standard£> 0 and a finite integer n. The 
w 

sentence 

3 m > n : llx -yll < £ m 

holds in the enlargement (take m = w) and therefore holds in the 

standard model. Thus y is a limit point of <x > • n n 

Lemma. Let <x > be an infinite internal sequence in E either Q-finite n n 
or not. Suppose£> 0 is standard and 

I Ix. - x · 11 > £ 
i J 

for all finite integers i and j with i ~ j. Then for some integer k, 

~ is ,E2i near standard. 
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k. Define a standard Proof: Suppose not. Then xk is near standard for all 

sequence yk by setting yk = 
0
(~) fork finite. Then xj ~ 

finite integers j. Thus 

Yo for all 
J 

for all finite i and j with i # j. The sequence of real numbers 

s j = I Jxj - y j 11 is infinitesimal for all finite j and therefore 

also for sufficiently small infinite J by proposition 1. By assumption, 

Xo is always near standard; hence yo is near standard for sufficiently 
J J 

small infinite j. But by(*), y has no limit point. Hence by 

proposition 2, Yo is not near standard for all infinite j: a contradiction. 
J 
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§4. The Spectral Theorem for compact Self Adjoint Operators 

In this section H denotes a seperable complex Hilbert space. C denotes 

the field of complex numbers. (x,y) denotes the inner product on H, so 

that 

(1) (x,x) is real and> O. 

(2) (x,x) = 0 only if x = O. 

(3) (x,yty2) = (x,y1) + (x,y2). 

(xtx2,y) = (x1,y) + (x2,y). 

(4) (x,y) = (y,x). 

(5) (ax,y) = a(x,y), (x,ay) = i(x,y) for a E:;C. 

Here a denotes the complex conjugate of a E: C. Define a norm on H by 

(6) llxll = ~-

A sequence <e > (finite or infinite) is called ort~onormal iff 
n 

I le I I = 1 for all n and (e 0 ,eo) = 0 for all i # j. Iff in addition 
n i J 

x = I (x,e )e n n 
n 

for all XE: H, we say that <e: > is an orthonormal basis. In that case 
n 

the expression for x in terms of thee is unique. For if x = l x e n n n 
then 

(x,e· ) .n 

= X • n 

We assume the reader is familiar with the followin~: 

n 



I. l(x,y)j ~ I Ix! I I JyJ I 
II. !Ix+ YI I~ I !xii + IIYII 
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(Schwarz inequality) 

(Minkowski inequality) 

III. Every orthonormal sequence extends to an orthonormal basis 

(with reindexing). 

For proofs see Halmes, An Introduction to Hilbert Space, chapter 1. 

Let T: H ~ H be a linear operator. A vector vEH is an eigenvector 

of T iff v ':f. 0 and for some .:\ f:C 

Tv = .:\v. 

We then say.:\ is an eigenvalue of T. 

(Tx,y) = (x,Ty) 

for all x,yE.H. 

We now state 

The Spectral Theorem for Compact ~-Adjoint Operators. Let T be a 

compact, self adjoint operator on H. Then H has an orthonormal basis 

<v > where each v is an eigenvector of T. 
n n 

Remark: With respect to such a basis, T has "diagonal form"; i.e. if 

X = l X V n n 

is a point of H (where x = (x,v )), then 
n n 

Tx = l .:\ x v • n n n 

Proof of the Spectral Theorem: In case His finite dimensional, the 

theorem is practically trivial. Let v1 be any eigenvector of T, say 

Tv1 = .:\ 1 v1• 
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Dividing v1 by J lv1 11 we may assume I lv1 11 = 1. Let H' be the subspace 

of all vectors :perpendicular to v 1 , i.e. x ~ H' iff ( v 1 ,x) = 0. For 

XE:H' 

so that Tx EH'. Thus H' is invariant under T and the theorem follows 

by induction on the dimension of H. 

We will prove the infinite dimensional case from the finite dimensional 

case via non-standard analysis. 

Let <e >bean orthonormal basis for H. Select an infinite integer w 
.n 

and let H be the subspace of H spanned by e 1, e2 , ••• , ew. 

Let P: H ➔ H be the :perpendicular projection; i.e. 

Let T H ➔ H denote the restriction of Po To P to H. 

Proposition 1. Px "'x for x near standard. 

Proof: Recall that x "'y means that I Ix - YI I is infinitesimal. Suppose 

x is standard. Since lim 2 x.e. = X we have that 11 ~ x.e. - xi I 
J J 

L, 
J J n-+oo ,j =1 j=1 

infinitessimal for n infinite; and in particular for n = w. If X "'y 

where y is standard, then Px"' Py"' y "'x. 

Proposition 2. If xis finite, PTPx is near standard. 

Proof: Let x be finite. Since I jPxl I < I lxl I, Px is finite. Since T 

is compact, TPx is near standard; say TPx "'y where y is standard. 

Then PTPx "'Py. But Py"' y. Hence PTPx "'y. 

Proposition 3. Let ve. H and suppose Tv = \v and I l vi I = 1. Then if \ 

is not infinitesimal, v and\ are near standard. 

is 
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Proof: Tv = PTPv is near standard by proposition 2. Hence, since 1/A 

is not infinite so is ~v = v. 

Since I A I .::_ I IT I I , A is not infinite. 

Now His Q-finite-dimensional. Hence by transfer of the finite dimensional 

theorem we select an orthonormal basis 

for Hand complex numbers A1, ••• , "- with 
w 

T v. = L v. 
J J J 

J = 1, ••• , w. 

We may also assume 

By proposition 3, X. and v. are near standard. 
J J 

Proposition 4. Let e > 0 be standard and J~j I.:::_ e for j = 1, ••• , k. 

Then k is finite. 

Proof: Since the v. are orthonormal, 
J 

1Jv.-v.ll=V2 
1 J 

for i 1 j. By proposition 3, v1, ••• , vk are near standard. Hence by 

the lemma of §3, k is finite. 

:Prpposi,tion 5. Let x be near standard. Then Tx "' TPx. 

Proof: Without loss of generality assume xis standard. x"' Px by 

proposition 1. Hence Tx "'TPx. Hence PTx "'PTPx. Again by proposition 1, 

Tx ~ PTx. Since PPx = Px we have 

Tx ~ PTx"' PTPx = PTPPx = TPx. 



88 

Now let W be the set of all integers j such that A. is not infinitesimal. 
J 

By proposition 4, W contains no infinite j. Hence there are two cases: 

case 1. W = {1, ... , k} k finite, and case 2. W = all finite integers. 

Case 1. W = {1, . . . , k} when k is finite. By proposition 3, v. and A . 
J J 

are near standard for j E.W. Define 

v. = 0 (v.) 
J J 

L = o(~.) 
J J 

for j = 1 , ••• , k. 

Then v. "' v. for j = 1 , ... ' k so that (v. ,v.) "' <v.,v.) = 0 for 
J J l. J l. J 

l. ~ j. Since (v.,v.) is standard, (v.,v.) = o. 
l. J l. J 

Similarly I !vi 11 = 1 for i = 1 ' ... ' k. 

Extend v1, ••• , vk to an orthonormal basis v 1, ••• v v ' k' k+1 ' ••• 
of Hand let A.= 0 for j = k+1, k+2, 

J 

Choose X£H. Then PxEH and 

where x. = (x,v.). But 
J J 

Hence 

+•••+XV w w 

....... , .,., 

+ ••• + X AV. 
w w w 

+ ... +xx .;;.k, I I w w + 

2. ~k+ 1 I Ix I I • 

Since Ak+1 is infinitesimal, this says that 

~ o, 

TPx "'X1A1V1 + ••• + ~AkVk. 



89 

By proposition 5,Tx ~ TPx. Hence 
,, 

Tx ~ TPx 

Hence since both sides are standard 

Case 2. Wis the set of all (finite) natural numbers. Then each Ao 
J 

for j finite is near standard and so by proposition 3 we may define 

( for finite j ) 

Vo = O (vo) 
J J 

L = o(L). 
J J 

As before the. set <vn> is orthonormal. By proposition 4, IAnl -+ 0 

as n -+ 00 • Choo.Se x H standard. For n finite, 

as n-+ 00 ; i.e. 

~ I ITPx - (i,(x,;,);1 + ••• + An(x,vn)vn) I I 

= I lin+1<x,;n+1);n+1 + ••• + ~w<x,;w)vwl I 

00 

Tx = L 
n=O 

A (x,v )v • n n n 

<v >maybe extended to an orthonormal base (the new basis vectors n 
are eigenvectors of the eigenvalue 0). 

This completes the proof of the spectral theorem. 




