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KORTSTE-PADPROBLEMEN 

B.J. LAGEWEG 
Mathematisch Centrum, Amsterdam 

Samenvatting 

Het bepalen van het kortste pad tussen twee gegeven punten in een graaf wordt 

geformuleerd als een lineair programmeringsprobleem. Hiervan uitgaande worden 

algoritmen voor het kortste-padprobleem besproken, waarbij speciaal aandacht 

wordt geschonken aan het opsporen van negatieve circuits. Het lineaire toe­

wijzingsprobleem wordt opgelost als een reeks van kortste-padproblemen; omge­

keerd wordt de formulering van het kortste-padprobleem als een toewijzings­

probleem gebruikt voor postoptimalisatie van kortste paden en het bepalen van 

M-kortste en M disjuncte paden. 
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1. INLEIDING 

Als Geen gerichte graaf is, met een getal d .. toegekend aan kant (i,j), 
1.J 

dan is een van de meest fundamentele problemen op G: bepaal een kortste pad 

van een gegeven beginpunt naar een gegeven eindpunt. Onder kortste pad verstaan 

we in dit geval een pad zo dat de som van de lengtes d .. van de kanten op dat 
1.J 

pad minimaal is. 

De getallen d .. kunnen ook de capaciteit van kant (i,j) weergeven. Onze 
1. J 

interesse gaat uit naar een zodanig pad van een beginpunt naar een eindpunt 

dat de minimale capaciteit van een kant in het pad zo groot mogelijk is. 

Als d .. de betrouwbaarheid is van kant (i,j), dat is de kans dat een signaal 
1. J 

dat in punt i wordt uitgezonden, in punt j wordt ontvangen, dan kunnen we ge-

interesseerd zijn in paden met een maximale betrouwbaarheid. 

Deze problemen zijn alle voorbeelden van kortste-padproblemen. Daarnaast 

kan het kortste-padprobleem opduiken als onderdeel van ingewikkelder combina­

torische problemen, zoals het toewijzingsprobleem, het handelsreizigersprobleem 

en het Chinese postbodeprobleem. 

We zullen de volgende notatie en definities gebruiken. 

Een graaf G = (V,E) wordt gedefinieerd door een verzameling punten V 

= {1,2,~*•,n} en een verzameling van ongeordende paren E. Een ongeordend paar 

(i,j) in E, genaamd kant, is een element van V x V. Een gerichte graaf wordt 

op dezelfde wijze gedefinieerd, zij het dat E uit geordende paren bestaat: 

kant (i,j) loopt van i naar j. Een kant van het type (i,i) heet een Zus. In 

een gewogen gerichte graaf is aan iedere kant (i,j) een getal d .. gehecht, 
1. J 

de Zengte of het gewicht van de kant. 

We zullen i.h.a. aannemen dat de graaf G volledig is. Als G' = (V,E') 

niet volledig is, dan kunnen we G' zonder bezwaar uitbreiden tot een volledige 

gewogen graaf G, als volgt: 

d .. = 
1.J 

{ lengte van (i,j) in G', 

00 

(i,j) EE' 

(i,j) EE - E'. 

We beperken ans tot gerichte grafen; ongerichte grafen komen in paragraaf 

7 kort aan de orde. 

Een (gericht) pad van punt i naar punt j is een rij kanten van de vorm 

(i,i 1), (i 1 ,i2 ), (i 2 ,i3 ), ..... , (ik,j). Als beginpunt i en eindpunt j identiek 

zijn, 11:eet het pad een circuit. De lengte van een pad is de som van de lengtes 
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van zijn kanten. Andere definities van lengte, b.v. voor een pad met minimale 

capaciteit of maximale betrouwbaarheid zijn mogelijk[2,9]; wij zullen ons be­

perken tot de eerstgenoemde definitie. 

2 . FORMULERING 

We zoeken in graaf G het kortste pad van punt 1 naar alle andere punten van 

G. We nemen daarbij aan dater een pad met eindige lengte van punt 1 naar elk 

ander punt bestaat. 

We definieren: y. = lengte van het kortste pad van 1 naar j. Als de graaf 
J 

geen circuits met een negatieve lengte heeft, is y 1 = 0. Als punt i de voorganger 

is van punt j op een kortste pad van 1 naar j, dan is yJ. = y, + d ..• Bovendien 
l l] 

moet dan voor elk punt k 7 i gelden: y, ~ yk + dk .• De lengtes y. van kortste 
J J J 

paden voldoen dus aan de volgende vergelijkingen, het stelsel van Bellman[l]: 

( 1) { y 1 = 0 

yJ. = min{y. + d .. J i 7 j} 
l l] 

, j=2, ..• ,n. 

Omgekeerd, als elk circuit van Geen positieve lengte heeft, dan kan bij een 

willekeurige oplossing (y~) van (1) een opspannende boom met wortel 1 worden 
J 

gevonden, en wel zo dat de lengte van het pad van 1 naar j in die boom gelijk 

is aan y~. Het pad van 1 naar j bepaalt men door een punt k te zoeken met 
J 

yj = y~ + dkj; het pad van 1 naar j in de boom is dan het pad van 1 naar k 

verlengd met kant (k,j). Tevens kan bewezen worden dat onder deze veronder­

stellingen stelsel (1) een unieke oplossing heeft. Omdat de kortste-padlengtes 

(y.) voldoen aan (1) moet deze unieke oplossing gelijk zijn aan (y,). Het bepalen 
J J 

van de lengtes (y.) komt dus neer op het oplossen van de functionaalvergelijkin­
J 

gen (1). 

Een andere formulering van het kortste-padprobleem is als een stroomprobleem. 

We stellen de lengte van kant (j,1), j 7 1, gelijk aan djl = 0. Het probleem 

Minimaliseer 

onder 

(2) 

I I 
, j 

d .. x .. 
l] l] 

I x .. - I 
j 

Jl i 
x. = 0 i=l, ... ,n 
lj 

xil = 1 i=2, ... ,n 

x. 
lj 

~ 0 I l~i,j~n, 
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heeft als optimale oplossing de boom van kortste paden van punt 1 naar alle an­

dere punten, mits de graaf geen negatieve circuits heeft. Het duale probleem 

van (2) is: 

n 
Maximaliseer t 

j=2 

(3) onder yj 

yj 

- Yi :;;; d .. 

y = 0 
1 

1.J 
,15:i,j5:n 

Een oplossing voor het lineaire programmeringsprobleem (3) kan als volgt 

warden geconstrueerd: 

Relaxatieprocedure voor het kortste-padprobleem: 

1. Initialiseer: y 1 O; 

yj = oo, j=2, ... ,n. 

2. Als aan alle bijvoorwaard~n van (3) is voldaan, stop. 

3. Bepaal een kant (i,j) met y, - y. > d .. ; 
J 1. 1.J 

Stel y. = y, + d .. en ga naar stap 2. 
J 1. 1.J 

Als de relaxatieprocedure in stap 2 eindigt, is de eindoplossing (y.) een 
. J 

optimale oplossing van (3): met behulp van {y.) kan een boom van paden met 
J 

wortel 1 in G warden geconstrueerd, waarin het pad van 1 naar j lengte yj 

heeft. Deze boom geeft een toegelaten oplossing van (2) met waarde l y,, 
J 

zodat (y,) op grand van de dualiteitsstelling uit de lineaire programmering 
J 

inderdaad een optimale oplossing van (3) is en y, de lengte van een kortste 
J 

pad van 1 naar j. 

In de relaxatieprocedure is de keuze van het paar (i,j} in stap 3 vrij. 

De meeste kortste-padmethoden kunnen warden gezien als een nadere bepaling 

van stap 3 van de relaxatieprocedure, gebruik makend van de specifieke eigen­

schappen van de graaf waarop kortste paden worden berekend. 
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3. ACYCLISCHE GRAFEN 

Een graaf G (V,E) is acyclisch als hij geen circuits bevat. Omdat we aan-

nemen dat vanuit 1 elk ander punt van de graaf bereikt kan worden, heeft Gin 

geen geval kanten van de vorm (j,1). De volgende procedure levert de kortste­

padlengtes voor een acyclische graaf: 

1. Initialiseer: Y1 = O; 

yj 00 
I j=2, ... ,n; 

T = V. 

2. Als T = ¢, stop. 

3.1. Kies een punt i ET, waarvan alle voorgangers al eerder gekozen zijn, 

d. w. z. { j I ( j , i) E E} nT = ¢. 

3. 2. Relaxeer kant (i, j) voor alle opvolgers van i, i.e. 

y. := min{ y., y, + d .. } als (i,j) EE. 
J J l lJ 

3.3. T ·= T - {i}; ga naar stap 2. 

Omdat G geen circuits heeft, is in stap 3.1 altijd een punt i te vinden 

en eindigt de procedure na n keer de loop 2 - 3.3 te hebben doorlopen. Na stap 

3.2 is voor alle kanten ( i I j) uitgaande van i voldaan aan yj - Yi $ d .. ; in 
lJ 

het vervolg van de algoritme blijft hieraan voldaan omdat de enig mogelijke 

verandering een afname van y, is. 
J 

Het aantal operaties(vergelijkingen en optellingenl van de algoritme 

wordt bepaald door de stappen 3.1 en 3.2. In een goede implementatie van de 

algoritme wordt iedere kant een keer opgepakt voor 2 vergelijkingen en 1 
2 

optelling: de orde van de methode is O(n). 

De waarde van de lengtes d .. doet niet terzake. Als men de berekening 
lJ 

uitvoert met -d .. vindt men langste paden van punt 1 naar de andere punten. 
l] 

Het langste -padprobleem is voor acyclische grafen dus efficient oplosbaar, 

i.e. oplosbaar door een algoritme waarvan het aantal operaties polynomiaal 

begrensd is in de probleemparameters. 
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4. GRAFEN MET KANTEN VAN POSITIEVE LENGI'E 

De eigenschap dat de lengtes van alle kanten in de graaf G positief zijn, 

wordt geexploiteerd in de algorithme van Dijkstra[S]: 

1. Initialiseer: Y1 = O; 

yj 00 
I j=2, ... ,n; 

T = V. 

2. Als T = ¢, stop. 

3.1. Kies i ET zo dat y. = min{ Y-1 j ET}. 
l J 

3.2. Relaxeer kant (i,j) voor alle opvolgers j in T van punt i, i.e. 

y. := min{ y., y. + d .. } als (i,j)EE en jET. 
J J l l] 

3.3. T := T - {i}; ga naar stap 2. 

In stap 3.1 wordt ieder punt i eenmaal gekozen. Op het moment van de 

geldt: max{ y.l jiT} s y. s min{ y. I jET}. 
J l J 

keuze van punt i 

y. - y. s d .. voldaan na stap 3.2; omdat y, niet meer veran-
J l l] l 

Voor j E T is aan 

kan afnemen, blijft de ongelijkheid vervuld. dert en y. alleen 
J 

y. s y., zodat y. - y. s Os d .. ; hier wordt gebruikt dat de 
J l J l l] 

Voor j i T geldt 

lengtes van alle kanten positief zijn. 
2 

De orde van de procedure is O(n), evenals voor acyclische grafen. In 

een handige implementatie zijn voor een volledige graaf ½n 2 optellingen en 
2 

n vergelijkingen nodig. 

5. HET ALGEMENE GEVAL: DE BELLMAN-YEN ALGORITME 

Als een graaf zowel circuits als kanten met negatieve lengte bevat, zijn 

de voorgaande procedures niet bruikbaar. Bellman[l] en Yen[20] hebben een pro­

cedure ontwikkeld die iteratief de functionaalvergelijkingen (11 oplost. 

We veronderstellen dat geen negatieve circuits optreden. Dan bestaat het 

kortste pad (1,i 1),(i 1 ,i2 ), ... ,(ik-l'ik) van 1 naar ik uit tenhoogste n--1 kan­

ten. We spreken van een omslag in het pad als een kant (i,j) gevolgd wordt door 

een kant (j,k), waarbij het teken van i-j verschilt van het teken van j-k. Een 

kortste pad bevat ten hoogste n-2 omslagen. 
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Definieren we y~k) als de lengte van het kortste pad van 1 naar j met min-
J (n-1) 

der dank omslagen, dan wordt y, = y. gevonden uit het stelsel: 
J J 

(0) 
yj = dlj 

(k+l) 
= min{ 

(k) 
min{ 

(k+l) 
+ d .. i<j} } k yj yj Yi even 

l.J 
(k+l) 

= min{ 
(k) 

min{ 
(k+l) 

+ d .. i>j} } k yj yj , Yi oneven. 
l.J 

0 (n-l) t b 1 · · L 3 11' L 3 1· 'k' my, e epa en ZJ.Jn ruwweg .n opte ingen en .n verge J.J ingen nodig: 
J 

de orde van de algoritme is O(n3 ). In termen van de relaxatieprocedure valt op 

merken dat ieder ongelijkheid van (3) ~n keer gerelaxeerd wordt, waarbij de 

volgorde van de relaxaties van te voren vastligt. 

6. KORTSTE PADEN TUSSEN ALLE PAREN PlNTEN 

Kortste paden tussen alle paren punten kunnen worden berekend door 

achtereenvolgens ieder punt als oorsprong te kiezen en de kortste paden van 

die oorsprong naar de andere· punten te bepalen. Het is echter mogelijk alle 

kortste paden tegelijk te berekenen. 

De algoritme van Floyd[7] is gebaseerd opde eigenschap dat een kortste pad 

van i naar j, zeg (i,i 1),(i 1 ,i2 ), ... , (ip 1 j), ten hoogste n-2 tussenpunten i 1 , 

i 2 , ... ,ip heeft. Als k zo'n tussenpunt is, dan bestaat het kortste pad van i 

naar j uit het kortste pad van i naar k, gevolgd door het kortste pad van k 

naar j. Definieren we y~~) als de lengte van het kortste pad van i naar j, 
J.J (nJ 

met tussenpunten uit de verzameling {1,2, ... ,k}, dan kunnen we y,. · iteratief 
l.J 

bepalen uit: 

{ = d .. 
l.J 

= min{ (k-l) 
yij 

(k-1) (k-1) } 
yjk + ykj ' k=.1, .•• ,n. 

1 . 1 d 3 t 11' 3 1· 'k' De a goritme van Foy vergt ruwweg n ope ingen en n verge l.J ingen, en 

is dus van dezelfde orde als de Bellman-Yen-procedure. De meth.ode is bruikbaar 

voor alle grafen die geen negatieve circuits bevatten. 
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7. NEGATIEVE CIRCUITS 

Als een graaf negatieve circuits bevat, is de lengte van het kortste pad 

tussen 2 punten i en j, waarin ieder punt van de graaf willekeurig vaak mag 

optreden, niet gedefinieerd. Brengen we de restrictie aan dat ieder punt maxi­

maal eenmaal in het pad mag voorkomen, dan is het kortste pad wel gede£inieerd; 

dit nieuwe kortste-padprobleem is echter tenminste zo moeilijk als het handels­

reizigersprobleem. 

Een handelsreizigersroute op een graaf G, i.e. het kortste circuit van 

G dat ieder punt van G precies een keer bevat, kan worden verkregen door een 

dergelijk kortste-padprobleem op te lossen. Daartoe voegen we aan Geen punt, 

zeg v, toe en vervangen iedere kant (j,1) door een kant {j,v) met lengte 

djv = djl; vervolgens worden alle afstanden verminderd met een getal M, dat 

zo groot is gekozen, dat een pad met k + 1 kanten altijd korter is dan een 

pad met k kanten. Het kortste pad van 1 naar v, waarin ieder pad slechts een­

maal mag voorkomen, levert de oplossing van het handelsreizigersprobleem. 

Het bestaan van een efficiente algoritme voor dit type kortste-padprobleem, 

- of voor het langste-padprobleem met dezelfde restrictie op de punten in een 

pad-, zou betekenen dat ook het handelsreizigersprobleem, en vele moeilijke 

combinatorische problemen efficient zouden kunnen worden opgelost. Algoritmen 

voor dit probleem moeten dan ook worden gezocht in de sfeer van de impliciete 

aftelling. 

Als we kortste paden gaan berekenen in een graaf die kanten yan negatieye 

lengte en circuits bevat, dan is het zaak om na te gaan of de graaf negatieve 

circuits bevat. We kunnen hiervoor dezelfde algoritmen gebruiken die de kortste 

paden berekenen. 

Bellman en Yen hanteren de volgende eigenschap: als het kortste pad yan 

1 . k 1 1 b t d . ht k t t d. a kde ' t' d naar J - oms agen eva, an is e ors e pa in e itera ie gevon en 

en verandert de lengte van het pad van 1 naar j niet meer na de kde iteratie, 

bij afwezigheid van negatieve circuits. Het bestaan van een kortste pad met 

k-1 omslagen impliceert het bestaan van kortste paden met k-2, k-3, ... ,0 om-
de . . (k) 

slagen. Derhalve mag in de k iteratie voor ten hoogste n-k getallen y, 
J 

la (k) (k-1) 2 h b'. d ld (n) (n-1) ge en: yj < yj k= , ... ,n. In et lJZOn er ge t yj - = yj - voor 

alle j. Als tijdens de algoritme van Bellman-Yen aan voorgaande stelling niet 

is vol~aan, bevat de graaf een negatief circuit. Eenvoudig is in te zien dat 
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de graaf geen negatieve circuits bevat als 
(k) 

paden niet veranderen, d.i. als geldt yj 

in een iteratie alle lengtes van 
(k-1) 

= y, voor alle j in een iteratie 
J 

k, 2 :e::: k :e::: n. 
(k) de 

Opmerking: De eigenschap dat tenminste k getallen yj in de k iteratie on-

veranderd blijven, kan ook worden gebruikt om het aantal operaties in de algo­

ritme van Bellman-Yen verder te beperken tot n 3/4 optellingen en n 3/4 vergelij-
. (k+l) 

kingen. Voor k even wordt y, dan bepaald als: 
J 

(k+1) _ . { (k) . { (k+1) d I .<. (k+1)< (k-1)}} y . - min y . , min y . + . . 1. J , y . y . . 
J J l lJ l l 

De algoritme van Floyd ontdekt negatieve circuits middels de y~~). Stellen 
JJ 

we de afstanden d. . =00 , dan 
JJ 

bevat het netwerk een negatief circuit d.e.s.d. 

als y~~) < 0 voor een j, 1:e:::j:e:::n, en een k, 1:e:::k:e:::n-1. Zijn er geen negatieve cir-
J J (n) 

cuits, dan is y,. de lengte van het kortste circuit door punt j. 
JJ 

Ofschoon de algoritmen van Bellman-Yen en Floyd de aanwezigheid van nega-

tieve circuits kunnen aantonen, zijn zij allereerst bedoeld om kortste paden 

te berekenen. Als men alleen uit is op het ontdekken van negatieve circuits, 

zijn andere methoden beschikbaar[B, 15]. 

Het kortste pad-probleem op een ongerichte graaf is te herleiden tot een 

kortste-padprobleem op een gerichte graaf, als alle lengtes d .. niet-negatief 
lJ 

zijn. In dat geval vervangen we elke ongerichte kant (i,j) door een gerichte 

kant (i,j) en een gerichte kant (j,i), beide met dezelfde lengte als de onge­

richte kant. re aldus gevormde gerichte graaf bevat geen negatieve circuits; 

kortste paden kunnen met rijkstra of Floyd worden berekend. 

Is de lengte van kant (i,j) negatief, dan ontstaat op deze manier een nega­

tief circuit i ➔ j ➔ i. We kunnen het probleem nu aanpakken met een speciale 
3 

algoritme van Tobin[18] van de orde O(n), of door het te formuleren als een 

geheeltallig lineair programmeringsprobleem. In deze laatste aanpak wordt het 

kortste pad tussen 1 en n gevonden uit: 

Minimaliseer L 
izj 

onder I 
jzl 

I 
j zi 

I 
jzn 

C . • X .. 
lJ lJ 

xlj 

X .. + 
lJ 

X 
nj 

= 1 

2x .. 2, 2:e:::i:e:::n-1; 
ll 

= 1 

X .. 
lJ 

E: {IJ,1}. 
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Di.t gewogen 2-koppelingsprobleem kan met een algoritme van Edmonds[6] warden 

opgelost. Mits geen negatieve ongerichte circuits voorkomen, bestaat een oplos­

sing uit een kortste pad tussen 1 en n, plus lussen op de punten niet op dit 

kortste pad. 

8. HET TOEWIJZINGSPROBLEEM ALS EEN KORI'STE-PADPROBLEEM 

Zij gegeven een bipartite graaf B = (I,J,E), waarbij I= {1,2, ... ,n}, 

jJj = n; kant (i,j) EE c IxJ heeft gewicht a ... Het (lineaire) toewijzings-
1.J 

probleem op graaf B luidt: bepaal een volledige koppeling K, i.e. een verzame-

lin:g kanten uit E zo dat ieder punt van Bop precies een kant van K ligt, met 

minimaal gewicht. Ofwel: 

Minimaliseer 

onc:er I 
(4) 

j 

I 
i 

a .. x .. 
1.J lJ 

X., 
1.J 

= 1 , 

x .. 
lJ 

= 1 I 

voor alle i; 

voor alle j ; 

x. . E { 0 , 1 } , voor alle i en j . 
lJ 

Een oplossing (x .. ) van (4) correspondeert met een koppeling K bestaande uit 
lJ 

alle kanten waarvoor x .. = 1, en vice versa. 
1. J 

Het duale probleem van (4) is: 

Maximaliseer I u. + I V, 

i 
l 

j J 

( 5) 

u. + V, ~ 
l J 

a .. ' 1.J 
voor alle i en j. 

We construeren een oplossing (x .. ,u. ,v.) van (4) en (5) door middel van een 
lJ l J 

aantal kortste-padproblemen op grafen met niet-negatieve afstanden. J it de 

gevonden kortste paden wordt een koppeling K geconstrueerd; gelijktijdig wordt 

met behulp van de bijbehorende lengtes een duale oplossing (u. , v.) gevormd. U it 
l J 

de constructie volgt dat het resultaat (x .. ,u. ,v.) voldoet aan 
1.J l J 

( 6) X .. 
1. J 

1 u.+v.=a .. , 
1. J 1.J 

zodat de gevonden oplossing optimaal is op grand van de dualiteitsstelling 

van de lineaire programmering. 
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Algoritme voor het toewijzingsprobleem: 

o. Initialiseer: KO = <P (KO is de lege koppeling) ; 

IO = <P ; 

V. 0, voor alle j; 
J 

k = 1. 

1. Construeer de gewogen gerichte 
de 

graaf Bk, waarop het k kortste-padprobleem 

speelt: Bk = ( Ik, J, E 1 

Ik-l u {k}, 

u E 2 ) , waarbij 

Ik 

El 

E2 

= 

= { (i,j)I if:Ik, 

{ (j,i) I <i,j) 

uk min{ akj - V. I 
J 

jEJ, (i,j) E E-¾__ 1}, 

E ~-1}' 

j E J}, 

d fa .. .. = l] 
l] Q 

- u. - v., (i,j) E El, 
l J 

1 (i,j) E E2 . 

2. Bereken met behulp van de algoritme van ·Ili..jkstra het kortste pad van punt k 

naar de andere punten van Bk. Voor de lengtes yj van de kortste paden geldt: 

0 

(7) 
y j , als ( i, j) E ~ _ 1 

Yj =Yi+ aij - ui - vj, als (i,j) in het kortste pad van k naar j 

- V., 
J 

als ( i, j) E E 1 . 

3. Bepaal een punt j 0 E J dat niet op de koppeling ¾.-i ligt en dat het dichtst 

bij punt k ligt, d.w.z. kies jO zo dat 

y, = min{ yJ.I j E J, (i,j) i ¾.-i voor alle i E Ik}. 
Jo 

Zij P het kortste pad van k naar j 0 . 

4. Construeer koppeling Kk. Kk bevat alle kanten van Kk-l die niet op het kortste 

pad P liggen, en alle kanten van P die niet tot ~-l behoren: 

5. Bereken nieuwe duale variabelen u. en v.: 
l J 

u. := u. - Yi voor alle i E Ik; 
l l 

V. ·= V. + yj voor alle j E J. 
J J 

f, 

6. Als k < n, stel dank:= k + 1 en ga naar stap 1. 

Anders stop: koppeling K is volledig. 
n 



V oorbeeld: 2 x 2 toewijzingsprobleem. 

Iteratie 1: 

u =5 
1 

Iteratie 2: 

u =5 
1 

Oplossing: 

V =2 
3 

u 1=5 v 3=2 

u2=1 v4=0 

y =O 
1 

y =O 
1 

graaf B 

graaf B1 

graaf B2 

~ 
( i , j ) E P , d . . =d 

1.J 

BIBUOTHEEK MATHEMATISCH CENTi>1tu 
-AMSTERDAM-

y =2 
3 

y =O 
3 

~ 
(i,j)E~-l 

11 
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Kanttekeningen bij de toewijzingsalgoritme: 

1. Na de kde uitvoering van stap 5 is voldaan aan de bijvoorwaarden van het 

duale probleem (5) en aan de optimaliteitsvoorwaarden (6) voor alle paren 

(i,j) met i E Ik en j E J, op grand van (7). Bijgevolg zijn in de volgende 

iteratie alle afstanden d .. in graaf Bk 1 niet-negatief, zodat de kortste-
1] + 

padalgoritme van J:ijkstra gebruikt kan worden. 

2. Pad P bestaat uit een oneven aantal kanten, zeg 2p+1, waarvan p kanten af­

komstig uit E2 en p+l kanten uit E1 . Ierhalve heeft ¾ een kant meer dan 

¾-l' zodat nan iteraties een volledige koppeling Kn is gevonden, samen 

met waarden (u., v.) die aan (5) en (6) voldoen: K is optimaal. 
1 J n 

3. re algoritme is van de orde O(n 3 ), omdat de algoritme van Dijkstra in stap 2 

die n keer wordt uitgevoerd, van de orde O(n2 ) is. 

9. HET KORTSTE-PADPROBLEEM ALS TOEWIJZINGSPROBLEEM 

Zij Geen volledige gerichte graaf op de punten {1,2, ... ,n}; kant (i,j) 

heeft lengte d, .. We zoeken in Geen kortste pad van punt 1 naar punt n. 
1] 

We kunnen dit kortste-padprobleem opvatten als een lineair toewijzings-

probleem op een volledige bipartite graa£ B = { I, J, A); I= {1,2, ... ,n-1}, 

J = {2,3, ... ,n}, kant (i,j) EA heeft lengte a .. = 0 als i=j en lengte 
1] 

a .. = d .. als i;tj. Het toewijzingsprobleem is: 
1] 1] 

( 8) 

Minimaliseer 

onder 

I I 
i j 

a .. x .. 
1] 1] 

L X .. = 1 
jEJ 1] 

l X .. = 1 
iEI l] 

X .. E {0,1} 
1] 

, voor alle iEI; 

, voor alle jEJ; 

D2 kanten (i,j) waarvoor x .. =1 in een oplossing van (8), vormen in de graaf 
1] 

Geen pad van 1 naar n en een aantal circuits. Als er geen negatieve circuits in 

G voorkomen, zal de optimale oplossing van (8) bestaan uit een kortste pad van 

1 naar n, plus lussen op de punten niet op dat kortste pad. 

Als we (8) aanpakken met de in de vorige paragraaf geschetste algoritme 

hebben we'" een aanpak voor het kortste-padprobleem van de orde O (n 3 ), gelijk aan 



de orde van de algori tme van Bellman-Yen. le methode is vooral van belang 

voor postoptimalisatie[19]. 

Stel we beschikken over een optimale oplossing (x .. ,u. ,v.) van (8) en 
l.J 1. J 
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het duale probleem van (8). Als gegevens betrekking hebbende op een punt van de 

graaf G veranderen, kan in O(n2 ) operaties een nieuw optimum worden berekend, 

zoals onderstaande voorbeelden illustreren. 

V oorbeeld 1. 

re lengte van de kanten ui tgaande van 

de optimale koppeling corresponderende met 

weg en stellen u. = min {a .. - v. I jEJ}. 
1 0 1 0J J 

punt i 0 verandert. We laten nu in 

(x. , ) de kant incident met punt i 0 
1. J 

We beschikken dan over een koppeling 

met n-2 kanten en een duale oplossing die voldoen aan (5) en (6). roor een keer 
2 

de stappen 2 - 5 van de toewijzingsalgoritme uit te voeren (orde O(n )) wordt 

weer een volledige koppeling van n-1 kanten gevonden. 

Hetzelfde mechanisme kan worden gebruikt om na te gaan of G negatieve 

circuits bevat. We lossen eerst probleem (8) op, waarbij a 1n = -K, Keen vol­

doende groat positief getal, gesteld is (fig. 1 en 2). G heeft d.e.s.d. geen 

Figuur 1 Graaf G (m.u.v. kanten met lengte 00 ) 

V, 0 1 1 0 
J 

u. I~ 2 3 4 5 
1. 

-K 1 -1 1 00 (3) 
0 2 ® 1 00 4 

-1 3 00 @ 2 1 

-1 4 -1 00 ® 2 

Figuur 2 Toewijzingsprobleem om vast te stellen of G negatieve cycles 

bevat. 
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vj 0 1 3 2 

u. ~ 2 3 4 5 
l. 

-1 1 ED 1 00 7 

0 2 0 0 00 4 

-1 3 00 0 2 © 
-3 4 -1 00 G) 2 

F iguur 3 Toewijzingsprobleem om kortste pad P(O) van 1 naar n te bepalen; 

P(O) = (1,2),(2,3),(3,5) met lengte t(P(O))=l. 

negatieve circuits als de optimale oplossing van (8) waarde -K heeft. Vervolgens 

geven we a 1n de oorspronkelijke waarde terug, stellen x 1n = 0 en berekenen in 

O(n2 ) operaties een volledige koppeling(fig.3). 

V oorbeeld 2. 

Punt i verdwijnt uit de. graaf. We schrappen nu in het toewijzingsprobleem 

rij i en kolom i behorende bij punt i. Als x .. =1, d.w.z. i ligt niet op het 
l.l. 

kortste pad van 1 naar n, is de koppeling in het resulterende probleem nog 

steeds volledig. Anders heeft de koppeling een kant te weinig; door een 

kortste-padberekening wordt weer een volledige en optimale koppeling gevonden. 

ii oorbee ld 3 . 

Punt w wordt toegevoegd aan de graaf G. We breiden het toewijzingsprobleem 

uit met een rij wen een kolom wen stellen v = min{ a. u. jiEI} en 
W l.W l. 

u = min{ a . - u. I jEJU{w}}. IE uitgebreide duale oplossing (u. ,v.) voldoet 
W WJ J l. J 

aan de bijvoorwaarden van het duale probleem; de koppeling wordt volledig 

gemaakt door een kortste-padberekening met punt w als oorsprong. 

Voorbeeld 4.[11,21] 
(0) 

Het kortste pad P van punt 1 naar punt n is bekend, zeg (i0=1,i 1), 

( . . ) ( . . ) W . . -· t d . d k t t -A., • 'k . P ( O) i 1 ,i2 , ... , l.p-l'ip=n. e Zl.Jn gein eresseer in e ors e aJw~J ~ng k 

van pad P(O), gedefinieerd als het kortste pad zonder herhaling van punten 
(0) 

dat tot en met punt ik (0~k<p) samenvalt met P en kant (ik,ik+l) niet be-

vat. 
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( 0) 
Pk kan warden bepaald door: 

1. de kanten in het kortste pad P(O) v66r punt ik verplicht te stellen; 

2. kant (ik,ik+l) uit de graaf te verwijderen; 

3. het resterende toewijzingsprobleem optimaal op te lossen door een kortste­

padberekening, uitgaande van de optimale oplossing voor P(O). 

Het kortste pad onder de kortste afwijkingen P~k) (O~k<p) is het op een 
(1) 

na kortste pad P van alle paden van 1 naar n. We 

d k f . 'k' (1) (1) d manier e ortste a WlJ ingen P 0 , ••• ,P van pa 

kunnen op een soortgelijke 
( 1) 

P bepalen; daarbij moe-
q ( 1) 

ten de eisen die golden bij de berekening van P , opnieuw warden gerespec-

teerd. Het op-twee-na-kortste pad P( 2 ) is het kortste pad onder de paden 

p~O) (O~k<p, p~O)~P(l)) en p~l) (O~k<q). Zo doorgaande vindt men achtereen-
(0) (1) (M) . . (M) 

volgens P , P , ... , P , ... , waarbiJ P het op-M-na-kortste pad van 

1 naar n is. 

Toegepast op graaf G (fig. 1) vinden we: 

kortste pad P (O) = (1,2), (2,3), (3,5) 

kortste afwijkingen van P(O): 

f pi:: (1,3),(3,5) 

P 0 (1,2),(2,5) 

l P2(0) = (1,2), (2,3), (3,4), (4,5) 

£(P(l)) = min{ £(P~Ol), t(p~O)), 

kortste afwijkingen van P(l) 

( 1, 5) 

(1,3), (3,4) (4,5) 

£(P(O))} = 2 
2 

= p (0) . 
0 . 

9.,(P (4 )) = min{ 9.,(P~l)), 9.,(Pil))} = 5 

k f . 'k' (4) (1) ortste a wiJ ingen van P = P 1 : 
' ( 2) 

p2 = (1,3),(3,4),(4,2),(2,5) 

9., (P (O) )=2 
0 

9.,(P(0))=3 
1 

t(P(0))=4 
2 

9.,(p(1))=7 
0 

t(P(l))=5 
1 

9.,(P (4 ) )=6 
2 
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£(P(5)) = min{ Q, (P ~ 1) ) , £(P(4))} = 6 
2 

kortste afwijkingen 
p (5) (4) 

van = p2 : geen 

£(P(6)) = min{ £(P(1))} = 7 
0 

p (6) ( 1) 
kortste afwijkingen van = Po : geen. 

Het is prettig om kortste paden op een dergelijke manier te kunnen gene­

reren, als we geinteresseerd zijn in een kortste pad dat een bepaalde eigen­

schap bezit; bijvoorbeeld het pad bevat tenminste a punten uit een verzameling 

A, ten hoogste b punten uit een verzameling B, en de afstand op het pad tussen 

2 punten uit een verzarneling C ~ {1,n} is ten hoogste c. We genereren eenvoudig­

weg kortste paden naar stijgende lengte, totdat we een pad treffen met de ge­

wenste eigenschap. 

V oorbeeld 5. [ 17] 

In betrouwbaarheidsproblemen is het vaak nodig om te beschikken over 2 

disjuncte, d.w.z. zonder gemeenschappelijke tussenpunten, paden van punt 1 

naar punt n, zo dat de som van hun lengtes rninimaal is. Als we het kortste 

pad van 1 naar n hebben bepaald door oplossing van het toewijzingsprobleem 

(zie fig. 3), kunnen we 2 disjuncte paden met minimale totale lengte vinden 

door het toewijzingsprobleem uit te breiden met een rij 1' en een kolom n'. 

We stellen a 1 ,. = a 1 . (l<j<n), a. , = a. (1<i<n), a .. = 00 voor de overige 
J J in in iJ 

cellen in rij 1' en kolom n', u 1 , = u 1 en vn' = vn, en bepalen een volledige 

koppeling in het aldus uitgebreide toewijzingsprobleem, uitgaande van de 

eindoplossing van het oorspronkelijke probleem (fig. 4). Als deze koppeling 

een eindig gewicht heeft, representeert hij 2 paden van {1,1 1 } naar {nJn'} 

zonder gemeenschappelijke punten, plus lussen op de punten niet in een van 

deze paden. Ieze 2 paden corresponderen met 2 disjuncte paden in G van rninimaal 

totaal gewicht. 

In het algemeen kunnen uit M disjuncte paden door toevoeging van een rij 

en een kolom aan het toewijzingsprobleem M+l disjuncte paden warden geconstru­

eerd, of kan worden geconstateerd dat M het maximum aantal disjuncte paden van 

1 naar n is (fig. 5). 
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V, 0 2 6 5 5 
J 

u. ~ 2 3 4 5 5 I l. 

-1 1 e 1 00 7 00 

-1 2 0 1 00 4 0 
-4 3 00 0 2 0 1 

-6 4 -1 00 0 2 2 

-1 1 I -1 0 00 00 00 

Figuur 4 2 disjuncte paden: (1,2),(2,5') en (1',3),(3,5) 

v. 0 2 9 8 8 8 
J 

u. ~ 2 3 4 5 51 5'' l. 

-1 1 -1 1 00 (]) 00 00 

-4 2 0 1 00 4 0 4 

-7 3 00 0 2 1 1 0 
-9 4 -1 00 @) 2 2 2 

-1 1 I -1 0 00 00 00 00 

-1 1' I e 1 00 00 00 00 

Figuur 5 3 disjuncte paden: (1,5); (1',3),(3,5") en (1",2),(2,5') 
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