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Toepassingen van cooperatieve speltheorie 

door 

G.L. Wanrooij 

SAMENVATTING 

In deze syllabus voor de werkweek "Modelvorming met speltheorie" worden 

een vijftal toepassingen van de cooperatieve speltheorie beschreven. 

De eerste drie toepassingen liggen op het gebied van de verdeling van ge­

zamenlijk gemaakte kosten of winst. De vierde toepassing is een marktmodel. 

Tot slot een toepassing op stemproblemen. 





I. INLEIDING. 

De toepassingen van cooperatieve speltheorie kunnen we onderverdelen 

in toepassingen op praktische problemen en toepassingen bij de theorie­

vorming in andere wetenschappen. 

De praktische problemen waarop cooperatieve speltheorie is toegepast 

zijn situaties waarbij gezamenlijk gemaakte winst of kosten verdeeld 

moeten worden. In 1962 werd door SHUBIK [32] de aandacht gevestigd op de 

mogelijkheid cooperatieve speltheorie toe te passen bij de interne prijs­

stelling in een gedecentraliseerde organisatie. Een gedecentraliseerde 

organisatie bestaat uit een aantal afdelingen die ieder bepaalde beslissings 

bevoegdheden bezitten. Uit de voorbeelden in zijn artikel blijkt dat bij 

zeer gebruikelijke methoden van interne prijsstelling de afdelingen uit 

eigenbelang beslissingen kunnen nemen die de organisatie als geheel 

schaden. 

Hij formuleert een aantal eisen waaraan een interne prijsstelling zou 

moeten voldoen. Zijn eisen komen overeen met een kostenverdeling volgens 

een oplossingsconcept uit de cooperatieve speltheorie. Door een groot 

aantal inspirerende voorbeelden komen in dit artikel de mogelijkheden die 

cooperatieve speltheorie kan hebben voor praktische problemen duidelijk 

tot uitdrukking. 

In 1970 werd door LITTLECHILD [9] cooperatieve speltheorie toegepast bij 

het vaststellen van telefoontarieven. Zijn meest bekende voorbeeld, de 

bepaling van landingstarieven voor het vliegveld in Birmingham [11, 10, 12 

en 13], zal worden uitgewerkt in §2. 

Een toepassing op de kostenverdeling bij gemeenschappelijke drink­

watervoorziening is afkomstig van SUSUKI & NAKAYAMA [34] en wordt behan­

deld in §3. 

Een soortgelijke toepassing n.l. de verdeling van de voordelen van 

het in samenwerking opwekken van elektrische energie over de participanten 

staat beschreven in §4. Deze toepassing is afkomstig van GATELY [8] en is 

een voorbeeld van een praktische situatie die aanleiding heeft gegeven 

tot nieuwe theorievorming. 



De economie is de wetenschap die voor haar theorievorming het meest in­

tensief van de speltheorie gebruik maakt. Andersom is de economie altijd de 

grootste inspiratiebron voor de speltheorie geweest. In verschillende tijds­

perioden zijn boeken verschenen waarin deze verbondenheid tot uitdrukking 

komt, bijvoorbeeld [17, 30 en 6]. De artikelen op economisch-speltheoretisch 

gebied zijn talrijk. De cooperatieve speltheorie is veelvuldig toegepast 

bij het modelleren van ruilmarkten of van ruil- en produktie markten, bij­

voorbeeld [21, 22, 31, 4, 26, 24, 27 en 29]. Een toepassing op een markt 

waar ondeelbare produkten worden verhandeld, SHAPLEY & SHUBIK [28], wordt 

beschreven in §5. 

In de sociale wetenschappen wordt voor de modelvorming eveneens van 

de speltheorie gebruik gemaakt. Een groot aantal toepassingen van coopera­

tieve speltheorie wordt gevonden bij de theorie van het stemmen, bijvoor­

beeld [14, 23, 15, 33 deel III, 5 en 16]. Een methode om machtindices 

toe te kennen aan de fracties in een parlement afkomstig van OWEN [19] 

wordt behandeld in §6. De speltheoretische begrippen die in deze syllabus 

worden gebruikt zijn behandeld in [36]. 

2 BEPALING VAN LANDINGSTARIEVEN. 

Voor spelen met veel spelers is de Shapley waarde i.h.a. moeilijk te 

berekenen. OWEN [18] geeft een manier om de Shapley waarde te benaderen. 

LITTLECHILD & OWEN [ll] laten zien dat voor spelen met een speciale 

structuur de Shapley waarde zonder veel rekenwerk exact bepaald kan wor­

den. Als voorbeeld geven ze het bepalen van landingstarieven voor Birming­

ham Airport. BAKER [1] en THOMPSON [35] hebben eerder landingstarieven voor 

vliegvelden onderzocht en kwamen tot de conclusie dat de investering nodig 

voor het aanleggen van een landingsbaan uitsluitend afhankelijk is van het 

grootste type vliegtuig dater moet kunnen landen. Zij stellen de volgende 

regel voor om de jaarlijkse kosten die uit deze investering voortvloeien 

over de landingen te verdelen. Verdeel de kosten die ontstaan als alleen 

het kleinste type vliegtuig zou landen gelijkelijk over het aantal landing­

en van alle vliegtuigen tezamen. Verdeel vervolgens de meerdere kosten die 

ontstaan als ook het een na kleinste type vliegtuig zou landen gelijkelijk . 
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over bet aantal landingen van alle typen vliegtuigen behalve die van bet 

kleinste type. Gazo voort totdat tenslotte de meerdere kosten om bet 

grootste type vliegtuig te doen landen (boven de kosten van bet op een na 

grootste type) gelijkelijk verdeeld wordt over de landingen van bet grootste 

type. 

Deze tariefbepaling komt precies overeen met de Shapley waarde van een 

op passende manier gedefinieerd spel waarbij de landingen die in een jaar 

plaatsvinden als spelers warden beschouwd. 

Meer in bet algemeen tonen Littlechild en Owen aan dat, als de karak­

teristieke functie bestaat uit een "kosten"-functie waarvan de waarde af­

hangt van bet "grootste" type speler in de desbetreffende deelverzameling, 

de Shapley waarde op deze eenvoudige manier bepaald kan warden. Zo'n kosten­

functie is subadditief maar bet tegengestelde van deze functie is dan auto­

matiscb superadditief. Normaal is de karakteristieke functie in termen 

van opbrengsten geformuleerd. Echter de Shapley waarde van bet spel geba­

seerd op het tegengestelde van de kostenfunctie is het tegengestelde van 

de Shapley waarde van het spel gebaseerd op de kosten functie. 

We noteren N. voor de verzameling spelers van type i, voor i = l, ... ,m, 
1. 

m \m waarbij ni het aantal spelers is van type i. Laat N = Ui=l Ni en n = l{=I 

n .. Laat c. de "kosten" verbonden aan een speler van type i zijn. 
1. 1. 

We veronderstellen dat de spelers zo genummerd zijn dat geldt: 

(2. I) 0 = 

We definieren een spel met N als spelersverzameling door de subadditieve 

karakteristieke functie 

(2. 2) C((.il) = O, C(S) = max {c.}, 
]_ 

waarbij gemaximaliseerd wordt over alle i z.d.d. N. n S # (.il. 
m i 

We noteren: ~ = Ui=k Ni en rk = 1:=k ni voor k = l, •.. ,m. (dus R1 = 
N en r 1 = n). 
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De Shapley waarde voor het spel (N,C) k~nnen we schrijven als: 

(2.3) q>.(N,C) = I (n-s)!(s-1)! [C(S)-C(S-{j})J voor j E N 
J S:ScN n! 

jES 
waarbij s het aantal spelers is in de deelverzameling S. 

STELLING. Voor het spel gedefinieerd door (2.2) kunnen we de Shapleu waarde 

schri,jven als 

(2.4) q>. (N, C) = 
J 

voor j E N., 
]. 

i = 

BEWIJS. De Shapley waarde van de som van twee spelen is gelijk aan de som 

van de Shapley waarden van de twee spelen afzonderlijk. De karakteristieke 

functie C kan worden geschreven als de som van m spelen die op grond van 

symmetrie een eenvoudig te bepalen Shapley waarde hebben. 

We definieren de karakteristieke functie Ck voor k = 

als volgt: 

(2.5) 
Ck(S) = 0 als Sn~=~ 

= ck-ck-I als Sn~#~ 

1 , • Ill ,t 'm 
N 

op 2 

In dit spel vormen de spelers ~ een drager en het spel is symmetrisch voor 

de spelers ~· Dus de Shapley waarde voor (N,Ck) is: 

(2.6) 

Laat Sc N en k 0 het "grootste" type speler in S z1.Jn. Uit (2.5) en (2.2) 

volgt: 

(2. 7) 

en dus 

(2.8) , q>. (N, C) = 
J 

m 

l q> /N,Ck) 
k=l 

= C(S) 



Als J EN. dan geldt: 
1 

(2.9) 

Dus 

(2.10) 

~.(N,C) = 0 als k > i en 
J 

<P. (N, C) = 
J 

voor j EN., i = 
1 

1, .•• ,m. □ 

GEVOLG: Noteren we~- voor ~.(N,C) als j EN., 1 = 1, ••• ,m dan geldt: 
1 J 1 

(2.11) 

Als i.h.b. n. = 1 voor alle i dan kunnen we dit schrijven als: 
1 

(2.12) ~- = ~- 1 + (c.-c. 1)/ln-i+ll. 1 1- 1 1-

Op de volgende bladzijde z1Jn in een tabel de resultaten voor Birmingham 

airport weergegeven. 
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In het jaar 1968-69 vonden er op Birmingham airport 13.572 landingen plaats 

van 11 verschillende typen vliegtuigen. Onderhoudskosten worden opgegeven 

per landing, terwijl investeringskosten afhangen van het grootste type 

vliegtuig. De onderhoudskosten per landing vermeerderd met een bijdrage 1n 

de investeringskosten vormt het landingstarief. De tarieven gebaseerd op 

de Shapley waarde (~. + m.) wijken voor het kleinste en voor het grootste 
1 1 

type vliegtuig aanzienlijk af van de huidige tarieven (f.). In latere ar-
1 

tikellen LITTLECHILD [10] en LITTLECHILD & VAIDYA [13] zijn de nucleolus 

respectievelijk de uittreenucleolus voor dit voorbeeld berekend. De uit­

treenucleolus zal worden behandeld in §4. De berekende waarden zijn in de 

laatste kolommen van de tabel opgenomen. 
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De resultaten voor Birmingham airport (bedragen in ponden) zijn als volgt: 

vliegtuig aantal jaarlijkse Shapley onderhouds landings tar. huidig Nucleolus Uittree 
type landingen invest. waarde kosten per gebaseerd op (68-69) invest. nucleolus 

kosten invest. landing de Shapley landings kosten invest. 
kosten waarde tarief kosten 

i n. C. cp • m. <I>. + m. f. N. V. 
1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 

1 42 65.899 4,86 5,23 10,09 5,80 7,89 6,24 

2 9.555 76. 725 5,66 6,09 11,75 11, 40 7,89 7,27 

3 288 95.200 10,30 7,55 1 7, 85 21,70 7,89 9,02 

4 303 97. 200 10,85 7,71 18,56 29,80 7,89 9,21 

5 151 97.436 10,92 7,73 18,65 20,30 7,89 9,23 

6 I • 3 I 5 98. 142 1 1 , l 3 7,79 I 8, 92 16,70 7,89 9,30 

7 505 102.496 13,40 8,13 21,53 26,40 7,89 9,71 

8 1 • I 28 104.849 15,70 8,32 23,39 29,40 7,89 9,93 

9 1 51 113.322 44,80 8,99 53,79 34,70 40,16 39,84 

10 I I 2 I 15. 440 60,61 9, 16 69, 77 48,30 40,Y7 40,58 

I 1 22 117.676 162,24 9,34 I 71 , 58 66,70 103,46 103,50 
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3. KOSTENDELING BIJ GEMEENSCHAPPELIJKE DRINKWATERVOORZIENING. 

Een ander voorbeeld van verdeling van kosten met gebruikmaking van de 

nucleolus is afkomstig van SUSUKI en NAKAYAMA [34]. Het probleem is de ver­

deling van kosten bij gemeenschappelijke drinkwatervoorziening in een be­

paald gebied in Japan. Er zijn twee soorten agenten die watervoorraden 

kunnen exploiteren: landbouwcooperaties, die voor bevloeiingsdoeleinden 

in hun eigen behoefte kunnen voorzien en eventueel van hun watervoorraad een 

gedeelte kunnen afstaan en stadswaterbedrijven, die meer water verbruiken 

dan zij zelf ter beschikking hebben. 

Laat N = {I, ... ,n} de verzameling agenten (spelers) zijn, A de verza­

meling van landbouwcooperaties en B de verzameling van stadswaterbedrijven. 

Stad i EB heeft een hoeveelheid o. water tekort. Als i EA dan a.= O. 
i i 

Er zijn voor de steden twee mogelijkheden om in hun tekort aan water te 

voorzien: 

(i) het bouwen van een dam eventueel in samenwerking met andere steden, 

(ii) waterafname van de landbouwcooperaties. 

Oak combinaties van (i) en (ii) ziin mogeliik voor de stadswatervoorziening. 

Aan het bouwen van dannnen en het verplaatsen van water ziin kosten verbon­

den. Bii gezamenliike aanpak van de drinkwatervoorziening ziin de kosten 

lager als in het geval iedere stad afzonderlijk in zijn watertekort gaat 

voorzien. Het probleem is een "eerlijke" verdeling van de gemeenschappe­

lijke kosten te vinden over de spelers. 

Laat Seen deelverzameling van spelers zijn en C(S) de minimale 

kosten om de waterbehoefte van de spelers in Ste voorzien als zij geen 

samenwerking aangaan met spelers niet in S. 

Als Sn B = (/J dan geldt C(S) = 0, want de landbouwcooperaties hebben vol­

doende water voor eigen gebruik. Als Sn A= (/J dan is (i) de enige moge­

lijkheid om in het watertekort te voorzien, want (ii) vereist samenwerking 

met landbouwcooperaties. Als S zowel stadswaterbedrijven als landbouwcoope­

raties bevat dan kunnen de minimale kosten C(S) bestaan uit 3 komponenten. 

(i) damconstructiekosten 

(ii) kosten van verplaatsing van water van de landbouwcooperaties naar 

de steden 
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I 
(iii) kosten van verminderde opbrengst aan landbouwprodukten. 

Het bepalen van C(S) is niet altijd gemakkelijk. In het geval de kosten 

functies in (i), (ii) en (iii) bekend zijn of benaderd kunnen worden wordt 

het bepalen van C(S) een mathematisch programm.eringsprobleem. Als bijvoor­

beeld de damconstructiekosten voor de spelers evenredig zijn met de hoe­

veelheid water die deze dam oplevert dan kunnen we deze kosten schrijven 

als: 

(3. 1) y. ' 
J 

waarbij Yj de hoeveelheid water is, die per jaar door de dam aan speler j 

wordt geleverd en d8 de dameonstructiekosten per eenheid water per jaar 

voor coalitie S zijn. Als de waterverplaatsingskosten tussen een landbouw­

cooperatie en een stad evenredig met de hoeveelheid water zijn kunnen we 

deze kosten schrijven als: 

(3.2) l 
jE:SnB 

s 
e .. x .. , 

l.J l.J 

waarbiJ x .. de hoeveelheid water is, die per jaar door stad j van landbouw-
- .1.J. d f S d 1 . · · cooperat1.e 1. wort a genomen en ~ij e verp aats1.ngskosten van 1. naar J per 

eenheid water per jaar voor coalitie S zijn. Als tenslotte het verlies aan 

landbouwprodukten voor de cooperatie i EA evenredig is met de hoeveelheid 

water die meer wordt afgenomen dan het wateroverschot van i bedraagt dan 

kunnen we de opbrengstvermindering schrijven als: 

(3. 3) F.( l x .. ) 
l. j ESnB l.J 

= c. ( t x. . - w. ) als 
l. l. l.J i 

jESnB 

= 0 anders 

x .. > w. 
l.J l. 

waarbij w,. het wateroverschot van coperatie i is enc. de waarde van het 
l. l. 

verlies aan landbouwprodukten per eenheid water die boven w. wordt afge-
1. 

staan. In dit geval kan C(S) warden bepaald door het oplossen van het 

volgende mathematische programmeringsprobleem metals variabelen y. voor 
J 

j E S n B en X. ; voor i E S n A en j E S n B. 
l.J 



Minimaliseer:" 

(3.4) y. + 
J 

onder de voorwaarden: 

(3. 5) y. + I X •• 
J iESnA :l.j 

y. , x .. ~ o. 
J lJ 

1 
jESnB 

e~. x .. + F.( l x .. ) 
lJ lJ i jESnB iJ 

I 
iESnA 

s. 2:: 0. voor alle j e s n B 
J J 

Stel dat alle spelers samenwerken dan moeten we een kostenverdeling 

(x 1, ••• ,xn) bepalen z.d.d.: 

(3. 6) x(N) = C(N). 

Omdat geen speler meer kosten zal willen dragen als hij zou hebben door 

alleen zijn problemen op te lossen moet gelden: 

(3. 7) x. ~ C({i}) 
1 

voor alle i EN. 

De toewijzing van kosten aan de landbouwcooperaties zal dus niet positief 

zijn. Een voorwaarde als (3.7) zouden we oak voor coalities kunnen eisen: 

(3.8) x(S) = C(S) voor alle Sc N. 

In veel problemen zal echter geen oplossing gevonden kunnen warden die aan 

(3.6),(3.7) en (3.8) voldoet, d.w.z. de core is leeg. Teneinde de relatie 

(3.8) zoveel mogelijk te benaderen wordt de nucleolus als oplossingscon­

cept gebruikt. In de situatie die SUZUKI en NAKAYAMA hebben bestudeerd 

ziJn er 5 spelers, waarvan 2 landbouwcooperaties 

N = {l,2,3,4,5} A= {1,2} B = {3,4,5}. 

9 
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Onderstaande tabel vermeldt het waterte~eel respectievelijk watertekort 

van de spelers: 

-

speler w. resp. 0. 10811?/jaa; 
l. J 

1 1,67 

2 1, 28 

3 1,48 

4 2,28 

5 1,94 

De coefficienten van de damconstructiekosten en de waterverplaatsings­

kosten zijn alleen afhankelijk van de steden die zich in deelverzameling 

S bevinden. De volgende tabel geeft hiervan een overzicht. 

S n B d8(yen/m3/jaar) s (yen/m3/jaar) e •• 
l.J 

- ·- .. -

3 330,9 s 297,3 s 328,3 e13 = e23 = 

4 327,9 s 299,7 s 
170 ,6 e14 = e24 = 

5 386,5 s 353, 1 s 200,9 e15 = e25 = 

3,4 294,3 s 225,7 s 257,5 e13 = e14 = 

s 328,3 s 170,6 e23 = e24 = 

3,5 324, I s 227,4 s 304,4 6 13 = e15 = 

s 328,3 s 200,9 6 23 = e25 = 

4,5 286,5 s 202,8 s 232,7 e14 = e15 = 
s 170,6 s 200,9 e24 = e25 = 

3,4,5 272,8 s 215,8 s 328,3 e13 = e23 = 
s = 194,8 s 170,6 8 14 e24 = 
s 224, 7 s 200,9 e15 = e25 = 



De coefficienten voor het verlies aan landbouwprodukten zijn c 1 = c2 = 
14,15 (yen/m3/jaar). 

I 1 

Hieronder volgt een overzicht van de optimale waarden van de mathematische 

progrannneringsproblemen en de waarden van y. en x .. waarvoor het optimum 
J l.J 

wordt bereikt. 

Coalitie C(S) hoeveelheden in 108 m3 /jaar 
8 s ( 10 yen) 

xl3 x23 Y3 xl4 x24 Y4 XI 5 x25 Y5 

1 0 
2 0 
3 489, 7 1,48 
4 747,6 2,28 
5 749,8 1, 94 

] 2 0 
13 440,0 1, 48 0 
14 700, 5 1,67 0,61 
15 694,0 1,6 7 0,27 
23 486,4 1,28 0,20 
24 546,3 1,28 1,00 
25 512,2 1,28 0,66 
34 1106, 5 1,48 2,28 
35 1108,3 1,48 1,94 
45 1209,0 2,28 1,94 

123 440,0 1,48 0 0 
124 518, 1 1, 6 7 0,61 0 
125 490,2 0,66 1,28 0 
134 998,0 1,48 .o o, l 9 2,09 
135 961, 4 1,48 0 0, 19 I, 7 5 
145 1069, 2 1,6 7 0,61 0 1,94 
234 948,2 0 1,48 1,28 1,00 
235 950,7 0 1,48 1,28 0,66 
245 1069, 2 1, 28 l, 00 0 I, 94 
345 1554,3 1,48 2,Z8 1,94 

1234 865,4 0,6 7 0 0,81 1,00 1, 28 0 
1235 803,8 1, 48 0 0 0,19 1, 28 0,4 7 
1245 940,9 1,00 1,28 0 0,6 7 0 1,2 7 
1345 1424,6 0 1,48 1,6 7 0,61 0 1, 94 
2345 1424,3 0 1, 48 1, 28 1,00 0 I, 94 

12345 1307,9 0,67 0 a, 8 J 1,00 I, 28 0 0 0 1,94 
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Het wateroverschot van de landbouwcoopeiaties blijkt in de optimale oplos­

sing van de grote coalitie precies te worden gebruikt. Stad 3 betrekt water 
··;•--·•: van de dam en van speler 1, stad 4 van speler 1 en van speler 2 en stad 5 

uitsluiten van de dam. 

Berekening van de nucleolus levert de volgende kostenverdeling: 

speler 8 kos ten ( 10 yen) 

1 - 70,9 

2 - 71,2 

3 412,4 

4 549,6 

5 488,0 

4. UITTREEGEVOELIGHEID. 

Een voorbeeld met soortgelijke structuur als de gemeenschappelijke drihk­

watervoorziening afkomstig van GATELY [8], wordt in deze § behandeld. 

In dit voorbeeld wordt de opbrengst verdeeld die voortvloeit uit samenwer­

king op het gebied van elektrische energievoorziening in 3 districten in 

India. Hierbij wordt het begrip "uittreegevoeligheid" ingevoerd. 

In het algemeen wordt verondersteld dat een spel slechts eemnaal wordt 

gespeeld. Bij de gemeenschappelijke drinkwatervoorziening en bij dit voor­

beeld geldt echter dat de tijd een rol kan spelen. Bijvoorbeeld een speler 

kan met een tijdelijk ingenomen halstarrige houding in latere tijd zijn 

voordeel doen. Voor situaties waarbij door het uitvoeren van een dreigement 

uit de grote coalitie te stappen de onderhandelingspositie van de speler 

in de toekomst zou kunnen verbeteren is de imputatie met voor alle spelers 

gelijke uittreegevoeligheid een geloofwaardig oplossingsconcept. 

DEFINITIE. Laat (N,v) een spel, i EN en x een imputatie. De uittreege­

voeZigkeid van speler i is: 



x(N~{i}) - v(N~{i}) 

x. - v·({i}) 
]. 

; de verhouding tussen het verlies van de overige spelers tot zijn eigen 

verlies indien de speler de grote coalitie zou verlaten. 
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We ntnnmeren de 3 districten 1, 2 en 3. De volgende tabel geeft een 

overzicht van de kosten die bij diverse coalitiestructuren in de districten 

gemaakt zouden worden om in de energiebehoefte te voorzien. Spelers die 

tussen een paar haken staan vermeld werken samen onder de gegeven coalitie­

structuur. 

Coalitie- kosten te maken in totale 

structuur district nr. (milj. rupias) kosten 

1 , 2 3 

(I),(2),(3) 5330 1870 860 8060 

(1,3), (2) 2600 . 1870 2420 6890 

(2,3), (I) 5330 480 1480 7290 

(1,2),(3) 5520 14 70 860 7850 

(I,2,3) 3010 1010 2510 6530 

In de eerste en tweede rij staan dezelfde kosten voor speler 2, dus 

samenwerking van I en 3 heeft geen invloed op de kosten die 2 moet maken 

om in de eigen elektriciteitsbehoefte te voorzien. 

Evenzo heeft samenwerking van 1 en 2 geen invloed op de kosten van 3 en 

samenwerking van 2 en 3 geen invloed op de kosten van I. Laat nu voor 

iedere coalitie S v(S) het voordeel zijn van samenwerking tussen de leden 

van S boven individueel opereren dan krijgen we: 

v({I,3}) = 1170, v({2,3}) = 770, v({l,2}) = 210 

v({l,2,3}) = 1530 en v({l}) = v({2}) = v({3}) = O. 

De core van dit spel is gelijk aan 

{xER3 j x 1,x2,x3 z O, x 1+x2+x3 = 1530, x 1+x3 z 1170, x2+x3 z 770, x 1+x2 z 

210}.= 

{xER3 j x1,x2,x3 z 0, x1+x2+x3 = 760 . x 2 <_ 360 X < , ' 3 - I 320}. 
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' Dit kunnen weals volgt in tekening brengen: 

A B 

De bABC stelt de verzameling imputaties voor; de vijfhoek DEFGH de core. 

De uittreegevoeligheid van speler I gegeven imputatie xis 

x 2 + x3 - v({2,3}) 

x 1 - v({I}) 

Analoge uitdrukkingen gelden voor de uittreegevoeligheid van de spelers 

2 en 3. Als bijvoorbeeld x = (30,300,1200) als imputatie wordt genomen 

dan ontvangt speler I een zeer gering gedeelte van bet gemeenschappelijk 

voordeel. De schade die speler I zichzelf aandoet door cooperatie te wei­

geren is in dat geval 30. De overige spelers verliezen echter 1500-770=730. 

De uittreegevoeligheid van speler I is dus 24½. Van spelers met een grate 

uittreegevoeligheid is de dreiging om de grate coalitie te verlaten zeer 
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geloofwaardig. Imputaties waarbij er spelers zijn met een grote uittree-

gevoeligheid kunnen we daarom als mogelijke uitkomst uitsluiten, 

B.v. ~IJK is de verzameling imputaties waarvoor geldt dat alle uittreege­

voeligheden kleiner dan of gelijk zijn aan 2. Als een speler·geen waarde 

15 

krijgt toegevoegd is zijn uittreegevoeligheid 00 • 

' 
als x. de in de core maxi-

1 

male waarde bereikt is de uittreegevoeligheid voor speler i gelijk aan 0. 

In de onderstaande tabel zijn voor enige imputaties de bijbehorende uittree­

gevoeligheden vermeld. 

uittreegevoeligheden 

imputatie voor spelers 
' . . . 

l 2 3 

gelijke verdeling 
Q = (510,510,510) 0,49 -0,29 1, 59 

van het voordeel 

gewogen naar de 

elektriciteits- R = (750,306,474) 0,01 0, 18 l, 78 

afname 

1 l 1 
0,58 0,27 0,78 Shapley waarde s = ( 483}, 2833, 763j-) 

gelijke uittree- T (477,225,828) 0,59 0,59 0,59 = 
gevoeligheden 

Zodra grote uittreegevoeligheden optreden is de bijbehorende iraputatie als 

uitkomst van het spel niet erg stabiel. Van de imputaties in de tabel zijn 

alleen de Shapley waarde en de imputatie met gelijke uittreegevoeligheden 

aanvaardbaar. In een antler voorbeeld van GATELY [7], vallen deze twee 

imputaties samen. 

LITTLECHILD EN VAIDYA [13] stellen voor het begrip uittreegevoe1ig­

heid uit te breiden van spelers tot coalities. 



16 

DEFINITIE. Laat (N,v) een spel, x € (N,~) en Sc N dan is de uittreege­

voeZigheid van aoaZitie S gelijk aan 

x(N-S) v(N-S) 

x(S) - v(S) 

GATELY zoekt naar de imputatie met gelijke uittreegevoeligheden voor alle 

1 persoonscoalities. Hetzelfde zouden we kunnen doen voor coalities met 

ISi = k < n. Enige nadelen van deze oplossingsconcepten zijn: 

(i) In het algemeen vinden we voor iedere keen andere imputatie. 

(ii) De oplossing behorende bij k hangt alleen af van de waarde van de 

karakteristieke functie voor de coalities Smet ISi = k, n - k of n. 

Bij het 3 persoonsspel van GATELY was dit geen beperking. 

(iii) Als we voor ISi = k de uittreegevoeligheid gelijk maken kunnen er 

coalities zijn van een andere grootte met een hogere uittreegevoelig­

heid. Dat bezwaar geldt ook bij GATELY. 

(iv) Bij 4 of meer persoonsspelen behoeft de imputatie niet in de core te 

liggen. 

Vanwege deze bezwaren stellen LITTLECHILD en VAIDYA de uittreenucleolus 

als oplossingsconcept voor. Deze imputatie minimaliseert de maximum 

uittreegevoeligheid op de lexicografische manier zeals bij de nucleolus 

bet surplus. De waarden van de uittreenucleolus voor bet Birmingham air­

port voorbeeld staan vermeld in §2. 

5. HET TOEWIJZINGSSPEL. 

Door SHAPLEY en SHUBIK [28] wordt een eenvoudig marktmodel geschreven 

in de vorm van een cooperatief spel. Van dit spel, bet toewijzingsspel, 

bestaat de core uit de optimale oplossingen van een lineair progrannnerings­

probleem dat het duale is van een toewijzingsprobleem. 

Op de markt zijn 2 soorten agenten kopers en verkopers. De goederen 

die op deze markt verhandeld worden bestaan uit grate ondeelbare eenheden. 

Voorts wordt er vanuit gegaan dat iedere koper slechts een eenheid vraagt 

en iedere verkoper een eenheid aanbiedt. 



De goederen van deze markt behoeven niet homogeen te zijn. Nut wordt 

geidentificeerd met geld en kan zonder beperking worden overgedragen. 

Voor de beschrijving van het spel wordt een markt voor woonhuizen als 

voorbeeld genomen. La ten er m verkopers (huiseigenaren) en n · (potentiele.) 

kopers zijn. Mis de verzameling verkopers, N de verzameling kopers. 
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De nutswaarde die verkoper i aan zijn huis toekent is ci, koper j kent aan 

ditzelfde huis de nutswaarde h .. toe. 
1] 

Stel dat h .. 
l.J 

> c. en i zijn huis verkoopt aan j voor de prijs p., dan 
1 1 

is het voordeel van deze transaktie voor i gelijk aan p. - c. en voor j 
1 1 

gelijk aan h .. - p .. Buiten het betalen van een verkoopsprijs zijn ook 
1] 1 

nevenbetalingen aan andere spelers mogelijk. Bij de behandeling als coope-

ratief spel bestaat geen onderscheid tussen de twee soorten betalingen. 

Men bepaalt allereerst een Pareto optimale verzameling transakties voor 

de grote coalitie (Nilli) en daarna de verdeling van het door deze trans­

akties ontstane voordeel. De waarde van de karakteristieke functie voor 

coalitie S : v(S) geeft het voordeel aan dat de coalitie S maximaal kan 

behalen zonder medewerking van spelers buiten S. Als een coalitie uit 

alleen kopers of alleen verkopers bestaat zal er geen voordeel behaald 

kunnen warden: 

(5. l) v(S) = 0 als Sc M of Sc N. 

In het bijzonder geldt: 

(5. 2) v(S) = 0 als s = 0 of Is I = l • 

De eenvoudigste coalitie die voordeel kan opleveren bestaat uit een koper 

en een verkoper. In dit geval kunnen we de waarde schrijven als: 

(5.3) v({i,j}) = max (O,h .. -c.) 
l.J l. 

voor alle i EM en j EN, 

Ter vereenvoudiging van de notatie zal deze waarde met a .. warden aange-
1.J 

geven. Bij het bepalen van de waarde voor grotere coalities moeten we 

alleree'rst een optimale toewij zing van kopers aan verkopers vinden. 
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Als k = min (ISnMl,ISnNI) dan kunnen we de waarde v(S) schrijven als: 

(5.4) v(S) = + ••• a. . J 
1 k'Jk 

waarbij het maximum wordt genomen over alle rijtjes van verschillende 

spelers i 1, ••• ,ik ES n Men j , •.• ,j ES n.N. 
1 - k 

Het toewijzingsprobleem voor de grote coalitie kunnen we schrijven als 

lineair prograrmneringsprobleem. 

Maximaliseer: 

(5. 5) z = a .. x .. 
1] 1] 

onder de voorwaarden: 

(5. 6) x .. 
1] 

5; I ' x .. 
1] 

5; I en x .. 
1] 

voor alle i EM en JEN. 

Dit continue lineair prograrmneringsprobleem heeft een optimale oplossing 

waarvoor geldt x .. = 0 of x .. = 1 voor alle i EM en j EN. 
1.J 1.J 

Als x .. = 1 betekent dit toewijzen van i aan j, zodat: 
1.J 

(5. 7) z = v(MUN). max 

Het duale probleem is: 

minimaliseer 

(5.8) w = u. + 1. 

onder de voorwaarden: 

v. 
J 

(5.9) u. + v. ~a .. en u.,v. ~ O 
1 J 1] 1 ] 

voor all i EM en J EN. 

Als (u, v) = (u 1, •.• , un, v 1, .•• , vm) een optimale oplossing is van dit 

probleem dan geldt: 



(5. IO) u. + 
1 

v. = 
J 

w. 
min 

= z 
max = v(MUN). 

Dus het paar (u,v) is een imputatie van het spel. 

Bovendien geldt voor ieder paar i EM en j EN: 

(5.11) u. + v. 2:: a .. = v({i,j}) 
1 J 1.J 

en dus vanwege (5.4): 

(5.12) u. + 
1 I 

jESnN 
v. 2:: 

J 
v(S). 
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De paren (u,v) die een optimale oplossing zijn voor het duale probleem 

vormen dus precies de core van het spel. Teneinde de betaling u. te kunnen 
1. 

realiseren moet speler i zijn huis aanbieden voor de prijs: 

(5.13) p. = c.+ u .• 
1 1. 1. 

Als alle verkopers op deze manier hun huis van een prijs voorzien dan heeft 

koper j de keuze uit m transakties metals netto voordeel: 

(5. 14) h .. - p. 
1.J 1. 

voor i EM. 

Zijn al deze waarden negatief dan verdwijnt j uit de markt, anders zal hij 

die transaktie kiezen die hem het grootste voordeel levert. Het maximali­

seren van (5.14) is vanwege (5.13) en (5.3) hetzelfde als het maximaliseren 

van: 

(5.15) a .. - u. 
1.J 1 

voor 1. E M. 

Uit (5.11) volgt dat deze getallen niet groter zijn dan v. en vanwege het 
J 

minimaliseren van (5.8) moet tenminste een waarde gelijk zijn aan v .. 
J 

De maximale winst voor j is dus precies gelijk aan v., die wordt bereikt 
J 

door het kiezen van de beste aanbieding. In het algemeen zal het toewij-

zingsprobleem een unieke optimale oplossing hebben. Bij degeneratie be­

hoeft er niet een beste aanbieding te bestaan. 
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I 

In dit geval moet zodanig warden gekozen dat niet hetzelfde huis naar ver-

schillende kopers gaat. De core zal in het algemeen uit meerdere punten 

bestaan, daarom is de zojuist gegeven prijsstructuur zelden uniek. 

VOORBEELD. Gegeven is een markt met 3 verkopers (1,2,3) en 3 kopers 

(1 ',2',3') en de volgende nutswaarden. 

--
huis nutswaarde nutswaarden kopers 

verkoper 
(i) ( C •) (hill (hi2) (hi3) 1. 

I 180.000 230,000 260.000 200.000 

2 150.000 220.000 220.000 210.000 

3 190.000 210 .ooo 210.000 170.000 

De matrix met coefficienten a .. (uitgedrukt in 10.000 tallen guldens) 
1.] 

ziet er dan als volgt uit: 

l T 2 I 3 I .u 

5 ® 2 4 

2 7 9 © 5,5 

3 ® 3 0 0 

V 2 4 0,5 

ziet 

De optimale toewijzing (uniek) is met cirkels aangegeven en tevens een 

corevector (u,v). Voor de paren in de optimale toewijzing geldt: 

u. + v. =a .. , voor de overige paren: u. + v. >a ... De prijzen die bij 
l. J l.J 1. J l.J 

deze corevector horen zijn respectievelijk 220.000, 205.000 en 190.000 

gulden. Met deze prijzen wordt automatisch de optimale toewijzing gerea­

liseerd. Bij iedere corevector zal men een ander prijzenstelsel vinden. 

De toewijzing die door de prijzen wordt gerealiseerd zal echter niet 

veranderen. 



21 

VOORBEELD. Dit voorbeeld staat bekend orider de naam paardenmarkt van BOHM­

BAWERK [3]. Op de markt zijn 8 personen die een paard aanbieden en 10 per­

sonen die een paard vragen. We veronderstellen <lat de paarden allen van 

eenzelfde kwaliteit zijn. De nutswaarden die de spelers aan het bezitten 

van een der paarden toekennen is echter verschillend. 

nutswaarden nutswaarden 

verkopers kopers 

10 30 

I 1 28 

15 26 

I 7 24 

20 22 

21, 50 21 

25 20 

26 18 

1 7 

15 

Het verschil met het vorige voorbeeld is het afwezig zijn van produkt­

differentiatie. In <lit geval worden de nutswaarden voor de kopers gegeven 

door een vector (h 1, .•. ,hm). Voor de waarde van de coalities bestaande 

uit een verkoper en een koper kunnen we schrijven: 

(5.16) v({i,j}) =a .. = max(O.h.-c.). 
1] . J 1 

Voor het bepalen van de waarde van grotere coalities is alleen van belang 

welke verkopers en kopers aktief zijn (d.w.z. daadwerkelijk verkopen res­

pectievelijk kopen). Laat Seen coalitie zijn mets spelers. Als i 1, .•. ,il 

de verkopers zijn in S geordend maar stijgende ci en j 1, ... ,js-l de kopers 

in S geordend naar dalende h. dan geldt: 
J 
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(5. 1 7) v(S) = waarbij k = min(l,s-l). 

Bepalen we voor het voorbeeld de waarde van de grate coalitie dan vinden we: 

(5. 18) v(MUN) = 20 + 17 + 11 + 7 + 2 + 0 + 0 + 0 + = 57. 

Dit is het voordeel dat ontstaat als de eerste vijf verkopers een paard 

verkopen en de eerste vijf kopers een paard kopen. 

Bij een homogeen produkt krijgt ook de core een eenvoudige structuur. 

Laat (u,v) een element van de core zijn. Een aktieve verkoper 1 ontvangt 

een bedrag c. + u., een aktieve koper j betaalt een bedrag h. - v .• 
1 1 J J 

Stel dat voor een paar (i,j) geldt c.+ u. < h. - v. dan volgt hieruit: 
1 1 J J 

(5.19) u. + v. < h. - c. =a .. 
1 J J 1 1J 

hetgeen in tegenspraak is met het feit dat (u,v) in de core 1s gelegen. 

Dus iedere aktieve verkoper ontvangt tenminste evenveel als iedere aktieve 

koper betaalt. Dit betekent dat alle transakties tot stand komen tegen 

dezelfde prijs. Bij prijs p geldt: 

(5.20) u. = max (0,p-c.) 
1 1 

voor alle 1 EM 

(5.21) v. = max (0,h.-p) 
J J 

voor alle JEN. 

Het interval waarover p kan varieren wordt bepaald door de e1s dat (5.10) 

moet gelden. In ieder geval zullen aan beide kanten van de markt evenveel 

spelers aktief zijn. In het voorbeeld moet voor de prijs p gelden: 

(5.22) 21 ~ p ~ 21, 50 

hetgeen overeenkomt met de klassieke oplossing van dit probleem. 

De core oplossing doet geen recht aan alle argumenten die tijdens een onder­

handeling tot uitdrukking zouden warden gebracht. Bijvoorbeeld de aanwezig­

heid op de paardenmarkt van de koper die bereid is 21 te betalen is van 

belang'voor de aktieve verkopers. 
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Het verlaten van de markt van deze kope~ zou de ondergrens van de prijs 

naar 20 doen dalen. Op grond hiervan zouden niet aktieve kopers wellicht 

nevenbetalingen mogen verwachten. Hetzelfde geldt voor niet aktieve verko­

pers. In een artikel van SCHOTTER [20] wordt de paardemnarkt-van BOHM­

BAWERK bestudeerd bij diverse methoden van veiling van de paarden. 

Een behandeling van het toewijzingsspel als nevenbetalingen op voorhand 

warden verboden is te vinden in SHAPLEY & SCARF' [25]. 

6. POLITIEKE SPELEN. 

De theorie van de simpele spelen wordt vaak gebruikt voor de beschrij­

ving van stemsituaties. In SHAPLEY [23] warden een aantal typen simpele 

spelen onderscheiden. Een van deze typen is het gewogen meerderheidsspel. 

DEFINITIE. Een simpel spel (N,v) is een gewogen meerderheidsspel als geldt 

dater q,w1, ••• ,wn ER bestaan zodanig dat: 

(6.1) v(S) 

_JO als w(S) < q 

-ll als w(S) ~ q 

Het getal w. noemen we het gewicht van speler i; q noemen we de drempel. 
i 

In gewogen meerderheidsspelen is het gewicht geen maatstaf voor de 

macht die een speler in het spel heeft, een grootheid die dit beter aan­

geeft is de Shapley waarde, 

VOORBEELD. Beschouw een N.V. met 100 aandelen en 4 aandeelhouders met res­

pectievelijk 30, 30, 30 en 10 aandelen. De beslissingen warden genomen door 

aandeelhouders die gezamenlijk een meerderheid aan aandelen achter zich 

hebben. Deze situatie kan warden beschreven door een gewogen meerderheids­

spel met q = 51 en w = (30,30,30,10). Speler 4 is in dit spel machteloos; 

er is geen winnende coalitie die verliezend wordt als speler 4 uittreedt. 

De Shapley waarde is dan ook (l/3,1/3,1/3,0). Zijn er 3 aandeelhouders 

met respectievelijk 49, 1 en 50 aandelen dan bezitten de spelers I en 2 . 
dezelfde mogelijkheden. De Shapley waarde van het bijbehorende spel is 

(1/6,1/6,2/3). 
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De Shapley waarde is veelvuldig als machtsindex voor stemsituaties gebruikt, 

bijvoorbeeld [2,. 5 en 33 deel III]. Omdat de Shapley waarde uitsluitend · is 

gebaseerd op de karakteristieke functie kan zij geen uitdrukking geven aan 

de voorkeur van spelers met bepaalde andere spelers een coalitie te vormen. 

In bet voorbeeld van de aandeelhoudersvergadering is dit geen ernstig be­

zwaar, maar bij de beschrijving van bijvoorbeeld een volksvertegenwoordi­

ging, waarbij de spelers de fracties van diverse politieke partijen zijn, 

speelt de voorkeur van de spelers een belangrijke rol. 

De Shapley waarde wordt gegeven door: 

(6. 2) . <f>.{N,v) = 
l. 1 

t:TcN 
iET 

(n-t)!(t-l)! [v(T)-v(T-{i})J voor i = 
n. 

1 , ••• , n. 

Zoals beschreven in [36] kunnen we de Shapley waarde opvatten als verwachte 

opbrengst van het volgende procede. Bepaal een volgorde van de spelers met 

een kansexperiment dat aan iedere volgorde dezelfde waarschijnlijkheid 

toekenf. Ken vervolgens aan iedere speler zijn marginale waarde toe. 

OWEN [19] stelt een wijziging van de Shapley waarde voor waarbij niet aan 

iedere volgorde dezelfde waarschijnlijkheid wordt toegekend. 
1 n Laten we aan de spelers 1, ••• ,n respectievelijk de punten x , ••• ,x in 

d Rn- I k d . d . . ' k d d f d 1 e toe ennen 1.e zo anig ziJn ge ozen at ea stan tussen spe ers 

groat is als hun samengaan onwaarschijnlijk is. Vervolgens beschouwen we 

de sfeer Sk met minimale dimensie k, die de punten x 1, ••• ,xn bevat. 

De dimensie k is hoogstens gelijk aan n-2, dus voor 3 spelers de rand van 

een cirkel (s 1) en voor 4 spelers het oppervlak van een bol (S 2). 
1 n Bij iedere punt y van de sfeer Sk kunnen we de punten x , ••• ,x ordenen 

naar toenemende afstand tot y. Deze ordening bepaald een bij het punt y 

behorende volgorde van de spelers. De punten waarvoor geldt dat deaf­

standen tot sommige punten xi gelijk zijn vonnen een verzameling van 

Lebesgue maat (Ak) nul. De maat Al is de lengte, de maat A2 de oppervlakte 

van een verzameling. Laat Y c Sk zodanig dat bij de punten van Y eenzelfde 

spelersvolgorde behoort, dat kiezen we de waarschijnlijkheid van deze 

spelersvolgorde gelijk aan: 
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(6.3) 

l n - • Als de punten x , ••• ,x de hoekpunten vormen van een regelmatig n simplex 

dan zijn de waarschijnlijkheden voor alle spelersvolgorden gelijk en krijgen 

we de oorspronkelijke Shapley waarde. De toegekende waarschijnlijkheden 

bezitten de volgende eigenschappen: 

(i) Een volgorde en de omgekeerde volgorde hebben dezelfde waarschijnlijk­

heid. 

(ii) Verwijdering ·van spelers verandert de waarschijnlijkheden voor de 

onderlinge volgerden van de overige spelers niet. 

De juistheid van eigenschap (i) kan worden ingezien door te constateren 

dat bij diametraal gelegen punten op de sfeer Skeen tegenstelde volgorde 

van spelers behoort. Het bewijs van eigenschap (ii) wordt gegeven in 

OWEN [19], tevens bewijst hij de volgende stelling. 

STELLING. De gewijzigde Shapley waarde is een irrrputatie en behaZve in de 

punten waar 2 of meer der xi samenvaZZen een continue functie van de punten 
1 n 

X , ••• ,x • 

Hoewel een gewijzigde Shapley waarde bij ieder spel kan worden gecon­

strueerd liggen de meest voor de hand liggende toepassingen bij de gewogen 

meerderheidsspelen. 

VOORBEELD. Beschouw een parlem.ent met drie zetels en drie politieke par­

tijen A, Ben C, die ieder een zetel bezitten. De positie van de partijen 

op een cirkel zullen we aangeven door de hoek ij, die de bijbehorende punten 

met een vaste as maken uitgedrukt in TI tallen radialen. 

Bijvoorbeeld ij,(A) = 0, 1/,,(B) = 1/4, l/i(C) "" 3/4. 
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H 

D 

A 

E 

G 
I 

De lijn DE is de lijn met gelijke afstand tot A en B; FG heeft gelijke af­

stand tot A en C; HI heeft gelijke afstand tot Ben C. We kunnen nu de 

waarschijnlijkheden van de volgorden van de spelers bepalen. 

volgorde waarschijnlijkheid 

A,B,C l /21r lengte boog ID = 5/16 

B,A,C l/27r lengte boog FD = 2/16 

B,C,A l/21f lengte boog HF = 1/16 

C,B,A 1/21f lengte boog HE = 5/16 

C,A,B l /27r lengte boog EG = 2/16 

A,C,B 1 /21T lengte boog GI = 1/16 

De gewijzigde Shapley waarde van dit spel wurdt (1/4,5/8,1/8). Bijvoorbeeld 

fractie A is doorslaggevend bij de volgordes BAC en CAB; de gewijzigde 

Shapley waarde voor speler A is dus 2/16 + 2/16. De stem van de "centrum" 

partij Bis dus relatief vaak van doorslaggevende betekenis. 
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Ook bij grotere aantallen spelers rs het mogelijk dat de spelers op 

een sfeer van lage dimensie blijken te liggen. OWEN plaatste de 11 fracties 

in de knesset van 1965 op een cirkel en berekende voor deze fracties de 

gewijzigde Shapley waarde. Doen we hetzelfde voor de huidige-2e kruner 

(de plaatsing op de cirkel is op niet wetenschappelijke wijze vastgesteld) 

dan vinden we de volgende resultaten. 

aantal 1P gewijzigde 
partij zetels Shapley waarde 

CPN 2 0,01 0 
PSP 1 o, 20 0 
PPR 3 0,31 0 
Pv/dA 53 0,38 0,095 
D1'66 8 0,44 0 
DS'70 1 0,53 0 
CDA 49 0,56 0,815 
VVD 28 0,75 0,090 
GPV 1 0,84 0 
SGP 3 0,90 0 
BP l 0,98 0 
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