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ERIEKE ANALYSE 

door 

Prof.dr.E.van Spiegel cursus 1964 

In deze cursus zal een aantal numerieke methoden behandeld worden. 
Somrnige hiervan zijn reeds behandeld in de cursus Wetenschappelijk 
Rekenaar A. De bedoeling van deze cursus is dan ook tweeledig: 
1° Nieuwe numerieke processen te leren. 
2° Van de reeds bekende processen de achtergronden te bespreken. 

1. :Integr~~i_eform~l~s _yan N_ewton-q_otes 

Voor de afleiding vun de Newton-Cotes integratieformu1ea gaan we uit 
van de interpolatieformule van Lagrange. 

Van een funktie f(x) gedefinieerd op het interval (a,b) zijn in de 
punten x ,x 1 , ••• ,x de funktiewaarden f(x ),f(x1), ••• ,f(x) bekend. o n o n 
We zoeken, als benaderingsfunktie voor f(x), een polynoom p(x) van 
de graad < n waarvoor geldt 

p ( x. ) = f (x. ) i = 0, 1 , 2, ••• , n. 
1. J_ 

Daartoe schrijven we p(x) in de vorm 

n 
p(x) = 

k=o 

Als het ons gelukt 
waarvoor geldt 

(x.) 
J 

- 1 

0 als j f. k 
( 1 .1) 

dan is p(x) juist het gezochte polynoom, 
overeenstemt. 

dat in de n+1 basis-punten 

o n 

O;emer~_~ng 
Met behulp van het zogenaamde Kronecker symbool 

ti VT! 1li11 

0 
ij 

0 

1 

als i 

als i 

• 
J 

j 

kunnen we de voorwaarden voor 

(x.) 
J 

(1.2) 

volgt weergeven 



Het n-

(x-x ) ••• (x­
o 

Met behulp van de afkorting 

1t(x) 
_n 

kunnen we in plaats van (1.3) ook schrijven 

(x) = 
n(x) ---- n' (x • 

k x-

Het polynoom 

voldoet, is 

De interpolat,ie f~!m~;t;._e,, Y,?:,n , Lag~~~s:,e luidt nu ala volgt: 

n 
f(x) + E(x) .. 

-o 

E(x) heet de restterm. 

• 
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(1.4) 

We zullen nu voor E(x) een uitdrukk.ing afleiden. Omdat x ,x1 , ••• ,x 
o n 

nulpunten van E(x) zijn kunnen we schrijven 

E(x) n:(x) .K(x) (1.6) 

en moeten we een uitdruk.king voor K(x) afleiden. Hiertoe beschouwen we 
de funktie S(t) gedefinieerd door: 

n 
S(t) f(t) - _ - n(t).K(x). 

k=o 

0-merkin 
St) ontstaat uit (1.5) door hierin x te vervangen door t, behalve in 
K(x). (idem (1.6)) 

S(t) 0 als t = xk 

en ook ala t = x, 

dus S(t) heeft n+2 nulpunten. 

We veronderstellen nu dat S( t) voldoende vaak differentieerbaa:r is. 
Dan volgt, door herhaald toepassen van de stelling van Rolle, uit 

S(t) 
s' ( t) 
S tr ( t) 

heeft n+2 
heeft n+1 
heeft n 

heeft 1 

nulpunt en , . 
nulpunten, 
nulpunten, 

nulpunt. 
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(n+1) . 
Het nulpunt van S (t), genaamd ~, is 
de grootste onder de getallen x, x

0
, x 1 , 

tieren van (1.7) geeft 

ge1egen tussen de kleinste en 
••• , x. (n+1) keer differen­

n 

- ( n+ 1 ) ! K (x) • 

Hierin t invullen levert ons de uitdrukking voor K(x) 

en de gezochte uitdr ing voor de restterm E(x) luidt 

(n+1) 

Door integratie van de interpolatieformule van Lagrange (1.5) vinden 
we numerieke integratieformulea. 

b b n 
f(x)dx - [;__ + E(x)] dx 

a a k=o 
n b b 

- E(x)dx. 
k=o a a 

Tot nu toe zijn geen speciale eisen gesteld aan de ligging van de 

o n 
Nemen we nu in het bijzonder aan dat x = 

0 

1 1-

Ne,,,wton-C~t~.~ ... ,:i,.n t e_g_ra tie,,f,orm:1:-1: .. !~ ~. 
• 

a, X = 
n 

= h dan 

b en dat de punten 

krijgen we de 

• 

n 1 f(x)dx h f (x, ) ) h' 
12 

trapeziumrege1 

X 

n 2 2 f (x )dx 

n 3 
x, 

f(x)dx 

9p~e~king: 

h hs 
90 

regel van Simpson 

}:f (4) 

drie-achtste regel 

In het huidige stadium, waarin men gebruik maakt van de moderne reken­
automaten hebben de hogere orde Newton-Cotes formu1es geen praktische 
betekenis. In het algemeen zal men de_ trapeziumregel of de regel van 
Simpson gebruiken. 
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2. De Ro~perK_-_s_t_,?-_e_, f_e_, _l_i_n_t_e~g._r_, a __ -~,_i_,e_,PJ._e_t_,!1_, o_,_<3: __ ~. 

b 
Een andere methode om f(x)dx te bepalen is de Romberg-Stiefel 

. 

integratiemethode. Hierbij veronderstellen we dat f(x) in ieder gewenst 
punt x te berekenen is. Voor het gemak beperken we ons tot het bepalen 

1 
van f(x)dx. Dit is geen wezenlijke beperking want door een een-

voudige transforrr1atie is iedere integraal in deze vorm te brengen. 

De eerste benadering ~ krijgen we 
door toepassing van de trapezium­
regel op het hele interval (0,1) 

1 

We halveren het interval en passen 
de trapeziumregel toe op beide deel­
intervallen (O, ) en (½,1). Zo 
vinden weals tweede benadering T 

2 

T2 = - - + f(1)) 

1 1 
(T1 + 

Nogmaals halveren en de trapezium­
regel op de vier deelintervallen 
toepassen levert ons als derde 
benadering T 

J 

+ 

1 
2 

Op dezelfde manier vinden we 

1 
1 + 

4 

blijkt 

I 
I 

+ 

• 

f(1)) 
I 

I 

f 
I 
I 

' • I 
I 

I 

• 

I 

I 

I 
I 
I 
I 

I 

I 

I 

' 
I 

t 

I 

\ 
' \ 

Algemeen 

T 
n 

1 
+ gemiddelde van de nieuwe funktiewaarden). 

Duidelijk is dat l1m 
n .. co 

T n 

1 
f(x)dx. 

0 

1 

\ 
I 

I 

t 
I 
I 

I 
I 

I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 

I 
t 
I 
I 
I 
I 

J 

' 1 

I 

J 

' \ 
I 
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De convergentie van de 

snel zijn. Om uit deze rij een 
geert redeneren weals volgt. 

T
2 

, T
3 

, • • • zal in he t algemeen nie t erg 

nieuwe rij te maken die sne1ler conver-

zgn ''truncation error'') 

Bij T maken we een fout 
2 

Veronderstellen we nu dat f'' niet veel varieert in (O, 1) d.w.z. 
4T2 -T1 

omdat de fout ongeveer geelimineerd is. 

We passen dit idee nu direct toe op de volgende manier. T1 en T2 zijn 
~ 

benaderingen voor f(x)dx die exact zijn voor een eerstegraads funk.tie. 
0 

We nemen nu het gewoge~ gemi4del~e van T1 en T2 

p T
1 

+ q T
2 

met p+q - 1 (2.1) 

en kiezen pen q zo dat S1 exact de waarde van de integraal levert als 

f(x) een tweedegraads :polynoom is. Het is daarvoor voldoende te zorgen 

dat de 
geldt 

integraal van f(x) 
2 

- X exact geleverd wordt. Voor deze funktie 

1 

0 

x2 dx = 1 
3 

1 
2 

zodat we voor pen q de vergelijkingen krijgen 

p + 
1 

+ 

q - 1 
1 
3 

' : ► p 
1 - 3 

• Invullen van deze p en q 1.n (2.1) geeft 

s = 
1 3 

T, 

3 - -g-

(2.2) 

Deze S
1 

blijkt ook exact de waarde van de integraal te geven als f(x) 

een derdegraads polynoom is, hetgeen men gemakkelijk kan nagaan door 

f(x) xJ te nemen. $ is dus veel beter dan T1 en T2 • 

Opmer~,ing 
Daar S

1 
de integraa1 is van de kwadratische funk:tie door de drie basis-

punten, moet (2.2) overeenstemmen met de regel van Simpson 

s 1 

wat men kan verifieren door (2.2) uit te schrijven. 
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4T:,. - T2 
Met T2 en T3 maken = ----- de waarde van 

de integraa1 geeft als we f(x) door twee paraboolbogen vervangen. 

We krijgen zo een rij S, , 
integraal dan de T-rij. 

s 
4 

enz. 

S 2 , SJ, ••• die sneller convergeert naar de 
• 

Nu passen we op de rij S 1 , S2 , S3 , ••• ook het procede van bet gewogen 
gemiddelde toe. De combinatie 

met p+q 1 

is exact 
zodanig, 
Met f(x) 

de integraal voor een derdegraada polynoom. We kiezen pen q 
dat C 1 ook een vierdegraads polynoom exact integreert. 

x 4 vinden we 

1 
x 4 dx 

1 
- 5 

0 

Hieruit berekenen we 
voor pen q 

77 1 
24 + 3_.;..844 = 5" 

• p + q = 1 

De gevonden benadering 

4 2 s - s 
2 1 

4 2 - 1 

1 
2 

p - 1 
15 

q 

(2.4) 

blijkt eveneens beter te zijn dan we verwachten, nl. ook voor een vijfde­
graads polynoom wordt de integraal door C1 exact gegeven. 
Analoog maken we 

Uit de . .. 
riJ 

• • • nieuwe riJ, 

D 
1 

- s 2 

42 - 1 

C1, C2, c, ' • • • 
waarvoor geldt 

4' c2 c1 

4' 1 

c, enz. 

vormen we volgens hetze1fde procede een 

43 CJ c2 
• D enz. 

4' 2 - 1 

Zoals we verwachten blijkt D1 (en dus oak D2 enz.) ook voor een zeven•• 
graads polynoom de integraal exact te geven. Uit de D-rij kunnen we weer 
een rij maken 

. 4 4 D2 ,.. D1 
E 

1 41t ... 1 

die ook een negendegraads polynoom exact integreert, enz. 
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De achtereenvolgende benaderingen schrijft men het meest overzichtelijk 
op in de volgende ~nt~gratieta'P..E:.1: 

• 

• 

Het berekenen van een nieuwe T waarde in de eerste kolom impliceert het 
uitrekenen van nieuwe funktiewaarden. De overige kolo~men vult men dan 
aan door de genoemde lineaire co_mbina ties. Het is daarbij numeriek be ter 
in plaats van met (2.2), (2.4) enz. de elementen te berekenen volgens 

·::: s ~ + 
2 

T2 - T1 

enz. 

zodat men steeds de aanvullende correctie uitrekent. 

Daar S~ een betere benadering is dan T5 , verkregen uit dezelfde funktie­
waarden, c, weer beter is dan S4 enz. 9 zal men de tabel rijsgewijs in-

overeensternming van twee e1ementen uit dezelfde rij. Als b .v. D2 en E1 
in 5 decimalen overeenstemmen dan nemen we aan dat E 1 de integraa1 in 
5 decimalen nauwkeurig geeft. Op deze wijze berekent men niet meer 
funktiewaarden dan strikt noodzak:elijk is, wat speciaal bij funkties, 
waarvan het bepalen van de funktiewaarde tijdrovend is, een groot voor­
deel is. 

Opme~~,~ng 
I . 

We hebben gezien dat de formule voor S 1 niets anders is dan de regel van 
Simpson (opmerking blz. NA-3). Op dezelfde manier kan men inzien dat 
(2.4) en de Newton-Cotes formule voor n = 4 dezelfde zijn. 
Bij D1 is dit echter anders. Om D1 te kunnen berekenen zijn 9 funktie­
waarden nodig. Maar D1 is exact de integraal voor polynomen van de graad 
.<;. 7. In het algemeen dus niet voor een achtstegraads polynoom. De N-C 
forroule voor 9.punten geeft in het geval. van een achtstegraads polynoom 
wel een exact antwoord. D1 heeft dus niets meer te maken met de integratie 
van een interpolatiepolynoom. Het blijkt echter, dat toch de R-S methode 
de voorkeur verdient boven de N-C for~rnule. Schrijven we nl. zowel de 
formu1e voor D

1 
ala de N-C formule als een gewogen combinatie van de 9 

funktiewaarden, dan blijken de gewichten bij D1 posi tief te zijn terw·i. j l 
de N-C formule negatieve gewichten heeft! 
Dit is ten eerste onnatuurlijk a1s men bedenkt dat de integraal per 
definitie de limiet van een som van funktiewaarden is. Ten tweede is het 
numeriek erg onaantrekkelijk daar het een extra verlies van cijfers 
veroorzaakt. 

• 



Voorbeeld 

4 

3.2 

3.76471 

3.93846 

3.98444 

3. 03858 

Berekening van n 
t 

funktietabel 

2 

2.56 

3.50685 

3.86415 

2.71618 

2.87640 

3.64413 
2.40941 

Integratietabel 

T 

3 

3.1 

3.13118 

3 .13899 

3.14094 

s 

3 .1·3333 

3.14157 

3.14159 

3.14159 

C 

3.14212 

3.14159 

3 .14159 

1 
... '. I ,. ...,. 

2.26549 

3.35738 
2-12890 

D 

3.141592 ••• 

3. Gauss. i:r;iteg~ .. atie 

dx 
1+x2 

• 

E 

emiddelde 

3 

3.2 

3 .16236 

3 .14680 

3.14290 

3.14159 
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T 

3 

3. 1 

3.13118 

3 .13899 

3.14094 

In de tijd dat men alle berekeningen met de hand moest doen, werden 
bij voorkeur integratie formules gebruikt, g·ebaseerd op cons tante 
intervallen, voora1 omdat de integrand meestal berekend werd met behulp 
van funktietabellen. Nu, door bet gebruik. van elektronische reken­
machines, we in het algemeen mogen aannemen dat de berekening van f(x) 
in ieder willekeurig punt x gelijkwaardig is, kunnen we ook de beperking 
tot constante intervallengten laten vallen. De winst die we daarmee 
halen is, dat we minder funktiewaarden behoeven te berekenen, zoals 
blijkt uit het vo1gende 

Voorbeeld 

5 punts Newton-Cotes 
~ 

f{x)dx 
TSP 1 

formule: 

1 
45 

3 punts Gauss-Legendre formule: 

1 
f(x)dx 1 

) 
- 15120 • 

15750 
• 



• 
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Zoa1s de Lagrange interpolatieformule in feite de grondslag is voor 
de Newton-Cotes integratieformules, zo kunnen de Gauss integratie­
formu1es worden afgeleid uit de Hermite interpolatieformule. 

Van een funktie f(x) gedefinieerd op (a,b) zijn in de punten x 1 , ••• ,x 

• 

p(x.) = f(x.) 
J.. - 1. 

De graad van p(x) moet dan 2m-1 zijn. 
We pakken dit probleem op dez~lfde wijze aan als bij Lagrange. 
We stellen · 

m m 

en eisen (x) polynomen zijn van de graad 2m-1, die 
voldoen aan de voorwaar en 

g. (x.) = o .. 
1 J 1.J 

h.(x.) = 0 
J_ J 

en 
0 h!(x.) = 6 .. 

J_ J 1J 

Nu is £. (x) 
l. 

(zie (1.3)) een polynoom van de graad m-1 

J J_ 

1. J.. 1.. 

- A. (x) 
l. 

h. (x) -
J_ 

daarom 

• {£. (x)}2 
1 

waarvoor geldt 

aan 

2.£. (x) .,e! (x) 
J_ 1. 

• waarin en µ.(x) lineaire funkties zijn die zo gekozen worden 
J.. 

dat g. (x) en 
J.. 

Nu geldt 

g ! (x.) 
1 J 

A. (x.) 
J.. J 

"'! (x . ) 
1 J 

aan 

• 6 .• 
lJ 

• 6 .. 
J..J 

• 0 .. 
1.J 

h. (x.) = µ. (x.) b • . • 
J_ J 1. J J.J 

+ 2A. (x.) £! (x .. ) • 6 •. • 
J.. J 1 J 1J 

+ 2µ. (x.) ~! (x.) 6 •. • • 
J_ J 1 J J..J 
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Hieruit halen we voor 

A! (x. ) 
1 1. 

µ ! (x.) 
1 J. 

- 1 

1 

en we vinden tenslotte 

de volgende voorwaarden 

µ. (x. ) = 0 
J_ J_ 

0 

A. (x) 
1 

1 - 2£! (x. ) • (x-x. ) 
1 J. ]_ 

µ. (x) 
J_ 

x-x. 
1. 

Als we (3.4) invullen in (3.3) en deze vervolgens (3.1) dan krijgen 
we het ;j.n te r--pola.tie polJ:.noo,rq v2tn JI~r?tt,t te. 

m 
p(x) -

k=1 
(3.5) 

De bepaling v.~~n de restterm E(x) = f(x)-p(x) gaat ook op dezelfde 
manier als bij Lagrange. Omdat xk voor k - 1,2, ••• ,m een tweevoudig 
nulpunt is, stellen we 

E(x) = {rc(x)}2 • K(x) 
• 

en bescho11v'ren vervolgens 

F( t) - f ( t )-p ( t) - { TI ( t) }2 
• K (x). 

• 

k = 1,2, ••• ,m en ook voor t = x, dus 
F(t) heeft m+1 nulpunten. rVolgens Rolle heeft F'(t) dan m nulpunten, 

k ~ 1,2, ••• ,m heeft F'(t) dus 2m nulpunten. 
Hieruit volgt, op dezelfde manier als bij S(t) (zie blz.NA-2), dat 

. t een nulpunt heeft, at we weer noemen. 
We differentieren (3.6) 2m keer en vullen vervolgens t =~in. 

. ' 

Dan vinden we 

K(x) 

Voor de restterm E(x) krijgen we tenslotte de uitdrukking 

E(x) 
2m) ! • 

• 
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Als dus f(x) een polynoom is waarvan de graad ~ 2m-1, dan is het 
m-punts interpolatiepolynoom van Hermite exact gelijk aan de funktie. 

Uit de Hermite interpolatieforrnule 

m m 
f(x) = ~ ) + (x).f'( ) + E(x) 

k= 1 k.= 1 

leiden we af de integratieformule 

b m b 
w(x).f(x)dx = 

k=1 

m b 

+ 
k.=1 a 

Met de afkortingen 

G 
k 

• Ill 

b 

a 

b 
w(x). (x)dx -

a 

b 
w(x).{1 

a 

b 
w(x).(x-

a 

wordt de ~e~mite integratieform~~~ 

b m m 
w(x).f(x)dx - ;.__ ) + 

k;:::1 k=1 

• • 

b 
w(x).E(x)dx. 

.f'( ) + E. 

De gewi~~t~f~Il;ktie w(x) zal bij een bepaald type integratieformule 
een vaste funktie zijn, die mede de ge,w~c,htscoeffi,cie~.ten Gk en Hk 

bepaalt. We beperken ons tot gewichtsfunkties w(x) die niet-negatie~ 
' 

zijn in (a,b) 

w(x) ~ 0 

De fout E uit de integratieformule 

E 
b 1 

a a 

Deze brengen we ~n een eenvoudiger vorm door toepassing van de 
~erste_middelwaarde stellin van de inte raalrekenin. 
Zij f x een integreerbare funktie waarvoor geldt f x) ~ 0 voor 
a~ x ~ b, zij g(x) een continue funk.tie op (a,b), dan is er een ~ te 
vinden op (a,b) zo dat 

b b 
f(x).g(x)dx f(x)dx. 

a 

• 



Bewijs. Uit f(x) ~ 0 volgt 

b b 

NA.,11, 12 

min g(x). f(x)dx ~, g(x).f(x)dx ~ max g(x) f(x)dx 
a~x~b ,, a a a~x~b a 

en uit de continu!teit van g(x) volgt dan de stelling. 

Daar w(x) niet-negatief' is verondersteld, is w(x). {rc(x) } 2
;;,;. 0 

Toepassing van de eerste middelwaarde stelling geeft dan 

b 
E 

a 

voor zekere ~ in (a,b). 

Op~erl,;~~g 
We vergelijken dit resu1taat met het corresponderende geval van de 
Lagrange integratieformule, gebaaaerd op m punten. 

b 

a 

Hierin is 

en 

E 

m 
w(x).f'(x)dx ) + E • 

1 
m! 

b 
w(x). (x)dx 

b (m) 
w(x).f (~).n(:x)dx. 

a 

Het afleiden van een soortgelijke vorm voor E als (3.12) is in dit 
geval vee1 moeilijker. Daar n(x) niet teke~vast is op (a,b) kunnen 
we name1ijk niet de middelwaarde ste11ing toepassen. 

Als een integratieformule exacte resu1taten oplevert wanneer f(x) 
een willekeurig polynoom is van de graad, r, doch niet meer exact 
is voor minstens een polynoom van de graad r+1, dan zeggen we dat 
de integra tieformule een nauwke,ur~g~,eidsg:r;:a~~ r heeft. 
Anders gezegd. 
Een integratieformule heeft de nauwkeurigheidsgraad r a1s ze exacte 

2 r r+1 
resu1taten geeft voor 1 1 x, x, ••• , x, maar niet voor x • 

• 

• 



Uit (3.12) vo1gt dat de nauwkeurigheidsgraad van de m-punts 
Hermite integratieformule precies 2m-1 is. 

Voor de m-punts Lagrange integratieformule 
de nauwkeurigheidsgraad minstens m-1 is. 
We bewijzen nu dat de nauwkeurigheidsgraad 
2m-1 is. 

volgt uit (3.15) dat 

• 

Nemen we f(x) == { n(x)} 2 dan wordt (3.13) 

b m 
w(x). {1t(x) } 2dx = ;.___ ) } 2 + E. 

a k=1. 

b 

NA-13 

Daar tt( ) - 0 en w(x).(x(x) }2 dx / 0 moet E f O. Dit be·tekent dat 
a 

voor het polynoom {n(x)) 2
, dat van de graad 2m is, de integratiefor­

mu1e niet exact is. Dus is de nauwkeurigheidsgraad < 2m. De nauw­
keurigheidsgraad van de Lagrange formu1e hangt af van de keuze van 

x 1 ,x2 , ••• ,xm zo te kiezen dat de nauwkeurigheidsgraad 2m-1 is. 

Met kunnen we de formule voor 

uit (3.9) omvormen tot 

b 
• 

a 

AJ.s we de basis::punten x 1 ,:x2 , ••• ,xm zo kunnen kiezen dat 

• • 0 

dan gaat de Hermite integratieformule over in een formule van het 
type (3.13) waarbij de nauwkeurigheidsgraad 2m-1 behouden blijft. 

Intermezzo 

In de 1ineaire ruimte C(a,b) van a1le continue funk.ties op het ge­
a1oten interval (a,b) kunnen we bij een tweetal funkties f(x) en g(x) 
het ~nwendig prod*-t (f,g) a1s vo1gt definieren 

b 
(f ,g) :f(x).g(x)dx • 
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I 

Dit-kan men beschouwen als een generalisatie van=het inwendig produkt 

R, dat als volgt gedefinieerd is n 

n 
(a,b) 

i--1 

We zeggen dat twee funkties f(x) en g(x) ~C?,.o~recht o,.P elk~a:r;- staan 
b (orthogonaal zijn) als (f,g) = O, dus ala f(x).g(x)dx = o. 

a 

We krijgen een algemener inwendig produk.t door een ge~~~,,P,~!?fuP,kt~~ w(x) 
te introduceren, 

b 
( f ,g) w(x).f(x).g(x)dx 

a 

en we zeggen: 
De funk.ties f(x) en g(x) staan loodrecht op elkaar over het interva1 
(a,b) met betrekking tot de gewichtsfunktie w(x) ala 

b 
w(x).f(x).g(x)dx - O. 

a 

We kunnen nu (3.17) ook zo uitdr en: 
k;::1 9 2, ••• ,m over het 

interval (a,b) met betrekking tot de gewichtsfunktie w(x). 

dat n(x) 1oodrecht staat 

met betrekking tot w(x). 

heeft, is een voldoende voorwaarde voor (3.17) 

op alle polynomen van de graad ~m-1 over (a,b) 
' 

We bewijzen nu dat deze voorwaarde ook n~o_qz~k,~1~jk is. 
Veronderstel 

1) :...: 0 k 

2) nauwkeurigheidsgraad van de integratieformule is 2m-1. 

Zij f(x) een polynoom van de graad ~ 2m-1, dat geschreven k.an worden a1s 

waarin p 
m 

Omdat 1tC 

polynoom van de graad ~ m-1 is. 

) - 0 1 is ook f( ) = 0 k = 1 ,2, ••• ,m. 
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We vullen deze f(x) in (3.10) in en vinden dan 

b b 
w(x).f(x)dx -

m-a a 

omdat o, E - 0 en f( ,~) - O; waaruit de noodzakelijkheid van 

de genoemde voorwaarde volgt. 
We hebben dus de volgende stelling bewezen. 

" 

_Ste,lli~g 

Dan en alleen dan, indien het polynoom n(x), van de graad m, loodrecht 
staat op alle polynomen van de graad~ m-1 over (a,b) met betrekking 
tot w(x), reduceert de Hermite integratieformule (3.10) tot de formule 

b 

a 

waarin 

en 

E 

m 
w(x).f(x)dx = ) + E 

a 

b 

w(x) 

k-1 

2 
(x)) dx 

w ( X) • { ( X) } 2 dx ( z i e ( 3 • 9 ) ) 

b 
W ( X) • { 1t ( X) } 2 dx • 

a 

en de basispunten 

' 

We verge1ijken (3.20) met (3.13). Beide formules zijn exact, d.w.z. 
E - O, voor iedere polynoom van de graad ~ m-1. Dan moeten de gewichts-

b b 
w(x).{ (x)} 2 dx-

a a 

onder de voorwaarde o. 



O;e!Il~r~~p.g 
Deze betrekk.:ing zullen we gebruiken ala we de waarde van Gk wi11en 

berekenen. Het bepalen van 

zijn. 

Uit (3.21) zien we dat alle gewichtscoefficienten 
integratieformule positief zijn. 

We geven enk.e1e specia1e geval1en van de Gauss integratieformule. 

,~~~~~ -~es~.ndre 

Het interval (a,b) is eindig. Zander beperking mogen we daarvoor (-1,1) 
nemen. De gewichtsfunk:tie nemen we constant, w(x) - 1. 
Dan ge1dt voor f(x) gedefinieerd op (-1 9 1) 

1 m 
f(x)dx ) + E 

van de graad ~ m-1 over (-1,1). 
Er bestaan polynomen die aan deze eia voldoen. Deze staan bekend a1s 
de yolynomeE,va~ ~eg~~~re. 
De differentiaalvergelijking 

2x - + n(n+1)v = 0 dx J 

heet de ~i!fere~~iaa!yerg!lijk~~g_vaA_ Legen~£e• 
Als n geheel en~ O, dan heeft de differentiaa1vergelijking een n-de 
graads polynoom P (x) als op1ossing. 

n 

Dit kunnen we op de volgende manier inzien. 

Ste1 u(x) .. (x2 -1)n dan is u' (x) - 2 n x (x 2
- dus 

(x2-1) u1 - 2 n x u = o. 

Deze formule d~fferentieren we m+1 keer, met de rege1 van Leibniz 

+ 1 • x.u + 

(m) 
(m+1)(m-2n)u 

nxu 

• 

• 



We ste11en m = n en k.rijgen dan 

(x2 = 0 

waaruit b11.jkt 
Dan is ook 

(n) 
dat u (x) op1ossing 

P (x) 
n 

n 
d ( 2 n X 

dx 

een op1ossing van (3.23). 
Het po1ynoom P (x) wordt genoemd n 
Het is een po1ynoom van de graad 

1 

2 .nl 

Enkele voorbee1den 

p (x) 
0 

p (x) 
1 ' 

1 P
3 

(x) 

P (x) .. 

(Rodrigues) 

he t ,P.-ii;~F .~,~ p;~,P~;t:e 
n; de coefficient 

gekozen dat P (1) n 

-½(5~ -3:x) 

-30:x:2 +3) 

• 

P,~l:,yn0(?.
1
~• 

n van x is 

p (x) 
2 

½(3x 2 -1) p (x) 
5 

-70~ +15x) 

P (x) kun11en we berekenen met de volgende recursieformu1e n 
(n+1).P (x) .. (2n+1)xP (:x:) 

n+1 n 

P (x) heeft de eigenschap 
n 

1 

en alas n ge1dt 

1 

-1 

s < n 

1 

-1 

nP 
n-

•• Men kan dit bewijzen door middel van partiele integratie. 

• 
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Uit (3.25) volgt dat P (x) loodrecht staat op a11e polynomen van de 
graad < n over ( -1 , 1) • n 
In het bijzonder ge1dt de relatie 

1 

-1 
. P ( X) • P ( X) dx = 0 

m n m ! n. 
• 

1 
We berekenen nog 

n (3.25) behoeven we van een 
-1 

P (x) in de integrand 
n 

n x te nemen. Samen met 

(3.26) vinden we dan 

1 
{P (x))

2 
dx = 

n 
(2n)! -

1 
2 

2n+1 • 

(3.2?) en (3.28) noemen we de orthogonaliteitsre1aties. Op grond van 
deze relaties noemen we de polynomen P (x) een ste1 orthogonale po1y­n 
nomen. 

Omdat het polynoom P (x) loodrecht staat op alle polynomen van de graad 
m 

~ m-1 kunnen we nemen (zie blz NA-16) 

1t (x) 
2m)1 

p (x) • 
m 

Dit is echter a11een zinvo1 als al deze nulpunten verschil1end zijn 
en tussen -1 en +1 liggen. 
We tonen dit aan met de stalling van Rolle. 

(x2 -1)m heeft m-voudig nu1punt in -1 en +1 

d2 m ( x 2 •11• 1) 
dx2 

enz. 

heeft (m-1)-voudig nu1punt in -1 en +1 
en oak een nu1punt tussen -1 en +1. 

heeft (m-2)-voudig nu1punt in -1 en +1 
en twee verschi1lende nu1punten tussen -1 en +1 

heeft geen nu1punt in -1 en +1 
en m verachil.l.ende nu1punten tussen .,, en +1 

Dus ook P (x) heeft m verschi1lende nul.punten, en a11e nulpunten 
m 

liggen tussen 1 en +1. 



'"' 3x) 

nulp1.1nten zijn x 1 ... 

G ,,., 
k 

-1 

2 
9 

1 

11?'0 1 

2 
{ ..e ( x) } dx -... 

k 

1 

8 
9 

f(x)dx -

a:a 1 

.2 
5 
1 

E berekenen we met (3.12) 

1 
E uaau 

! 

o·pzme~,~~l?:S 

0 2 
5 

(zie (3.22)) geeft 

+ Bt(O) + Sf( 

1 

1 ... 1 
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Deze uitdr ~ing is numeriek onbruikbaar om de fout in de integratie 
formu1e te schatten. Om een indruk te krijgen van de fout gaan we 
ana1oog te werk als bij Newton-Cotes. We halveren het interval en pas­
sen op beide helft Gausa 0 Legendre toe. De fout wordt dan in het alge­
meen een factor 2 6 kleiner. 

Na de uitvoerige afleiding van Gauss-Legeudre kunnen we bij de andere 
formules volstaan met in het kort aangeven van de afleiding 9 daar die 
vo1komen analoog verloopt als bij Gauss-Legendre. 

• 

Ga,uaa-Laguerre 

Het interval is half oneindig, we nemen (o, 
••X w(x) - e · · • 

Voor x(x) moeten we weer een stel orthogonale po1ynomen hebben, nu over 

(0, 00) met betrekking tot e••x. 

Di t zijn de po1:y:~om~t1; Ii y~~,,, ~aguerr:::~. 

L (x) 
n 

X 
e 

dn 

dxn 



Deze vol.doen aan de ,4,i~f.eren~iaa.l:v;e.rg~1ij~~ng .v~n .L.~S!!~ .. r%'.:E:• 
,,, 

xy-11 + ( 1 x) y' + ny 

Voorbee1den 

L (x) = 1 
0 

Recursieformule 

n+ 
(1 + 2n x) L (x) 

n 

2 

6 

,11,X ( ) e L x .L ( x) dx .,, 0 
m n m#n 

0 

We nemen 

e x {L ( x) )2 dx 
n 

1t(x) 

2 
(nl) • 

• 

waarvan alle nulpunten pos1tief zijn. 

Geva1 m ... 2 

2-punts Q.!~B!,.-~!g~e~~e formu1e 

4:x: + x2 

n-

e-x f(x)dx f(2- i2) + <2- f2) rC2+ 

Gauss-Hermite 

Het interval (=~,oo), w(x) e 



\ 
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De differentiaalver eli kin van Hermite 

H (x) 
n 

2xy' + 2ny - 0 

n x 2 
- ( 1n1) e 

Deze po1ynomen zijn orthogonaa1 over (-m,~) met betrekking tot 

Voorbeelden 

H (x) = 1 
0 

H
1 

(x) = 2x 

Recursieformule voor H (x) 
n 

n+ 
2x H (x) 

n 

Orthogonaliteitsrelaties 
ii I 11 I I I I L I I I 5 r I 1 !iit 

00 

H (x) 
2 

• • ,. 

2n H 
n 

0 x2 
(x) .H (x) dx H e : 

2nnl 00 
n m 

We nemen in dit ge~al 

lt(x) 1 H (x). 
2 m m 

Geva1 ~ .. -2 
3 punts Gauss Herm~te formu1e 

00 

4x2 
- 2 

12x. 

m ~ n 

1t m D 

2 -x 
e 

• 

•• 
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Opm~.~~~fi 

Zowe1 van de gewichtscoeffic~enten, ala van de basispunten van de 
verschillende Gauss integratieformules bestaan uitgebreide tabellen. 

Het interval 
Dan is 

is ( 1,1), maar nu met de gewichtsfunk.tie w(x) = 

1 

waarin T ( x) het .'f!J, 4~., ~h,eby·~hev polynoo.~ :is gedef'inieerd door m 

T (x) -- cos (m arccos x). 
m 

Voorbeelden 

T (x) a: 1 
0 

(x) X 

Recursieformule voor T (x) 
n 

n+ 
2x T (x) 

n 

1 T (x) .T (x) 
m n 

d:x: 
1 1 

T 
n-

0 
lt 

1t 

2 

2x 2 
- 1 

4xl - 3x. 

m /. n 
m= n = 0 

m - n o. 

De nu1punten van T (x) = cos (n arccos x) berekenen we door x 
n 

te ste11en. Dan is T (x) - cos n~, en de nulpunten zijn 
n 

-

( 2k-1 }it 
q, -

k 2n 

1 

■ II 1 
w( x)£. (x) dx -· 

k 

ofwe1 = cos 

1 

(2k-1 }ft 
2n 

dx 

k= 

1 

v1 

cos. 



1 
cos <p , - cos <pk -T' 

m 

1 

(Glauert) 

dus a1le gewichtscoefficienten zijn hetzelfde. 
De ~ .Pu~ts Gauss-ChE:,,}?:t:s,J:;,ev integra tieformule is dus 

1 

-1 

f(x) 

"1 '' %2 
dx = 

1t 
m 

m k.=1 

:, ·, 
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1t 
l'FIW 

m 

Er bestaat verband tussen de ~~'4~~ ".?,;-nt~g~~t,ie en de klei.nste kwadraten 
~PRr9~imatie methode. 

~+ei~'?te ,~~adra :t~Pc. 8:RP,rox~ma ~~~. 
• 

Van een continue funktie f(x) op {a 1 b) noemen we het polynoom p(x) 
onder de polynomen van de graad ~n, de beste benadering ~n de zin 

k .. dt o n zo ge ozen ziJn, a 

w(x). {:f(x) 
a 

b 
w(x).f(x)dx = 

a 

2 
p(x)} dx 

m 

k.=1 

:mi.ni-maal is. 
;,· 

b 
w( :x:). { n<x) }2 dx • 

a 

Hierb~j zijn de basispunten x 1 ,x2 , ••• ,xm zo gekozen dat 

b 
0 a <.. m 

a 

(3.29) b1ijkt gelijkwaardig te zijn met 

b 
E IPU 

a 

Stel namelijk 

dan vol.gt uit 

• 

w(x). { 1e(x) ) 2 dx is minimaal. 

m 
X' + C 

• 
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dua 

oE 
ac 

a 

b 

a 

2 
a 

• 

ain: ( x) 
oc 

s 

o, 

dx o, 

We kunnen daarom ook zeggen dat de Gauss formule (3.20) ontstaat 

zen dat het interpolatie-polynoom, onder de polynomen van de graad 
~ m-1, de beste benadering van f(x) is in de zin van de kleinste 
kwadraten, als we veronderstellen dat f(x) een m-de graads poly-

• noom is. 

4. G~~o~e,,, d,iffer,e,~t.ia?-1 ~n~!g~_+;j~i;n;g~~ 

We onderscheiden de numerieke methoden voor het oplossen van gewone 
differentiaalvergelijkingen in twee soorten. 

berekend worden als alleen y bekend is. Geen kennis is nodig van 
n 

voorgaande waarden y n- 1 , y n,,_2 ,... • Een dergelijke methode heet 

zelfstartend. 

Voorbeelden zijn: Euler, Runge-Kutta. 

M!er!tags m~th~den (multistep methods). Deze methoden hebben een 

aparte startprocedure nodig om de waarden 
• 

rekenen d~e nodig zijn voor de berekening 

Voorbeelden zijn: Milne, Adams. 

Eenstaps methoden. 
C I I 7 

Y ,Y 11Y 2 ,••• n n- n-
van y 1 • 

n+ 

uit te 

Een voorbeeld van een eenstaps methode is de methode van Euler. 
Het is de meest eenvoudige van alle numerieke methoden voor het op-
1ossen van een differentiaa1vergelijking met gegeven beginvoorwaar­
de (we noemen dit een beginwaarde-probleem). Euler's methode wordt 
in de praktijk weinig gebruikt vanwege de geringe nauwkeurigheid. 
We zullen desondanks Euler's methode nogal uitgebreid beschouwen, 
omdat het daarbij mogelijk is een aantal kenmerken op eenvoudige 
wijze te demonstreren, die specifiek zijn 66k voor de meer gecom­
p1iceerde eenstaps methoden. 

We beschouwen de eerste orde differentiaalvergelijking 

y(x) 
0 

y • 
0 

Onder numer~ek oplossen van deze vergel~jk~ng verstaan. we het v~nden 
' 



• 

van de 

We integreren daarvoor (4.1), dit geeft 

ofwel 

X 
0 

'V' ., .. V + 
., tit ,.,, ., 

1 0 
X 

X 
0 

0 

x. 
1-

NA-25 

Daar de integraa1 in het a1gemeen niet op te 1ossen is, zoeken we 
een benadering hiervoor. De simpelste benadering krijgen we door 
de integrand te vervangen door de waarde in x, dus f(x ,Y ). 
Dit geeft de formu1e O O o 

y + h.f(x ,Y ). 
0 0 0 

Algemeen 

y + h.f(x ,Y) n n n 
(Euler). (4.2) 

Meetkundige interpretatie van Euler's formule: 
y' = f(x,y) definieert een richtingsveld in het (x,y) vlak. De oplos-• 
sing y(x) van de d.v. is een kror,1cne door (x ,Y ) , waarvan de richting 

0 0 

in ieder punt overeenkomt met het richtingsveld. 
Met Euler's formule k.rijgen we een polygoon dat door (x ,Y) gaat en 

0 0 

waarvan de richting van 
in het linkerhoekpunt. 

de.lijnst ~en overeenk.omt met de veldrichting 

Een andere manier om (4.2) af te leiden. 
Neem in (4.1) als benadering voor y' de voorwaartse differentie 

• 

f'(x tY) 
n n 

v hieruit oplossen geeft direct formule (4.2) • 
.,n+1 

Tenslotte kunnen we (4.2) ook met behulp van de reeks van 

n n+ n 
De reeksontwikkeling va~ y(x) rond het punt x is . n 

• 

y(x + h) - y(x ) + hy' (x ) + ¼h1 y''(:x: ) + •• • • 
n n n n 

Taylor af' 
berekenen. 

We krijgen Euler's formule door van deze reeks a11een het 1ineaire 
stuk. te nemen. We zien nu meteen we1k.e afbreek-fout (truncation error) 
we daarbij maken. 

• 



• 

Voorbeeld 

• 

X n 

0 

X y" 

0 . 

0 

0.01000 

0.02999 
o.4 0.05990 

y(O) = 0 

f(x ,Y) n n 

0 

0.10000 

0.19990 

0.29910 
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De differentievergelijking in het numerieke proces, die we a1s be­
nadering voor de differentiaalvergelijking nemen, is een recurs~e-• 
formule voor de rij y. Is f(x,y) voldoende simpel dan is het moge-n 
lijk de differentievergelijking exact op te lossen. 
We nemen als voorbeeld Euler's formule voor de differentiaalverge-• 
lijking 

y' y y(O) = 1. 

Formule (4.2) wordt dan 

y + hy - (1+h)y. n n n 

En dus, omdat y(O) = 1 is de oplossing van de differentievergelijking 

Nu is x X nh. Vullen we daarom h - - in dan krijgen we 
n 

en dit gaat naar ex a1s h ~ o. We zien hieruit dat de oplossing van 
- de differentiaalvergelijking willekeurig goed benaderd kan warden met 

Euler's methode, door de stapgrootte h maar vo1doende klein te nemen. 

Bij het op1ossen van een differentiaalvergelijking met een numerieke 
methode maken we twee soorten fouten. 
1. Hi§Q~~t!~eringsfout of afbreekfout. Deze fout ontstaat doordat we 

de differentiaatvergelijking vervangen door een differentieverge-
1ijking. De oplossing y van de differentievergelijking is, ook bij 

n 

-

• 

• 

• 



• 

exact rekenen, slechts een benadering van de oplossing 
de differentiaalvergelijking in het punt x - x + nh. 

n o 

e n y(x) 
n 

zullen we de discretiseringsfout noemen. 
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·y(x ) van 
n Het verschi1 

Af~~~d~n~sf9~t. We werken met ·getallen van eindige precisie. Na 
iedere bewerking wordt het resu1taat afgerond. Daarom vinden we 

maar een 
verschil 

hiervan die we met 
• • 

It■ y 
n (4.4) 

noemen we de afrondingsfout. 
De totale fout is dan 

Omdat zowel 

fout e een n 

y(x) = e + r. 
n n n 

y(x) a1s y oplossingen van een vergelijking . n n 
wel-gedefinieerde grootheid, waar we dikwijls 

zijn is de 

analytisch 

wel iets over kunnen zeggen. De afrondingsfouten daarentegen zijn niet 

vastgelegd door de oplossingsmethode, maar hangen samen met het aantal 

cijfers waarin gerekend wordt, de volgorde waarin de bewerkingen worden 

uitgevoerd, enz •• 

Uit (4.5) volgt dat we het meest efficient rekenen ala beide fouten 
vergelijkbaar van grootte zijn. Het is echter wel zinvol te proberen rn 
zo klein te houden, dat de fout in de oplossing essentieel gelijk is 
aan e. Dat geeft ons de mogelijkheid om de nauwkeurigheid van het ant-. n 
woord te bepa1en. 

We zullen nu enk.ele typen van fo.~tell:?ch~t,t~D;€ien bekijken. 
Een algorithme voor het oplossen van een numeriek probleem kan dik.wijls 
beschouwd worden als een proces dat van een parameter, zeg p, afhangt. 
Deze parameter is bijvoorbeeld het aantal iteraties p = n van een ite 

ratieproces, zoals Newton's x 
1 - n+ 

X 
n 

f(:x ) 
-~-n- • of bij een differen fl (X t 

n 
tiaalvergelijking het aantal stappen p = (b-a)/h dat nodig is om de 
differentiaalvergelijking te integreren van a naar b. 
We veronderstellen nu dat de u{.tkomst van het a1gorithme convergeert 
naar de exacte oplossing van·het probleem als p • ~. Verstaan we onder 
e(p.) de fout van het proces, dan kunnen we over de bruikbaarheid van 
de methode alleen ~ets zeggen als het gedrag van e(p) voor p • ~ bekend 
• is. 

• 

• 

• 
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Er zijn verschillende mogelijkheden. 
1. Het proces is ,~on!~,rg,e~~- In di t geval we ten we alleen dat e(p) • 0 

als p .. 00-

2. We weten iets over de conver~entiesnelheid van het proces als er 
een bekende funktie q,(p is met cp :p · • O als p • co zodanig dat 

e(p) = eJ(q,(p)) p II e 

In het geval van Simpson integratie bijv. geldt e(h) == ef(h'). 
De convergentiesnelheid is van de orde h5 • 

3. Een echt~ ~chat!ing krijgen weals we weten dat 

I e(p) l. ~ lq:,Cp) l voor p ~ p • 
0 

4. We hebben een ~~ymp~~.t~~.9.~e formule voor e(p) als we weten dat 

ala 

Van deze vier mogelijkheden is 3. de enige die een concrete uitspraak 
doet over de werkelijke grootte van de fout. Vaak zal echter deze fou­
tenschatting veel te grof zijn. In de praktijk blijkt men dikwijls 
meer te hebben aan de orde van grootte van de fout, of aan het asympto 
tisch gedrag. 

Het is soms mogelijk de convergentie van een numeriek proces te be­
wijzen zonder te veronderstellen dat het probleem een oplossing heeft. 
In dat geval kunnen we zeggen dat we de existentie van de oplossing 
van het probleem hebben bewezen met behulp van de convergentie van het 
proces. 

opm~r~ing 
Niet iedere differentiaalvergelijking heeft een oplossing. Ook is het 
niet zeker dater slechts een oplossing bestaat. Zowel voor de existentie 
als voor de eenduidigheid van de oplossing zal de differentiaalverge­
lijking aan bepaalde voorwaarden moeten voldoen. 

• 

Existentietheorema voor de differentiaalvergelijking y' = f(x,y) 
ya - ~• Als f x,y) voldoet aan de voorwaarden: 

a) f(x,y) is gedefinieerd en continu in de strook a~ x ~ b, 
_oo < y < co• .. 

b) Er is een constante L zodat voor iedere x uit (a,b) en 
ieder tweetal y 1 en y2 geldt 

(Lipschitz) 

dan bestaat er precies een funktie y(x), die oplossing is van de 
differentiaalvergelijking, d.w.z. 

1) y(x) is continu en d~fferent~eerbaar in (a,b), 

3) y(a) - 11 • 

' 
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Een opmerking over voorwaarde b). 
Het is de z.g. Li_schitz-voorwaarde die zegt dat het differentie­
quoti;nt van f(x,y naar y begrensd is voor alle x. Aan de Lipschitz-

en begrensd is. Dit 1aatste 

geval zullen we meestal tegenkomen. 

Het bewijs van het existentietheorema kan gegeven worden door te laten 
zien dat onder de voorwaarden a) en b) de Euler methode convergent is. 
De limiet is dan de (eenduidig bepaalde) oplossing van de differentiaa1-
vergelijking. 
We zullen nu een schets van dit bewijs geven. 

Allereerst ma.ken we een rij 
van Euler. 

benaderingen y (x) 
p 

van y(x) met de methode 

We def"inieren 

h 
p 

b a 

• 

• 

, p - 0,1,2, ••• 

en geven de oplossing van Euler's formule met stapgrootte h aan met p 
y (x). Dan is y (x) een polygoon met hoekpunten in de punten 

p p 
x =a+ mh, dus als x ~ x ~ x 1 geldt 

m p m m+ 

y (x) = y (x) + (x,,,.x ).f(x ,Y (x )) 
p p m m m p m 

• 

Men kan nu laten zien dat de 
rij funkties y (x) voor p ·• co 

p 
uniform convergent is in het 
interval (a,b). Uit de uni­
forme convergentie volgt, dat 
de limietfunk.tie y(x) conti­
nu is, omdat y (x) continu is 

p 
voor alle P• 

I 

I 

I 

I 

' I 
' ' 
' I 
I 

• 

I I 

Dat y(a) = 11 is duidelijk, , : : 
I I t 

y,_ (x) 

• 
I 

I 

' 
' I 
I 
I 
I 

l 

I 

I 

I 

I 

I 

P I : : I 1 
t l I 
I t I 

differentieerbaar is en voldoet , : I : , 
1 I I 

aan de differentiaalvergelijking •. •~----~----~-----------
Voor wi1lekeurige p geldt a b 

y (x) .. ,. y (a) 
p p 

y (x) 
p 

m-1 
Y: (x) + 
Pm i--o 

waarvoor we met behu1p van (4.7) kunnen schrijven 

m-1 
y (x) y (a)={x x ).f(x ,Y (x ))+ ___ 

p p m mp m i=o 

.... -, (x.)J 
p J... 

(4.8) 
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Met behu1p van de uniforme convergentie van de rij y (x) en de 
p 

continuiteit van f(x,y) kan men dan bewijzen· dat het rechterlid 

van (4.8) voor p _.., • convergeert naar f(x,y(x))dx, zodat we 
a 

tens1otte voor de limietfunktie y(x) vinden 

y(x) :::.y(a) + 
a 

waaruit direct volgt dat y(x) differentieerbaar is en voldoet aan 
de different~aalvergelijking. 
Met de Lipschitz-voorwaarde kan men aantonen dat y(x) de enige op­
lossing van de differentiaalvergelijking is. 

We zullen voor de discretiseringsfout e bij Euler een schatting af­n 
1eiden. We hebben daarvoor het volgende lemma nodig. 

Lemn1a 
Als de rij getallen ~ voldoen aan de recurrente relatie 

n 

waarbij A 
dan geldt 

+ B 

en B niet-negatieve constanten zijn, onafhankelijk van n, 

+ 

An-1 
A -1 

nB 

A 1 
(4.10) 

A =--= 1 

• 

~ewij~. Met volledige .inductie. Voor n ~ 1 is (4.10) gelijk aan (4.9) 
en dus waar. 
Veronderstel dat (4.10) geldt voor n = N, dan vinden we in het geva1 
A / 1 

N + B 

0 

N + 1. en dit is (4.10) voor n 
Het geval A= 1 bewijst men analoog. 

In de praktijk komt het vaak. voor 
1+6, waarbij 6 een k1ein positief 

6 
A= 1+6 < e, o > 0 

• 

dat A een 
getal • is. 

• 

grootheid is van de vorm 
Dan is 

• 
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no 
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We bewijzen nu de volgende stelling. 

~,t.,~~1:tng 
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• 

(4.11) 

Veronderstel dat f(x,y) voldoet aan de Lipschitz-voorwaarde, en dat 
y(x) tweemaal continu differentieerbaar is. Zij 

N(x) t max IY''(t)l 
a~t~x 

dan geldt voor de fout e 
n 

in Euler's methode 

waarbij 
eLx - 1 

L 
L > 0 

• 

(4.12) 

(Lipschitzfunktie) (4.13) 

Bewijs. 
I 1 L I 

Dan is 

Dus 

m+ 

e 
m+1 

X L 0 

y + h.f(x ,Y) m m m 

=y(x +h)=y(x )+h.y1 (x )+ 
m m m 

e + h [f(x ,Y )-f(x ,y(x ))] 
m m m m m 

' 

l f' ( X y ) n;;e f ( X y ( X ) ) 
m' m m' m · 

We gebruiken de voorwaarde van Lipschitz 

~ 

Nu geldt ook, wegens de definitie van N(x), 

(Euler's formu1e) 

(Taylor's formule} 

voor k = 1,2, ••• ,n-1 

• 
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Stellen vJe A = ( 1+hL) en B -· N(x ) dar1 zijn A en I-3 onafl·1ar1kel.ijk 
n 

van k. We passen het lemma van blz. NA~30 toe en vinden dan 

Nu is e 
0 

khL 

- 0 en x = 
?l 

tenslotte voor e de 
n 

khL 
e -1 2 

a+ nh, nemen we verder k = 

scr1atti11g 

die gel~jkwaardig is met (4.12). 

Daar y• 1(t) -- f Ct y) 
X t 

vinden we voor N(x) de 

2N(x) ~ 

Stellin 

== f (t,y) 
X 

vo1gende ocl1att~ng 

n dan krijger1 we 

Laat N x) gedefinieerd zijn zeals in stelling (NA-31) en y(x) en 
f(x,y) voldoen aan de in deze stelling gestelde voorwaarden. Ver­
onderstel dat de rij y oplossing is van 

n 

Y ••r• y + h-fCx y) + c-e .h2 
n+1 n n' n n 

• 

waarin c ~ 0 een constante is en lenl ~ 1. 

Dan geldt als schatting voor e 
n 

I e j, ~ h.{T·J(x ) 
n n 

• 

(4.14) 

Het bew~js van (4.15) ~s geheel analoog aan het bewijs van (4.12). 
• 

Deze stelling _zegt dat als de waarden yn niet.precies de oplossing van 

Euler's formule zijn, dan ·convergeert deze rij toch ook naar de exacte 

oploss~ng van de d~fferentiaalvergel~jking voor h ~ O, als de afw~jking 

per stap niet meer bedraagt dan ch2 • 
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We beschouwen de ongelijkheid (4$12) voor een vast punt x = x. Dan 
n . 

geeft deze een bovengrens in de vorm K(x)~h aan van de fout die we 
maken ~n het berekenen van y(x). Dat de werkelijke fout in een con­
creet geval veel kleiner kan zijn dan deze bovengrens zien we aan de 
volgende voorbeelden. 

tr I.Iii 11 rs dtr·s·reeti >:F,,niW:~••••Tln · 

y 'I :::.: y y(O) - 1 opgelost met Eulerts methode, met h = 

In d~t geval ~s de Lipschitz constante L 

het rechterlj_d van (4-12) 

X 
1, l·I(x) =-= f e en dus wordt 

X n. 

.. 

Voorbeel.d 
•:rPnP rv ,va-.sasrr1r:111tldi41'r1$1111&w f-«t7RI• 

h 

:x n 

1 

1 

2 

y(O) = 1 

N(x) := -¼, 

2 

3 4 

52.93537 

111•" 1 • 662 r; 8 

?2086218 

opgelost met Buler's 

K(x) .h - fh.(ex-1). 

3 4 

5 

142. '7850 
• 

~5.6282 

170.9223 

methode • 
• 

5 
----i.----------------•--wiw..._r: -,,; r::u ....... ,nr,_t • v'W.t!IO :m•:-zw · .,,..rrtrrMJd:ilbf111rd;),o··,1p11w;w'lcr, ztt :r ~ :e:::, n n:1·1~1"'W1W'artwr:n:rtna.t, :-11>'t!lJ,r 11a1:rC>Wff11"J:t?) 

• 

,,- .. o • 002 892 ~•O.,, 002 12 0 

K(x ).h 0.013424· 0.049914 n 

0.048622 0.017746 .0.006477 

o,,418735 1.151666 

We z~en dat de foutenschatt~ng (4.12) ~n deze twee eenvoud~ge voor­
bee1den volkomen waardeloos ~s, en we mogen niet verwachten dat het 
in een meer gecompliceerd geva1 beter zal zijn • 

• 

We zullen nu een resultaat afleiden dat niet aangeef~ hoe groat de 
fout in Euler's methode mogelijkerwijs zou kunnen zijn (4.12), maar 
hoe groot de fout werkelijk is, althans bij benadering. 

• 
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Uit de ongelijkheid (4.12) kunnen we 1n ieder geval besluiten dat de 

n ·• 0, als we voor x een vast pun 1. n 
x nemen. 

In onderstaande tabe1 worden de waarden e en . ' n 
-1 h .. e n van de dif-

• 

ferentiaalvergelijk~ng y' = -y y(O) = 1, in het 
-k 

pu11t X = 1, gegeven, 

berekend met versch~llende stapgrootten h = 2 

• 

We 

k 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

.. z1.en 

0.250000 

0.3161-f.06 

0.343609 
0.356074 
0.362055 
0.364987 

0.366438 
0.367160 

-0.117879 
-0.051473 
.... 0.024270 

waQID 011805 

-0.005824 
-0.002892 

-0.001441 

-0.000719 

n 

-►0.235758 

... Q.20589.3 

,, 0 0 .194164 

... 0.188885 

•. 0.186373 

SZ?o.185147 
-0.184540 
-0.184239 

niet alleen 

is, maar ook een limiet heeft voor n .. ,., oo_, \Ve zullen bewijzen 
a1gemeen het geval is bij Euler's methode • 

begrenad 

dat dit 

• 

In bet bovenstaande speciale geva1 zal blijken dat 

' ' 

lim -

We verondersteilen dat f(x,y) vo1doet aan de voorwaarden a) en b) 
(NA 111111 28) 1i1 Verder veronderstellen we da.t f(x,y) continue en begrensde 
eerste en tweede partiele afgeleiden heeft. Dan bestaat de derde af 00 

ge1eide van y(x) en is eveneens continu en begrensd, en we mogen schrijven 

n+ 

wa.arbij x < n .. 

· ·. • y ( X ) + hf ( X t Y ( X ) ) 
n n n 

< X. 1• n+ 

• 

' 

' 

" 
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• 

(4.17) aftrekker1 ·van (4.2) geeft (daar y :::: y~(x ) + e ) 
n 11 n 

• 

e !.,;; e + h'"' [f(x 9 y(x ) + - , 
n+ 1 n. n n n 11 r1 2 r1 

De uitdrt1kking tussen ·v·ierlca11·te hak.en kur1nen we met Ta~·lor' s formule 
als volgt schrijven 

f(x,y(x)+e)-f(xay(:x)):::e .. r(x y(x))+te1 .f (x ~--i:) 
n 11 n n· 11 n y 11 9 n n yy 1-J.''°' 

We vullen (4.19) in (4~18) in 1 en delen deze vervolgens door he 
Ste1len we dan nog 

-1 e -- h e 
n n 

dan krijgen we de relatie 

waarbij 

e 
n+1 

Nu is le I ~ N(x ) • n n 
uit de begrensdheid 

gemakkelijk dat ook 

. (x ®a), dus begrensd bij vaste x. Hieruit en · n · n 
van d.e eerste en tweede afgeleiden van f(x~y) volgt 

r begrensd is, dus 
n 

.Als we de funk.tie g(x) op de volgende manier defi.nieren 

g(x) ·~·-

dan kunnen we (11-.20) opvatten als Eulex·' s formule toegepast op de 



• 

differentiaalvergelijking voor e(x) 

e 1 (x) g(x).e(x) -½ y''(x) (4.21) 

met een additionele fout per stap die kleiner is dan c,h2 • 
.... 

Omdat e = 0 nemen weals beginwaarde bij (4.21) e(a) - o. 
0 

Als we nu op (4.21) met benaderingsforn1ulf; (4.20) stelling (NA- 32) 

namelijk de volgende 

Stellin 
Laat f x,y) voldoen aan de voorwaarder1 a) en b) van blz NA~28 en verder 
continue en begrensde eerste er1 tweede pa1,,.t.iele afgeleiden hebben. Dan 

• • geldt voor de fout e in de methode var1 Euler voor het oplosaen van de n 
different~aalvergelijki11g y' = f(~,y) met y(a) - ~ 

• 

e - h~e(x) + d(h 2 ) (4.22) n n 

waarbij e(x) de oplossi11g is van de differentiaalverge1ijking 

• 

8 t ( X) -- f ( X t Y ( X) ) ., e ( X) - iy' r ( X) 
y 

die voldoet aan de beginwaarde e(a) = o. 

Meer precies 

1 

.. 

geformuleerd: voor e geldt 
11 

( 4.24) 

Hierin kunnen we volgens de ui.tgebreide stelling (N_Ll-32) nemen 

½ max I e''(x)J. + c 1 , 

a~:x~ 

terwijl L de Lipschitz constante is voor het rechterlid van (4.23) 
waarvoor we kunnen nemen 

• 

L ··· max 
a~x-'b 

We passen het verkregen resu].taat toe op dezelfde voorbeelden • 
• 

• 

• 

•• 
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In het eerste voorbeeld y' 

Dan is g(x) = 1 en y''(x) = 

e(x) wordt 

= y y(O) = 1 hebben we de oplossing y(x) -
X 

e zodat de differentiaalvergelijking voor 

e(O) = 0., 

De oplos:3ing hiervan is e(x) = - t x ex. Voor e vinden we dus 
n 

In het 

y(x) = 

X 

e 
n ""·½ :x e n .. h + e' ( h I ) • n 

tweede voorbeeld y' = 

e X, g ( X) = -1 t y' 1 ( X) 

-y y(O) = 1 is de exacte oplossing 
-x = e • Dan wordt de differentiaalver-

gelijking voor e(x) 

e' (x) * •e ( X) te X e(O) =- 0 

• 

• 

en de oplossing hiervan is e(x)=­

afbreekfout 

•••X 
e • In dit geval vinden we voor de 

e 
n 

.1, ix e 
n 

••X 
n .h + 

Stellen we hierin x = 1, dan vinden we (daar h = 
n n 

lim 
h ..... o 

h 1 .e n 
-· - 1 -1 

-2 e 

hetgeen overeenstemt met blz. NA-34. 

• 

Ter illustratie geven 

1 ' 

we nog onderstaande 
.,.6 

tabel voor het geval 

X n 

e n 

h.e(x ) 
n 

y(O) 

1 

u,.0.002892 

h == 2 

2 

-0.002120 

3 4 5 

,,,◄ O., 000570 -0.000261 

-0.001167 .. ,,Q. 000572 ,,,,Q • 000263 

• 



• 

• 

Oak zo~der e(x) expliciet te kennen kunnen we (4.22) gebruiken om 
een reele schatting van de fout te krijgen, en daarmee een nauw­
keuriger antwoord. 
Daar een benaderende oplossing afhank.elijk is van de stapgrootte 
notoren we zo'n oplossing nu als y(x,h). Dan geldt 

• 

y(x,h) y(x) + h.e(x) + d(h2 ). 

• 

• 

De fout h.e(x) + d(h 2
) zal in de meeste gevallen essentieel gelijk 

zijn aan h.e(x), speciaal bij kle~ne h. Veronderstel nu dat we twee 
benaderende oplossingen hebben bepaald voor respectievelijk de stap­
grootte hen qh. Voor deze laatste geldt dan 

y(x,qh) y(x) + qh.e(x) + ~(h 1 ). 

Uit deze relaties kunnen we de grootte van de fout bepalen 

h. e(x) - y ( ~ 1 h )_ , . y (,, x ,! 9.h,) 
1-q 

Vullen we deze betrek.king in (4.25) in dan vinden we 

• 

y(x) - y(x,11.) 
1 ... , q 

(4.27) geeft een nauwkeuriger resultaat dan (4.25) in die zin dat 
de fout van hogere orde in his. Dit procede, om uit twee numerieke 
oplossingen een beter _benadering af te leiden, is afkomstig van L.F. 
Richardson, en werd door hem genoemd: -~q~f~Z:F,~9: .. ~FPrQ,?

1
<?,h ... ~v~--,✓~q-~"-~~mi~,• 

We zouden het ook extrapolatie naar h - 0 kunn·en noemen. Het is toe-
pasbaar op elk numeriek proces waarvan bekend is dat de fout .essen-

tieel gelijk is aan c.hn • 
We demonstreren de h-extrapolatie nog in onderstaande tabel voor 
y' = -y y(O) = 1 in het punt x = 1 9 met q = f. 

k 

4 

.5 
6 

7 
8 

• 
• • 

' 

0.362055 
0.364987 
0.366438 
0 .. 367160 

' 

(,..,...eextra oleerd) 

0.368036 
0.,367919 

0.367889 
0.367882 

• 

• 

' 
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We behandelen nu nog enkele meer effectieve one-step methoden in die 

zin dat de nauwkeurigheid evenredig is met hp met p > 1 waarbij h de 

stapgrootte isa 

Een eer1staps metl·to(~e voo1 ... het opl.osseri van I·1et beginitvaarde probleem 
• 

(4.1) ~s eer1 algorit11me dat uit de waar·den x 9 n 
y e11 h de 

n 
als benadering van de oplossing ~n het punt x 

!1+1 
In formule kunnen we dit als volgt weergeven 

:::: X + h 
l'l 

waarde y 1 . n+ 
berekent., 

( 4.28) 

In het geval van Euler's methode hadden we M(x y ·h) = f(x y) 
w n' n' n' n 

dus onafhankelijk van h~ 

h.~(x ,Y ;h) ~s de aangroeiing van de benaderende oplossing. De aan-n n 
groeiing van de exacte oplossing bepalen we op de volgende manier. 

Zij ( x, y) e e11 \i'Iill ek.e111' i g 11t1n t, (~~- ~ x ~ l1 en -<» < y < ao. 

Z~j z(t) de oplossing van de differentiaalverGelijking 

die gaa.t door het l)unt (xty), dus z(x: ::::. y,,, Voo1 .. v1il].eket1rige h 
waarvoor a~ x+h ~ b definieren we dan 

, 

z ( x+ 11 1 _, 
I .I , ; 

h 0 $?F4'M'INS .,, ~r- )QV~'t!t!r'ld>rfw• . 7-h 
A(x,y;h) -- ( 4.29) 

f(x,y) h 0 ' - --

dan is h.~(x,y;h) de aangroeiing van x naar x+h van de exacte oplos­
sing van het probleem. 

I 

We veronderstellen nu dat f(x,y) willekeurig vaak differentieerbaar is. 
Dan is ook de oplossing y(x) var1 (4.1) willekeurig vaak d~fferentieer­
baar, en de afgeleiden van y(x) zijn volkomen bepaald door f(x,y) en ... 
z~jn part~ele afgeleiden. Ter vereenvoudiging schrijven we 

(n) 
y = f (x,y 

waarbij we met het rechterlid bedoelen de totale afgeleide naar x van 
de funk·tie f(x,y(x)). l-·1et deze notatie \~Jordt 

z(x+h),-, z(x) p .. 



en we vinden voor de aangroeiing van de exacte oplossing 

• 

p-1 ( ) 
h p-1 ( , J( P) .... + 1 f x,y J + o h 
P· 

We willen ~(x,y;h) zo kiezen, dat deze zo goed mogelijk overeenstemt 
met ~(x,y;h). Een voor de hand liggende keuze is dan 

p-1 
••• + , x,y • p .. 

Vullen we deze ~(x,y;h) in (4.28) in dan krijgen we een methode die we 
de J!Yl2~ ~~~hode zullen noemen. We zeggen dat de orde van bet proces 
pis, als de fout in ~(x,y;h) d(hP) is. · 
De methode van Buler is een bijzonder geval van de Taylor rnethode 1 n1 
voor p ·- 1. 
Numerielc biedt deze methode \veinig persr)ectief omdat we behalve f(x,y) 

ook de 
is dan ook in het algemeen geen praktische methode. 

We proberen nu een formule voor ~(x,y;h) te vinden zodat 

p > 1 

en waarbij geen afgeleiden van f(x,y) nodig zijn. In plaats van de 
afgeleiden zullen we dan meer funktiewaarden moeten berekenen. We 
stellen daarom 

waarin de constanten a
1 

, a , p1 en :p
1 

nog bepaald moeten warden. f·1et 
behulp van de Taylor ontwi ~eling voor f(x,y) kunnen we voor (4.32) 
ook schrijven 

• 

Voor p 2 ¥1ordt (4.30) 
• 

A(x,y;h) + th [f + f .f ]+ o'(h2 ). 
X y 
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We kiezen de constanten 81, a 2 , p 1 en p 2 nu zo dat ~(x,y;h) en 

6(x,y;h) zo goed mogelijk overeenko~en. Vergelijken van de overeen­

komstige termen van ( 1+.33) en (4.,3LJ.) geeft de betrekkingen 

Als oplossingen hiervan vinden we 

a. a = u 
2 

• 

1 
p 1 = p 2 ::.· 2a. 

waarin de parameter a./ 0 willekeurig gekozen kan warden. 
Deze waarden van de constanten ingevuld in (4.32) geeft 

h h 

De oplossingsmethode (4.28) met deze aangroeiingsfunktie wordt wel 
de vereenvoudi de Run e-Kutta methode genoemd. De aangroeiingsfunktie 
~(x,y;h wordt bepaald als het gewogen gemiddelde van twee funktie 
waarden. 

Voor a -
de methode 

krijgen we 
van Heun 

de verbeterde ~uler methode ook wel bekend ala 

' 

+ f(x + h,y + hf(x ,Y ))). 
n n n n 

Voor a - 1 krijgen we de formule 
• 

Yn+1 = Yn + hf(x + th,y + fhf(x .,y ) ) n n n n 

die we1 de verbeterde polygoonmethode of ook de gemodificeerde Euler 
methode genoemd wordt. 

De klassieke Run e-ICutta methode kan op analoge wijze als hierboven ver,,,: 
kregen v1orden. ~ x,y; h is dan het ge\vogen gemiddelde van vier f'unktie 0 • 

waarden, waarbij het argument van iedere volgende funktiewaarde afhangt 
van de zojuist berekende. 

We geven alleen de formule 

~(x,y;h) = 
• 



• 

NA-42 
• 

' 

met 

' 

k 2 ·· f(x+ th,y+ fhk. 1 ) 

k:, 

De orde van deze Runge-Kutta methode is 4. 
Dit kan op dezelfde manier bewezen worden als-bij de tweede orde 
Runge-Kutta. We bewijzen het niet maar kunnen wel plausibel maken 
dat het zo is. Nemen we n1. f(x,y) = f(x) dus onafhankelijk van y, 
dan wordt k 1 - k, en de Runge-Kut ta formule gaat over in de Simpson 

integratieformu1e. 

Nu is de fout in de Simpson formu1e d(h 5), zodat het in dit speciale 
geva1 klopt, dat de orde van Runge-Kutta gelijk aan 4 is. 

~~~.~~t.,aps mettt<?den 
De meerstaps methoden voor het oplossen van het beginwaarde-prob1eem 

y' y(a) - 11 
• 

zijn gebaseerd op interpo1atieformules voor de funk.tie f(x,y). 

Zij z(x) een funktie gedefinieerd op (a,b) en daar voldoende vaak 

o n 
• is er precies een polynoom p(x) van de graad <n waarvoor geldt 

k = 0,1,2, ••• ,n. 

De Lagrange formule voor dit polynoom luidt 

n 
p(x) -

k=o 

De a£wijking van het polynoom in 
funktiewaarde wordt gegeven door 

een willekeurig punt x t.o.v. de 

E(x) z(x) p(x) 

(zie ·ook blz NA-1 e~). 
We zullen de afgeleide van p(x) gebruiken 
De grootte.van de fout in de basispunten 
vo1gende ste11ing schatten. 

• 

(4.40) 

a1s benadering voor z'(x). 
kunnen we met behulp van 

' 

de 

• 



Stellin. 
Ala.z 
punt 

een continue (n+1)-de afgeleide 
te vinden k= 

~!wij~: We veronderste11en 
van de parameter A heeft 

Z(x) z(x) - p(x) 

X 
0 

- "- 11:Cx) 

heeft in (a,b) 
zodanig dat 
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dan is bij ieder 

(4.41) 

n+1 nu1punten, nl. de basispunten • Volgens Rolle heeft Z'(x) dan 

n nulpunten, gelegen tussen ieder tweeta1 basispunten. Bij een wi11e-

keurige k kiezen we A ·- zodanig da t ook Z' ( ) w• 0. 
• 

Dit is het geva1 als 

• (4.42) 

• 

Bij deze keuze van A heeft Z'(x) dan n+1 verschillende nulpunten in (a,b). 

Dan is dus 

• (n+1) ! = 0. (4.43) 

Eliminatie van uit (4.42) en (4.43) geeft (4.41). 

We nemen in het volgende aan dat de basispunten aequidistant gelegen 

dus 1 ··· h. Dan is 
• 

X 
0 

De achterwaartse differenties van 

wijzen dat 

+ k.h. Verder schrijven we zk 

z(x) zijn gedefinieerd door 

(4.44) 

z( 

.. . 
ZJJn, 

). 
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n 

m;:::O 

Formule (4.45) geeft de achterwaartse differenties uitgedrukt in de 
funktiewaarden. Omgekeerd is het ook mogelijk de funktiewaarden uit 
te dr ~en in de differenties. Br geldt namelijk 

n 
(4.46) 

ml=O 

De (ach~erwaartse) int.e:r;:po;I;atieformu*'e· van: ,~~.~~9,:Q. geeft het polynoom 

p(x), van de graad ,<: n, dat samenvalt met z(x) in de punten 

•• , uitgedruk:t in de achterwaartse differenties: ::::-n 

n 
• 

p(x) • (4.47) 
m=o ' 

X 

Hierin is s 
h • 

• 

We veronderatellen in het vervolg dat f(x,y) voldoet aan de voorwaarden 
a) en b) uit het existentie-theorema, blz NA-28. 

Door integratie vinden 
doet aan de formule 

y(x+h) y(x) -

' 

we dat de exacte oplossing y(x) van (4.39) vol-

x+h 
f(t,y(t))dt (4.48) 

voor ieder tweetal punten x en x+h in het interval (a 9 b). De meerstaps 
methoden die behandeld zullen worden, verkrijgen we door in (4.48) de 
onbekende funk.tie f(x,y(x)) te vervangen door het interpolatiepolynoom 

berekende funktiewaarden zijn, of juist de te berekenen funktiewaarde 1s • 
• 

We nemen 

noom dat f(x 9 y(x)) vervangt is dan 

k 
p(x) 

m=o 

Afhankelijk van de ligging van x en x+h ten opzichte van de basispunten, 
kunnen we de meerstaps methoden onderscheiden in verschillende klassen. 

• 
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Methode X :x:+h 

Adams Bashforth X X n n+1 
Adams Moulton X X 

n••·1 n 
•• Nystrom X 

1 
X n n+1 

l-1ilne Simpson X X 2 n n 

Adams-Bashforth 
Bij deze methode wordt formule (4.48) 

y .. 
n+1 

X n 

X n+1 

waarbij de coefficienten 
• 

h 
X n 

X 
n+1 

k 
p(x)dx = h 

m-o 

m y .v 
m 

1 
( 

5 )dx - (-1)m 
m 

0 

n- . n n n n- n-

n+ 

f' 
n 

• 

( 4.50) 

n n 

en dezelfde methode wordt gebruikt om y 2 te berekenen, etc. 
n+ 

verhoogd 

Omdat 

y 1 direct berekend kan worden ala y ,Y 1 , ••• bekend zijn noemen we 
n+ _ n n 

de methode ook wel een !!elicie~e m!thqd!• 

• 

Deze methode heeft, zoals iedere multistep methode, een aparte start­
procedure nodig om de eerste k+1 funktiewaarden te bepalen. Meesta1 
wordt daarvoor gebruik gemaakt van de Taylor-reeksontwikkeling rond het 
beginpunt x = a, soms ook wel van een one-step methode zoals Runge-Kutta. 

Om de coefficienten Ym te 

worden) maken wij gebruik 

vinden (die ook direct uit (4.50) berekend kunnen 

van de genererende funk.tie van y. 
m 

Definitie. De ge:q~:i;:,,~renqe _,,:(u~~,t,e van een rij getallen a
0

,a1 ,a
2

, ••• 

is de funk.tie G(t) die in een omgeving van t = 0 in een machtreeks ont-

wikkeld kan worden, waarbij de coefficienten 

Dus 

G(t) 
n- -o 

n a t • n 

juist de getallen a zijn. n 



We bepa1en de genererende funktie van y. 
m 

00 1 
G(t) ( t)m 

m=o mo o 

1 00 1 
( 1 - t) 6 ds 

o m=o 0 

zodat we na berekening van de 1aatste integraal vinden 

G(t) a 
t 

• 

Dit kunnen we ook a1s volgt schrijven 

l~g ( 1 - 1 
t 1 t • 

NA-4-6 
• 

• 

Vu11en we hierin de reeksontwikkeling van de verschillende funkties in 
dan krijgen we 

t t 2 

• 

+ ••• ) ( y + 
0 

1 + t + t 2 + •••• 

Gelijkstelling van de coefficienten van de overeenkomstige machten van t 
geeft de rec-q~ren,~~ ,be,t~elc.k;~ng 

1 1 
Y + 2Y 1 + 3 Ym-2 + m m-

••• + 
1 

m+ 
V - 1 1 I 0 

waarmee Ym berekend kan worden. Voor de eerste waarden van m krijgen we dan 

m 0 

Ym 1 

1 

1 
2 

2 3 6 

12 2 

Als de berekeningen met de hand worden uitgevoerd, zullen de differenties 
expliciet bepaa1d warden. Dit geeft een mogelijke controle op de reken-

nauwkeurigheid, n1 als n 

heid onvoldoende zijn. 



• 

Bij gebruik van een rekenmachine vervangen we de differenties door 
de funktiewaarden, met behulp van (4.45). Dan wordt '(4.49), 

Yn+1 

• waarin 

i 0 

1 

3 

23 

55 

1901 

4227 

k 
h 

i=o 

k 

m=i 

1 
• 

-1 

-16 

-59 

-2774 

-7673 

. f i J.. n 

i 

2 

5 

37 

2616 

9482 

1274 

-6798 

4 

251 

2627 

,. 

425 

tekena, maken de Adams-Bashforth methode n1,tri1eriek onaantrekkelijk. 

Adams-1"Iou1 ton 
Hierbij wordt (4.48) 

• waar1.n 

y* 
m 

• 

X 
n 

X n 

X n, ,,1 

k 

m-o 

• 



Voor de genererende funktie G*(t) van deze coefficienten vinden we 

G*(t) t - ------
log 1- t 

waaruit de recurrente betrekk.ing volgt 

y* + 
m 

. m . 

y* 
m 

• 

* . 1 + ••• 

0 1 

1 

1 + --y* 
· m + 1 o 

2 

1 
12 

1 

0 

m 

m 

1 ... -
2 

We merken op dat de volgende relatie geldt 

G(t) 

0 

4 

waaruit met behulp van de reeksontwik.kelingen volgt 

• 

* * * y + Y1 + • • • + y o m 

6 

In tegenstelling tot Adams-Bashforth is y in(4.54) in het algemeen niet 
n 

eJCpliciet in de overige funktiewaarden uit te dr u~en. We noemen deze 

methode daarom oak wel een ~mplicie~e ~~thod~. Veronderstellen we dat 

Yn_1 ,Yn •• 2 , •• ,,.,yn-k bekend zijn dan moeten \Ve yn oplossen uit de niet 

triviale vergelijking (4.54). We doen dit met de volgende iteratie­

formu1e 

n y + h 
n-1 

k 
( V •= 1) 

f n 

De iteratie verloopt dan als volgt. 

Stel dat we ala beginschatting 

n daarmee n n 

n n 
,:,. f 

n-1 ' 

(o) 
yn 

v2 

hebben, dan berekenen we 

n n 
, .. V f 

ll•• 1 etc. 



• 

Deze differenties vu11en we in het rechterlid van (4.56) 

daarmee een nieuwe schatting we 
n n 

in en 

n , 

NA-49 

berekenen 

en daar-

mee de differenties 

t . (2) t 
}1et vinden we dan de volgende schat-

ing y e c. n 
Het bewijs dat de zo verkregen rij 

standigheden convergeert zal later 

(o) (1) (2) 
Yn ,Y'n ,Yn ' 
gegeven worden. 

onder zekere om-
• 

' 

We veronderstellen voorlopig dat het proces inderdaad convergeert. 

We kunnen het rekenwerk per iteratiestap nog op de volgende wijze ver­

eenvoudigen. We beschouwen 

k 

n 
m--o 

De differenties 
n 

Daaruit 

m en V 
(\1-1) . 

f verschillen a1leen in de waarde 
( V) ( V rm 1) 

f en f • n n volgt 
n 

gemakkelijk dat 

n n 

Vullen we dit in bovenstaande formule in, dan krijgen we 
• 

h 
n m.=o 

n n 

en dus kunnen we de iteratieformule (4.56) vervangen door 

(v) 
n 

Om de 

we de 

mogel~jke introductie van afrondingsfouten te el~mineren 

n 
daarmee nog eenmaa1. 

vullen 

en itereren 

• 



• 

Omdat het iteratieproces bij iedere volgende stap terugkomt, 1oont het 

de moeite de beginschatting 
n 

Daarmee maken we het aantal benodigde iteraties zo klein mogelijk. De 
(o) . 

formule waarmee we y n bepalen noemen we de :ered~g_tor-fo,:r:,i;n~~E?• Als zo-

danig lcunnen we de expliciete formule van Adams-Bashforth gebruik.en. De 

Adams,,.},loul ton formu1e noemen we dan de corrector-formule. 

Voorbeeld 
• 

Y' X •• y2 y(O) - O. 

Als we deze different~aalvergelijking willen oplossen met Adams-Moulton, 
met k = 2 en h .... 0,1 dan krijgen v:Je de volgende formules. 

Predictor: 

Corrector: h(f 
n 

1 

1 
- - Vf 2 n 

1 V 2 f ) 
12 n 

Adams-Bashforth. 

Adams-r'loul ton. 

De drie benodigde startwaarden worden uit de reeksontwikkeling van de 
exacte oplossing verkregen. 

y(x) 1 x:2 
2 

1 5 
20 X + 

8 
X • • • • 

A1s we in (4.54) de differenties weer uitdrukken in de funktiewaarden 
dan krijgen we 

• waarin 

• J.. 

720(3* 4:l 

All y 
n 

0 

1 

1 

5 

9 

2.51 

475 

k 
• 

1 - h 
• 1--0 

k 

• m=i 

1 

1 

8 

19 

646 

1427 

:f • 
n-1 

2 

a II 1 

se::·5 

.. 264 

-798 

• 
J.. 0,1,2, ••• ,k; 

1 

106 

482 

4 

... 19 

11•173 

k= 

) 

27 
' 
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• 

We vergelijken deze tabel met die van blz NA-47, en zien dat de coeffi 

·cienten Dit betekent dat we bij het gebruik 
• 

van (4.58) minder last zullen hebben van afrondingsfouten dan bij (4.53) • 

Ook de afbreekfout bij Adams~-~oulton is kleiner dan bij Adams-Bashforth. 
Dit is intuitief reeds duidelijk want bij Adams-Moulton gebruiken we het 
interpolatie-polynoom tussen de basispunten 1 terwijl bij Adams-Bashforth 
het polynoom bui ten de basispunte11 gebruikt \ivordt ( extr~polatie). 
In het speciale geval k 1 staat de Adams-1~oul ton methode bekend als de 
~!:~,pe~iumrege~ • 

•• Nystro~ 
Hier krijgen we voor (4.48) 

• waarin 

Yn+1 

K 
m 

k 
y - h 

n-1 
m.-o 

1 

.. 1 

m )( .v f 
m n 

• 

De genererende fu~ctie van deze coefficienten is 

K(t) --~t __ 2 111•t 
log 1-t) • 1 ,.t • 

ITierrnee vinden we de recurrente betrekking 

1 1 
X + ·2• M 1 + ••• + 1 KO -m m•• m+ 

m 0 1 

2 0 

2· 

1 
3 

1 
3 

4 

2 
90 

2 

0 

m = 0 

m = 1,2, ••• 

5 
14 
45 

6 

Dat K,- 0 betekent dat de formule (4.59) voor k = 0 en k 
en d1...1s colt: dezelfde nauv1lceurigheid heeft. 
Nystrom is ook een expliciete methode, die hoofdzakelijk 
als predictor bij de I·Iilne-~1impson methode • 

• 

• 

- 1 dezelfde is, 

gebruik.t wordt 

' 



• 

• NA-52 
• 

I 

• 

~i1:n.e., ,s~mJ?~C?,~ . 
In dit geval wordt (4.48) 

' 

k 
:r n, ,2 h m 

x* •V f I m n (4.60) 

.. waarin 

K* 
m 

a• 

m=o 
' 

0 

Voor de genererende funktie van M * vinden vJe 
m 

K*(t) t 
log ( 1,, .. t) • ( 2- t) 

• 

waaruit de recurrente betrel-':"lcing volgt 

x* + m 
1 * 
?m 

m 

x* 
m 

• 

1'""••+ 

0 

2 

Uit de relatie 

1 
K * -1 m+ 0 

1 

-2 

2 

. ·· 1 

0 

1 
I 'Ii .. f 

3 

m 

m 

m 

--

0 

0 

1 

2,3, ••• 

I I 

4 

1 
90 

volgt met behulp van de reelr.sontwikkelingen 

+ + Mm* -· 'H. • m 

6 

1 
a ts 

90 

\Vegens de 

Vie (4.60) 

speciale numerieke waarden van de coefficienten 

1iever in de vorm 

+ 1 vi f 3 n FIF 90 n + 

• 

• 

x* m 
schrijven 

• 
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We merken op dat k 3 tot dezelfde formu1e aanleiding geeft als k 2, 
omdat Hj = o. Dit betekent dat de formule met k = 2 een hogere nauwkeurig­
heid heeft dan verwacht mocht worden. Dit geval k - 2 staat bekend als de 
methode van Milne. Formule (4.61) uitgeschreven in funktiewaarden wordt dan 

+ 4f n- (4.62) 

A1s f onafhankelijk is van y, is dit de bekende §~~p~on integratie 
formule. 
De Milne-Simpson methode is een impl~-~~~te, meth9de,, Als predictor ge-

, 

bruikt men liefst een formule met een afbreekfout van dezelfde orde van 
•• grootte als de corrector. Zo'n formule is hier bijvoorbeeld Nystrom. 

Milne zel£ had voorgesteld als predictor 

1 ,,. 4f 
n-

Deze ontstaat door 
op de punten xn_ 1 , 

integratie van het tweedegraads interpolatiepolynoom 
xn_2 en xn_3 over n- n 

• 

v·ve leiden tenslotte nog een uitdruklr.ing af voor de lokale afbreekfout bij 
de verschillende behandelde meerstaps methoden. Onder lolc.ale afbreekfout 
verstaan v,e de fout die E.~r integ:rati~.-::~~aE gemaakt wordt. ~'le gaan daarbij 
uit van de afbreekfout in de interpolatieformule. 

Bij Adams-Bashforth krijgen we de interpolatieformule 

m-o 

waaruit door integratie volgt 

k 
y(x) - h 

n - m n m--o 

Hierin is de restterm 

n 

Daar in 

X 
n+1 

AB 

• 

tekenvast en 
• 

• 
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continu is mogen we de middelwaardestelling (NA-11) toepassen. Doen 
we d~t dan krijgen we 

AB 

AB 

X n 

X 
n+1 

Op gehee1 analoge wijze vinden we bij Adams-l~oulton 

y(x) 
n 

k 

waarin voor ~e restterm geldt 

Uit de formules (4.63) en (4.64) 

y' (x ) + 
n 

AM 

(4.64) 

zien we dat de afbreekfout in beide 

nauv1keurigheid van ·Adams••11}1ou1.ton zit 

Om bij Nystrom voor de 

k 

m-o 

en evenzo bij Milne-Simpson voor 
• 

k 
y(x) 

n 
y(x 

n-
h 

m.=o 

m 
V 

bij Adams-Bashforth. 

gedefinieerd door 

y' (x ) + 
n 

(4.66) 

een soortgelijke formule af te 1eiden als (4.63) en (4.64), kunnen we 

in deze ge .. ,., 

va11.en niet tekenvast is in het integratie-,interval. De afleiding in het 

a1gemene geva1 is daardoor vee1 gecompliceerder. We beperken ons hier tot 

twee spec~a1e geva11en. 

• 
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... 
Voor Nystrom nemen we het geval k = o (dus oak k = 1)., 
Voor het gemak nemen we aan dat x - -h x = o 

n-1 ' n ' X 
n+1 = h. Vullen we 

vervo1gens k - 0 in (4.65) in dan krijgen we 

• 

I'JY 
R 

0 
y ( h ) == y ( ,, ,= h ) - 2 h y 1 ( O) • 

lvlet de Taylor-ontwD-c.keling voor y(x) vi11den we 

y(h) 

y(-h) 

en dus 

y(O) + hy'(O) + 

NY 
R 

0 

) 

in het 

0 < ~1 < h, 

-h < ~ < o, 

is er een punt tin <,1 , ) waarvoor geldt 

1 

Vullen we dit in de vorige formule in dan krijgen we 

• • 

1 
3 

Bij Iviilne,,,,Simpson bepalen we de restterm in het speciale geval k = 2 

(dus oak k = 3), de methode van Milne. 

We kiezen nu x 2 = -h, 
n-

in (4.66) in en krijgen 

X 
n-1 

dan 

y( lltllh) 

= 0, X 1 n+ 

h(2y' (O) + 

= h- Vervolgens vullen we k - 2 

·Het is gemakkel.ijk te verifieren dat de volgende formule geldt 

RMS ..... 
2 "''" 

0 

h 



• 

We introduceren nu de funktie 

X 

F(x) 
0 

- i\. 

Dan geldt 
v= F( sn•h) 

F(O) = O, F(-x) = - F(x). 
o. Dit is mogelijk omdat 

h 1 t 
1+ 

t 
a ,: £ 

h h dt h + --
0 4 4 ct ,2 

Met deze keuze van A krijgen we 

F(h) RMS 
2 + 

1 - o. 

X 

0 

1 - t 
h 

4 

• 

• 

+ 

t 
1 + h 

4 

We kiezen A zo dat. ook F(h) 

0 1 ( h * - -- K .. 
.. Pl 
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o. 

We bepalen nu nog de waarde van X. Omdat F(+ h). F(O) = 0 ~s er een 
C tussen Oen h zodanig dat F'(~~) - 0 (Rolle). Verder is • 

F 1 (x) = y 1 (x) + y' (-x) - 2y' (0) - -­
ht 

X r,. ,11£ 

h 

4 
+ 

X 1 + C Ii 

h 

4 

waaruit men, door invullen, kan vinden dat F' (0) == F' (+h) = O. Dus 
heeft vijf verschillende nulpunten in (-h,h). Met Rolle vinden we 

op de 
punt, 

• 

bekende manier dat 
zeg ~, heeft. Daar 

vinden we voor A de uitdrukking 
• 

F' (x) 
dan 

nu1-

• 

Uit de op dezelfde manier als hierboven 
dater een punt t bestaat zodanig dat 



zodat we tenslotte de formule krijgen 

Qi , X 
n 

(4.68) 

We geven nu nag het op blz NA-49 beloofde bewijs van de 9onye,~g~nti~ 
Y.~n.. a1i:e.~ .... i ter8:~ieE~o,c_e,s bij Adams-I'1oulton en r~~ilne-Simpson.-

De algemene vorm van een corrector-formule is 

Hierin is y' n 
van de reeds 

N h Y' + /IIA,. ..... W' 1· n n-

terwijl 

bekende waarden y 1 , 
n- n-

Als we veronderstellen dat 

y a1& 

n 
= a, h [:f ( X t y ) n n 

is dan is 

Omdat we geeist hebben dat f(x,y) aan de Lipschitzvoorwaarde voldoet, 
d.w.z. 

I f(x ,Y ) n n 

geldt 

Hieruit 
als 

volgt dat de rij 

' 

• 

convergeert met limiet y n 

• 



• 
• 
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Het iteratieproces 
1 

convergeert dus altijd als h voldoende klein is, n1. ala 
h <--­a.JL • 

Om in de praktijk het iteratieproces, bij het b~reiken van 

nodig. We vinden deze als volgt. 

Dua 
.. 

n 

de gewenste 

n n 

Het rechterlid van deze ongelijkheid kan gemak:k.elijk berekend worden, 
vooral als we, zoals dik:wijls gebeurt, veronderstellen dat h zo klein 
is dat we 1- l~lhL - 1 mogen nemen • 

• 

5. Stabiliteit 

In de vorige paragraaf hebben we formules afgeleid, die ons in staat 
stelden een beginwanrde-probleem stap voor stap op te lossen. Bij het 
gebruik van deze formules maken we per stap een fout, die we lokale af-

n 
hebben we bij een willekeurige integratiestap niet alleen met de lokale 
afbreekfout te maken maar ook met de voortplanting van de reeds eerder 
gemaakte fouten. Om iets te kunnen zeggen over de nauwkeurigheid van de 
methode ~s het daarom belangrijk te weten wat het effect bij verdere 
~ntegrat~estappen is van een eenmaal ge!ntroduceerde fout. Als de fouten 
de neiging vertonen om sterk aan te groeien spreken we van instabiliteit. 

We geven hier geen qefinitie van het p~griF_ §,t,~bil~tei~, maar we zullen 
ll I !ill i 2 I 

in een aantal geva1len aangeven wat we ender stabiliteit of instabiliteit 
zullen verstaan. Verder zullen we naast de stabili tei t ook de ~-~pv~ruSi~~,;t.~,~ 
van de methode onderzoeken • 

• 

• 



• 

• 

We veronderstellen dat het beginwaarde-probleem 

+ ••• + p y = q 
m 

met de beginvoorwaarden 

De 
De 

( j_) 
i = 0,1,2, ••• ,m-1. 

•• • 
coefficienten van (5.1) mogen funkties 
algemene oplossing van (5.1) is 

• 

y(x) 
S:::.: 1 

i\. y (x) + y (x) 
S S 0 

• 

• • van x ZJ..Jn. 
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de homogene vergelijking, (5.1) met q = O, en y (x) een particuliere 
0 

oplossing is van de inhomogene vergelijking. Bij een speciale keuze van 
• 

We veronderstellen nu dat de numerieke methode waarmee we (5.1) willen 
oplossen bestaat uit de differentievergelijking 

a Y + a1y 1 + • • • + on n- y- = b 
n" -k n 

• 

Verder nemen we aan dat, eventueel met een startprocedure, de waarden y. 

' 

De algemene oplossing van deze k-de or<!~ .. -1+~~~~~.~ c~~~,~~-!.~.,~ .. ~ .. =i;!::,.,Y, •. ~.r,.,g~~;j,~-~~S 
is -

k 

s=1 
s n 

. ( 0) 
+ y .. 

n 

Hierin ziJn Y ,Y t•••t k ona a e iJ e op ossingen . n n n 

• 

culiere op1ossing 

waarden te voldoen 

gekozen worden. 

van de ~nhomogene vergelijk~ng. Om aan de start-

moeten voor de coefficienten A speciale waarden 
s 

• 

• 



Bij iedere oplossing (5.5) van de differentievergelijking holJrt ee11 

t k . . 1 · . f kt. · ( ' ( ) · ·· s u sgew1Js 1.neaire un 1.e y x,hJ zodat y x ,h = y d!I> .ie :1or!r'::ll::;•": 
n n 

y(x,h) een benaderende oplossing van de di.fferentirtalverg:r:~1.:i. J1,', t .. r;,·~ 
m 't (s) . "-' ,., '" 

en 
s n n 

k 
y(x,h) = 

s=1 
A Y (x,h) + Y (x,h) 

s a o 

We noemen nu een numerieke methode convergent als voor h •Ode 
oplossing y(x,h) van de differentie

1

verge'i'ijking nadert tot de exticte 
oplossing y(x) van de different~aalvergelijking. 
We noemen een numerieke methode stabie1 ala bij vaste h het asymptotisch 
gedrag na een groot aantal stappen, van de oplossing van de differentie­
vergelijking overeenkomt met het asympto'tisch gedrag va11 de oplossing 
van de differentiaalvergelijking. 

In het geval k = m mogen we verwachten dat bij 

een y (x) uit (5.3) behoort waarvoor geldt dat 
s 

Y (x,h) ., v (x) als h ·a. o. s .., s 
In het geval k > m, dat dikwijls zal voorkomen bij predictor-corrector 

• over1.ge 
' 

k-m funkties Y (x,h) 
6 

hebben geen bijbehorende oplossing van de differen .... 

tiaalvergelijking. 1,1e onderscheiden nu de volgende soorten instabili-

teiten. 

Inherente instabiliteit 

Deze is geen gevolg van de gekozen numerieke methode, ~naar is inhererit 
aan het probleem. Veronderste1 namelijk dat de oplossing (5.3) een do-

van (5.6) za1 o.a. door afrondings- en afbreekfouten met een (mogeliJk 
kleine) coefficient f. O voorkomen. Eenma.al ge!:ntroduceerd zal deze 
term spoedig een over.eersende invloed hebben op de oplossing y(x,h). Het 
probleem zelf is hier instabie1, omdat een kleine verandering van de be­
g~nvoorwaarden een grate verandering in de oplossing geeft. Het is een 
analoog effeqt a1s bij een ~11-conditioned stelsel 1ineaire vergelijkingen. 

Partiele instabiliteit 

\¥e beschouwen het geval k = m, en we verond.erstellen dat iedere 
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zich geheel 

anders gedraagt dan y1 (x) voor grate waarden van x, dan is de methode 

instabiel. I11. het algemeen bestaat er in deze gevallen een g~reri.SV\/i.:t,::1.rde 

H voor h, zodat we ~nstabiliteit hebben als h > H en stabiliteit als 
0 . 0 

h < H
0

• We noemen di·t ver~ch.1·J·nr.)el ._. . dac1.rom partiele instabili tei t e l·1et 
• 

deze definitie impliceert partiele instab~liteit dus convergentie. 

3terke instabiliteit 

We beschouwen nu bet geval k > m, en veronderstellen dat bij ~edere 

y (x) een Y (x,h) bestaat zodat Y (x,h) ~ y (x) als h • O. Dan hebben s s s s 
de overige oplossingen Y (x,h) geen overeenkomstige oplossing van de 

s 

g~~ van de differentie-vergelijking. Het zijn funkties die vreemd zijn 

aan het beginwaardeprobleem, 

methode 
... 

geintroduceerd zijn. 

dan hebben we convergentie. 

maar door de speciale keuze van de numerieke 

Als de parasitaire Y (x,h) • 0 voor h • 0 
s 

A1s bij vaste h het asymptotisc~ gedrag van de parasitaire oplossingen 
geen invloed heeft op dat van de ec~te oplossing, dan is de methode 
stabiel. Het komt echter dikwijls voor dat de parasitaire oplossingen 
niet verdwijnen als h ·• 0 en daarbij voor vante h sterker groeien dan 
een willekeurige oplossing van de differentiaalvergelijking als x • ~. 
Dit verschijnsel noemen we sterke instabiliteit; het impliceert dus 
geen convergentie en geen stabiliteit. Als we wel convergentie hebben 
maar geen stabiel asymptatisch gedrag noemen we de methode zwak instabiel. 

Enkele voorbeelden 

Inherente instabiliteit 
De vergelijking 

y' y - X 

heeft de algemene oplossing 

y(x) 
X 

== A e 
• 

+ X + 1 

ginvoorwaarde. Kiezen we speciaal y(O) = 1 dan is A= 0 en de oplossing 
X 

wordt dan y = x + 1, een funktie die in vergelijking mete slechts lang-

zaam 

• 



geintroduceerd dan zal deze spoedig de werkelijke oplossing verdringen 
Dezelfde moeilijkheden krijgen we bij de tweede-orde differentiaalver­
gelijking 

f(x).y 

als f(x) > O. Speciaal als f(x) av 1~ 2 voor x ,, -. zal het asymptt=,tisch 
. . . . kx -kx 

• 
Daarvan zal de. eerste term, zelf s als deze onderdrukt is door de begin,, .. 
voorwaarden, uiteindelijk domineren bij iedere numerieke methode. 

Partiele ~nstabiliteit 
. , ' -· . ' " ' 

De part~e1e instabilite~t komt vaak voor b~j &~nstapsmethoden zoals 
Runge-Kutta, of de Taylor methode. Het kan de aanleiding zijn om in 
plaats van een one-step methode een multistep methode te kiezen. 
~e beschouwen de vergelijking 

-10y + 9 10x, y(O) = 1 .. 
• 

De algemen oplossing hiervan is 

y - X + 1 

en de beginvoorwaarde is zo dat ~ = 0 genomen moet worden. 
AJs oplossingsmethode nemen we Taylor die we na de tweede afgeleide af 
breken, dus 

2 

h ' h '' y ;;:: y + y + 2 Yn• n+1 n n 
• 

Invullen geeft de recurrente betrekk.ing 
• 

n+1 . n n n 

De hierbij behorende homogene differentievergelijking 

• 

Yn+1 
(1 

heeft als oplossing 

n 

10h + 50h 2 )y n 

• 

vJaarbij t - 1 10h + 50h2 • 
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• 

X 
I tit P 

Voor vaste x geldt dan dat Y (x,h) 
-10 1 (1 - 10h + nadert tot 

en dus 

-~ls echter h > 0.2 dan is t > 1 

..... o. fJe 

convergeert de methode. 

e:t1 dan zal Y1 ( x 1 h) • • oo als 

asymptotische gedragingen de overeenkomstige 

h > 0.2 dus geheel verschillend. Je zien dat de grenswaarde 

v·oor een kleinere waa.rde h = 0.15 krijgen wet= en dus 

Dus geldt dat evenals y 1 (x) in dit geval ook 

naar nul nadert a1s x ~ 

x .... .,, terwi j 1 

zijn voor 

H "- 0· 2 - I I# <Iii' 

o ( 1 ) r: n 
y = ( .) -

n 
langzarner 1 

Passen we op cit voorbee1d de 4e orde Runge-Kutta formule toe dan krijgen 
we de formule 

• 

y -·-n+ 1 
• 

(1 10h + 50h2 

De term tussen haak.jes is groter da~ 1 als h > 0.2?. Dus is voor 
stabiele integratie vereist dat h < 0.27. 

· Door toepassing van een andere methode kunnen we de partiele instabi1i 
teit verm~jden. Gebruiken we bijvoorbee1d de trapeziumregel 

Yn+1 - y + n 
+ y') n 

dan krijgen we in ons voorbee1d de differentieformule 

(1 
n+ 

• • 

5h)y + h(9 
n 

5(x n n+ 

De bijbehorende homogene vergelijlcing is dan 

Yn+1 

en dus hebben we onvoorwaarde1ijke stabiliteit, omdat 

voor alle h. 

• 

< 1 
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Predictor,•-oorrector methoden kunnen last hebben van de meer kata-

11:r 1 n+ 

Als de op1ossing van de differentiaalvergelijking y(x) een polynoom 
van de graad ~ 6 dan geeft (5.7) deze oplossing exact. De formule 
is dus zeer nauwke1.1r"ig in die zin dat de afbreekfout zeer klein is 
name1ijk d(h1 ). ' 

Passen we (5.7) toe op de vergelijking y' = X y dan k:rijgen we de 
recurrente relatie 

(11 
n+ - ( 11 + = o. 

• 
' 

Intern1ezzo. 
De methode van oplossen van een lineaire differentievergelijking 

Y - b n,,-k n' n=k,k+1, ••• 
' 

" 18 

vertoont vee1 overeenkomst met de oplossingsmethode voor een lineaire 
differentiaa1vergelijk.ing. 
Men kan eenvoudi_--.g bewijzen, op precies dezelfde manier als bij de dif'­
ferent:u1alverge1· ing dat de oplossingen van de homogene differenti~ 
vergelijking, (5. 9) met b O voor alle n, een lineai_re ruimte vor-n 
men bestaande uit alle combinaties van k 

(s) 
Y en dat de algemene oplossing van de n 

onafhankelijke oplossingen 

inhomogene vergelijking be 11·• 

staat u~t ~~n particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking 

p1us de algemene op1ossing van de homogene vergelijking. In for," n 
mu1e 

A1s 

y 
n n 

k 

1 s n 

een lineaire differentievergelijking met Constante coefftcienten. In 
.. vin-•• dat 

den n 
1en 

+ ••• + :;11111 0 
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n s 
Is p1 tweevoudige wortel van (5.11) dan blijkt (door invullen) dat ook 

n n . 

tiaalvergelijking waar bij een tweevoudige wortel p van de karakteris ffl 

Formule (5.8) is een homogene lineaire differentievergelijking met 
constante coefficienten. De algemene oplosaing daarvan is dan ook 

y 
n 

•1111 

waarbij p
1

, p
2 

en p
3 

de wortels zijn van de karak.teristieke verge1~ ·ng 

( 11 .... 3Ah)p3 + (27 27Ah)p2 - (27+ 27Ah)p ( 11 + 3Xh) = O. 

Men kan 11i.trekenen dat deze vergelijking voor iedere waarde van J\.h 

een wortel p
1 

< ,.1.5 heeft. e op ossing n p1 is an oo een pal"•• 

sitaire oplossing met een snelgroeiende oscillerende waarde. We hebben 
in dit geva1 dus sterke instabiliteit. We merken nog op dat het ver .. •• 
k:1einen van h geen verbetering oplevert voor wat betreft de stabi1iteit. 
De parasi tai➔re opl.ossingen bestaan en een ervan groeit aan voor a1le h. 
We zien dat (5.7) ondanks de kleine fout die we per stap maken erg on­
aantrekke1ijk is juist vanwege de sterke instabiliteit van de methode. 

We beschouwen nu nog algemeen de multistep methode waarvan de formule 
1uidt 

a. y + a.1y 1 + • • • + o n n 

We veronderstellen dat n ~ o, en ln 1+ I~ l > 0 voor s = 0,1, ••• ,k. 
0 S S 

We noemen k de orde van de methode; het is het aantal voorgaande punten 

.. waa .. 1~.ee het vo1gende punt berekend wordt. De g;:§-~<l;, p van (5.12) is de 

maximal.e graad van het polynoom waarvoor aan (5.12) exact voldaan is. 

rentieformule (5.12) definieren we twee polynomen 

p(z) 
k 

a.o z + + a.k ••• 

a(z) 1,1 z k 
■ 111 • + ••• + 

0 



We veronderstellen nu dat p(z) en a(z) geen gemeenschappelijke factor 
hebben en dat p ~ 1 1 en geven enk.ele resultaten welke afkomstig zijn 
va.n, G.Dahlquist. 

S t"~'~.l~.A~ 
De multistep m~thode (5.12) ~s dan en alleen dan convergent als alle 
nulpunten van het polynoom p(z) op of binnen de eenheidscirkel liggen 
en de wortels die op de eenheidscirkel liggen enkelvoudig zijn. 

Nu bevat (5.12) 2k+1 onafhankelijke constanten a. en J3. We kunnen s s 
deze constanten zo kiezen dat de graad van (5.12) gelijk is aan 2k. 
Er geldt echter de volgende stelling. 

~te.~;t~ng 
De maximale graad p waarvoor aan de noodzakelijke voorwaarden voor 
convergentie voldaan is, is p -- k + 2 voor even k, en p = k + 1 voor 
oneven k. Als p - k + 2 bij even k moet tevens a. = -a. en 

S n••••S 

cirkel. 

De formule met de kleinste afbreekfout 
formule wat betreft de stabiliteit. 

-1S dus niet de best mogelijke 

In het geval van een convergente methode is het nog wel mogelijk dat 
het polynoom p(z) - Aha(z) dat behoort bij de differentiaalvergelijking 
y' = AY nulpunten buiten de eenheidscirkel heeft voor positieve waarden 
van h. De hieruit voortvloeiende instabiliteit is minder erg dan de 
sterke instabiliteit en wordt door Dahlquist zw e instabiliteit ge-.. 
noemd. 
Zo is bijvoorbeeld (5.7) sterk instabiel want k - 3 en p = 6. 
De Milne Simpson formule 

• 

+ 4y' + y' ) n n-1 

heeft k = 2 en p = 4. De polynoJ\\en zijn p(z) z 2 - 1 en o(z) -

de nulpunten van p(z) 
• 

zijn + 1. De nulpunten van p(z) == Ao(z) • • 
ZJ..jll 

correspondeert met 
' 

is. Voor A 

en P -2 -

1 
·• - Xh 
e 3 (1 + 

de exacte op1ossing van y' - AY terwijl :p2 .... 

> 0 doet deze pa,·asitaire op1ossing niet terzak.e, pa.rasi tair 

m.aa·r geeft instabiliteit voor negatieve A• Dus Milne-Simpson is zwak. 

instabie1. 
• 

• 



• NA 67 

• 

In het geval van een niet-1ineaire differentiaalvergelijking y' :r(x,y) 
is het vee1 moeilijker om na te gaan of de gebruikte methode stabie1 
is. We kunnen alleen iets zeggen ala we de oplossing lokaal bekijken. 
In een k.1ein gebied vervangen we de differentiaalvergelijking door de 
1~nea5re benadering 

De hierbij behorende homogene vergelijking is 

Y 1 ..... 4A.y met 

Een 

of 
oy. 

waarde 
a·t 

over de 1okale 

stabi1iteit van de methode. constant is, 

is het mogelijk dat een methode in het ene gebied stabiel 
... .. is, en in 

• 

een ander instabiel. Verder is het niet duidelijk hoe de niet lineaire 

termen die we hebben weggelaten het gedrag van de op1osaing zullen be­
inv1oeden. 

~p~e:~#.P-ang 
Bij het kiezen van een rekenmethode is het niet nodig dat we ons be 
perken tot de formules die onder alle omstandigheden stabiel zijn. 
A11een s·terke instabiliteit moeten we altijd vermijden. Verder zullen 
aileen instabiliteiten die aanleiding geven tot grote relatieve fouten 
in de oplossing gevaarlijk zijn. Dit zal speciaal het geval zijn al.s 
de werkel.ijke oplossing een afnemende funk.tie is. 
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