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FACULTEITREEKSEN. 

1. Gegener~liseerde Btlta-integr.,alen. Algemene ontwikkelingsstelli,ng. 

I. Zij t ( t) een in het interval c<... t <. / reguliere functie, die in 

dit interval voldoet aan de relatief 

lt(t)j < C
1 
t-ii0 (t-tf9

'' 

waarin c, > o . , <\~ en 9,, 
getallen voorstellen. 

van t onaf'hank_elijke 

We definieren dan voor ~ o< > 11"; Ra.~>~, 
B~ta-integraal E ( o{ '~; r ) als 

]?, ( o1,f; ttt»: J t'"- 1 
(; - t ;13-' '/At) d.! (1) 

0 

geschikt gekozen reele 

de gegeneraliseerde 

II. Zij t (t) een functie, die na het aanbrengen van een snede langs 

de reele as van l naar -co analytisch en eenwaardig is in de cirkel 
(,1 gedefinieerd door j1-tj =81 </ • Ste1 verder dat beide analytische 

voortzettingen op het segment O < i < 1 bestaan, ondubbelzinnig be­

paald zijn en dat voor beiden in die omgeving van f = O geldt 

1 rLtJJ. < c1 + -'l .. 

We definieren dan v~or ~ o/.) t• 

( 2) ]J,, (2> ; 'i'tth;i:-l t ol-
1 
( t-t 1 

'JAB clt 

De integratieweg \vj wordt hierin genomen langs de reele as van 

0 tot l - &, , in positieve rich-ting langs de omtrek vanCr, en weer 
terug langs de reele as van 1 -b, , naar o. Langs het eerste stuk v,n 

de reele as kiest men voor de waarde van 'JI ( t ) een van de bovenge­

noe mde voortzettingen, zodat na het doorlopen van de omtrek vanC, 
(in positieve richting) en andersom de andere voortzetting van''f (t) 

wordt aangenomen. Arg (t -1) wordt gelijk aan nul gest.eld in 
t=1+S,. 

~.!!ls!~!f ing: 
Is f (t) ,regulier in t = 1, dan is als Re~> c, · 

( 3) .B, ( o( ·~~'JAY= ~ TC~ _B ( 4t)f.> i rtl» 
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Is bovendien {?> geheel, dan is 

(4) J3,(cxt~ i'f'lH i~(t~ ~ ](<X>f;ftty 

III. Zij 't' ( t ) een functie, die, na het aanbrengen van een snede 

iangs de reele as van O naar do , analytisch en eenwaardig is in de 

cirkel C.. gedefinieerd door \ tj ::: bb <. I • Stel verder, dat de 

beide analytische voortzettingen l'angs het segmerrt O < t < 1 bestaan 
en dat voor beide in de omgeving van t = 1 geldt 

}yAt)j < ~ v-tf~' 
We definieren dan voor R.tp > '}i 

(5) B (o1. A· ,11(t)\:: --' ( l-tf,(-I (1-t)f,-, t(t) dt 
0 ) ,- I J 1/ ).1( ~ l 

u WI> .. 
De integratieweg w0 wordt hierin genomen langs de reele as van 

1 naar 6
0 

, in posi t:ieve richting langs de omtrek van (
0 

en weer 

terug langs de reele as van 8
0 

naar 1. Langs het eer~te stuk van de 

reele as kie st men voor de waarde van "t (t) een van bovengenoemde 

analytische voortzettingen, zodat~ na het doorlopen van C
0 

in posi-

.. tieve richting, de and ere voortzetting van f (i) wordt aangenomen. 

Arg (- i) wordt gelijk aan nul gesteld in t = -80 • 

Q:QID~Itim§Ut 
Algemeen geldt: 

(6) 

Verder geldt als '}1 (t) regulier is int= 0 en als fu- ()( > o : 

(7) B0 ( 0 (,~;ft~:c~ltol B(~
1
~;'f'(tj 

Is bovendien c:J.. geheel, dan: 

(8) 

IV. We bewijzen nu voor integralen van het type (2) een algemene 

ontwikkelingsstelling. Wegens de betrekking (6) kan men deze direct 

omzetten in een ontwikkelingsstelling voor·integralen van het type 
(5). Een analoog bewijs levert een later te noemen algemene ontwik­
kelingsstelling voor integralen van het type (1). 

Bes'chouw dus een integraal van het type (2). Neem aan, dat r (t) 
te schrijven is als r(t) = ~lt,) f(tj 
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waarin 1 (t) een functie is, die in de cirkel \ / - t / = 1 analytisch en 

eenwaardig is en daar voldoet aan 

(9) h{tJ/ < c,) tr ~o. ( I- 1,-tf 'p 

waarin C-4 > t >-o en 9, geschikt gekozen, van t onafhankelijke getal­

len voorstellen. De voorf (t) ingevoerde veronderstellingen impli­
ceren, dat· 1 (i) na het aanbrengen van een snede langs de reele as 

van 1 naar -oo in de cirkel c, analytisch en eenwaardig is, dat de 

be.ide analytische voortzettingen op het segment O < t <. 1 bestaan en 

ondubbelzinnig bepaald zijn. We nemen bovendien aan, dat de genoemde 

voortzettingen op dat deel van het segment, hetwelk in de omgeving 

van t = 0 ligt, voldoen aan 
1 

(10) \ 1{t){ < cs t -'i 
waarin c, > o en O.: geschikt 

getallen voorstellen. 
gekozen van t onafhankelijke reele 

Nu geldt de volgende 

Stelling: B1 ( o( ,f-' ; ';' (f)) kan voor R.a,. <:i >'f +~+ti ontwikke ld 

t ()!.-q,-1(l-_,J(3-Hk ~tt)<!t 
in de reeks: 

---L:-- it ( -1) k a\t 1 
.2ITL O 'w, 

I 

waarin de a,.k de ontwikkelingscoefficienten zijn van 
°' k t q, q:lt) = ? ak D- t) 

Bewijs: We schrijven ll 

t 9, 'f(t) , Jf__ (-i akU-/ ~1t-/ S/tJ 
zodat 

geldt 

t- k+i k S1 (t) = 4;- (-1) ·Uk1-~ lt-U 
Is nu O < ,t:,. < 1 en )( de omtrek van de cirkel 

1: 

worden 
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Gebruik makend van de ongelijkheid {9) vinden we 

, 11) . \ s ~ ct J I < c, u -"lr1- "t -
1 j i~; 

)('t 
waari:h C,6 een van ~ onafhankelijke constante voorstel t. 

Passen we nu toe de transform~tie 
1-'W" .. (I- i:) 1 ~t<f 

waarin y = \1- tf , dus O ~ ? < If,. , dan vinden we voor de integraal in 

het rechterlid van bovenstaande ongelijkheid 

5 w - - tit. \1l" --;:=d..=Cf'====::; 
)(,.J'W"- t I - ~ V-t1 

- .2 ,c ~ cm~ + f ' 
1 .2. \2. • J. , ( ).i 

-t: - 1"' ~ ~er +r =(ii.- f; -1- 4 "tr IW\\ :r r ? I(,-~ 

Hierin is 

Mt a-i.J • 2 I q .2. 

? '-t "- f 4!,,\,. r <f f:. ir2 It- f Cf 

Is f i ( 2 - V3 ) , dan is 

'l1-2"lf(d,)Cf +{~(,t,-_F( ~ tt..2(~ _,y-
zodat dan 

{ kkrl < -~ 
)K tw--t\ =- Vi- I 

't-

Is daarentegen r > ( 2 - V3) , dan is er in het eerste kwadrant 

een hoek ½ <( te vinden zodanig dat sin ½ j' = 1~~ en 
¥ re- y2Jtf 

( \d. i.r-J ~- l "£ ( . ~1- + '- ·'i ( \~ ~ ~ + 7r ff lo-a. -rr + rr i 5. J,.!. 
JK \t.r- ti - l '"l-r Jo lvlLf "l-- p f o Vf o 

'to 

In de laatste uitdrukking zijn de eerste en tweede term begrensd 
.2. terwijl de laatste term van de orde log- is. Onder all~ omstandig­

tz;,-i0 
heden geldt dus l 

( \d,w-1 < C 0.. 2. 

J)'( lw-tl 1 ~ '(,- f 
'C. 

Volgens (11) vinden we:· 

(12) ( c1 en c0 z.ij n con-
. st.ant) 

We kunnen nu schrijven: j 

.B ( «, f; 1f'(f»" >~it 1::-l ak t f "'''V' If _/>+k-' 1& J dt 

met B,e ~ 
1

~ i j ("-q -c lf- l +i-, }(t J S ~(t) ,H-
\V. 

I 
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De integralen bestaan, want t (f) voldoet aan (10) en er is 

verondersteld \k ( a{ - ~ - q.' ) > ~ met ~~ o . • 
Wegens het fei t, dat i (t) regulier is op v./1 (behalv~ in de om­

geving van t = 0 in welk geval echter (10) geldt) is 1-f:~~lt)j 
beperkt op \.M , en geldtt 

<13 l \ 1\r j < e, l, HI 11.co1-\-i·-•11t -ii R.lp•.e-,i I Sit~idtl 

=2Cq rb1\tlRtlcC-C\,-1·-,)1t-1)Re~J>-,}1s,zlt)jlcttl + c,o 8, ~ \S,eH~ldtJ 
o C, 

Voor de laatste integraal vinden we met behulp van (12) 

\ j Si+!/ \cit) < C,; ,t_,t (I- ,if?¾-~-
t, ~-~ 

waarin -t.. > S, (maarll < I ). • 

We zien dus dat s/.L \S_elt)lldt/ tot nul nadert als -1', onbeperkt 
t..., 

aangroeit. Wat betreft de Jerste integraal in het rechterlid van (13) 

nemen we aan, dat i zo groat is, dat Rt (f +i -1 )> O. Dan wordt ze 
gemajoreerd door ft \te(d-q, -q,'-,) (1-fj Ri(f-,+-f-,) I Si(t}} dt 

0 

Voor t ~ X kiezen we in (12) -t- = /- .2! , dus 

en omdat l'l-1 begrensd is, als ,l onbe.grensd ·toeneemt, 

t ::,..!.. I J t .. -f S,eeo < c,:1 ! 2,- 4! . 
Is daarentegen t < f dan nemen we in (12) ,t."' f ( I+ ~ ) , 11us 

1 --t= -1:. -f = ½ (1 -?), Omdat dan"C--.t~ /(.-ip =(l -~)-'~'? begrensCt 

is vinden we voor t < .t : 
\s,(t)I < c,, 1 •-vft ½ ,~r = c,, rt 1,-; 

De eerste integraal in het rechterlid van (13) wordt dus gemajo-

reerd door: 
c

12 
,t 'f ta, 4 ,,f, )~-, t P, /ci-1-'l-,) (1- t) l\t(~• ,f-i} J t + 

c,, ( t ll.l cl-n: -p-,) L,-tl R.(f' +J-~ J"3' t d t 
0 

tot 

Wegens Rt ( Cl( - q. - ~ -~) > 0 bestaat de laatste integraal en nadert 

nul als .-f tot oneindig nadert. ., o, '- ') 

i k ,<.-~p (JI u-K-
we be"wijzen nu eerst voor vaste /J., : f (,- t) dJ : l A 

I t' 



-6-

Immers als k < 0 geldt 
1 

1 k 

l JI ik (r- t)l+J dtl < 1-kJ" (1-d+}' d! < rk )&-+/•}' di = ,t 
',r' r' 0 + .P ... ' 

Neemt men verder aan, dat deze laatste stelling voor zekere k 
geldt, dan geldt zo ook voor k + 1, immers 

( t'l+}'+t k J' 1... , -~·J\ ) , t k+, u-t)£ +J\tl: == ,_ 1- -, + ~+, t ~ (,-tJ -J + dt = CJ(! J 
r' J +;tt' i+J1+t r 

volgens de inductieonderstelling. 

We vinden dus j 

1t 1 i ( t ~(¢-1-q;-,} U- t)R.i{~+ -,) d t 
1 4 }_,f' 

= _lP 1,_ 4 J (1 ( _,f R.e(-cii-'y + t'~ 

:: er ( J ~(-ci+ii+q/ +~) 1~ 1i 1) 
hetgeen tot nul nadert wegens Rt (.a{ -<\-1--\> ) > O. 

Hiermede is de algemene ontwikkelingsstelling voor B,-integralen 
bewezen, aangezien blijkt, dat 'R~ tot nul nadert als ~ tet oo nadert. 

V ... Stelt men de zelfde eisen aan 4' (f )= St (t) Cf ("t ) en bovendien de eis, 
dat in de omgeving van t :=, t,p h~t s eg~~nt O < t < 1 geldt 

\~ct )I < c,,., (1-t tr danoovindt ~en voor R.t~ > f -:-rj,' + Rt~, Ref>~-
U ( ll\\ \L ( tc1-q,-, / t)f->~/-l~ UJ1 clt 
J.) d,~ i fCr J) :: £;- a~ J · i.J- i 

0 

Opm. I. Men gaat tenslotte gerrakkelijk na, dat alle in bovenstaande 

bewijs ingevoerde constanten c, t/m C,4 onafhankelijk van d.. en (3 ge­
kozen kunnen worden, indien daze grootheden in een beperkt gebied 
varieren. Dit betekent dat de gevonden reeksontwikkeling in zo'n ge­
bied gelijkmatig convergeert. 
O:pm. II. Hangt bovendien t (t) behalve van t nog V£',n een parameter ~ 
af, en weet men, dat binnen zekjer gebied van ~de relatie 

\ ~(t}j < Cs t -1, 

geldt voor een zekere, van ,x,onafhankelijke omgevj.ng van t = 0, terwj_jl 

op het overige deel van de contour W; 'a'(f) een van x onafhankelijke 
bovengrens heeft, dan zal de convergentie ook in d~t gebied van~ ge­
lijkmatig ~ijn. 

' .. 

I 



-7-

2. G-egeneraliseerde F~cul tei treeksen. Het convergentie halfvlak. 

I. Als faculteitreeks (van de tweede soort) wordt in het algemeel'l 

gedefinteerd een reeks van het type 

~ a." Id '""E_ a r(k+1)f'{o() 
L?- O((C(+l} ..•....... (o(+kJ O K tYo(+ kt,J 

waarin de integraalvoorstellingen alleen betekenis hebben als 

Re, ( 0(- ~ ) > 0, terwijl de voorstelling mb.v. Gamma-:functies 
algemeen geldigis en l;. 1?:,{ o{- ~ ,~+k ), r t"·~-I (,-t t+ k _, ¾ ~ (,-tJ ,H oh R..1o1-4\+ .. ,o 

dm. 1) j t..t-i-'(t .,r+k-, (l n D . 
()~""- .o, ( d-i >f->-+ k) ~ l~ L -i; kf11·(1>1) J t cuo Ill {ol- ~} >o 

v✓, 

(met a~g 0-1)= 0 en het puntf= 1 +8, van v,/4 ). 

We passen nu de ontwikkelingsstellingen van de vorige paragraaf 

toe met i<t)= log'\'n.(1-f),resp. 3-(f)= logcm(f-1) en vinden, mits 

<f(t) aan de eisen voldoet, die we in de vorige paragraaf stelden 

[ 
:13( c<>f-> ;q:(flJJ~,~~-t» ~ 1t Q,k :~ B ( d-~ )B~k) ·vvJ I o f:.. 

0
r R 

{ 1) N-inYc.. ~ c:J.) ~- rm. + nut, i , ..z f > o 

B, ( o() ~ ~ ~l-t-a-'rll{t-,~ ::c ~ {:--i}k (l,k ~ B, ( ci - ~) (2>+ k) r&tro-'T.,, Re. c( }1) 4" ~ ~ 



We zien dus, dat gegonoraliseerde Btta-integralen waarvan'f (t) 
te schrijven is als Cf (i) logm (1-f) resp. t; (f) logm (t-1) te _ont­

wikkelen zijn in gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits Cf (T) een 
functie is, die in de cirkel j1-+j< 1 analytisch en eenwaardig is 
en voldoet aan de ongelijkheid 

( 2) . \'{l't)/ < c, I w It,~ ( 1-11-llf f 

II. De gebieden, waarin de faculteitreeksen zeker convergeren, zijn 
zoals onder{l)aangegeven halfvlakken, de mogelijkheid, dat de con­
vergentie ook nog optreedt in een grater gebied is niet uitgesloten. 
Om dit te onderzoeke~ maken we gebruik van stellingen voor de gewone 
facul teitreeksen ~a.kB (Q(, k +I ) zoals deze door Landau en Nor-

a 
lund zijn bewezen (vgl. Milne-Thomson: The Calculus of Finite Differen-
ces, Ch. X, peg. 271-281). 
Stelling I. De reeks lE_a.kB (o<, k-+-1) is convergent in het half-
vlak 'R.ii o/. > ~ , waari; 

A= lim sup log j~cq~//1og"rl.. , als ~ o.K 

A= lim sup log 1$. ui.} ;· log "rt , als i ak 
(3a) 

divergeert 

convergeert 

Voor fu cx'<A divergeert de reeks, in geval R...rol =A is geen al-
gemene regel bekend. 

60 

Stelling II. De reeks 2£ (.\k B ( cl. , kt-1 ) is absoluut convergent in 
een halfvlak R..e cl> }.L- ,° voor R.e « <)-A is ze .niet ansoluui; convergent. 

Hierin voldoet y aan A~)J,~~ +I 

Stelling III. Als de reeks ~ a.kB ( o< , k+I ) convergeert voor cl. = i::/..0. _, 
0 

is ze gelijkmatig convergerrt: 
1 e in het half'vlak ~ ol.. ~ R..i dt>*E. bij willek eurige c.. > o 

28 in het gebied jarg (d. -d0 )J ~ f-1 bij willekeurige 'f/ > o • 

Als gevolg hiervan stelt de reeks in het gehele convergen~ie­
gebied een analytische functie voor. 

Bij al deze stellingen zijn eventueel punten d.. = o, -1, -2, .... ·die 
in het convergerrtiegebied liggen met een willekeurig kleine omgeving 

uitgesloten. (Hier heeft de reeks geen betekenis daar,P (ol,\<+1) er 
o neindig is). 

III. Voor onze gegeneraliseerde faculteitreeksen zijn nu soortgelijke , 
resultaten af te leiden. Hiertoe bewijzen we alleroerst.de 
Hulpstelling. Is voor een gegeven functie F ( d.. , f-> , k ) en bij gehele 

M, N > 0 een rij getallen .-&;, , ••• ,,E-
14 

te vinden (~tD), die nog van 
r mogen afhangen, maar beperkt zijn in elke beperkt gebied van f> , 
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alsmede posi tieve gehele getallen K en L, ( K ~ L) zodat voor alle 

waarden van d. en~ met R.e.o:> - N , R.tf > - M geldt 

( 
3
) IF'( ol, ~ ,k) - ,,f,,, B{ol, k+1)-{ B { cl +1

1 
k+i} - !1 B{cx+2 Jr 1)- ...................... -JN_,.B{o<+N-,,k+, 

< t B(ft.tQ(,.N,k-L+1) 
N oo 

voor alle k>K' dan is de reeks ~ 0.1c, r (~,r-,,~) (absoluut, 
gelijkmatig) convergent voor die waarden vano<, waarvoor 

2t Qi, B (o< ,k+· 1) (absoluut, gelijkmatig) convergeert en de reeks 
0 01) "' 

~~kF(cx 1~,k) divergeert (convergeert niet absoluut), waar 
i$. o..k B (o< ,k + 1) divet_geert (niet absoluut convergent). Bovendien 

is de convergentie van ~ a..k F (o< ,(3 ,k) in elk beperkt gebied van~ 

gelijkmatig naar (:, • (We slui ten punten, waar P (c:it. ,f~, k) singulier is, 
Uit) o o0 T 

Bewijs: Als ~ o.k B (ot, k + lj (abs'!luut) convergeert, convergeren ook 

00
! a,l<B (;+I ,k+1 ), ••. ,4-0.,kB (ci+N-1., k+i ) en 

~o.k:B(oe..1rN-1,~-L+1) (absoluut), waaruit de (absolute) convergentie 

van i O.i,_ F {o< ,(-3 , k) volgt. Waar bovendien de ~ , •.. , ,R,N onafhankelijk 
vano< zijn en uj.t de stelling III voor de gewone faculteitreeksen 

volgt, dat als ~ a.k J3 ( f:I..> k + I ) in een gebied van o< gelijkmatig 
convergaer-t,. de° reel sen i a..k .B ( (1..-/- / , k .r1 ) , ••• , ~ o,k B{ol+ W-.2 1 k+J 

en~ a.k J3 (cl+W-1 , k-Ltt ) dat ook doen, is 
IX) <> 

~ C\.1,; F (o< ,[3 ,k) ook in dat gebied gelij_kmatig convergent. 

Is A weer de convergentieabscis van }j a.k :B (Cl(, k + I } en 

A - l < Re c< < A , et ~ o( = A maar cl geen punt waar ,8 o. k B ( c{ , k + I ) 
0 

De eerste reeks rechts divergeert als P-+ oo , de overige naderen 

tot een eindige waarde, dus di verge ert ook ~ ""o.. k r (ol ,(3 'k). 
Als we nu nog bewij zen, dat, indien 4, ok F (d ,f?> ,k) conver-

geert voor zekere waarde oi0 van al, z~ ook convergeert voor alle oi, f 
D b t1 ll met ru ol. > ru c-J,, is aangetoond dat ~K~ a.k r (o1 ,~, k) divergeert voor 1 

alle cf. me.;t R.e ~ < /\ . 
1 ~ I' 

Uit de ongeJ.ijkheid (3) volgt f ( <:lo'i(:>, k):: { k ~o(( I 4,-CJ{f} , i 
! 
' 
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dus als d," = F' ( d. 1 f-'1 k) , dan geldt 
P( o1.,r, k) 

J:k. ~ k -(G{-do) ( 1 +~(t» 
en dk - d,k-1 ,._ <J'( K -/k{ol-olo\-1) 

Maar Rt ( cJ- d.0 ) > 0, dus E_ (d.1-: - Jk-) convergeert absoluut 
QO {\ 

en E_ t.k l=1 ( o(0 f (3 , k ) is convergent ondersteld, 
K "" 

ergo E n,k P ( <:>IH f.> , K ) • d,k = E ti. k f (ot ,r ,k) convergeert. 
K . I Kc,q 

Zo vinden we dus dat ook 2j. a.1,; f (~ f ,~) de convergentieabscis 

A hee:ft. Op analoge wijze gaat men na dat ~a,k F (<:i1,r-i,k) en 
C,O. 0 

.Lk 11..k B (oi, k + I ) dezelfde abscis van absolute convergerrtie be-
" zitten. 

We bewi j zen nu: 

Stelling IV: Dereeks~°'k~.B(ol.-~ •~+k) convergeert inhet half­
vlak Re.(~-~)>~ -'l'n. , waarbij A gede:finieerd is als in {3a). 

Het halfvlak van absolute convergentie vindt men, wanneer men 

). door /J-- vervangt, terwijl JA.- voldoet aan :\ ~ / ~ A k" I • Als de 
bovenstaande reeks convergeert voor ol.. = c:1..,. is ze gelijkmatig conver­
gent naar ol. : 

16 in het halfvlak R.to(~ Re0{0 +£. bij willekeurige t->o , 
26 in hat. gebi.ed / arg (ol-a('0 )\<f-'l bij willekeurige 11>0 • 
Bovendien is de corwergentie in elk beperkt gebied van ~ gelijk ... 

matig naar ~ • In het gehele convergentie gebied stel t dus de reeks 
een ana1ytische functie van <;:I.. in~ voor {uitgesloten die punten wa.ar 

d~:Bc cl-~ ,~+ k) singulier is). 

Volgens de voorafga.ande hulpstelling is het voldoende te bewij­

zen, dat we voor :; B (ol-1 ,r-t- K ) een ongelijk.11.eid van de vorm 

(3) kunnen vinden waarin ~ vervangen is door cl-~ -r'l'Tl • 

Voor Re ( «-i +'TI\ ) > 0 hebben we 

o'YI\ ) r' ~-1-1 tlfi+k-1 o ,n,.. 
~ 'W\._B(o1-i>f3+k =- J t (,- J ,,{,c-&' 0-tJ dt 
~ ~ 

zodat in het algemeen~ mits ot- q, geen geheel getal is 

°6~n .\ j «-q.-, 13+ k-, 
~ B(cJ-i~f3-+~~ ... . '. (:-tj 0-t} 2_ "'l(,-t)dt 

,, J f=' 1 l, 01/1). n-(o<-'1,} 'y./_ ~...., t 
· Verder veronderstellen we dus Re,(ol-,t'lll}>-N > fl..er-,>-M. 



-11-

We gaan nu ( 1 .t l'-I logm ( 1-t) om t:;. o ontwiklrnlen. De (N + m) N-de fH- --m 
afgeleide van deze functie is een polynoom in loe ( 1-t ) . ( 1- t ) 
hetgeen gemajoreerd kan warden door ( I- t f~,-f-l_,,,_,_ als t tussen O en 

1 ligt. Op deze wijze vinden we N 

0-tl-1
/~ %0-tJ = t 'I)\.+ A, t'ln+l t --- ....... -... AN-, t ~T _, T Rctl 

waarin de A 1 , ••• , AN., nog vanr-, afl:~_;:,gen, maar beperkt zijn in ieder 

be:perkt gebied van 6 • Verdcrvoldoet !°1 (1") a.an 
,i t'll••i-1~ 

( 4) \1)(;_1! ;\ 
JI 1 _1.J; < 'N {j_- t)M1-N-c·t1,+2. 

als O ~ t < 1. 

Aldus blijkt:.-
"<"n 

( 5) ~,"" b ( o(-1) r-l· k) ::(:-,f'rt_B(ol-Hj, -1-'0'l,k+1) + !,]{cx-i +«11 f 1J+~ -j.. -- •·•··· - - .• ·- •.•... -t-

.: -1-!N n(d..-o +'In-+ N-, IH,\ + 'R"...-
waarin -, 1- 1 'J 

I 

1rl(: ~- .. I ( (-tr-1-l ~- t) k 'R{t) c¼ t "'0,)'11\ \ t-~-ci-l '~-tl 'R(t} dt 
lv:wn rr{,:;-~) X1 • J 

~ 0 

dus al.s k > M+N+ivn-tl m. b.v. ongelijkh~id (4) 

)'R * j < ~~~ J3 ( o(-cr, +'vn~N J- M- N- -m.-1) 

Hiermede is dg vereiste ongelijkheid voor 

gevonden. 

IV. Voor R.~ (<:1-cr. )> 0 en RQ0 +· k > 8 k,,1.m1Bn W~) :,:~. B..(o(-1)r+k) 
schrijven als r 

__ , __ \ 
-~ {(. i ~ 

~~:\/':.': 

waarinde con·;;01.x -~0 t ds rf:ele a.s s2.J11➔ nz,;81:rok~~e:--, l;•:i:: ~wri:'.en., ld.t :le~rert 
- I.~ ~ .....,.,,~ I ) K -;:- -~--c.- • ~-;;., -p, , cx - a 13+ k, -LJ) ~Y, )) 0 ..':_,,. r~ ( (X- -; !~.: ~) -· tl(~ ---✓/ \. 1-- l( J \.. 1:-- - -'I, or-/ -~--' r 'I . 

De D..f zi;l-n !:l"!.er onafhankelijk van d. en k e.'1 beperkt als (-i 
in een be :perkt g9-o:ted va~·ieert. 

D . rm.-/ 
Verder is O = ( Tr L ) L sin rr. r-, a.ls 'fl'• e·nn 

. 'm.-/ 
= ( Jr t ) COE i7: (-" gj_ S ".n. CIJ8'1':)~t, 

Is :na-m.. e-,;q~ en r, niet gai1oels ,")f 'YT', onev-en an p r,ie·~ gelijk pNan 

een gehee1'· gete.1 + ½1 d1:.n is D
0 

=j=- 0., We vinclen 100:.· voor de 
6)i 

;;,~! .]:) ( c{-q., p+k) de -011.gelijkheden van de vorm ( 3) in te vull.en 
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voor dtJ: B, ( <:i,.- q. ,t->;-~) een ongelijkheid van he-t type (3) met ex door 

<:J.- ~ f vervangen. Het convergentie gebied is dus het halfvlak 

~°' > A + Req, 0 

In de twee gevallen, dat D
0
= 0 is, is D, +. 0, immers 

D, = (;r L r-2. cos rr~ als <'ff\. even 

= (,r- i )~·1-1 sinlt'(?> als m. oneveno 

We vinden nu voor ;: 'E:>, (Q(-<l ,r>+k) een ongelijkheid van het 

type ( 3) met o( door o<-~+1vervangen. Het convergentiegebied is nu het 

halfvlak R.i d > ~ + R..Ei - I 

Volgens (1) hebben we gegeneraliseerde B~ta-integralen met 

f (t) == 1 (t) log""- ( 1- t ) resp. f (t) =<f (f) logm ( t -/ ) ontwikkeld in 

convergente gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits f (t) aan een 

ongelijkheid van de vorm ( 2) voldoet binnen de cirkel met middelpunt 

l en straal l en aldaar analytisch en eenwaardig is. 

Zij nu omgekeerd van de facultej_treeks E a,~ ~":,, B{~- o 
1
~+k) 

0 '0~ J, . 

waarin R...j->> 0 is, gegeven dat zij convergeert voor ?i...e,~..t-l\, )>~-"O\.. 

Voor elke €. > 0 g0ldt dan dus, mits men c. niet zo kiest dat A -r€. 

geh~el is 

of daar uit 

Yvtm a.k 

(-,-;;-~; :::0 

of ~;-t O') 

! / /i \i-{-°A-£~ 
\ r ~ ' '" .1-k/' I -l I-~ ,: ! 

cc 

Is A+ f- <-/ dG.n convergee::;.."-t oe rtJcks ,Zk 1.k ( I- i: )"' in het gebied 

I C.' \ I. 

begrensd door de c1.rkel !1- t =- 1, o;nrl.at de reeks LI, ( -i-t-£. )(1- r )"" 
C 

daar absoluut con.vergeert. D8 :fur..ctie 

(fLt):. t-q, f~_ (l,k ft-i)~ 
• 0 

voldoet nu aan de ongelijkheid (2) me•:; t,=c en. dt~s is 

B ( o( , r ; Cf (t) log""\"\ ( l - t ) ) in een gegeners liseerde I8.CU1 tei treeks te 

ontwikkelen, weJ_ke juist de reeks is wa'':trvan we u:i.tgi:ngen~ 

Is -N-1< ~\+t:.<-N (Ngeh'3el~O) endus 1\J-1<(- l-A-l)<N 
dan is vanaf k"' N a.~ binomiaalcoefficient ( - I- c- C ) al ternerend. Is 

t t -1, '\i. . k 
dan weer q> ( )= 4 ttk( 1-t ) , da.n geldt dus binnen de cirkel 
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i,-tl<l /;;}j< \Wilt~ { J ! 11, (1-tl J t A)% H)k (-,-;-c)! ,-di} 
< 1rrRii { A' t Al~ e-iJ" ( -,-,,-<) 1i-t tk/ +I~ (-,Jt-t'J 1,-t~ 

< itr R..i l A" .A( ,_ i ,-tif '·l·') 

< A'" 1t,-f\,1 t , -1 ,-tjr., _£-1 

d.w.z. f (f) voldoet aan een ongelijkheid van het type (2), en 

B(ot>~ ;f (t) log'II\ (1-t) is in eenfaculteitreeks ontwikkelbaar, welke 

weer de oorspronkelijke reeks is. 
We vinden dus niet alleen, dat een gegeneraliseerde B~ta-inte­

graal ]> (<:)•\j-> ;9' (f) log"l'l\..(1-t )), waarin f (t) aan de r.,ads meer ge­

noemde eisen vo1doet, in een gegeneraliseerde facuJteitreeks 
(lO b""" 
~ o.k~r3m.B. (~-q ,~+k) is te o~twikkelen, ma.ar ook da-t iedere 

oonvergente facul tei treeks ~ a.I( ~/?>"tr\, B (<ill.-~ , ~ + k) waarin R..t.13 >O > 

voor te stellen is door een gegeneraliseerde B~ta-integraal 

.B (oil Jo ; er (t) log'tl'I ( 1-t)); waarin Cf (t) a.an de reeds meer genoemda 

eisen voldoet. 

Hetz elf de 

bij dan de eis 

functie van de 

"a'ln 
geldt voor de b 1 -integralen en ~p""- B, 
fu f > 0 komt te vervallen. ~ ( t) heet 

faculteitreeks. 

3., Or£1.e van mae;_b-~t::_:~_lcsen. 

-reeksen waar­

de ge nererende 

C,:) 

I. Voor een ms.cht:t•eeks liev,:r..k n,::,t: converg1:rnt:;·➔ s·::caal 1 wordt 
0 ~ 

1 n, .{,;,q \a, k I 
I) ::,: J + .,{um, <:'1.1 ,l.., -3.---'t' I• • 

. /i,,;·i K 

gedefinieerd als d.e orde van de ree;rs. 
'\ Men gaat gemakke lijk na, da-t de constante .,, :n<:; stelling IV, 

welke de convergerrtieabscis van een gegeneralisec-rdc faculteitrecks 
L t-1-1 l bepaal t ,gelijk is aan de orde van de machtreeks ne.ar 1- 1, voor <f( i;) 

verminderd met 1, als lim FCf- q> ("t) niet bestaat, en gelijk aan de 
van de mach;treeks naar h+t> I- t · van f t -1 rf) ( t) - lim l-q, r11'tH/1t 

l t➔ .,.0 1" ) 
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verminderd met 1 als lim f'\p ct) wel bestaat. 
1

) 

De orde van een machtreeks is in vele gevallen lastig te bepalen. 

Hadamard e.a. is bijv. op dit terrein werkzaam geweest. 

II. We formuleren eerst de volgerrle stellingen: 
t ~ k 

Stelling I. Zij I(, =\~I • Hee:ft de machtreeks ff (',le)~? a.1111. 

met convergentiestraal 1 de orde h £ o ~ dEJ.n is bij iedere t. >o een 

van t onafhankelijk getal c te vinden, zodanig dat voor \-x.l < 1 geldt 

(1) 
1 )-h-~ 1,r~)I < c(,-'l-

Immers voor bijna alle k geldt 

( 2) 

,½. !a-,tJ 
< ¾,k 

dat is 

We schrijven .weer, mits t niet zo gekozen wordt, dat h+c.. een 

geheel getal is 
11-h-,., ~ C 1:-l (~\;t) 

waarin voor voldoende grate k de uitdrukking (-l)k (-\c. ) constant 

van teken is. Geldt di t, evenals de ongelijkheid ( 2) met k 1' N , dan 

is <Cl~ fcl l\') /(;kl 
waaruit weer volgt I {-t~\1 <cl,- ~f h-E 1-C' 

u -h-l < C [1- -t;) . 

bij geschikt gekc:z.en c • 
oo k 

Stelling II. SteJ. men kan bij een g 1::itwven m::-1.ch t::.·•'luks { ( -x )= ~ a" -'X-

met oonvergentiestraal 1 op de eenheia;:;cirkel e9n e -:..?1dig aantal pun­

ten s, , •••• , S;. vinden, alsmede een getal c.) > j·~ z0r]9.t bi.nnen de 
" 

eenheidscirkel jz \ < l geldt 

( 3) \ {L"-\ I < ,$. 1,:"': •I"' + C (1- 't-)-w +' 
waarin c, , .••• , c.:i- en C van X onafhankelijke positieve getallen voor­

stellen en /'f, = IX- I is. Dan is de orde van de reeks zeker niet groter 

dan w • 
We hebben n. l.: 

is, stelt men de orde 

-oo . 
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waarin de integratiecontour ye.~ een cirkel met middelpunt Oen straal 

~ zij. Uit (3) volgt 

(4) 1(1,kl<-' ~ C-n, 1 !d.~I +C',-t.)-W-t-l"l'.._\-< 
).11: £ ,,,.k+/ I l(,J l! 

I ·v ){ $'I\ -2'. 
't 

i.(Cf•c:p,n,) 
We passen nu toe de transformatie !l.'. = .z,e , waarin <:f'I\. = arg¾ 

I s-n - ~I= I,- -i-e ~(<f +cp,v) I "' { ,_ lt£ ~ Cf t- 'l1)! 

We vinden zo 

½) 
')('t 

I ct,~ I = i ( n- cl I 
Is"'--ii"' J" l!- ,. 't c"'Hf +l(.,~Wjl. 

Voor 'l > ?>-Vi , is er een ~ te vinden zodanig, dat O < tf< I 
en dat sin ½'5 = • Voor <f < d maken we gebruik van 

/-2.,t C¥.if +'t.1.s fJ.~'lJ + '1~ /Wn.1 I 9' >(1 -I[,) 
en voor rnaken we gebruik van 

2 .t • t , I./ l_ 

,_ 2't.- ~er+ It. > '-tit l'.:>Mt, 2 r > r.:' "[, r 
We vinden dan 

l ( )d,~/ 
:z- J)( 1-~..,, - ,zj'"" 

'i 

vc,l~~ +,ens lott e ui t ( 4) 

dus 

of 

N. B. In geval we C.J = 1 genomen hadden, hadden we gevonden 

k1k) < A 4 k 

h :;:. I -1- } ~ .rv,,,h ½I 11- kl < I .:: c,.) 

. v-r ·¾k =-

en dus 

Ook dan geldt de stelling dus nog. 
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Stelling III.. Zij van de machtreeks t (~ )= lJ- a.I< I/. met convergentie-

straal 1 gegeven, dat zij op de eenheidscirkel een eindig aantal 

singulariteiten $ 1 ,.,.,Sj bezit. Geldt in dat deel van de omgeving 

van 5'11, , hetwelk binnen de ecnheidscirkel ligt 

,i&,) N C,lfl. l $.,,_ - fr'¾ ~"!\, ( $'n., z) 

waarin w"'- re eel, terwijl }-n. ( 5'11, X ) voldoet aan 

h ~E. !-..f 5-n,'l) =0 
{ a.1 l>O ~ I wia,- 1:/ ~ f 

~ \ £t ~.J~.z)l.,(X,) f 
d.an is h de orde van de machtreeks )als h = max w'\"\, ~ 1. 

Allereerst is het duidelijk, dat J (() aan een ongelijkheid van 
het type (3) voldoet metw :=h +f.. wa.arine.. een willekeurig positief 

getal i~. Dus is de orde ~ h +c.. • Laat men e. tot nul r..a.deren, dan 

blijkt dus dat de orde ~ h is. 

Was de orde <h, dan zou volgens (1) binnen de eenheidscirkel 

moeten gelden: h' t!5}~Cu-~r 
voor zekere h '< h . 

Dit is zeker niet waar in de omgeving van het punts~ waarvoor 

C,J'll = h · is. De orde is dus Jrecies h . 
Stelling IV. Heeft 1 (~ )= ~ a.k ~ ~ de orde h , dan heeft 
1' 00 I " 
D (.Z)=4 a.-k+, (k+1 )~k de orde ~+/ • 

Immers lJ.. m ½ lo.10,[\u-,) "· ~ la.1,ci 
sup ,t,.! k = ,,wm ~ -¼ k -1- / 

co k 
Stelling V. Heeft f 

1 
( 'l )= 4- a..ik Z de orde }, 

de orde hi, dan is de orde van} (,;i: )+·{/'.Z)=Jk 
aan he't max ( h,, h

1
), als h1 fo h.2.. , en de orde 

zeker niet groter dan h, , als h, = h,._ • 
Het bewijs hiervan is duidelijk. 

waarin I a. J I= I > C.J to J 

~ (~) regulier voor \~ \ ~ 1 terwijl voor elke} niet vol­

daan is aap de volgende voorwaarde: 

Alla l.\} , •.. ,w,e, .zijn niet-positief geheel en alle v,J.' .... ,~,eJ 
zijn tegelijkertijd nt1. 
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Dan kan l (~) ontwikkeld worden in een machtreeks van de orde 

h = max ( fu &\j- ). • , 

Door te differentieren vinden we,dat I (i) in een dergelijke vorm 

te schrijven is als hierboven voor j (~) werd gedaan, alleen is 
max( Re. c.J't~ ) voor de vorm met 1 vermeerderd. We differentieren net 

zo lang tot max( fk c...J~} )~ 1 is, dan kunnen we stelling III toepas­
sen, en m.b.v.. stelling Vin de omgekeerde richting toegepast komen 

we op het gewenste resultaat. 

4. Het verband met asymptotische ontwikkelingen. 

Beschouw 1 

~ t~> : 1 t «-, q,lt) ,H 
0 ~ 

Door de transformatie t1 = ± met cl..> 0 toe te pas sen, vinden we 

r, [it,)> J \' t I 'f'/a,t,) dt, '-3 ti 0 
Waarin er ( (XI t, )= q> ( ti ) • 

Het is mogelijk, dat bij een bepaalde OI. s-(~) in een faculteit­

reeks ~~ o..kB ( ~ , k+1 ) is te ontwikkelen •• Dan moet echter <p ( <:/,. , t,) 
analytisch en eenwaardig zijn in het gebied !1 - t,} < 1, terwijl voor 

dezelfde waarden van t geldt I { 1)) ( t 11rP 
Cf' ci,r, -<.: C t-11- ,~ 

Dit laatste betekent, <p ( c;:,(, t, ) heeft een machtreeks-ontwikkeling 
van eindige orde. 

Aan deze eisen voor <f ( ~) t1 ) blij~t voldaan, als men ci. grater 
laat worden. Verkleinen van~ kan achter of een singulariteit intro-
duceren binnen de cirkel /1- t / = 1 ;f de f ( C>{) t, ) van de orde op · 

doen worden~ 

Zij nu ct_ ( o(> t, ) naaf ·machten van ( I- t, ) o;--itwikkeld: 
q' ( Qti i, )= ~ a,k (ct)( 1- t, ) , dan geldt bij voldoend grate <X 

" (: lz} =J... ,! a-~Jf><J kl 
cf cZ O 

: ( ! 1-1) ······-(~ +k) 

= E ,a,(k a1lo() kJ 
" 1: {,z_+o1.J ........ .f,zt kot) 

De reeks in het rechterlid convergeert voor kleine o< niet meer. 
Als o(~ o,.gaat de facultei treeks over in een asymptotische ontwikke-
1 . -~ 1ng naar -i: • 
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Dit verklaart; waarom faculteitreeksen convergeren, terwijl asymp­

totische reeksen met ontwikkelingen naar ~-k, die dus met d = 0 cor­
responderen, divergeren. 

It. Een eenvoudig voorbeeld van een faculteitreeks is 
o0 k ( o+ k-11 u._{9-1-¼) · c~+ 9)1 _ ~k c-,) v k J..,J~ 

I jitl - L... l 
~-,). ~ o lz+~+i)-------- ~+?-tk) 
(f+k) 

waarin Bk de getallen van Bernoulli van de orde ( f + k) zijn. 

Deze reeksvoorstellinF volgt uit 

J~. =) t ,_, 1-,e, tl f H 

)
? 0 ? Oj) c--,)k Erk) t \(. 

&4t * ?(1-t) LJ. k! (?+k) (!_- j 
Een andere is 

-~ Voor deze laatste reeks convergeert ook de ontwikkeling naar z • 
Nog een voorbeeld van een functie, waarvoor oak de ontwikkeling 

k -'/'l. naar '1.- convergeert is ...e. • 
-'1'1- t Hr'" 

Men heeft ..2 = Ji- 'll..) 'Z..."" 

Voor -n... > l is 
I 

..L,., _, r t ~-, r__ 9 ..... tr-, d.t 
z'ft. l'Tl-1)l 1 t """';f 

0 

(vgl~ boven), dus 

-'k_ f (-1fl J' .L~-1 0 ')'n.. If .-e ~ I - .c; ~ ! {_'11 t- ,)! 1, (:. .,t~ t a. 
• 0 

(' t~-, 
}/,V-41( + J. V-,¾t }, ( ,.Y-¾-t) Jt , 

1 • is een analytische functie voor \1- t / < 1, de orde van 
V-4t 

JJ(l~Y ~ 1 zeals men met stelli:ng III van de vorige paragraaf vindte 
t V-½t ) 

Dus geldt voor R.e.z:.>O: 

waarin de ak de ontwikkelingscoefficienten zijn van 
naar (1- t ): 

l{iV-¾±) 
V-½-t 
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We beschouwen nu l -~ 
-E L(-z) ,,._ ~ cl~ 

. ~ ~ ~ 

-2 (°" ~ -'1. X. ol. X. 

:::.Z- Jo l+X. 

We stellent= ..e-cx:x: en krijgen 

• -~ JJ 'Lf:x - I ½ t -I 

- EL (- 2.) :: ,e c,( t { I - --i:- l d. t 
.t'~ t 01-t . . 

We zullen nu {1 - ~-0--- i naar t = 1 -t 
Stelt men 1 • bl = ~ Z -r-~ 

0( c... " 
.v~ -i- r' Ir. 

en{l -~J- f = ~ a.k -r 

dan geldt ~ = 1, ,g,k = k'e1. (k ~ ,) 

Ii-, en a.0 1'6 = l l 
a,w. .Z-. ::;. - ¥- (),l lk-£ 

Op deze wijze vindt men acttereenvolgens 

do= 1 

d. a.,= _; 1 . 

2--o( 
O{ 0..1= 2T 

6--6ct +2 ct 2 
o( (13 = - 3 J 

24-3.6o( +22 o( 
2-6 0( 

3 
oJ. (}..,,= 4 : 

120-2400( +210 ol 
2-100 ot3 +24 ct4 

o( a.,5 = - 5 ! .... 

ontwikkelen. 

cJ. tl. _ 720-1800 c(,+2040 ~ 2-1350 tx 3+548 0(
4 ... 120 o:5. 

b- 6 ! 

,..J a _ 5040--15120 ol +21000 o< 2-17640 o(3 +97 44 cx 4 -3528 o(
5 +720 a( 

6 
"I ,-- 7 ! 

40320-141120 <X +22189;0 o<. 2~232200 °' 3+162456 0<
4-78792 o< 5+ 

<:,( a,ll = 8 ! 

en dus voor - E. i ( -i) de ontwikkeling 

---------- kt -I 11 ) We mogen de ontwikke lingsstelling toepassen indien { 1- ~} 

geen singulariteiten binnen \1-tl-<1 hee:ft. D.i. of.> logt-?. Bij 

ct = l"ogZ is de orde van f 1- ¥ r t-l gelijk 1, evenals bij 

d.> log Z (St. III van paragranf 3 toepassen). 
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L -i[1 2-<:J.. h-6.,J..+ld.J.. 
-Li.(:-t) = ,e. T- .z.(~+o/} + .z(1t.+d)(z-i-2c1.) ~{:1:.+0<)(zt2cl)/-z+3~) 

24;..j6d +22 o{
2-6 ct 3 120-24oo;:+210 o< 2-100 «3+24 ct 4 

+ z(z+ct) ••• (z+4cx) - z(z+c<) •.•• (z+5 zy.) 

720-1800 DI +2040 cl. 
2 -1350 c(

3 +548 0(
4 -120 ol. S 

+ z ( z+ ct ) ••• ( z+6 oi.. ) 

5040-15120o( +21000 o<2-17640 o(.
3+9744 c< 4-3528 ot5 +720 ct.6 

z ( z+ ot. ) •••••• ( z+7« ) 

40320-14112oot +231840 <i 
2-235200 ot3 +162456cl(4-78792 ot 

5 +26136ct6 -504ocl 
+ z ( z+ ex. ) ••• ( z+8 o< ) 

- .... ] . 
Voor Of.= 0 krijgen we inderdaad de gewone asymptotische ontwikkeling. 

De ontwikkelingscoefficienten werden berekend voor o( = 1 en 
ot. = 2, wat convergente ontwikkelingen levert, verder voor o<= log 2, 

welke net op de grens van convergentie ligt, en voor <:I..= 0,5, waar­
voor we divergente ontwikkeljngen krijgen. 

Hieronder is een tab el vRn de gevonden waarden va:-1 de tellers, 
metals de vergel1jking die voor de asymptotische reeks ( = 0) 

n 0 0,5 

0 1 l 

l l 1 

2 2 1,5 

3 6 3,5 

4 24 10,75 

5 120 41,5 
6 720 191, 75 

7 5040 1035 
8 40320 6380,25 

log 2 

1 

1 

1, 30685 

2,80202 

7,61852 

26, 7774 
110,173 

539,193 
2968,92 

1 

l 

1 

1 

2 

4 

14 
38 

216 

600 

2 

1 

1 

0 

2 

- 8 

64 

- 592 

6768 

- 90624 

Bovendien be.paalden we uit de eerste 9 termen van de reeks, 
-'1. 

zonder de factor -e ·, de som voor ~ = 1, 2, 3. Voor o< = log 2 end.= 0, 5 
werd hierbij na een geschikte term het Euler-proces toegepast, voor 

c( = 0 (asymptotische reeks naar z-k ) pasten wo het Euler-proces 
na de term met kleinste absolute waarde toe, hierdoor ontstaat een 
nieuwe alternerende reeks, waarop op dezelfde wijze het Euler-proces 
werd toegepast, enz., tot men tenslotte niet meer verder komt. Voor 

d = 1 en 2 pasten we het Euler-proces niet toe, omdat het hier geen 

voordelen ople.verde. 



De begin convergentie was voor ct= 1 het beste, bij o( = 2 was zij 

zeer slecht. Het Euler-proces zorgt bij de lage ct•waarden er voor, 
dat met de eerste 9 termen toch nog een behoorlijk resultaat be­
haald kan worden. 

Het heeft dus zin de reeks te beschouwen voor ~= log 2. Voor 
cl= o,5 krijgen we divergentie. Oneindig veel termen van de reeks 

'h.. . -'Tl. ,. ili it % 
gedragen zich ongeveer als { ..e. - 1) 'I\.. ; waarin ..e, 1 -1 <. 1 • Of 
het toepassen van de sommatiemethode van Euler zin heeft, is nog een 
open vra.ag. Hierbij dient echter reeds opgemerkt te worden, dat de 
methode van Euler de machtreeks voor { 1 - 2 log tr' overvoert in een 
reeks, die nog tot t = 0 convergeert. 

Het onderstaande tabelletje geeft de resultaten met de exacte 
waarden van -.2~ EL(-;,.".). Hieruit blijkt, dat cl= 0,5 verreweg de beste 
resultatert oplevert~ 

i\d. 
1 

2 

3 

0 

0,6019 
0,36111 
0,262088 

0,5 

0,5969 
0,36135 
0,262081 

log 2 

0 ,5983 
0,36143 
0,262095 

1 

0,6011 
0,36162 
0,262124 

2 exact 

0,6216 0,5963 
0,36421 0,36133 
0,262675 0,262084 

IV. Als laatste voorbeelden mogen de logarithme van de faoulteit en 
haar afgeleide, de t -functie, dienen. 

Hier 14i.n men de integraa.lvoorstell:i ng van Gausz voor de <f 
gebruiken JC!J -x. -:ie(z:t,) ~ 

1
, t:t. l 

t1)(~+,)=- J_~ __ .2- ·. d-x=-- {-'-1---· dt 
T ol xJ 1-e-::t.. o ~t ,-t 

Norlund geeft al aan, hoe men met behulp hiervan een faculteit-
reeks voor 4' ( ,;.+f +1 )- f ( ~-i-/ ) kan vinden. Immers men heeft 

o/('l.+f+1)-4'(tt-1) =loo ..e..-{-H1Jx 1-J!~x. d,,x 
0 ,_ ,e. 

=- f t «- ,_ ~,P· dJ 
o ,- r 

Dit levert, zeals men gemakkelijk ziet, de faculteitreeks 

I ( ) ~ (-,)" pfp-,J-···-•f P-k) Cf ~+p+1J-t~t-l :.~ --· --c--,.----,----
0 k+1 h:~-1--1){,✓.+1)- ........ (-z+k+,} 

Voor log tL.! geldt de integraalvoorstelling van Plana: 

La ,,I" r ~~x { •-:~:~:·I ,lx 

(
1 1-tz d.i 

.,.-Jo t 1: - 1-t 1 ¾ t 
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Maakt men tenslotte nag gebruik van 

dan vindi; men 
-1 

(i} {\J (_~H)- f-, !~ ti) = - J
0 

e-{ -,:-[ + ¾ t l dt 

½ ~J -b+1i) ¼~+t} := - i: f i z( ft-+ 12 rz)- _,_\ -1,. ~ ~; f 
In de laatste integraal nemen we eerst eens de grenzen O en Ct< 1. 

Nu is 

'1. + I 
I- a. 

In beide integ.L·a1cn is nu de integrand eindig voor q.. == 1, we 

k.unm,n dus de limiet overgang o.. - l ui tvoeren .. Op deze wijze blijkt 

~ 1.t! - l~+1:t) --~ (~+,) ==_!' _.£_ (--1 - +-
1- -ti) d t - (z +1J 

¼l J0 ~~ t I- t .2.,.i t 
+ (

1 
( 1 z t ) dt 

Jo T-7: + :2. + t J½ t ¾ i 
De e erste integraal zullen we in een fa.cul tei tr-eeks ontwikkelen; 

die in een halivlak R..e l.l > 'l
0 

_ een tot nul naderend0 functie def'inieo:;.--t. 

Stirling's asymptotische formule levert 

j' (-'--+~ t--6)-#--r-= ! ,½ nr 
0 I - t t -ti ~o~ t l z, 

(2) 
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Met behulp van de integraalvoorste11ingen (1) kan men 4' ( ·:t.~1 ) 

en log ( '.l. + I ) : na de substi tutie t, = t in gegeneraliseerde facul-

tei treeksen ontwikkelen, die de asymptotische reeksen van Stirling 

vervangen. Ook hier is een ondergrens voor de o( -waarden a.ante geven, 

waarvoor de reeks in een zeker halfvlak convergeert. Voor de 'f -func­
tie krijgen we, na de substitutie t, = tel de integraalvoorstelling1 

4'(>.~- £,l'z+k,lz ft,'% -l-'t,"' + ~t) ,it, 
De singulari tei ten van co(t} = ~ t /d. + o{t zijn het punt 

t \
11

_ I 
I 

i.,.g_ f 

L = O en de punten, waarvoor; = 0 gekozen wora.t. De enige singulari-
tei ten, die ons interesseren, zijn die, welke binnen de cirkel 

'1- t, I = 1 liggen en waarvoor \arg t / < 7{ • Men ziet dat deze er 
slechts zullen zijn als ,:J. < 1/6 • Voor d. > '/6 krijgen we dus convergente 
facul tei treeksen, en wel convergent voor R£ ( ~ -t l ) > 0, daar de orde 

crtt. ) - 'f(O} . 
van · I: 1 is. 

Hotzelfde geldt voor de facu1tei treeks voor log 1/., J 

Voor ct = 1 krijgt men de volgende reeksen. 

r (,;;:+I )= log 1 1 l 
(z+l) - 2(z+l) - 12(z+l)(z+2) - 12(z+l)(z+2){z+3) 

19 9 + 
- 120(z+l)(z+2} ••• (z+4) - 20(z+l)(z+2) ••• (z+5) .... 

1 l 
- 360(z+l)(z+2)(z+3) - -12_0_(_2_+1 .... )....,(,...z-+-2)-.-.-_ ... (-~+-4,.....) + •···· 

{ t/~ = / 
1 
~JtJNC t,; / vrtd.tw ~. ~ 0/r~ 

5. Toepassingen van faculteitreeksen en Beta-integralen. 

I. §ielling_l: Zij van een·:functie l' ( 11.) die in '.l = 0 regulier is? 

gegeven, dat ze eenwaardig en analytisch is in het t -vlak 1 waarin als 

coupures zijn aangebracht de halfrechten, die een eindig aantal pu:iter,. 

s,, ... , $~ met resp. s, oo , ••• 5,n oo verbinden. Neem verder aan, dat 

J<~) in de orrigeving van een punt 5j ( j = 1, ••. ;n .. ) , alsmede langs de 
halfrechte, die SJ met S:,,., verbindt is voor te stellen door 

a f (~} ~ d'/t) + -1'\l- l~) 
waarin g J ( tt. ) in de omgeving van en langs de half'rechte, met ui tzon­

dering van het punt '1. :; SJ analytisch is en !J ( .z. ) in die omgeving en 
langs de halfrechte analytisch en eenwaardig is. 
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Stel tenslotte, dater een reeel getal 1 is te vinden, zodat geldt 

I JJ (~)I< A-!1t./ q. d- = 1r··--· ''1\. 

als I~/ voldoende groat is en op de halfrechte van SJ na.ar ~ 00 ligt, 

terwijl in het gehele opengesneden X -vlak geldt 

I 1(7-J J < A' \it 1 ~ 
Indien dan C.:tk wordt gedefinieerd door 

geldt voor k > q, 

Bewij s: 
, r 

Q,. ';: -- J 
"' vri K 

a.. k IL 
k 

'·ri.. 

waarin KK bijv. een (in positieve zin te doorloJ>en) cirkel is met de 
oorspro~ als middelpunt en voldoend kleine straal R • Laten we t\ 
toenemen, dan moet men, em de singulariteiten ~ te ontgaan de cirkel 

van lussen voorzien die om SJ- lopen en tweemaal, in tegengestelde 

richtingen, een stuk langs de halfrechten van Sj naar sJ '"' • De bij drage 
langs de cirkel na.dert tot nul als · R-i.-oo en k > 'l, en de integralen 

langs de halfrechten + lussen om s J convergeren, daar de bijdrage 

van .lJ ( ~ ) nul is en l~J ( z )I< A !11-1 4 ondersteld werd. 

ii )(~+) -k-1 
a.,k :: --'-- &_ /J. a ,1- ~) ii~ 

.27t L I d 
~QQ 

Door te substitueren i: = .Sj- vinden we 
'l, 

'C -k ( t k-1 5. 
a.~ = - .i~i Lf SJ j . ~<i (-f) di 

w, 

a, - ! s/ B,.( k )' ~ §-J ( :sty 
-'H¼ 

Als dus gJ ( 'l ) van de vorm 1J.. ( ¾ - P.11.. - I 
) d-

is, waarin Cf ( t ) een in de cirkel 
. ·• 

11- t I < 1 reguliere functie is die 
daar voldoet aan 

JcpCt)I < 1t1-~°v' ( I- \1-tf-p 

dan kan men de a,~ schrijven als een eindige som van facultei treeksen 

, (l,k ~ -i $. .,-' :e,, ( k' ~lJ ; '/'iJtl J~ "',, (t-1~ 

Men kan op deze manier bijv. de .coefficienten van de machtreeks 
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ontwikkeling van ( .z- 0,1 ) ' in faculteitreek-

sen ontwikkelen, 

II, Z ij ):~ o, f '?;. o , A+f- >, en as =, ~i t i?h (t- I Y' ~/:r)q'. (t) d t 
Hierin stellen ~- ( t) en Cf ( t) functies voo~, die aan dezelfde voorwaar­

den voldoen als o~der IV v~n ~ 1 met I< f~ + q,1 
+ R.eq. = O. 

Zij verder t:i- rf (t )= ? 6\ (I - t) de machtreeksontwikkeling van 

t ~ Cf ( t) em het ;eunt 1. 

Zij ~ (1-,Y)=? %h cw-h een functie, die binnen de cirkel l'1.u I< R 
analytisch en eenwaardig is, terwijl we bovendien onderstellen, dat na 

het aanbrengen van een eindig aantal coupures langs halfrechten, die 

een punt J- metj oo verbinden,~ ('l>-") in het gehele opengesneden 'UJ"'-vlak 

analytisch en eenwaardig is. 
00 

Dan is de functie F (~)=Kah ,&-h th in een ~ -vlak, dat open-
o 

gesneden is door coupures aan te brengen langs de halfrechten, die 
)
A+JA.. . . 

. . C>.+_µ., I -JJ-'rrL- .. ,,-·· -p.,11:1 • 
de punten 6 ,x,i. I-'- ..e. met·· J- ..e,. oo verbinden en langs de half-

~ . (A+JLl•_µ +jl-wi . -t-p rel 
rechten, die de punten d- r ,u ...e. . met J .,t, verbinden een 
. A f'-· 
analytische en eenwaardige functie, die voor te stellen is door de 

integraal 

of door de 

F ~:};-j. E (-i)k 5'1c I (, ( 1- t\t-,/J.) t,-i q_ltJ(t-1/ dt 
17rL o 'w,-0 (J 

De straal van de cirkel om 1 van de int8gratieweg 'vJ, moe,t zo klein 

gekozen warden, dat geen singulariteiten van ~ (// +>..{t-,/) 
omsloten warden. ~ 

Voor het bewijs vervangt. men in F (i )=~ a:b Z-h -'1.- h de coefficien­
t en O.i-, door hun integraalvoorstelling, indien° \lZ./ < ~~ R kan men dan 

sommatie en integratie verwisselen en men vindt di+.,r-Jreiste integra;;:.1-

voar stelling, die in het gehele opengesneden ~ -vlak een analytische 
functie voorstelt. Door het aanbrengen van de coupures n.l. voorkomt 

men dat een singulariteit van~ (.z t>.. (t-1 )f'") op het segment O < t< l 

komt te liggen. De ontwikkeling volgt uit de algemene ontwikkelings­
~telling. 

N.B. Neemt men slechts aan dat voor~(t)=~(t)cp(t) de eisenvan 
paragraaf 12 II gelden, dan is de integraalvoorstelling nog juist, · 

mits 1o = O. 
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III. Zij .A~ r>, )1-'?. o , A+f > o ; O.l-,= f t"h (,-t /
th 

j (t) q;>(t)d,t; 
0 

~ ( r ) e.H- Cf ( t ) voldoen aan de 0isen van sec tie V van paragraaf l; 

r: (v )= ~ %i-1 <u.rl, voldoet aan de eiJlen van II van deze paragraaf. 
0 " ll F. .,.- 0 h 

Men vindt dan, dat ( ~.)=A Q.h .,{rn IJ_ analytisch is voort tr ze"r;-. 
• o • . l">-~p,\ ..,_ 

ten in een 1/.. -vlak opengesneden langs de halfrechten, die J- ~ >-

met j oo verbind0n, en daarin is voor te stellen door ~ )A 

F (+ t ~(d'~ tl"') 3(t) <f(l}dt .~ &'k ( ~ /" t' H") t -i 310 (1-tJ' dt 

waarin -1:a.ir< t )=4,- d\ ( I- t l is gesteld. Bewijs als bij II. 

-rv. We nemenin IIvandeze paragraaf~ (q,.r)= (1-cw-f
1

, A= 1,;-,= 0 

en t}, ( t ).::: S ( t ) cp ( t ) . 
Aan q> ( t ) wordt slechts de eis van paragraaf' 1, II gesteld. Dan 

is dus 
a,h = ---

1 . ( th d.>(tj clt 
Jrrt ).,,J l 

I 

F ~) == E a.h IL h :: -'. ( u- ztf' ~At; dt 
o · lnt )~ . 

Dit levert ons de analytische voortzetting van r (,z,) in het com-

plexe ~. -vlak met een srede langs de positieve reele as vanaf /'/.,,= l. De 
integratieweg W, moet zo gekozeh wor9-en, dat het punt t == ½ er niet op 

ligt. 
Ligt //.. dicht genoeg in de buurt van 1 1 dan kan men behalve de 

oorspronkelijke corrtour \;./, ook een W,, beschouwen, die de pun-ten t =½ 
en t = 1. omsluit. en geen andere singulariteit van iy ( t )., 

Dit betekent, da,t men aan de integraaJ. het residu van de integran·l 
• f_ I 
in i: = i toevoegt • 

. --·;i/· 
~---~--.... 

Dus 

F(~) ==-'. 1 (1- zif
1 
wlt) dl t ,¾ tp(-k) 

l~l Jw l · 

II 
Hierin kunnen we de integratioweg onafhaJ1kelijk van 'l.- kiezen, als 

~ tot l nadert, en we vind0n dus 
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wa8.rin H ( 11.., ) eon in de omgeving van 'J.. = 1 reguliere functie is. 

Vervangen we in het bovensta!".nde !l door :Y ,z.., waarin Y :J:- v , dan 

vinden wij dat de functie 

0() k k K ak"~ 2 
k .. 

in de omgeving van het punt 'I.= j=' geschreven kan warden in de gedr-ia12te 

J\~, c.pl+,;.) + H(q_ j 
waarbij H ( z) in de omgeving van ~ = ~ regulier is. 

Als voorbeeld diene de opgave: Bepaal de aard van de op de een­

heidscirkel golegen singularitoiten van de f'unctie 

C(l k r . ',1< //.. 
I [:z_) =- .L -k}. 

. I 

Als A niet geheel posjtief is, geldt de formule 

__ I:: 1(,-_A) ( i k-, () . t/-' dt 
kA Hn J · i 1 

v1i 
dus 

F<J.\ ::: f {,~A) ~ \ (I- 1i f' (Y4 t/-, dt 
1-n; I, Jw, 

zodat volgens het bovenstaande f (,z,) in de omgeving van het punt .z = 1 
>.-, 

afgezien van een reguliere functie, gelijk is aan r <I-A ) (log i > • 
Is A echter wel geheel positief, dan is 

~= -' _,. (_ t k-, P,,Alt-iJ{-1~ t/-1
dJ 

k T/~ 11r. t. Jw, "'ct 
dus 

r(~) C _!__ ~ l (,- (lt r' io-~(t-,)(-1 .... _t/'-, c1+ 
(~ - ,) \ '-rn vi. "'V 6 

zoil!l.-ti in dat geval F (:z) ih de omgeving van het pun~ z = 1, op een 

reguliere functie na, golijk ·is aan l\~iJ! ., log ( 1-1). log X-, ('l. ). In 

dit speciale geval treedt dus in het punt 2 = l 2.on logarithmische 
singulariteit op. 
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Door analytische voortzetting geldt di t ook voor he-~ f o • 

We vinden zo 

F (,z,} = f.Mt JT(t> ~ ~ 1,., f' ( ~ ;~+ k) 
. 1t ~f!> l-p _Ok :Z k 

Als \arg .zl< 7; , zal als 1~1--00 de onvolledige Gamma-functie l(-t.;r-1-k ) 
tot de volledige Gamma-functie r ( r' + k ) naderen. Door het vervangon 

van de onvolledige Gamma-functie door de volledige, gaat de conver­

gente ontwikkeling in een divergente asymptotische ontwikkeling over. 

Is n. 1. Re A > 0 a.an is f (~;A )= r ( A)- f" _£t-e-, dt • Hierin 

zijn zowelf(-:t.)),l(A) als r£tt~-ldt ana~ytische functies van~' 
't. 

dus bovenstaande relatie blijft oak gelden als R.e ).. i O. We vinden dus 

zo 

en e':lf(-i:.)): ~~:[~) +to/{~) 
We zien dus dqt het vervangon van de onvolledige Gamma-functie 

door de volledige een fout introduceert, die van kleinere orde in /.l is, 

dan welke term van de reeksontwikkeling ook. 

Nadert \,z,I tot oneindig met )arg (-.z)\< 7J , dan zal de term 

6( ;z ) de hoofdbijdrage leveren, in de reeksontwikkeling worden alle 

termen ve.n dezolfde orde. 

VI. Neem nu in II £<iv-) = cosh~, dus 

~ 1 keven ,pk= k1 
=- o k oneven 

Verder weer A= 1,,- = o, ~ = 0 en a (t) = ( t-, l'-I 
In dit geval vinden we 

met 
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Als \.zj~ oo met l arg it\< rr , krijgt men een asymptotische reeks 
/. I 

door~ ( '1. ) door .f,'l f (r + k) 'X -r-,·- K t0 vervangen; als !-1t./~ 00 inet 

I arg (--'l) l < r krijgt men ec::n asymptotische reeks, door~ ( /'J_,) door 

~-'1. r, (r?i+k )(-,zfr-K te vervangen. 
I 

Al·s voorbeold van de laatste stelling nernen we 

o.. k! 
k .. ,_k {.f))(}4,'11,i 

en dus 

OO n-r )_ tn. 

f[~)==~ k)(ki"ir.)l: 'l:lfl Im.fri.) 
Toepassing van de duplicatieformule 

k I .. l k ( t) }( ~ .. I) ) . vrr 
levert 

In dit 

en we vinden 

(ffJ~(~)= i.{-'lt-r)J _~ l (c.wfv ,zt)(t2"-1t-% d.t 
'{rr :un vii 

Wat overeenkomt met de integraalvoorstelling van Poisson vo0r de 

Besselfuncties. 

Tenslotte 
,I k .2. I lj 'I\-±-~ L 'Ji~.!. j/ 

l-11 YI< "'-l-'ll--n. l 2.. 
(j I fk ('l'l.-f- kj!. ~! 

dus vinden we de reoksontwikkeling 

I r,) I ~k 2-k { }k ,e.!{f(-z;1t+k+i) )in. -fJr~ £~r(~:z;'ll.+k+f)1 
~ . .::-1_1:_--- (-I _____ _,__ +(-1 ..e, 

I)\. i/n,.,,_ 0 \d{'I\.-I-k)I · -z k "t.1< • 

Beschouwen we alleen de eerste term tussen de haken en nemen we 

r· ( 'fl -\- k + t ) i •. p. V. de onvolledige Gamma-functie' dan krijgen we 
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1'. ~ \! . .. \( ( I k)l 

I'll(~) :._..e_ 2k (_-1)1'" l _'11-:t+ k" 
V1rr2. -o k!/,n-½- k)! x. 

=· ,e,~_ E_ c-l :i.-k( 'Yt.+±}-····---l'n.-± +l<)h-½)r··--·-·{n-ki-±) 
V:m1.. o- kl zk 

wat de bekende asymptotische reeks is. 

VII. =~~em tenslotte in III A= o,p = 1, gcw-)=..ew--, ~= o, i(t)= 
(i-t f . We vinden na in de integralen t door 1 - t verva:ngen te 
hebben 

Nu is weer 

r{-'L,o<+k) _ f{cx+k) +Cf(..e~) 
(:~J°1+k - {:-::!t+k 'l., 

a.ls dus \arg (-~ )) < f maken w e in iedere term van de l!ll.atstgenoem.-. 
de reeks een fout die van kleinere orde int,(. is, dan welke term van 
de reeksontwikkeling ook, indien we de onvolledige Gamma.-functie door 
de volledige vervangen. Zo krijgen we voor }ar,g (-~)\..(_ f de asymp­
totische reeks 


