RN

MATHEMATISCH CENTRUM, ' Rapport Z.W. = 1950-006.
2de Boerhaavestraat 49, MR 5 .
Amsterdamnmn-20.

Voordracht door W.L. Scheen in de serie

Actualiteiten op 25 Mdart 1950.

FACULTEITREEKSEN.

1. Gegeneraliseerde Béta~integralen. Algemene ontwikkelingsstelligg.

I, Zij\é/(t) een in het interval o<t < reguliere functie, die in
dit interval voldoet aan de relatie?
’ 7 ~c‘
|y < e b7
waarin ¢,>8 |, q, en g, van t onafhankelijke geschikt gekozen reéle
getallen voorstellen,

We definiBren dan voor Re o > Qe ,RJPN}. de gegeneraliscerde
Beta-integraal B ( ,f.’; \}f ) als

(1) B(o(,(z;\wl):j ! (;-t)P \*/(t) dt

II. 7Zij (’c) een functie, die na het aanbrengen van een snede langs
de reéle as van 1 naar -co analytlsch en eenwaardig is in de cirkel

C gedefinieerd door }} ":l ,<I « Stel verder dat beide analytische
voortzettingen op het segment o<t < 1 bestaan, ondubbelzinnig be-
paald zijn en dat voor beiden in die omgeving vant 0 geldt

[y} < et

We definieren dan voor R,L < D> qy.

(2) B( /5‘}’) §_t0(l B"}’({

De integratieweg W word‘t hlerln genomen langs de reele as van
0 tot 1 = 8, s in positieve richting langs de omtrek vanL,,., en weer
terug larngs de reéle as van 1 -g, , naar O, Langs het eerste stuk van
de reéle as kiest men voor de waarde van Y (t ) een van de bovenge-
noemde voortzettingen, zodat na het doorlopen van de omtrek van C,
(in positieve richting) en andersom de andere voortzetting van'}‘/ (t)
wordt asngenomen. Arg (! «1) wordt gelijk aan nul gesteld in

t=14+8 .

Spmerking:

Is }U (1) wegulier in 1 = 1, dan is als R;z /3>0'

(3) B (ct.piyt) = 228 B (ap syt

e




Is bovendien (3 geheel, dan is
(4) | B,(%P ;\y(U )&%ﬁ-;j‘) = B(d,{s;xy@

ITT, 2ij \fJ (1) een functie, die, na het aanbrengen van een snede
langs de reéle as van O naar do , analytisch en eenwaardig is in de
cirkel C, gedefinieerd door |t[=8 <1 . Stel verder, dat de
beide analytische voortzettingen langs het segmemnt 0<1 < 1 bestaan
en dat voor beide in de omgeving van 1+ = 1 geldt

] < o, -t

We definiéren dan voor Rtp > g,

(5) Bo (0(){5 ‘\ﬂﬂ):—;r‘“:g &_tjdﬂ (I_,i_)p"' \f/(t}df

De integratieweg Wa wordt hierin genomen langs de reele as van
1 naar 80 y in positieve richting langs de omtrek van Co en weer
terug langs de reéle as van 80 naar 1. Langs het eerste stuk van de
reéle as kiest men voor de waarde van W (1) &én van bovengenoemde
analytische voortzettingen, zodat, na het doorlopen van CO in posie
tieve richting, de andere voortzetting vany (1) wordt aangenomen.

CArg (= 1) wordt gelijk aan nul gesteld int =-38, .

Opmerkingens
Algemeen geldt:

@ Blepit) = Blpsaiye-t

Verder geldt als \}/ (t) regulier is int= 0 en als RQ, oA>0

9 Bu(opipt) - 222 B o pyt)

Is bovendien o geheel, dan:

(8) Blappt) doget) = Blop;yt)

IV, We bewijzen nu voor integralen van het type (2) een algemene
ontwikkelingsstelling. Wegens de betrekking (6) kan men deze direect
omzetten in een ontwikkelingsstelling voor-integralen van het type
(5)s Een analoog bewijs levert een later te noemen algemene ontwik-
kelingsstelling voor integralen van het type (1).

Beschouw dus een integraal van het type (2). Neem aan, dat 1{/ (1)
te schrijven is als \}/(t) = %@) (F(‘c}
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waarin & (t) een functie is, die in de cirkel ‘I— H = 1 analytisch en

eenwaardig is en daar voldoet san b
~Re -
(9) o] < et "% (1--t)

waarin cq)@>o en q geschikt gekozen, van t onafhankelijke getal-
len voorstellen. De voor‘}/ (t) ingevoerde veronderstellingen impli-
ceren, dat'q} (1) na het sarbrengen van een snede langs de reéle as
van 1 naar =-oo in de cirkel C, analytisch en eenwaardig is, dat de
beide analytische voortzettingen op het segment O <t< 1 bestaan en
ondubbelzinnig bepaald zijn. We nemen bovendien aan, dat de genoemde
voortzettingen op dat deel van het segment, hetwelk in de omgeving
ven t = 0 ligt, voldoen aan R |
(10) }%(JC)J< c, t i
waarin C¢ >0 en q,’ geschikt gekozen van t onafhankelijke reéle
getallen voorstellen.
Nu geldt de volgende

Stellings B, (o ,8 ;¥ (t)) kan voor de>’p+$'+Ra@ ontwikkeld worden
in de reekss 0 ol {B-H—k

W e | VST g
AL =5 W,
waarin de a,k de ontwikkelingscoefficienten zijn van

ch'qp(ﬂ = 5:*_ Q 6-t)"

Bewijst We schrijven P

-1

- 2
t¥ ott) - 2t o ay ) +lt-) 5,00

zodat - ] ? \
Sy =28 ) e, ()

IsmuO0O<%£< 1 en )C,z de omtrek van de cirkel I!-“ =1, dan

geldt
i

k % -k-
1) a-w;‘%‘-ci wooo) (w-)  daw
en dus voor iedere © bigrmen ¥, gelegen
- o) & (-0
SHO PRI R LAy T
/e bk 42 (V“‘)ld»l Zi; Qlu"—‘ik

2m X, fwr—g* 1)
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Gebruik makend van de ongellgkheld {9) vinden we

(11) l\q(ﬂf < ¢ -4 25 :,f:,—ij(

waarin Cg een van % onafhankelijke constan‘be voorstelt.
Passen we nu toe de transformatie
- <(1-1) & 2 |
waarin S>=\I~H y dus 0 £ §<7x , dan vinden we voor de integraal in
het rechterlid van bovenstaande ongelijkheid

f o= |

K,L”W'“ \/fc‘—zfcgcmcf«»y"
Hierin is . . ) ., .
T -2rgeng g =(c- 9} vUp N q Z_(m—g:)
mok  zanpei’te > L apg’

Is ?g(Z—'\/g),danis

-2t en g +Saz>=(rc~ja)2 > 2V —1)2

zodat dan .
S ldwl o aw
- = 3
Je bl 5V
Is daarentegen ¢ > (2 - W), dan is er in het eerste kwadrant
een hoek 2(\/ te vinden zodanig dat sin 23’ ='—~—?—

en
14
ol gx dg_ S W v‘}b}
WD o g % il SN Jog T + WY E gt
SK e ¥ 1r T 4
(A
In de laatste uitdrukking zijn de eerste en tweede term begrensd

terwijl de laatste term van de orde log—'i%-— is. Onder alle omstandig-
heden geldt dus £

SKm ?2’%

Volgens (11) vinden wes’

(12)

‘ A -¢ 2
S,E(U; <Cp n (I—-fb) /Pa%—lz—:&; { c.{. en C? zijgﬁgﬁg-)—

We kunnen nu schrijvens

B( V@))‘MZ(’) o) jw i’uﬁ'_’({'—/)@“k‘l Q@de‘ +R£
met R,g - i {_d”‘l-ldr— I>P+/P‘I %,(H S‘g&) df

2TCL
& \“V'
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De integralen bestaan, want % (1) voldoet aan (10) en er is
verondersteld Ro (o -q-q )>b met bzo. .

Wegens het feit, dat % (t) regulier is op W, (behalve in de om=
geving van =0 in welk geval echter (10) geldt) is Hq’gfi
beperkt op W, , en geld+t?

a3y Ryl < e, [ s o e
W
o, R RN e +c, 8 SC S

Voor de laatste integraal vinden we met behulp van (12)

ot < o< "t 22,

waarin /t>3 (maarfc( Y.

We zien dus dat 8 L 5,3 “dﬂ tot nul nadert als /B onbeperkt
aangroeit. Wat betreft de eerste integraal in het rechterlid wvan (13)
nemen we aan, dat ! =zo groot is, dat Re ([5 +4 -1 )>0. Dan wordt ze
gemajoreerd door

|

St tm(d—q{_ql"_,)(l—ﬂp\z((h-»e—lji52(.“} ot

|

#]
Voor {g kiezen we in (12) 2 = l—z-z- , dus /(,—573—’-

-1

do)-

en omdat 2
i o] < o 1l ol

Is daaren'tegen t<i‘ dan nemen we in (12) %= 2 (1 2 + 9 ), dus

A ~fe
1-%=4% -9 =% (1 -p)i Ondat dam wVg 2 77 =(1 - _% ) pegrensa

4
begrensd is, als X onbegrensd toencemt, vinden we voor

is vinden we voor J£<X/ e

[o0] < cnli- o) Pt < et Aoy

De eerste integrasl in het rechterlid van (13) wordt dus gemajo-
reerd doors: I
eled-g -q' ~) v A-)
€ /81)'&73’ iA g/g‘; JLP b4 )(‘“t)R{(P ) dt
2-, 1 /2"}
e | AR E AV Dy

14
Wegens Rs (o -q_—q’-TL }> O bestaat de laatste integraal en nadert
tot nul als 2 tot oneindig nadert. j - -')

L
We bewijzen nu eerst voor vaS’te/,L : j ‘ijk (-1 /ldf = 0/( A
z-l
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Immers als k< 0 geldt

' - ! I+ - ’ 2+ -k
“ { (,-%)1‘7 i< A k} oty 7 at <)2“§@-+) Pap A
1 9

[ /?,1-));4'!
Neemt men verder aan, dat deze laatste stelling voor zekerek

geldt, dan geldt zo ook voor k + 1, immers
|

At i} oy + | k-2
[ b ot a NE VG JZ'k'u&'k—L"‘f 4 et L0
9! /f+/uw , f-v/u’{ Jud

volgens de inductieonderstelling.
We vinden dus

2?)203 i g pelaly
Mgk O(AME8Y)
Re(-a+g +q! +})

hetgeen tot nul nadert wegens R,Q (o -q-q;-"; )> O,
Hiermede is de algemene ontwikkelingsstelling voor B, ~integralen
bewezen, aangezien blijkt, dat 'R/? Yot nul nadert als ,8 tet oo nadert., |

R‘tl{f’“"‘? ") d 't

V. Stelt men de zelfde eisen aan (t )=g‘, ('t)c? (1) en bovendien de eis,
dat in de omgeving van ‘t:l oD het segment 0 < t < 1 geldt
‘3 (1‘)) < ¢, (1-1t) ¥ dan vindt men voor Reol > boq + qu(, Pu{s>q("

B (d,{S ;\ﬂﬂ) =Z_}?—, oy S! £ g alt) dt

Opm. I. Men gaat tenslotte gemakkelijk na, dat alle in bovenstaande
bewijs ingevoerde constanten (, +/m ¢,, onafhankelijk van o en[3 ge~—
kozen kunnen worden, indien deze grootheden in een beperkt gebied
variéren. Dit betekent dat de gevonden reeksontwikkeling in zo'n ge-
bied gelijkmatig convergeert.

Opm. II. Hangt bovendien () vehalve van t nog van een parameter %«
af, en weet men, dat binnen zeker gebied van %de relatie

| g®)f < et
geldt voor een zekere, van 4«onafhankelijke omgeving van t = 0, terwijil
op het overige deel van de contour \/J, %(i’) een van 4 onafharkelijke
bovengrens heeft, dan zal de convergentie ook in dat gebied van 7 ge-
lijkmatig zijn.
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2. Gegeneraliseerde Faculteitrecksen. Het convergemtie halfvlak.

I. Als faculteitreeks (van de tweede soort) wordt in het algemeen
gedefinieerd een reeks van het type

i—i o{(o(o;\: l ] ‘i &y Tl Ty

INCERTD

= i ay B(o() k-H)
7]

We voeren nu een grotere klasse van recksen als gegeneraliseerde

faculteitreeksen in, n.l. die van de beide typen:
% o, 2o
I B (ct-q,pK)
m ok ke -—b:—B{o(- +)
. k3 e

: heel z 0) :
waarin B,(d"‘}, e "'n‘l( §e=?§>,(%°(—¢},{b +k ;Y/ (t)) ‘voor Y (t) = 1.

Vg +k-1
Hierin is dusB(e(—Q,ry{-k):S 't } (1—%)‘3 - dt-
_ T+ Tfor-g)

Y T{oh—{iwk—cz,)
Y N A
W
_m'mrr(pw“‘)' T +k)r(°<—ﬂ‘,) . r(o(~q,\) _ ol g~
T Tlasprkeq) Tlp-k)Tlasprkg) | B-k/.

waarin de integraalvoorstellingen alleen betekenis hebben als
R,g, (a- 9 )> 0, terwijl de voorstelling mb.v. Gamma~functies
algemeen geldig.is en

m Voet-g-1 +k-t m, ‘
S%EB(OL—%F%):SD f ¥ (I-JC)(& '&r& (-tydt ol Rz(d-a,)wwo

S%B,(w%@-vk): : Jtw%ﬁ(%'dwkd’g"&m(t")”H ods R‘@'?>>‘0

awi
f

(met arg (t-1)= O en het pun‘bf: 1 +8, van \/\/, ).

We passen nu de ontwikkelingsstellingen van de vorige paragrazaf
toe met %(f)= log'm(l—t), resp. %(JC)= log (t-1) en vinden, mits
() san de eisen voldoet, die weamiin de vorige paragraaf stelden
. w1l ,
Blapiebly™let)- 2 o S Blocg o)
(1) w17 R pom o flag e
LB [l e d B, (5-4,50Y) wm Rectopifig
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We zien dus, dat gegceneraliscerde Béta-integralen waarvan ‘\{/ (t)
te schrijven is als cf) (t) log™ (l-f ) resp. 4 (i) J.oggfrﬂ (t-1) te ont-
wikkelen zi)n in gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits Cf (f) een
functie is, die in de cirkel ’1—ﬂ< 1 amlytisch en eenwaardig is

en voldoet aan de ongelijkheid . ’P
(2) ' H;{’f){ <€,\“—M(" )’t-ﬂ)

II. De gebieden, waarin de faculteitreeksen zeker convergeren, zijn
zoals onder(l)aangegeven halfvlakken, de mogelijkheid, dat de con-
vergentie ook nog optreedt in een groter gebied is niet uitgesloten.
Om dit te onderzoekeé maken we gebruik van stellingen voor de gewone
faculteitreeksen Z,“_O-»k B («, k+ ) zoals deze door landau en Nor-
lund zijn bewezen (vgl. Milne-~Thomson: The Calculus of Finite Differen
ces, Ch. X, pag. 271-287). ,
Stelling I. De recks i akB (ot \4-*1 ) is convergent in het half-
viak R.E of > >\ ’ waarir;

0

<N "
A= lim sup log IZ;‘,‘_ Qt)/lo‘g'n , als k o divergeert
hd
o0

oo .
>\= lim sup log izok Qk}/ logm , als ZE Oy convergeert
<

(3a)

Voor P\,e o(<>\ divergeert de reeks, in geval PLeo( =>\ is geen al-

gemene regel bekend. ‘o

Stelling II. De reecks Z‘;_ Qy B (o, ki—l ) is absoluut convergent in

o
een halfvlak R£d>}1, s vVoor Reo(< is e niet ansoluut convergent.
Hierin voldoet /u, aan A g/u.gk +1 . ‘

-] .
Stelling III. Als de recks ZE_ O«kB (st \<+I ) convergeert voor o = o,
is 2ze gelijkmatig convergemnt:
1° in het halfvlak Reeol > Reotebij willekeurige £>0

2° in het gebied |arg (-o,)|<%-m bij willekeurige >0 . |

Als gevolg hiervan stelt de reeks in het gehele convergentie-
gebied een analytische functie voor.

Bij al deze stellingen zijn eventueel punten o = 0, <1, =2,~die
in het convergentiegebied liggen met een willekeurig kleine omgeving
uitgesloten., (Hier heeft de reeks geen betekenis daarf) (o(,\<+:) er

oneindig is).

IITI. Voor ,onze gegeneraliseerde faculteitreeksen zijn nu soortgelijke
resultaten af te leiden. Hiertoe bewijzen we allercerst .de

Hulpstelling., TIs voor een gegeven functie ? (ot ,[5 ’ k ) en bij gehele
M, N> 0 een rij getallen 2-; ,...,!}N te vinden (/?J;#o), die nog van

(5 mogen afhangen, maar beperkt zijn in elke beperkt gebied van(}; ’
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alsmede positieve gehele getallen K enL, (KéL) zodat voor alle
waarden van & en met Rzo(> - N ’ Rp, > -M geldt

o AP (g b~ Btk b B (i, ko -y Bltoz o) =y, Btk
< % B(st(JrN k-Lw)

voor alle >K dan is de reeks Zig ay F (049[5,\4) (absoluut,
gelijkmatig) convergent voor die waarden ven & , waarvoor
k QkB(d k+ 1) (absoluut, gelijkmatig) convergeert en de reeks
Z%F(o(,(a k) divergeert (convergeert niet sbsoluut), waar
:‘ Osz(o( k + 1) divergeert (niet absoluut convergent). Bovendien
ig de convergentie van ZE ri (o(,{-& k) in elk beperkt gebied van/€>
gelijkmatig naar fd . (We slul'ten punten waar P (ot s k) singulier is,

(3

¥

uit). o
Bewijss Als 2:\3 akB C 1) (abseluut) convergeert, convergeren ook
Z.akB (o(+f ket )., Za,k:B @+N -2 ,k+1 ) en
ZQkB("‘*N ’k L*’*) (absoluut), waaruit de (absolute) convergentie
van f‘:akp(u B k) volgt. Wear vovendien de % goes ’}g'N onafhankelijk
vano( zijn en ult de stelling III voor de gewone faculteitreeksen
volgt, dat alsZE O B (d K+ ) in een gebied van o gelijkmatig
convergeert, de reeksenZ_ apy B (ari ket ),..., 2K k ak%(wfw -2 \(+/)
enZakE (ct+N-p k- L+I ) dat ook doen, is

& ’1
7 o P s k) ook in dat gebied gelijkmatig convergent.
Is A weer de convergentieabscis vanZ akB (, k+] ) en

A- 1<R2d<>\, of R—?/O( )\ maar o geen punt waar EakB (ot k+1)
conve:cgeer“t dan heeft men

; a’kF[df}k) /8'2 Qy (dkﬂ 32 akB(dH, +J}+
? P

_,,}} B(olJrN tfnu+)8- Za
M}ngg(mww,uﬂ)

De eerste reeks rechts divergeert als P—>00 , de overige naderen
tot een eindige waarde, dus divergeert ook Z Q. F (ot ,[3,\<)

Als we nu nog bewijzen, dat, indien " ¢ ay F (o B k) conver-
geert voor zekere waarde o, vanol , zg ook convergeert voor alle &
met R.?o(>R,zeé is aangetoond dat ZE a.kF(o( {5,}‘) divergeert voor
alle of met Re st <, K e

Uit de ongelijkheid (3) volgt r(d,{ﬁ,k)= o“ (“'@/(—li")) )
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Fla,p,k
F“(et.,fs k)

d;k : -(e( o, ( 6,(__))

on Otk~ a{k-: ze,(k—ﬂz(u-d,)-l)

Moar Re (o- d, )> 0, dus ZKE (d.k - CL((_,) convergeert absoluut

dus als d,k = , dan geldt

en Z_ °’k F (o 7(5 k ) is convergent ondersteld,

ergo Zk 0y F (d,,{& k )e d‘k -ZE_ ay F (o(,@ k) convergeert.
K 2
Z0 v1nden we dus dat ook Eakr(d{a 1'\) de convergentieabscis

A heeft. Op analoge wijze gaat men na dat Z_“ko (d,(S,k) en

%E- %B(u; K4 1) dezelfde abscis van absolute convergentie be-
zitten.

We bewn_;jzen nuz

Stelling IV: De reeks Z‘i%@B(d ,(54—)( ) convergeert in het half-
vliak Rl (o =g )>>. -m , waarbij / \ gedefinieerd is als in (3®)..

Het halfvlaek van absolute convergentie vindt men, wanneer men
>\ door//, vervangt, terwijl Y voldoet aan Xg/Ag k«\-! « Als de
bovenstaande reeks convergeert voor ol =ol, is ze gelijkmatig conver-
gent nasr ol @

1® in het halfvlak R,zo(gﬁzo(a+a bij willekeurige £>0

2° in het gebied [arg (t-«,)|<F-% bij willekeurige >0 -

Bovendien is de convergembtie in elk beperkt gebied van P gelijk-
matig naar {; . In het gehele convergentie gebied stelt dus de reeks |
gen analytische functie van of 1n(3 voor {uitgesloten die punten waar

a‘m (A-9 @*k) singulier is).

Volgens de voorafgaande hulpstelling is het voldoende te bewij-
zen, dat we voor—(g— B (- 9 !34—\4 ) een ongelijkheid van de vorm

(3) kunnen vinden waarin e( vervangen is door o/- qv + .
Voor Re (- g +m ) > O hebben we

20 B (s, j'i"‘“‘"o-t)@*k"'iﬁ&“ o-1) dt

zodat in he‘t algemeen, mits o(-q/ geen geheel getal is
. o +)i ~4
3 . (c(— (3*-\()--. ) j Lf} (l t}ﬁ /80% (I

' Verder veronderstellen we dus Rg(o(«f;+m}> N RQ{_%,>-M
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-1
We gaan nu (-t 1og™ (1-t) omt=o onth.lflrelen. De( +m)N:1?e
afgeleide van deze functie is een polynoom }v{l log (-t). (-t )
- -2
hetgeen gemajoreerd kan worden door ( I—t ) als t tussen O en

1 ligt. Op deze wijze vinden we

7 Doy 4™ A s Ay R

waarin de A, ga e A\l; nog vanp af%angen, maar beperkt zijn in ieder

beperkt gebied van f':; . Verderwldoet I (t) aan

e N
A
(4) {1 N —
}\I‘ N([*t)MMl

alsost< 1.
Aldus blijlkte

(5) é%:r%(o(~a()r}4.k)=(:-!)m_B(o(#%+m‘k+l)-§/'&:5{d~1+nm+i)|k+§+.....,........-----'-1-
waari;n +/?r :B(d-q'+m+N—: kw) + R

R*. j(f) Y R At -

2inim Tf(o( cn

o L-a..._,a—ﬁ
-
1
oo~
3
e
w
’ Py
-
Naioranent
v -
jowrun

dus als \<> M+ Nt 1 m.b.v. ongelijkhaid (4)
,2 /‘)\ ( o(*Ci'-*‘Y"*N )/* M—- N""m.-i)

Hiermede is de vereiste ongeln jkheid voor —’~-b(0’ (L ,{’5-\"( )
. O.g

gevonden,
B (#-4,p+4

1
IV, Voor Rf (ol =% )> 0 en RJZFS 4+ ¥ >0 Runhen we
schrijven als

G, 1

L n -~ - - * o
. ' }“v—-% H' v\(b'\L. ! I‘-; Uy 1 iE
[ \ L 3 "") /v'.‘"f;, {!‘/,‘ G
a1 &
'»L[';,I‘

waarinde coniolr 30t de reele as se’n ugew”rolf'-"v.. p=n worden. Lit levert

= B \c{ Q(gwk{d) /*’ ﬁ -,g- u(“" J‘lﬂ}

De D/g zijn nier onafhankelijk van o( en k e beperkt als [5

in een beperkt gebied varieert.
=/
Ay

Verder is :D,, (mi) i sin™p  alsm even

It}

.-
= (i) cosiTp wis . cneverl

cr

Is num even en{g niet geheel, ofm cnasven en b niel gelijk aen
een gebeel getal + 3, den is D :/: 0. We vinden 400y voor de

= B («-q, @-kk) de ongelijkheden van de vorm {(3) in te vullen

f
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voor B B (a-q {b*'k) een ongelijkheid van het type (3) met « door
o-q vervangem Het convergentie gebied is dus het halfvlak

Reet A Reg, -

In de twee gevallen, dat :Do= 0 is, is D,#— 0, immers

Dl

. m-g
(i) cos R’{i als m even
= (mi ) sintR als m oneven.

We vinden nu voor—-——-— B (-9, {b+k ) een ongelijkheid van het
type (3) met of door o<-q{+!vervangen. Het convergentiegebied is nu het
halfvlak Reos )« qu,»s

Volgens (1) hebben we gegeneraliseerde B&ta-integralen met
'z;/(i) -q>(f) log™ (1-T) resp.W{/ (t) —-C?(YL) log™ (t -/ ) ontwikkeld in
convergente gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits ¢ (f) aan een
ongelijkheid van de vorm (2) voldoet binnen de cirkel met middelpunt
1l en straal 1 en aldaar analytisch en eenwaardig 1s.

Zij nu omgekeerd van de Tfaculteitreeks Z!E Ay 5 m:P;,(u 9, @+k)

waarin Rf(&> 0 is, gegeven dat zij convergeert voor ?L@’J 9 )>)\ ™o
Voor elke £ > C geldt dan dus, mits men & niet zo kiest dat Are

geheel is
of daar uit (5) volg'b ]5()\ (m%{%“ Ll)m'}){,\\%’ kH)
A-
o (—:) T (>\+£) k £
o e
[-1-A-eV
Uk
)Zi-m “"‘gﬁ*— =0
of k‘—:‘m (~,-k)—€)
] i ‘!I"{“‘A—f.
}("ki' ~ /J‘ '( ke »
Is A+£<-| den convergeers §2 recks /-h Ay ( l*‘ )K in he’t geb:Led
begrensd door de cjrkelgl—ﬂ = 1, cmdat de reeks }_—_ _l- “ENu- lL)
¢

daar absoluut co: qvergeer‘t. De furcti
ol 17 Sk 0 (1)
voldoet nu aan de ongelijkheid (2) me% %=c en dus is
B(o( R {59? (JL') logm(J-t )) in een gegeneraliseerde faculteitreeks te
ontwikkelen, welke juist de reeks is waarven we uitgingen.
Is =N= 1< A+£< =N (N genee1z0) en dus Me 1< (=1 -0 =g)<N

“
=

dan is vanaf \ﬁ N de blnomlaalcoefflclent (~ t ) alternerend, Is

dan weer ({) (lL)-— t 12_ ap (- t ) s dan geldt dus binnen de cirkel




1B

‘ b~ ﬂ< 1 weer

(c?@)}< ‘H%Zq’{} 5;:_ a,k(l—f)k) t AJ%(—!)R (_l‘é\”‘g.)ih’f!k}}

 wt s e

dowez. @ (1) voldoet aan een ongelijkheid van het type (2), en
B(e()(s ;ff (Jf) logm (1-1) is in een faculteitrecks ontwikkelbaar, welke
weer de oorspronkelijke reeks is.

We vinden dus niet alleen, dat een gegeneraliseerde Béta-intew=
graalE;(N,{s ;q? (J':) 1ogm(l~i’ )), waarin 39 (t) aan de r.2ds meer ge-
noemde eisen voldoet, in een gegeneraliseerde faculteitreeks

oo é’"\-
i ak—““bme (o(-q ,Fu—\‘) is te o%twikkelen, maar ook dat iedere
gonvergente faculteitreeksi a,k%-—m E) (e(#q! ,(3;+k) waarin RL(&>G R
o

voor te stellen is door een gegeneraliseerde Beta-~integraal

E (o(,p : P (t) 1log (1~ )), waarin ¢ (t) san de reeds meer genoemds

eisen voldoet. ~m

T _ ; ,
Hetzelfde geldt voor de Bl =integralen en —Bfga B‘ -reeksen waar-

bij dan de eis Pu;{5> 0 komt te vervallen. C‘f (‘c) heet de genererende

functie van de faculteitreeks.

3. Orde van machtreeksen.

o
. 4 k .
1. Voor een mschtreeks .k Qy, X wat convergentizsiraal 1 wordt
> 3
i . /E‘Fq.\azk*
= +}wm op B
) /\,% K
gedefinieerd als d=s orde van de reexs.

2

Men gamat gemzklkelijk na, dat de constanie A stelling IV,
welke de convergembtieabscis van een gegeneralisecvrde faculteitreeks
bepaalt gelijk is aan de orde van de machireeks naar /-t voor f:_q'-%v(f)
verminderd met 1, als 2&2, f‘q’q) (JC) niet bestaat, en gelijk aan de

van de machireeks naar -t van {f“cf’r\a(f) ~  Llimt™Y CF(JC)}/JC

t—0
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- 1
verminderd met 1 als lim ’cd’c{)(f) wel bestaat, )
De orde van een machtreeks is in vele gevallen lastig te bepalen,

Hadamard e.a. is bijv. op dit terrein werkzaam geweest.

II. We formuleren eerst de volgerde stellingen:

o0

= k
Stelling I. Zij 4 =|%] . Heeft de machtreeks % (2)=k a2
[+

met convergentiestraal 1 de orde }lgo ;, dan is bij idledere £>6 een
van t onafhankelijk getal ¢ te vinden, zodanig dat voor |z|< 1 geldt

‘ h-
(1) | 4| < c(1-7) -
Immers voor bijna alle k geldt
_..__*.i‘f_]. k - dat is
: ’2"}“ DI \nfa—l
(2) - iwk} <k

We schrijven .weer, mits & niet zo gekozen wordt, dat \H-& een

e o C e ()

waarin voor voldoende grote k ae uitdrukking (-l)k (""‘\f’ ) constant
van teken is. Geldt dit, evenals de ongelijkheid (2) met k; N, dan
2k oy 2t

1o 2 k-h
<C ZNEH) 9 ;:L)"f/k

waaruit weer volgt lf{z\‘ < C (/- ’z\)h h-g {-C'

A
< ¢ [-%) *

geheel getal is

[od

bij geschikt gekczen c .

s 4

(24
AStelling IT. Stel men kan bij een gegeven machbracks i (z):é:k_ o %k
met convergentiestraal 1 op de eerheidzcirkel een eindig aantal pun~
ten 3, geessy S vinden, alsmede een getal ¢ > 5, zodat binnen de
eenheidscirkel |z)< 1 geldt

(5) \’%(lz,}‘< i-—‘—s—i—“f—a—aAC(;—m

L

)~w+¢

)

waarin € ye..,C enC van % onafhankelijke positieve getallen voor-
stellen en 4 = )'Ll is. Dan is de orde van de reeks zeker niet groter

dan w .
We hebben n.l.:

: )
£ a’k = ——’— S /Ek-l-( &'1

2L

————————— ’K

') Als t-%tF (t) op en bianen 11—- Hé 1 regulier is, stelt men de orde
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waarin de integratiecontour K"z een cirkel met middelp’un‘b 0 en straal
% zij. Uit (3) volgt

» s - idlz ~wrt g
@ a5 o BK 15,1-7)4“ ¢ Clon) ™

(s
We passen nu toe de transformatie 2z =22 e y Waarin C{?.n= args,,
. o+ : y
[n-1] =] 1- T %)‘ = (I- 2zt @ +¢2)_/1

We vinden zo

-
t 3(1 ;Svfz} () ("1%6‘70(?4'“3)‘%
Voer #Z > 3-\5 s 18 er een 6 te vinden zodanig, dat 0 < 2)/<—2’E
en dat sin %‘3’ = % . Voor <F<X maken we gebruik van
24 : )
2% e g w2t - ) + 4 nin 19 >(1 —/zf .
en voor > Cf >y maken we gebruik van
2 2 9y & 2
l—zmmc(-»n: > YT A 3:}? > E,’LCY

We vinden dan

15 dzl zggﬂ +25n(1€)w,¢% 4y

z Kﬁc‘%ﬂjﬁs AN (% o ¢
o A O [
:‘-ZA'(/ ’6) --—-*-—-J:;—-—————-——[TE “A’A
-t +}
=< A(l~"1) o o/&\ - )M

> 1 is ondersteld en Y= ﬁ( AN
We nemen £ = 2 —{; en vinden dan
x w~f
_é.J ddal oAy
n

(A
Daar verder (1 - —f; ) beperkt is, als K — o0 . volzs tenslotte uit (4)

dus /Qf&!%l < W=+ %QA

| R
of he 1+ Aim M)P-%%;-—g (‘1 2.d)

N:B. In geval we ¢J= 1 genomen hadden, hadden we gevonden
ba, )< A 2@} k
en dus ' 14
h = 1| 4 2am b %% <

Ook dan geld‘b de stelling dus pog,

A
€

H
€
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o
Stelling III.. Zij van de machtreecks (%)-—:E O "I-k met convergentie-
straal 1 gegeven, dat zij op de eenheidscirlocel een eindig aantal
singulariteiten 5, ,... ,5‘-} bezit. Geldt in dat deel van de omgeving
van 5, , hetwelk binnen de eecrheidscirkel ligt

)g(z) ~ Gy (s{sz"‘ %4,, (5, %)

wasrin o, reéel, terwijl q,_ (5,,%4 ) voldoet aan

;g‘f’; 2t aﬂ“’(&“‘tz):v f w& £>0 ',%, long,’zlé%
‘z %n(fnm?)lﬂ"

dan is h® de orde van de machtreeks als )1= max Wy > 1.

Allereerst is het duidelijk, dsﬂ;éZ (£) aan een ongelijkheid van
het type (3) voldoet metw =h +¢& waarin & een willekeurig positief
getal is. Dus is de orde < )H-e: . Laat men £ tot nul naderen, dan
blijkt dus dat de orde < b ise.

=

Was de orde <h , dan zou volgens (1) binnen de eenheidscirkel
moeten geldens kb
)= C (-4

4
voor zekere h < h .
Dit is zeker niet waar in de omgeving van het punt s, waarvoor
w,l-.-.lv' is. De orde is dus§recies }‘5 .

S‘telllng IV. Heeft &(’Z)- a, % de orde k , dan heeft
ﬁ(ﬁ) Zi L (kH)Z de orde W+l .

Immers lim supw /glﬂl\ '_21___2:::1 -l

i 2]
Stelling V. Heef% g«l(z)-szk_ a,kzl" de orde , f(%) Z

de orde "’z ; dan is de orde van ,(¢)+y (2)=, \' x’O;f/ ‘razk )Zk gelijk

aan het max (b,,b ), als h:é% y en de orde ran (¢ )+ /gl (2) is
zeker niet groter dan h ’ als , = L\ . '
Het bewijs hiervan is duldeJ.lgk_

™

Stelling VI. Zij %@ Z {o,-2) 3(a —a) ..--(%»a)'w’* x
\)é Y, ; 1 9‘2
(a,~'2) /?A.'r id[az -{:" et - &(Qz../z

waarin lo,&‘ai , Cj¥o,
(#) regulier voor \1‘3@ 1 terwijl voor elke } niet vol-
daan is aan de volgende voorwaarde: '
Alle w‘} gaee ,w&} 2ijn niet-positief geheel en alle Vy
zijn tegelijkertijd nul.

<9V

,&.,... 2&
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Dan kan () ontwikkeld worden in een machtreeks van de orde
h = max (Rz 2 Y
Door te differentieren wvinden we, dat %’(z) in een dergelijke vorm
te schrijven is als hierboven voor /8— (2) werd gebdaan, alleen is
max( Re w@é } voor de vorm met 1 vermeerderd. We differentieren net
zo lang tot max( R)z,w-% )2 1 is, dan kunnen we stelling IIT toepas-
sen, en myb.v, stelling V in de omgekeerde richting toegepast komen

we op het gewenste resultaat.

4, Het verband met asymptotische ontwikkelingen.

I._ Beschouw

1
e g £ o) dt
Door de transtformatie i‘,?—-?& met{(> O toe te passen, vinden we
&-1
% ()= So i g{)(djﬁ,}_dti
waarin ?(d’t‘ )= CP('JE?) } .

He is mogelijk, dat bij een bepaalde o A{2) in een faculteit-
reeks &LZP;O/kB(f( ,k+1 ) is te ontwikkelen..Dan moet echter P (o ,'Q:,) ;
analytisch en eenwaardig zijn in het gebied fl - t,} < 1, terwijl voor
dezelfde wosrden van T, geldt ’ - '

|plevtif< ¢ (1-1i-t))

Dit laatste betekent, (P (o t, ) heeft een machtreeks-ontwikkeling
van eindige orde.

Aan deze eisen voor c{) (e() i, ) blijft voldaan, als men o groter
laat worden. Verkleinen van o kan achter of een singulariteit intro-
duceren binnen de cirkel ll- ﬂ = 1 of de CF (o t‘l ) van de orde oo
doen worden.

: Zij mu m(o(, f, ) naar machten van ( I-t, ) omtwikkeld:
c{)(u,’c, )= Dk 0 @)(1-1,)" , dan geldt bij voldoend grote o
- o

'%,(zF;%i eyl Kl
)= 25—

AEREER)

:ZE «* o) kl .

22+ 2+ kt)

De reeks in het rechterlid convergeert voor kleine o( niet meer.
Als o —»0.gaat de faculteitreeks over in een asymptotische ontwikke-
ling naar %~ .




] Bow

) Dit verklaart} waarom faculteitreeksen convergeren, terwijl asymp-
totische reeksen met ontwikkelingen naar 2 = , die dus met o = O cor-

responderen, divergeren.
II; BEen eenvoudlg voorbeeld van een faculteltreeks is

+ k) [9‘*‘
(z+ g Z (=) L? J PD
Lz : ! (z+?+; e {z+y+k)
waarin B K de getallen van Bernoulli van de orde ( §1+ k) zijn.
Deze recksvoorstellin volgt uit

o] Ve
(Aegt)” - -t ?Z(k*( QU

Een andere is

-

_ S 4 Biiln (X +k)
(z- a}“” m 2(241) e {z+k)

Voor deze laatste reeks convergeert ook de ontwikkeling naar z_k »
Nog een voorbeeld van een functie, waarvoor ook de ontwikkeling
naar fz'k convergeert is £ ©

N '/z aa (_’J“ o Gl)'ﬁ“l
Men heeft 2 =§W = I*Zf_: Py

Yoor m > 1 is

L'n. - L i'z- (%‘tf” dt (vgl. boven), dus
"‘:; . j F5 g b

=} |
3

+S¢,W },(1@) dt

is een analytische functie voor §/~H < 1, de orde van

-
(VT
if..f';a_\[_._

gi_gﬂﬁ__v 4 ,2z0als men met stelling III van de VOmge paragraaf vindt.
by- )203 '

Dus geldt voor R,?, Z >0

'lfz ay H
£ = I*’Z. Z(Z-H’ li*k)

2V=-Aog t
waarin de ay de ontwikkelingscoefficienten zijn van l}'( /Qog )

naar (1-t Z: — V-%E




We beschouwen nu

-FE i-2)= f —E—é‘é
0 2;23(
-2
ez j L4
Ol
We stellent: £ en krijgen

. ! - : ‘
N I R SR T ).
"EL(—Z>:——-—O€ o't l’ *—O{—-& d“ )

..( .
We zullen nu {1 —&’2&} noar 7T = 1 -JL' ontwikkelen.
Stelt men 1 - —fi- = Jk /gf =

] B

den gelat & = 1, f = (k21

en ‘0«02‘3 = l‘w

a’ero = )v /I; 21( 2
Op deze wijze v:.ndt men acktereenvolgens

o, = 1
d 4= =1
o 0= B2
2
=50 +2 ot
« o= - £3 2
24-360k +22 K °u o0
0‘ a’l’"‘—' 4 .g
o 2 3 4
~ 120-~240¢ +210 o{“~100 A 424 A
A 0= = 51 "
_ 720-1800 ¥ +2040 A"=1%350 (" +548 & =120 A7,
4= 61
o ay = 304015120 & #21000 0?-17640 of3+9744 ot -3528 o(>+720 o
T
« o, = 40320=141120 o 4231840 ®2235200 4162456 o*-787924 *
8 1 _

426136 A 05040 o

en dus voor - [ i (-%) de ontwikkeling
—————————— -1

geen singulariteiten binnen h JCt<l heeft. D.i. o > log¥#l. Bij
A = YogZ is de orde van{t —2-1-% ! gelijk 1, evenals b13
o> log% (St.III van paragraaf 3 toepassen).
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r —z[ L 2-d ) b-bot + 2 a*

-Litd) = T Tafzrd)  z(x+ol)lzr2dl] T Tz{z2+ol) [z ¥ 2el){7 +3)

, 28=3600 +22 k%6 o _ 120-240 x +210 x°~100 o024 ot
z2(z+) oo o (Z+4Y) Z(2+A)eses (245 1)

720—1800cx+2040 «2.1350 a0+548 ot =120 o2
Z(Z+ X Jeee(Z+6 K )

_ 5040-15120 & +21000 o2-17640 c0+9744 o *-3508 o 4720 of

Z(ZH K Jovenoea (ZHA)

40320—14112001+23184O‘N2—235200 d3+162455u 78792‘>(5+26136°‘~6—5040027
Z{z+ ol )ess (Z+BA)

Voor o = O krijgen we inderdaad de gewone asymptotische ontwikkeling.
De ontwikkelingscoefficienten werden berckend voor ofl= 1 en
o = 2, wat convergente ontwikkelingen levert, verder voor of = log 2,
welke net op de grens van convergentie ligt, en voor « = 0,5, waar-
voor we divergente ontwikkelingen krijgen.
Hieronder is een tabel van de gevonden waarden vax de tellers,

met als de vergelijking die voor de asymptotische reeks ( = 0)
n 0 0,5 log 2 1l 2
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 2 1,5 1,30685 1 0
3 6 3,5 2,80202 2 2
4 24 10,75 7,61852 4 - 8
5 120 41,5 26,7774 14 64
6 720 191,75 110,173 38 - 592
7 5040 1035 539,193 216 6768
8 40320 6380,25 - 2968,92 600 - 90624

Bovendien bepaalden we uit de ecrste 9 termen van de reeks,
zonder de factor x‘z, de som voor 2= 1,2,3. Voor «= log 2 end= 0,5
werd hierbij na een geschikte term het Buler-proces toegepast, voor

= 0 (asymptotische reeks nsar 2 ¥ ) pasten we het Euler-proces

na de term met kleinste absolute waarde toe, hierdoor ontstaat een
nieuwe alternerende reeks, waarop op dezelfde wijze het FEuler-proces
werd toegepast, enz., tot men tenslotte niet meer verder komt. Voor
=1 en 2 pasten we het Buler-proces niet toe, omdat het hier geen

voordelen opleverde.
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De begin convergentie was voor o = 1 het beste, bij «« = 2 was zij
zeer slecht . Het Buler-proces zorgt bij de lage o =waarden er voor,
dat met de eerste 9 termen toch nog een behoorlijk resultaat be-
haald kan worden. '

Het heeft dus zin de reeks te beschouwen voor ot = log 2. Voor

= 0,5 krijgen we divergentie. Oneindig veel termen van de recks
gedragen zich ongeveer als (‘E&-1)- e ; waarin 2 -1< 1, Of
het toepassen van de sommatiemethode van Fuler zin heeft, is nog een
open vraag. Hlerblg dient echter reeds opgemerkt te worden, dat de
methode van Buler de machireeks voor {l - 2 1ogt& overvoert in een
recks, die nog tot t=o0 convergeert.

Het onderstaande tabelletje goeft de resultaten met de exacte
wasrden ven -2 L i(-z): Hieruit blijkt, dat o = 0,5 verreweg de beste
resultaten oplevert.

%{% 0 0,5 log 2 1 2 exact

1 _0,6019 0,5969 0,5983 0,6011 00,6216 0,5963%

2 0,36111  0,36135 0,36143 0,36162  0,36421 0,36133 |
3 0,262088 0,262081  0,262095  0,262124 0,262675 0,262084|

IV. Als laatste voorbeelden mogen‘de logarithme van de faculteit en

haar afgeleide, de( ~functie, dienen, ,
Hier kan men de integraalvoorstelling van Gausz voor de * =functie

gebruiken . -ae{z41) i _i;_f_% A')‘

pleede ][5 -20 - | fiy

(o] - £
Norlund geeft al san, hoe men met behulp hiervan een faculteit-
recks voor q'( Z+}L+l )= 4)(¢+I ) kan vinden. Immers men heeft

&‘}(ZVM-I)- (.j//.'lﬂ) Jw ,g-{/”')x Ll’ii dx

-2

(o

=ty

(Y -
Dit levert, =zoals men gemakkeligk 21et, de faculteitreeks

e
(})/24—/44-1) 4)[,”-'} Z k o+ ,ff:+i)('7{—2)~-----~-'(2+l“‘“) ’

»Voor log ol geldt de integraaslvoorstelling van Planas




D Do

Maskt men tenslotte nog gebruik van

g v = | 22 ‘jmﬁx dx
o
- '203* it
dan vindt men
@) et Do) | ¥ g o] o8

/Eagz’ *(a+'/z))zvg(7+«)=—S{t2(ﬁ_+%+z)~7}f-’/,_g%j '

In de laatste integraal nemen we eerst eens de grenzen O en a<1,

N i Zi'
u is jaﬁr‘;tdf~ 'a"ftl(”"?“‘"‘“)df

Verder gebruik makend van

j"“ dt
ZL-/EO'Lt i Rog o
vinden weo g K
O
. , }
5 iJC (———+'/l+z’}—7'_—7€-/,‘€~§;—‘—%z
a ,?1 2+

» , J ) dt -
[ bt e ot = b st~

In beide integsaten is nu de integrand eindig voor a = 1, we
kunnen dus de limiet overgang a — 1 uitvoeren. Op deze wijze blijkt

/zmé/zl (z+4) Epa(cq, y,@,,zt(,if ,?,e%f /)df ~ (z +1)

! dt
+ j o+ et )
0( C T ot Regt
De eerste integraal zullen we in een faculteitreeks ontwikkelen;
die in een halfvlak Re z >1%, een tot nul naderende functie definiecx.

Stirling's asymptotische formule levert

Jl( /’Lt,y,ﬁat) i 22"32”

(%4

Dus
] 4
P .

(2) /Qo% /z_fz(zJ,Z)/Yog,(zHJ ~{z +1) +ll})pgzlr _) X‘iaf (l~'t +)3¢i3t 'Z/) ¢t
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Met behulp van de integraalvoorstellingen (1) kan men L{J (z+1)
en log { 2+ )! na de substitutie i’, =t in gegeneraliseerde facul=-
teitreeksen ontwikkelen, die de asymptotische reeksen van Stirling
vervangen. Ook hier is een ondergrens voor de « -waarden man te geven,
waarvoor de reeks in een zeker halfvlak convergeert. Voor de L}J ~fung-
tie krijgen we, na de substitutie I, =!% de integraslvoorstelling:

TR e R AT, P!
Z) -~ 203 Al =~ +——
pel- Bl og ) 47w W') '
. 0
” ca s J « -
De gingulariteiten van Cf(t) = T + T zijn het punt
t, = 0 en de punten, waarvoorf: 0 gekozen wé&;g'b’. De enige singulari-

teiten, die ons interesseren, zijn die, welke binnen de cirkel
!PH = 1 liggen en waarvoor \argﬂ< % . Men ziet dat deze er
slechts zullen zijn als o< ’/5 . Voor o > ‘/5 krijgen we dus convergente
facul'b(?)i‘t;g?ksen, en wel convergent voor Re (z+1 )> 0, daar de orde
van 3—‘«-———& 1l is.
Hetzelfde geldt voor de faculteitreeks voor log « !
Voor oo = 1 krijgt men de volgende reeksen.

1 1 , - '
‘P (z+1 )= log (z+1) = 2(z+1) ~ T2(z+L1)(z+2) ~ 12(z+1)(2+2)(2+3) %

<
.

I

+ ® % 8

19 9
T 120(z+1) (2+2Y...(2+4) ~ 20(2+1)(2+2)e..(245)

log z ! = (z+%) log (z+1) - (z+1) + %ﬁﬂzw*'EET%¥ET

+ 9w 0@

1 : 1
T 360(z+1) (2+2)(243) ~ 120(z+1)(z+2)... (z+4%)

._._._\[‘ IL-,%\':I,/%KJM t,:l md,cem /KXWIW?’/M oft,aﬂmwn/‘-

5. Toepassingen van faculteitrecksen en Beta-integralen.

I. Stelling I: Zij van een functie 'g (2) die in Z = O regulier is,
gegeven, dat ze eenwaardig en analytisch is in het # =-vlak, waarin als .
coupures zijn aangebracht de halfrechten, die een eindig aantal punten

S 900095, met resp., 5® ,...5,00 verbinden. Neem verder é.an, dat

() in de omgeving van een punt 5 (4= 1yee.5n ), alsmede langs de
halfrechte, die S met S&‘“ verbindt is voor te stellen door

'f(g): gré(il)-z-f?),&@)

waarin g‘}( 2 ) in de omgeving van en langs de halfrechte, met uitzon-
dering van het punt # = 5& analytisch is en /?»&(a ) in die omgeving en
langs de halfrechite analytisch en ecnwaardig is.
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8tel tenslotte, dat er een reeel getal 9 is te vinden, zodat geldt

igé {,<' H }/Z d’ 2 e ,

als |#/ voldoende groot is en op de halfrechte van $; naAr ST ligt,
terwijl in het gehele opengesneden % -vlak geldt

‘ (/))<A )

Indien dan 2 wordt gedefinieerd door

% k
5[,):,[13_ oy 2

S S O ”

geldt voor k> g,

a

Oy =—Z{ S;k B: (k,l ; 3&‘( 2;1))

Bewijss

ari JKR qu—i

waarin KRbijV. een (in positieve zin te doorlopen) cirkel is met de
oorsprong als middelpunt en voldoend kleine siraal R . Taten we R
toenemen, dan moet men, em de singulariteiten 5 te ontgaan de cirkel
van lussen voorzien die om S lopen en tweemaal, in tegengestelde
richtingen, een stuk langs de halfrechten van 5 naar 2 o De bijdrage
langs de cirkel nadert tot mul als R—o en k >q en de imtegralen
langs de halfrechten + lussen om %; convergeren, daar de bijdrage
van /%, (2) nul is en fg (z)'< A['z]q’ ondersteld werd.

n 53*) ke
ak =—-~—L—-Z£ /4 36@) &7-

i & o
Door te substitueren o = 7 vinden we
2 -k ( K~
L . {3
Py = zn"tZ. %) t 84(“‘3) 4t
W,
v .
nzg 5 ﬁ\l,(k,/ ; %&(zgj (g, »d)

m,. . S
log ¥ (2 1)y (2D

pﬂot -

-4
Als dus g;(z) van de vormz’z (—sg; -1 )
is, waarin c?(‘k Y een in de ecirkel §I~ﬂ < 1 reguliere functie is die

daar voldoet aan . HJ@” < H}-Rg,ql'(l_ \I—ﬂ)-?

dan kan men de a’k schrijven als een eindige som van faculteitreeksen

og==20 23 5" B,(k{s% s o, oy ™i(1-)

Men kan op deze manier bijv. de coefficienten van de machtreeks
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, Y Yoo .
ontwikkeling van ( 2- o, )M (2=2, )* ...(2~04 )7 in faculteitreek-

sen ontwikkelen,

IL Zij Azo, 20, Apso en m]:ﬁ?s t%( )ﬁh%m?ﬁﬁgt

i
Hierin stellen % (t) enc? t) functies voor, die aan dezelfde voorwaar-

den voldoen als onder IV van § 1 met T Q + RQ@ = 0.
Z2ij verder t}ce(t)— 2_. ék(l~t) de machtreeksontwikkeling van

tq’c?(t) em het gun‘b 1. S
Zij Q%(1MQ==ZE ﬁyquh een functie, die binnen de cirkel lmrl< R
0

analytisch en eenwaardig is, terwijl we bovendien onderstellen, dat na
het aanbrengen van een eindig aantal coupures langs halfrechten, die

een punt & met 4 oo verbinden,g (w ) in het gehele opengesreden w-~vlak
analytisch en eenwaardig is.
. o F Eii 3, h
Dan is de functiel (2 )= ap i 2 in een £ =-vlak, dat open=-
gesneden is door coupures san te brengen langs de halfrechten, die

i i
dé punten dl—~£l——— ke mef A’ /b o verbinden en langs de half-

i + AL
rechten, die de punten(&-—{ﬁ_~. . met ax,f‘

analytlsche en eenwaardlge functle , die voor te stellen is door de

F]@}:I%TS g%(ai'ﬁﬂy7 3@Jqﬁ)&f
W,

4

verbinden een

integraal

of door de reeks

k

el e’ | GLrEl LT e

De straal van de cirkel om 1 van de 1ntegrat1eweg \V moet zo klein
gekozen worden, dat geen singulariteiten van (% (a x/f )
omsloten worden.

Voor het bewijs vervangt men in F ()= Z: abglaf de coéfficién~
terlahdoor hun integraalvoorstelling, 1nd1en 1zl < _JE% ({ kan men dan
sommatie en integratie verwisselen en men vindt de 4%relste integrasl-
voor stelling, die in het gehele opengesneden % =-vlak een analytlsche
functie voorstelt. Door het aanbrengen van de coupures n.l; voorkomt
men dat een singulariteit van (a'tx(t-l)/u) op het segment 0 < b<1
komt te liggen. De ontwikkeling volgt uit de algemene ontwikkelings-
stelling.

N.B. Neemt men slechts aan dat voorﬁy(f)==%(i)<?(f) de eisen van
paragraaf 1, II gelden, dan is de integraalvoorstelling nog juist,
mits %0= 0.
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P G-t g eehs

(f ) en Cf( f) voldoen aan de cisen van sectie V van paragraaf 1
%('w'):z\; »?rh‘urh voldoet aan dé eigen van II ven deze paragraaf,
Men vindt dan, dat F(z )=Z§. M/&, /Lh analytisch is voort 'bewze’c-

Y
ten in een # -vlak opengesneden langs de halfrechten, die 3_0\* \),\
: . C. Ny
met 3% verbinden, en daarin is voor te stellen door

- ! o ! _ .
Feaj= | G etct) gt gt 2o g [ G rathectf) £ g 1t dt

wearin {‘ch({ )=§ K (I—’E )k is gesteld. Bewijs als bij II.

-26=- i
I11. 2ij )\}__o,/u;o ,>\+/A>o 3 0= S

IV, We nemen in II van deze paragraafg (or )= (,_w)" , A = 1,/u,= 0

en (t)= g (t)g(t).
Aan (') (t) wordt slechts de eis van paragraaf 1, II gesteld. Dan

is dus

Gy = ! Sw {"h (,})LH dt ; fg’h =1

2Tt

S h
F(Z]:Zo: ap % T%ag
W,

Dit levert ons de analytische voortzetting van F(z) in het com=

G- 28) oit) db

plexe # ~vlak met een srede langs de positieve reele as vanaf 4 = 1. De
integratieweg W, moet zo gekozeh worden, dat het punt t ==é- er niet op

ligt.
Ligt 2 dicht genoeg in de buurt van 1, dan kan men behalve de
oorspronkelijke comntour W, ook &én W” beschouwen, die de punten t =%
en T =1 omsluit en geen andere singulariteit van (}J (t),.

Dit betekent, dot men aan de integraal het residu van de integrani

in t =-;— toevoegt.
L
//j) ‘
Dus

Fi) _(_jw -2t et + Ll

Hierin kunnen we de integratieweg onafharkelijk van « kiezen, als

# tot 1 nadert, en we vinden dus

Fe) =2 ¢t)+He |
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wasrin H (72 ) ecn in de omgeving ven % = 1 reguliere functie is.
Vervangen we in het bovenstaznde £ door Jq_, waarin 3’.,%0 , dan

vinden wij dat de functie

00_ k k
R ak‘& Z
in de omgeving van het punt z= ’ geschreven kan worden in de gedaante

= ¢ls:) + He)

waarbij H(z) in de omgeving van z ==fé,—— regulier is,
Als voorbecld dienc de opgave: Bepaal de aard van de op de een-

heidsecirkel gelegen singulariteiten van de functie
T
[ 7k _—
) =/
1 () — k)«
Als )\ niet geheel positief is, geldt de formule

1 ﬂ'__.&& £ (g 1)

dus

Fo) - 20 TM) j (-21) ()m%i)x’dt

zodat volgens het bovenstaqnde F(z) in de omgeving van het punt 7 = 1

afgezien van een reguliere functie, gelijk is aan | (I—X ) (log 3 7 ) .
Is A echter wel geheel positief, dan is

ﬁ-ﬁj—j t“’)&g& Ay t)

. - p
Z
P | (e Doyt Aoyt
G-t 2l W

zodst in dat geval | (z) in de omgeving van het punt z = 1, op een
/\ T .log (1-4), 1og>‘_/ (2)s In
dit speciale geval +treedt dus in het punt 2 = 1 een lcgarithmische
singulariteit op.

dus
reguliere functie na, gelijk is =an

s s g 2
V. Zij in II%(W): , dus /gfb— T+ Verder weer A= 1, y foo = 0, beven~
dieng (t)= (t- Pt ) 0= 0. Dan 1s%(mr en dus ookt (2) een gehele
functie. Men heeft

t -+ K
%mwn njA Rg,\>o ZTH Z_ ( ’) Xk j Ez U?—I)(5 di‘
l

T
'wwwnrfz A)S ‘tt
de onvolledige Gamma=- functie voorstelt.
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Door analytische voortzetting geldt dit ook voor F\a)go o

We vinden zo

Fia]. 20 f 22 3& ¥ [zl

™ z® 7K
Als jarg z|< T , zal als jzl-—>c de onvolledige Gamma-functie Tz, p*k )
tot de volledlge Gamma-functie T’ (F’+k ) naderen. Door het vervangen
van de onvolledige Gamma-functie door de volledige, gaat de conver-

gente ontwikkeling in een divergente asymptotlsche ontwikkeling over,
Is n.1. Re )} >0 dan 1sr(a A )= T(}\) S “tfk'df . Hierin

zijn zowell (fL.A),T.()\) als f: tJC)\ 'dt analytische functies van 3\ ,

dus bovenstaande relatie blijft ook gelden als Re A £ 0. We vinden dus

- r (Q;m_..m) 49(»:%3-*)
en ZT{ (?(

We zien dus dat het vervangun van de onvolledige Gamma-functie
door de volledige een fout introduceert, die van kleinere orde in « is,
dan welke term van de reeksontwikkeling ook, ‘

Nodert {z| tot oneindig met }arg (—”)}(—- , dan zal de term
O/(x ) de hoofdbijdrage leveren, in de reeksontwikkeling worden alle
termen van dezelfde orde.

VI. Neem nu in IT g(w) = coshawr, dus

'gk— ——I—~ k even

7{‘

=0 k oneven
Verder weer A= 1,/»= 0, g = 0 eng(f) = (t-y )ﬁ-/

In dit geval vinden we

Fe) = L jw ek 2t - it at

o] -[*k
=Lk (—’)kgkj (covh 2t) (tw){s dt

D'WLTFE & +k ,‘Z ~4," +k
Y Z{,—IHJ{ ]:gfk )"2 Z;()(fulﬁ )§

met

" Pe)- 22  (npel) T (-rpek)
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Als |z|—>o met |arg «|< %; E krijgt men een asymptotische reeks

doorTD(z ) door £ Tﬂ( v k) = Pk te vervangen; qls]zj—+oo met
larg ( 4)}<'n krlagt men ccn asymptotische reeks, doorTﬁ (2 ) door
—2 .
}‘ Qs+k)(—&)r te vervangen.
Als voorbeeld van de lastste stelling nemen we
k |
(ls = , .
Kk
() ()

>3

en dus
zk

k _ 2
FY Z; kl&+n b2 Im@d
Toepassing van de duplicatieformule
1Lkl )
' Ve

levert

Ca-$) 5 kot -4

v yors W " {w-y du
_2f-n-n) ko amagp 3
T O

In dit voorbeeld 4is dus

(3»'\1-&% ’
e e
en we vinden

(,n’n] e :L(~‘n,-f)} 4/. S C,o*y?\/ ¢{-)(t -/)“ h dt ,

Ve amt
wat overeenkomt met de 1n¢egraa1voorstelllng van Poigson voor de

Besselfuncties.,

Tenslotte k ‘
k n-p-k (n-)
(h I) (Yk (‘N ) ) (’ﬂ—j' kj‘ M )

dus vinden we de reeksontwikkeling

= z.'k k 2 r(z ‘f”‘“*z) m N “r(‘z;«n.,.k*ll)
I, e)- = .{( ) - f

Beschouwen we alleen de eerste term tussen de haken en nemen we
T (m +k-+ ) i.p.v. de onvolledige Gamma—functie, dan krijgen we
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= k (-
Lot 2= 06 00
‘ % k( 1) («L-l+§<){ ~1Yee ~{'n k+
_“'—a_— . .
“\amz Z; &) ki 2*
oo - PRRT S 2 2 k-t
2% ey 2R g ()
Tz 5 k! 2k
S S i)
Vs 4 P

wat de bekende asymptotische reeks is.

W
VII. }\Iciem tenglotte in III /\" 0 y = 1, Q(W) £ ‘t.- 0, 3(t)—
("t)(d « We vinden na in de J.n'begralen tQoor 1 -1 vervangen te

hebben 00

AF(IZ\ sz-\i " S in{.{ﬁ'wk it

o
{’i
AL

Y

@%’m T(—a;d+k} .

Z.

=

Nu is weer

r(~z-)o<+1<) ) Tt k) s £-£)
(—Z)‘;H'k - (*quuﬁ t (—Z—

als dus larg (-2 )|< T meken w e in iedere term van de leatstgenoem~

de reeks een fout die van kleinere orde in « is, dan welke term van

de reeksontwikkeling ook, indien we de onvolledige Gamma~functie door

de volledige vervangen. Zo krijgen we voor Iar-g (-ﬁ)\"\ _’1_r de asymp-

totische reeks )

) - Z?ﬂ ((Q.:_k




