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1. Inle_id_ing 
Bij een onderzoek naar de voedings- en gezondheidstoestand 

van zwangere vrouwen werden ons van 498 gezonde zwangere vrouwen 

o.a. gegevens verstrekt over het gehalte in het bloed en de 

urine van de volgendc stoffen: 

1. caroteenJ in hondcr~ften} per ml. serum, 

2. vitamine A, in tienden I.E. per ml. sBrum, 

3. vitamine E, in tiend2n ~ per ml. serum, 

4. vi taminff B1 , A. P. P., in ~ per 100 ml. serum, 

5. vitamine BA, in tientallen ~ per 24 uur urine, 
l 

6. vitamine B2 , in tientallen ~ per 24 uur urine, 

7, vitamine C, in 6 per ml. serum, 

8. cholesterol, in tientallen mg.% serum, 

9, cholesterolester, in tientallen mg.% surum, 

10. alk.phosphatase, in tienden Bessey m.M. units in serum, 

11. haemoglobine, in tienden hgl.g.% in bloed, 

12. s.g. serum, 

13, stikstof, in grammen in 24 uur urine., 

14. verhouding tussen albumen en globuline in serumx10. 

Voor ieder der vrouvH::n werden deze gehalten meestal driemaal 

bepaald en wel in de 3e, de 6e en de ge maand van de zwanger­

schap.1) De waarnemingsperiode strekt zich, voor de eerste pe­

riode der zwangerschap, uit van Maart 1950 tot en met Ju~i 
'1 J51, voor C_c. ·:tw'§-: ... ' di$:. p:e:r.io:o.e ;v,:a;_n:_rJ:u:ni· .. <1-950·, .to11):,JJi1 bl.~t 

Octob~r ~954 0n voor de derde periode van Augustus 1950 tot en 

met December 1951. 

Naar aanleiding van deze gegevens hebben wij de volgende 

vragen beantwoord: 

1. Is er een verschil tussen 1950 en 1951? 

2. Is er een verschil tussen de drie perioden der zwangerschap? 

Beiden vragen voor ieder der bovengenoemde gegevens apart. 

2, Rt.:,sultaten 

2.1. Onderzoek naar een verschil tussen 1950 ~n 1951 

Dit onderzoek is uitgevoerd voor ieder der maanden en ieder 

der zwangerschapsper'iodcn a.part, voor zoverre de ze lfde maanden 

1) Deze maanden zullen wij in hetvolgEnt aanduiden als resp. de 

eerste, de tweede en de derde periode der zwangerschap. 



-2-

in de be1de jaren voor ieder der 3 perioden binnen de waarnemings­

terml jn lagen. Voor :Leder der in de inlc:::iding genoemde gegevens 

zijn voor de eerste periode d'0 waarnemingen uit Maart 1950 ver­

geleken met die uit Maart 1951, April 1950 met Ap~il 1951 enz. tot 

en met Juli 1950 met Juli 1951; analoog zijn voor de tweede resp. 

de derd2 periode de maanden Juni 1950 tot en met October 1950 
(resp. Augustus 1950 tot en met December 1950) vergeleken met de 

overeenkomstige maanden van 1951. 
Voor de vergelijking van twee maanden hebben wij de toets 

van WILCOXON toegepast (zie memorandum S 47(M 7) ). Wij krijgen 

dan voor iedere periode der zwangerschap en voor ieder der maan­

den: 

1. een waarde voor de toetsingsgrootheid ~, 

2. een waarde voor £. ( ~ I H0 ), 

3. een waarde voor ua(!J. I H0 ) 1 

waarbij de hypothese H0 inhoudt, dater voor die periode en die 

maand geen verschil is tussen 1950 en 1951. Wij geven deze waar-

den aan met resp. !J .. > rl.:. en cr'i';I. • 

Dezc resultaten hebben wij, voor iedere periode apart.op 
twee manieren gecombineerd: 

A. Wij berekenen de grootheid: 

U-_..,. 

HGt gemiddelde p- en de variantie crl!. van \! onder de hypothese 

H:, inhoudende, dater., voor de beschouwde periode der zwanger­

schap, voor ieder der maanden geen verschil is tussen 1950 en 
1951, worden 

De grootheid ~ is, onder de hypothese H~ , bij benadering nor­

maal verdeeld met gcmiddelde fen spreiding~ en de kritieke z6ne 

bestaat uit grote waarden van 1~1 . Deze toets leidt speciaal dan 

tot verwerping van H~ als er voor tenminste een maand een verschil 

is tussen 1950 en 1951 en de aanwezige verschillen overwegend het­
zelfde teken hebbcn. 

2) Loor de grooth2den ~~te delen door'Y'l..irm,.t bereikt men dat de toets 

voor de hypothese H: bruikbaar is voor cen klasse van alternatieve 

hypothesen die onafhankelijk is van de verhoudingen der steekproef­
grootten. 
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B. Wij bcrekenen de grootheid 
~ xa - E c~~-p.J 

- - .t tr:' . ... 

De ze grootheid be zit., als H: juis t is, bi J benadering een X.,,­
verdeling met een aantal vrijheidsgraden dat gelijk is aan het 

aantal groothed8n ~t Gat men combineert. De kritieke z6ne be­

staat uit grate waarden van X~ en deze toets leidt ook dan tot 

verwerping van H' als de verschillen tussen 1950 en 1951 voor 
I) 

de verschillende waar02n niet alle hetzulfde teken hebben, 

D8 reden, dat wij beide toetsen toepassen, is dat als de 

verschillen tussen 1950 en 1951 overwegend hetzelfde teken heb­

ben toets A een groter onderscheidingsvermogen bezit dan toets 

B, terwijl toets Been groter onderschcidingsvermogen bezit dan 

toets A als de verschillen tussen 1950 en 1951 niet overwegend 

hetzelfde teken hebben. 

Wij kriJgen dus voor ieder der in de inleiding genoemde gegevens 

zes overschrijdingskansen nl. ~~n voor ieder der perioden en 

voor ieder der toetsen A en B. Deze overschrijdingskansen staan 

vcrmeld in tabel I ( zie blz 4 ). 

Uit tabel I zien wij dater voor practisch alle gegevens 

een verschil is tussen de jaren 1950 en 1951. Ter verduidelij­

king van de resultatcn uit tabel I zijn voor enige der gegevens 

in de figuren 1 t/m 5 (zie blz, 9 t/m 13) de gemiddelden voor 

de verschillende maandcn grafisch uitgezet. 

Of de gevonden verschillen tussen 1950 en 1951 verschillen zijn 

tussen de werkelj_jkc gehalten of geheel of gedeeltelijk te wijten 

zijn aan verandering~n in de bepalingstechniek is met deze ge­

gevens niet na te gaan, Dit zou wel mogelijk geweest zijn 1 als 

men gedurende het ondcrzoek regelmatig contr6lebepalingen had 

verricht van een bekend praeparaat of iets dergelijks; men had 

dan kunnen onderzoekon of de waarnemingen en de controlebepa­
lingen een overeenstemmend verloop vertoonden. 

Een gevolg hiervan is dat wij niet kunnen onderzoeken of er sei­

zoensschommelingen in de gehalten optreden: wij kunnen nl. wel 

nagaan of er verschillen zijn tussen de maanden van ~~n jaar 1 

maar deze verschillen kunnen eveneens het gevolg zijn van ver­

anderingen in de bepalingstechniek. Dientengevolge zullen wij de 

rest van het onderzock uitvoeren voor ieder der maanden apart, 

aannemende dat de evuntuele veranderingen in het gehalte en in de 

bepalingstechniek in de loop van een maand te verwaarlozen zijn. 



T1alJ~l I J)l+) 

Ovi:::rschrijdingskansen gcvonden bia de; vergelijking van 1950, rn~951," 

,..._...._ ----·--
Mc r- B "' 

Periode 1 2 3 '1 2 """l 

J 

Caroteen OJ54+ 0 n 11 ' ;; C) !' I- 0,32- 0 J 111+ 0,95 0 

Vitamine A 
-4 

< 10 + OJ 77 :- 0,05- 0.,0003 0,035 0,0 

IVitamine 0,21+ O; 05 :- 0,04+ 0,33 0,009 0,0005 
B1 J AoPoPo 

Vttamtne B1 0,71+ 0,15- 0,012- 0;42 0,70 0,0045 

V:L tarn1ne C 0,001- 0;70- 0,54 0,01 0,76 o, 

Cholesterol 0,19- 0, 05 ·· 0,17- OJ07 0;10 O 3 18 

Cholesterol-· -
ester 0,007- 0,0004- 0,007- 0,001 0,003 0,004 

Al1c.Phosph. -ti 
< 10 --:· 5 

--6 
10 + 5,10-5+ << 10-L~ << 10 

-'+ 
<< '10 

-1+ 

.. 
, ____ ---

Hc:L"moglo- -8 . .. 4 
0,21- < 10-5 7 .10-5 0,28 b:i.nc < 10 + < 10 + 

s,g s2rum 0,53- 0;90- 0,36+ 5.10-1+ 0,035 o,83 
-•-->oV••-• 
stikstof 0,77+ o. 28, .., 0,23+ 0,37 0,08 o,68 

·-
rverhouding 

a/g 
-8 3, 10 ,· ) ·-5 l· .10 ·'.· 0,74 < 10·-5 o,ono2 0.,002 

3) Het teken bij een overschriJdingskans betekent, dat 
waarnemingen in het 

ste Jaar .. 

ede jaar ho r ziJn dan die in teer-

4) Dsar in het twcede Jaar vrijwel geen vit ne E en in t 

t eerste jaar vriJwel geen vitamine Bn-•bepalingen verricht 
C. 

zijn 3 ko~den wij voor dezL gegevens de e jaren niet verge-
lijken 
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2. 2, Onderzoek naar t:en verschil tussen de periode,ri, der, zw~p~e.s­

sch~p, 

Hier is eerst onderzocht, voor ieder der gegevens, of het 

gehalte stiJgt of daalt gedurende de zwangerschap. Hiertoe heb­

ben wij, voor ieder dcr maanden apart, TERPSTRA 1 s toets tegen 

verloop voor groepcn waarnemingen toegepast (zie bijlage S 168 
(M 61) ) . Wij krijgen dan voor iederc maand 

1. een waardc voor de toetsingsgrootheid ~, 

2. oen waardr.:: voor cr 2 ( ~ \ H0 ) , 

waarbij de hypothese Ha inhoudt, dater voor de betreffende 

maand geen verschil is tussen de drie perioden der zwanger­

schap. Dezt: waarden gsven wij resp. aan met W. en a·/ 
--<. 

Stel nu 

dan is de grootheid yonder de hypothese H: , inhoudendc dat 

er voor iedere maand geen verschil is tussen de drie period.en, 

bij benadering normaal verdeeld met gemiddeld Oen variantie 

er:..-= I;_cr:;.,?, " De krit:Lekc zone bestaat ult grote posi ti eve resp. 
A. 

grote negatieve waardcn van Ven de tacts leidt speciaal dan 

tot verwerping van H: als er voor minstens ~fn maand een ver­

loop is gedurende de zwangerschap en als dit verloop, voor die 

maanden waarin het aanwezig is, overwegend een stijging (resp. 

overwegend een daling) is, 

De resultaten van dezc toets staan vermeld in tabel II (zie 

blz,.6). 

Ult tabcl II z1Ln wij: 

a. er is geen reden om aan te nemen, dat gehalten vitamine 

A, vitamine B2 ~n v1tamine C stijgen of dalen gedurende de 

zwangcrschap, 

b. voor de overige gsgevens vinden wij ecn duidelijk stijging 

of daling. 

Voor die gegcvcns, waarvo~r deze toets geen aanwijzingen 

voor een verloop gaf hebben wij nag een toets van algemenere 

aard tougepast 3 n1, 'TERPSTRA I s toe ts voor het prob le em van -m, 

rangschikkingen (z1L voor de formulering van dit prob1eem memo­

randum S 47 (M 14); de toets van TERPSTRA stelt ons in staat 

deze methode ook toe t passen als de aantallen waarnemingen 

'Ln de valr,jes van het schema van'YYl rijen verschillend zijn, 
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Tabel II S) 

0verschrijdingskansen gevonden bij het*onderzoek naar ee~ 
stijging of daling van de gehalten gedurende de zwangerschap. 

Gegeven 0verschrijdingskans 

Caroteen ··b < 10 .. 

Vitamine A 0,19-

Vitatnine E 0,036+ 

Vitamine B1 
(A.P.P.) 0,04-

Vitamine B1 4.10-5 -

Vitamine B2 o, 81-:-

Vitamine C 0;150+ 

Cholesterol ··b 
<<. 10 + 

Cholesterolester -b 
<< 10 + 

Alk.phosphatasc -() 
<<<:. 10 + 

Haemoglobinc -ts 
< 10 -

S.G. serum 4.10-9-
~:==-;:;...~ 

J.10-b-Stikstof 

Verhouding a/g <10-cj-

De door hem voorgestclde methode 1s geen directe generalisatie 

van de in het genoemde memorandum beschreven toets, maar van 

de rang~orrelatiemethode van M.G. KENDALL). Als het -JSl. vakje 

van de ,i,~ rij van het schema 'Y\..._1 waarnemingen van een stochas­

tische grootheid ~ ... 1 bevat (. i::: 1,2. •••• , k.~..i..=-1,-i., . •• ,........_)., dan luidt de 
hypothese H0 dat voor icdere rij, dus voor iedere ~ , de 

grootheden 0::. (X_. • •• -:x:- dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling 
--\.\' -4l,) ) -""-¼ 

bezitten; vocr de kolommen behoeft dit niet te gelden, d.w.z. 

de grootheden x.. c,n ~--· ( .... ...(..;.,•) behoeven niet dezelfde vE.rdeling - "'-4 - ... -a- .,.. 
·te b:ezi tten 

_________ .... ____ _ 

5) Het teken + bij c0n overschrijdingskans betekent, dat de 
waarnemingen een stiJgend verloop vertonen. 
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de toetsingsgrootheid van de toets van WILCOXON is 

voor de vergelijking van de waarnemingen van 'JC .• die van ~ ..... .­_ .,i .. 

uit de ~! rij, dan is dE toetsingsgrootheid 
cu t~> ) (~ \JH· - 'n;.j 'n.q,) l 2. u..H - 'Yl..;.'i '11.,.i,•i• 

De kritieke z6ne b~staat uit grote waarden van Sen de toets 

leidt speciaal dan tot verwerping van Ho als er een overeen­

stemming tussen de'h"\, rijen is; dus niet alleen als er een stij­

ging of een daling is gedurende de zwangerschap, maar ook als 

de waarden in de tweede periode hoger of lager zijn dan die in 

de eerste en de derde, In ons geval heeft het scheme drie ko­

lommen ( een voor iedere periode); de aantallen tn...;,1 zijn de aan­
tallen waarnemingen die in de ,i,.£ ma and en de 11 1 periode ver­

richt zijn, De resultaten van deze toets staan vermeld in tabel 

III. 
Tabel III 

Overschrijdingskansen gevonden bij het onderzoek naar een ver­

schil tussen de perioden, 

Gegeven Overschrijdingskans 

Vitamine A >0, 25 

Vitamine B2 > o, 50 

Vitamine C > o,sc 

Hieruit zien wij dater ook op grond van deze toets geen 

reden is om aan te nemen dater een verschil is tussen de perio­
don voor vitamine A, vitamine B2 en vitamine C, 

Als gevolg van de in de vorige paragraaf genoemde eventuele 

veranderingen in de bepalingste~hniek heeft het geen zin schat­

tingen te geven van het abso~ute gehalten der verschillende 

stoffen. Wel kunnen wij, aanne~ende dat een eventuele wijziging 

der waarnemingstechnick alleen betrekking heeft op het niveau 

der uitkomsten, een schatting geven van de verschillen tussen 

de drie perioden, Hicrtoe terekenen wij voor iedere maand het 

het gemiddelde van de waarnemingen uit de eerste van die uit de 

tweede en van die uit de derde periodc. Deze gemiddelden geven 

wij resp. aan met -x .. , g.., en -X: .. , waarbij de index ~ de maand 



aangucft, Dan zijn 

en 

waarin k het a2ntal maandcn is, schattingen van het verschil 

tussen de tweede en de eerste periodc resp . t verschil tussen 

de derde en de 

in tabel IV. 

cdc per . Dcze sc ttingen staan vermeld 

T el IV 

Schattingcn van de vcrschillen tussen dc 

resp. de derde en de tweede periode. 

ede en dee rste, 

verschil tussen 

2e en 18 

p 

Caroteen 12J48 

Vitamine A -0J ✓17 
··---· 

Vitamine E 3 J 24 

Vitamine B1 A.P.P. -o,68 

Vitamine B1 -0,59 --~--~ 
Vltamine B2 4 J "'.!.J. 

Vitamine C ,07 

Cholesterol i+ 46 , 

Cholesterolestcr 1;95 

Alk. phosphat a13 c 5,93 

Haumoglobinc -6, 76 

S • G. scrum -0,0006 

Stikstof -0,80 

Verhouding a/g -OJ88 

Dezc vcrschillcn zijn uitgedrukt in 

noemdc eenheden. 

Je l!D 2e 

riode 

7,98 

+0,03 

7,19 

-0,31 

-3,43 

-2,03 

-0;08 

2,35 

1 J 

13,76 

-5.,71~ 

-0,00006 

-1, 

-1;53 

in de inleid 
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1) 
Algemene gang van zaken bij het toetsen van een 

!_11LPOthese. 

De toetsing van een hypothese d1r; berust steeds op een aan-

:tal waar7 emingen :t; , .x..z, , ••• 9 ~ van een of me er st ochast ische 

gr@otheden2 ), of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee 

stc8kproeven). 

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid (!:: (soms meer 

dan een), die een functL, is van bovengenoemde st,.,chastische 

grootheden en die, voor de waargenomen waarden :is, 9 ...,; 9 ••• , ~., 

een w,~arcle aanneemt, die berekend kan warden (bv.~ het gemid­

delde der waarnemingen, of de spreiding, af het verschil van 

de gemiddelden van twee waarnemingen). 

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozeny dat men~ op 

grond van de onderstelling, dat~ juist is, de waarschijnlijk- _c 

heidsv-e.rdeling van deze grootheid kan berekenen. 

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijks uit­

komsten van~ , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat ~ 

een in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese ~i , gebJ'.0• 

is aan een gegeven getal a:' , zodat Z dus van l'.X afhankelijk is ! 
Z heet de kritieke zone van de toets, a de onbetrouwbaarheids­

drempel (Engels: level of significance)~ Voor ol neemt men 

veelal de waarde 0,05 ~f 0,01. 

Men ~rerwerpt nu ~· op grond van de waarnemingen .z:,. , -'Z';z,, , 

••• , ~n i indien de bij deze waarne minge n behorend e waard e 

van u in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 

dat het resultaat van het experiment 11 significant 11 is. De waar­

de van d moet dan echter warden vermeld. De kans, dat dit zal 

gebeure:1, is, indien dtz: juist is, gelijk aan. at. Derhalve is 

ex, de kans op ten onrec ht.:::, v erwerpin,g van de j 1:!;iSt e __ hypot he se, 

~•k de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien 

iwn deze method~ t oepast, met a = r, 05 resp. 0, 01, zal men in 

gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 

waarin de_hy;pothese die men toetst juist is 9 deze toch verwerpun. 
I 

1) Di t memorandum is slechts bc~d0eld ter orientatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) Een stochastische grootheid is een grootheid~ die een 

waarschijrtlijkheidsverdeling bezit 9 of 9 anders gezegd 9 een g:coot­

heid, die voor de elementen van een collect ie ( universum, J2.2.£Ula­

tie) gedefinieerd is en daarop a llerle i waarden aanneemt. Sto­

cha.st is che-,-g_ro otlwdi.>-rl ':/0 rd 011 aetn0 o gev 0n door Q~I;l.5}.;~J-~.s.:t.r.1-:.uJ2.:t?. 
letters. 
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De toetsingstheoric biedt in het alg0meen geen 1aogelijk­

heid om tot aanvaardinn: van een hvpothese te komen. Indien 

een bup&alde hy:pothese ~rt: niet ver~orpen kan warden, is dit 

gewoonlijk met c;,sn heL., './:::rzamo ling Y::l.n h~rpothcsen t:::.;;:::lijl~ 

het geval. Niet-verwerpen staat dus nist g81ijk met aanvaarden, 

11,'ol zci.l men vaak in de_ loop van een stat1.st:Lsche analyse 

be:paalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de 

verdere analyse van nut zij~1, tcetf~en, elvorons zo bij de 

·verdere bewerking van het ma-~,:;.r:Leal t8 gebruiken. Worden zij 

dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 

verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat orn 

grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 

Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost 

men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 

die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn 

ontdekt. 
Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-

lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas­

tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verrioht. Deze 

nuvenvoorwaarden ~ionen steeds uitdrukkelijk~ te warden ver­

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst. 

"'.:n plaats van de 0·1betrouwbaarheidsdrempel OC wordt vaak 

bij do uitslag van eon toetsing ae overschrijdingskans -A-op-- -

geg,Jven; dit is de kleinste waarde van c:i , waarbij in het 

betrokken geval, nog tot verwerping van~ zou zijn overgegaan; 

anders gezegd~ de kleinste ex, 9 waa.rvoor de gevonden waarde 

der toet singsgrootheid nog juist in de (_bij d behorende) 

kritieke z~ne Z ligt. Wordt dus de waard~::{_~g-~--~-Il_ 
werkt men met onbetrouwba.arhe idsdrempel ___ ol __ 1 _ _ dan .. wordt_ 

verworpen,. ind~e~ ~ :"a ot,, is. 
Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige toetsinc 

en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv. 

de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moeten hier 

volstaan met de opmerking, dat eenzijdige toetsing veelal 

~order tot v 0 rwerping van c4(1eidt, maar dat deze slechts em-· 

de~ bi~zondere omst~ndigheden kan warden toegepast. 

L~ 1·.teratuur~ 
J.Neyr~, n, First course in probability and statistics, New 

York, 1950, Chapter 5. 
,J. Hemelrijk en JL R. van der Vaart, Het gebruik van een- en 

tw3ez1,jdige cverschrijdingskansen vo_or bet toetsen 
van hypo-thesen 9 S-+,atistica ± (1950) p.54-66. 
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I, 

Maart, 1952. 

De toets van Wilcoxon. 1 ) 

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese H0 , in­

houdende, dat twee steekproeven x1 , ... ,xn en y1 , ..• ,ym af-
, , ( komstig zijn uit een collectie ook wel populatie of universum 

genaamd). 

Voor het toetsen van de hypothese H0 wordt gebruik gemaakt 
van een toetsingsgrootheid U 2 ), die a1s volgt ··uit ·ae waar­

nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen 

x 1 , •.. ,xn en y1 , ... ,ym naar opklimmende grootte gerangschikt 

zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de 

tweede steekproef, oat kleiner is dan de kleinste waarneming 

x 1 uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellen wij ½ in 

plaats van 1). Noem dit aantal v1 . Vervolgens wordt het aan­

tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald~ dat klei­

ner is dan de op een na klBlnste waarneming x 2 uit de eerste 

eteekproef (bij gelijkheid worc-.t weer 2e"' ½ in plaats van 1 

geteld). Dit aantal noemen we v2 • Evenzo warden met betrekking 

tot x3,x4, ... ,xn de aantallen v3,v4, ... ,Vn bepaald. De waarde 

U van de toetsingsgl:'0-otheid U -wordt voor de twee---steekproeven 

dan gegeven door 

U=V1+V2+ ... +vn. 

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen, 

kan bewezen warden, dat de toetsingsgrootheid U onder de 

hypothese H0 voor grote waarden van n en m (beide ~ 10) bij 

benadering een normale verdeling bezit, De waarnemingen 

x1 , ... ,x en y 1 , ... ,y tezamen genomen vallen uiteen in een n m 
aantal groepen van gelijke waarnemingen, Noem het aantal van 

deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen 

gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver­
schillend zijn). 

1-----------------------------------------------------------
) Tlit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en 

streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2 ) Stochastische grootheden warden door onderstreping aan­
geduid. 



Zijn t 1 , .•• ,tk de aantallen waarneming~n in d~ze ~r--oepen van 
gelijken, dan word en het gemiddelde _ _µ, en de variantie o-- 2 

van de toetsingsgrootheid U gegeven door 

en 

,tl-( U)= 
,/ -

1 2nm, 

2. 

De grootheid ;t,v(U) is dus onafhankelijk van de waarden vast. 
Indien de hypothese H niet vervuld is, zal de grootheid U 

0 -
grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-

tisch kleiner of grater is dan x. 

De (tweezijdige) toets bestaat nu 
werpt indien de gevonden waarde U 

wijkt, d.w.z. als 

I U- .M---1 

daarin, dat men H0 ver­
van Ute sterk van ,AA,, af­

/ 

waarin cJ.... de onbetrouwbaarheidsdrempel is en § "'- volgt ui t 
C/;) 

--1-} e-½x2 dx= ½ ol , 
\./2:f{ Jo( 

en in een tabel van de normale verdeling kan word.en opge-

zocht. 
De (twee:tijdige) overschrijdingskans k, behorende bij T, 
is gedefini~erd als 

CX) 

2 / _1.x2 
k= -- e 2 dx 

1/?Tfu-µ I 
\ 0~ 

en kan ook in eenttabel van de normale verdeling worden ge­

vonden. 

Bij eenzijdige toetsing wordt ol door 2 c<. vervangen, resp. k 

gehalveerd. 
Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de 

waarnemingen voor x en yin 't geheel geen gelijken voorkomen. 

In dat geval kan de uitdrukking voor de variantie herleid 

warden tot 
2 1 o = 12 nm(n+m+l). 

r-----------------------------------------------------------) Deze formule is een door T.J.Terpstra ~egeven vereenvou-
diging van de door J .Hemelrijk( [5J en L 7J) afgeleide for­
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde farmule zal nog 
gepubliceerd worden. 

2) D eze formules berusten op de normale benadering van de 
verdeling van U. 



3. 

Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn ta.bellen beschikbaar 
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit 
de steekproef bepaalde waarde U van U {zie t2]-en [4]). 
Dergelijke tab~llen bestaan echter niet voor het geval, dat 
gelijke waarnemingenoptreden. 
Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van 
U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert. Het 
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het 
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor­
rectie op ~ 2 verwaarlozen. De overschrijdingskansen, die men 
dan vindt, zijn iets te groot. 

Litteratuur: 

1. F.Wilcoxon, 

2 H.B.Mann and 
D.R.Whitney 

3 H.R.van der Vaart 

4 H.R.van der Vaart 

5 H.R.van der Vaart 

6 D.van Dantzig 

7 J.Hemelrijk 

Individual comparisons by ranking 
methods, Biometrics l (1945), p.80-83. 
On a test of whether one of two 
random variables is stochastically 
larger than the other, Amer.Math.Stat. 
18 (1947),p. 50-60., 
Some remarks on the power function of 
Wilcoxon's test for the problem of 
two samples, Proceedings van de Kon. 
Ned.Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520. 
Gebruiksaanwijzing voor de toets van 
Wilcoxon, met tabellen voor n en m~lO, 
Rapport S32 (M4) (1950). 
De toets van Wilcoxon voor het pro­
bleem van twee steekproeven. (Cursus 

11 Parametervrije Methoden 11 , 1951-'52). 
Kadercursus Mathematische Statistiek, 
Math. Centr'Ll.W, Amsterdam (1947-'50), 
hoofdst. 6, S 3. 
Note on Wilcoxon's two sample test, 
when ties are present, Ann.Math.St8r 
23 (1952) no. 2. 
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Methode der 'ITZ- rangschikkingen_:l 

~en duidelijk voorstelling van deze toetsingsm~hode ver­

krijgt men door 1/2- elementen te beschouwen, die een 1:?epaald · 

kenmerk, eventueel in verschillende mate, bezitten. dit ken­

merk wordt door ffz, waarnemers beoordeeld en ieder van deze 
waarnemers rangschikt deze tJt elementen volgens zijn beoor­

deling naar opklimmendewaardering. Op deze wijze ontstaan 
m- rijen van rangschikkingen. We willen nu een maat aange­

ven voor de ovcreenstemming tussen deze rangschikkingen, 
m.a.w. een maat voor de overeenstemming tussen de :?n beoor-. 

delingen. De hypothese ~, die met deze methode getoetst 
kan wordon, houdt in dater geen overeenstemming tussen de 

wa8.rnemers bestaa ti precieser gezegd, dat alle rangsehik­

kingen onafhankelijk van elkaar op toevallige wijze zijn 

ontstaan. Dit is b.v. het geval, als het betrokken kenmerk 

in werkelijkheid voor alle elementen dezelfde waarde bezit. 

We kunnen de afleiding voor de maat van overeenstemming 

het eenvoudigst geven aan de hand van een veorbeeld. 

€.leme nlen 

t"cH1~-nu mm er-t to~ge Kend" 

door. w1u.rne-mer- a 

d 

ll 

s-
.z 
4 

4' 

IS 

.B (!_ 

4 .[ 

3 1 

1 6 

3 :l. 

II IO 

7J Ei F 

6 j ,t 

.!" t5 4 

3 2, 5 

s L 6 

;g IJ, 17 

De som van alle rangnummers is ½ n-m(,n,-1-1) • Onder de hp:po­

these~ is het theoretische gemiddelde van iedere kolom: 
:f:,1-n{n+;) 

.we beschouwen nu de afwijkingen van dit gemiddelde. Ir? ems 
~oorbeeld is het theoretisch kolomgemiddelde gelijk aan 14. 

De afwijkingen daarvan zijn 
/ -;; -I/ ::/ -.2 3 

i) Di t memorandum is slechts bedoeld ter ori·entatie en 

streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid 



De som der kwadraten van deze afwijkingen noBmen wij S. 

In ons voorbeeld is S = 64. 

Blz. 2 

Als alle m rangschikkingen geliJk zijn wordt het maximum van S 

bereikt. 

Dit maximum is ; 2 m2 (n3-n). 

We defini~ren nu als coefficient van overeen~temming 

In ons voorbeeld is W 12 X 64 
= T6 x 2J.0 

W varieert dus tussen o en 1. 

= 0J229. 

De verdeling van S onder de hypothese H is exact berekend 
0 

voor een aantal waa1den van n en m [1] J terwijl voor grote m 

en n benaderingen bekend zijn. 
De meestc- gebr-1.11lrC?li .,1{, hen~rlPr:ngPn. ?i in de V8Jgende. 

1°. De X 2 -benadering: 

X 2 = m(n-l)W = _1-~~ · hee-ft voor m ➔ oo een X 2 -verdeling 
r -- mn 1, n + ..L J 

met n-1 vrijheidsgraden ([1] pg. 84 [2] pg. 36-37). 

2°. De z-benadering: 

Y.. = (m-1) I~W :Ls bJ.j benaderjng ·,·erdeeJd als F = e2-2-

(F is de F van SnedecorJ z de z van Fisher) met 

2 = n-1-­m 

\) 2 = ( m-1) \I 1 

Met behulp van de verdelingen van~ of Wonder de hypo~jese 

H0 , kan deze hypothP~P ~~tos\st worden, waarbiJ H verworpen 

wordt als W waarden dichtbij 1 (resp. §.. dichtbij ; 2 m2 (n3--n)) 

aanneemtJ de kritieke z6ne is dus van de vorm W~ W0 (resp. 

s ~ so). 
Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ont­

dekken in de mate waarin verschillende elementen het kenme:r'k 

bezitten. Ze geven de7-e eleme~ten dan gelijke rangnummers. 

Verond~rstel, dat door ern ~aarnemer geen onderscheid wordt 

gemaakt tussen de e1ementen, die de rangnummers 3 t/m 6 mceten 

dragen. Dan wordt als rangnu~mer van ieder: van deze elementen 

het gemiddelde van de rangnummers ¼ (3 + 4 + 5 + 6) = 4½ gebruikt. 

Daar het maximum van S nu verandert, moeten wij een correc­

tie op de formule ve,<f;'..rW toepassen. Deze vindt men in [11 (pg.82) 

en [ 2] (pg. 28-- 30) . Evenee:-is veranderen dan de formules voor de 

X 2-bena-dering ([l] pg. 86, [2] pg. 37) en voor de z-ben3.de-rlng 

([1] pg. 86 [2] pg. 34), doch deze correcties zijn·van weinig 

beteke~is, tenzij het aan~1.l g~l.1jken groat is. 



Litera tuur: [ 1] 

Blz. 3 

M.G.Kendall, Rank correlation methods, London 
1948, Hoofdstuk 6, pag. 80. 
Tabel van de verdelingsfunctie van s voor: 

n ::::: 3 m ::::: 2 t/m 10 
n = 4 m = 2 t/m 6 
n = 5 m = 3 
op pag. 146-149. 

Tabel van de waarden van S, waarvan de over­
schrijdingskansen onder d_e hypothese H0 gelijk 

zijn aan o,e5 of 0,01, berekend met behulp 
van de z-benadering voor: 

n == 3 m = 8,9,10,12,14,15,16,18,20 
n = 4 m = 4,5,6,8,10,15,20 
n = 5 t/m 7 m = 3,4,5,6,8,10,15,20 
op pag. 150. 

[2] Ph.van Elteren, Methode der m rangschikkingen, 
Cursus "Parametervrije Methoden 11 , Hoofdstuk 

II, Rapport S 59, Mathema.tisch Centrum (1951), 
Blz, 18-45. 



.. 

MATHEMATISCH CENTRUM, 
2e Boerh2~v2straat 49, 
Ams t : rd a m - 0. 

Statisti~che Afdeling 

Rapport S168 (M 61) 

Een pararn(~tsrvrije toets teg.,n verloop voor. 8?11?:Pen waarnem:1-,1~. n:) 

Wij beschouwen k onderling onafhankelijke stochastischE 

groothed2n ~., ~:z •... , ~"- Van de grootheid ~:.. zijn "'"--1. on( J.'· 

ling onafhankelijke waarnemingen r,x.. • • -:x,. gegeven (.i.:d., ... ,k.). 
""• I /JJ • ) °"'°".t. 

De hyJothese H., die wij willen toetsen luidt, dat~, ..... ~s 1, 

dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling bezitten, terwijl a~ 
alternatieve hypothesen inhouden, dat de stochastische groot 

heden ~ •..... ~'"'- een stijgend of dalend verloop vertonen 2 ge• 

defj_nieer,; door: 

De· toe ts ::_ngsgrootheid vj wordt als vo lgt gedef inieerd, Ste 1 voo:c 

.11, < ~ J.S LL. . het aantal paren waarnemingen ( 0e.,, ~-i u.) met 
C -...._•"d - 4,A c•r 

-:x. < oc. , verrneerderd met de helft van het aantal paren (s,,:.. >-'xiµ) - .. ,:,. --a,)-'- : ~ .... -11• 

met~~.>."'~i+'(A~'Y\."~ P..~-~\i). St-.:1 verder 

dan i.s 

( 3) 

.Als onder de N::: f 'Yl-.;, waarnemJ.ngen h. groepen gelijke waarne•• 

mingen optreden en als tihet aantal waarnemingen in de~ e grocp 

is ( .t:;;.1,,., ... , h.) dan geldt 

( 4) 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) U.. is dus de toetsingsgrootheid van de toets van WIL· -a.,1 

COXONJ toegepast op de waarnemingen van oc. enc,.::. en Ll .. :::'h:in.,-L.\.;. 
-"' -1 --1,A.. ..... c -4.•,;. 

3) De h:iee 1)eschreven toets :Ls een wijziging van een door 'T. J. 

TERPSTRA [4] ontwikkelde toets voor dit probleem. Hij gebru 

de toetsingsgrootheid T ,. i: L W.. . Door de toetsings• 
- t < i - "->1 

grootheh1 't} te gebruiken bere:1.kt menj dat de toets bruikbaar :1.s 

voor een klasse van alternatieve hypothesenJ die niet afhangt 

van de verhoudingen der steekproefgrootten (zie ook {51 ) . 
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Treden r:::r geen ge 1 ijke waornemingen op, dan is t-t:: 1. voor iec-: re 

.e en: 

(6) 

Als HO Juis t is, is de grootheid 'd voor grote waarden vBn 

N blJ benadering normaal verdeeld met gemiddelde en var1anti2 

volgens (4) en (5). 
Het is duictelijk, dat ~ in het algemeen grote positieve waorden 

zal aannemen als er een stiJgend en grate negatieve als er een 

dalend verloop is; de tweezjjdige kritieke z6ne bestaat dus 

ui t grote waarden van \ w I. 
Opmerkingenc 

'1. Als k:::: ?- , dus als wi j twee s tochas t ische gro('ltheden ~, ,n 

~. hebben met resp. m, en ~a waarnemingen, dan geldt: 

( 7) \r-J = 'l, IJ - ""-, 'n:t, 

- rn., 'n :I, 

waarin ~ de toetsingsgrootheid van de toets van WILCOXON is; 

toegepast op de steekproeven van~, en ~,.. Uit (4) en (::'' vo1gt; 

1, .._. I 

o-'l,[ w I ' J. J. 1 N - ;:... t.e, ( 
_ ", 1 ":i.•• .. , "h; H., -::. ------"--- . zie memorandum 

3 '11.,'n:i. N(N-i) S 47 (M 7 ) ) 

Als er in dit geval geen gel1Jke waarnemingen optreden 1 kan men 

de exacte ov:erschrijti::..ngska-r.s opzoeken··. in:, tabellen van de E'):<'iC 01'; 

verd.=11:Lnr·, van. 1.h(zie,:b .v. [,i]. .. ). 

2" Als -n., = 1. voor iedere .,t dan is 

waarin 

'vj_ = Z:. .z;=. s ~ -n ( ~~ - ~J , 
-1. < 1 

{
1 a.Ls Z>-a 

s <=a '1'\.. z ctsf o C\ ls z. "" o 

-1 o. l s z. < o . 
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Uit (4) en (5) volgt: 

i [ 'tJ. It,, t:.,, .. ,, th; Ho]-. o, 

De toets is in dit geval identiek met de rangcorrelatie 

methode van KEDALL voor het gsval, dat J~n der rijen bestaat 

uit de gctsillen 1.i .... ,K ,(zie memorandum S 47 (M 13) ), 
Treden er in dit geval geen gelijke waarnemingen op en is ki~o 

dan kan m~n de exacte overschrijdingskans opzoeken in de ta­

bellen van de exacte verdeling van de toetsingsgrootheid § van 

KENDALL (zie [2] ) . 

Is k ~ 10 en t,e ~ 3 vooP ied.ere ,e, dan kan men gebruik maken v2n 

de tabellcn van de exacte verdeling van§ van SILLITTO [3] 

Literatuur 

[1] Van der Vaart, H.R., Gebruiksaanwijzing voor de toets van 

Wilcoxon 1 Rapport S 32 (M 4) van 

Statistische Afdeling van het Mathe-• 

matisch Centrum. 

[2) Kaarsmakcr, L. en 

A. van W:tjngaarden, 

[3] Sillj_tto, G.P., 

(41 Terpstra, T.J., 

[5] Van EeCen, C., 

Tables for use in rankcorrelation, 

Rapport R 73 van de Hekenafdeling van 

het Mathematisch Centrum, 
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