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Bij een onderzoeck raar de voedings- en gezondheldstoestand
van zwangere vrouwen werden ons van 498 gezonde zwangere vrouwen
o.a. gegevens verstrekt over het gehalte in het bloed en de
urine van de volgendc stoffen:

4. caroteen, in hondcrdérten 3 per ml. serum,
2. vitamine A, in Tienden I.E. per ml. scrum,
3, vitamine E, in tiecnden y per ml. serum,

. Vitamine B A,P.P., in y per 100 ml. serum,

5
5. vitamine Bi, in tientallen y per 24 yur urine,
6. vitamine By, in tientallen y per 24 uur urine,
7. vitamine C, in X per ml. serum,
%, cholesterol, in tientallen mg. % serum,
9, cholesterolester, in tientallen mg.% scrum,
10. alk.phosphatase, in tienden Bessey m.M. units in serum,
11. haemoglobine, in tienden hgl.g.% in bloed,
12. s.g. serum,
13. stikstof, in grammen in 24 uur urine,
14, verhouding tussen albumen en globuline in serumx4o.
Voor ieder der vrouwen werden deze gehalten meestal driemaal
bepaald\en wel in de 3e, de 6e en de 9e maand van de zwanger-
schapnqj De waarnemingsperilode strekt zich, voor de eerste pe-
riode der zwangerschap, uit van Maart 1850 tot en met Juii
1951,  voor Gl twde periode wan. Junl, 1950 Tofnmm ek
sctobrr 1C57 en voor de derde periode van Augustus 1950 tot en
met December 1951.

Naar aanleiding van deze gegevens hebben wij de volgende
vragen beantwoord:
1. Is er een verschil tussen 1950 en 1951?
2. Is er een verschil tussen de drie perioden der zwangerschap?
Beiden vragen voor leder der bovengenoemde gegevens apart.
2. Resulfaten

SRR ——

2.1. Onderzoek naar cen verschil tussen 1950 &n 1951

Dit onderzoek is ulitgevoerd voor ieder der maanden en leder
der zwangerschapsperioden apart, voor zoverre dezelfde maanden
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1) Deze maanden zullen wij in hetvolgen® aanduiden als resp. de
eerste, de tweede c¢n de derde periode der zwangerschap.



in de beide Jaren voor leder der 3 perioden binnen de waarnemings-
termijn lagen. Voor icder der in de inleiding genoemde gegevens
z1ljn voor de eerste periode de waarnemingen uit Maart 1950 ver-
geleken met die uit Maart 1951, April 1950 met Apfil 1951 enz. tot
en met Juli 1950 met Juli 1951; analoog zijn voor de tweede resp.
de derde periode de maanden Juni 1950 tot en met October 1950
(resp. Augustus 1950 tot en met December 1950) vergeleken met de
overeenkomstige maanden van 1951,

Voor de vergelijking van twee maanden hebben wlj de toets
van WILCOXON toegepast (zie memorandum S 47(M 7) ). WiJj krijgen
dan voor ledere periode der zwangerschap en voor leder der maan-
den:
1. een waarde voor de toectsingsgrootheid U ,
2. een waarde voor €(U|H.),
3. een waarde voor o’(U|H,),
waarbij de hypothese |, inhoudt, dat er voor die perlode en die
maand geen verschil is Tussen 1950 en 1951. Wij geven deze waar-
den asn met resp. W, , p, en off .

Dezc¢ resultaten hebben wij, voor iedere periode apart, op
twee manieren gecombineerd:
A, Wij berckenen de¢ grootheid:

WS s

- S SR WY
- Het gemiddeldeil en de variantie g® van uw onder de hypothese
H. , inhoudende, dat cr, voor de beschouwde periode der zwanger-
schap, voor leder der maanden geen verschil is tussen 1950 en
1951, worden
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De grootheid u is, onder de hypothese H

(s}

» blj benadering nor-
maal verdeeld met gemiddelde Boen spreiding g en de kritieke z6ne
bestaat ult grote waarden van IuJ . Deze toets leidt speciaal dan
tot verwerping van H; als er voor tenminste één maand een verschil
1s tussen 1950 en 1951 en de aanwezige verschillen overwegend het-
zelfde teken hebben.

2) Loor de grootheden gate delen door«uqni bereikt men dat de toets
voor de hypothese H. bruikbaar is voor cen klasse van alternatieve
hypothesen die onafhankelijk is van de verhoudingen der steekproef-
grootten.



B. Wij bcrekenen dc grootheid
’ (Uo s
=T 5

Deze grootheid bezit, als H. juist is, bij benadering een X'
verdcling met een aantal vrijheidsgraden dat gelijk 1s aan het
aantal grootheden U, cat men combineert. De kritieke zbne be-
staat wit grote waardcn van Xﬁ en deze toets leidt ook dan tot
verwerning van %ﬁ ale de verschillen tussen 1950 en 1951 voor

de verschillende waard:en niet alle hetzclfde teken hebben.

D¢ reden, dat wij beide toetsen toepassen, is dat als de
verschillen tussen 1950 en 1951 overwegend hetzelfde teken heb-
ben toets A een groter onderscheidingsvermogen bezilt dan toets
B, Tterwijl toets B ecn groter onderschcidingsvermogen bezit dan
toets A als de verdchillen tussen 1950 e¢n 1951 niet overwegend
hetzelfde teken hebben.

Wij krijggen dus voor ileder der in de inlcilding genoemde gegevens
zes overschrijdingskansen nl. één voor ieder der perioden en
voor leder der toetsen A en B. Deze overschriljdingskansen staan
vermeld in tabel I (ziec blz 4).

Uit tabel I zien wilij dat er voor practisch alle gegevens
een verschil is tussen de jJaren 1950 en 1951. Ter verdulidelij-
king van de resultatcn uit tabel I zijn voor enige der gegevens
in de figuren 41 t/m 5 (zie blz. 9 t/m 13 ) de gemiddelden voor
de verschillende maanden grafisch uitgezet. ‘

Of de gevonden verschillen tussen 1950 en 1951 verschillen zijn
fussen de werkelijke gehalten of geheel of gedeeltelljk te wijten
zijgn aan veranderingen in de bepalingstechniek 1s met deze ge-
gevens niet na te gean. Dit zou wel mogelijk geweest zijn, als
men gedurende het onderzoek regelmatig contrdlebepalingen had
verricht van een bekend praeparaat of iets dergelijks; men had
dan kunnen onderzocken of de waarnemingen én de controlebepa-
lingen een overeenstemmend verloop vertoonden.

Een gevolg hiervan is dat wij niet kunnen onderzoeken of er sei-
zoensschommelingen in de gehalten optreden: wij kunnen nl. wel
nagaan of cr verschillen zijn tussen dc maanden van één jaar,
maar deze verschillen kunnen eveneens het gevolg zijn van ver-
anderingen in de bepalingstechniek . Dientengevolge zullen wij de
rest van het ondcrzock uitvoeren voor ieder der maanden apart,
aannemende dat de cventuele veranderingen in het gehalte en in de

bepalingstechniek in de loop van één maand te verwaarlozen zijn.



Tapel 1 )

Overschrijdingskansen gevonden bilg de vergeliljking van 1950 en1951,

Me thode A B
Periode 1 2 3 - 2 3
Caroteen 0,54+ 0,084 0,32~ 0, Uk 0,95 0,006
Vitamine A <10~4+ 0,77+ 0,05- 1} 0,0003| 0,035 0,023
Vitamine
- , 05 0,04+ 0, 0,00 0,000

B/]g AQP,P., Oﬁ214 0405 5 133 9 5
Vitamine B4 0,71+ 0,15~ 0,012- || 0O,k2 0,70 0,0045
Vitamine C 0,001~ | 0,70~ 0,54 0,01 0,76 0,25
Cholesterol 0,19~ 0,05~ 0,17~ 0,07 0,10 0,18
chotesteroll o 007~ | 0,0004-| 0,007- | 0,001 | 0,003 | 0,00k

‘ - - z = - ;s
Alk.Phosph. | <107%+ | 5 1070+ 5.10724d| <<10” << 10”7 | << 10
flacmoglo- <1070 | <107t | 0,240 || <1070 | 7.107%| 0,28
S.g.8crum 0953" 0390_ 0536”|“ 5510_4 03035 0583
stikstof 0,77+ 0,28+ 0,23+ 0,37 0,08 0,68
WGZEQUdi“g 3,108 | 1.10704 | o,74 | <1073 | 0,0m02] 0,002

3) Het teken - bij een overschri jdingskans betekent, dat de
waarnemingen in het tweede jaar hoger zign dan die in het eer-

ste Jaar.
L) Deaar in het tweede jaar vrijwel geen vitamine E en in het

het eerste jaar vrijwel geen vitamine B,-bepalingen verricht

2
zljn, kouden wilj voor deze gegevens de twee jaren niet verge-

1ijken.



2.2. Onderzoek naar ccn verschil tussen de perioden der zwanger-

schap.

Hier is eerst onderzocht, voor leder der gegevens, of het
gehalte stijgt of daalt gedurende de zwangeréchap, Hiertoe heb-
ben wij, voor ileder der maanden apart, TERPSTRA's toets tegen
verloop voor groepen waarnemingen toegepast (zile bijlage S 168
(M 61) ). Wij krijgen dan voor lederc maand

1. een waarde voor de toetsingsgrootheld W ,

2. cen waarde voor a*(w|H,)
waarbij de hypothese H, inhoudt, dat er voor de betreffende
maand geen verschil is tussen de drie perioden der zwanger-
schap. Deze waarden geven wij resp. aan met \ya en a.t
Stel nu ’

dan is de grootheld V onder de hypothese %ﬁ ; inhoudende dat

er voor ledere maand gecen verschil is tussen de drie perioden,

bij benadering normaal verdeeld met gemiddeld O en variantie

o” = %;cf . De kriticke z8ne bestaat uit grote positieve resp.
grote negatieve waarden van V en de toects leidt speciaal dan
tot verwerping van H, als er voor minstens één maand een ver-
loop is gedurende de zwangerschap en als dit verloop, voor die
maanden waarin het acnwezig is, overwegend een stijging (resp.
overwegend een daling) is.

De resultaten van dezc toets staan vermeld in tabel II (zie

blz. 6).

Uit tabel II zien wij:

a. er 1s geen reden om aan te nemen, dat de gehalten vitamine
A, vitamine B2 =n vitamine C stijgen of dalen gedurende de
zwangcrschap,

b. voor de overige gegevens vinden wij cen duidelijk stijging
of daling.

Voor die gegevens, waarvoor deze toets geen aanwijzingen
voor een verloop gaf hebben wij nog een toets van algemenere
aard toegepast, nl. TERPSTRA's toets voor het probleem van an
rangschikkingen (zic voor de formulering van dit probleem memo-
randum S 47 (M 14); de toets van TERPSTRA stelt ons in staat
deze methode ook toe te passen als de aantallen waarnemingen

in de vakjes van het schema vany rijen verschillend zijn.



-ty

Tabel IT 5)

Overschrijdingskansen gevonden bilj het onderzoek naar een

stijeing of daling van de gehalten gedurcnde de zwangerschépi

Gegeven Overschrijdingskans
Caroteen < qQ“BM
Vitamine A 0,19-
Vitamine E 0,036+
T ) 0,0%-
Vitamine B, 4. 107°0-
Vitamine B, 0,81+
Vitamine C 0,50
Cholesterol <<1Q"8+
Cholesterolester <<1O“8+
Alk .phosphatasce ce< qQ“8+
Hacmoglobine <1O"8~
S.G. serum 4010“9_
Stikstof 3.107°-
Verhouding a/g <107,

De door hem voorgestelde methode is geen directe generalisatie
van de in het genoemde memorandum beschreven toets, maar van

de rangcorrelatiemethode van M.G. KENDALL). Als het @% vakje
van de¢ 4% rij van het schemamii waarnemingen van een stochas-
tische grootheid X bevat (4 =12, . kii=tz,. .,m), dan luidt de
hypothese H, dat voor icdere rij, dus voor iedere 4 , de
gTOOthederlﬁh,giw---.%-k dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling
bezitten; voor de kolommen behoeft dit niet te gelden, d.w.z.
de grootheden Wy VT (L#d) behoeven niet dezelfde verdeling
te hezitten

o o G e o B0l M e o B e e ol e

5) Het teken + bij ccn overschrijdingskans betekent, dat de

waarnemingen een stijgend verloop vertonen,



Als g%? de toctsingsgrootheid van de toets van WILCOXON is
voor de vergelijking van de waarnemingen van §hidie van .
uit de 1% rij, dan is de toetsingsgrootheid

[ [N
gt sy vy Uy - mimg QUG —megmep)
- pe 1: (;il ’Ybié (\’\.A-'_-a; m-;’.,i ’\'Li\il .

De kritieke zbne bestaat uit grote waarden van & en de toets
leidt speciaal dan tot verwerping van Y, als er een overeen-
stemming tussen dea rijen 1s; dus niect alleen als er een stij-
ging of een daling is gedurende de zwangerschap, maar ook als
de waarden in de tweede periode hoger of lager zijn dan die in
de eerste o¢n de derde, In ons geval heeft het schama drie ko-
lommen (één voor iedere periode); de asntallen m;; zijn de aan-
tallen waarnemingen dic¢ in de 4% maand en de ;* periode ver-
richt zijn. De resultaten van deze toets staan vermeld in tabel
IIT.

Tabel III
Overschrijdingskansen gevonden blj het onderzoek naar een ver-

schil tussen de perioden.

Gegeven Overschrijdingskans
Vitamine A >0,25
Vitamine B, . > 0,50
Vitamine C > 0,5C

Hieruit zien wij dat er ook op grond van deze toets geen
reden 1s om aan te nemen dat er ¢en verschil is tussen de perio-

den voor vitamine A, vitamine B, en vitamine C.

Als gevolg van de in de vor?ge paragraafl genoemde eventuele
verandaringen in de bepalingstechniek heeft het geen zin schat-
tingen te geven van het absolute gehalten der verschillende
stoffen, Wel kunnen wij, aannemende dat een eventuele wijziging
der waarnemingstechnick alleen betrekking heeft op het niveau
der uitkomsten, cen schatting geven van de verschillen tussen
de drie perioden. Hicrtoe terekenen wij voor iedere maand het
het gemiddelde van dc waaraemingen uit de cerste van die uit de
tweede en van die uit de derde periode. Deze gemiddelden geven

wij resp. aan met X .Y, en %, s waarbilij de index i de maand



aangecft. Dan zijn

K,
v, = — %; (Y. -2,

K ot
en
L8
Vo = —— 2 (%1 -4,
Xooize
waarin k het aental maanden is, schattingen van het verschil

tussen de tweede ¢n dc eercste periode rcsp. het verschil tussen
de derde c¢n de twcecde periode. Deze schattingen staan vermeld
in tabel IV.

Tabel IV

Schattingcn van de verschillen tussen de tweede en de eerste,

resp. dc derde en co tweede periode.

verschil tussen
2e en e 3e en 2e
pcriode

Caroteen 12,48 7,98
Vitamine A -0,17 +0,073
Vitamine E 3,24 75,19
Vitamine Bq A,P.P. -0,68 -0, 31
Vitamine B, ~0,59 -3,43
Vitamine B, b4k -2,03
Vitamine C 5,07 -0,08
Cholesterol ) 2,35
Cholesterolester 1,95 1,49
Alk.phosphatase 5,93 13,76
Hacmoglobine -6,76 -5, 7h
S.G. serum -0,0006 -0, 00006
Stikstof -0,80 -1,36
Verhouding a/g -0,88 -1,53

Dezc verschillen zijn uitgedrukt in de in de inleiding ge-

noemde eenheden..
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1)

hypothese.

De toetsing van een hypothese d%f berust steeds op een aan-
tal waar emingen % ,% ,..., %, van één of meer stochastische
grootheden2 , of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee
steakproeven). _

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheld « (soms meer

dan é&n), die een functi: is van bovengenoemde stachastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden X ; L ,..., %,
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op
grond van de onderstelling, datC%ﬁ juist is, de waarschijnlijk-= -c,
heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit-
komsten van # , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat #
een in 7Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese G%f , gelijx
is aan een gegeven getal o , zedat Z dus van & afhankelijk is .

7 heet de kritieke zdne van de toets, & de gnbetrouwbaarheids-
drempel (Bngels: level of significance), Voor o/ neemt men
veelal de waarde 0,05 ef 0,01.

Men rerwerpt nu G%Z op grond van de waarnemingen % , 2 ,

eeey %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde

van # in 72 ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van & moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal

gebeuren, is, indien‘ﬂ%’ juist is, gelijk aan. . Derhalve is

& de kans op ten onrechts verwerning van de juiste hypothese,

o8k de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien
mn deze methode toepast, met & = ,05 resp. 0,01, zal men in

gemiddeld ongeveer é&&n op 20 resp. op 100 van de gevallen,

—— - s o o e e ot e o e et e )

i

1) Dit memorandum is slechts bedceld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een groot-
heid, die voor de elementen van een collectie(universum,popula~

tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden aanneemt. Sto-
chastische grootheden worden asnjegeven door gunderstruephe
letters.

3) Somgs ‘am men slechts bereilken, dat dese kans

R
(;“.
=
U’\
®



De toetsingstheoriec biedt in het algemeen geen mogelijk-
heid om tot aanvaardin~s van een hyvpothese te komen. Indien
een bepaalde hypothesed%g niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met can hell vormamcling van hypothesen tcocgclijk
het geval. Niet-verwerpen staat dus nist geliik met aanvaarden.

el zal men vaak in de loop van een statistische analyse
beraalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, tcetisen, 2lvorcns zc bij de
verdere bewerking van het matcrizcal te gebruiken. Worden zij]
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in 7o
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat c¢in
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets =zijn
ontdekt. _

Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschiinlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze
novenvoorwaarden cicnen steeds uitdrukkelij¥s te worden ver-

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.
“n vlagts van de cabetrouwbaarheidsdrempel ¢¢ wordt vaak
bij de uitslag van ecn toetsing de oversohrijdingskansV74“0p—~n

gegaoven; dit is de kleinste waarde van & , waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van.éﬁ7zou zijn overgegaarn;
anders gezegd: de kleinste o , waarvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij & behorende)
kritieke zbne 7 ligt. Wordt dus de waarde~%' opgegeven en
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel o , dan wordt

verworpen, indien A <ol is.
Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige toetsing
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv.

de twecde hieronder gegeven littératuurplaats. Wij moeten hier

volstaan met de ovmerking, dat é&énzijdige toetsing veelal

: Y

gerder tot vorwerping Van<ﬁgleidt, moar dat deze slechts en-

der bijzondere omstandigheden kan worden toegepast.

L’ "teratuurs

J.Neyi n, First course in probability and statistics, New
York, 1950, Chapter 5.

J.Hemelrijk en II.R. van der Vaart, Het gebruik van één- en
twaezl jdige everschrijdingskansen voor het toetsen
van hynothesen, S*atistica 4 (1950) p.54-66.
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De toets van Wilcoxon.l)

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese Ho’ in-

n en yl,-o-,ym af"
komstig zijn uit één collectie (ook wel populatie of universum

houdende, dat twee steekproeven KiseeesX

genaamd ) .

Voor het toetsen van de hypothese HO wordt gebrulk gemaakt
van een toetsingsgrootheid 212), die als wvolgt -uit de waar-
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen
Xl""’xn en yl,...,ym naar opklimmende grootte gerangschikt
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uilt de
tweede steekproef, dat kleiner is dan de kleinste waarneming
1 uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellerm wij % in

plaats van 1). Noem dit aantal Vl' Vervolgens wordt het aan-

X

tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op één na kleinste waarneming X, ult de eerste
steekproef (bij gelijkheid wordt weer cen % in plaats van 1
geteld). Dit aantal noemen we V2. Evenzo worden met betrekking
tot XB’XM""’Xn de aantallen VB’VM""’Vn bepaald. De waarde
U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee-steekproeven
dan gegeﬁen door

U=V, 4Vt oV,

172 n

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen,
kan bewezen worden, dat de toetsingsgrootheld U onder de
hypothese HO voor grote waarden van n en m (beideg. 10) bij
benadering een normale verdeling bezit, De waarnemingen
Xl""’xn en yl,...,ym tezamen genomen vallen uiteen in een
aantal groepen van gelijke waarnemingen, Noem het aantal van
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-
schillend zijn).

Dit memorandum 1is slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid,

Stochastische grootheden worden door onderstreping aan-
geduid.



2.

Zijn tl,...,tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van
gelijken, dan worden het gemiddelde #« en de variantle o
van de toetsingsgrootheid U gegeven door

/’L('(U)-’: %nm’

en

<72=Var (U)= i%‘(n+m?Tn+m—1) {’(n+m)3+
- (t13+t23+...+tk5)} 1)

De grootheid ¢ (U) is dus onafhankelijk van de waarden vast.
Indien de hypothese HO niet vervuld is, zal de grootheid U
grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of groter is dan X.
De (tweeziljdige) toets bestaat nu daarin, dat men H, ver-
werpt indien de gevonden waarde U van U te sterk vag/ﬁu af-
wijkt, d.w.z. als

’ U~ /t,vf

o
waarin ol de onbetrouwbaarheidsdrempel 1s en gﬁx volgt ult

& 2
/\ _“?o‘g E )

(V%)

1.2
L J/e'"EX dx= %ol ,
2T E,
en in een tabel van de normale verdeling kan worden opge-

zocht.
De (twee%zijdige) overschrijdingskans k , behorende bij T,
is gedefiniderd als

K= ——o 2)
Var

en kan ook in eenttabel van de normale verdeling worden ge-—
vonden,

Bij eenzijdige toetsing wordt o door 2« vervangen, resp. kK
gehalveerd.

Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de
waarnemingen voor X en y in 't geheel geen gelijken voorkomen,
In dat geval kan de ultdrukking veoor de variantie hérleid
worden tot

52: %@-nm(n+m+1).

Deze formule is een door T.J. Terpstra egeven vereenvou-
diging van de door J.Hemelri jk( L5 % ) afgeleide for-
mule., De afleiding van deze vereenvoudlgde farmule zal nog
gepubliceerd worden.

Deze formules berusten op de normale benadering van de
verdeling van U,



Indien n en m kleiner zijn dan 10, zZijn tabellen beschikbaar
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit
de steekproef bepaalde waarde U van U (zie (2] en [MJ).
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat
gelijke waarnemingen optreden,

Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van
U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert, Het
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter 1n het
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor-
rectie op 6'2 verwaarlozen, De overschrijdingskansen, die men
dan vindt, zijn iets te groot.

Litteratuur:
1. P, Wilcoxon, Individual comparisons by ranking
methods, Bilometrics 1 (1945), p.80-83.
2 H.B.Mann and On a test of whether one of two
D.R.Whitney random variables is stochastically

larger than the other, Amer,Math.Stat.
18 (1947),p. 50-60.°

5 H.R.van der Vaart Some remarks on the power function of
Wilcoxon's test for the problem of
two samples, Proceedings van de Kon,
Ned.Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520.

4 H.R.van der Vaart Gebrulksaanwi jzing voor de toets van
Wilcoxon, met tabellen voor n en m¢lO,
Rapport 3%2 (M4) (1950).

5 H.R.van der Vaart De toets van Wilcoxon voor het pro-
bleem van twee steekproeven. (Cursus
"Parametervrije Methoden", 1951-'52),

6 D.van Dantzig Kadercursus Mathematische Statistiek,
Math. Centrug, Amsterdam (1947-'50),
hoofdst. 6, 3.

7 J.Hemelrijk Note on Wilcoxon's two sample test,

when ties are present, Ann.Math.Stet
2% (1952) no. 2,
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Methode der 72 _rangschikkingen 1)

Een duidelijk voorstelling van deze toetsingsmethode ver-
krijgt men door 72 elementen te beschouwen, die een bepaald‘mﬁ
kenmerk, eventueel in verschillende mate, bezitten. dit ken-

- merk wordt door #z waarnemers beoordeeld en ieder van deze

waarnemers rangschikt deze 722 elementen volgens zijn beoor-~
deling naar opklimmende waardering. Op deze wijze ontstaan
7972 rijen van rangschikkingen. We willen nu een maat asnge-
ven voor de overeenstemming tussen deze rangschikkingen,
m.a.w. ecn maat voor de overeenstemming tussen de 7?72 beoor-
delingen. De hypothese éij , die met deze methode getoetst
kan wordcn, houdt in dat er geen overeenstemming tussen de
waarnemers bestaat; precieser gezegd, dat alle rangschik=-
kingen onafhankelijk van elkaar op toevallige wijze zijn
ontstaan., Dit is b.w. het geval, als het betrokken kenmerk
in werkelijkheid voor alle elementen dezelfde waarde bezit.
We kunnen de afleiding voor de maat van overeenstemming

het eenvoudigst geven aan de hand van een veorbeeld.

elementen | A B ¢ D E F
rangnununerc toegekend

door wasrnemer 5 4 z g 3 2

£ 2 3 1 X é 4

e 4 z § 3 S

o $ 3 2 5 1 4

sn o g oz 7

De som van alle rangnummers is 5 7rme(72+/) . Onder de hypo-

these é% is het theoretische gemiddelde van iedere kolom:
—2{-07'2/7?-{-/) )
We beschouwen nu de afwijkingen van dit gemiddelde. Ir¥ ons
voorbeeld is het theoretisch kolomgemiddelde gelijk aan 14.
De afwijkingen daarvan zijn
/ -3 -4 5 =2 3
— D i ey e =i e ) 8

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid



Blz. 2

De som der kwadraten van deze afwijkingen noemen wij S.
In ons voorbeeld 1s S = 64,
Als alle m rangschikkingen gelijk zijn wordt het maximum van S
bereikt.

. . . 1 2
Dit maximum is % m (n
We defini&ren nu als co&ffici&nt van overeenstemming

)—n)o

-n)

. 12 x 64
Tn ons voorbeeld is W = 16 % 710 = 0,229,

W varieert dus tussen O en 1.

De verdeling van S onder de hypothese HO is exact berekend
voor een aantal waarden van n en m [1] , terwijl voor grote m
en n benaderingen bekend zijn.

De meestc gehbrnilkelidlke henadev ingen 711in de vclgende.

1°, Delez-benadering:

)(f = m(n-1)W = E%%H%TT' heeft voor m — 0o een/Xj2~verdeling

met n-1 vrijheidsgraden /[1] pg. 84% [2] pg. 36-37).

20. De z-benadering:

V = (m-1) T%w-is b1j benadering verdeeld als F = 22

(F is de F van Snedecor, z de z van Fisher) met

_ 2

\% 1 ° n-—l—-—n-l-

vV, = (m—l)\’1 vrijheidsgraden ( [1] pg. 8% [ 2] pg.3* %

Met behulp van de verdelingen van S of W onder de hypothese
Ho’ kan deze hypothese ~ctostst worden, waarbij H. verworpen

L
?(n’n))
aanneemt, de kritieke zfne is dus van de vorm W = W, (resp.

>-
SZ8,).

Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ont-

wordt als W waarden dichtbij 1 (resp. S dichtbij T m

dekken in de mate waarin verschillende elementen het kenmerk
bezitten. Ze geven deze elementen dan gelijke rangnummers.
‘ Veronderstel, dat door ecn waarnemer geen onderscheid wordt
gemaakt tussen de =lementen, die de rangnummers 3% t/m 6 mceten
dragen. Dan wordt als rangnummer van ieder- van deze elementen
het gemiddelde van de rangnummers % (3 +4 +5 +6) = 4% gebruikt.
Daar het maximum ven S nu verandert, moeten wij een correc-
tie op de formule vemrW ftoepassen, Deze vindt men in [1] (pg.82)
en L2] (pg. 28-30). Eveneens veranderen dan de formules voor de
X 2-benadering ([11 pg. 86, [2] pg. 37) en voor de z-benadering
([1]1 pe. 86 [2] pg. 34), doch deze correcties zijn van weinig
betekesls, tenzij het aan%al gzlijken groot is.



Literatuur: [ 1]

(2]

Blz. 3

~ M.G.Kendall, Rank correlation methods, London

1948, Hoofdstuk 6, pag. 80.
Tabel van de verdelingsfunctie van § voor:
n=>3 m=2 t/m 10
n==4 m=2t/m6
n=>5 m=3
op pag. 146-149,
Tabel van de waarden van S, waarvan de over-

Il

schrijdingskansen onder de hypothese HO gelijk
zljn aan 0,65 of 0,01, berekend met behulp
van de z-benadering voor:

n=>3 m=8,9,10,12,14,15,16,18,20
n =14 m=4,5,6,8,10,15,20
n=5%t/m7 m=3,4,5,6,8,10,15,20

op pag. 150.

Ph.van Elteren, Methode der m rangschikkingen,
Cursus '"Parametervrije Methoden", Hoofdstuk
II, Rapport S 59, Mathematisch Centrum (1951),
Blz, 18-45.
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Een parametzrvrije toets tegun verloop voor gmepen waarnemiing.

Wij beschouwen k onderling onafhankeli jke stochastlsche
grootheden =, x,,..., x, Van de grootheld sz, zljn m, onc v
. gegeven (i=+,...k).

vy Yoy

ling onafhankelijke waarnemingen « ,

De hyoothese H_, die wij willen toetsen luidt, datec,,..., ey
dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling bezitten, terwijl d«
alternatcieve hypothesen inhouden, dat de stochastische groot-
heden =,,.. ., %=, een stijgenc of dalend verloop vertonen, ge-
definieerc¢ door:

(1) LIl < w,] - Plae> =] »

De;toetsingsgrootheid\d wordt als volgt gedefiniéerd. Stel voor
i<4 18 U, ., het aantal paren waarnemingen (<,

...«‘

IR ) met

¢, <<E5H“ vermeerderd met dc helft van het aantal paren(m VE

—_")

met o, @Xﬂ”us}*< i) otul verder
(2) Wi,i = ?'{ Uy -Z (u:_.i | Ha)k = 29;,& -mmy o,
dan 1is
3)
(3) Wtz 2 g

i<q Mamg

" Als onder de N = 2 m; waarnemingen h groepen gelijke waarne-
mingen optreden en als gzhet aantal waarnemingen in ded € 2ToED
is (Lsv,2,..., k) dan geldt

(4) 'é{ Wt t,, .., %, He ] =c ,

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) QL% 1s dus de toetsingsgrootheid van de toets van WIL-
COXON, toegepast op de waarnemingen van g, enag, en g$k=~umi*qL@
3) De hiar beschreven toets is een wijziging van een door T.J.
TERPSTRA [4] ontwikkelde toets voor dit probleem. Hij gebruikt
de toetsingsgrootheid T , ZiZL Yﬁd . Door de toetsings-
grootheld W te gebruiken berélﬁt men, dat de toets bruikbaar s
voor een klasse van alternatieve hypothesen, die niet afhangt

van de verhoudingen der steekproefgrootten (zile ook {5] ).



Gz[W‘t\,tz,‘...th; Ha]:

(5)) {N-zth-s(n- ze)} & S o Nt -z ty) NN -2 43)) 55w

INC(N=1)(N - 2)

Treden cr geen geliljke wasrnemingen op, dan is +,-4 VOoOr Lecere
£ en:

(6)  olwiH]= {2 vz A

mi L<q MMy

Als H, guist is, is de grootheid W voor grote waarden ven
N bij benadering normaal verdeeld met gemiddelde en variantie
volgens (4) en (5).
Het 1s durdelijk, dat W in hel algemeen grote positieve waardcen
zal aannemen als er een stijgend en grote negatieve als er een
dalend verloop is; de tweezijdige kritieke zdne bestaat dus
uit grote waarden van \\V].

Opmerkingen.
1. Als k=2 , dus als wij twee stochastische grootheden «, 1
o¢, hebben met resp. m, en m, waarnemingen, dan geldt:

(7) W oo 2R

A o
waarin U de toetsingsgrootheid van de toets van WILCOXON is,

toegepast op de steckproeven van x, en =«,. Uit (4) en (5) volgt:

2
ELW b, by He] =0,
¥ ‘-- K
o {Wl‘o.,t,....,th;Hq] = azmii‘; ) .(zie memorandum
1 e -t S 47 (M 7))

Als er in dit geval geen gelijke waarnemingen optreden, kan men
de exacte overschrijdingskaps opzoeken-in:tabellen van de exacte

verdeling van Wi{zie'b.iv. [1}.).

2. Als m,-4 voor iledere i dan 1is
W:ZZS%“(ﬁSé'%a)$
S <
waarin
als z so
def
S%'n,z,-_—.: o als =z =0

-1 als =z <o.



Uit (L) en (5) volgt:
£[\d'tl\t2""lth;H°]=0>

2 (N°— T4, ) +3(N*- Z43)

o[ Wb, %y, oo by Hals &

De toets is in dit geval i1dentiek met de rangcorrelatie
methode van KEDALL voor het geval, dat één der rijen bestaat
uit de getallen t,2,..., k .(zie memorandum S 47 (M 13) ).
Treden er in dit geval geen geli jke waarnemingen op en is k<40
dan kan men de exacte overschrijdingskans opzoeken in de ta-
bellen van de exacte verdeling van de toetsingsgrootheid § wvan
KENDALL (zie [2] ).

Is k2o en t, =3 voor 1ecdere £ dan kan men gebruik maken van
de tabellcn van de exacte vercdeling van § van SILLITTO [3]
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