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Inleiding

In dit rapport, dat een uittreksel is van enkele hoofdstukken
uit het boek "Problémes Stoc-astigucs'" 1) door F.Pollaczek, aan-
gevuld met enige figuren, wordt een aantal wachttijdproblemen
behandeld, die zich voordoen bij édn loket. Hilerbij wordt slechts
zeer in het kort de wiskundicz kant der problemen besproken en de
nadruk gelegd op de toepagsinugen.

Eenvoudigheidshalve ig de terinoleogic acmponouden, die
past bij het helpen van lklanten 2an e-n lolics, doch de theorile is
ook toepasbaar op an loge prohlzron, dic zich voordocn bl]
telefooncentrales, havens e.d.

Onder verschillencde vecroncersocllins o cixtront de verde-
lingsfuncties der aankorstintervallesn cn badi:niagstijden worden
de verdelingsfunctie C%(Mﬁ van ce wachttiid van de n?* klant
en de verdelingsfunctic ) vaor. do wehehitijd vea cen willekeu-

J.

rige klant in d- staticn-airs =i%ua

tio hooolend.

Hoewel er in veel practischz gavallen no cen Zekere aanloop-
£1jd in goede benzadering ecn eventichistozstand zel tot stand-
komen, zodat men kan volstaan met de vercolingsfunctie C:(WO
die in het algemeen gemalikzelijler t~ berslznen ic dan (i\dj P
is liet voor bepaalde problemen noodzaliclijik if;(W) te beschouwen
voor eirdige n . Dit ie bij voorbiecld het goval, als alleen die
klanten geholpen worden, diz cankomrzn 12 =2cn bepaald eindig
tijdsinterval (ren cdenke aan paticinten, dic op het spreekuur van
een dokter komzn: komen zij nict In een hooaalde vrij korte
periode de wachtkamer hinnen. don worden zi1j die cag niet gehol-
pen. Analoge situaties doen zich voor in winlels, bij loketten
in een postkantoor e.d.). llcn dieat echter te bedenken, dat de
theorie slechts toepashesr i op homorem2 porloden, d.w.z
perioden waarin de kansverdelinesen van de ecankomstintervallen
en van de bedieningstijdeon nict verandzreng mci moet dus

"piekuren" en dergelijke als afzonderlijiis rarioden behandelen,

De numrering der Zormules is ton deroesve van de lezers,
die van een bepaalde situatie lets mzer willen weten dan hier
verme ld wordt, gelijk gehouden aan die n k2t boek van
F. oWIaCVLkJ de not-tic 1is echter zewljzizpd (7oor de correspon-

dentie der not ties zie mzn bLlz./& ).

1) Problémes Stochastiones, posés par le phinomd -~ de formation
d'une queue d'attente 2 un guichetv et par Jdes nhénomenes

v
apparentds; Gauthier—VlllarP3 Paris 1957,




Formules, die direct uit die van Pollaczek volgen, maar niet in

z1jn boek voorkomen, worden aangegeven met het nummer van de
formule van Pollaczek, waarop ze gebaseerd zijn, gevolgd door
een letter a, b of ¢ (enz.).

In dit rapport is niet, zoals in het boek, de gemiddelde
bedieningstijd als tijdseenheid genomen, omdat dit niet altijd
practisch is; de tijdseenheid is willekeurig en de gemiddelde be-
dieningstijd wordt voorgesteld door b. Hierdoor wordt een aantal
formules enigszins gewijzigd. Kiest men b = 1, dan vindt men de

formules van Pollaczek terug.
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Hoofdstuk I

Beschouwde gsituatie

In het dagelijkse leven en in de industrie kent men tal van
situaties, waarbij wachttijden optreden. Zoveel zelfs, dat het
onmogelijk is, ze hier alle op te no:z:n. Om over deze situaties
te kunnen spreken, zullen we gebruik maken van de terminologile
van één ervan, nl. de terminologie, die gebruikt wordt bij het
aankomen van klanten a@an een loket. We beperken ons hierbij tot
het geval, dat slechts één loket beschikbaar is. We denken de
klanten, die aankomen aan het loket, in volgorde van aankoms?®
genummerd (0, 1, 2, ...). In dit rapport zullen wij ons beperken
tot het beschouwen van wachttijdproblemen, waarbij de volgorde van
aankomst tevens de volgorde ig, waarin de klanten behandeld worden.
Het is duildelijk, dat in vele praktische situaties volgens andere
regels bediend wordt. Noemen wij slechts de prioritelt die b.v.
de P, T.T. toekent aan zijn klanten, wanneer deze een telegram aan
het loket aanbieden. Dergelijke gevallen beschouwen we hier dus
niet.

De nde klant heeft een zekere bedieningstijd nodilg, wanneer
hij eenmaal aan de beurt gekomen is. De tijd vanaf zljn aankomst

aan het loket tot hij aan de beurt komt noemen we zljn wachttijd.

Veronderstel lingen

Bij de wiskundige behandeling van het wachttijdproces gaan
we er van ult, dat de lengte van het interval tussen de nde en
de (n+1)Ste

tijd van de n

aankomst (het "aankomstinterval') en de bedienings-
de 1)

variabelen zijn met een gegeven kansverdeling en bovendien de

klant (voor n = 0, 1, 2, ...) stochastische

kansverdeling van de wachttijd van de Ode klant gegeven 1s.

We zullen in het nu volgende steeds veronderstellen, dat de
lengten van alle aankomstintervallen dezelfde kansverdelling
bezitten, die we de aankomstintervalverdeling zullen noemen en dat
ook alle bedieningstijden eenzelfde kansverdeling hebben, die we
aanduiden met bedieningstijd verdeling. Verder veronderstellen
we dat&de lengten der aankomstintervallen onderling onafhankeli jk

z1jn en onafhankelijk van de bedieningstijden en dat ook de

1)

Stochastische grootheden zijn grootheden, die een kansverdeling
bezitten. '

i
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bedieningstijden onderling onafhankelijk zijn. Op grond van

deze gegevens vragen we nu naar de eigenschappen van de wacht-
t13d van de A%® klant, die bij de gemaakte veronderstellingen
een stochastische grootheid is.

Ter toelichting van de veronderstellingen moge het volgende
dienen:
1e. De bedieningstijden zullen in de praktijk, in het algemeen
weinig van elkaar en van de aankomstintervallen afhangen. “er
vereenvoudiging van het probleem kunnen we daarom zonder bezwaar
veronderstellen, dat de bedieningstijden onderling onafhankeli jke
variabelen zijn, die niet van de lengten der aankomstintervallen
afhangen.
2e ., De saankomsten zullen in de praktijk vaak aan de volgende
elsen voldoen:

a) In een eindig tijdsinterval komen eindig veel klanten aan,

b) De verdelingsfunctie van het aantal klanten, dat in een
tijdsinterval aankomt, is alleen afhankelijk van de lengte

van dat interval (en niet van de plaats van dat interval op de
tijdas), mits het in zijn geheel na het aanvangstijdstip van het
proces valt,

Geldt nu bovendien nog:
¢) De aantallen klanten, die aankomen in tijdsintervallen, die
(behoudens eventueel hun begin- of eindpunten) geheel buiten
elkaar vallen, zljn onderling onafhankelijk verdeeld,
dan ligt de verdeling van de lengte van het aankomstinterval
reeds vast, als nog het gemiddelde aantal aankomsten per tijds-
eenheid,} , gegeven is, Deze verdeling is dan de exponentiéle
met §~ als gemiddelde lengte van het aankomstinterval 1),2oven-
dien volgt uit a), b) en c), dat de lengten der aankomstinter-
vallen onderling onafhankelijk zijn.

Wil men veronderstelling c¢) niet maken,drn kan men iets
algemener veronderstellen, dat de aankomstintervallen wel onder-
ling onafhankelijk zijn, maar in plaats van een exponentifle
verdeling een willekeurige verdeling bezitten. In dat geval is
veronderstelling b) alleen bij een stationnaire toestand vervuld,
Nog éﬁgemenere problemen, waarbl] de aankomstintervallen dus
afhankelijk zijn, zijn op het ogenblik nog niet mathematisch

op te lossen.

Ay

1) De verdelingsfunctie van het aankomstinterval is dan /—&




In Hoofdstuk II wordt ultgegoan van de onderstellingen a), b).
en c¢), dus van onafhankelijke exponentiéel verdeelde aankomst-

intervallen, Over de bedieningstijd verdeling veronderstellen we

nog, dat de kans op een bedieningstijd van de lengte nul gelijk
aan nul is 1).
Stationnaire situatie

We zullen het beschouwde wachttilidprcces stationnailr noemen,

als de verdeling van de wnchttijd van een klant niet afhangt van
het nummer dat deze klant bij nankomst aan het loket krijgt. Als
de gemiddelde bedieningstijd van een klant langer 1s dan de tijd,
die gemiddeld tussen twee opeenvolgende aankomsten verloopt; dan
1g een stationnaire situatie niet mogelijk, daar in dat geval het
aantal wachtende klanten steeds groter zal worden,
Ter onderscheiding van de mogelijke situaties voeren we de

bezettingsgraad f’ in, dit is de verhouding van de gemiddelde be-~

dieningstijd tot de gemiddelde lengte van het aankomstinterval,
Voor een stationnaire situatie moet dus Jﬂ-i / 2)_ zijn.
Cnder de gemaakte veronderstellingen blijkt er, als /94}
is, slechts één wachttijd verdeling te bestaan met de elgenschap,
dat, indien de Ode klant die wachttijd verdeling heeft, alle vol-
gende klanten diezelfde wachttijd verdeling bezitten. Deze ver-
deling noemen we de stationnaire wachttijd verdeling., In de
stationnaire situatie geeft fa tevens de fraotie van de tijd aan,
dat het loket bezet is en ook de kans, dat de wachttijd van een
klant positief is ( j9 is dus de kans, dat een klant moet wachten),
Men kan zich voorstellen (en op grond van de gemaakte ver-

onderstellingen bewljzen), dat de wachttijd verdeling van de

nee klant bij toenemende 2 gteeds minder van een bepaalde
limiet verdeling verschilt, Deze limiet verdeling hangt niet af
van de beginsituatie, die de Ode klant bi] het loket zantreft en
ig juist de bovengenoe@ge stationnaire wachttijd verdeling. Na
een zekere eindige aeé&mptﬂﬁizal het proces fysisch niet meer
van een Stationnaif proces Te onderschelden zijn (theoretisch is
deze 2anlooptijd oneindig), De limiet verdeling is heel karak-
teristiek voor het gvsteem, Men beperkt zich dan ook meestal tot

4) Dit houdt in, dat de bedieningstijd verdelingsfunctilie in de

corsprong bogint,

2) Ock bij_f==lis een gtationnaire situatie onmogelijk,
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het bepalen van deze limiet verdeling, ook al, omdat de verdeling
van de wachttijd van de n‘de klant &f niet, of alleen met heel veel
moeite berekend kan worden en bovendien vaak lang niet zo inter-
essant is. Immers als f<4/ 1s en de aanlooptljd naar de station-
naire situatie vrij klein is, dan geeft de limiet verdeling meestal
alle gewenste informatie, want het nummer van de klant is slechts
zelden van belang, zodat het onderscheiden van de wachttijd ver-
delingen naar het getal? dan weinig zin heeft., Slechts als f’;/

is of als g4/ 1s, maar weinlg van / verschilt, zodat de aanloop-
£1ijd naar het evenwicht groot is of reeds na behandeling van een
gering aantal klanten het proces gestaakt wordt (b.v. door eindi-
gen van het spreekuur of de werkdag), zal het es§entiee1 zljn,

dat men de verdeling van de wachttijd van de »n ne klant ook voor
kleine waarden van n leert kennen.

Het is in het algemeen niet mogelijk, blj de gegeven exponen-
ti€le verdeling van het aankomstinterval en een willekeurige ver-
deling van de bedieningstijd de limiet verdelling van de wachttijd
te vinden. Wel kan de momenten voortbrengende functie 1) j/(éj
van de wachttijd verdeling berekend worden, Hiervoor vindt men

(zie Appendix)

, /'((.L)_- - .:g — (1= £)

e §) T e — )
(1.30) J E£~2+)4(¢) /
waarin o de bezettingsgraad, A het aantal aankomsten per tijds-
eenheid en /g{f) de momenten voortbrengende functie van de bedie-

4

ningstijd verdeling voorstellen en é een willekeurige variabele
1s.

Zoals de neam reeds aangeeft, kunnen met behulp van de
functieéf(é) de momenten van de wachttljd verdeling berekend
wordens; men vindt deze momenten door differentiatie van de voort-
brengende functie, Voor het ke moment /4k van de wachttilijd verde-

ling wordt opr deze wijze gevonden
k&
(1.30a) My = (1) f10)
Hoewel de wachttijd verdeling in principe door JYé) bepaald
1s, is het In het algemeen niet mogelijk deze verdelingsfunctie

expliciet te vinden,

1) Meegtal wordt niet f(é) , maargyﬂ"f} de momentenvoortbrengende
functie genoemd, Het is echter vaak practisch, om met //(é)
te werken, daar deze functie de getransformeerde volgens
Laplace van de verdelingsfunctie van de wachttijd is,.

B —
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Gezien het feit, dat de limiet van de wachttijd verdeling
slechts in speciale gevallen berekend kan worden, is het niet
verwonderlijk, dat de verdeling van de wachttijd van dejndﬁkﬂant
niet algemeen te vinden is. Zelfs voor de momenten voortbrengende
functie 'g@j , van deze verdeling is meestal slechts een benade~
ring voorngroteli te vinden.

Evenals ulft 2/(é) de momenten van de limietverdeling van de
wachttijd berekend kunnen worden, kan men uitgaande van j;(é)
de momenten van de verdeling van de wachttijd van de n% klant be-

palen. In fig, 10 en 11 wordt hiervan een voorbeeld gegeven voor

het eerste moment (de verwachting van de wachttijd van de net
klant),




Hoofdstuk II

In dit hoofdstuk wordt een aantal resultaten gegeven, die
voor het merendeel gebaseerd zijn op de relaties (1.30) en (1.30a).
Hierbij wordt van de volgende notatie gebruilk gemaakt:
j@ = de lengfte van het interval tussen de aankomsten van
; de n“en de<n+D$te klant.
_Z7 is (voor alle n ) exponentiéel verdeeld met gemiddelde

- %— , zodat de verdelingsfunctie van y .  gegeven wordt

door /w_Q—Ay
Fn = de bedieningstijd van de mde klant,
S, heeft (voor alle n)de verdelingsfunctie B (5) met é_s\,

zodat‘f-ﬂé is. De momentenvoortbrengende funﬂtle van

£, wordt aangegeven door /& ( é) dus ﬂ(g}- / P 554/.‘3(5.)
YY% = de wachttijd van de)v!e klant.
w

1l

de wachttijd van een willekeurige klant in de
stationnaire toestand.

De verdelingsfuncties van Wh en W worden aangeduild met resp.
C:(hden_ C.(WQ, hun momentenvoortbrengende functies met resp.
[;( g)en ﬁy(é}‘

Voor de algemene wiskundige notatie zie men blz. 18,

Alvorens enkele voorbeelden te behandelen, waarin de bedie-
ningstijd verdeling B(5) nader wordt gespecificeerd, geven we nog
enkele algemene formules,

In de evenwichtstoestand vindt men voor de kans op een wacht-
tijd van de lengte nul, Ci(cd , d.1. de kans, dat het loket vrij
is,

(2.4) C(o)= 1~

Dit houdt in, dat ((w discontinu 1is voor wW=o0 , waar een
sprong van de grootte /~f optreedt (zie bijv. fig, 4).

Voor het eerste en tweede moment van de limietverdeling
vindt men

T

| £ 2
(o.7) "L Cwio AT A/és) ~ .,
: [/ ) P10 Z///:? o’//'«/?]é

2




Voorbeelden

1. B(8) is een exponentif€le verdelingsfunctie

Als de bedieningstijden exponenti€el verdeeld zijn met ge-
middelde b, dus

[0}

B(s) = 1-e© (8 > 0),
dan is de verdelingsfunctie van de wachttijd in de stationnaire

toestand 4

{.9

W
(2.12) C(w) = 1-pe © (w > 0) .
Dit is dus behoudens de sprong voor w = 0 weer een exponentifle
verdelingsfunctie. CK(W) in fig. 5 i1s een voorbeeld van de ver-
delingsfunctie (2.12), waarbij p=b = 0,607 (hier is P =b,
omdat A = 1 gekozen werd). De gemiddelde wachttijd is

4

(2.12a) v b0

zodat de verhouding van de'gemiddelde wachttijd tot de gemiddelde
totale tijd, dat een klant aanwezig is, gegeven wordt door

=

Clbns
De spreiding van de wachttijd verdeling 1is

“\// /’-7 (//i) - !Kg )

( 2 s 12‘0) ﬂ’}"‘(,l_‘:':’, =

v

: i L ' ; .
In fig. 1 zijn Cuw en ¢(w, getekend als functie van f 5

waarbij <& v. -4 gelljk aan 1 genomen is, zodat f7 =D is.
- A

£

o

2. B(®) is een mengverdeling van ftwee exponenti&le verdelingen

Als B(s) een mengverdeling is van twee exponenti&le verde-

lingen, dan ig dus

- M8 M8

f B(s) = 8 (1-e77147) + a?(1~ef 27)
(2.13) B

x

) ] - . o 7 N ~

) + an = "1 A A, > O

Bq T B E g Mo 2

g a a
, L ‘] ’

zodat b =C 8 = —”'+«T§

,,f"/‘v‘\ /l ‘;W )

De verdelingsfunctie (2.13) verkrijgt men bijvoabeeld als men
met twee soorten klanten te doen heeflt, waarvan de ene soort
onafhankelijk van de andere zankomt, waarblj de lengte van het
aankomstinterval voor ledere socort een exponentiéle verdeling

, — !

heeft met gemiddelden resp. ( &/, en (a, Ay en waarbij

de eerste soort een exponentifle bedieningstijd verdeling met

.
R
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verwachting /W1_1 heeft en de andere een exponenti&le bedienings—g

. 3
tijd met verwaoht‘ing/\{2 L ..Dit kan ook zo gefinterpreteerd worden, -

dat de klanten aankomen met exponentiéel verdeelde aankomst-

intervallen met gemiddelde @é- en met kans a4 resp. 85 geloot

wordt of een klant van de eerste, dan wel van de tweede soort is,
waarbij de bedieningstijd van de eerste resp., tweede soort klan-
ten exponentieel verdeeld is met verwachting /MQIS resp. j{j-

Deze interpretatie houdt in, dat a, > 0 er1a229 O is, Er is
echter wiskundig geen bezwaar tegen &?of % negatief te kiezen,
als men maar vasthoudt aan aq+a2==13 daar dit een noodzakelijke
voorwaarde is, opdat (2.13) een verdelingsfunctie voorstelt,
Bovendien moet men eisen als/;%iﬁjwais en in gevala < O 1is (en
analoog voor 7, <0), dat :ifﬁ Z L o) is,

/ A

Bij een bedieningstijd verdeling als gegeven door (2,13) vindt

men voor de wachttijd verdeling C(w)

s s

(2.25) j e S A

y B U
o 2 = LitMe- D ! L /‘/.fff_;"'ff}"*f o 2, (1= P)
P ) v

L
P - a, 4
b=C 5= 5+ A

Voor de gemiddelde wachttijd vindt men in dit geval
LS

Ew o N b=t
Iy 2 Mo

De mogelijkheden van een verdeling van de vorm (2.13)

/ C({';;j‘) = /. /) _é./gi?..!:’;ﬁ th@,w}} 5/9,~/f:ff__. @“/%W

waarin

illustreren we nu aan de hand van enkele figuren.
. e o - MG
Uitgaande van twee exponentiéle verdellngen/3[5}3=ﬁw€ “*% en

,52 (S)=/ - </ beschouwen we de mengverdeling 5[5;}»“ a, B (s)+a, B,¢5)

,,,, -

%
en vergelijken deze met de exponentiéle verdeling g?/sj , die zo
is aangepast, dat hij hetzelfde gemiddelde heeft als B (5.

- Fenvoudigheidshalve 1s D=1/ genomen, zo dat & oo,
g g s TS =

. — . - 5 ® W 5
In fig, 2 ziin dq(s), B, (8), Ble en B7({s) getekend
_ o \ &3

i

e ) ~ib
r 5 . S o Sk Sar me - 2} _ ;
In fig, 3 18 hetzelfde gedaan met /W@ 3,4, My = 3,0, 4 = MK

N

vocr M, = 3,/M2:1,D en a, = a, = 0,5

dihele L

enay,=17.Men ziet, dat in fig.2 B(8) en B®(a) nauwelijks te onder-

scheiden zijn, Terwi]jl in fig.>

de mengverdeling sterk van de
aangepaste exponenti&le verdeling verschllt. )
In fig, 4 zijn de wachttijd verdelingsfuncties S(w) en
CK(W) getekend, behorende bij de bedieningstijd verdelings-

functies B{a ) en B¥(s) in fig. 2. C{w) en C*(w) verschillen

\

T




eveneens zeer weinig,

In fig., 5 zijn C(w} en Cx(w) getekend corresponderende met
\
/

B(A) en B®(8) uit fig. 3. O(w) en C"°(w) verschillen nu vrij
aanzienlljk,
In fig. 6 is é , net eerste moment van de verdelingsfunctile

- B(=), setekend als functie van a, Voor M,= 3 en M, =
In fig. 7 zijn de eerste momenten van C(w) en CX(W)<éhgen

.

; \
- é:h{; als functies van 25

In fig. 8 zijn de spreidingen van C(w) en CX(W) getekend

Q ) en g(w )Eﬂs functies van a,.
; 2

Daar voor a, = 2 &S=/ is (zie fig.6), zijn de eerste mo-

getekend voor/M,:zgerlﬁw&= 1,5

menten en de spreidingen in fig.7 en fig.8 voor ay = 2 oneindig,

3. B(s) is een mengverdeling van n exponenti&le verdelingen

Als B(S) een mengsel van 7 exponentiéle verdelingen is, dus

. - /M5
BUs)=Yy ag(r- )
P
2,28 ) n
( ) AP oa =1 ,
n [
zodat éi S= 5 7% ;dan vindt men voor ¢ (w)
(=1 !
B M- Be D B - Bpw
2\"‘1 C{lwl i /e [ }.....w Tm— / — — Z b 0}
( ° ) g [ /9/ K d ifyff [‘:I/ A"* /d;{’ (, 2 .
t?é'('
Hierin zijn.wff)..u - /3, die nulpunten van de functie

/ - A ;f‘ﬁuﬂ-g waarvoor geldt /?a_/9[>4>, De fﬁ; zijn hier
A- s (“:/z.,(./\r’(
alle verschillend ondersteld; in het geval van meervoudige nul-
cunten krijzt de wachttijdverdeling een enigszins andere vorm,

die door limietovergeng uit (2.31) berekend kan worden,

I De bedieningstijd is constant

Als de bedieningstijd & voor alle klanten dezelfde constante

waarde b heeft, dan word* de WOﬂhttiid verdeling

(2.36) Cw'-(/-vﬂ). ﬁ"‘“(';f"‘rw M e

Hierirt is bJ::lﬂ en pzsAA, In fig. 9 1s deze verdelingsfunctie

cetekend voor/o:vj'en /0:153 . Voor grote positileve waarden van

w kan men van de volgende benadering gebruik maken:




w B W
_&z«/' g
(2.39) C(‘N) /- Il z "’ L2 ,azz__ /{@,wmwm ,
i{ :,-’r'ﬁ-: = :éf.?h;“/" /
waarin voor /7 »/
1)
: : )os e W Iy ‘0|
(2.38) /ffnw R ?szmﬁﬁ /2N F O/ ,zi../

en § het reele nulpunt is van
Z - )+ )e 7
met 4, >o0.
Voor de gemiddelde wachttijd vindt men in het geval van con-
stante bedieningstijd

-~ ‘ b =
(?oj6a) CC: / 2(, ﬁ!} g

voor de spreiding

) bP NSRS
o IR
(2.360) ()= 572 5 V5 e

Hier is de gemiddelde wachttijd dus de helft van die in het

geval van exponenticéel verdeelde bedieningstijden (zie (E.WQb) ).

5. Ejs) ig een gammaverdeling

Als B(s) een gammaverdeling is met " vrijheidsgraden met
gemiddelde b , dus

3 ba })'} P
. g & I ]
(2.17n) ﬁ[ﬁj;«; / . EW S ~di,
S ()

dan vindt men voor de verwachting en de srreiding van de wachttijd

L
Cow = SPtra

- ;.7?[’»—«}’91
(2.12n)

) e LU S Y1)l 2)
& P
J:,O( el 'r//)

f‘\.
ft
3

‘?

"o
-

-

&Een pemmaverdeling met één vrijheldsgraad is hetzelfde als
een exponenti&le verdeling, zodat men door substitutie van 2=/
in (2.12n) de formules (2.12a) en (2.12D) terugvindt. Voor n—s oa
gaat (2.11n) over in de constente verdeling. Laat men dus in

1) Formule (2.38)in het boek van Pollaczek is onjulst.

s ’ "
i e o i 7 WW”?’W”WWW&W”WWNW s
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(2.12n) n naar onelndig gaan, dan vindt men de formules (2.36a)

en (2.36b) terug. Voor /<rn<e= zljn de verwachting en de sprei-
ing van de wachttijd behorende bij een gammaverdeling met n
vrijheidsgraden voor de bedieningstijd steeds kleiner dan de waar-
deyr die behoren bij de exponentif&le verdeling en groter dan de
waarden die behoren bij de constante verdeling voor de bedienings-
tija, In fig. 10 zijn ff%’enzngy getekend voor een bedieningstijd,
die &n gammaverdeling met n vrijheidsgraden bezit, waarbi]

n =12 ..., resp. 15 genomen 1is.

6. B(s) is een trapfunctie

Ale B(8) een trapfunctie is, dan is dus

. 1
(N . S g < 4 < o~ N N
\ I, (5 ) o <./ "L Py S L s (7t= & /
! 4=
(2.40) S
S ) : -
iy vy Q20 =/
I A R TR
! ‘ qf?":-
rﬂet %'_) g (‘( =: . /)_,_» [14 \[ .
iw 4
Rls N = 2 vlnden we voor de wachttijd verdeling
Mg -bs) )

£

(2.42)  Clwre i p

Een bedieningstijdverdeling van de vorm (2.40) geeft aanlei-
ding tot de vo_gende formule voor de gemiddelde wachttiljd

-
I4 ~
\ ; 5
( 2 @ 45) (/{‘: |- f)\ l( f 2 { d ;oo e z
T ST A S @, (S - G
2l o) Ty K A4
{ S A LN J

.
T
|

Jit (2.45) ¥lijkt, dat van alle bedieningstijd verdelingen

van de vorm (2.40 met dezelfde verwachting £ s=5 degene met

-t

N = 0 (het geval van constante bedieningstijd) sanleiding geeft
tot de kleinste gemiddelde wachttijd. Daar men iedere verdelings-
functie willekeurig zoed kan benaderen met trapfuncties, kan men
bewi jzen, dat bij bellening met constante bedieningstijd de
kleinste gemiddelde wschttijd optreedt, mits de lengten der aan-

komstintervallen exponzntiéel verdeeld zijn.

n B ¥ A\ - T e N 15 - Ty L] H E e
Formule (2.42) 1n tet boek van Pollaczek is onjulst.




b -

Tenslotte geven we een voorbeeld van een benadering voor de
wachttijd van de n® klant voor grote n voor het geval van expo-
nentieel verdeelde bedieningstijden.

Voorbeeld c

Als é?/E):/*-é.Fis, geldt voor de verdelingsfunctie,

van de wachttijd van de n® klant de volgende benadering:

- Il 2 “+/9)z.-n/3[/+ﬁ- 1=
{(/ /u/)z b ~/-77,z.(‘T//J }“/;7-(,/“/'/ )z g %4 (/#;+5PW+0W/;§/)) ()04/]
|
-~ / L2 T e =7
[ L2P 1+p) W
i (W TGRS i €7 //"‘f”?a‘“""()w(ﬁ'/) (pY)

/ 2
\ Vo (/-;Lf// + O, (» z) [ p=1) .

Om de verwachting van de wachttijd van de n® klant, éé!ygb
" &
te berekenen, kan men gebrulk maken van de functile %Q(éwzjx}:z"/’(él.
- h=e 2

In fig. 40 zijn met behulp van deze functie de verwachting
van de wachttijd van de n © klantééb% en het gemiddelde van de

verwachting van de wachttijd genomen over de eerste 774/ klanten
Y unct 82 en p -
agry " W, getekend als functiles van n voorjozzO,)8L en.P =

0,836 (deze wearden Van‘beleken het rekenwerk te vereenvoudigen),
waarbij de verwachting van de bedieningstijd éi§=/ gekozen 1s.
De limietwaarde, die voor beide functies dezelfde 1is, 1s aangege-

ven door een horizontale 1ijn.
/

In fig.11 zijn 5% en ;1—;72__ é}}/k getekend als functies van
k=b

7 voorup::1,196g Bovendien z1ijn voor beide krommen de asymptoten

. getekend, g, n
De grootheden Wn en ;é; E: é:&% z1jn voor kleine n exact
f=o

berekend, voor grote M is gebrulk gemaakt van een vrij ingewik-

kelde benaderingsformule, dile we nier niet vermelden.




- 15 -

Appendix
Dasr de in het voorafgaande gegeven resultaten voornamelijk be-

rusten op de relatie

£

(1.30 Y=

geven we hier een afleldling van deze formule. Deze afleiding is

analoog aan die, welke door Pollaczek gegeven wordt, doch ilets

. eenvoudiger.

Laat de nde klant aankomen op het tijdstip %, , zodat
é}y’b/"' -.-éh ”‘_yn - t

De wachttijd van de h+/ S p1ant W 18 nul, wanneer de
nd® L 1ant vertrokken is (op het tijdstip Zn+ W,+S5. J)s VOOT
de n-+/ ste klant aankomt (op het tijdstio &mney ), dus Wnsr = 0,

e

als ‘3é‘éhw’“(én"*hﬁf+§ﬁ)=2¥w—&%w§l . Is daggentegen de n.” klant
nog niet vertrokken bij aankomst van de n+y © klant, dan wacht

deze vanaf het moment van zijn aankomst (éhw} tot het moment van
e .- :

vertrek van de n~ klant <éh+2—\/11+‘—$}1)5 zodat dan W, , =%, +w +5 % =

= W, +§,~ Y, Dus (zie figuur)

Q ~ls Wy 485, ~Jn £0
(81) L’\,/n = -
v W t2, = als Wod 3=, DO

AN

g

In fﬂrmule(a) zijn hﬁw.gn en :?n onderling onafhankelljke
; variabeleon ,daar g@ en §; onderling onafhankelijk ondersteld zijn
en hé’bepaald wordt door de bedieningstijden nodig om klanten met
nummer kleiner dan 1 te helpen en door de lengten van de inter-
vallen tussen de aankomsten van klanten met nummer klelner dan
of gelijk aan 71 . W, is dus een functie van s.en Yy, met 0€i< n-y

en dug 18 g{n onafhankelijk van de onderling onafhankelijke

varisbelen ¥, en 5 . Omdal W,y en S, onderling onafhankeliljk

i




zijn, is de verdelingsfunctic van W,, doot de verdelingsfunctie

van W, bepaald (bij gegeven B(s) en Aty )
Ter berekening van é}",,+,f )= é“.éwﬁ% zouden we kunnen vol-

staan met het berekenen van £ c-E(Wn+5,-y.) , als slechts W,.,,
Win+S -y, Was. Volgens (2) is dit niet altijd correct. We voe-

ey

ren daarom de functie VY, in

DA als W, +3,~Y, L0
(v) 2% =
o als Wy +S,-Y >0
Dan geldt
- Fl Y N K ey ¥
AN { (26, 05, "’)+/..z)!“”_
¢,
e =1

Is namelijk W, ,, >0 , dan is W, +g -y>o0 en dus ¢, =0 en
zodat dan aan (b) voldaan is, Is W,,, = 0, dan zijn zowel lin-

ker als rechterlid van (b) gelijk aan 1, daar nu ¥,=y, -w,-5_ .

P

Nu is dus (voor o < Ra ¢4 X)
A o, (
- EW s ~flw, +5 ~ 5
(C) é @ ;/ ”"*m éf 7 ;g " Zn ,_yn}_}-‘i“ é@g h)
(b, £
zodat ons doel, {_f;ez. “rt it te drukken in é ¢ §-m , berecikt

{
. % ;
is, als él. et ¥nperekend kan worden, want, daar W,, §, en Y, on-

derling onafhankelijk zijn) is

é é”é{!’}!’h “"'rg-?;“myh) s é (,;mféﬁ/;" é@w éi;fh. éﬁé}” -
_{ e £ i ;wé_,_“

.

(d)

Beschouwen we nu de verdelingsfunctie van 2/, onder de

voorwaarde, dat ﬁ}a is, dan geldt volgens een bekende elgenschap

van de exponentifle verdeling (1.9)

/D 2~ La«"/?«’” 0l = cz“’“f -7 a ;
P2 Yoo }~ /- ) 2 1s VDo
T

Nu geldt dus, 4 ¥, yo0 is, dan en slechts dan, als

cée’éi}h: c‘:[@ ‘éﬁ}”/g;><>)./9ff-’f’;>w - é(’éé%/.ﬂ;ﬁ")fgy’o}'z

L= =]

@ " ;
— a4 ézci(l- @ ?sz\."fmﬁoj 7 P/Whﬂ:a)})

o i
. 7 s ’ I

: : . . : e )’;:WWIIWIWW»%%W»)»WW

-
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£
o
£z )
(e) éc. "’:: _.,_,.,. f[g,}”“>0].ﬁ‘ ‘p?/--mwwaf“‘“’ /..___,___. ‘;’E{mh?ﬂz(})}'

Combinatle Van (¢), (d) en (e) levert dus

Ea rr o & /'”’ ((z £, - /D/_‘_w o/ £

TN ¢ fkué
In de stationnaire toestand, waarin alleégh‘ dezelfde kansgs-

verdeling hebben, geldt dus voorozsAe ggéfh

L ""_ 2 Loty £ Es 3“{2 o]

of

yié)= )’/g)ﬁ(g) " f ,D{_Wmalg.
Door differentiatie naar é en substitutie Vafxé::a vindt men

P?”j@’maﬂ,— f+3/3?o) = /= p,

zodat men krijgt

e £ = f\gj’fé}/f(é) _ (/wf’féf
A - é p ¢

of tenslotte

20 () e [ D) B
(7.20) /V‘é‘/‘ o v m:sw/;//,
wan e alle waarden vam.f met R(zg o (daar uit de geldig-
heid van Qﬂ,BO) VOOY O 4 Rzéaak ; door analytische voortzetting

de geldigheid voor /2@?;;0 volgt),
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Notaties en Definities
Stochastische variabelen, d.w.z. varlabelen, die een kans-

verdeling bezitten, worden door onderstreping van hun symbolen

onderscheiden van getallen ( dus b.v. van waarden, die zij kun-

nen aannemen),
ID /4 }‘:: de kans, dat de gebeurtenis A optreedt.
( de kans, dat A optreedt onder de voorwaarde;

!

P/ Bl =
A / L dat B optreedt, waarbij P{fS}%ﬂDis.
Verdelingsfuncties worden steeds aangegeven met Romeinse

hoofdletters, bij voorbeeld

Cix)= Plwex).
Getransformeerden volgens Laplace van verdelingsfunctiles
van niet-negatieve stochastische variabelen worden aangeduld met

de corresponderende kleine Griekse letter, Als A(x) een dergellj-

ke verdelingsfunctie is, zodat A(0-) = 0, dan is

E e O
Eyo ~E

De verwachting van ffé) wordt voorgesteld door

3]
s FX) = /;/-"[x; d Fixy,

o - / ] o o a8 £)
waarin F (X) de verdelingsfunctie van X 1is, df %x
- VAR

We kunnen dus voor « ( ¢) ook schrijven ﬁifé)'~

P m"'ér“( Cv:)..f;[)( /l)
0<c/§é/lm /@ el Aex) = Jom /@ d A x).
o=

We gebruiken de volgende alkortingen:

£ (x) = dE

o X
(n)
£ 47t Aji)h £1x)
dxnlax) TV
[ x ] = het grootste gehele getal £ X |,

f?élf&X);:het re€le deel van {OU P

1) Integralen van de vorn jﬂfﬁ)d}VY/ duiden 3tieltjes integra-
len aan; alg C(¢X) differenticerbaar is kan men hiervoor
schrijven /7’:(’X)§’{Xja'z\"

s
- . - . -




J;1 f?w =het imaginaire deel vanﬂX?.
wil zeggen, dat de verhouding fé%%}'

£(x) = 0(g(x)) (x— 2)
voor x gaande naar a begrensd is.
£(x,y)

li

J
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0 (g(x)) (x—>3) wil zeggen, dat de verhouding Ié‘ﬁ%)’

voor x gaande naar a begrensd 1s en van y kan afhangen.

Belangrijkste corresponderende notaties

- Rapport
aankomgttijdstip En’ t
aankomstinterval T ¥

verdelingsfunctie A(y)
LT, 1) o (¢)
verwachting )”,
bedieningstijd 8, 8
verdelingsfunctie B(s)
L.T. /?[éj
verwachting b
wachttijd Wes ¥
verdelingsfunctie Cngw)
L.T. ¢ Ialsh
verwachting Co v ;

getransformeerde volgens Lapla

P
(@]

Pollaczek

X
n

Y
n

fg(t)
€(-9)

e

M, (T}, 77,07
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0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
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s

1. Gemiddelde < w en spreiding ¢ (w) van de wachttijdverdeling

voor het geval van een exponenticel verdeelde bedienéngs—
s

N

tijd als functie van de bezettingsgraad [°. w =

)]

e
o (w) = ?%;; L/f’@;»f}g A =1, zodat b= [,

s




%

40,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,0
Twee exponentifle verdelingsfuncties B,](S) en B2(3)9 de
mengverde1ingsfu‘nctie B(s) met meng zverhouding 1 en de aan-
gepaste exponentifle verdelingsfunctie B (s) _,,1(“) = ’éme_jg,
Bp = /"’“f_d'“'ig.. B(S) = 0,5( 1 “jqé L 0,5(1-e" 5y
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i ¥ v T

2 0,3 0,%0,50,60,70,80,91,01,11,21,3 1,4 1,5 1,6

Twee exponentifle verdelingsfuncties Bﬂ($) en Bo(s), de

fal
mengverdelingsfunctie B(s) met mengverhouding
-16 o R e i - N -
7 en de aangepaste exponentifle verdelingsfunctie B (s).

-2 48 w3 e -3 ls
Pa(s) = 177 B = 1e" B8 5(g) = 16(1-e73 )

4/2 S L, 2
° # PRSI
17(1-e"2%), BR(a) = 167165




1,04
. 0,91
) 0,8+
) 0,71 h/,/?’;//:/
-
0,61 /////
0,5+
o, bt
0, 3-
0,21
0,1
; ' \ f : ' ; f i ‘ : : ‘ ‘ p—
6 0,2 0,40,60,81,01,2 1,4 1,6 1,82,02,22,4262,83,0 %
Fig. 4 De verdelingsfuncties van de wachttijd C(w) en C%(w) beho -

f
o . . . , . s
rende bij de bedieningstijdverdelingsfuncties B(s) en B (s)

uit fig. 2, ( A=1) .

~0. 84w . 0. 65 .
Clw) = 1 - 0,0hp0op™0s8M0W _ 0,458 ¢ 200 oF(yy = 1 - 0,500 ¢
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Fig. 5.
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22,k 2,6 2
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Y, @) ~ (S} -~
6 1,0 2,0 ,0 3,

ja C
horende bij de bedieningstijdverdelingsfuncties B(s)

BY(s) uit fig

De verdelingsfuncties van de wachtti be -

en

s - =N ’\"‘_f): be Al 8 /L! o o

CX(W) =1 «0




Fig. 6
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0,5 . -
0,4 7
/ /
0,3
i | | ! ] | | : ,
032 OBM‘ O£6 058 /'90 /132 /&54 196 /!_98 | 290“_’\
20— f
Fig. 7 f
|
/]
S /|
[
by ) /’i ! ((; by

/-’ /

/ //
10 — /

/'/’r

/
//.//
V
’ o
///— ’///‘
Fig. 6. De verwachting &s van de bedieningstijd met verdelingsfunctie

-3 -1,5 .
B(s) = aq(ﬂme Y+ ag(ﬂue 22%) 215 functie van az(aﬁ+32=1,
A=) Es 2

Fig. 7. De verwachtingen van de wachttijd ( €w en gw%} behorende bij

de bedieningstijd-verdelingsfuncties B(s) = aq(ﬂ—e"Jﬁ) +

az(ﬂ-e"135s) en BX(s) = 4—e; T+a, S

, als functie van a5 -

c :

s
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De spreidingen (f(y_q_) en zj‘(w}{') van de wachtti jdverdeling

behorende bij de bedieningstijdverdelingsfuncties
2
)
4

B(s) = a1<1~6«53> B 82(1«61553> en B(s) = 1-e” T+a,

functies van a,. g(w) = %n¥/i 2’2) + 2 Z%%% , o) =

5 als

EE
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ling bij een gamma verdeling met n vrijheidsgraden voor

E e — ‘ e § -

6 7 3 9 10 11 12 13

Fig. 1C. Gemiddelde <€H‘en spreiding w(ﬂ) van de wachttijdverde-

de bedieningstijd als functie van n.

b

1 £ (041 L(1- ) (ate
e eye IREAIIEE s b VAR o

ool

zodat b = ) .




tijden als functies van n voor [’ =

(&g =

1) .

1
/ P=0,836
5 -
Lo /,,/
/‘,./
/ J..é W
/ Ml 4 ~k
i // //‘/
~ T
e o
o+ T
/’/’/
/,/
"
/l —
5’:0,382
0 4 8 42 16 20 2L 28 32 36 Lo 44 48 52 56 60 64 m
4 b
3 ~ " N2 2 s ne LR P, ] f .n S -
Fig. 11, {_w_n en — 2: £ w_ bij exponentiéel verdeelde bediening
k=0

0,382, [ =0,836,




0 Y 3 172 16 20, 2L 28 32 36 4o 4h LB 52 56 60
Fig.12. gﬁﬂA%n “}T 2: Ew, als in fig. 11 voor f = 1,
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asymptoten van beide functies, resp. 4,256 + 0,164n en
k. 256 + 0,0819 n.
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