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In le id ing 

In dit rapport; dat een uittrcl{sel :'.s van enkele hoofdstukken 

uit het boek 11 Problemes Stoc··a8tiq1.1 cs 11 1) door F.Pollaczek, aan­

gevuld met enige figuren, ,,;ordt een aa::1tal wachttijdproblemen 

behandeld, die zich voordoen bij cr<n lo'.;:et. Hierbij wordt slechts 

zeer in het kort de wisku~di[? k~nt de~ ~roblemen besproken en de 

nadruk ge legd op c1e toepcJ.c,3 i~1gen, 

Eenvoudtgheidshalve U:; rJ.2 te::::.."inolq~·Lr.:: a.-,- :101-~clc=:~1, die 

past bij het helpen van Ll;-111te;-: 2.c:L,~ e=n ~-'.J'.=r_,·,, Coch de theorie is 

ook toepasb,:3.r op c=u 10§_;2 

telefooncentrales, havens e.d. 

Ondcr verschillenc~e vc::t'Ol7 C(:;. :~>:lL_:,:·,,·1 2:.~t:;:c,::nt do verde­

lingsfuncties der aanko:r:tin ::'V,"'.~-J.?n ,.:i:-1 1..-i'.'::di,:Y':isstijden warden 

de verdelingsfunctie Cn(1.1,/) ·1,:11 C:.e v12c·~1+-. 1:i~l(. Vcff!. de r/e- klant 

en de verdel 1:1gsfunctlc C.(\•J) °",'Y. c;-:; 1.·!"J:l':J.:;',:;J,_,jd v2.1 sen. willekeu--

Hoewe:l er in veel practisch? g:::\-al':_:::n r~.:::: 20n zel:::ere aanloop­

tijd in goede bene.de:Pin<?; Pen e\T2~r1ic 11.t:,to:::'1,:2nc z,"1 tot stand-

komcny zodat men kan volst22n met v2 2lin;:;sfunctie C (w) , 
die ln het a le):::rnee;n rI,cma 1J{? l "1_j 1=~,:::-· v, ber2 1,?·r~en is dan c;~ (~,,;) , 

/'' . is l1et voor bep,3alde [Y2obl2nen no ::'.2'.:1:; 7 ,~Ji,: ; __ !'! /_kl) te beschorn·Jen 

voor eirdige n . Dlt ic bij voorb~2ld hnt c~val, als alleen die 

klanten ge ho li;::en wordsn, c'. i2 r an1corr2:1 L'l ,-=;0;1 be po.a ld e ind ig 

di2 op h2t spreekuur van 

een dokte r korr12n: l~orYlen z ,;_ci n -~c, t : n es'J b'; ;r1.0,ldo v!'i j korte 

periode de wachtkamer binnen: ~:n worden zij die tag niet gehol­

pen. Analoge situaties docn zich vcor i2 winl~ls, bij loketten 

in een postkantoor e.d.). ·- dient echter te bedenken, dat de 

perioden waarin de k2nsverdelin~en 7an de 23~komstintervallen 

en van de bedleningsti,jd:::::n nict VC:i:'anc?:".:''t' _: Ic:::~1 m:::ir::t dus 
11 piekixc-en 11 en csrge1i.jirn alf:; c,:::':.c;o~,6."~::.~11,j.c~, c:1~toden behandelen. 

lezers) 

die van een bepaalde sltu:,.tie ietr; m:;er ,,jillen 1·Jeten dan hier 

F,PollaczokJ de ~~!:_':;L,; is ecl1te~:0 :;e;,,d_,~z 

d.entie der no~:; ties zie n2n jlz,;f;> ), 

(7oor de correspon-

'1) Problem2s Stochastio1 1es, ,Jos(c; r1:c le rt,~:.1cmc'--r, de forr::ation 
d 1une queue d'attente ~ ~1 ~1ic~2t ct par ~es ~h~nom?nes 
appar2nt~s; Gauthier-Vllln~□, ?arts '1957. 
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Formules, die direct uit die van Pollaczek volgen, maar niet in 

zijn boek voorkomen, worden aangegeven met het nummer van de 

formule van Pollaczek, waarop ze gebaseerd zijn, gevolgd door 

een letter a, b of c (enz.). 

In dit rapport is niet, zoals in het boek, de gemiddelde 

bedieningstijd als tijdseenheid genomen, omdat dit n t altijd 

practisch is; de tijdseenheid is willekeurig en de gemiddelde be­

dieningstijd wordt voorgesteld door b. Hierdoor wordt een aantal 

formules enigszins gewijzigd. Kiest men b = 1, dan vindt men de 

formules van Pollaczek terug. 
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Hoofdstuk I 

Beschouwde situatie 

In het dagelijkse leven en in de industrie kent mental van 

situaties, waarbij wachttijden optreden. Zoveel zelfs, dat het 

onmogelijk is, ze hier alle op te noC::: .. ::'n. Om over deze situaties 

te kunnen spreken, zullen we gebruik maken van de terminologie 

van een ervan, nl. de terminologie, die gebruikt wordt bij het 

aankomen van klanten aan een loket. We beperken ons hierbij tot 

het geval, dat slechts een loket beschikbaar is. We denken de 

klanten, die aankomen aan het loket, in volgorde van aankomst 

genummerd (o, 1, 2, ... ) . In dit rapport zullen wij ons beperken 

tot het beschouwen van wachttijdproblemen, waarbij de volgorde van 

aankomst tevens de volgorde is, waarin de klanten behandeld worden. 

Het is duidelijk, dat in vele praktische situaties volgens andere 

regels bediend wordt. Noemen wij slechts de prioriteit die b.v. 

de P.T.T. toekent aan zijn klanten, wanneer deze een telegram aan 

het loket aanbieden. Dergelijke gevallen beschouwen we hier dus 

niet. 
De nde klant heeft een zekere bedieningstJ_ jd nodig.i wanneer 

hij eenmaal aan de beurt gekomen is. De tijd vanaf zijn aankomst 

aan het loket tot hij aan de beurt komt noemen we zijn wachttijd. 

Veronderstellingen 

Bij de wiskundige behandeling van het wachttijdproces gaan 

we er van uit, dat de lengte van het interval tussen de nde en 

de (n+1) 8t8 aankomst (het 11 aankomstinterval") en de bedienings­

tijd van de nde klant (voor n == O, 1, 2, ... ) stochastische 1) 

variabelen zijn met een gegeven kansverdeling en bovendien de 

kansverdeling van de wachttijd van de Ode klant gegeven is. 

We zullen in het nu volgende steeds veronderstellen, dat de 

lengten van alle aankomstintervallen dezelfde lrnnsverdeling 

bezitten, die we de aankomstintervalverdeling zullen noemen en dat 

ook alle bedieningstijden eenzelfde kansverdeling hebben, di€ we 

aanduiden met bedieningstijd verdeling" Verder veronderstellen 

we dat de lengten der aankomstintervallen onderling onafhankelijk 
~ 

zijn en onafhankelijk van de bedieningstijden en dat ook de 

1 ) Stochastische grootheden zijn grootheden, die een kansverdeling 
bezitten. 
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bedieningstijden onderling onafhankelijk zijn. Op grand van 

deze gegevens vragen we nu naar de eigenschappen van de wacht­

tijd van de nae klant, die bij de gemaakte veronderstellingen 

een stochastische grootheid is. 

Ter toelichting van de veronderstellingen moge het volgende 

dienen: 

'le. De bedieningstijden zullen in de praktijk, in het algemeen 

weinig van elkaar en van de aankomstintervallen afhangen. 7er 

vereenvoudiging van het probleem kunnen we daarom zonder bezwaar 

veronderstellen, dat de bedieningstijden onderling onafhankelijke 

variabelen zijn, die niet van de lengten der aankomstintervallen 

afhangen. 

2e. De aankomsten zullen in de praktijk vaak aan de volgende 

eisen voldoen: 

a) In een eindig tijdsinterval komen eindig veel klanten aan. 

b) De verdelingsfunctie van het aantal klanten, dat in een 

tijdsinterval aankomt, is alleen afhankelijk van de lengte 

van dat interval (en niet van de plaats van dat interval op de 

tijdas), mits het in zijn geheel na het aanvangstijdstip van het 

proces valt. 

Geldt nu bovendien nog: 

c) De aantallen klanten, die aankomen in tijdsintervallen, die 

(behoudens eventueel hun begin- of eindpunten) geheel buiten 

elkaar vallen, zijn onderling onafhankelijk verdeeld, 

dan ligt de verdeling van de lengte van het aankomstinterval 

reeds vast, als nag het gemlddelde aantal aankomsten per tijds­

eenheid, ~ , gegeven is. Deze verdeling is dan de exponentiele 

met { als gemiddelde lengte van het aankomstinterval '1).Bo\~en­

dien volgt uit a), b) enc), dat de lengten der aankomstinter­

vallen onderling onafhankelijk zijn. 

Wil men veronderstelling c) niet maken.,d:;.n kan men iets 

algemener veronderstellen., dat de aankomstintervallen wel onder­

ling onafhankelijk zijn, maar in plaats van een exponentiele 

verdeling een v:illekeurige verdeling bezitten. In dat geval is 

veronderstelling b) alleen bij een stationnaire toestand vervuld. 
~ 

Nog algemenere problemen, waarbij de aankomstintervallen dus 

afhankelijk zijn, zijn op het ogenblik nog niet mathematisch 

op te los sen. 
1) De verdelingsfunctie van het aankomstinterval is dan ,_cA~ 
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In Hoofdstuk II wordt uitgegaan van de onderstellingen a), bl 

en c), dus van onafhankelijke exponentieel verdeelde aankomst­
interval len. Over de bedieningstijd verdeling veronderstellen we 

nog, dat de kans op een bedieningstijd van de lengte nul gelijk 

a an nu 1 is '1 ) • 

Stationnaire situatie 

We zullen het beschouwde wachttijdproces stationnair noemen, 

als de verdeling van de W9chttijd van een klant niet afhangt van 

het nummer dat deze klant bij aankomst aan het loket krijgt. Als 

de gemiddelde bedieningstijd vnn een klant langer is dan de tijd, 

die gemiddeld tussen twee opeenvolgende aankomsten verloopt~ dan 

is een st8tionnaire situatie niet mogelijk, daar in dat geval het 

aantal wachtende klanten steeds grater zal worden. 

Ter onderscheiding van de mogelijke situaties voeren we de 

bezettingsgraad f in, dit is de verhouding van de gemiddelde be­

dieningstijd tot de gemiddelde lengte van het aankomstinterval. 

Voor een stationnaire situatie moet dus / L J 2)_ zijn. 
Onder de gemaakte veronderstellingen blijkt er, als f LI 

is, slechts een wachttijd verdeling te bestaan met de eigenschap, 

dat, indien de Ode klant die wachttijd verdeling heeft, alle vol­

gende klanten diezelfde wachttijd verdeling bezitten. Deze ver­

deling noemen we de stationnaire wachttijd verdeling. In de 
stationnaire situatie geeft f tevens de fraotie van de tijd aan, 

dat het loket bezet is en ook de kans, dat de wachttijd van een 

kl ant posit ief is ( f is dus de kans, dat een kl ant IDDet wac hten)? 

Men kan zich voorstellen (en op grand van de gemaakte ver­
onderstellingen bewijzen), dat de wachttijd verdeling van de 
nd <l, klant b~J· t d ,.. t d ' d b ld '~ L oenemen e ,L sees min er van een epaa e 

limiet verdeling verschilt. Deze limiet verdeling hangt niet af 

van de beginsituatie, die de Ode klant bij het loket aantreft en 

is juist de bovengenoemde stationnaire wachttijd verdeling. Na -- ,_ -

een zekere eindige acnlcoptJjd zal het proces fysisch niet meer 
van een stationnair proces te onderscheiden zijn (theoretisch is 

deze aanlooptijd oneindig). De limiet verdeling is heel karak­

teristiek voor het systeem. Men beperkt zich dan ook meestal tot 

'1) Dit houdt in, dat de bedieningstijd verdelingsfunctie in.de 
corsprorl[; beg; nt. 

2) Ook bij /= / is een stationnaire situatie onmogelijk. 
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het bepalen van deze limiet verdeling, ook al, omdat de verdeling 
van de wachttijd van den.. de klant of niet, of alleen met heel veel 

moeite berekend kan warden en bovendien vaak lang niet zo inter­

essant is. Immers als /LI is en de aanlooptijd naar de station­

naire situatie vrij klein is., dan geeft de limiet verdeling meestal 

alle gewenste informatie, want het nummer van de klant is slechts 

zelden van belang, zodat het onderscheiden van de wachttijd ver-

de l ingen naar het get al n.,, dan we in ig z in heeft. S lechts als /-?;. / 
is of als /LI is, maar weinig van / verse hilt., zodat de aanloop­

tijd naar het evenwicht groat is of reeds na behandeling van een 

gering aantal klanten het proces gestaakt wordt (b.v. door eindi­

gen van het spreekuur of de werkdag), zal het essentieel zijn, 
dat men de verdeling van de wachttijd van de?~ ~e klant ook voor 

kleine waarden van n.. leert kennen. 
Het is in het algemeen niet mogelijk, bij de gegeven exponen­

tiele verdeling van het aankomstinterval en een willekeurige ver­

deling van de bedieningstijd de limiet verdeling van de wachttijd 

te vinden, Wel kan de momenten voortbrengende functie 1) ('(f) 
van de wachttijd verdeling berekend worden. Hiervoorvtndt men 

( z ie Append ix) 

(1.30) 

waarin f)de bezettingsgraad, A het aantal aankomsten per tijds­

eenheid en /J ( f) de momenten voortbrengende functie van de bedie­
ningstijd verdeling voorstellen en f een willekeurige variabele 
is. 

Zoals de naam reeds aangeeft, kunnen met behulp van de 
functie f( de momenten van de wachttijd verdeling berekend 

worden; men vindt deze momenten door differentiatie van de voort-
·c k''rt. brengende functie. loor het moment /-lk. van de wachttijd verde-

ling wordt op deze wijze gevonden 
A <lo 

( 1. 30a) /\< = (-1) /Jio) 
Hoewel de wachttijd verdeling in principe door{{/) bepaald 

is, is het in het algemeen niet mogelijk deze verdelingsfunctie 

expliciet te vinden. 

1) Meestal wordt niet 'ft§) ~ maar tr-#) de momentenvoortbrengende 
func tie genoemd. Het is ec hter vaak ~rac t isc h, om met ( ( /.) 
te werken., daar deze functie de getransformeerde volgens S 
Laplace van de verdelingsfunctie van de wachttijd is. 
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Gezien het feit 3 dat de limiet van de wachttijd verdeling 

slechts in speciale gevallen berekend kan worden, is het niet 
verwonderl ijk, dat de verde 1 ing van de wac httijd van de ildt. klant 

niet algemeen te vinden is. Zelfs voor de momenten voortbrengende 

functie · d(tJ , van deze verdeling is meestal slechts een benade~ 

ring voorngrote h te vinden. 
Evenals uit f(j) de momenten van de limietverdeling van de 

wachttijd berekend kunnen word.en, kan men ui tgaande van /;,, { ~) 
de momenten van de verdeling van de wachttijd van de /'1c1rt. klant be­

palen. In fig, 10 en 11 wordt hiervan een voorbeeld gegeven voor 

het eerste moment (de verwachting van de wachttijd van de 71de 

klant). 
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Hoofdstuk II 

In dit hoofdstuk wordt een aantal resultaten gegeven, die 

voor het merendeel gebaseerd zijn op de relaties (1.30) en (1.J0a). 

Hierbij wordt van de volgende notatie gebruik gemaakt: 

Y,, = de lengte van het interval tussen de aankomsten van 
d de'· d 1) 5 -te l t en. en ~e<n-J-.1 k an. 

} 11 iA (voor alle n. ) exponentieel verdeeld met gemiddelde 

~ , zodat de verdelingsfunctie van 1,, gegeven wordt 

door / _ l'L- Ay_ 

dn = de bed ien ings t ijd van de 7,J. e klan t, 

":?n heef t ( voor 21 le n) de verde 1 ingsfunc tie B ( S) met f .§,,. t 
zoda t / = 1'\ 6 is, De mo men tenvoortbrengt,nde func tie van 

, I;"' t . 
.§,., wordt anngegeven door;:J( f), dus /J(~)= j ~-s>dJ3CsJ. 

"drt = de v1achttijd van de nde k1ant, 0 

\N = de wachttijd vnn een willekeurige klant in de 

stationnaire toestand. 

De verdeltngsfuncties van \Iv~ en Id 1r1orden aangeduid met resp. 

en {i,.,i)en C ('v,/) 2 hem momentenvoortbrengende functies met resp, 

/~ (~)en rf( J) • 
Voor de algemene wiskundige notatie zie men b1z. 18. 
Alvorens enkele voorbeelden te behandelen, waarin de bedie­

ningstijd verde1ing B(s) nader wordt gespecificeerd., geven we nog 

enke le algemene fc,rmu les. 

In de evenN l.c hts toe stand v tnd t men voor de k,ms ot= een wac ht­

t ijd van de lengte nul, C(o) , d,L de kans, dat het loket vrij 

is, 
(~),l~) ((o)=I-)° 

Dit houdt l.n 3 cl2.t [(1,,,1) disccntinu is voor W= o ) wa2.r een 

sprang van de gr0otte 1-f optreedt (zie bijv, fig. 4). 
Voor het eerste en tweede moment van de l:Lmietverdeling 

vindt r:ien 

/ 0 ' \ i;-

\ '- • 7) 

{ ,.-,. 
.... ) // 

C.- lh' = -- ____ ..... fJ (o) ·-
2 { 1- f) I 
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verdelingsfunctie 
Voorbeelden 

1. B(a) is 
.Als de 

middelde b, 

een exponentiele 

bedieningstijden 

dus 

exponentieel verdeeld zijn met ge-

(s ~ o), 

dan is de verdelingsfunctie van de wachttijd in de stationnaire 

toe stand 

(2.12) 

1 - p ___ , w 

c(w) = 1-p-e b (w :)- o) 

Dit 1s dus behoudens de sprong voor w = 0 weer een exponentiele 

verdelingsfunctie. CM(w) in fig. 5 is een voorbeeld van de ver­

delingsfunctie (2.12), waarbij f = b = 0,607 (hier is f = b, 

omdat ~ = 1 gekozen werd). De gemiddelde wachttijd is 
r 

(2.12a) Cb'= lf 
1-f 

zodat de verhouding van de gemiddelde wachttijd tot de gemiddelde 

totale tijd, dat een klant aanwezig is, gegeven wordt door 

th' - lo5 -- (J --- ·------ ---- ---- - ) 

f 'd+l~ t~ 
De spreiding van de wachttijd verdeling is 

(2.12b) 

In fig. 1 

waarbij 

?'/1:{;/ =='° _):;__ ___ V;-;(2 -;J-v 
I - () , 

I 

zijn t, h-' ;n c: ('.:'!) getekend als functie van / , 

gelijk aan 1 genomen is, zodat f =bis. 

2. B(e) is een mengverdeling van twee exponentiele verdelingen_ 
.Als B(s) een mengverdeling is van twee exponentiele verde­

lingen, dan is dus 

( 2 .13) ~ 
B(s) ( 1-e - 1s) ( -Iv\ s) = a 1 + 82 1-e , 2 

81 + 82 = 1; /'vi__ 1 ' /"'- 2 ) o, 
i ,_ 

zodat 
), a 1 82 

b = cs =- +-
r1 /"'-2 

De verdelingsfunctie ( 2. 13) verkrijgt men bijvoaree]d aJs rren 

met twee soorten kl8nten te doen heeft, waarvan de ene soort 
onafhankelijk van de andere aankomt, waarbij de lengte van het 

aankomstinterval voor iedere soort een exponentiele verdeling 

heeft met gemiddelden resp. ( a1 \F1 en ( a,_ i\,_f 1 en waarbij 

de eerste soort een exponentiele bedieningstijd verdeling met 
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-1 verwachting f\ 1 heeft en de andere een exponent1g1e bcdienings-{ 

tijd met verwachtingf(. 2 - 1 ._.Tiitkan ook zo geinterpreteerd warden., i 

dat de klanten aankomen met exponentieel verdeelde aankomst­

intervallen met gemiddelde ·i- en met kans a1 resp. a 2 geloot 
wordt of een klant van de eerste, dan wel van de tweede soort is, 

waarbij de bedieningstijd van de eerste resp. tweede soort klan­

ten exponentieel verdeeld is met verwachting _IJ\~1 , resp. )A,.~1-

Deze interpretatie houdt in, dat a1 ~ 0 en a 2~ 0 is. Er is 

echter wiskundig geen bezwaar tegen 31 of ~ negatief te kiezen, 
a ls men maar vas thoud t aan a 1 +a2 === '1, daar di t een noodzake 1 ijke 

voorwaarde is, opdat (2.13) een verdelingsfunctie voorstelt. 

Bovendien moet men eisen als /'4../f'f\.z is en in geval '2 < O is (en 
analoog voor 4t <O), dat ~ ~ ./1,_ < / is. 

a, /1-i 

Bij een bedieningstijd verdeling als gegeven door (2.13) vindt 

men voor de wachttijd verdeling C(w) 

(2.25) 

C ( w) = I - 1) b t9a - '-1-.:/! e -,.$, ~ A }._/!.e,.::!..!.L 
p;- /.1, ~,-/Jz 

Pt } :::= /'\,+}1~-4 
I~ }. 

+ 

1 ; a., a.J 
tJ = C .£ = fa + ~l.i 

Voor de gemiddelde wachttijd vindt men in dit geval 

Wa8_rin 

t, w' = - A ·- ~ .. -~ ( tf._,_:L:LJ - I 
- I-~ jY j"t, /'1,2 

De mogelijkheden van een verdeling van de vorm (2.13) 

illustreren we nu aan de hand van enkele figuren. 
Uitgaande van twee exponentiele verdelingen ~ts)= I- ,1-1,t; en 

4tS)~l-fl-/1z.S beschouwenw4:1 de mengverdeling .8[Sj,,.-::::: a, (S)i"a;,..fi.t5) 
'11-

en vergelijken deze met de exponentiele verdeling /J(S) , die zo 

is aangepast, dat hij hetzelfde gemiddelde heeft als ,8 
Eenvoudigheidshalve is A= I genomen, zo 

In fig . 2 z i j n B1 (R ) , B2 ( fi), B ( E ) 

VOCr /(1 : 3,r2 =1,5 en 81 = a2 = 0,5, 

I 

dat £ §' =:: j>. 
en B* ( s )" getekend . --~ 

In fig. 3 is hetzelfde gedaan met )'1j = 3,4, / 1ti .... 3,2., a 1= 
ena2=17. Men ziet, dat in fig.2 B(.s) en Br:(-a) nauwelijks te nndor­

scheiden zijn, terwijl in fig.3 de mengverdeling sterk van de 
"' 

aangepaste exponentiijle verdeling verschilt. 
In fig. 4 zijn de wachttijd verdelingsfuncties c(w) en 

C~(W) getekend, behorende bij de bedieningstijd verdelings­

functies B(e) en B*(s) in fig. 2 .. c(w) en c2€(w) verschiL.en 

-• 6 • 
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eveneens zeer weinig. 

In fig, 5 zijn c(w) 
R(P) en BM(s) uit fig, 

en Cx(w) getekencl. corresponcl.erende met 
,-,r::( \ 3. C(w) en u w; verschillen nu vrij 

2anzienlijk. 

In fig. 6 is £.!i.., het eerste moment van de verdelingsfunctie 

E(z); getekend als functie van a,,) voorJ•t 1 = 3 en t<,.= 1,5. 
~ f I 

- r -x\ In fig. 7 zi,jn de eerste momenten v,m C(w) en CY:(w)({b! en 

£ k:::') als functies van an getekend voor 1-1, =3 en ,M,= 1 ~. 
,l c. I , ,_ 

1 In fig. 8 zqn de si;:;reidingen van C(w) en cx(w) gete1rnnd 

( ,r(1!:j) en Cf'(¥:::/~) als functies v2n a?. 
D 0 ~ .,._ • ( ·~- i' · ~ ) · · d t aar voor D 2 = [___ c .. -~:::: / 1s z1e ig.b J ZlJn e eers e mo-

menten en de spreldingen in fig.7 en fig.8 voor a = 2 oneindig. 2 

3. B(s) is een mengverdeling van n exponenti~le verdelingen 

Als B(~) een mengsel van n exponenti~le verdelingen is, dus 

(2.28) 

zoda.t 

j n,_ /1' C fl (SI \: ., -- Lj.:> ! 
t-> J == L- a,· ( ; -- e. . ./ 

) 
( ,/"{ {) () 

11 
-.;,- I 
..t:,_ a_,. = I 
,'::r/ 

' n. C _c.~ ,":::: E -~ . dt G .:::i _ ~··· ~ dan ·11n J men voor 
-·• i:::cl /'{,• -

11-

,--i(r·1 U l-1 I 

c /w) "".,. / --· / 1-/) I:=. 
' ' !<:..·I 

/lf k ·- ,;.9k •·--,_._ .. , __ _ 
/~,k ( lv'4 o). 

die nulpunten van de f'unctie 

ge lj t /~ a_ /3,· ~> o . :1Je /:( z i jn r..ier 

D1le verschi1lend ondersteld; in het geval van meervoudlge nul­

punten krijxt de wochttijdverdeling een enigszins andere vorm, 

die door limietovergang ,_~it (:::'.31) berekend kan vwrden. 

4. Le bedieningstijd is constant 

Als de bedieningstijd ~ voar alle klanten dezelfde constante 

waarde b heeft, dan wordt de wactttljd verdeling 

( 1 ! ? '2r:!:!;7 _? 1( /- w 'J / .II w "... /! ( r_, -:;i'.,) ' IAJ / ·-· '/ p) _ .... ---·- h .I 
L, _)\_, '- / - I ·•- 1 J ,•- ,. 1 Z 

J"' Q .I. 
(WJu), 

Hierirt is II'/'-;;; .. :'..:' en n:::-~b, In fig. 9 is deze verdelingsfunctie 
/, j 

getekend voorji =11,.r en /~ ::-o,fl . Voor grote positieve waarden van 

w kan men van de volgende benadering gebruik maken: 

,., ~'! 
r. 
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(2.39) 

waarin voor n -~ I 
1) 

A , ', .ti' "ll r , , J J,, <' 71 (1 _,_ , ... .,..J -'-- 0 / ! o Jn" .. 11 JI . 
f'..,J?. = /2 n,.7 2.,.P i I+ ,t,_ nl w,. i:f r.r. u , \ (2.38) 

het reele nulpunt is van 
-- ' 1 _,6:z. L.-/J-1-Ad!. 

met ;911 > o. 
Voor de gemiddelde wachttijd vindt men in het geval van con­

stante bedieningstijd 

( 36 ) t_ ,,_1 /JP 
2 • a _ = 2 l ,_ f) J 

voor de spreiding 

(2.36b) 0-(tv)= Jr v;;-:~~er 
- Z.(1-f) .:?j> . 

Hier is de gemiddelde wachttijd dus de helft van die in het 

geval van exponentieel verdeelde bedieningstijden (zie (2.12b) ). 

5. ~s) is een gammaverde ling 
A ls B (a) een gammaverde ling is met n. vrijhe idsgraden met 

gemiddelde 6 , dus 

S r,4 , I') 

. ( e,-T (f) lln-1 g ( s J== ---"'"'-"-·--···--- du ., 
-.1 (n._ 1)/ 

0 

(2.11n) 

dan vindt men voor de verwachting en de spreiding van de wachttijd 

(2.'12n) 

(I.. 

C w = 6 f(h:!:.!l 
Z.'1{1-f) 

Een g2mmaverdeling met een vrijheidsgraad is hetzelfde als 
~ 

een exponentiele verdeling, zodat men door substitutie van n•I 
in (2.12n) de formules (2.12a) en (2.12b) terugvindt. Voor n~­
gaat (2.11n) over in de constante verdeling. Laat men dus in 

1) Formule(2.38}in het boek van Pollaczek is onjuist. 
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(2.12n) n naar oneindig gaan, dan vindt men de formules (2,36a) 

en (2.36b) terug, Voor !<!?< oo zijn de verwachting en de sprei­

~ing van de wachttijd behorende bij een gammaverdeling met n 

V:ijheidsgraden voor de bedieningstijd steeds kleiner dan de waar­

de~ die behoren bij de exponentiele verdeling en grater dan de 

waa~den die behoren bij de constante verdeling voor de bedienings­

t i jd, In fig. 10 z i jn E i,y en r:-(~) getekend voor een bedienings ti jd., 

die ~n gammaverdeling met n vrijheidsgraden bezitJ waarbij 

n == 1,'2, ... , resp. 15 genomen is. 

6. B( s) is een trapfunctie 

AlsB(s) een trapfunctie is, dan is dus 

(2.1+0) 

met 6 = 

o :::,- .r"' < .::,~ < . . . < ..::,~ < s/11+1 == = 
N 

!' C.• ::;~ a. ::; 
- i ;;;; <. (. " 

( n_ '= u, I, . . . IV) 

Als N ~ 2 v!nden we voor de wachttijd verdeling 

( 2. 42) 
l~] I i \ , / I s i s) 't) C -- -- Cl'a'- /i(k--,,-,., 

/- /) (' d )' ~ 0 /~-i---. \ L (t. f"' ..J. / ,cJ 
\N;::; 1---f!; !--- _ ✓.;: __ , __ (./LI ,I\ ,.>, ,-t,S;_-1,,i .. './ C. ~ 

J L:=D r,+l2.,:::::< 1 • 2.. 

Een bejieningstijdverdeling van de vorm (2.40) geeft aanlei­

ding tot de vo:gende formule voor de gemiddelde wachttijd 

(2.45) ·- -- _ _\ ---- / 
2(/- o) I 

/ I \_ 

Uit (2.45) tlijktJ dat van alle bedieningstijd verdelingen 
( 

van de vorm ( 2. 40 met deze de verwacht ing c.. $ ""· b de gene met 

N = 0 (het geval Vl':ln constante bedieningstijd) aanleiding geeft 

tot de kleinste gemiddelde wachttijd. Daar men iedere verdelings­

functie willekeurig ~oed kan benaderen met trapfuncties, kan men 

bewijzen, dat bij beciening met constante bedieningstijd de 

kleinste gemiddelde w~chttijd optreedt, mits de lengten der aan­

komsttntervallen expon<;ntieel verdeeld zijn. 

1) Formule (2,42) in ~e~ boek van Pollaczek is nnjuist. 
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Tenslotte geven we een voJrbeeld van een benadering voor de 

wachttijd van de n8 klant vo0r grate n voor het geval van expo­

nenti~el verdeelde bedieningstijden. 

Voorbeeld G' n --Al s o ( 5 )= I- e I, is, geld t voor de verdelingsfunctie, 

volgende benadering: van de wac htt ijd van de ne kl ant de 

( 
.-... j 

(2 M) Lh ( IN} cc I 
I I) z1-n l~f 

•w...::LW _i..('(l+f1) j}(J+-P) ---W, :i 

1 -- I e h -t- n z. --:- I --=---z e 2- h ('11- .!.:!:..L w + O f J. )\\ (p.o 1 ' LJF I VTT(I-_/) . lb w l'Jl j 

, ' .. n - .:;_, / / l+t},,_ 1 /' / N-,P) 
/7 <. ! J ---~ 

\ I./? 1/JT (1-1)2 (f)I) 

\ ·, 

Om de verwachtlng van de wachttijd 

te berekenen, kan men gebruik maken van 

In fig. 40 zijn met behulp 'Trrn deze functie de verw2.chting 
e ; vc1n de i'Wchttijd vc1n de n klo.nt e, ~ 17 en het gemiddelde van de 

ven,11 cchting van de v1achttijd genomen over de eerste nn klanten 

n;, f t!,yk getekend als functies van,1 vo0rp ::::C 1,382 enp = 
l<~Ll 

0,836 (deze WBarden vnnf bleken het rekenwerk te vereenvoudigen), 

waarbij de verwachting van de bedieningstijd l§~I gekozen is. 

De limietw8arde, die voor beide functies dezelfde is, is aengege­

ven door een horiz~n. le lijn. n 
(' I -- C" 

In fig.11 zi1n G h/11 en h+/2_ e,}/4 getekend als functies 1'an 
1,,.b 

1: 'Joor J) :;:; '1 , 196. Bo vend ien z i jn voo~c be ide krommen de as yr1ptoten 

getekend. C n 
De grootheden G b')\ en _J_ ~ l 'tj1< zijn voor kleine n exoct - n+1 L 

k=o 

berekend 3 voor grate n is gebruik gemaakt van een vr~j ingewik­

kelde benaderir::..gsformule 3 die 'l,1e hier nlet vermelden. 
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Appendix 

Daar de in het voorafgaande gegeven resultaten voornamelijk be-

rusten op de relatie 

(1.30) Ji I f J = t-" !:,13 tO ' 
geven we hier een afleiding van deze formule. Deze afleiding is 

analoog aan die, welke door P·Jllaczek gegeven wordt, doch iets 

eenvoudiger. 
de ~ Laat de n klant aankomen op het tijdstip Eh , zodat 

f.,,.f-1 - f,, "'J,-,. . ste De wachttijd van de h+I klant W~+1 is nul, wanneer de 

nd s kl ant vertrokken is ( op het t ijdst ip t-11. + lt!n+5?"\,, ) , v66r 

de n+t ste klant aankomt (op het tijdstip P."h+1 ), dus W-n+r = O., 
e 

a ls 6 b ""t: .,,,,+, - { '!:.,., + ldn + .§ .,.,) = .lh,- .!~!\,-~" . Is daarentegen de n.. kl ant 
nog niet vertrokken bij aankomst van de n+1 st8 klant; dan wacht 

deze vanaf het moment van zijn aankomst (!:n+,) tot het moment van 

vertrek van de n,e klant ( "tn.+ bf,'l,+~tt), zodat dan Wn+i= f 11 +!J!"-+:S,,-~"",= 

.::::: Wh +2.,, - Jn.. Dus ( z ie f iguur) 

'!!!11 +s,., - 'A, L. o - -
( a) 

::. ls 

===··-=-=-=--===·=-= .. =· ===~=-:.__ _____ -----·-···"'"'-~''"'"~~-·---
0 

In fnrmule('"'·) zijn IA/n 5 en '' onderling onafh3.nkelijke " - , __ ,, :!n 

vnri::-ibelon >daar Jn en ~.,., onderl ing onafhanke l ijk onderste ld zijn 

en \.-I bcpaald wordt door de bedieningstijden nodig om klanten met 
-n 

nummer kleiner dan n te helpen en door de lengten van de inter-

val len tussen de aankomsten van klanten met nummer kleiner dan 

of gelijk aan n . . k:(11 is dus een functie van~ .. en J.: met e>-!G i~ n-1 

en dus is Wn onafhankelijk van de onderling onafhankelijke 

variabelen Jn en~,-, . Omdat ~n>l'')en -5n onderling onafhankelijk 
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zijn_. is de verdelingsfunctie van '¥::fh+i cfoor de verdelingsfunctie 

van !A/n bepaald (bij gegeven B{S) en fl (J)) • 
Ter berekening van l/r,+J f)= [ e,-.f Vn+, zouden we kunnen vol­

staan met het berekenen van£ (l,-jl'!!:!r. +.J-.. -J,.J , als slechts ~,,..,, = 
ldn+-2.,,-Jn was. Volgens (2) is dit niet altijd correct. We voe­

ren daarom de functie !?;;_ in: 

ale 

(b) 
als 

Dan geldt 

€~ 
Is namel ijk Wn+t) o , dan is !cl,,..;.$".,., -J,..>O en dus !!',,, -::.O en a.. = 1 
zodat dan aan (b) voldaan is. Is 'd~+I = O, dan zijn zowel lin­

ker als rechterlid van (b) gelijk aan 1, daar nu ¥'n= J.,..,-dn-Ii,• 
Nu is dus ( voor o !:: fe. tJ. f L >i) 

(C) ;. -/'dh,fl 1. -/tkf,,+S. -'Jh} t fJ.1:. G e = L tZ - ,., - -1- 1 _ l. <l ., ) 

zodat ons doel, £ ri:"/1!}_.1,w, uit te drukken in l t..-f!!Y-,, , bereikt 

is, a ls f. al berekend kan worden., want, daar !!:In, en Yri on-

derl ing onafhankelijk zijnJ is 

( d) 
f a.-ftw.,..+~-n-J.,,J = f ~-l!!!11_ [ a-f:1.,._ [ a./1.,. _ 

_ £ <1..-lwh f ~-/:I ... · 
- )\_ 

Beschouwen we nu de verdelingsfunctie van~ onder de 

voorwaarde, dat >o is, dan geldt volgens een bekende eigenschap 

van de exponentiele verdeling (1.9) 

p { '3!".,., !: V" / !'."h ) OJ = I - 12.- )t v ." 1 s V) o 

Nu geldt dus., daar !-",.,)-Dis, dan en slechts dan, als 
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zodat 

( e) /; rt /:,I',.= "-1~ P {!!,,+, > •} + I'/ 'd ,,~, = o J = 1 )._ $ P { w,.+, = aJ-
Comb inat ie van (c), (d) en (e) levert dus 

~ -f P.ln+, A t (w f (s D / 
v e. = A-( e- _,,., c., tZ.- -h -1- r ( !ti.,.,+,= e,J >i- f 

In de stationnaire toestand, waarin alle b(1"1, dezelfde kans­

verdeling hebben, geldt dus vooro1::.R~ f L )i 

of 

)' I IJ ~ Nil ,,61f\\ ·-/f P{!J'~ <>J. 

Door differentiatie naar ef en substitutie van/= o vindt men 

lJ I r 1 IN'=oj= 1+)1(3 1(0) =- 1-f:1 

zodat men krijgt 

/~(I);;:; )iJ §) ft(f) - (!- P)f 

of tens lotte , .l\ - f A- f 

( '1.JO) ff Jl =:: {1-f)-_f_ _____ _ 
sl f-))+Aft(#} 

":tc\0,., al le waarden van f met I<. (2. f ~ •') · ( daar u it de geld ig-

he id van (1.30) vooro 6 /?fl./ LA j door analytische voortzetting 

de geld ighe id voor /< a: f :po vo lgt). 
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Notaties en Definities 

Stochastische variabelen, d.w.z. variabelen, die een kans­
verdeling bezitten, .-:or0 den door onderstreping van hun symbolen 

onderscheiden_van getallen ( dus b.v. van waarden, die zij kun­

nen aannemen ) • 
p {A } = de kans, dat de gebeurtenis A optreedt. 

p {A / B}= ( de kans, dat A optreedt onder de voorwaarde, 
L d at B opt reed t , w a a r b i j P [ B} j.: 0 is • 

Verdelingsfuncties worden steeds aangegeven met Romeinse 

hoofdletters, bij voorbeeld 

C ( X) = p { IN~ X}. 

Get~ansformeerden volgens Laplace van verdelingsfuncties 

van niet-negatieve stochastische variabelen worden aangeduid met 
de corresponderende kleine Griekse letter. Als A(x) een dergelij­

ke verdelingsfunctie is, zodat A(O-) = O, dan is 

C>e, I 00 f '1) 
o<.. ( t) = j e- )( d. A()() =· /t" n, j (l_- X d A {X). 

o- £-► 0 
l >o -l 

De verwachting van {(~) wordt voorgesteld door 
(>Q 

t/tt)= }/tX)d X); 

) o-
waarin F {~ de verdelingsfunctie van l is. 

We kunnen dus voor fl(. ( f) ook schrijven o(. { /J = 
tfo gebruiken de volgende afkortingen: 

I 

ftx) 

f (h/ 

OJ 

d ftX) 

dx 

f )(] = het grootste gehele getal f X 

/?,<2. ftXJ =: het reele deel van fo<J 
" 

✓ 

'1) Integralen van de vorm ) frx)dj-('x) duiden Stiel tjes integra­
len aan; als C(X) differentieerbaar is kan men hiervoor 
sc hrijven fr he) C 1{X) d X· 

,; T /' 
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J1n. f ( X} = het imagina ire dee l van{{XJ , 

f(x) = O(g(x)) (x---> a) wil zeggen 3 dat de verhouding '11ffitx j' 

t g X , 

voor x gaande naar a begrensd is. 

f(xsy) = oy(g(x)) (x-----,, a) wil zeggen, dat de verhouding 

voor x gaande naar a begrensd is en van y kan afhangen. 
l fL2C)_[ 
g(xT 

' 

Bel~ngrijkste corresponderende notaties 

2.ankoms t t1jds tip 

aankomstinterval 

verdeltngsfunctie 

verwac ht ing 

bc::dieningstijd 

verdelingsfunctie 

I..J ~ J.1 
g 

verwac ht j_ng 

wachttijd 

verdelingsfunctie 

verw2_c ht ing 

:l.apport 
t t -n' -
Yn, ;'[ 
fa,( y) 

ol ( f) 
)i-' 

s -nJ 
b(s) 

!'.f ( /. l 
l • ) I 

1) L.T. = gctransformeerde volgens Laplace. 

uu,_; c '"''"<"'~':½ •>,•••~,-~•,,,,,._..,..,c 'm~u•, ,•,~ 

¥',,~ ';: ,,;,.: --..L ;;t.¥,i; 

P'ollaczek 
X n 
y 

n 
f2(t) 

cd-tJ,) 

1-' 
T n 
f 1 ( t) 

t, (-f) 
1 
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~1;/j lee 
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'---!1-===i--=:::.:::~-=--=+-=-=--=-+--------+-· --+---1----1---+---,------=b->-

0 J 1 0 3 2 OJ3 0 3 4 OJ5 OJ6 OJ7 0 3 8 0 3 9 1,0 

Fig. 1, Gemiddelde c.w en spreiding ir(w) van de wachttijdverdeling 

voor het geval van een exponentieel verdeelde bedien~ngs­

tijd als functie van de bezettingsgraad f, c ~ = 1~f , 

a-- ( w) = 1 !f \j f ( 2 -- J' ) . J\ = 1 J z o d at b = f . 

\ 



1., o.l 

o,8 

0,7 

o, 6 -

O ·' 3 -

0,1 

0 0,2 o,4 o,6 o,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 

Fig. 2. Twee exponenti~le verdelingsfuncties B1(s) en B2(s), de 

mengverdelingsfunctie B(s) met mengverhouding 1 en de aan­
gepaste exponentiele verdslinVRfunctie Bx(s). B1 (s) = 1-e-3~, 
B2 = 1-e-\5s_. B(s) = 0,5(1-e-38 ) + 0,5(1-e-1, 58 ), 

X( ) ··2C B s = 1-e 



1,0 

o,8 

0,7 

0,5 

0,3 

0,2 

O, 1-

~=---+----l-----J-------,t-----'f------l-------l--1---->-----l!-----l----f---+---+---f--4' 

0 

Fig. 3. Twee exponenti€le verdelingsfuncties B1(s) en B2(s), de 

mengverdelingsfunctie B(s) met mengverhouding 

-~~ en de aangepaste exponenttele verdelingsfunctie Bx-(s). 

3 4q -3 r.'S 3 4s B1(s) = 1-e- 1 .., y B2 = 1-e ,c_ , B(s) = -16( 1-e- ' ) + 

17(1-e-3' 28 ), BJf(s) = 1-e-1, 658 , 

s 
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* 1,0- C (w) 

0,9 C(wJ 

o, 8 l 
0,7t 
o,6 

0)5 

o 4· J 

0,3 

0,2 

0 5 1-

0 0,2 o,4 o,6 o,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 21 2 2,4 2 1 6 2,8 3,0 
-➔ 

'v-/ 

Fig, 4, De verdelingsfuncties van de wachttijd C(w) en c*(w) beho­

rende bij de bedieningstijdverdelingsfuncties B(s) en B~(s) 
ui t fig, 2 , ( A =1) , 

c(w) = 1 - o,o4202-o,B49w - o,458 e-2, 65w, c*(w) = 1 - 0,500 E 



0,5 

0,4 

o, 2-

0,1 

0 
---? 

0,2 0,4 0 3 6 OJ8 1,0 1J2 1,4 1,6 1;8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2 w 

Fig. 5, De verdelingsfuncties van de wachttijd C(w) en c*(w) be­

horende bij de bedieningstijdverdelingsfuncties B(s) en 

B*(s)uitftg 3, (A=1). 

c,(w) = 1 + 0,0426 e- 4, 69w _ o,6~-S' e-0,9 13w, 

c*(w) = 1 - 0 3 607 e-0 , 648w. 
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Fig. 6 

I 
I 

-·--j 
I i (1_2-I 

0,8 1,0 1., 2 1,4 1,6 2 0 ~ , 

Fig. 7 

l ----=---====-·=-0 ------!---- .. ___________ ==--.:_ ___________________ --·---------

Fig. 6. De verwachting Es van de bedieningstijd met verdelingsfunctie 
B(s) = a1(1-e-3s)-+ a2(1-e-1, 53 ) als functie van a2(a 1+a2=1, 
>.. =1) t§. == a2+1 

3 

Fig. 7. De verwachtingen van de wachttijd ( E. !. en [.wJE-) behorende bij 
de bedieningstijd-verdelingsfuncties B(s) = a1(1-e-35 ) + 

3 
a2(1-e-'1,5s) en Bx-(s) = 1-e- 1+a2 8 , als functie van a2 . 

Ja 0 +1 ~ (a2+1) 2 
E.w = 6-Ja , E..w' = 6_38 ,( A=1) . 

2 2 
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0 0,2 o,6 o,8 1,2 1,6 

fig. 8. De spreidingen ~(w) en if(w~) van de wachttijdverdeling 

behorende bij de bedieningstijdverdelingsfuncties 
_-::is 1 ~ ~ - - 3- s B(s) = a1(1-e .J) + a 2 (1-e .i ) en B (s) = 1-e 1+a2 als 

f t. ( = .1 \ ( 3 a,+1) 2 + 2 7aL+1 ,,.,..·( 1 .,~) = unc ies van, a2 , o- w 3 2 _82 2 _82 , v " 

~ \/5 + 4a - a; , ( A =1) . o-3az 2 , 
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C(v,1) 
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Fig. 9, DL ~achttijdvl. 

[w '] 
C(w) = ( 1··f) L 

J=O 

3 

lingsfunctie 

v o or f = OJ 5 en f = O 2 8., w a a r b j_ J w 1 

4 

w = b, 

f = o,5 

5 
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C fy' 

r f ······- !----·-r··--r-----I -·--r-··--r--T 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Fig. 10. Gemiddelde £ w en spreiding er(~) van de wachttijdverde­

ling bij een gamma verdeling met n vrijheidsgraden voor 

de bedieningstijd als functie van n, 

~ _ .f 2 (n+1~ ( ) _ f 2 (n+1j 
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