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3.1. Stochastische variaoelen ----·--

Defo 3.1.1: een maatrui1-r1te :; X, P met de eigenschap 

\ve z:ul le1--i de 

P ___ = 1 heet 1/1aEJ1~schiJnlijkheidsveld. De genormeer-

de maat P Probabilitas) wordt waa~s9hiJn~ijk~~id 

kans genoen1d, de elementen van heten eventuali-
teiten gebeurtenissen fJ 

de~ _meetbare re~le functies op het waarschiJnlijk­

heidsveld __ o_ ,. Yi:'. p') heten stochastische variabelen 
.,I .) , 

stochastische grootheden. 

stochastischc variab2len xf·,.~., 
\ 

etc. dikwiJls no-
t er~: n a 1 s x ;) y et c . 14 e s c l1r i J v en dan; als Been Borelvz. op de reele 

8S :.s P XEB w 1 x <~,) E B e o d o 

' 
Een greep van n 

aan;r.even met x 

i n p J. a ,3. t s v a 11 P 

stocr .. astische variabelen x 1 i ••• ,xn zullen we soms 

t·Je spreken dan van een sto chastis che -- n ••• 

vec~or .Algeme17..cr duide11 we oolc een vz. stochastische variabelen 

~ r. e T J waarbi 2 T een vJi l lekeurige indexvz o is met x aan. --c 

De~.. • 3 • 1 • 3 : 
dan heet de functie 

F 
X 

X.:, ~ X 1 , . o • JJ X ~ X •• -n n J 

de verdelingsfunct1.e van x of de simultane verdelings--- -------... --- . . - ~ 

functies van x 1 ;. o •2xn. 

Ve zagen al op blzo 

r in van Def . 1 ll 5 .1 ~ • 

1-:'l 
X 

een verdelingsfunctie is in de 

ref. 3.1.4: T\iee sto~hastische variabelen x en y heten equivalent, 

als x w y w P- b.o. Twee stochast·tsche vectoren 

heten equivalent als hur1 componenten twee aan twee 

equiv a 1 en t z i J 11 o 

• 

Opm.: Het is duidelijk, dat twee equivalente stochastische vectoren 

dezelfde verdelingsfunctie hebben. Het omgekeerde is geenszins het 

geva,l. 
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We geven nu een zodanice formulering van de stelling van Kolmogorov, 

dat het belang er van voor de waarschijnlijkheidsrekening duidelijk 
uitkomt: 

St. 3.1.1: is voor iedere eindige greep 
• 

Teen verdelingsfunctie F gegeven en zijn al deze 
i:;1 :; • o • J Tt 

verdelingsfuncties consistentj d.w.z. is steeds 

• 

F X , ••• ,x ,oo 

dan is er een wh-veldj waarop 

F -r x 1 , o •• J xr -c-.., ., 0 0 0 , vr 
men stochastische variabelen 

X kan definieren zodanig 5 dat voor --r: iedere eindige greep 

x , .•• , x de 
-c1 -r:r 

verdelingsfunctie 

F 
i:;1 ., 0 • • J G.';i 

L 

heeft. 

:B ~7" 

l TT.A--' d0 vz der Borelvzn in R' 
u 

der Borelvzn in 
' T i; _, 

het i:. exemolaar van R; 

is de vz 

en zij de door .... 

b :B 
a, b_ = .6. F op .., x ... x 

-,; 1 ' · · · '-rr 
bepaalde interval-

maat. Nu wordt volgens Ste 2.5.3 op R J een maat P bepaald met 

de eigenschap P Z Ar :;, ~ .. ) A 
1 -i:r 

A e • De functies x w) 
-c -i; i:: 

A J\ r 1 ,.. . . . , i:.1~ -L: ~ , .. .. . _, rr 

de ~e coordinaat van 

., waarbiJ 

zijn nu 

stochastische variabelen met de gegeven verdelingsfu~ctiPs, immers: 
Px <X x ..:::x 

,;1 -c 1 -> • .. • ~ =---- t.r -r: r , • 0 • , 

F x JO••,x (I 

We l-cunnen dus steeds ell{ wille1,<:eurig aantal stochastische variabelen, 

voor zover aeze door hun ----__ ..,. . _,. ----- -

, / 

verde1.ingsf1J.ncties b9paald zi,jn, op een ----- . - - . . .. -., - - -· 

' 

wh-veld defini&ren. We wijzen er echter nogmaals op dat een vz. s~cchas-

tische variabelen J<-r -ctT gedefinieerd op n~::K",P i.h.a. niet 

volledig door de bijbehorende verdelingsfuncties bcschreven kan 

warden. We herinneren in dit verband aan het begrip 

pag. 93 8oVo 

terwijl de Cf"_ . Rt d -in oor o.e 
iJ Bf' 

.... l w or ,j t a f g e :, ~ e 1 d : a. l s C E ..; }J d a n i s 
X , 

op , . 
t· 
-' 

verplant.en zie 
T 

R ~ y 

a- -homomorfic 

de kleinste ~-algebra, di2 alle vzn vnn de vor~ w be-

vat. Op wh C • 
0 

Men kan gemakkelijk inzien, dat P' juist de in St. 3.1.1 genoemde 

door de verdelingsfuncties ,,oortgAbrachte m3at is. Het gebruik van 

verdelingsfuncties komt dus neer op de overgan~ van de maatruimte 



J ,P naar 

wel tot ':Ji maar niet 

, P' 

-

. Dit wil zeggen, dat deelvzn van~- , die 

behoren nu niet meer als eventualiteiten 
X 

kunnen warden opgevat. Zo is de vz w x w < c r E: T i. h. a. geen 
L B 

eventualiteit, omdat de vz y y ""c r; ET geen element van 
i; 

is, 

die immers slechts aftelbaar-dimensionale cylindervzn bevat St.2o5~-

Voor de meeste practische toepassingen is deze beperking echter geen 
bezwaar. 

We voeren nu het volgende begrip in: 

Def. 3. 1. 5: een wh-veld 

, lC .,P , a ls 

heet een 
en p* A* 

• vergroving van 
P A?f: voor alle A* E K?t'. 

Een voorbeeld van een vergroving yan , JP is het wh-veld 

dat 
* D te '' f ijn '' is om eenvoudig· ..te· be;s.chrijven. 'iie 1runn~·n cian~ probe ren een 

* ~ 
ruimte te contrueren, die beter bijX is aangepast. We vragen ans 

nu algemeen af, of het mogelijk is, om bij een gegeven wh-veld 
-* S2, XJP een ruimte te construeren, die besta.at ui.t ·disjunc~t.e: deel-

vzn w* van , zodanig dat iedere KE.X een, niet noodzakelijk af-

telbare~ vereniging van w*- en is en waarbij de nieuwe''punten '' w* 

zo groat mogelijk zijn. We zullen zien, dat de volgende definitie 

van w~ aan de gestelde eisen voldoet: 
~ definieer bij iedere wen de vz w als 

De vzn GJ~zijn in het algemeen over-aftelbare doorsneden van K's, 

dus geen elementen van K. We bewijzen nu 

d i * ~ = 0 f ~= * a <..,.,.)2 , a n s w '1 ~l2 o CA) 1 w 2 . 

b voor alle Ke geldt K = ....... ~)*. 
W€. 

volgt uit de 

dat w1 en w2 beiden of geen van 

bewijs b : voor WE K geldt w c w,3f cK., dus K 

dan 

iedere KE: X, 

w r C 
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Noemen we de vz der verschillende w~ 

eisen voldaan. Het is duidelijk, dat 

i<' 

nu _o_ , dan 
de w~ niet 

is aan de gestelde 

vergroot kunnen 
}If: 

warden, immers als we Cu~met een punt 
0 

ook niet 

vergroten, dan zijn w u w
0 

en w* 
0 

niet disjunct. We kunnen verenigen, omdat 

er en w -1- IC., als w-ff is. 

In plaats van ''iedere K uit X is een vereniging van CA)~-en'' zouden 

we moeten zeggen '1er bestaat een eenduidige afbeelding K£:•.)K* van 

de elementen van X op zich zelf 11
• Hierbij zijn de K's deelvzn van 

r-... ~ -* ~ 
J..L en de K -en deelvzn van ..... De afbeelding K~ ➔ K is op triviale 

wij ze een o- -isomorfie. 

We beschouwen nu het speciale wh-veld 

ste er -algebra , die alle vzn van de vorm ~) x-c (,,0 < Y-r bevat. 
en x w = x w

0 
dan is ook tA)E K, immers bij de con­

structie van Xx spelen alleen de functiewaarden x~ w een rol en 

c..,ux w=x T -c i: 

w
0 

e C...) X,: W = 
½t zodat CJ

0 
GJ X W 

W X ~) 

voor 

X l,.)O 

iedere 

• 

!1 w 0 e 
. Anderzijds is 

it' 

De ruimte bestaat X G.J C met alle vzn van de vorm 

Wanneer c geen element 

T R - y y E.R , 
X 

van de vz 

3 xw w 
is 

/ / 

maatruimten 

x' ~ xJ zijn dus op u- isomorfie na gelijk. 

in, 
--~ 

J ,P 
X 

We beschouwen nu een stochastische variabele f w op , ,P . 
X 

Volgens de verplantingsstelling l{an f w verplant warden naar 

en 

, . , P, zodanig dat voor e corresponderende functie ~ y geldt: 
y is .,-meetbaar., dus - y is een Bairefunctie op RT en 

y ~ y E: B = CA) f w E B voor iedere Borelvz B op de reele as., 
terwijl de functie x w overgaat in de functie y. We hebben dus 

speciaal cp y y = a = w x w E y y = a = w x w = a 

-·· w f w = a , zoda t f w = __ x w . 

X 
den voortgezet als een Baire-functie. 

Hierbij is~ y door f w 
het bovenstaande tot RT 

v-Je vinden dus 

wor-

• 

, 
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St. 3.1.2: is f w 

is f w 

een stochastische variabele op fr, Yr: ,P, dan 
X 

te schrijven als een Bairefunctie van x w. 

Opm. 1: we zagen eerderal St.2G1·.3· datiedere Baire-functie van een 

meetbare functie een meetbare functie is. De klasse der stochastische 

variabelen op is dus juist de klasse der Baire-functies 
van x. 

Opm. 2: zonder gebruik te maken van de verplantingsstelling kan men 

aantonen, dat 

Immer.s: f w is constant op vzn van de vorm w x w = c , omdat 

w <= ~ f w = voor iedere w met x (~ = x ~l
0 

. Dat wil zeggen, 

dat f(w een functie g x uJ is. We zien nu, dat cp y g y ~ a 

pieruit direct, dat g een 

• 

en zij x w = w. Men ziet direct in, dat de functie x w w meetbaar 

per defi-
~r I 

y 

nitie. 

3.2 Waarschijnlijkheidsdichtheden. 

Def. 3. 2. 1 : een L-sommeerbare functie f x 1 , ... ,xn 

lingsdichtheid of wh-dichtheid, als de 
:::c r, 

• o. f y 1 , ... ,Yn 
~ . 

heet een verde­
functie 

-CXl _...,c)() · ; · . . {"'I 17 C ,, v, 

We ~eggeri da~, dat d~ie i~~delingsfunctie een wh-dicht-

heid heeft. 

Voor wh-dichtheden geldt 

St. .2.'1: 
slechts dan een verdelingsdichtheid, als 

b • • 0 1 . 

als f aan a en b 

genormeerde intervalmaat op de L-meetbare vzn met 
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X 

zie Def. 1.5.4 . 
• 

-Do b b 
als f x een wh-dichtheid is dan is f x dx 6. F > o voor 

alle reele a 

dan is dus ook 

disjunc e intervallen~ 

f x dx ?:o. Is A een L-meetbare vz, dan is er een 
.. . . ,-~. 

riJ n van 
~- ... L n n 

Def. 1.4.3 e.v .. Nu is fdx - . fdx f dx __ > o n . ➔ cc , _,, 

A 
dus fdx ::"': o en dus ,?; 0 geldt is triviaal. 

We zagen 

de Borelvzn 

zelfs 

St. 3,2.2: Als de verdelingsfunctie Fen dichtheid f bezit, dan is 

iedere L-meetbare vz A ook F-meetbaar met dF = f x dx. 
A A 

Bewijs: f x dx is een maat op 

dF overeenstemt, zodat op grand van 

met 

de uitbreidingsstelling voor 
~ 

maten f x dx = dF is voor alle B 

vz A geldt echter A 

dus fa:x = dF 
Bo 

de L-maat is nu fdx 
A 

0 

B + A
0 

met BEB 
- .... o o met L Bo 

o. vJegens de volledigh~id van de F-maat 

A 
0 

dF o, dus fdx 
A 

dF. 
A 

en 

De volgende stelling geeft een kritirium voor het bestaan van een 

dichtheid bij de verdelingsfunctie F: 

o, 

Sto 3D2.3: de verdelingsfunctie F bezit dan en slechts dan een 

dichtheidJ als iedere Borelvz met L-maat nul ook F-maat 

nul, heeft. 

Bewijs: de noodzakelijkheid van de voorwaarde volgt uit St. 3.2.2. 

Dat de voorwaarde voldoende is blijkt als volgt: zij A een vz met 

L-maat nul, da n is A c B met o~ dus 
B 

o op grand 

van de volledigheid van de F-maat is ook _ dF = o. De F-maat is dus 

absoluut continu t.o.v. de L-maat. Op gro d van de stelling 

Radon-Nikodym is er -u een L-sommeerbare functie f met dF 

dus speciaal F x 
A 

van 

fdx., -A 



Op1n o : Ui t Ste 3 o 2. 3 

bij F gelijk zijn .. Het is gebruikelijk., aicr1t-

11eden 0veral > 0 te kiezen en z _ ~:Lugeli_;Jls, cuntinu., rte-L is 
_,... 4 

duidelijk, dat~ als een dicotaeid f bij F gevunden kan 

w~rden, die op een interval I cJntinu is, f de enig moge-

1 i j k e di c 11 tr 1 e id. bi J F1 i s ., die c on tin u i s up I ; twee 

verschillende c0ntinue functies zijn verschillend 0p een 

vz van positieve L-1naat. 

Speciaal zullen weals F T 
X 

def· 
bestaat en 

c .:.in tinu. is steeds F' al s dich the id bi J F kiezen O 01n adn "Ge 

tonen dat dit 111e-geliJk is, bewiJzen we 

X 

a Ft y dy .. 
-oo 

b F' x > 0 .. 

BewiJ s a : do0r r1er11aalcte toepassing van ae zgn O r100f d­

stelling der integraal- en dirferentiaalrekening: 
X 

g' y dy voor een-dimensionale R-integralen 
a 

F' is i1nrr1ers c,~ntinu vindt 111en 

alle a en x .. 
in 

Bewijs b : 

n R, dus 

lirn 
htO 

AnderziJds volgt uit 

F' x 1 , .... , xn 
x1 

( ... 
✓ 

-co -co 

X 

-co 

X 
r n 

X X 

~ F 
a a 

x+l1 

' ~n ••• ,r 
J'\. 

F .:> 0 .. -

dy 1 " Q .. dy n , 

F'= f is voor alle XJ waarvoor f continu iso 

dat 



op een 
co 

I"' 

J 

vz 

Q O " 
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een simultane verdelings-

van de L-maat nul in Rm na de functie 
GO 

-co -80 

dichtheid bij X,,,,, • ., .., , X. .. 
I -:ffi 

BewiJs~ voor de verdelingsfuncties F en F van 1n r1 

F 
i l i 

X ... ,.. 
1 J > o " ) ./',,. i l l. F X 1 J O • .., :, X ' , L.0 ., • .. " , co n 111 

X 
· l ll 

co co 
-

0 Q .. 

• ' -· -oo -co -·~o - ;__Q 

Het bewijs volgt verder direct uit de stelling van Fubini" 

3o3 Onafhankelijkheid 

r·er" 1"3"1: de stochastische variabelen x 1 ," .. ,xn heten 

onderling onafhankelijk o"o. , 

als F x,,,,., o t> • ,x 
I n 

n 
-......-.... 
l J 

j=1 
F 

X-
J 

ref" 3.302: de stochastische variabelen xt t~ T heten 

OoOo, als voor iedere eindige greep t1Jooo,tn 

uit T de variabelen xt Jo oo:,Xt o .. oo zijno 
1 n 

I ef' o 3 0 3 .. 3: de eindig di1i1ensionale vec toren 

I e 1-- .. 

X, 
-·L, 

--

als voor iedere eir1dige greep 

r1 
geldt . r 

' c.i -1 
F x. -·c .. 

J 

de st0chastische vectoren x -u 
\ 

heten O.OoJ 

uit T 

.., 

u~u 

X l - ··U t t ff T u u heten o.oo, als vuor 
!} u 

iedere eindige 
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stel eindige deelvectoren van 

X , o .. ~ , X O o O., Z i Jn,, 
u1 un 

Onder een eindige deelvector van x verstaan 

we een eindige vz van co1i1ponenten van x Q 

• 

I-ef o 
" lS "--' ., .,.,t.-:, , p een wh-veld., dan heten de even-

11 

.,.. ,f· • e ... C 3 . 3 ~ 6 : 

als v~or iea.ere 

11 

f 
J=1 

o .. c ,) ., al s 

We kunnen nu de 0nafhankeliJkheid van stochastische 

vec toren xu u c U beschri J ven 1net behul p van de 

algebra's )t' 0 

XU 

We bewiJzen hierover 

St .. '3o'3o1: de stochastisc.t1e vectoren 
X - X .i... t 6 1l 1 . 

L, 
.Y - S€.S ziJn 

ae 

.. . dan en slechts da11 ~ en ,_,.__, .. ) ~ c _ 
X ""-y w ~ ZlJn .. 

Bewijs: 

n 
X 

beva t alle eventuali tei ten van de vorrn 

J ==1 J 
en alle y 

Uit de onafhankelijkheid 

de ona1··har1kel i j khei a van 

1-n 
eventualiteiten 1'\ 

k-1 
y L y -s --- k k 

van ✓t en -- v•:>lgt ctus direct 
X y 

:-c en y., ZiJn Oi11gekeerd x er1 ~Y 

o.,oa en geven wi- de vz van eventualiteiten van de vorm cJ 
n 

X 
1 . J 

L X. L X 
! 

_,..._ A 

111et X ,, da11 ziJr1 )< y X 
A A 

K E. v1~ dan geld t y y 
A ~ X' , :ft 

p 

A 

.k en y 

F yo X X y 
X, y n ... 11 

-

• en de analoge vz biJ y 
X 

A A 
• 

l1111,1er s als K ~ ./C 

x;yt 
F F 

x,y xn ~ 

..... ,,r X 
-✓ - , .. 

-· 

en 



Xl yr 

F y 
1 l 1 

p 1( 
y K 

X 
, waarbiJ 

x x 1 , 0 .. ., , xn , xn x 1 , o ., o , x t etcQ 
A. ./"-. n ........ 

Voor een vas te K ~ 'Jc 111et 0 defini~ren we nu 
X X. 

~- A def op ,J~ d.e vz-iunc,(cie P K =- P 
A 

1,c K 
A 

P K iv1en ziet y y l X y X o 

A 

gei-nakkeliJk in, dat P 
. ~ A 

een 

1·r1et P overeenste111t en dus 00k op c1e algebra va11 eindige 
A I 

A 

algebra i11et P overeen zie Stu 10404 0 Ieze Burel uit-
~ A A 

breiding is echter J·uist JC Tus PK - PK K \ PK 
Y 0 y X yl X 

A A A 

P K K = P K 
)( ;f . X 

p K 
y vc_;or alle 

K t: )t o 

K f. X 
X ~ -..,r 
j .L>. 

lS dit triviaal en alle 

Ioor 

op 

1r1et 

P~K K 

y y 
bovenstaande redenering toe te passen 

A 
/'-.. 

> 

PK = PK K PK voor een 
X X y y 
0 vindt n1en voor alle K 6 k 

X X 

p 

als P 
A 

K 
·X 

op de 111aa t 

K ~ X 
y y 

.._ X y X 
en ZiJn dus O .. Oo y 

Ioor herhaling van de boven toegepaste redenering vindt 

1nen alge1·nener 

0302: de zijh dan 

en s 1 e c 1-i t s d a 11 o O o " , a 1 s Jt- , . ,, .. , X x 1 X n 

We kunr1en nu f ef., 3" 3 0 4 iets korter als vol gt t·~_;r111uleren: 

X -u xt 
u 

eindige greep 

1-,1 
n 

u ~ U 1·r1et 

heten o .. o .. als vour iedere 

u 1 , .. c • J un u.i t Ude algebra's 

Een gevolg van deze definitie is nu 



Sto 3.3 .. 3: 

• 

Bewijs: de 

en dus 

zij11 de vector en x. -u 
\ 

X, t f. '11 

--cu u u u E:: u o.o. 

en is voor iedere u yu een vector, waarvan de 

componenten Baire-functies zijn van xu dan zijn de 

vectoren y o.oo ·u 

componenten Yt van Yu zijn Baire-functie van x --u u d.w.zQ de 

Wegens 

y u 
0 .. 0 ., 

de 

vzn Yt ~ Yt ziJn eln van 
u u 

onaf'hankeiiJkheid van de 

St~ 3 .. 3 o 4: zijn x en y_ eindig-dirnensi0nale stochastisc11e 

vectoren, die o.o. ziJn en verdelingsdichtheden 

f' en f bezitten, dan heeft de vector x,y de 
X y 

verdelingsdichtheid f x., y f f 
X ;t_" 

Omgekeerd volgt 

uit f = f of dat X en 
X.,Y X y y O O O 0 

• • 
ZlJn._ 

. -
' . - ...... . 

' . 
' ' 

F Bewijs: x.,y x,y 

X 

-co 

F x,y 

y 

fx 
-co 

X 

-co 

. F . y 

St. 3 .. '3.5: 
• 

u f' y 

y 

-CD 

Q • 

ZlJn X 

·- ' 

V 

vectoren 

vector z 

f
2 

z 

Bewijs: P z !... z 
• 

z 
" ... 

-co 

• 

z-x 

-co 

co 

-co 
f y y-x 

jichtheid bij F o z 

;.1gemener geldt 

f 
X 

·, ' .:I. - ' ' 

X y 
F f u du~ f V dv 

X ,Y 
-C() -0) 

.. du dv Fubini Omgekeerd lS 

f v du dv •-· 
.Y 

X 

-co 
fx u du .. 

y 
f v dv -

-CJ) SY, 

x 1 , ... ,xn en Y y 1 ,oou,Yn o.o. 

rr1et dich theden f' en f' dan heeft de 

X + ;f_ 
co 

z-x 
-co 

x+y z 

x dx dy -

x dx dy, 

f· x dx. 
X 

CD 

-co 

dus 

z 
f 

-co y 

co 

-co 

y-x 

z-x 

f' 
X 

f 
X 

x dx dy 

x dx is een 



• 
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• • ZlJn X x 1 , o •o,Xn en y -

verdelingsfuncties F en F 
X y 

de verdelingsf'unctie F z z 

,., y 
.) 1 , " " .. ' ---n 

dan neef.t z - X + y 
00 
. F z-x d 

-co y 

Bewijs: als we voor x x 1 ,. o ~,x definiEren 
111 

dan 

dat 

van 

gelc1 t 

F X 
0 

x,y 

- 1 

0 

als x > O 

anders, 

voor een verdelingsfunctie F x 
co 

l- x_-x dF X • Is F de 
0 x.y -co 

:, dan geldt F z z 

- F X1:,oo•,x .. , 
lil 

verdelingsfunctie 
co co 

- l z-x-y 

co 00 
x+y z 

co 
-co -co 

l. z-x-y 
-oo -C() 

00 

dF dF 
X y 

- F 
-co y 

z-x dF 
X 

co 
Opm .. : zowel F z-x dG x als f z-x g x dx warden met 

dF 
J{, y_ 

het woord con~olutie 

en genoteerd als F * G 

-co 
resp. van Fen Gen van fen g aangeduid 

en f.x-g. l\1en gaat gemakkelijk na, dat 

beide con vol u tie-o.pera ties c omr·11u ta tief 

distributief tooov. de optelling .. 

en associatief zijn en 
• 

3o4 .. Verwachting 

Ief .. 3 .. 4.1; 0 is x een stochastische variabele op , ,P dan 

heet x w dP de verwach ting van x. We duider1 
SJ.. 

de verwachting van x aan met 

Op1n .. : c,x is natuurlijk alleen dan gedefinieerd, als de betref-

f·encte integraal bestaat., d.W .. Zoals X {P dP<roiso 

Bij de 
-, 

van ae 

nieerc1 

verplanting van 

afbeelc~ing y 
B op door pr B 

~L ' . . '"" , 

p 

,P 

gaat 

_n_ 

naar R, e, p I door 111iddel 
d' 

de 1naat P over in P 1 gedefi-

x w E:. B , d. w .. z. P 1 is de 

d oar de verde 1 ingsfunc tie F geinctuc eer,Je in tervalr11aa t. fVlet 
X 

behulp van Sto 2.,2 .. 3 bewijst 111en ge111akkelijk, dat voor de in-

tegraal van een s01t11·11eerbare functie 
• 

geldt, dat 
2 ~· r\_: 

- lii11 == n2-N 
N .. ➔ co - 2 2 t,: 

ver_plan ting P 

pr y 

\ wr 
t 

X 
-N 

X L, n2 .... 
• 

---- .. 

is geldt ook 

is O Iaar bij de 

X w dP 
R 

. co 
ydP' . ydFx. 

-co 



We hebben dus 

St. .. 4.1 : als 

Algemener geldt 

St. .4.2 • : lS X -

• 

_x bestaat, dan is - X -
X dF 

X -

· ~1 ., · · · '~n een stochastische vector en is 

X een Baire-functie 
ca 

van x, terwijl X bestaat - - -
aan is X - -

,,,. 

bewijs: x w =t' meetbare functie op :n, . Bij 

verplaatsing naar door middel van de ~-homomorfie f 

gaat f (>.) over in een Baire-functie '::J:' y, waarvoor geldt, dat 

y: r y E B = u.) f w t·B • l iedere _BE O Men verifieert 

gemakkelijk2 dat men voor ~ de functie ~ kan nemen~ immers: 
-1 w :f w € B = w ::::. x w ~ B = w x w IE. V, B = ._, y . ye 

. ... 
y 

y dF • 
X -

. 4. 2 : 

y c B. Nu geldt dus ook P 
• 

, dus evenals boven: 
• 

is x een stochastische variablele~ dan heet -
def 

k - - -
de.f k 

• 

X "'!-- van x, 

def 

def 
• -

-
k 

'~ { 

-

het ke absolute moment van x, -

de variantie van x . -

Opm. Def. 3.4.2 geldt onder de voorwaarde, dat 
I 

k 
...... l~l iso Iets 

grond van algemener laat men soms de 

St. 3.402 geldt natuurlijk 

waarden + 00 toeo Op 
k (>c) -k 

x = x dF etcb 
- X -~ -

In verband met een aantal ongelijkheden voor momenten be-

wijzen we: • 

• 

• 
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St. 04.3 ongelijkheid van Jensen: 
.. 

is f x convex op het kleinste eindige of oneindige inter­
val I, waarvoor geldt: 

I 
dF 

X 
= -1 en is ._ JXl < CO en \ f x l < ro , dan is 

Het gelijkteken geldt dan en slechts dan, als f x lineair is 

op Io 

• 

Bewijs: een kromme f x is dan en slechts 

voor elk punt x ~ I geldt, dat door X; f x 

dan convex op I, als 

een rechte kan war-

den getrokken,die nergens in I ''boven'' de kromme komt. Geven we 

de rechte door het punt x, x aan~met L x ~ dan geldt dus 

f x 6 L x en dus l f x £: L x .... L _ x = f _ x , dus 

f X ~ f - X O Het is duidelijk, dat ,__ f X = ...,_ L X dan en 

slechts dan, als f x = L x met kans 1. Daar fen L continu 

zijn op I is off L voor al le x € I of f L voor alle x in 

een interval met Fx-maat nulo 
, ligt I in het 

0 

Daar I het kleinste interval 

inwendige van r~ doWoZ. zowel is met 
I 

dF 
X 

X L x, terwijl 

de convexi-in strijd met 
teit van :f. Voor alle x tr I geldt dus f = L, dus f is lineairo 

-Opm. 1 : 
aw : 

als x constant is met 

In di t geval is ~f x 

lineair op Io 

kans 1, dan bestaat I uit 1 punt. 

constant op I en dus formeel 

Opm.2: men kan St.304.3 ook bewijzen, uitgaande van deze defi-, 

• 

nitie van convexiteit: f px1 +qx2 ti!: pf x 1 + qf x 2 
als O ~ p ~ 1 en p+q = 1 o Hieruit volgt f ~~ p .. x. 

l l 

p. f x. O b p. ~ 1; L p. = 1 . Gebruikmakend van 
- l l l l 

de continuiteit van convexe functies vindt men hieruit 
door limietovergang het gesteldeo Een volkomen analoge 

stelling geldt natuurlijk voor concave functies. 

a 
X O L..r~ < 1 voor 

tie·ve x dan vinden we i t t . a voor n e -nega ieve x ~x L 

niet-nega­

- x a, als 

X niet constant iso Substitutie van x s z levert 
as 

y_ L. 

voor r::::as < s ~ . t- / 
I C..... y s i • Past men deze laatste ongelijk~ 



heid toe op x 

zodat 

- ilv ---i 
w-u 
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met verdelingsfunctie 
[yV 

= ~ dan vinrtt men 

~ 

c Yu -- • 

V-U XU 
of 1

--

w 

1 
u y 0 

X 

u 

u 

-

¥..,. I 

w 
X 

V 

> 1. 

Passen we de~e ongelijkheden toe op de stochastische variabele 

··- ., dan vinden we 

Sto .4o4: als fx{ niet constant is, dan geldt 

a 

1 1 
• 

r r 
,... l xi ( 

u 
- }Xl 

w 

als r < s 

u 
• 

V • 

V 
}X l 

0 

w 
- }X J 

• > 1 O< u < v< w 

ongelijkheid van Lyapunov 

Uit a volgt 2 
X > 

2 x , dus 

De ongelijkheid van Chebyshev werd al op pag.119 bewezen: 

p 

of anders geschreven 

P'-/Xj>Cfc 

Voor x = y - i"'t 1 '"rordt 
van Bienayme-Chetyshev o 

Voor 

Defo3o4o5: is x 
defi11ierer) we 

r 
c: X 

def 

moment v~n de orde -·-

d 

• 

1 
C 

l/tlk 

d tr 
L ' ..... _ 

0 

k n 

C> 0 

2 
X 
?' 

d • 

ongelijkheid 

he et een gE?,1:11er;ig~ 

Analoog de-~inieert men gereduceerde en absolute 

gemengde mcmenten. 

Uit St.3.4.2 volgt 
k . o •• k 

'! n - e.a 
• • • X 
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zijn x~en y stochastische variabelen~ dan heet 

x- x :t.,- .__ y de ~o.v~r_i§.D.tie van x en y:, 

cov een stochas­

tische vector dan heet de matrix met elementen 

C X 0 

X 

Bew i j s : ... - x y Fubini . 

dan geldt C x+y 

2 
<:r x+y 2 2 = ~ X + ~ y als X en y OoOo Zijno 

Men bewijst verder zonder moeite 

voor ieder tweetal stochastische 

geldt £ x+y = ....... x+ '-- z. 
Zijn x en y OoOo en schrijven 

variabelen x en y 

.,....,, 
we x X 

en y = y - y dan is x+y 
,..,, 2 

X -
,..,2 

·"' ,-v- 3 
x+~ = 

X + y:_ en 

Als toepassing van de ongelijkheid vnn Bienaym~-Chebysheno be­
wijzen we 

bewijs: 

(S~elling van Berno11illi : zijn X. j=122JOO O OoOo 
J 

stochastische groothcdeni die met kansen pen q 

de waarden 1 
1 n 

lim P 
j=1 

2 
X . =P ..9 ..... J t7 X. 

J 

en O aannemen3 dan geldt voor elke 

X .-p > € --J 0 

2 
p-p =pq.9 dus 1 

n X.= 
J 

pen 

0 

2 1 
n van 

Bienayme-Chebyshen levert P 
n J • 

Op dezelfde manier bewijst men 

n -
lim P n 1 -j / . 

0, 
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stochastische variabelen zijn met 
2 

0 

Zander bewijs vermelden we de volgende generalisatie van 

de ongelijkheid van Bienayme-Chebyshen: ......... ~¾< •• __ 

2 2 2 2 2 "-·-·---~~ 
0-·1 0-2 c,-1 "2 

2- -·-+-...-;.. - +-
Ci c2 c1 c2 

• waarin ,.. cov 

Voor onafhankelijke variabelen geldt nog 

als x 1 ~ " C o .$ xn O .. Oo Zijn.? terwijl X. 0 is., 
J 

dan geldt 2 2 
0-1+., 0 .. + (/ 

p m~x f n L 2 - lb 

• .. 
J C 

de ongelijkheid van Kolmogorov o 

bewijs: • • 
ZlJ 

,. 
A= _ _ > c en 

j J 
j-1 n 

A.= 
J 

L C - :; zodat A= 
j=1 

A . , waarbiJ 
J 

do A. disjunct zijno Zij 
J 

de karakteristieke functie 

van A . ~ / ,. w = 1 als 6.) E A . 3 0 anders o 

J 
Nu is P A. 

J 
'- X .. 

J J J 
Defini~ren we y_. 

J 
2 

= 

Nu is - X. y . y -y . 
J J = n .. -J 

- y. 
J 

• 

0 omdat 
J J 

X .y. 
,, - J--J 

:6-. y . z -¥_. + 
J J . n J 

en OoOo zijn 

2 2 
"Y_ • t C 

J 
als ~­

J 
1, dus 

2 2 X... 
- J 

. 0 

P A L -·'- t _ X c._ 
- Cl. 

2 
C p A. 

J 
2 

'- Yn 
( 

. Sommatie over j levert 
2 2 

v4+. · .+ <Tn 
2 0 

C 

02m~: een direct gevolg van de ongelijkheid 
2 1 J Cl:, 

van Bienayme-

Chebysher is de zwakkere ongelijkheid 
2 2 2 2 2 

V"" 1 + o--1 + ""2 +" 0 "+ r1 + · • 0 + (7"'n 
p A L --------------­... .. 0 

C 

en 
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Voorwaarde li .. ke verwacl1t J.11 · 
!• .. , . .,. 

/ 

• 
' 

Zij .Jl, ,P 

1 it e it met P B 

een kansveld en zij Be een eventua­

> 0. We kunnen dan voor el lee A E:: de 
• 

voorwaardelijke waarschijnlijkheid PA B op de gebrui-

keliJke wijze defini@ren: 

P A B • 

Omdat de aldus op gedefinieerde verzamelingsfunctie 

P · B een v1aarscl1ijnlijkheid is, lru1'lnen we vervolgens 

de voorwa~rdelijke verwachting ~,B van een stochas-
tische grootheid x gegeven B invoeren door 

te stellen, 

en PA B 

hieruit dat 

zodat 

3.5.1 

x~B 

p B • 

intecraal 

vcor alle 

1 
-P~B 

B 

bestaat. Omdat 

A E met Ac. B, volgt 

P dw • 
B 

Omgekeerd kunnen we ook 3.5.1 als definitie voor 
x B nemen e11 da.arna de voorwa (.·rde li jl-ce 1,·1aarschijn-

lijkheid invoeren door 
• -

0 

te stellen. Men kan zonder moeite nagaan dat de beide 

methoden van invoeren van de voorwaardelijke verwachting 

e 11 wac.rschi jnli jl<heid equiv a.le11t zi jn . 

. - een ei ndig of af.te lbaar categorisch 

> o, en zij x 

een integreerbare stochastische grootheid, zodat voor elke 

gedefini~erd is. \·le kunnen 8.1 c1eze voorwar .. rdelijl{e ver­

x 

• 



op 
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w 
n 

a.e waarde aan-

• X B n 
• 

• 

dan is het gemak­.. is, 

een ·-meetbare functie is. 

Voorts blijkt da.t "'- x B niet a.lleen voor alle BE-; , 

maar zelfs voor alle bepaald is door_ x 

BE dan en da11. alleen als B een disjuncte vereniging van 

de vorm B = B ,is, en dan L~ldt 
k nk 

B 

hetgeen we ook als 

B 

X B n •nts ,._ 

kunnen schrijven. We zullen daarom voortaan 

, 
k 

schrijve:1 in plaa·cs van ~ x ...., en spreken van de voor­

waardelijl{e verwachting van x gegeven de o-algebra 2...,. 

Op grond van 3.5.1 en 3.5.2 en het feit dat een 

functie op dan en s lechts da11. 'l ----meetbaar is als hij op 

elke 

X 

constant is, kunnen we 

oolc als volgt formuleren: 

de definitie van 

Defini•tie •. 1: De voorwaardelijlce verwachting van een 

integreerbare si:P chastische groo-'cheid x gegeven een 

u-algebra , die door een eindig of aftelbaar categorisch 
• 

van systeem 

p B > n 

n ~ n 
O wordt voortgebracl1t, is die ' -meetbare functie 

X op , die voor alle B 6 voldoet aan 

f 
Om de notatie te maken niet onnodig ingewikkeld 

schrj (1ven we X • 
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• 

3.5.3 X· 
B Ct) I 

p de..:, 
B 

., ~ 

0 voor ee11 of n _ n 
er niet ee11., doch een he le l-classe van J -meet bare functies 

op die voor a.lle B~ a.a11 3.5.3 voldoen. 

Al deze functies zijn echter equivalent in de zin dat ze 

0 
met P B = o., d .w .z. op verza.t11(; lingen met wairschijn-n 
lijl,cl1eid 11ul. De volgende generali:.;.atie ligt daarom 

voor de hand. 

Definitie .5 .2: De voorwa1. .. rdelijl<:e verwachting va.n een 

integreerbare stochastische groo·theid x gegeven een 

u-algebra 'J., die wordt voortgebracl1t door een eindig of 

aftelbaar categorisch systeem van eventualiteiten, is 

de klasse van alle -meetbare functies _ x die voor 

alle BG-9 ar::n 3.5.3 voldoen. 

Een s·Gocha.s•cische groo·cl--ieid y_ induceert in.fl. een 

categoris cl'l systeem bestaat 

uit de niet lege verzamelingen van de vorm z =~y. 
hoogstens 

aftelbaar veel waorden aanneemt, dan noemt men de voorwaar­

delijke verwachting van een integreerbare stochastische 

voort~ebracht oak wel de voorwaurdelijke verwachting 

va11 x gegeven y, en een represenJcant of versie van deze 

voorwaarde li jke verwach_ti1--ic.; word.re a,:. 11ge geven met 
• 

x ~ in plaats van~ x . 

Deze definitie vindt zijn rechtvaardiging in het feit 

dat nu voor alley met P z = y > O geldt dat 

~. Y, H -

• • X . y_ als 

ongeacht welke versie we kiezen in het linkerlid. Als 

we deze defini tie trachten ui t te breide11 tot het geval 

dat ~ overaftelbaar veel waarden aanneemt, dan wordt de 
' 
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in Definitie 3.5.2ogestelde eis, dat door een hoog-
-

stens aftelbaar categorisch systeem van eventualiteiten 

gegenereerd wordt, een wezenlijke beperking. We zullen 

daarom deze eis laten vallen en vervolgens bewijzen dat 

de aldus ve1,.,lcregen de:fini tie 110g steeds zinvol is. 

Definitie 3.501: De voorwaardelijke verwachting van 

een integreerbare 
een Cf -algebra c 

functies 
I 

X 

B 

stochastische 

is de l-cla.sse 

P dw 
• 

E 

~rootheid~x gegeven 

van alle_J -meetbare 

alle BG.~ voldoen aan 

Ste.1~.i,ng,3.5.,1,,: Definitie 3.5.3. is zinvol, d.w.z. onder 

de daar gemaalcte veronderstellingen is de beschreven 

klasse niet leeg; twee versies, d.w.z. twee elementen 

van deze klasse verschillen slecl1Jcs op een verzarrieling 

met PB 

~Jewij_s: Zij 

o. 
B voor BE. 

B 

gedefinieerd door 

Als x sommeerbaar " lSJ dan is 

verzamelingsfunctie op , die 

een eindige <.J-additieve 

absoluut continu is t.o.v. 

op B 0 0 • 

De stelling van Radon-Nikodym St. 2.4.5 is dus van 

toepassing op de verzamelingsfunctie en de maatruimte 

functie X 
.. is., 

zodar1ig, dat voor alle Be 

B 
B 

Aangezien we in het rechterlid P13 door P mogen vervangen, 

is ~ x een functie die a~ n onze eisen voldoet. 

Als x niet sommeerbaar, docl1 slechts integreerbaar 

is, dan is niet eindig, zelfs niet noodzakelijk 

v-fi niet 11eem b "v. = o, .n · 3 maar wel u -addi tief 
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en P~-absoluut con-tinu. De stelling van Radon-Nikodym 

blijft echter van toepassinG, tni·~s we voor 

de waarden + o"J ·coelaten zie b oV o Halmos blz. 131 of 
' Loeve blz. 133 J zodat de eerste bewering bewezen is . 

• 

en r x twee versies van de 
• l 

Ste 1 11.u dat 

voorwa.arde li j l-ce verwachtir1g van x Gegeven zijn, en dat 
p X 

dat de 

ve P -wa~.rscl1iJnliJkheid 

zodat Def = w -w x > 
• 

,,... -waarscl1ij11.liJlcheid 

X 
B 

O. t,·Je t-11oge11 dan veronders te llen 

• 

heef·t. Ma,_r dan is er een O, 

-~ x .,_ + eveneens positie-
heefJc., zodat 

Omdat beide leden van deze ongelijl{heid echter per 

definitie gelijlc zijn aan DJ 1·1ebben we een tegen­

spraak verlcregen, zodat ool: de -'cv·Jeede bewering bewezen is. 

Defi nit ie .. 5. 4: De voorwa: rde lijlce waarschijnli j kheid van 

een eventualiteit AE: gegeven een 6-algebra J. is de voor-

waardelijke verwach-~ing van geGeven ; in formule: 

Zij f'l', 1 eenmeetbare 1..,u_im•ce 3 d.w.z. eenverza­

meling ', waarin een G-algebra 1 gegeven is, en zij 

y een functie op het kansveld P met waLrden in. 
1 , die meetbaar is t.o.Vo en J J d.w.z. zodanig, ----------• 

dat y = y ~ ~ A I E; voor a lle At c ' . Omdat 
-de afbeelding y van · r it1 operatiegetrouw is voor 

alle operaties op verzamelir1e;en, is de 1-classe van alle 
-1 verza.melinc;e11 van de vortn y_ A 1 tnet A'e: r een ()-algebra 

van eventualiteiten, We zeggen dat y de6-algebra in 

i 1--i du c e er t . ...... ___ _ 

Definitie 3.5.5: De voorwaardeliJke verwachting van 

een integreerbare stochastische grootheid x gegeven 

een meetbare functie y op bet kansveld , ,P met 
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• 

waarden in een meetbare ruimte 1 ~u 1 , is de voor-

waardeliJke verwachting van x ~egeven de ~-algebra 

die door yin geinduceerd wordt: 

xl 
-1 

, 
- 1) 0 0 • 

Van bijzonder belang is het geval dat 

y = een collectie stochastische grootheden 

is., m oa oW. dat ru = ee11 

overaftelbaar Cartesisch product van de re~le rechte 

met zichzelf is en ' de bijbehorende 6-algebra van 

Borel-verzamelingen is. Zo krijgen, mede via Definitie 

... , ~n , 

X X1 , y 2 J O • • , p - 0 • 0 , en 

voorwa'"rdelijke P betelcenis als versies van 

verwachtingen en waarschijnliJkl1eden o 

Als in het bijzonder de indexverzameling T ein-

dig of artelbaar is, dan zijn de eenpuntsverzamelingen 

van_Q' elementen van 

op operatiegetrouw 

lingen van de vorm y 

dat ze tot :J. behoren 

-1 1 • Omdat de afbeelding y_ van 
.. is, volgt hieruit dat de verzame-

y atomen van J zijn in de zin 

en in~ geen echte deelverzamelingen 

hebben. Dit houdt in dat elke versie van een voorwaar­

delijke verwachting gegeven y constant is op elke verza­

meling van de vorm y = y, en dus als een functie van 

de functie y gescl1reven kan 1tJOr7 de11. Als T echter overaf­

telbaar is~ dan behoren de ~~npuntsverzamelingen van 
1 niet meer tot J:2', zoda,t deze redenering niet meer 

van -'coepassing is. Toch bliJlct c1at., zel:fs in het meest 

algemene geval, elke voorwaordelijl{e verwachting gege­

ven y een versie heeft die geschreven kan warden als 
' 

een functie, en wel een meetbare functie, van de functie 

z. Voor het bewijs hiervan heeft men de volgende gene­

ralisatie van de verplantinssstelling nodig. 

§,~elling J.5.2,: Zij z een meetbare functie op het 

ka11sveld met i:i'lai. rden in de meet bare ruimte 
• 

SL', r en zij pt op r gedefi11.ie·erd door de gelijk-



heid P 1 A1 

pt d~ I 

voor elke meetbare functie Lop ' met waarden in 

- oo-J + <>> , i11 de zin dat de 1Jeide integ:ra le11. bestaa1'1 
/ / 

e11 geliJk ziJ11 3 __ zodra ee11 van l1en bestaat. 

g w' p d(;)' p y E. A' 

€11 

P y G. Ar 

zodat beide integralen bestaan en selijk zijn. Dit is 

dan ook het geval als g een lineaire combinatie met 

eindige co~ffici~nten van zulke i~dicatorfuncties is, 

en dus ook als g een willekeuriGe niet-negatieve meet­

ba.re functie is o Het algeme11e r~eval volgt nu uit het 

fei•t dat g in ziji--i positieve e11 11.ee;atieve delen 
gesplitst lean wordrn. 

St_elling __ .3 .~5 .. -.,3,: Zij x een P-in·cegreerbare stochastische 
I 

grootheid en y een meetbare functie op het kansveld 

11, ,P met waarden in de meetbare ruimte .cl'~ ' . 
Er is dan ee~1 r11eetba.re fu11ctie [_: op .a' ,Jl-' met waar­

den in -oo., -J~· oo zodat de functie g .Y. • een versie 

van de voorwa. rdelijl~e verwacl1Jci11t, van x gec;even y 

is , r11 o a ow o z o d a .le 

wa.ar de door y in_!l 

Bewijs: We defini~ren 

ge 111d1.,1ceerde o -alrs:cbra is. 

de waarschijnlijkheid P 1 op 

als boven, en voorts twee verzamelinGsfuncties, te 

op ' 0 • 

B 

y ~ A' 

voor 

voor.At~ 1 , 

T 
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- L 

zodat I ee11. -additieve pt -absoluut continue ver­

zamelingsfunctie iso Evenals in het bewijs van Stel­

ling 3.501 kunnen we dus op grand van de gegenerali­

seerde stelling van Radon-Nikodym besluiten dater 

een meetbare functie g op fir, 1 is met waDrden in 
-<:x,-

J voor alle A'€. ' 

p t dLJ t , 

A' 

zodat, op 8rond van Stelling 3o5.2, 

" 

pr dt:J' 
A' 

voor alle Are: 

y G 

"..::+-. Omdat 

• 

A' 

A''= en omdat 

g y • als een meetbare functie van een -meetbare functie 
• 

zelf oak. -meetbaar is, volgt l1ieruit dat g y · 

een vers ie v a.n de voorwaarde li jlce verwacht ing van x 

gegeven y iso 

Voorbeeld: Stel dat x en y twee stochastische groot­

heden zijn wier simultane verdcling een dichtheid 

f heeft. LaDt teen re~le meetbare functie op R zijn, 

zodanig dat z = t x integreerbaar is. Dan is 

• 

<1 ....... .i\. • 

z .Y 
dx 

waDr ~ de door yin · gefnduceerde G·-algebra is. 

Immmers, met behulp van de stelling van Fubini is 

gemakkelijk in te zien dat de uitdrukking in het 

rechterlid P ~- b.o. gedefini~erd en gelijk aan een 

.. -meetbare functie is, terwiJl voor iedere B~ , d.w.z. 

voor iedere B ~ . van de vorn1 B == ye S met S een 

Borelverzameling in R, 

dx 
f u,v 

B dx f x,v dx du dv ·--
• 

• 

• 



o r -1 <._)C) -
• 

P dw o 

s B 

In hoofds·tulc 2 werd de volrse11.de stell:Lng bewezen 
("" 

blz. 11J, I 5 : Alsop een maatruimte twee 

functies f e11. [~ .).L--b .o o gedefi11ie·ero. zijn en gelijk 

ZiJn aan t111ee so1ntneerbare fu1:1c•t.:ies J da11. is ook hun som 

-b.o. Gedefini~erd en geliJk aa11 een sommeerbare 

I'unc.Jcie ;J e11 f-1-g d = f d -:- 0 d . We zullen 

herhaaldelijk de volgende seneralisatie van deze 

st e 11 i ng ge 1)rui l·ce 11. 

§~,~ll~ng 3.504: Alsop een tnaotruim·~e twee 
¥ • • I f 

functies fen g -b.o. geaefini~erd zijn en gelijk 

zijn aan twee integreerbare functies, terwijl boven-

dien de som f d g d cedefini~erd is, d.w.z. 

niet van de vorm =-~~is, dan is oolc hun som -b.o. 

sedefinieerd en gelijk aan een integreerbare functie, 

en f +g = f d + _,, e; d g 

1?.~YJ_i j s =: 
a A 1 s f .> O en g > O - b • o . , d an is de st e 11 i ng 

triviaal. Immers, ~f de beide integralen zijn eindig, 

zodat de boven geciteerde stelling uit hoofdstuk 2 

3r 

f d 

b 

f d 

g d o 

r a__ + 
). -.,.. ~ J g d 

zeg 

+ c .. -> = 

g d .sedefini~erd is, celdt 

' ) -c»:>., of f d {+,:x,>, 

g d ( +-c:·"<=>, e11 he Jc is vo ldoende l1et bewij s te leveren 

voor he·t ec rste [i'.eval. Dan is f ) - ,x::> e11. g 

zodat f+g -b.oo gedefini~erd is. Door fen g even­

tueel op -nulverzamelingen te veranderenJ kun1en we 

dus verder v~ronderstellen dat f, gen f+g overal 

op .1'l- gedefi11ie·erc1 zi jn. Ip gro11d. van a kunnen we 

schrijve11. 



+ 

-

-

+ f+g d 

f+ - -g 

f+ 
.f+c:>o 

-g 
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+ 

d 
fJ' ✓o r +g> o (._-:) \ J .., 

+ + g 

+ 

+ - d· f + g -

- d d .£l 

r'+g )0 - .L 

waarbij het van essenti~el belang is dat de laat~te twee 

termen eindi~ zijno Op dezelfde manier vinden we 

- ~- --f+g f f+g(O 

+ 

+ g 
f+g{O + 

- d 
f +g <O 

- g --
f +t; < 0 

waarin alle vier termen 

f+g, 

f+g 

integreerbaar 

f du+ 
/ 

• 
lS _j 

e i11dig zi jn o Hierui t 

en, met behulp van a 

+ g - -
f d -

volgt dat 

, dat 
-g 

We keren nu terug 

we veronderstellen dat 
ons kansveld Q, ,P, waarbiJ 

een gegeven~-algebra is. 

Stelli~--ig __ J_.5.5: t~ls x en y integreerbare stochastische 

grootheden zi jn, da: 1 ge ldt: 

a x = x P - b.o. • x 
X ) 

C 

y p , 
- D.Oa 

< a < + <:.> :··::> 

X 

£ ax\. 

d x + L gede fi nieerd ~= ,,;;) 

+ -- 1LI 
~.ew_i 1js: a ., Trivi.aal. 

> 

b . Als de verzameling B 

X PP> - boo. 

y_JJ.~ P'3 -

X P<e, 
-

a - b .o. 
x-ry, X + 

w 
waarschijnlijkheid zou l1ebben, positieve -

ZOU 

p 
< 

B B 

e11. dus, omdat Bc.o. ., zou dan ook 

B B 

• 

y 
• 

dar1 



11 e t ~.: e c-: n i n s t r i J a. i s m {. ;t he t g e g e v e n • 

c C) vol[;·c ui ·t he·t fE:i t dat, voor alle BGJ , 

8 

B -

,-
8 .., P dw a 

B D 

d o Uit Stel:l_ing 3o5o4, toegepast op x en z op 
r fl.J e11 _ _ e11 e, y op , 

v o lg ·t: d a ·c x -1- y e 11. _ x + £ y b . o . 

g e de f j_ i 1 i e· er d (:; 11 j_ n t e f:£ re e 1-. b a a r z i j n . 

Eve11e, 11s ui t S.,celli11.~ 3 .5 .4 volgt dat, voor 

B 

B w-
E 

y 

y 
B B 

P dev • 
--, 
J-..> 

-
Stellin~-..d..~~:......J-----------~---~ _ een rij 
s toe hast iscl-ie gro:)the den is en y c~(:;11 sommeerbare s tochas-

tische grootl1eic1 is J da11 se ld.,c: 

X - b. o. 

Be w_i.- :J s_ : U i t 11 e t g e g e v e n e n S -'c e 11 i 11c; 3 . 5 • 5 b v o 1 gt d a t de 

b.o. convergeert naar 

een limiet x r. Door nu de rno11.o.,co11.c:: convergentie stelling 

voor integrale11. -~oe te passe11 op beide leden va11 de gelijk­

heid 

B 
X n 

krijgen we 

B 

voor alle B '=-

p du) 
B 

B 

zodat x' X - b.o. 
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S t e 11 j_ ng 3 o 5 • ·r Ea.tau : A ls ··--- X -n een rij stochastische 
grootheden is e11 y_ ee11 

heid is, dar1 ge ldt: 
son1meerbare s·tochastische groat-

y < i11.f X 
-11 

P1 - b o o ... 

~ewijs_: Zij 

'1[_ < 

P - b o o o -:=;;;; ..... ::::::; 

yl1 inf xkJ 
k >11. 

Y.1 lit•ninf 
l . 

~ lirninf 

zodat 

X p - boo. en X > y 11. voor 
11 n 

Uit de t110110 JGO 1·1e co11verge n.,c ie s·ce lling volgt dan 

1 ' ~ ,,, 
l n11 ···: . l, I •• , > lim liminf x \1J -·n 

alle 

een rij stochastische grootheden 1s en y een sommeer­

bare stochastische grootheid is, dan geldt 

Bew.iJs: S-'celli11.g 3 .5. 7, toegepas.,c op de rijen en 

- x geeft -n 
X <. li tninf < 1 i tl)S 'Lll~ X - -n < X 

P - b.o • 
• 

Stell in ✓• C>5 .9: a p J .. ": 1 - b .o o 

p 0 0 p1?; 
, 
D.O. -

b Ae p Al£> > - b .o. 

C A C n A A = O als m n :"' = > 

P tJA l ~ n 

Bewijs: a en b ziJn speciale gevallen van Stelling 
■ a ' • 

3o5.5 a en b enc volgt uit Stelling 3.5.5 d en 

de monotone convergentie stellinb. 

n. 

Stel.l~~g, 3,.~ 010,: Als 1 en de C-a.lgebra die een integreer­

bare stochastische grootheid x in induceert onderling 

onafhankelijk ZlJn, dan is~ x J = x - b.o. 

BewiJS: De stochast:.sche grootl1eden x en 
• 

. 

a.lle B c- onder li11.g onafhanlce li jkJ zoda t 

X X --
B 

• 
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B 

Gevolg: Als x en y onderling onafhankelijke stochastische 
' 

• 

grootheden ZiJn en x integreerbaar is, dan is_ x y -- X 

b oO • 

Stelling 305.11: Als x en y twee stochastische grootheden 

ziJn, zodanig dat x -meetbaar is en xy en~ integreer­

baar zijn, dan geldt 

X X - b .o. 

Bev.11(1s: De conclusie is juist als y ) 0 en x .... 

BG,-. Dan geldt immers, voor ell-ce B''-'-J_, 

B' BB' BB r 

xw p 
B' 

Hieruit volgt dat de conclusie ool{ juist is als y > 0 is 

en x een niet-negatieve lineaire combinatie van indicator­

functies van verzamelingen uit J3 is, en dit impliceert, 

op grand van de monotone convergentie stelling Stelling 

3,5.6, de geldigheid van de conclusie als y > 0 is en 

x) 0 en -meetbaar is. 

Nu volgt echter ook het algemene geval: Uit de integreer­

baarheid van xy volgt dat de som 
+ + - - + - - - + 

_ X y + _X y - _ X y - X y 

gedefinie·erd is, zodat, op grand van het bovenstaande, 

+. 
X = X - + y l 

b .o. 
De integreerbasrheid van y houd·t in dat de termen in het 

rechterlid twee aan twee kunnen warden samengevoegd zodat 

X 

Stelling 3.5.12: Als x een inte~reerbare stochastische 

grootheid is en en£' twee CJ-algebra's zijn met 
1cJ1..-, dan is 

• 



X X X 

Bew~,,j s: 

B,s;~: -9 Be. ' xw 
B B 

X t zodat 

Verder -~-s X P.> 
__ x~ 

....... -meejcbaar e11 dus oo!.c J_,' -meetbaar, 

zodat X - boo o 

S~_e_l~i.11g, _3 ~5. .13: a Zij x een sommeerbare stochastische 
• 

grootl1.eid e11. G eei.1 co11ti11ue co11.vex2 functie op een 

interval I c. -·cs•,_ +c><> m--et P x € I : 1 o Dan is g x 
integreerbaar en g X ) g X P~- boOo 

b Deze conclusie blijft gelden als 

x slechts inteGreerbaar is met -· X +ol7 n1its ., 

Bewi,js: a Voor e lke ye I is er ee i1. A y zodat 

gx )gy + x-yAy 

voor alle x e I, e11 ~ y is als fu11.ctie van y monotoon 

niet-dalend en dus meetbaar. Omdat x sommeerbaar is 

en x 6 I ·. - b oO. ge ldt oolc x EI en 

Hieruit volgt allereerst dat 

X 

zodat g x sommeerbaar is met 

Ook volgt de onGeliJkheid 

+ X - X 

X E: I - b.o. 

Door in het vonrgaa11de x te vervange11 door de sommeer­

bare stochastische grootheid ~ x , zien we dat 

g - X integreerbaar iSa Als nu X ~ en dus ook 

1 ~ x met waarschijnliJl{heid 1 begrensd is, dan is 

x - x ~ 1 ~ x j sotnmeerbaar, zodat, op grand van 

Stelling 3 .5 .5 b e11. d en Stelli11.g 3 .5 .11, 

g X ) g _,.,, .. X + X - - X J _ X \ ..,. 

g y 
- - + X - X X 13 
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g X + J 

g X - b oO o 

Als x niet begrensd is met waarschijnlijkheid 1, dan 

kan men twee riJen getallen a en b kiezen zodat 
11 n 

n n = n 

voor alle n 3 terwijl 

en - ,-x'.J < A a n 

lim a -- est1inf xJ limb n - n esssup x 

met 

e ssi 11.f J X ) - a n esGinf X 

esssup X < + b esssu~P X «rk) n 
ZiJ nu , voor elke n ., 

a als X < 8 n n 
X X als a .( X < b 

n n n 
b als X ) b 0 

11. n , 

b n 

voor 

voor 

< + c:.:,:•:1 

alle n 

alle no 

P - 1J oO. en J X -n 
n met waarschijnlijkheid 1 begrensd, zodat g x -n 

is voor elke 

integreer-

3.5.4 ) g X - -n 

< x + min 
I 

- b .o. 

b . 
1 

P - b.o., zodat gemajoreerde convergentie 

lim t x n P - boOo 

en dus, wegens de continuiteit van g, 

3.5.5 lim g £ 

Door te schrijven g x -n 

a n 
X 

b n 

als x < 
als a n 
als x 

g £ 

a n 
< X < 

b n' 

b n 

en lim xn 

ziet men gemakkelijk dat g x P - boo. monotoon niet-
-11. 

dalend naar g x convergeert, zodat 

3.5.6 lim g X 

X 
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De te bewijzen ongelijkheid volgt nu uit 3o5.4, 

3o5o5 en 30506 0 

b Als x 
-11 

x a ls x ( 11 

n a ls x ) i1!) 

dan geldt 3o5o4 op grand van a o Hlt is voorts gemak­

kelijk in te zien dat de monoto:1e convergentie stelling 

van toepassing is, zowel op de rij x als op de rij -n 
g x , zodat ook 3.5.5 en 3o5.6 gelden. Nu volgt -n 

de te bewijzen ongelijkheid als boven. 

Uit het voorgaande volgt dat voorwaardelijl{e ver­

wachtingen gegeven een ~-algebra~ zich in vele opzich­

ten gedragen als integralen. Zo geldt in het bijzonder 
n l'l 

0 

1 

X -n X 

x integreerbaar 

0 

a. P 
l 

-

- b .o. 

-
X 

Toch l{unne11 1l'Je zull{e voorwaardelijlce verwachtinsen 

niet zonder meer als int'··gralen ten opzichte va.n een 

voorwaardeliJke waarschijnlijlcheid schrijven. Daarvoor 

zal in ieder geval nodig zijn dat dergelijke integralen 

zinvol zijn~ m .a o'f.v O dat de voorwaardelijl-<:e waarschijn­

lijl-<:heid zicl1. als een "tA1aarscl·1ijr1lij1cl1eid gedraagt. 

Definitie 3.506: We zeggen qat de voorwaardelijke 

vJaarschiJnlijl,<:heid gegeve11 een G-a.lgebra :J_ regulier isJ 

als er een reguliere versie bestaat, d.w.z. als er een 

('..,.~_ke A & ee11. meetbare fu11.ctie op -is., PCJ voor 

elke we een ll'Jaarschijnlijl-c11eid op is, en 

B 
p A 
w 

p 
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~~~lling_ J~~o1~: Als de VOlJrwaardelijke waarschijn­

lijkheid gegeven een~-algebra) regulier is met een 

reguliere versie Pw A~~, dan is 

voor elke integreerbare stochastische grootheid x. 

Bewijs: Triviaal. 

Voor elke versie van de voorwaardelijke waarschijn­

en elke lijkheid gegeven een 

dis ju1--ict ri j A c. n -
p ~.,, = 1 

P Al J ) 0 

G"-a lgebra , e lke A e 

gelden de relaties 

p 
n L_ n 

op een verzameling met waarschijnlijkheid 1. Omdat deze 

verzameling in het algemeen 11iet alleen van de gekozen 

versie, maar ook van A en A afhangt, impliceert dit n 
niet dater altijd een reguliere versie is. Om aan te 

tonen dat een dergelijke versie dan ook niet altijd be­

construere11 we in l1et nu volgende een kansveld 

en een G-algebra ~ ~ ~et de eigenschap dat de 

voorwaardelijlce waarschijnlijkheid gegeven . geen enkele 

reguliere versie bezit . 
...... 

ZiJ 0,1, 9 de o-algebra van alle Borel verza­

mel i11gen i11. , de Lebesgue n1aat en 

horende uitwendige maat, dow.z. 

voor 

A* C 

s C. 

inf B Sc..BE._,, 

o Zi j 

* C 

verder Cc.. ~ e e11 verzatne ling met 

zie Halmos~ section 16 voor de con-

structie van een der_gelijke verzameling, en zij de 

G-algebra die door en C wordt gegenereerd, d.w.z . 

Tenslotte definieren we 
1 
2 

-* AC + A~ AC 

• 

voor A E en vervolgens bewijzen we dat Peen waarschijn-
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lijkheid op is. Hierbij mal{en we herhaaldelijk ge-

bruik van het _ = A B voor alle Be!) en 

alle Sc tnet 

is als volgt in te zien: BS < A B~ omdat BS c Be:. , 

en = omdat voor elke B 'E ~ met BS c. B 1 e.. ~ 

geldt dat 

;\ B' + 

11etgeen impliceert 

1, zoda·t A B 1 

dat 

> A B 0 

.Als nu A 
n. C een disjuncte_rij is, dan bestaan 

, n j 11 
i11 J zo, dat 

A -
11 , n _, n Aangezien we B. zonodig 

in 
n 

l 1J 2, mogen 

we aonn~men dat ieder van de rije11 B. 
l .7 n disjunct is, 

zodat 
1 * p UA p 
2 J + n 

1 + + 2n 2 11. 

1 
B + B 2 1n \n 

1 * B C p A + , ... =•• 2 • 111 n 

Omdat we ac.in 

is met P Il 
de definitie van P zien dat P niet-negatief 

1, volgt hieruit dat Peen waarschijnlijk-

heid op iso We merken nog op dat 

van P op :-J is. 

B 
plv 

Stel nu dat de voorwaardelijke 

P dlAJ 

1 ., 

PW C 
B 

de restrictie P 

waarschijnlijkheid 

hee:ft. Dan is 

1 
2 

voor 

E 

alle wG- E o Bovendien geldt voor elk rationaal getal 

dat 

Bn o, r 

voor a.lle Be: 

B 
P Bf\ o,r 
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/\, Fr 
voor alle 

o., r \ ~_, = w o,r 
J_bepaald is door zijn 

restrictie op de intervallen van de vorm o,rl met re 
rationaal 3 volgt nu dat 

voor alle BG" als W6. F =n F 
De verzameling EF is niet 

voor elke CJ~EF geldt nu 

1 

en 

1 
2 , 

r 
leegJ 

r~l)- rationaal • 

omdat J EF 1, en 

hetgeen in strijd is met onze veronderstelling dat 

we 
a.angetoond dat de voorwaardelijlce waarschijnlijkheid 

gegeven 9 biJ deze keuze van Sl, , P en geen enkele 

reguliere versie bezit. 

We keren nu weer terug tot het algemene geval van 

eer1 niet nader gespecificeerd l{a11sve ld fl, , P en een 

u-algebra. c o ~ve hebben gezien S-'celling 3 .5 .14 , dat 

de voorwaardelijke verwachting van een integreerbare 

stochastische grootheid gegevenJ_ als een integraal 

geschreven kan worden, mits de voc)rwaardelijke waarschijn­

lijkheid gegeven ~- reguli~r is~ en het hierb,ven gege­

ven voorbeeld toont aan dat deze regulariteits-eis een 

wezenlijke beperking iso In het nu volgende zal echter 

blijken dat deze eis in zekere zin geheel overbodig is~ 

een collectie stochastische 

grootheden, zodat we x kunnen opvatten als een meetbare 

functie op fl, ,P _met waarden in de meetbare ruimte 

., ..., j w a ar = = - o:·>, + cy, voor a lle 

t e T., e11. 'li\1aar de G-a lgebra va11 alle Bore lverzame lingen 

in is~ Zij verder 

X 
X '= S , 
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en 

w E. , 

a .w oZ O Zij I.I de U-algebra die X i11 
X. 

,_ indu·;..:.eert en zij 

11! de waardenverzame ling va11 x 0 

Definitie 3o5o7: De verdelin~ van xis de restrictie 
va11. P 

X 

Definitie 3.508: Een 
• 

alle CJ6. , A~ J is 
X 

een voori·1aardelijke verdeling van 

x gegeven j_ a ls PCAJ A 
..... 

voor e ll{e A e "' ee11 1 -me et bare 
X 

functie v a1-i c...) is en voor e ll{e WQ een waarschijnlijk-

heid op 

voor alle 

j_s; terwiJl 
X 

B 
p(J A 

0 

alle wen, s~ , is_een gemengde voorwaardelijke verde-

ling van x voor elke SE: een 

meetbare functie van w is en voor elke wt;.Sleen waar-

schijnlijkheid op 

Q s 
B lJ 

voor al le SQ · , Be 

is, terwijl 

P Bf) xES 

0 

Stelling 3.5.15: a Als 

heid gegeven !B regulier 

ke verde li11.g gegeven J o 

de voorwacrdelijke waarschijnlijk­

is; dan 11eeft x een voorwac,rdelij-

b Als x een voorvra ~-·,rde li j lee verdeling 

gegeven .....,_ heeft, dan heeft x ool{ een gemengde voorwasr-

delijke verdeling gegeven • 

bewering geldt als vle o 

Het omgekeerde van deze 

Bewi~1s: a Als Pw.Al13,w~Sl., AE.·, een reguliere versie 

3,:-J) .. is., 
• 

van de voorwaardelijke warrschiJnlijkheid gegeven 
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dan is de restrictie van deze functie op 

voorwaardelijke verdeling van 

verdeling van x gegeven J is, 

gedef inieerd voor GJa fi, SQ I..J 

x ge e;even -.J..., • 

A e LI een 
X 

dan is de 

door 

voorv1aardel i jke 

func tie QG.> S \ :J 

pc.J X (:. S 

een gemengde voorwaardelijke verdeling van x gegeven~. 

Zi j nu omgel{eerd Qe.u S J .,GJc&. n, S ~ een gemengde 
' 

voorwaardelijke verdeling van x gegevenJ. Iiet ligt dan 

voor de hand om een voorwaardeliJlce verdeling van x 

Q 

stellen. Dit is echter nie•~ altijd mogelijk., omdat het 

kan vo 1rlcomen dater versc11illende verzamelingen 
zijn met Q Q sommige~, 

terwijl . Als ecl1ter vJ e , da11 is 

p B() 0 
E 

voc,r alle Be:l~, zodat er een verzameling Ne is met 

' 

w E NO Omdat de ge li jkheid X es.,, 
ceert l1ierui t dat 

belzinnig kunnen definieren voor GvG N 

we Pw A( 1
~ ondub-

te stellen. Voor c,JE:N., AG defini~ren we biJvoorbeeld 
X 

p A\ 'B 
w 

waar w een vast punt in N is. Tenslotte is gemakkelijk 
0 

in te zien dat de aldus gedefinieerde functie Pw A\1) 

inderdaad een voorwaardelijke verdeling van x gegeven 
.. 
lS. 

x = _ = ... een aftel-

bare collectie stochastische grootl1eden is, dan heeft 

x een gemengde voorwaardelijke verdeling gegeven . 

Z",, P ·A\· ·,t:vs een .versie van de 

, 
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voorwaardelijke waarschijnlijtcheid gegevenj, en zij 

n,w o • o; X n x, < x .. ., 1 .t.. i < n 
-l = l 

voor u)En, n = 1 :i 2.? 

een verzameli11.g 

o. o en x 1 ., 

voor alle 
• 

r . , r ~ · met r ~ < r ! 1 
l l l = l 

• • 

F 
11.; w 

en 

0 < 

r.1 J 

Verder is 

0 • ... , 

0 0 0 j1 

r n 

r' n 

r n 

met P 

n = 1 ~ 2J 

< i (. 11 , 

F 

F 
n,w 

n.,w < 

0 •• , r , n 

1 

1 0 

lim 
l{ ➔ OQII,, 

k ., • 0 • , r 
11 

lim F k, .•• ., k 
k , . ;,_, er 11., w 

lim 
k ·- ::., -::>::> 

lim F n+1., w 
k .. ~ <: •) 

•• 0 J 

0 0 0 , 

1 ., 

-le 

x reeel. Er is dan n 
0 met de eigenschap dat, 

en alle rationale 

+ 1 
l<: 

0 0 O } 

0., 

F n,w 

r' n 

F 
n, l/J 

O met de 

. • . en 

• 0 • ,, 

0 •• , 

r " n 

Men controleert nu e;emat<kelijl{ datJ voor ellce 

€i1 

op 

a lle n = 1, 2., ... , 

de rationale punten 

de fun c t i e F. r 1 ~ . • • ., r 
i.'1:; W n 

in de n-dimensionale ruimte 
✓ , 

rechts-continu is, naar O convergeert als een der r 1 naar 
' - c:·!)C-, converge erL, 

+ <''<> convergerer1, naar 

o o • ., r l! 
geert. tie defini~ren nu 

F* 
n,w ... ., r n 

r n 

F r 1 ., n,b) r n als 
0 

• 
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voor n 
11 

1, 2, 

een vast 

van de continurteit van rechts de definitie van iedere 

functie breiden tot de 

ruimte:; 

ste lsel 

n, 
vert-crijge11 we, voor iedere 6lG..~ een consistent 

van verdelingsfuncties F * J n 
11,w 

1, G., 0 • ,. , 

dat op t::rond va11 

Stelling 2.5.3 

de consistentiestelling van Kolmogorov 

een wa. rschijnl1Jl{l1eid Qw op bepaalt. 

v-!e la-'ce11. 11u zien dat de aldus gedefinie·erde functie 

Q S met GJ Q , S e2 .. een geme 11gde voorwaarde 1 ij ke verde ling 

va11 x gege~e1 is. Daartoe moeten we aE:ntonen dat voor 

e lke Se de fu11ct ie Qw S va 11 w,... -l~11e et baar is en 

P - b .o. gelijl{ is al n PGJ x b S • Op grand va.n de 

constructie van Q S is het duidelijk dat dit het geval 
' is voor alle verzamelingen S van de vorm 

• • • r. < x. <. r!, 1 
l l :::::: l -< i < n 

met n eindig en r., r! rationaal met r. ~ r! 1 < i ( n, 
l l 1. = 1 

en dus ook voor alle verzamelingen S die behoren tot de 

algebra die bestaDt uit alle eindige verenigingen van 

zull{e verzamelingen. Omdat n1e11 eveneens gemakkelijk inziet 
• 

dat de klasse van alle verzamelingen Se , waarvoor 

Q S de gewenste eigenschappen bezit, gesloten is onder 

monotone limiet overgangen, volgt nu zie Loeve 1.6.A of 

Halmos 6oB dat deze klasse gelijk is aan , waarmee het 

bewiJS volledig iso 

De voorgaa11de stelling is i11 l1et bijzonder van toe­

pas~ing als x een stochastische grootheid of een stochas­

tische vector is. Men lean dit inzien door het boven gege­

ven bewijs op een voor de hand liggende manier te wijzigen, 

of door 01) te tnerlcen dat ee11 ei11c1ige collectie stochas--
tische grootheden altijd als een deel van een aftelbare 

collectie beschouwd kan warden. 

Speciale verme1e1ng verdient het geval dat_ ~zelf 

een aftelbaar of eindig product van de re~le rechte 

met zichzelf is en de bijbehorendeCl-algebra van Borel 

verzamelingen. Er is dan ee11 aftelbare of eindige collectie 
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stochasti~che grootheden x 

door x w = x als n n x1j x2, ' 

6 • • J 

... gedefinieerd 

d.WoZo X W =CJ• 

De stelling zegt nu dat x eer1 gemengde voorwaardelijke 

verde ling gegeve11 J heeft J en 

voorwaardelijke verdeling van x gegeven J omdat 

de voorwaar­

de li Jke waDrschijnlijkheid gegeven j omdat ~ x· 

Stelling 3o5o17: Zij x een collect1e stochastische groat-

heden en zij g een re~le Borel functie op met de eigen-

schap dat g x integreerbaar iso 

Als x een voorwa[rdeliJke verdeling P Al 
w 

gegeven 9 heeft, 

dan is 

p d c.J' 
uJ P1:>- b.o. 

Als x een gen1engde voorwa;: rdelijlce verdeling Qw S\_...,.,, 

gegeven j heeft, dan is 

Bewi,1s: De geldigheid van beide beweringen volgt op de 
f ; 

gebruikelijke wijze uit het feit dat ze juist zijn als g 

de indicatorfunctie van ee11 Borel verzameling in ·. is. 

Op grand van Stelling 3.5.16 en Stelling 3.5.17 
kunnen we nu besluiten dat elke voorwaDrdelijke verwach­

ting gegeven j te schrijven is als een integraal ten 

opzichte~van een gemengde voorvva; rdelij:l{e verdeling 

gegever1.1
3 

en veelal zelfs_·L:e11 01Jzichte van een voorwac:r­

delijl-<:e verdeling gegeve11 !J zie iStelling 3 .5 .15 . 



COLLOQUIM WAARSCHIJNLIJKHEIDSREKENING 

• Beknopte samenvatting 

H.OOFDSTUK 1 : MAATTHEORIE 

. 1.1o We hebben steeds een ruimte met punten ~, deelvzn r, A, ... 

1. 3. 

en klassen ~ooo van deelvzn. 

Def. 1.2.1 . Algebra= niet lege klasse die _complementen, 

eindige verenigingen en doorsneden, lege vz Obevat; 

er-algebra ook~aftelbare verenigingen en doorsneden. 

Def.1.2o2 o heet atomair als elk element een eventueel 
overaftelbare vereniging 

als r ;t=. 0 en voor elke/\e 

van at omen is; re:. 
geldt rn /\ = 0 of rn/\ 

St .1. 2. 1). Bi j een wi llekeurige klasse 'Jf is 

def 
of r"'" E "'",n 

is een atoom 

• 

de kleinste algebra die Je omvat., en de doorsnede van alle 
B 

omvattende algebra's. = de Borel-uitbreiding van = de 
B 

kleinste er -algebra die Je omvat; _ niet constructief aan te 

geven tenzij met oneindig veel symbolen n en u . 

Voorbeeld: = Rn; bestaat uit alle halfopen n-dim. 

intervallen 

de algebra 

a. < x. < b. i=1, ... , n , a. en b. € R, x. e. R 
l l l l l 1 

der reele getallen waaraan toegevoegd co en - o,o __ 

I 
= Jf bestaat uit alle eindige verenigingen van 

elementen van Je; B 
B 

bevat minstens: alle intervallen open,halfopen,gesloten, 

alle open en gesloten vzn; x f x < a als f x continu is. 

en productmaten staan in dit overzicht bij par. 2.5. 

w 
f C<.> EA 

uitkomst van 

een experiment 

' f ·➔ 
' 

<lf--cp 

f ,, > 

n X vaak:R 

X 

A c. X 
'• 

meting of waarneming 

f Cu 

__ A= interval 

.. , 
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De hier gedefinicerde cp is 

voor complement, aftelbarc 

a- -homomorf, d Ow. z. operat;L,egetro~~ 
,. 5 

immers 

warden 

00 

UA 
1 n 

hoogstens 

doorsnede en aftelbare vereniging: 
00 

U~ ~ etca Bij het begrip operatiegetrouw -, n 
aftelbare operaties beschouwd, hoewel onze 

oak overaftelbare verenigingen etco in hun beeld overvoerto 

niet-negatieve additieve vz-functie ge­

Op 0 e~~ a,,e,ora r \::.; ~ ... _L t.., t .. t o 

oo er 
definie~rd Als voor elk disjunct stel Ane , 

00 == Qo 
waarvoor toevallit:2: U /\ E 

...J ')'}=.1 Y, 

heet m rr-additieve j_nhoudo 

Def. 1.304 o ~~§~?-·«-add~tisve inhoud gedefinie~rd op een 
<T -algebr3 "jf. o 

St.4.3.3 o Een aftelbare 30m van inhouden maten met het-
• 

zelfde definitiegebied is ecn inhoud -~9at . 
• 

Def.103 .. 5., 103.6). I·e iT123.Jc:v0r::Jf. heet a--finiet respc de in-
; - = 00 :.:""- -"" - . 

o ------•-· '........ r:-1 
sing is met .0 e Jf (r·espo en voor alle P 

f ~ Do ) 

< oo en voor elke A. e. · m A m 

D. -<OO 
? 

m A ()Q o 

nag. 15 . De on -

~ ....... n­
.·) - - I 

vo].ledjg, 
s=> ~ 

als uit Ac/\, 
0 

0 - ... ,.-... 7 ,.. ... _,_ 
, ,, •.,; --- LJ V /\ ~··E Ji o 

resp: 

/\ € 
0 

Bl. J. ( ] 7 d • t "'-(Lf/ • • · .. ' , 1 / ,· g e g e ,, 2 n -. on v o _ . ..I- e .l. g .3 r~18J a u op ..n i s : · ; , ~ ... .. -' .. ; ·. 1 ~ :-- :~{ 

ar:· .... d. ., >.. ;,+ /\ "!/.J 
jr e. /\ A :::: ,6,. U /\ .,.~ I.:::,. €. 1f., I\ C 

O
E J1. ) (A

0
) = 0 

, 

Is een inhoud n1 op ~en algetra C steeds uit te breiden tot een 
B 0 

-
Geval 1: m ..0. eind:tl?;, dus na c eling m Q =1 m D. =0 is 

."'"! 

trivia:,.l J. 
ui twendj f.'!.:.:: ~., 

als: 

Dan blijkt 

00 

',
7 j_ ~l C::2 \ 7 Zn LTJ -- ( _ _} r ( r E. L., 

l v"" 1 1; lJ 

11.eet 
'.. I .,.... * -i 

< 'Yl .. 

definieren we de 

.r:a~JJroximeerbaar 

« , r "\ 
lim rn ~•n een maat 

"n ➔OO 
te defini~ren op de 

o--algebro. 

Verder is 

van a.11(:; r--a:cnroximeerbare - ~- neetbare -· verzamelingeno 
B 

Jf =-:. f:i U /\ ~• l E 
,.* I\ ~ 

, ) 

r r E C mogelijk is. 
'Y> = 1 V= 1 -n • l> "n , }) 

is volledig op Ji en bij gege,ren m uniek op 'X. o 

Geval 2: m Q =oo: via normaliteit splitsen en eerst -.. r > 

beschouweno Dit vzn· , 
de meetbare vzn zijn nu die A waarbij voor elke > geldt 

/\ /) E 
? 

,met maat die weer volledig en uniek is. 
f 



Alternatieve definitie 

voor elke .+: 
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van C~rathe9.?or~: A meetbaar betekent: 

. Dit geeft het-
zelfde resultaat voor 

niet-normaleo 
normale inhouden, maar geldt ook bij 

Voorbeeld: De geometrische inhoud m 

bij uitbreiding de Lebe~. 1 eTma~t op 
a,b 

R1: 
• 

C. c1 
geeft 

maat waarvan de definitieklasse de 
Borelvzn omvat en waarbij elk eindig 

maat heefto Via een splitsing van Rn 

interval een eindige 

in eenheidskuben blijkt 

intervalmaat 1 en voor -oo,x 

Als per interval door F bepaald is, is de toevoeging van 
F aan 

h. . .. b. 
11 '"" ... , 

a... .. ... o.. .. 
Def.1.5.5. 

..,1 "'k 

Elke is monotoon niet dalend; voer in verdelingsfunctie 

=1 en F x =0 als 3. x.=-oo--, dan is F x 
l l 

continu van 

rechts voor - ~ x < oo en continu van links voor 
• 

X = oo" .') 
.. R1 1n • 

Sto 1.5~2. De discontinu!teitspunten van F x liggen in 

hoogstens artelbaar veel = =1, ... ,n;k=1,2, .•• 
l. l 

In R1 is F x = F x + ;,___ p ~L x-x met F x continu en 
c n= n n c 

sprongen pn voor x X • n 
Defo1.5.7 . G x is een maatdefini~rende functie als G x 

bij Geen 

geldt 

voor mag vervangen worden door: 

is 

St.1.5.4 0 Als voor een maatdefini~rende 

bij voor alle x O < G x == 1 is en G oo 

functie G x op 
e 1,alle k 

dif~erenties voor k < n 

verdelingsfunctie. 

niet-negatief zijn, dan is Geen 

verdelingsfunctie, als geldt: 
• 

n 
R , waar-

• 

• 



ti. 
l 

o o o V 
x. 1 l-

en lim 0 0 0 
• 

V 
X. 1 :1+ 

lim 
X >oo n 
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1 . 

HOOFDSTUK 1a: BOOLE-ALGEBRA's 

0 

Dit gedeelte staat los van de verdere stof en wordt hier 

niet samengevato 

HOOFDSTUK 2 : INTEGRATIETHEORIE 

:D 

Speciaal geval:.O. 

functies heten Bairefunctieso 

R .. 

V o.e R als 

Borelvzn; de 

Geg .. .n R o"'" ,.=>n · et J ) J. J. \. I1.1 

f(vJ)~ a. J€. 

-meet bare 

-'7u i· · -i- ,.... r'\ ' .., .. c '·· ,""t-" 4""'\ 1 ·,, "or,. 'YO' en e · n J. ~11v;:;; ~L ll.,.;-;v v -c·. j5'i..'.: <' . ..rr.. 'E} er-· no1no11101---f' e ,:·.£·:Jee lding 
I 

cp·vc:n 1'C 09 Je ,, ]_• S 'ne t-v E-~ t t,:~ CQ ... ~ . ·10 ,rel 1· J" 17 
- - ..._,, ,I, I Q •'\., en 1· ~c e ver-·· 

~lr n"cen 
. I 

f' ' t o·c I en d .. · z een Y:Jr• ,- t o·o ·--n (;en J O I, r, 0 ,J. c .. C1, C -
.p +- .. 
.1. unc vlC r' ' Rn ), l{ of t~ cons'cruercr1 · 'let 0 voor elke 

""" ... ! 1 0 

/\lcJ!et -- A' voor slke a ER of an 

1 

e '::JIZ' en Cf w' f 1((..,.)t) <- a. . ) = w Jf(o>)~a. . 

'1. r,•,nneer f 11 C<)k voldoet :J is 1.·' ·· b. o. 

So e c i ,:_ £ l ··.( e v~ ,.~ .1 ~ ' = Rn 3 :,e ' 
w 

.B 
Borelvzn o Als r. e nu 

·-~ ' __ ,_, __ , __ ... -. ........ ~-~ .. "-'•-=-- . .., ;• 

w 
rt-"' - ·n· o· ·,•. · o ·, · ·· c1 --r f· 1· · ~ 
'_, ,. .. , • ... ... ,, - \,_,- -0 • 

er ...... 1 ·-· ,,. ... "'o ... , ... , ... ,,,. , ••· .L (.. 
'- ~◄ "' .... '-' . . d.i{~ rlle w fw <c. 

t.. , -
: · E: l{ of' 11 n 0 (➔ v c. t : d f n is ~ -~ 

.i.. 

S­ dus ~.··e 1·11oeten nu bij 

':Jf ~ i p V - ·;·' e k .,... t:l r,; ,.., ,<;."ll ' 
- JJ ~:,-LI~ .L 

, .1. 

Y f I Y '- c. 00 r, 
. s C-

• 
41 ♦ 

1 is 11 hcet 

l S a:, ....... a~ ,. ... _.,, ,, ... · n VO gen'" V ~.1. •.. v<.' 

de1 .. 
p ' 

•• 

,. , . 00 <.:. ..,. 

de verdelingsfunctie van f, c.q. de simultane verdelings-

• 

Equivalente eis: voor elke Borelvz B is w f Cal E. B c..X. 



is een Bairefunctie, 

)'( -meetbaar o Hierui t 
-

-5-

dan is g w 

volgt dat met 
f1 w 

fen g 
, 6 o o , f n c.u ook 

ook f + g, -+ fg:, f , f en f behoren tot de klasse M der meetbare 
functieso 

Als f n=1 3 2,o oo meetbaar zijn en f lim n ~>~ 

j.-t- boo dan f E M-:,'f,., d.w.z. er is een gE M zodat 

)1- boOo 

In deze gehele paragraaf is een ~-finiete maat-

ruimte. Via de ordinatenverzamelingen 

defini~ren we voor meetbare functies f 

Def.2.2.3, pag.106 
f+ en f-d ; • 

is een van beide eindig dan heet f integreerbaar klasse I 

en zijn beide eindig dan heet f sommeerbaar klasse S. 

De klassen I* resp O S * bevatten de functies die - b. o 0 

gelijk zijn aan een functie uit I respo S. 

I • l L A al Ii 

~o<. u.., ., o<. e R, 
~ Afr -fc 

• • 

~► f c..) )A- - boo .,lim 

de n 

t d n bestaat en is eindig. 

f ev voor :f w o·van 
beneden en voor f ~ s O van boven wordt benaderd. 

geldt t w ➔ f ~ -boo. en lim t d bestaat en is n n 
eindig, de eigenschap f = lim t d o n 
De eenvoudigste integraal-eigenschappen warden hier niet 
genoemdo 

Tscheb chef: 

C 
f d 

f E. S ~, f > 0, dan 

Gemajoree~de. qogyergentie: ~ g E: s ., 
f w <. g Gt) 

n 
* lim f E S en n 

Lebesgue: 
' 

-b.o . ., 

< .f du<C .-::: oo n /~. ., dan bestaat lim f w n n ➔o-=> 

Continuiteit: 

bestaat 
d . 

w 

' 

• 

~ 

M en 
- b. o ., dan 

w) - b~ o", - oe>< 

-b.o., lim .f c S* 
n 

. fr Cc..> ~ h w , he: S *, 

en voor 

dan is Cf 

-bijna alle v.> is f-1; ru .· continu naar 

dp 

• 
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Differentieerbaarheid: 

h ES * voor en 

=0 1 

voor f'--bijna alle CcJ bestaat d 
in 

~) extra eis, staat~_in 
O nie 

syllabus! ; dan is q> 

~- ft w d differentieerbaar in 
' 

I t 
0 

d 
w .. 

0 
St.,I 19 oAls voor alle f 

d 
/\n 

( A =0.s dan 
f E ~ * en f lim C ., 

"n -,>-OG'I- /\ 
'11 

een cr-finiete o--additieve verzamelingsfunctie gedefinieerd 

op !) )) is absoluut continu toO.Vo dus /\ = 0 = 

• 

' 

/\ 0 0 

f d 
A 

V 0:4)) A 
/\€ 

schie en dat 

0 

v(A)-

f is -bijna uniek; is nog gegeven ~at 

A is, dan kan de keuze van f zo ge-

Overzicht 

ender 1o2 
van product-eigenschappen; in de syllabus ook 

pago6-10, 2.2 pago 99-106 en 2o3 pago132-138. 

Het cartesisch product~ 
:, 

• 
l 

• lS 

associatief 

is 

i=1 
door identificatie o Als . een algebra in_. 

i de~ i 

algebra die alle 

deze bestaat uit alle eindige verenigingen van A\s. 
B ~ .. B B B 

1 X o o oX k 

gelijk aan 
B -::i B-

-1 :x O O O ){ wel een algebra maar geen a- -algebra 

zal zijno 

Gego twee 

Dan is 

rr-finiete maatruimten • 
1 

i=1.92 0 

n • def 
m 

j=1 j=1 
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voor disjuncte verenigingen een o--additieve normale 

maat 1 x 

op een 
o We hebben 

nu een product van maatruimten: 
1 

1 :x 2 ° 

De vorming van deze producten is associatiefo 
.B 

geldt voor de sneden: V A e 
wi w.., 

3f. 

e I p
1 

, etco 

Fubini: f cs~ X 
-t .2. 1 - f d 

f d 

, 

in-

We beschouwen nu een 

zelfs niet aftelbaar 
indexverzameling 

behoeft te zijn; 
T die niet eindig en 

bij elke t. e. T is een 
maatruimte n, Je, 

l:' "C "l:" 
gegeven met 1o Dan is 

IT 3 een ruimte, waarin W= 
-z::eT 

voor elke 1:e T een 
<--<., en een punt is .. Kies nu eindig veel indices 

'"'C 1:' 

en bij elke j een A E 1f ' 
TJ TJ 

Cc.) w €: /\. :J II O O , u.J.,.. C A r 1 r -1 ., ,,, r ,.., 

1 LN '"C 
LET 

T:-=f.= r~ 
J 

met basis 

-c . 
d 

A geeft een normale inhoud op r. 
j='1 J 

de kleinste algebra die alle cylindervzn met 
re:T 

eindige basis omvat. 
P. 

bestaat uit alle cylindervzn met aftelbare 

basiso Wanneer de normale inhoud m o--additief is~ kan hij 

warden uitgebreid tot een maat .B 

speciaal geval van de volgende stelling: 

St o 2 "5 o 3 o Kolmo,gorov. Als voor elke --c ET 

Euclidische ruimte Rn is metals ~-algebra 

en er is voor elke eindige greep -c. "1 ., • • (I, .3 r: 
I N. 

D.. een 
"C 

1f: de Borelvzn, -c 
een interval-

maat ~ gegeven met · ....... 'O... = 1, terwijl 
"t:" ••• i: I J c_. • •. -CN • 1 ,:. 

1 N • • J= 

greep 

stel A E 'Jf j=1, ... ,n) geldt 
,::. 'C· o d 

.. .. . 
1:1 > - • ' > r N 

een maat 

en elk 
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volledig gemaakte van de vorige stelling; 
~ I 

vzn, dan is er bij elke 
• • 

slechts eindig veel w afhangend., met lim f w = f w 
~ n 

'- b. o , 

gelijk 
, 

aan de limiet van een rij eindig-dimensionale Bairefuncties 0 

• 


