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3 Waerschijnli jkheidsrekening.

3.7, Stochastische varisbelen

Def., 3.1.1: een maatruimte (Q ., % ,P) met de eigenschap
P(Q) )= 1 heet waarschijnlijkheidsveld. De genormeer-
de maat P (Probabilitas) wordt wasrschijnlijkheid

(kans) cenoemd, de elementen van A heten eventuali-

teiten (gebeurtenissen).

Def. 3.1.2: de K _meetbare re&le functies op het waarschijnli jk-
heidsveld (L2, X P) heten stochastische variabelen

(stochastische grootheden).

We zullen de stochastiszsche variabelen x(«3), y(+) etc. dikwijls no-
teren als X,y etc. We schrijven dan, a8ls B een Borelvz. op de reéle
as s P{_}_{_eB} in plaats van P( {w | x(w) ¢ B}) e.d.

Een greep van n stocrastische variabelen 545,..j5ﬂlzullen we soms
agnzeven met x = (x,,...,x_). We spreken dsn van een stochastische
vecisor.Algemencr duldsen we ook een vz. stochastische variabelen

{x }IHET}- , waarbl, T een willekeurige indexvz. 1s met X aan.

Zr il
Ool voor niet stochastische vectoren gekbruiken we deze afkortingen.

We schrijven bijv. x(..) = a in plaats van x_ (w) = a_ voor alle teT.
De’. 3.1.3: is x = (5’13 Ve j_;__c_,,l) (n eindig) een stochastische vector,
dan heet de functie
defl
Fi(x,l_,..wxn) === P {;_«;__ & X, ,,.3§n§xn}

de verdelingsfunctie vaen X of de simulfane verdelings-

L R T Ity ST A S . W N - A AR, i

functies van X, «. . )R e

e zagen al op blz. 9% er: CH dab FX ecn verdelingsfunctie is in de

in van Def. 1.5.1..

FCef. 3.1.4: Twee stochastische variabelen x en y heten eguivalent,
als x(w) = yv(w) P- b.o. Twee stochastische vectoren
neten equivalent als hun componenten Twee aan twee

equivalent zijn.

Opm.: Het is duidelijk, dat twee equivalente stochastische vectoren

dezelfde verdelingsfunctie hebben. Het omgekeerce is geenszing het
geval.
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We geven nu een zodani;je formulering van de stelling van Kolmogorov,
dat het belang er van voor de waarschijnlijkheidsrekening duildeli jk

uitkomtT:

St. 3.1.1: is voor iledere eindige greep 'qu...j'tr uit een indexvz

T een verdelingsfunctie E: -~ 8&egeven en zijn al deze
13‘“"5?

verdelingsfuncties consistent, d.w.z. is steeds

k (Xﬁ'"""}x 3OO)EF (X 500¢3X)
Taseees s Toin 1 T IH,Q.a,r} 1 r
dan 1s er een wh-veld, waarop men stochastische variabelen
X kan definié€ren zodanig, dat voor iedere eindige greep
T, ,.0..5C0, de vector (x ,...,x ) de verdelingsfunctie
1 . — T, =T,
i3 heeft.
Thseees Ty
. . + o B) B 2 T .
Bewijs: Z1] % = _71_7 . ) de vz der Borelvzn in R ((j{t ig de vz
der Borelvzn in het “t exempnlaar Van.R ) en z1i1] /xr _ de door
tttj
pz. . ((a, tﬂ)** AL I? T op ? xg, bepaalde Yinterval-
/]..‘?*‘.9 T 1_9»9: &
maat. Nu wordt volgens St. 2.5.3 op(RTﬂ gf) eenfmaat P bepaald met
de eigenschap P(Z(ﬁwﬁ,.., r)) /uT:ftO*stT(A?ﬁ”**ﬁ/kf) waarbi j
A e (3 . De functies x_(w) = w. (de T° codrdinaat van R ) zijn nu
T T T t

stochastische variabelen met de gegeven verdelingsfunctics, immers:

P = X .. < ~a0, Ty | 5 eens{ ~co,T_ |)=
"X",] 'C,I*' ’.}}‘ } ﬂtqﬁﬁc- T(( e jf:} ( 0 I’])
= F (qu...jxp)a

-Z:/ljoatj.[,—r

We kunnen dus steeds elk willekeurig aantal stochastische variabelen,

voor zover deze door hun verdelingsfuncties bepaald zijn, op eén

TR - My AN Sy ommminl - Ao A i - g r W gy e e o P T bl + SN S - iyl St e

wh-veld defini€ren. We wijzen er echter nogmaals op dat een vz, scechas-
Ttische variabelen.{xT 1126T} gedefiniéerd op (L ,X ,P) i.h.a. niet
volledig door de bijbehorende verdelingsfuncties beschreven kan

worden. We herinneren in dit verband aan het begrip verplanten (zie

pag. 93 e.v.,). Hierbij wordt £ in RT“afgebeeld door Rréay = x(w),
terwlijl de o - algobra;a der Borelvzn in R' door de o -homomorfic

@ op 351“ wordt afge"meld als C e 9 dan is 90(5‘ = {w X () € C}efffx
= de klelns ce o—algebra, die alle vzn van de vorm [ P{t L) = y_c} be -
vat. Op G,wordt dan een wh P' ingevoerd door P'(C) = P(q(C)).

Men kan gemakkellgk'“n ien, dat P' Juist de in St. 3.1.71 genoemde
door de verdelingsfuncties voortgebrachte maat 1s. Het gebrulk van

verdelingsfuncties komt dus neser op ce overgzang van de maatruimse
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B ®
(2, % ,P) naar (RT g P'). Dit wil zeggen, dat deelvzn van Q , die

wel tot A maar niet Tffx behoren nu niet meer als eventualliteiten
kunnen worden opgevat. Zo is de vz { co]x_c(c,o) cc (TelT } i.h.a. geen

eventuallteit, omdat de vz {y !y 2c (teT } geen element vanB(ai is,
die immers slechts aftelbaar-dimensionale cylindervzn bevat (St.2.5).

Voor de meeste practische toepassingen is deze beperking echter geen
bezwaar.

We voeren nu het volgende begrip in:

Def. 3.1.5: een wh-veld (il,ifiP*) heet een vergroving van
(Q,¥X,P), als K X en P" (A7) = P(A™) voor alle A" e K~

Een voorbeeld van een vergroving van () ,X,P) is het wh-veld

(Q, XCX_,P) . Het kan nu voorkomen, dat X zo "grof" geworden is, dat

QO te "rfijn" is om X éenvoudig te beschrijven. We kunnen dan-probercn een
rulmte (oM te contrueren, die beter bi] ¥ is aangepast. We vragen ons

nu algemeen af, of het mogelijk is, om blj een gegeven wh-veld

(£2 , X ,P) een ruimte (2" te construeren , die bestaat ult digsfuncte deel-
vzn <~ van ), zodanig dat iedere KeX een, niet noodzakelijk af-
telbare_ vereniging van w - en is en waarbij de nieuwe''punten'" W™

zO groot mogelijk zijn. We zullen zien, dat de volgende definitie
van ¢~ aan de gestelde eilsen voldoet:

defini€er bij iedere wel) de vz w'als

@ = ﬂLweKe ) K.

De vzn o zijn in het algemeen over-—-aftelbare doorsneden van K's,
dus geen elementen van K. We bewljzen nu

ﬂOOfLO mf.&)%

U )

bewijs a): als er een K is met w,eK enw, ¢ K, dus w, e K dan
volgt uit de definitie, dat t.,o,‘* w; = 0O is. Geldt voor iledere K e¢ XX,
dat w, en w, beiden of geen van beiden €K zijn, dan is cg),} = cog” .

a) als AP £ ~, dan is w )
b) voor alle XKeH geldt K

"V y

bewijs b): voor cwweK geldt {w} cw cK, dus K = ugcJK {(«)} ¢ C

CJEJK(’") cK, zodat K = Qgé’K“) ;
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Noemen we de vz der verschillende w™ nu Qﬂ, dan 1s aan de gestelde

eisen voldaan. Het is duidelijk, dat de " niet vergroot kunnen

b
worden, immers als we «w met een punt {uoo} vergroten, dan zljn w u {ooo}

en wé“ niet disjunct. We kunnen ook niet w™* met wg verenigen, omdat

er een K is met w_ € K en w ¢ K, als ™ # Ww? 1is.

In plaats van '"iedere XK uit ¥ is een vereniging van w -en' zouden

we moeten zeggen 'er bestaat een eenduidige afbeelding Kz:—-—:-.\K* van
de elementen van X op zich zelf". Hierbij zijn de K's deelvzn van

Q) en de K™ -en deelvzn van Q. De afbeelding KesK ™ 1is Oop triviale
wlijze een o —1somorfie.

We beschouwen nu het speciale wh-veld (), ffcx,P) . jﬁx is de klein-

ste o -algebra , die alle vzn van de vorm 3¢ | x_(eo) = y.} bevat.
Als nued, e K e ¥ en x(w) = x(w,) dan is ook we K, immers blj de con-

structle van % _ spelen alleen de functiewaarden x (w) een rol en
niet de individuele puntenw. Hierult volgt, dat 4:.0: = mQK K 5

ﬂ{c.u} ()= x_ (e, } {w X ()= x(e )} . Anderzijds is
u.) c{&))x (w) ( voor ledere T eT, dus (,,...)O < ) {w x_(w) =x (030)} ,
T
zodat co w}x(w) = X(w )}
De ruimte_(}_ bestaat dus uit alle vzn van de vorm {oo () = ¢ } met
¢ € RT. Wanneer ¢ geen element van de vz
def
T T *
Rxm{y{yﬁﬁ 3 3(‘\)}((&.}) zy} 1S

dan is {m x(Ly) = C} = 0. Het is duidelijk, dat 'n één“eenduidige at -

beelding (O HRT bestaat. Men zlet verder gemakkelijk in, dat de
algebra's “C n R}c en :ffx c-isomorf zijn. De maatruimten (), Iffx,P) en

(RT B% R;,P' ) zijn dus op ¢ - isomorfie na geli jk.

We beschouwen nu een stochastische variabele f(w) op (2, %X,P) .
Volgens de verplantingsstelling kan f(w) verplant worden naar
T,B(&:’,P '), zodanig dat voor de corresponderende functie q} (y) geldt:
@ 13 Bg meetbaar, dus @ (y) is een Bairefunctie op RT en

q){y éb(y & B { L)) € B} voor 1ledere Borelvz B op de reéle as,
terwljl de functie x(w) overgaat 1n de functie y. We hebben dus

speciaal (v | (v) = ={wlx(we{y[P(y) =a}l} = [w]px(w)= al =

{(,o | £(w) = } zodat £ () @(x (¢o)). Hierbij is @(y) door f( )
eenduidig bepaald op R en kan blijkens het bovenstaande tot R' wor-
den voortgezet als een Bairewfunctle, We vinden dus



St. 3.1.2: is f(w)) een stochastische variabele op (Q, ?E’X,P), dan

is f(w) te schrijven als een Bairefunctie van x(w).

Opm. 1: we zagen eerder al(S3t.2.7.3) dat ledere Baire-functie van een

meetbare functlie een meetbare functie is. De klasse der stochastische

variabelen op (L2, fPCX,P) is dus julst de klasse der Bailre-functies
van x

Opm. 2: zonder gebrulk te maken van de verplantingsstelling kKan men
met behulp van de g-1isomorfe afbeelding G@ nR 3‘@ aantonen, dat

f(cy)een %%QR - meetbare functie van x(¢)) is.
Immers: ¢)) 1is constant op vzn van de vorm { w{x(m) = c} , omdat
(.oe{cw flew) = £{w )} voor iledere w met x(w) = X(m ). Dat wil zeggen,
dat f‘(w) een functie g(x{(w)) is. We zien nu, dat q?{y y)éa} =
w{oo a}elfﬁ , dus {y lg(y) ma}fi %HR

Als R C(; is (bijv. als RT = R ), dan volgt hleruit direct, dat g een
Balr'e functie 1s. De vz RT is echter* i.h.a. geen element van Bg.

Tegenvoorbeeld: zij{) een niet C} -meetbaar deel van R zij K = B N L)

en z:Lj x(¢3) = w. Men ziet direct in, dat de functie x{ww) = w meetbaar
1is {y oy X (La) = y} =() is echter niet ?-—deelbaar per defil-
nltie

3.2 Waarschijnlijkheidsdichtheden.

Def. 3.2.1: een L-sommeerbare functie f(x,l, e ,x.n) heet een verde-

1ingsdichtheid of wh-dichtheid, als de functile

f ( f(y,‘, e sV ) 3 yq+..4d7Y, €én verdelingsfunctie 1s.

2
zZe

e zeggeh dan daf dé ée;dellngsfunctie een wh-dicht-

heid heeft.

Voor wh-dichtheden geldt

St 3.2.1: een L-sommerbare functie f(x) = f(x,}, . . ’-’Xn) is dan en
slechts dan een verdelingsdichtheid, als
a) f(X) O iS/LLL“b O .
b) f(X) ax" € g Mf(x Xx_ )dx dx_ = -
R T L
— & — D

Bewijs: 1° als f aan a) en b) voldoet, dan is P(A)= f f(x)dx een
cenormeerde intervalmaat op de L-meetbare vzn metv merdelingsfunctie
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X

F(x) = J f(y) dy (zie Def. 1.5.4),
e LD
o b
% als f(x) een wh-dichtheid is dan is J f(x)dx =A F 2o voor

a.

alle reele a en b. 1Is ' een eindige som“van disjunc%e intervallen,

dan is dus ook d{f(x)dxéio. Is A een L-meetbare vz, dan 1is er een

— . . :
rl] {['n}' van eindige intervalsommen met /xL(A£LF%)<L%-. (zie
Def. 1.4.3 e.v.). Nu is | fdx - fdx‘é/}fldxéo(nqm),
A r?h AATS

f fdxzo en dus f(x)zo /“L .0. Dat b) geldt 1is triviaal.

We zagen eerder, dat bij iedere verdelingsfunctie F = F(xq,é..,xn)

de Borelvzn van R' F-meetbaar zijn. Als F een dichtheld heeft geldt
zelf's

St. 3,2.2: Als de verdelingsfunctie F en dichtheid f bezit, dan is
ledere L-meetbare vz A ook F-meetbaar met ‘f’ dE j%(x)dx

Bewl js: f(x)dx 1s een maat op Rn die op alle intervallen met
de overeenstemt, zodat op graond van de uitbreldlngsstelling voor

maten B( f(x)dx = g dF is voor alle B « CE Voor een L-meetbare

vz A geldt echter A = B + A_ met Be g en A_c B_¢ c} met /uL(BO)= 0,

dus Hf fgx = hfﬁ dF = o. Wegens de volledigh:zid van de F-maat en
B

de megat 18 nu jp deF = 0, dus _{fdx x‘£dF.

A
O

De volgende stelling geeft een kritirium voor het bestaan van een
dichtheid blj de verdelingsfunctie F:

St. 23.2.3: de verdelingsfunctie I bezlt dan en slechts dan een
dichtheid, als iedere Borelvz met L-maat nul ook F-maat
nul , heeft.

Bewlijs: de noodzakeli jkheid van de voorwaarde volgt ult St. 3.2.2.
Dat de voorwaarde voldoende is blijkt als volgt: zl1j A een vz met

L-maat nul, dan is AC B met B¢« B(_g en /uL(B) = 0, dus (dF

B

van de volledigheid van de F-maat 1s 00K ﬂ(dF = 0, De F-maat 1is dus
absoluut continu t.0.v., de L-maat. Op gro%d van de stelling van

= O Op grond

Radon-Nikodym 1is er pu een L-sommeerbare functie f met _f. hffdx,
dus speciaal F(x) mJ{ f(x)dx.

— O
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Opm, : Ult 3St. 3.2.3 volgt, dat twee aichtheden f,I en f2
bijiFJﬁ«L - b.C. gelijk zijgn. Het 1s gebruikelijk, dicnt-
eden overal > O tTe klezen en z_  wogelljk continu. Hel is
culdelijk, dat, als een dicntneid f bij F gevunden kan
worden, dle op een interval 1 continu 1s, I de enlg moge-
1ijke dicutneld big B is, die continu 1s vp I:. twee

verschillende continue functies zlijn verschillend vp een

vz van positieve L-maat.

g
. -- r detf ?)
Speciaal zullen we als F (x) = ——————— F(x) bestaat en

X D3
1¢¢;D "

continu is steeds F' als dichtheid bi, F kiezen. Om aan uve

tonen dat ditl mogeligk 1s, bewljgzen we

X

a ) / F'(y)dy = F(x)

- S0

b ) F'(x) > O

g,

g

Bew1js a): dour nernaalde toepassing van de zgn. nooid-

stellling der integraal- en differentiaalrekening:
X

g(x)-g(a) m-;( g (y)dy voor één-dimensionale R-integralen
a

|

X X
(F' is immers continu) vindt wen /N F { F'(y)day voor
a a

X
alle a en x in R, dus f F'(y)dy = F(x).
- C0
- _ X+
s . ! . . * .
Bewijs b): F'(x) = lim SR 12; F > O.
h {0 X
Anderzijds volgt uilt
X 4 X
" L 4 _ ) i
F(Xa50..5X, ) = “dgf e J f(Yas.e.sy,)dy,...dy,, dat

F'= f is voor alle x, waarvoor f continu is.
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St. 3.2.4: is f(xq,e,a,xn) een simultane verdelings-

dichtheild bi; (§4,$¢.,§_) en 1s e n, dan is

op een vz van de L-maat nul in R™ na de functie
Jee GO
J .o ‘m/f f(yq,auﬁ,yn)dyqaﬁadyn een

- O — 20

dichtheid bij (3,],., . Q,iﬂ),

BewlJs: voor de verdelingsfuncties Fm en Fn van

(X500, ) Tesp. (X,4,...,% ) geldt:
F (xq,...,% ) = Fn(xﬂ,a,g,xm,ugj,qajgg) =
‘}5’1 '}*{'m — CO‘ “
- f ©et / f °© e v ....‘/ f(yqsﬂeasyn)dyx)au;dynﬁ
- 0 - O - G - O

Het bewljs volgt verder direct uit de stelling van Fubini.

3.3 Unafhankeli jkheid

lef'. 3.3.71: de stochastische variabelen Xqs...5X heten
onderling onafhankelijk (o.o0.),
1
als F = 17 F ,
XgseeesX X

Fnog=1 R

LR

Lef'. 3.3.2: de stochastische variabelen Xt (te T) heten

0.0., als voor iliedere eindige greep tqjaaq,tn

uit 1 de varlabelen X, seees X 0.0 Z1gnN,
T n

—

ef’. 3.3.3: de (eindig diwmensionale) vectoren

x, o= (ét’q,ﬁg.jétjn(t)) (te1) heten o0.o0.,

als voor ledere eindige greep t,‘ﬂu,tn uit T
I
gelat F_ N = |7 F.
__t 3 s o o 9 Ht‘ cj — /} :____"LJ M
d [l J

lel. 3.3.4: de stuchastische vectoren X (ueU) met

X . = {ﬁu,tu} tue:Tu} heten ©0.0., als voor

ledere eindige greep Ugs oo U ult U ieder
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stel eindige deelvectouren Yoo 5005y van

X o o o g X 0.0, Lin.
SIOP 920 <1 Jn
“ N

(Onder een eindige deelvector van x verstaan

F

we een eindige vz van coumponenten van x).

Lef., 3.3.5: is (f2,#% ,P ) een wh-veld, dan heten de even-

tualiteiten Kq,gam,Kn 0,C.,, als

P(K,,...,K ) = 7T P(K

‘ef. 3.3.6: de deelalgebra's A,... & van X heten ..o.,
als voor ledere keugze an;&ﬁ,,ué,Kneﬂk% Ge

eventuallteiten K

q,aag,Kn 5.0. zZlJjn.,
We kunnen nu de onafhankeligjkheid van stochastische
vectoren X, (U€ U) beschrijven met behulp van de

algebra's }@K .
“u

We bewl jzen hierover

ST. 3.3.71: de stochasiischne vectoren
X :-:-:{ 35—-1:‘ T & ’i} en vy m{is} S & S} z1lJn

dan en slechts dan v.o. als %% enﬁ%y J. 0. 2ign.

Bewljs: & . bevat alle eventualiteiten van de vorm

- I

/N {ggt:g xi} enﬁﬁ& alle eventualiteliten /) Io & yg} :
’ | k=" Kk

Uit de onafhankeli jkheid Vanﬁfi enﬂk& volgt dus direct

de onafhankelil jkheia van x en y. Zijgn owgekeerd x en y

A ANE— T

0.0, en geven wl,) de vz van eventualiteiten van de vorm

N
/“L{X 2 X é;xj}‘ aan mev X, en de analoge vz bi, y
, X
e

10 YT -
7~ ‘:\ N N
e T jfy_, aan zijn )'\""X en ./Cy O.0., lilniers als h & -7‘:}( €

~ A A
P{Ky“Kx}x VA “x y LY Fy Yy

X, ¥y T . X,y —T11 =

I
}
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X] yt A A
= AN F,. /\ F = P{K ) .P{K_} , waarbi,
x Zn Ty L { y:} X}
x:(xq,aca,xn), ﬁﬂﬂ(§4,ﬁﬁg,§{n) ete .
Voor een vaste Kxe.ﬁ; et Ph{ﬁ&} £ O definigren we nu
; p A del s (D : h
op }Cy de vz-iunctie P{Ky} = P{;{XKy} / r{Kxg . Men zlet

N\

cemakkeligk in, dat P een maat is up;R&g Taar F up)gy

net P overeenstewmt en dus otk Op de algebra van eindige

N

Eﬂ)ﬂMﬁl‘Wﬁﬁ:?ylS, stemt P op de Borel uitbreiding van deze
algebra uwet P overeen (zie St. 1.4.4). Teze Borel uit-

coe ﬂ 11717 X ' = ” ¢ | ”
brelding 1s echter JulSt=ﬂ&a Tus P{Ky} = P{Kxhyj / 3{33}

ot P{EXKJ} = PQEX} P{Ky} vVouor alle %Xangk (als F{Eg}mb

1s dit triviaal) en alle K ¢ 7Cy.,
Toor bovenstaande redenering toe te passen op de umaat

(op :?(X) P {K\} = P{KxKy} / P{Ky} VOOor een Kya J't'y
mnet P{Ky} # O vindt men voor alle Kxé“kk en alle K_& XK

vy oy
PIK K} = PIKY PiK } 5 /T, en X zign dus o.o.

Loor herhaling van de boven toegepaste redenering vindt
men algemener

St. 3.3.2: de stochastische vectoren XgsooesX, zljgn dan
en slechts dan o.0., als f&,,gﬂ,ifx 0.0. zijn.
] n

We kunnen nu Tef., 3.3.4 iets korter als volgt forumuleren:

lef, 3.3.% : de stochastische vectoren x. (ueU) met

X m{ X, } T &« 1 neten ©.0. als vour ledere
—U wzu u u

elndige greep Ugs oo sy ult U de algebra's

”}fCU‘.,;"a#ﬁ’kU_n U .0, ZiJl’lc

Een gevolg van deze definitie is nu
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oT. 3.3.3: zijn de vectoren X, = éfu}tué Tu} (ue U) o.o0.

en 1s voor ledere u y  een vector, waarvan de

- AT

componenten Baire-fluncties zijn van x . dan zijn de

L=

vectoren y . 0.0.

Bewljs: de componenten y van y. . zigjgn Balre-functie van Xx

11 =11
en dus kx -meetbaar, d.woz. de vzn { t VA y‘t v zign eln van
u
;kx , CQUS iky C. %, . wegens de onaihankeilgkheid van de
:&;u z1lJn nu Sok de }t: 0.0,
U Yu

St. 3.3.4: zijn x en y eindig-dimensicnale stochastiscue

vectoren, die 0.0. zijgn en verdelingsdichtheden
f, en I Dbezitten, dan heeft de vector (x,y) de

verdelingsdichtheid fy,y = Txf,. Omgekeerd volgt
ulit fégi.m féffl‘dat X en y o,0. zijn,
— y ;
Bewiis: Fﬁjlﬁx,y) = FEfFi_m:_"[fEﬁu)du ~d{ flﬂv dv =
X J
= [ ff (u) f_(v)du dv (Fubini). Omgekeerd is
X J
-0 -0
Mf Y X Y
F = Jf £ (u) £ (v)du dv = f f (u)du . [ff (v)dv =
X, ¥ -5 - = S - = o L
~fx o Yy
§£_.__3__._3..._5_ Zijl’l X = (_}_f:_/;:avasz{__n) en y = (_y__,i,”.,,y_n) 0.0,
vectoren met dichtheden fx en  _dan heeft de
vector z =X Ty = (X4t s e s ,gmn+y_n) de dichtheid
fz(z) = fy(z~x) f (x)dx
—— ...CO ———— ——
Bewijs: P{z ¢z} = /f f (x)f (y)dx dy =
x+y z =
0 zZ-X oz
= [ ) ofrx)ax dy = [ ff(y-x)f (x)dx dy =
coO  -C0 == = c©© -0
Z O O
= f "/ f (y x)f (x)dx dy, dus [ f_(z-x) £ (x)dx is een
t. .-(/O o —— —

lichtheid bij F_

A

Algemener geldt
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w: Zijnz_{_: (_?_C_/}Jﬁﬁﬁﬁ_}g_n) en;___::: (Vq,am.a,y ) Ve U met
verdelingsfuncties Fx_ en FV dan neeft z = X + Y
00
de verdelingsfunctie Fz(z) = { F (Z*X)d Fo(x).
B ...-CO i—-—-
Bewlijs: als we voor X = (X,t_, Ce 3:><:m) definigren
] als x> O
t(x) = { =
O anders,
dan geldt voor gen verdelingsfunctie F(x) = F(x,l, e ,:x:l_;),
dat F(xo) = f ¢ (% -x)dF(x). Is F,. , de verdelingsfunctie
. Xy NS
van _g_c_,y__)_, aan geldt Fz(z) = /f de_ = f j . (z—-x“y)dFK
— X+y Z P -0 ~C oo
[ [ ¢ (z-x-y) £ E (z-x)aF, (x)
e { Z—X—Y o3 AH — I3 Z-X )P X
J S «Fy = S Fy x
00 o0
Opm.: zowel [ F(z-x)dG(x) als J f(z-x)g(x)dx worden met
0 ~ OO

het woord convolutie (resp. van F en G en van f en g) aangeduid
en genoteerd als FPxG en fxg. Men gaat gemakkelijk na, dat
belde convolutie-coperaties comniutatief en associatief zijn en

distributief t.o.v. de optelling.

3.4, Verwachting

Tef. 3.4.1: is x een stochastische variabele op ({1, -7C, P) dan

heetT J/ x( & )dP de verwachting van x. We duiden

A

ae verwachtlng van x aan met & X .

m———

: £xX 1is natuurlijk alleen dan gedefinieerd, als de betref-

fende integraal bestaat, d.w.z.als J|x(w )]dP < mis.
S

Bij de verplanting van (X1, ]g(, P) naar (R, g, P') door widdel
van de afbeelding v = x(wW) gaat de maat P over in P' geaell-
nieerd op B; door FP'(B) = F -{w]x(w B} wW,z, P' 1is de
aoor de verdelingsfunctie Fx geinduceerde intervalmaat., MetT

behulp van St. 2.2.3 bewijst wen geuwakkelijk, dat voor de in-

tegraal van een souwmeerbare functie f(x) op een maatrul..te

(X, L”’ /‘4) geldt, dat /f( )d/v(

o< M - N
= 1liw > n? /‘4({}:(1’1-—-’1)2

£ £(x)& n2 M) is. Taar bij de

e

N -5>”CO__22§

verplanting P(.{ W (n 1)2 ~N

-N
) =

L x(w ) 4n?

jee
= P ({ y’ (nw’I)Z_NLy é’nEmN ) is geldt ook fx( W )dP = J ydP'~ [ ydF_
iy

R ~ Q0
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We hebben dus

St. 3.4.1 : als gﬁ_g bestaat, dan is g X :[_ h de

L

Algemener geldt

St. 2.4.2 : is X = (x,4,...,%X,) een stochastische vector en is

% (X) een Baire-functie van x, terwijl £’ i; (x) bestaat

aan is gf(g_c) = L_@(x)d}?x.

bewi js: @ (x(w) )= (w) is een meetbare functie op ({2, K;:,P) . Bij
verplaatsing naar (R,Bg ,P') door middel van de ¢-homomorfie ¢

gaat f(w) over in een Bailre-functie y (y), waarvoor geldt, dat

© ( { vy vy (y) €B ).,—_—.:{oo ‘ £ (w) é'B}* (iedere Be %), Men verifieert
gemakkelijk, dat men voor Y de functie § kan nemen, immers:
{wlr@)eB = {©]d (x(w) e B} ={w|[x@)e §7(B) = dlyl ve & Th})-
" =¢{y]|§ (y)e B). Nu geldt dus ook P({w| § (x(w))e B ) =

P'({y |§ (¥) e B}), dus speciaal PUw| c, < § (x@))4 cy )=

; P;’({y } Cq L ¢ (y) ¢ 02} ), dus evenals boven: 5{55 (x (w)dP=

J § naw,

- P w——
Def. 3.4.2 : 1is x een stochastische variablele, dan heet
/'t ” def E J__gk het k:d{:3 moment van X
""k agt g (x= M )k net kde gereduceerde moment van X,
{/L;k agt g;{;{ = het k° absolute moment van X
0‘2}5 dgf /’\?{2 de varlantie van Xx.
K .
Opm. Def. 3.4.2 geldt onder de voorwaarde, dat f};_g( 1s. lets
algemener laat men soms de waardenw + oo Toe. Op grond van

St. 3.4.2 geldt natuurlijk ka f deFX etce.

— TN

In verband met een aantal ongelijkheden voor momenten be-
wljzen we:
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St. 3.4.3 (ongelijkheid van Jensen):

is f(x) convex op het kleinste (eindige of oneindige) inter-
val I, waarvoor geldt:

./dFX =1 en 1is 5@ < O eéen g\f(x)‘d\oo} dan 1is
T —

£ r(x)z £(€x).

Het gelijkteken geldt dan en slechts dan, als f(x) lineair is
op 1.

Bewijs: een kromme f(x) is dan en slechts dan convex op I, als
voor elk punt x € I geldt, dat door (x, f (x)) een rechte kan wor-

" de kromme komt. Geven we

den getrokken,die nergens in I "boven

de rechte door het punt ( x, £( x) aan met L(x), dan geldt dus
f(x) € L(x) en duséf(x) £ € L(x) = L(£x) = (Lx), dus

£ f(x) £« £(£x). Het is duidelijk, dat £ f(x) = £ L(x) dan en

slechts dan, als f(x) = L(x) met kans 1. Daar f en L continu

zijn op I is of f =L voor alle x¢€¢ I of £ #£ L voor alle x in

een lnterval I met FX-maat nul. Daar I het kleinste interval

O
is met J dF, =1 , ligt I_ in het inwendige van I, d.w.z. zowel
X ,
links als rechts van IO liggen punten met f(x) = L(x), terwijl

in Io punten liggen met f > L. Dit is in strijd met de convexi-
telt van . Voor alle xe€I geldt dus £ =1, dus £ 1is lineair.

Opm.71: als X constant is met kans 1, dan bestaat I uit 1 punt.

In dit geval is f (x) constant op I en dus (formeel)

lineair op I.

Opm.2: men kan St.3%3.4.3 ook bewijzen, uitgaande van deze defi-
nitie van convexiteit: f (px,+ax,)« pf (x,) + qf (xg)
als O« pg1 en p+q = 1. Hieruit volgt (= pixi)

Z p; T (:x:i) (0 & py« 15 Zp, = 1) . Gebruikmakend van
de continuiteit van convexe functies vindt men hieruit
door limietovergang het gestelde. Een volkomen analoge

stelling geldt natuurlijk voor concave functilies.

Passen we St.3.4.3 toe op f(x) = x= (042 < 1) voor niet-nega-
tieve X dan vinden we (voor niet-negatieve X ) £§a4 (& gc__)a, als
X nNlet constant is. Substitutie van X = ;_r_s levert £’ zai (£ Xs)aof

gl AR

voor r=as < s (£y° ) <« (£y°) . Past men deze laatste ongelijk-
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X
heid toe op X met verdelingsfunctie Fx(x) = 2 f yudF

7

u
£y’ - z O

i<

Sy

vV -u .
zodat g_x__ - dan vindt men veer o<w<vw

u

£ yV\ w-u £ yW \V-u iy xS EETN
/ 1> P ( J ) of <i__X,_V) (,HQ_C_W} <£§u>>’1.

Passen we deze ongelil jkheden toe op de stochastische variabele
[~ , dan vinden we

™ & e

St.3.4.4: als X/ niet constant is, dan geldt

a)({lg_c__lrj?< ([{X{S>§ als r«¢s

Eixy " xi VY ;mw M . ’
o) ( — ° (‘“?““::{vm/} ("“g“:“a) > 1 (0¢ usve w)
(X1 | X

(ongelijkheid van Lyapunov)

Uit a) volgt {52 > (Eg)z, dus a~2_:>§_ > 0 als X niet constant 1is.

De ongelijkhelid van Chebyshev werd al op pag.119 bewezen:

P({w( | x (e )> c} ) 4 %;{]X(m ydP (e> 0O)

of anders geschreven

d
P{|X[>cre T EX]-
2 0'2;}(
voor x = (¥ -M4)" wordt dit P {jy-p|> dls 2 (ongelijkheid
van Bienaymé-Chekvyshev). '
Voor x = ¥y X vinct men P{;y_,> d}_{__ VHE
d
Def.3.4.3: 1s X = (L7500 ’9-{-»1'1) ceen stochastische vector, dan
defini&€ren we
C/\?_(.: f{?_gqs vsgl{_n)s
k %
/‘ PP ;“{n aef gé ’ I S ! heet een gemengad
n

moment van de orde 2> ke -
/}
Analoog deTinieert men gereduceerde en absolute

gemengde mcmenten.

so oo k,I _ kn
Uit St.3.4.2 volgt ok = _{a, M/ Xg o eeeX dF§°
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Def.3.4.4: zijn x en y stochastische variabelen, dan heet
£(x- £x)(y- £y) de covariantie van x en y,

notatie: cov(x,y). Is X = (§4J“°°5§n) een stochas-
Tische vector dan heet de matrix met elementen

;{ij de covariantie-matrix bij x, aangeduid met
C(x) .
St.3.4.5: z2ijn Xx en y o0.0. dan is éfélllm E’E_éfza
o ﬁ ‘_' - A m&\?w m[.
Bewljs: é,g_gtmﬁZ¥:xde§JV,Tjéﬁ;ydﬁ%ng = X é?l, (Fubini)

L 4 s vai—

Uit St.3.4.5 volgt onmiddellijk

St.3.4.6: als x = (Eﬂﬁaﬁoﬁgn) en ¥ = (Yqs:--5¥,) ©0.0. 2ijn
dan geldt C(x+y) = C(x) + C(y).

Een speciaal geval van St.3.4.6 is

2 C
o (X+y) ﬂ<r2§.+ vzl‘ als x en y 0.0. zijn.

Men bewlJstT verder zonder moeite

St.3.4.7: voor ieder tweetal stochastische variabelen x en y
geldt £ (x+y) =E£x+£E 3.

Zijn x en'y 0.0. en schrijven we X = X -é’gc__
P . N 2 ~2 ~2
en Yy =y -f£y dan is  (X+¥) = X+ ¥ en
(£+§)"= o+ FO.

Als toepassing van de ongelijkheid van Bienaymé-Chebyshen. be-
wijzen we

St. 3.4.8: (3Stelling van Bernonilli): zijngj(jzﬂjQ,aaa) 0.0.
stochastische groothcden, die met kansen p en g

de waarden 1 en O aannemen, dan geldt voor elke
PEE o
|
lim PHij— 2 X.-p[ >€L{ =0
2 2 1
. = P-p =pq, dus £ & X,= P en

-
(D
g
l-Ju

Cu.
i)

™y
>
1

{®
q
3
|

crz 1,Z"x.): B9 Toepassing van de ongelijkheid wvan

Bienaymé€-Chebyshen levert P{{%Efgjwp}>é}é E%g
, né

Op dezelf'de manier bewijst men

lim P{{i SQ“ x.- 1 '>£}=*o
n 5 =3 7 ’
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als.gqjégsﬁaa OéOa stoghastische variabelen zijn met
g?ij =/ el ¢ Ly T O <ea

Zonder bewli]js vermelden we de volgende generalisatie van
de ongelijkheld van Bienaymé-Chebyshen:

2 /2 2 TS
St.3.4.9: Pi1 X4 C X ’Ii:/' +<:7‘2 O/' 72 ~ 47
S£.2:4.9: P{xqL oy XpLogly Tpfmtat|/mty - om0
& Co 1 Cq So 1Co

waarin ¥y = cov (x,s5X,)
Voor onafhankelijke variabelen geldt nog

St.3.4.10: als Xgoeo-eosX, O O. zijn, terwijl E;meO:us

dan geldt > 5

P{m?x{ _3_{_,,+¢ a¢+zc_j(>c} < —y—

(de ongelijkheid van Kolmogorov)u
bewijs: zij Am{max P X+ . XK 3;0}

.j —1

j - ¢!
Ay= iz glyeh T {Imgree % £ o} 5 zodat A= 4, waarby;

de.Aj disjunct zijn. 2Zi] verder:Xj de karakteristieke functie
van A X (w) =1 als weh,, O anders. Nu is P(A,)= Eéj.

J
Def'ini&ren we zj = X, Ft...+X., dan 1is
2 2 2 2
= -+ - — gX . T 251 ) - -+ ZC. V. -V . .
CLyn= E4(xy + 1, - Ly)7= E4T; 3L (L Ey)+ 2501 5)
Nu is L.V . ~ = dat X.y. eny ~-y. 0.0. zijn) en
5-.__315(1“ y;) =0 (om | Ly o I Y, jn)
diEJ(zn*yJ) O. Tenslotte 1is ¥ c als Zj = 71, 4Aus
2
Eiji > 02 £ Qﬁj = C P(A ). Sommatig over jglevert
| 2 2 G+ + o
| (© | o ¢« o o
C

Opm.: een direct gevolg van de ongelijkheid van Bienaymeé-

Chebysher is de zwakkere ongeliljkheid
2 2 2
T A+ (T 75 )+ o (Tt o)



~131 " -

3.5. Voorwaardeli jke verwachting

Pog g &

\:I 3 - _ fr o J,_{ég
3'}?‘ R - . 4{,1 ;:; e g
. H i

413 (ﬂ,ﬂ, P) een kansveld en Z1] Beﬁ' een eventua-
liteit met P(B) > O. We kunnen dan voor elke A e Hde

voorwaardeli jke waarschijnlijkheid P(A[B) op de gebrui-
kelijke wijze defini€&ren:

P(AB
P(A[B) = syt -

Omaat de sldus op cﬁ’gedefini'e’erde verzame lingsfunctie
P( - fB) een waarscnljnli jkheid is, kunnen we vervolgens
de voorwa:rdelijke verwachting L (_:>__cJB) van een stochas-
tische grootheid X gegeven B invoeren door

& (x[B) = /X(w) P(dews|B)

te stellen, mits deze integrasal bestaat. Omdat P('E'fB) = 0O
en P(A ,B) = P(A) IP(B) veor alle A eﬂ’met AcB, volgt
hieruit dat

C (x1B) = '13':(1'57 /X(w) P(dw),

B

zodat

(3.5.1) P(B). C (xB) mB/x,(w) P(dw) .
Omgekeerd kunnen we ook (3.5.1) als deflnitie voor

6 (_:}_g:__[B) nemen en daarna de voorwa:.rdeli jke waarschijn-
1ijkheid invoeren door “

P(a[B) = C (X, [B)

te stellen. Men kan zonder moelite neg2@sn dat de belide
me thoden van invoeren van de voorwaardell jke verwachting
en wa«rschijnli jkheid equivalent zijn.

41 ] nuBO = (Bn} een eindig of afitelbaar categorisch
systeem van eventualiteiten met alle P(Bﬁ) > O, en z21j X
een integreerbare stochastische grootheid, zodat voor elke
B, de bijbehorende voorwaerdelijke verwachting 6 (_:__c“{Bn)
gedefiniterd is. We kunnen al deze voorwacrdelijke ver-

. n . ’ / ‘ , ‘
wachtingen den samenvatten in één functie & (x o)
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*
op {1 ), die per definitle op B_ de waarde é (zcm[Bn) aan-
neemv <

C., (x[8,) = A XB () € (x] B,) .

¢

als B de minimale G-zlgebra over JJ, is, den is het gemak-
keligk in Te zien dat _f__: (E‘BO) een B-—-meetbare functie 1is.
Voorts blijkt dat E (;_’B) niet alleen voor alle B e.‘30,

maar zelfs voor alle Be93d bepaald is door _f: (_}_{___lﬂo) . lmmers,
Be€fB dan en dan alleen als B een dis juncte verenigling van

de vorm B = is, en dan feldv

B,
K nk

P(B) C(EEJ B) = 4 X (w) P(dw)

Z f X(w)P(dw) =
Te Bn

K

heTgeen we ook als

[
~
B

¢
L
D
O\--"'
=
0.
L

(3.5.2) P(B) 5(3_[5)

kunnen schrijven. We zullen daarom voortaan é_(g&"@)
schrijve!:r in plaats van é (3{_[1})) en spreken van de voor-
waardeli jke verwachting van x gegeven de O-algebra /3

Op grond van (3.5.1) en (3.5.2) en het feit dat een
functie op £2 dan en slechts dan ﬁ-ﬁ-meetbaar is als hij op
elke Be 92)0 constant is, kunnen we de definifie wvan

i_(gc_[ B) ook als volgt formuleren:

Definitie 3.5.1: De vcorwaardell jke verwachting van een
1nctegreerbare stWchastische grootheld X gegeven een
GC-algebra P, die door een eindig of aftelbaar categorisch
systeem van 550 = {Bﬁ} van eventualiteiten Bn me T

P(Bn) » O wordt voortgebracht, 1is die ﬁwmeetbare functie
E (x}RB) opn, die voor alle Be Pvoldoet amn

A

¥
) Om de notatie niet onnodig ingewikkeld te makKen

schri lven we ,_6__(-}5-’30) in plaats varn & (?_C_! %) .



(3.5.3) é@.&!ﬁ) P(dw) = f x(wo) P(dw) .

Als P(B ) = O voor €één of meer der B & ,‘B dan 1is
er niedt één, doch een hele klasse van ﬁumeetbare functies
op Ll die voor alle Bef) aan (3.5.3) voldoen.
Al deze functies zijn echter equivalent in de zin dat =ze
onderling sleci.ts verschillen op één of meer der B & %O
met P(Bn) = 0, d.w.z. op verzamc lingen met wa:crschijn-
lijkheid nul. De volgende generalicatie ligt daarom
voor de hand.

Definitie 3.5.2: De voorwa.rdelijke verwachting van een
1Lntegreervare stochastische grootheid x gegeven een
G-algebra J3, die wordt voortgebracht door een eindig of
aftelbaar categorisch systeem van eventualiteiten, is
de klasse van alle B-meetbare functies __(f,_ (_:g_(_‘ A) die voor
alle B9 aen (3.5.3) voldoen.

Een stochastische grootheid y induceert ind{l een
categorisch systeem 73 van eventuali teiten, dat bestaat
ult de niet lege verzamelingen van de vorm {z ‘}

Als @O eindig of aftelbaar is, d.w.z. als y op £)L hoogstens
af'telbaar veel waurden aanneemt, dan noemt men de voorwaar-
delli jke verwachting van een integreerbare stocnastische
zrootheid x gegeven de T -algebra 55 we lke door 330 wordt
voortgebracht ook wel de voorwaurdeli jke verwachting

van X gegeven y, en een representant of versie van deze
voorwaardell jke verwachting wordt asingegeven met

6 (:x[;,_r_) in plaats van E ____!)3)

Deze definitie vindt zijn rechtvaardiging in het felT

dat nu voor alle y met P{l y} > O geldt dat

Ew(_)i:‘l) = E (2{_ { N Y) als LOG:{Z — y},
ongeacht welke versie we kiezen in het linkerlid. Als

we deze definitie trachten uit te breiden tot het geval
dat y overaftelbaar veel waarden asnneemt, dan wordt de
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in,Definitie 3.5.2.gestelde eis, dathdoor een hoog-
stens aftelbaar categorisch systeem van eventualiteiten
gegenereerd wordt, een wezenlijke beperking. We zullen
daarom deze els laten vallen en vervolgens bewljzen dat
de aldus verkregen definitie nog steeds zinvol is.

Definitie 3.5.3: De voorwsardelijke verwachting van
een integreerbare stochastische (rootheid x gegeven
een O-algebra BCJQ 18 de klasse van alle B-—-meetbare

functies ¢ (x| ) op {1, die voor alle Be%) voldoen aan

(3.5.3) g Ew(ﬁlﬁ) P( deo) --:]x(w) P(dw) .

B

Stelling 3.5.1: Definitie 3.5.3. is zinvol, d.w.z. onder
de daar gemaakte veronderstellingen is de beschreven
klasse niet leeg; twee versies, d.w.z. twee elementen
van deze Klasse verschillen slechts op een verzameling
Bef) met P(B) = O.

Bewijs: Zi]j cf:(B) voor Bef3 gedefini&erd door

(3) = J x(w) P(aw).
B

Als X sommeerbaar is, dan is P een eindige O -additieve
verzamelingsfunctie opr; die absoluut continu is t.o.v.
de restrictie Pg van P op P (d.w.z. Pp(B) = 0 =3¢(B) = 0).
De stelling van Radon-Nikodym (St. 2.4.5) is dus van
toepassing op de verzamelingsfunctie ¢ en de maatruimte
(.(1373, PB ), zodat er een B-—-meetbare functie é (_:g_c__{ jj) is,
zodanig, dat voor alle Be

p(B) = é C(2|B) B (dw).

Aangezien we in het rechterlidkaadoor P mogen vervangen,
18 6 (5‘ A) een functie die a.n onze eisen voldoet.
Als X niet sommeerbaar, dochh slechtTs integreerbaar

is, dan 1is q>niet eindig, zelfs niet noodzakeli jk
0 -finiet (neem b.v. B = {O, .Q,}), maar wel O -additief
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en PB—-absoluuu concinu., De stelling van Radon-Nikodym

blijft echter van toepassing, Wmics we voor (CJ ‘B)

de waarden + o toelaten (zie b.v. Halmos blz. 131 of

Loeve blz. 133), zodat de eerste bewering bewezen 1is.
Stel nu dat 8 (x U_-"J) en & (x!j},) twee versies van de

voorwaarde lijke verwachting van X gegeven ﬁ zijn, en dagt

r {5 (x B) # E _@)} . e mogen dan veronderstellen

dat de verzameling D, -——-{w) C s __‘ B)> ¢ ’(X!B) , positie-
Ve Pﬁ-wa,...rschlﬂlllgkhe id heefc. Ma.r dan is er een (5 > 0,

zodat By = {c.o 1 &, _}_c__‘ R >l (x‘ ) -+ 5} eveneens positie-

VA= agwwaﬂrscnldnllg theid heef't, zodat

Omdat belde leden van deze ongelil jkheid echter per
definitie gelijk zijn aantf(Bé) hhebben we een tegen-
spraak verkregen, zodat ool de tweede bewering bewezen 1is.

Definitie 3.5.4: De voorwa: rdelijke wasarschijnlijkheid van
een eventualiteit A e & gegeven een O-algebra @ is de voor-

waarde li jke verwachting van KA zegeven ﬁ; in formule:

E(Al’ﬁ) = § (.-—X’-A! %), Pﬁ - b.o.

Zij (S1', B ) een meetbare ruimte, d.w.z. een verza-

meling ()', waarin een G-algebrea A gegeven 18, en zZl]
y een functie op het kansveld (L AyP) met wa.rden in
HN', die meetbaaf is (t.o.v. Kb en B ), d.w.z. zodanig,
dat “/I(A') Yy & A‘}e,ﬂ, voor alle A'ed&'. Omdat

de afbeelding v van A' in A oderatiegetrouw is voor

alle operaties op verzamelingen, 1s de klasse @ van alle
H/I(A’ ) met A e:@' een 0-algebra
van eventualiteiten, We zeggen dat y de 0 -algebra ,ﬁ in

verzamelingen van de vorm ¥
S induceert.

Definitie 3.5.5: De voorwaardeli ke verwachting van

een integreerbare stochastische grootheid X gegeven
een meetbare functie y op het kansveld (Q,ﬂ*, P) met

L
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waarden in een meetbare ruimte (UL ,H#' ), is de voor-
waardelil jke verwachting van x pgegeven de O -algebra

TR

@ die door y 1in £) geinduceerd wordt:

E(%E‘;Z_) = __E..(BE_.!%) P® - D.0.

Van bijzonder belang is het geval dat

y = (g_t, teT) een collectie stochastische grootheden

is, m.a.w. dat Q' = TL R. een (eindig, aftelbeaar of
overaftelbaar) Cartesisch product van de re&€le rechte
met zlchzelf is en A de bijbehorende C-algebra van
Borel-verzamelingen is. Zo krijgen, mede via Definitie
3.5.4, symbolen als E(_}E_Zlﬂ c oo y_n), P(A‘ Yas oees z_n),
E (xlgqs 2o -+)s P(Alygs mps --0)s E(xly,.tel) enm
P(A,g JisTE T) betekenis als versies van voorwa:rdelijke
verwachtingen en waarschijnlijkheden.

Als in het bijzonder de indexverzameling T ein-

dig of aftelbaar is, dan zijn de éénpuntsverzamelingen
van £' elementen van &' . Omdat de afbeelding ;_r_"/l van 4
op % operatiegetrouw 1s, volgt hierult dat de verzame -
lingen van de vorm {_y__ = y} atomen van _@ zljn in de 2Zin
dat ze tTot J‘B behoren en in #Hgeen echte deelverzamelingen
hebben. Dit houdt in dat elke versie van €en voorwaar-
delijke verwachting gegeven y constant is op elke verza-
meling van de vorm {_y__ = y}s en dus als een functie van
de functie y geschreven kan worden. Als T echter overaf-
telbsar is, dan behoren de éénpuntsverzamelingen van
) niet meer tot £ , zodat deze redenering niet meer

van toepsassing is. Toch blijgkt dat, zelf's in het meestT
algemene geval, elke voorwsasardelijke verwachting gege-~
ven y een versie heeft die geschreven kan worden als

een functie, en wel een meetbare functie, van de functie
y. Voor het bewljs hiervan heeft men de volgende gene-

ralisatie van de verplantingsstelling nodig.

Stelling 3.5.2: Z2iJ y een meetbare functie op het
kansveld (£,4 P) met wacrden in de meetbare ruimte

(' s A) en Z_ij Pt op ' gedefini&erd door de gelijk-
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heid P'(A') = P (y & A') voor alle Atecdt . Dan is

Jelw) Pr(aw) = [ (@) plaw)

voor elke meetbare functie ¢ op {}' met waarden in
[_“oo, + oo], 1n de zin dat de heide integralen bestaan
en gelijk zign, zodra één van hen bestast.

KA’ met A'e A, dan geldr

Bewl js: Als g

f%(w') P(dew') = P'(A') = P(;i € A')

erl

jg(;v(w)) P(de) = P(y e A') |

zodat beide intvegralen bestaan en «elijk zijn. Dit 1is
dan ook het geval als g een lineaire combinatie met
eindige coéfficiénten van zulke indicatorfuncties is,
en dus ook als g een willekeurige niet-negatieve meet-
pare functie is. Het algemene ceval volgt nu uit het
feit det g in zijn positieve en negatieve delen
gesplitst ken wordrn.

otelling 3.5.3: Z21j x een P-integreerbare stochastische

AR

groothelid en y een meetbare functie op het kansveld
(0, A P) met waarden in de meetbare ruimte () ,ﬂ’ ) .

Er is dan een meetbare functie ¢ op {2',A4') met waar-
den j’.n[ -0, c-o:] zodat de functie g(wv(-)) een versie
van de voorwa rdelijke verwachting van x gegeven y

1S, Mm.a8.Ww. zodat

C (x]y) = e(v(w)) Pp - b.o.,

w

waar @ de door y inA2 geinduceerde O -algebra is.

Bewijs: We definiéren de waarschijnliikheid P' op s
als boven, en voorts twee verzamelingsfuncties, te

weten Cf’ op ﬁ en 39‘ op A':




zodat (f‘ een ( -additieve P!-absoluut continue ver-
zame lingsfunctie is. Evenals in het bewiljs van Stel-
ling 3.5.71 kunnen we dus op grond van de gegenerali-
seerde stelling van Radon-Nikodym besluiten dat er
een meetbare functie g op L', H') is met wasrden in
[_-—-O«o, —i—oo}, zodanlig dat voor alle A'le S

cf'(A‘) = J g(w') P'(dw'),

zodat, op grond van Stelling 3.5.2,

j X(OO) P( dw) =CQ(_,")_7_ At) ;Cf;r(At) —

Iy e A‘\} /
j: (e’ ) PH(dAQ') = Ceg(y(w)) P(dw)
A {z c A'}

voor alle A'edd. Omdat 73):-- {{y__ ‘QA’}IA'Q 04'} en omdat
g(y(-)) als een meetbare functie van een P -meetbare functie
zelf ook B-meetbaar is, volgt hieruit dat g(v(-))

een versie van de voorwaardeli jlte verwachting van X
gegeven y 1s.

Voorbeeld: Stel dat x en y twee stochastische groot-
heden zijn wier simultane verdec ling €en dichtheid
' heeft. Lagt T een re€le meetbare functie op R zljn,

zodanig dat z = t(x) integreerbsar is. Dan is

6 ft(x_) f(Xﬁ_Y.,_ )'d:ﬁ{*
zly) = ">—o —  P_ - b.o.,
w(_’l) [f(xjy_ ) A~ 6 O

waor B de door v in L1 geinduceerde C-algebra is.
Immmers, met behulp van de stelling van KFubini is
zemakkelijk in te zien dat de uitdrukking in het
rechterlid Pf) - b.o. gedefini€erd en gelljk aan een
,@-meetbare functie is, terwijl voor iedere Beﬁ, d.W.2Z.
voor iedere Becd4 van de vorm B = {_y_e S.g met S een

Bore lverzameling in R,

jwﬂdw) = f f w

- f(u,v)
B [f(x,v(w)) dx yER [e(x,v) ax du dv =
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— j { jt(x)f(xﬂv)dx} av = j t(x(w)) P(dw).

S IS

In hoofdstulk 2 werd de volgende stelling bewezen
(blz. 118, I 5): Als op een maatruimte (Lo ,/u) twee
functies f en ¢ A-b.o. gedefini€erd zlijn en gelijk
zljn aan twee sommeerpare funcries, dan 1s ook hun som
A~b.o. gedeliiniéerd en gelijgk aan een sommeerbare *
functie, en f(f-i—g) dj_,, = f‘f d/,;, I~ jg; dw, . We zullen
herhaaldell jk de volgende pgeneralisatie van deze
stelling pebrullkten.

Stelling 3.5.4%: Als op een maatruimie (.Q,UJ;VZL) twee
functies f en g AMl-b.o. gedgefiniéerd zijn en gelijk

z1ljn aan twee integreerbare functies, Terwijl boven-
dien de som ff d/u, -+ fg d/LL redefinié€erd is, d.w.z.
niet van de vorm oo-a= is, dan i1is ook hun som M-b.o.
pedefini€erd en gell jk aan een integreerbare functie,
en f(f—s—g) A it = ff’ d AL + jg d u.
Bewil js:

a) Als £ > 0O en g2 O u-b.o., dan is de stelling

g
L L e

triviaal. Immers, of de beide integralen zijn eindig,
zodat de boven geciteerde stelling (it hoofdstuk 2
van toepassing is, of één van deze integralen, zeg
t oo, Masr dan is ](f-—‘rg)d/u,,i j f dp= +oo=

“‘-—“—‘:jf d/u,-%- jg} d/u_a

b) Omdat [ f du+ fg., d y,cedefinigerd is, geldt
3¢ frdu> e, [8du>oe O [£ dpcren,

f% AL ¢ teo, en het 1s voldoende het bewljs te leveren

\
=

S
|

voor het ecrste zeval., Dan is f ) —-ecoenl g 5 --m/acmb.o . 5
zodat (f+g) L-b.o. gedefini&erd is. Door f en g even-
tueel op u-nulverzamelimgen te veranderen, kumen we

dus verder veronderstellen dat £, g en (f+g) overal

op Lrgedefini€erd zijn. Ip grond van a) kunnen we
schrijven



4 j(f+ ~ gm)’x{gfo,f—i—g?z } d/u,+ f(g-i— B f--)lx{f<ojf+géé}d _

waarblj het van essenti€el belang i1s dat de lastste twee

termen eindig zign. Op dezelfde manier vinden we
f+g) du = £ AAL + / a d AL +
J (f+g) du j X [f+z¢0} M 8 % i£ +g <O} L

+ : +
) If A {£+g <O} AT f g 7 {f-&-g(O} AL

waarin alle vier termen eindig zijn. Hieruit volgt dat
(f+g) integreerbasr is, en, met behulp van a), dat

We keren nu terug tot ons kansveld Glﬂﬁ;P), waarbi
we veronderstellen dat fjc_ﬂ« een gegeven O -algebras is.

Stelling 3.5.5: Als X en y integreerbare stochastische

I — Ayl maanRA—

grootheden zijn, da': geldt:
a) x =x P - b.o. xm}4éﬂgjjp =

C) —=o ¢ 8 < F oo = £(ax\R)
d) &€ x + £ y pedefiniterd — €
+ (319 Pg - b.o.
Bewijs: a). Triviaal,
b). Als de verzameling B = {w , gw(_?(__\@) < Ay (X)B)}

positieve waarschijnlijkheid zou hebben, dan

e
S

1
10
™
S

+

4Ol

Bj Ew(.ﬁ.‘@) P( deo) < éfgw(ll'ﬁ) P(dw) »

en dus, omdat Bal¥, zou dan ook

[ %) Plaw) ¢ ) yw) P(aw),
B B
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net .ecn in strijd is mo't het gegeven.
c). volgt uit het feit dat, voor alle Bedl,

d). Uit Stelling 3.5.4, toege: X ,
o
(A4 F) en &(x|B) en (y|B) op (2,8,8,),
volgt dat (x + y) en C(x|B) + E(xl|B)} b.o.

cedefinieerd en integreerbaar ziljn.
Lvene. ns uit Stelling 3.5.4 volgt dat, voor

slle Be P, f -{ gw(“:;_c__'\q?)) + Ew(y_\ﬁ)} P(dw)
= [5 ﬁ) P(dw) + Df Gy (21B) P(Aw)

|

™

1o

E{ x () P(d) + f v(e) P(dew)

= f {x(co) + v () } P(dw) .
B

Stelling 3.5.6 (monotone convergentie): Als,{ n} een ri)

stochastische grootheden 1s en y een sommeerbare stochas-

tische grootheid is, daun geldt:

z;_}g‘nq\_}s_;mP “"bﬁOa @ mmn{ﬁ)T g(X @) “cho
Bewigjs: Uit het gegeven en Stelling 3.5.5 Db) volgt dat de
X 1ntegreervaar zijn en dat de rij {T? ﬁﬂl P - D.O.

monotoon niet-dalenc is en dus Pf;“ b.o. convergeert naar
een limieT X', Door nu de monotone convergentie stelling

VOOr 1ntegralen coe Te passen op beilde leden van de geli jk-
heid

éx () P(de) = f E 6) P(dco) (Bed3),

Krijgen we

voor alle Be %), zodat x!' = é._(_}_c_.l@) P@ - b.o.
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Stelling 3.5.7 (liatou): Als {_}5__“} een riJj stochastische

grootheden 1s eil y een sommeerbare stochastische groot-

heid 1s, doan geldt:

g ¢ inf x P - b.o. =y E(Limaf x |B) ¢ liming E(x,1B)
PB - DL.0,
Bewljs: 41 ¥y, = ]L%r;g X, s zodat
y £y, T 1iminf x P -Db.o.enx >y voor alle n.

Uit de monotone convergentie stelling volgt dan

1imin?  E(x |B) 2 lim S(y \®) = £ (liminf x_|B) A RE

Stelling 3.5.8 (pemajoreerde convergentie): Als {-?-C--n}
een rij stochas tlsche grootheden 18 en y €en sommeer-

bare stochestische grootheilid i1s, dan geldt

X £ yenx _»X P - Db.o. == é(ﬁn\ﬁ) — i__(gg_\‘B) P%-b.o.

Bewigs: Stelling 3.5.7, ToegepastT op de rijen { —g en
{ } geeft

é(__:g_c_lﬁ}) < liminf é_(;_nl@) { limsup §_(__>5_nlﬁ?5)

Stelling 3.5.9: 2) P(R|5D) = 1 B - b.o.

Bewijs: a) en b) zljgn speciale gevallen van Stelling

3.5.5 a) en b), en c) volgt uit Stelling 3.5.5 d) en

de monotone convergentie stelling.

Stelling 3.5.10: Als §j en de C-algebra die een integreer-
bare stochastische grootheid x in {1l induceert onderling

onafhankelijk zijn, den is E(x|P) =& (x) Ppy - Do
Bewiljs: De stochastische grootheden X en }-(‘-B zijn voor

alle B aﬁ onderling onafhanlkelijk, zodat

J x(@) Plaw) =E(xdy) = (Ex)(EA) = (€ x) B

B

{
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= j (£x) P(dw).

B

Gevolg: Als X en y onderling onafhankelijke stochastische
grootheden zijn en x integreerbaar is, dan is E(_}__c_\y_) = € (5_)
b.o.

Stelling 3.5.11: Als x en y twee stochastische grootheden

zign, zodanlg dat Ejﬁrmeetbaar is en (xy) en y integreer-
baar zlijn, dan geldt

E(xy 1B = x E(y IR Pp - b.o.

Bewi js: De conclusie is Julist 2ls y 2 O en.ﬁ_:f&B me €
Befl. Dan geldt immers, voor elke B'ef,

[ x(@) v 2(a@) = | y(w) plae) = | ¢ (y|® P(daw)
Bt BB BB
- f x () £ (3]B) P(da) .

Hieruit volgt dat de conclusie ook Jjuist is 8ls y » O 1is

|

en X een niet-negatieve lineaire combinatie van indicator-

functies van verzamelingen uithgis, en dit impliceert,
op grond van de monotone convergentie stelling (Stelling
3.5.6), de geldigheid van de conclusie als y 2 O is en

x 2 O en18~meetbaar is.

Nu volgt echter ook het algemene geval: Uit de integreer-

baarheid van.xy volgt dat de som

Ex'y T +ExTy -&x'y -Ex Ty

gedef'ini€&€erd is, zodat, op grond wvan het bovenstaande,

C(xyB)= x"E(X1B + x EFB) - XUy D) - X E(yTIB)
Pf)m b.o.

De integreerbacrheld ven y houdc in dat de termen 1n het

rechterlid twee aan twee kunnen worden samengevoegad zodat

é(ﬂlﬁ) +€(v!55) - x E(yIR) = x &(¥|B) P - D.o.

otelling 3.5.12: Als X een integreerbare stochastische

grootheid is en B en D twee G-algebra's zijn met

<R'cB#, dan is



fx(w) P(dw),

B k | B
zodat é(g(ﬁ\%’ )l?)) = g_(f_l%) Py = D.O.

Verder s g(giﬁ) R-meetbasar en dus ook B -meetbaar,

zodet E(E(x|P®)|B) = T(x|B) By, - b.o.

oy
)
O
|
o,
™
2
I
—
M
2
M
2
-
oF
&
|

Stelling 3.5.13: a) Zij x een sommeerbare stochastische

groothelid en i een continue convexe functie op een
intervel Ic(-co, +co) met P{_}_{__e I} = 1, Dan 1is g(_zg_)
1ntegreerbasar en §_(g)(5__)[§5) > g(2 (x|9h)) Pp, - b.o.

b) Deze conclusie blijft gelden als

X slechts integreerbaar 1is met £ X = +eo”, mits
g(+<::s=:>) = lim L(x) = 4 o2
X -y O

Bewijs: a) Voor elke ye I is er een A(y) zodat
g(x) > g(y) + (x - y) A(y)

voor alle xeI, en A(y) is als functie van y monotoon

niet-delend en dus meetpoear. Omdat X sommeerbsar is

en x€I ~ - b.o. zeldt ook £ xel enE(x|B) el Pp - b.o.
Hierult volgt allereerst dat

g(x) 2 g(Ex) + (x - Ex)A(Ex) P - b.o.

zodat g(z{__) sommeerbaar 1s met (C:{:(?_E_) __Z; g( & ?_C___) Yy - oo,
Ock volgt de ongelijkheid

g(x) 2 c(E19) + (x - E(x1B) A(E(x|D) 2y - b.o.

Door in het vonrgaande x te vervangen door de sommeer-
bare stochastische grootheid &(x|f), zien we dat
g(é(gc_lﬁ)) integreerbaar is. Als nu A(x), en dus ook
}\(é_(g_{__lﬁ)) met waarschijnlijkheid 1 begrensd 1s, dan is
(x - é(g{_ﬁl@)) /\(_E__(;_c__}ﬁ)) sommeerbaar, zodat, op grond van
Stelling 3.5.5 ) en d) en Stelling 3.5.11,

E(x)1B) 2 Ele(Exl®) + (x - ExIB) M(E(x1B)[ B} -
= Lle(E 19 B + El(x - Ex=IB) A(Ex18)] Bl -
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g(E(x18)) + N(E(x W) E(x - ExID|P) =

|

= g(&(x|®d)) P@ - b.o.

Als A(x) niet begrensd is met waarschijnlijkheid 1, den
kan men twee rijen getallen {an} en {bn‘} kiezen zodat

8 1 < a, < bn < bn+’l EN ~ o & }(an)< )\(bn)< + o

voor alle n, terwijl

lim a_ = essint X, lim bn = €88sup X

me

esagsinitf

|

essint ﬁ(_;{__) ) T ome =y 8 voor alle n
esssup A(x) € + ao = b

Zij) nu, voor elke n,

|

2L
essSsup X voor alle n.

My

a_ als x <« 8
n — n
X ) x als a < x < Db
b_als x 3y b_.
! — Tl
Dan 1s xpsommeerbasr, x &I P - b.o. en N(x,) is voor elke

n met waarschijnlijkheid 1 begrensd, zodat g(;_»_c_n) integreer-
baar is met €g(_>_c_n) Y - oo €N

(3.5.4)  Cle(x D) 2 eE(x,19) Fp = P.o.

$

Voorts geldt 12{-—1’1 | £ l_}_{_“ + min ( }a,l } s }b’l l) en lim x = X

P - b.o., zodat (gemajoreerde convergentie)

lim &(x |B) = E(x|B) P, - b.o.

en dus, wegens de continuitelt van g,

(3.5.5)  lim g(&(x,\®)) = g(&(x1B)) P, - b.o.

5
Door te schrijven g(g_n) = gn(g_q_) , waar
3 als X (¢ 3.
gn(x) = x als 8 ¢ x <D

bn als X ) bn’

ziet men gemakkelijk datv g(_}_{__n) P - b.o. monotoon niet-
dalend nasr g(x) convergeert, zodat

(3.5.6)  1im E(g(x)IB) = €(&(x)|R) Po - b.o.

L)
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De te bewijzen ongeli jkheid volgt nu uit (3,5.4),

(3.5.5) en (3.5.6).
b) Als X m?'gc__alsgc_ﬁ(n
)

n als x

i,
dan geldt (3.5.4) op grond van a). Het is voorts gemak-
kelijk in te zien dat de monotone convergentie stelling
van toepassing 1s, zowel op de ri] {:ﬁn als op de rij
{ z(x,)1, zodet ook (3.5.5) en (3.5.6) gelden. Nu volgt
de te bewljzen ongelijkheid als boven.

Uit het voorgaeaande volgt dat voorwaardelil jke ver-
wachtingen gegeven een G -algebra f}zich in vele opzich-
ten gedragen als integralen. Zo geldt in het bijzonder

§_( é 8111\ﬁ) — Zf:: ai B(Al‘%) P@"' b.o.

X integreerbaar — £(x|R) = é@f\ 9% - 5(5"\55)

Toch kunnen we zulke voorwaardeli jke verwachtingen
niet zonder meer als intrgralen ten opzilichte van e€een
voorwaarde li jke waarschijnli jkheid schrijven. Daarvoor
zal in ieder geval nodig zijn dat dergeliljke integralen
zinvol zign, m.a.w, dat de voorwaardeli jke waarschiljn-

li1jkheid zich als een waarschlijnlijkheld gedraagt.

Definitie 3.5.6: We zeggen dat de voorwaardeli jke
waarschijgnlijkheid gegeven een(Tmalgebraffaregulier 18,
als er een reguliere versie bestaat, d.w.z. als er een
functie EQKAIQO of fL XA bestaat zodat P.(A|F3 voor

¢ rke Aemﬁ}een.fﬁmeetbare functie op fLis, 33(*x§9 VOoor
elke wel) een waarschijnli jkheid op o@*is, en

|

Bf P, (Al3) P(dw) = P(AB)

voor slle Aec 4, Be B
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Stelling 3.5.14: Als de vourwaardeli jke waarschi jn-
11 jkheid gegeven een G -algebra i}regulier is met een
reguliere versie P, (Al%), dan is

6;(§J@» “[~X(uﬂ) P (dw'| ) PE)~ b.o.

voor elke integreerbare stochastische grootheid x.
Bewli js: Triviaal.

Voor elke versie van de voorwaardelijke waarschiljn-
1li jkheid gegeven een G-algebrs 533_, elke A eu?{, en elke
dis gjgunct riJ &Anlc;}L gelden de relsties

P(N}8Y) = -

P(Al1d) > o

P(U A_|R) =2 B(4 D)

Op €en verzameling met waarschijnlijkheid 1. Omdat deze

|

verzameling in het algemeen niet alleen van de gekozen
versie, maar ook van A en {An1 afhangt, impliceert dit
niet dat er altijd een reguliere versie is. Om aan te
tonen dat een dergelijke versie dan ook niet altijd be-
staat, construeren we in het nu volgende een kansveld
(.Q,u% P) en een G-algebra ﬁaﬂﬁnet de eigenschap dat de
voorwaardeli jke waarschi jnli jkheid gegeven.iigeen enkele
reguliere versie bezit.

2138 = | 0,1], P de G-zalgebra van alle Borel verza-
melingen injlv A de Lebesgue maat op{Bj en )ﬁnde bijbe-~-
horende uitwendige maat, d.w.z.

AT(S) = inf{ A (B)ﬁ SQBG%}

"

voor Sc Ll 43 ] verder Ccfl een verzame ling met
AX¥(C) = A(T) = 1 (zie Halmos, section 16 voor de con-
structie van een dergelijke verzameling), en zijcf}de

G -algebra die door 93en C wordt gegenereerd, d.wW.z.

— T el G2
S = { B,Cu B,C | B, Bgé:-,b} ,

Tenslotte definiéren we
4 —
P(A) = = { AT (AC) + A%(AC)}

voor A e€.fen vervolgens bewijzen we dat P een waarschijn-
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1ijkheid op & is. Hierbij maken we herhaaldelil jk ge-
bruik van het feit dat A (BS) = A(B) voor alle Be§) en
alle Scflmet ‘A%(S) = 71, De juistheid van deze bewering
is als volgt in te zien: ?\7188) < A(B) omdat BSc Be i3,
en )\.*(BS) 2 A(B) omdat voor elke B'e 99 met BS e B'e B
celdt dat B'u B2 S, he tgeen impliceert dat
A(B') + A(B) 2 N(8) = 1, zodat A(B') > \(B).

Als nu { 1 c A een dis juncte rij is, dan bestaan
er Twee rijen &B’l,nl en ( n]} in r)) ZO
Ay = B 2,1

n 1,n 2

door kQ Bl nPi ¢ kunn n vervangen (1 = 1, 2), mogen

we adnncemen datv ieder van de rijen {B ‘g disjunct is,
zodat

P(UAn)

CuB C voor alle n. Aangezien we Bin zonodig

P((UB,,)C v(UB,)T) = 3 {A¥(uB, 0) +

Omdat we aon de definitie van P zien dat P niet-negatief
is met P((l) = 1, volgt hieruit dat P een waarschi jnli jk-
heid op & is. We merken nog op dat A de restrictie P%
van P op 53 1s.

Stel nu dat de voorwaardelil jke waarschijnli jkheid
gegeven ,’]5 een reguliere versie PQ(A 1) heeft. Dan is

f PCQ( clfd) P(dw) = f PCO(C IR) A(dw) = P(CB) = %]\(B)
B

B

voor alle Bef), zodat er een verzameling L ¢ Pis met

A(E) = 1, en met de eigenschap dat PM(C 13 = % VOOor

alle coe BE. Bovendien geldt voor elk raeticnaal getal
r e {ldat

g P(Jo,r]|H) P(dw) = Bf P (lo,7]|B) \(aw)
= A (Ba [o_,rj)

voor alle Be 953 zodat er een verzameling Fr e 0dis met

!____I

P(Bn [o,r])
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ALF.) = 1 en de eigenschap dat P.( Lo, r]1%Y) = A 0, 7] ()
voor alle c.aequ . Omdat een maat op Jd bepaald is door zijn

restrictie op de intervallen van de vorm [o,r] met re ()
rationaal, volgt nu dat

P(,J(B‘ﬁ) — ’XB(C‘J)

voor alle BcHd als weF =0\ { Fr ! re {1 rationaal} o

De verzameling EF is niet leeg, omdat A(EF) = 1, en
voor elke wekl geldt nu

Pw({w} lf]?)) =

cn
PC\)(C’{B) = % s

netgeen in strijd is met onze veronderstelling dat
PQ( 193) een waarschijnligkneid is. Derhalve hebben we
aangetoond dat de voorwazsrdelijlke waarschijnlijkheid

cegeven I bij deze keuze van (L, AP) en P geen enkele
reguliere versie bezit.

We keren nu weer terug tot het algemene geval van
een niet nader gespecificeerd kaunsveld (§1,445P) en een
G-algebra j?)cuf?— We hebben gezien (Stelling 3.5.14), dat
de voorwaardelil jke verwachting van een integreerbare
STochastische grootheid gegeven J3 als een integraal
geschreven kan worden, mits de voorwaardelil jke waarschijn-
11 jkheid gegeven 53 regulicr 1s, en het hlerbcven gege-
ven voorbeeld toont aan dat deze regulariteilts-eils een
wezenll ke beperking is. In het nu volgende zal echfer
blijgken datf deze eis in zekere zin geheel overbodig is!

21j x = (x,, teT) een collectie stochastische

igriinngie

grootheden, zodat we X kunnen opvatten als een meetbare
functie op (1,4 P) met waarden in de meetbare ruimte
(ij) , waar X = t‘é T Rt mevT Rt = (-o», +e2) voor alle
Ttel, en waar «oo de G-algebra van alle Borelverzamelingen

in Xis. 417 verder

KE:{ i_:g_{_@S}, SG._?}:
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€1

) :S‘ X () \ (A)eﬂ}

d.W.Z. 21 K de O-algebra die x in {l induceert en zij

W ode waardenverzamellng vai X.

Deflinitie 3.5.7: De verdeling van x is de restrictie

. ~1
P,h%( van P oP 1%4

e o o

Def'initie 3.5.0: Een functie ]P&)(Il\lfﬁ)_3 gedef'ini€erd voor
alle e, A g,?‘oij 18 een voorwaardell jke verdeling van
x pegeven P als™ P,(Al8)) voor elke AS“KX cen JI-meetbare
functie van o is en voor elke ell een wasrschijnlijk-
heid op K is, terwijl

f P.,(A[B) P(des) = P(AB)

voor alle A€ ?@(, Beh.

Definitic 3.5.9: Een functie Q(S!f), gedefini&erd voor
alle well, Se ;f: is een gemengde voorwaardeli jke verde-
ling van X gegeven 5 als Qe SI%) voor elke Se § een
ﬁ—meetbare functie van w is en voor elke we {leen waar-
schijnlijkheid op & is, terwijl

Bf 0,(51%) P(aw) = P(Bn [xes} )

voor alle SQ‘“S):, Beﬁa

Stelling 3.5.15: a) Als de voorwacrdeli jke waarschlijnliljk-
heid gegeven JL; regulier is, dan heeft X een voorwacrdellj-

L

ke verdeling gegeven ﬁ
b) Als x een voorwarrdelijke verdeling

gegeven theeft dan heeft x ook een gemengde voorwaszsr-
deli jke verdeling gegevenf} Het omgekeerde van deze
bewering geldt als We :?

Bewijs: a) Als E,(Al%), well, Aedd, een reguliere versie
van de voorwaarde 1i jke wacrschignlijkheid gegeven 5‘3 is,
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dan 1s de restrictie van deze functie op L x %x een

voorwaardeli jke verdeling wvan X gegeven 53

b) Als Pw( Al5d) , we _0.3 A e‘}‘%{ een voorwaardeldl jke

verdeling van x gegeven JOis, dan is de functie Q&,(S\@),
gedef1ni€erd voor c.oeﬂ, S € 5’ door

Qu(S183) = Py(xe s|B)

een gemengde voorwaardell jke verdeling van X gegeven N.
Z1jJ nu omgekeerd QQ(S)T‘B),QQ {L Se ¥ een gemengde
voorwaardelil jke verdeling van X gegeven 1. Het ligt dan
voor de hand om een voorwaardelijke verdeling van x
cegeven 33 te construeren door E,(x & S|P = QS|P te
stellen. Dit is echter nietv altiijd mogelijk, omdat het
kKan vo rkomen dat er verschillende verzamelingen
S, 5,6 ff’ zijn met Q(Q(S,‘\j?)) £ Q. 82\65) voor sommigecw,
terwijl 1x € S,]} = {_}_ge 82} . Als echter VJef, dan 1is

Bwi('WMS) P(dw) = P(BhnixeW}) = P(0) =0

voor alle Be.’ﬁ;} zodat er een verzameling Na& B is met
P(N) = O met de eigenschap dat Q,(W|B) = O voor alle
weW. omdat de gelijkneid {xeS,] ={xes,{ impli-
ceert dat S.AS.c W, volgt hieruit dat we P,(Alfd) ondub-

17772
. = /
belzinnig kunnen definié&ren voor &N en A E’\h‘x door

Pco(iés’@) = Qw(s)%) 5 Séf -

te Ste‘llen, Voor oeN, Ae J{X def'iniéren we Dbijgvoorbeeld

PAVE) = P, (Al%),

waar ¢, €en vast punt in N is. Tenslotte 1is gemakkeliljk
in te zien dat de aldus gedefinig&erde functile Pm( AVD)
inderdaad een voorwaardelijke verdeling van X gegeven

ﬁise

Stelling 3.5.16: Als x = (x., n =1, 2, .. .) een aftel-

hare collectie stochastische grootneden is, dan heeft
x een gemengde voorwaardeliljke verdeling gcegeven J33.
}, een versie van de
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voorwaarde li jke waarschi jnlijkheid gegeven ﬁ, en z1]

Fnjw(x,lﬁ oo o xn) = Pco(-?-c-i S Xy5 <1< ntj?))

————

voor wefl, n =1, 2, ... en Xgs s
een verzameling N,l eld met P(N,]) = 0O met de eigenschap dart,
voor elke ¢)¢€ 'N*,]} alle n =1, 2, ... en alle rationale

o

Xn reé€el. Br 1s dan

T, ri*met r, ¢ rg (1 £ 1 < n),
I3 ! . !
I’ljw (rflﬁ 3 rn) iFnﬁm(r/].? ¢ = 2 I’n)
en , ,
r!, S A
{
QA F 7
Y.y eea, I o =
1 n
Verder is er een verzameling Ngggﬂ,met P(Ng) = 0 met de
eigenschap dat, voor elkecnééﬁéj allen=1, 2, ... en
alle rationale Lo oees r s
lim F (r, + - r o+ L) =F_ (r r )
K ooa Dse T k7T Tk Ny - 17 7777 "n’?
1im F]_"]_ (1’{3 ° & 8 % k) — /]_9
K-"Scb g
n , Y
kllmmew (Tgs wees T _4s k) = O,
1lim .Fn+1jal(rqj cees T, k) = Fn,ua(rﬂ’ e rn),
K s oo

Men controleert nu gemakkelijk dat, voor elke weﬁ,’ r\ﬁz
en allen =1, 2, ..., de functie F‘nju (I’,], e r'n)
op de rationale punten in de n-dimensionale ruimte

rechits-continu is, naar O convergeert als één der I, naar

- @ convergeert, naar 1 convergevrt als alle r. naar

| . G vl F o & ©
+ oo convergeren, terwijl A+, 0> (r,“ , T r ) naar

n- n+-1

3] T cee, T convergeersc als r naar -+ -
N, Lo ( /3.9 9 1'1) & L | r e CONIVEX

N+
geert. Ve definiéren nu

o~
{

) =

. Fn,m(r’l’ e rn) als welN, NN,
5 (r., ee., T
N, ¢ d n

Fn,g (r,]j e rn) als weN,uN

@ 27
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voor n =1, 2, ..., €n r , ¥ rationaal, waar ¢,

/1.9 ¢ & o 1_1

een vast punt in'ﬁA(\ﬁr is. Door vervolgens met behulp

2
van de continuiteit van rechts de definitie van iedere
: ¥ L . . .
ffunctie FnrQ)UlC te breiden tot de gehele n-dimensionale
7

ruimte, verkrijgen we, voor iedere welil een consistent
stelsel van verdelingsfuncties i FI;’:'(JJ n="1,32, ... } 5
dat op grond van de consistentiestelling van Kolmogorov
(Stelling 2.5.3) een wa rschijnlijkheid deop:f bepaalrt.

We laten nu zien dat de aldus gedefini€erde funcrtile
Qw( S) met wefl, Se § een gemengde voorwaardelijke verdeling
Van E‘gegeueﬁﬁis, Daartoe moeten we acntonen dat voor
elke Se :? de functie QQ(S) van w B-meetbaar is en
Pg- b.o. gelijk is ain E, ,(x e S|43). Op grond van de
constructie van QeS) is het duidelijk dat dit het geval

1s voor alle verzamelingen S van de vorm

{‘xqj X e ) r. { X, !, 1 é

N

oA

= 1

met n eindig en r,, r; rationsal met r, £ r} (1 €14 n),
en dus ook voor alle verzamelingen S die behoren tot de
algebra die bestast uit alle eindige verenlgingen van
zulke verzamelingen. Omdat men eveneens gemakkell jk 1nzietT
dat de klasse van alle verzamelingen Seaj’ waarvoor

Q. {S) de gewenste eigenschappen bezit, gesloten is onder
monotone limiet overgangen, volgt nu (zie Loeve 1.6.A of
Halmos 6.B) dat deze klasse gelijk is aan;f; waarmee het
bewijs volledig 1is.

De voorgaeande stelling 1is in het biljzonder van toe-
pascing als x een stochastische grootheld of een stochas-
tische vector is. Men kan dit inzien door het boven gege-
ven bewilijs op een voor de hand liggende manier te wijzigen,
ci door op te merken dat een eindige collectie stochas-
tische grootheden a2ltijd als een deel van een aftelbare
collectie beschouwd kan wordein.

Speciale vermelcing verdient het peval dat Ll zelf
ceen aftelbasar of eindig product van de reé€le rechte
met zichzelf is en Jf-de bijbehorende G -algebra van Borel

verzamelingen. Er is den een aftelbare of eilndige collectie
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stochasti.che grootheden x = (gc__,]_q Xy o .) pedefinié&erad
door xn(o.)) = x_ als @ = (X,P X 0 s cve)s, Aaw.z. x(w) =w,
De stelling zegt nu dat x een gemengde voorwasrdeli jke

verdeling gegeven 73 heeft, en deze 1is hiler tevens een
voorwasrdeli jke verdeling van x gegeven Bomaat £2 =X

4 " " »
en ')LX = fji en zelf's een reguliere versie van de voorwaar-

delijke wacrschijnli jkheid gegeven ﬁomdat f/Q“m }{::x .

Stelling 3.5.17: Z21j x een collectlie stochastische groot-
heden en zlij g een re€le Borel functie op 'f met de eigen-
schap dat g(x) integreerbaar is.

Als X een voorwa:irdelil ke verdeling Pcu( Alﬁ) gegeven ﬁ% heeft,

dan 1is

Ew(%(ﬁ)lﬁ) :I{ g(x(w')) P (dw'lf3) Pa - b.o.

Als X een gemengde voorwa:rdelijke verdeling Qw(Sff'))

il

gegeven @heeftj dan 1is

Eale(x)] ) - ;,J; z(x) Q(ax|B) Pg - b.o.

Bewljs: De geldigheid van beide beweringen volgt op de

gebruikelijke wijze uit het feit dat ze juist zijn als g

de indicatorfunctie van een Borel verzameling 1in ’I is.

Op grond van Stelling 3.5.16 en Stelling 3.5.17
kunnen we nu besluiten dat elke voorwaardelijke verwach-

ting gegeven f)te schrijven is als een integraal tTen

opzichte van een gemengde voorwa:.rdelijke verdeling
gegeven \T)j enn veelal zelfs ten opzilchte van €en voorwacr -

de ll jke verdeling gegeven fB(zie Stelling 3.5.15).



COLLOQUIM WAARSCHIJNLIJKHEIDSREKENING

Beknopte samenvatting

HOOFDSTUK 1: MAATTHEORIE

1.17. We hebben steeds een ruimte {2 met punten cw , deelvzn [, N\,...
en klassen g, gf, . »« Van deelvzn.

1.2, (Def. 1.2.1). Algebra = niet lege klasse g die complementen,
eindige verenigingen en doorsneden, lege vz O bevat:
g-algebra ook aftelbare verenigingen en doorsneden.
(Def.1.2.2). g heet atomair als elk element een (eventueel
overaftelbare) vereniging van atomen is; (e g 1s een atoom

als [ £ O en voor elke/\eg geldt [TnA=0of 'n\ = [".
(St.1.2.1). Bij een willekeurige klasse & is

def N M, —
dt “E hL{ﬂ rmnfr;ne}f’ of T‘Mnege}
de kleinste algebra die J£ omvat, en de doorsnede van alle H
B
omvattende algebra's. JH = de Borel-uitbreiding van & = de

R
kleinste o -algebra die & omvat; J€ niet constructief aan te

geven tenzij met oneindig veel symbolen N en U.
Voorbeeld: Q = R"Y; I bestaat uit alle halfopen n-dim.

intervallen
(a,b ] = {x { a,< X, = bi (i=1,... ,n)} , a, en bie R, xie R
(R d-e-—:f vz R der re&le getallen waaraan toegevoegd co en - oo );

de algebra g = ﬁaff’ bestaat uit alle eindige verenigingen van
elementen van ;% C(; = 53@ bestaat uit de Borelvzn van Rn, en
bevat minstens: alle intervallen (open,halfopen,gesloten),
alle open en gesloten vzn; {x } f(x) <a} als f(x) continu is.
Opm. Alle eigenschappen van productruimten, productalgebra's

en productmaten staan in dit overzicht bij par. 2.5.

1.3, Q X (vaak:R")
a N X
P(a)E fwff(w) e A} « L AcKX
B.v. w = uitkomst van) £ ( meting of waarneming
—_
een experiment f (co )

(p(A)mvz van uitkomsten é__?.__. A= interval
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De hier gedefiniecerde @ is g -homomorf, d.w.z. operatiegetrouw
voor complement, aftelbare doorsnede en aftelbare vereniglng:

immers q?( yAn) = iLj cp(f\n) etc. Bij het begrip operatiegetrouw
worden hoogstens aftelbare operaties beschouwd, hoewel onze 4
ook overaftelbare verenigingen etec. in hun beeld overvoert.

(Def.1.3.3). Inhoud m = niet-negatieve additieve vz-functle ge-
definie&rd op cen a Lgeor‘a (? Als voor elk dlSJU.l’lCt stel N e g
waarvoor (toevalliz) g , geldt m( U A )= >.__,‘ m(A_),
heet m o-additieve inhoud°

(Def. 1.3.4). Maab p= g-additicve inhoud gedefinie&rd op een

——my Eape® ERAEER gy

o -algebra Y7
(St.1.3.3). Een aftelbare som van inhouden (maten) met het-

Zelfde definitiegebied is een inhoud maat).

(Def.1.3.5, 1.%.6). Te maat v e X heet g-finiet (resp. de in-
houd m or C? et noriraal) als (2 = g Q? een disjuncte split-
sing is met QS’ e K CI*eSpﬁg ) en voor alle ¢ u (Q?)<oo (resp:

m(Q)<oo en voor elke /\cg m(A ) = Z,Fm(/\nﬁ)

T
(hag. 15 ) De mant A 0D ¥ heet volledig, als ult e /\ /\ e K ,
M(A,) = roles Ne B .

Bij gegeven (onvolledigs) naat S Op K ois o T Gl s

%}d g/\ Aul’\ AE%/\CA C%;/L"(/\o):o‘}

€een g -algebra waarcn u (A ) df pr (A ) een volledige maat is.

J

Is een nnoud m op =en algekra g steeds ult Te breiden tot een
maat M OD Bg 7?7 Ja, als we eisen, dat m ¢ - addiftief en normaal is.
Geval 1: m(Q) ) eindig, dus na deling m(Q V=1 | m(Q2) =0 is
trl\rlaali Via de vin W= Qj [, (e g ) definiéren we de

uitwendige maat i (2le Def.1.4.2). A heet [ -apnroximeerbaar

v

- — S -1
als: Y jf"e.(;/'( (/\A}"‘)«:m .
Dan blijkt u(A )
g-algebra X van alle [- aﬂﬁroglm@erbare = rieetbare verzamelingen.

|

lim m ({_) een maat te defini&ren op de

M -3 OO

3
Vercder is X - {A UM he g sy c_z\ € ‘;} (A ) = o} s waarbi ]
zelfs de keuze A - tl N (e » mogelijk is.

=4 V=1 RAER

Mis volledig op K en bi] gegeven m uniek op ¥

Geval 2: m(Q )=co: via normaliteit splitsen er. eerst Q G . .,
T §

beschouwen. Dit geeft een klasse Jf? van F approx:.meerbare VZn

de meetbare vzn zijn nu die A waarbij voor elke ¢ geldt
AN n () )4 t maat =2 M die weer volledig en uni |
S?e S ,me M /US’ g .ﬁ ek is.
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Alternatieve definitie wvan Carathéodorz : /A meetbaar betekent:
voor elke CI)cQ is ™ ( @ )=7(Pn N) +ﬂ“(@ﬂ7§) . Dit geeft het-

zelf'de resultaat voor normale 1nhouden, maar geldt ook bij
niet-normale.

kg,

Voorbeeld: De geometrische inhoud m((a,b] )= Tl

1 (bi-ai) geeft
bij uitbreiding de LeBesgue 'maat op R

n
Intervalmaat op R~ = maat waarvan de definitieklasse de

Borelvzn omvat en waarbij elk eindig interval een eindige

maat heeft. Via een splitsing van R" in eenheidskuben bligjkt
elke intervalmaat o-finiet te zijn.

F(x) gedel'inie&rd op Rn heet verdelingsfunctie als er een

intervalmaat p 1s met u (Rn) = 1 en voor alle x F(x)m/x( (*00,3(3 ) -
Als M per interval door F bepaald is, is de toevoeging van

19 aan/u een-eenduidig: bewijs met de k® differenties

b, ...b,
A FoR(x) (Def.1.5.5).

L,‘ hk

Elke verdelingsfunctie is monotoon niet dalend; voer in

F(eo)=1 en F(x)=0 als Ei (xi-:--oo) , dan is F(x) continu van

rechts voor -ogusx<oco en continu van links voor

X = o0 ; F(X,[ 3000 sXs 500, ... ,o00) is een verdelingsfunctie in Rl..

(St. 1.5.2). De discontinufteitspunten van F(x) liggen in

hoogstens aftelbaar veel lggpervlakken ximaik (i=1,...,n;k=1,2,... ) -
1 5 _ - _ | - T b _

In R' is F(x) = F, (x) + %z D L(x xn) met Fc(x) continu en

Sprongen p_ Voor X = X .

(Def.1.5.7). G(x) is een maatdefini8rende functie als G{x)
continu van rechts is, eindig voor eindige X, en bij G een
intervalmaat/a bestaat zodat voor eindige a en b geldt

/Ll((a,b]) — Ab

a
voor eindige a en b is A

G(x). De eis voor u mag vervangen worden door:

b =
. G(x)=0.

(St.1.5.4). Als voor een maatdefini&rende functie G(x)op R, waar -
bij voor alle X O0=G(x)= 1 1s en Gleo) = 1,2alle k©
differenties voor k=n niet-negatief zijn, dan 1s G een
verdelingsfunctie.

(Pag. 53). Een maatdefini&rende functle G(x) op R™ is een
verdelingsfunctie, als geldt:



V. V 14 4 4 lim  G(x
® @ 9 °© o e 9 ¢ o » _,X. — O
: ] Xi“’l Xl+1 n X-ifamoo ( L n)
en lim cee lIm G(x4, el .,x ) =
X,l-a»m Xn-eaoo fl

HOOFDSTUK 1% : BOOLE-ALGEBRRA's

D1T gedeelte staat los van de verdere stof en wordt hier
niet samengevat.

HOOFDSTUK 2 : INTEGRATIETHEORIE

2.1(a) Gegeven: maatruimte Q,%,u) : 0 L5 R. 1)
(Def.2.1.1). f(w) heet J"i’-—meetbaar als V__.» {co |[fw)sa}te X
Speciaal geval: Q= R, g Borelvzn; de g-meetbar'e

ffuncties heten Balrefunctles

@1

2.1(b) Geg. (£, :ﬁ’;/,() ; OO £y R of R met H-uestoore functie 13

ruiate Q' el o -elgebre ¥ en een o -aomcworfe zi{deelding

@pven ¥ oo KX . Den is het stecds ;10*’?@113’{/4 en i te ver-
plenten tot u' en £'.d..;.2. een mc.,a.t/,c oo W en cen
functic ' (L _,R of R" ) te construercn :et: voor elke
Ne¥'  w'(N)- - H (@A) , voor clke 5 e R (of R%)

{cu |f(w)=sal e ¥ oen l{w'|f(w)s a})m{w)F(w)éa}.
“Trnneer £ cok voldoet, is f' (c,u) = " (cu) /u, b.o.
Speeicsl zevel: Q' = R, g(}}}ormlvzn) Als e nu Q. % o

4

wecthrre © neopodben, beaocaeven v (p nict L2 geven,

D cen }f
Nt CF? (_..,,..a) a H.L «{ Eo, ’ L (Q)) < .s.m«-.}' YOO allkkoe = & g 18 wen
(T fl(),.*.zOmC}l"flx,., o -

hFls K kxleinste o -elzcbre dic flle Jw | Flw)= e}
n B - e
(- €eR of R') vevet, auin is K. =@ ( g) dus e woeten nu i
e
net verpiznten verken .aet ¥, 1 p v ¥ . ve keuze I M (y) =y
is zooorloofd, went @({ vy | T '"(¥)&et ) =@ (( eo;2] ) =
= i joof £ (w) = 7} volgens dc dei’. ven @ .

|

Als /L(Q) 1 is, hcet Ff(“) agl p (ool T )= ufwlf () = }

de verdelingsfunctie van f, c.q. de simultane verdelings-

functie wvan f’i’ .o o ffn’

e ikl ke e ggea et A e e

1) Equlvalente eis: voor elke Borelvz B is {w' flw) 6 B}ekX.



2.1.(c)

2.2,

...5....
Iz\ls £, () 5 v o o fn(cu) allen K-meetbaar zijn, en _Je (y,!s ‘e _,yn)
is een Bairefunctie, dan is g(w) = @(f,l (@), ..., f (w)) ook
X -meetbaar. Hieruit volgt dat met f en g ook f + g,
fg, |f], f* en f Dbehoren tot de klasse M der meetbare

functies.

Als fn(nm’l s,2,...) Mmeetbaar zijn en f () = 1lim fn(ﬂu)

n— OO

- Db.o dan fe M7, d.w.2. er is een ge M zodat flw) = glw)
/u_..baog

In deze gehele paragraaf is (Q,¥%,u) een o-finiete maat-
ruimte. Via de ordinatenverzamelingen (Def.2.2.3, pag.106)
def'ini&ren we voor meetbare functies f Jf+@uen;-[fHQ/4; |

is €één van beide eindig dan heet f integreerbaar (klasse T)
en zljn beide eindig dan heet f sommeerbaar (klasse S).

De klassen Iﬂ’reSpw S™ bevatten de functies diei}zwkhclc
gelijk zijn aan een functie uit I resp. S.

————_—

(Def.2.2.5) Trapfunctie t(w) = F’—FK <A (w), o« e R,
A, dis] =T * ™ *
2 Junct.

(St.2 ,2.,8*) . [ e S’Zz__b 3 rij sommeerbare trapfuncties tna
tn(OJ)——-} £ (co) M= D.0.lim jtn d/u bestaat en is eindig.

We kunnen de rij tn z8 kiezen dat f{w) voor f(w) Zz O van
beneden en voor f(w)= 0 van boven wordt benaderd.

Nu heeft ook elke rij sommeerbare trapfuncties tn’ waarvoor
geldt tn(w) —> f(cu)/u-b . 0. en lim jtn dpu bestaat en is
eindig, de eigenschap ff’ d/u = lim jtn d/u .

De eenvoudigste integraal-eigenschappen worden hier niet
genoemd.

Tschebychef: fesS”, fz0, dan ¥ | u({fw|flw)zc})s
< :
= 3 ff d/ua

Gema joreerde convergentie: gEe€ Sﬂ, Vn fne M% en
lfn(w)f = g(w) /u-b.,og, lim fn(cu) bestaat /a-baoa, dan

lim £_e $* en flim r BaZ 1imffn du.

Lebesgue: V_ f e 1™, fn(cu) =L 1 (w)/u-bv 0., —co<
<jfnd/.¢§c < o, dan bestaat rlirr;fn(w) p-0.0. , lim f_e S*
enflim fnd/u = 1im ffnd/“ .

Continuiteit: Vtefat,[g Ly (cu) e M en ift (C‘-’Nﬁh(w): he S,
en voor M-bijna alle e is f, () continu naar t in t=t

dan is @ (t) d,__e...f | ft (co) duy continu 1n t=t 0

O."
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Differenticerbaarheid: 3d V_ [te(t -d,t +d)=>f, (w)e M];

voor h e€S8S™ en

s d
voor /,(--bijna alle co bestaat 4 f (w) in t=t. , en
() ( dt ¢ N O : )def
', (w)e S eXtra els, staat,in syllabus.); dan is @ (¢t
tO miet

ff (co) d/u differentieerbaar in t= to en @ (t ) =

f[a"t £y ()] t=t o M

(St.I 19).Als voor alle n /\ e ¥ , f)(
A &fl du = C<oco, en A_ 1‘/\ met/u(K).._O dan
ed ff d/u :ﬂl_i_gna /\ff d/u....._
Radon-Nykodim: (_Q_giffﬁ/u) is een O -finiete maatruimte, v is
een g ~-finiete ¢ -additieve verzamelingsfunctie gedefinieérd
op ¥ ,» is absoluut continu t.o.v. (dus/u (A) =
v(/\)--- 0). Dan is er een f metQ__i;R fel (u),V v(/\):-...-
f f du. £ is u-bijna uniek; is nog gegeven c?at
\7' O"-'-)) (N )= = u (N) is, dan kan de keuze van f zo ge-

Ne
schieden dat V. 0=f(w)=1.

Overzicht wvan product-eigenschappen; in de syllabus ook
onder 1.2 (pag.6-10), 2.2 (pag. 99-106) en 2.3%(pag.132-138).

Het cartesisch product £) = ﬁi .Q = (L2 R .s-Q ) is

1="
associatief (door identificatle) Als gi een algebra 1n_Q
is (i=1,2,...,k) vormenwe? X 0‘2 Y. 1 K dgf de kleinste
algebra die alle vzn A = /\ ) met /\ € JJ omvat ;

deze bestaat uit alle elndlge verenlglngen van N's.

(g,] X oo xg’k) = ( qX ee e X gk)" in het algemeen niet
gellgk aan
B
g,[ o o o gk’ wat wel een algebra maar geen g -algebra

zal zijn.

Geg. twee O -finiete maatruimten (Qi , %i’/ui) (i=1,2),

Dan 1is n * ‘ Jep 0 | *
m( U (Ay ,AZ)) °= >_ M (A g (NS)
jm/] J=



....7,....

(voor disjuncte verenigingen) een g -additieve normale in-
houd op ffq x Yg : BlJ uitbreiding wordt dit de maat X M
Op een klasse die (Jf’ }‘32) omvat (par.1.4). We hebben
nu een prod

product v;n maatruimten: (_Q1 s 3‘3‘:’,! 3/,:,]) X (Qg, Yg,/ug)m

(€2, L2050, Ky Bys 2 i)
De vorming van deze producten is associliatief.
B

Voor A € (J’f’,I .xifﬁ’g) geldt voor de sneden: V,, A e ¥,

/‘z(/\w_,) € I%(/u ), etc.,

Fubini: fe 8 (/u_'x/a_z)_ﬁ/u,] - b.o.fes8 ( )3 ff d/UEES*(/u,I),

fap{frapy [ £ a(pyxpmy).

We beschouwen nu een indexverzameling T die niet eindig en
zell's niet aftelbaar behoeft te zijn; bij elke T e T is een
maatruimte (Q,% ,/ur) gegeven met (€2) = 1. Dan is

Q=711 een ruimte, waarin cw = {co_|voor elke teT één

rTeT
w_ e @] }een punt is. Kies nu eindig veel indices ‘C,1 ; ,"‘%
en bl elkegeen/\‘eff '.Z.(/\ M”/\ )
........{o) w e f\ c e e g ‘*’r: & /\I_N} 1S een oillndervz i met basis
(A-Cs o /\ ) erl as II” Q o
! el
Tz T.

d

m(z)dgf Ib& /*1:.,, (/\r' ) geeft een normale inhoud op
J= J d

)7 n = T Té’ = de kleinste algebra die alle cylindervzn met
te'l
eindige basis omvat.

R
(St.2.5.1). jﬁf’T bestaat uit alle cylindervzn met aftelbare

basis. Wanneer de normale inhoud m a-additief is, kan hij

worden uitgebreid tot een maat op B%T . We hebben dan een

Speciaal geval van de volgende sTelling:

(St.2.5.3). Kolmogorov. Als voor elke teT (2 een
Fuclidische ruimte Rn is met als a"walgebra }E’ de Borelvzn,

en er 1is voor elke eindige greep T, . een interval-
maat /u_z__ Ty gegeven met /“‘1: o . ( ZH[ O_ ) 1, terwijl
deze maten onderling cons:r_stent z.lgn, dan is er één maat

M Op W waarvoor bij elke eindige greep T,,..,Ty en elk
stel A_ v e]‘f’ (j=1,...,n) geldt
/L((Z(A aa#}AtN)) — /U_tﬁr}t”); (/\rjaaajA )o

TN 1 I‘N
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(St.2.5.5). Is /u' de volledlg gemaakte u van de vorige stelling,;

en %’T de o~algebra der u' -meetbare vzn, dan is er bij elke

%T - meetbare functie f(w) een rij functies fn(w) , elk: van
slechts eindig veel co_ afhangend, met lim f (w) = f(w) M- D.0.
Z0 1s elke oneindig-dimensionale Baire-functie /u’...bijna gelijk

aan de limiet van een rij eindig-~dimensionale Bairefuncties.



