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Io Karakteristieke functies 

1o1 Definitie en eenvoudige eigenschappen 

In het volgende zullen we te maken krijgen met het integreren 

van complexe functies van een reele varaibeleo In verband hiermee 

moeten we een aantal definities uitbreiden. We gaan uit van de(reele) 

maatruimte (X, a,.,µ) en definieren: 

Def. 1.1.1: de functie f(x) = u(x)+iv(x) (u en v reele functies) 

heet meetbaar (sommeerbaar), als zowel u(x) als v(x) 

meetbaar (sommeerbaar) zijn. 

Def. 1. 1 o 2: J u(x)dµ+i J v(x)dµ. 
X X 

Uitgaande van deze definitie bewijst men gemakkelijk, dat voor com­

plexe som.meerbare functies geldt 

a) 

b) 

c) 

Jaf(x)dµ= aff(x)d voor elke complexe a 

J f(x)dµ= ]f(x)dµ 

lff(x)dµl~flr(x)Jdµ 

bij integratie over een willekeurige meetbare verzameling. 

Eigenschap c) kan als volgt bewezen worden: 

als ff(x)dµ = 1¢ ' re s dan 1s r = lff(x)dµJ= 

Men gaat verder zonder veel moeite na, dat vrijwel alle stellin­

gen,die we voor reele meetbare functies hetuen bewezen, zoals de stel­

lingen van Fubini en Lebesgue ook voor complexe meetbare functies gel­

den. In het volgende zullen we deze stellingen zonder verdere toelich­

ting op complexe functies toepassen, 

We zijn nu in staat om het begrip karakteristieke functie van een 

stochastische variabele te definieren~ 

Def. 1o1,3: als x een stochastische variabEle is op het kansveld 

(n,~t,P) dan wordt de karakteristieke functie, ¢ (t) van 
X 



( 1 ) 

.! gedefinieerd door 

¢ ( t ) d;f t e i_!t = 
X 

2 

waarin F de verdelingsfunctie van x voorstelt en t reeel is. 
X 

Voor een stochastische vector _!=(,?E.1,x2 ,o••,,?E.n) definieert men analoog 

,,, n 
Def. 1.1.4: ¢ (t) = ¢ (t 1,t2 ,oo.,t) = l expi( l x.t.). 

X X n j=1 -J J 

We zullen ons voorlopig op een enkele uitzondering na beperken tot 

het geval n= 1 • 

De volgende eigenschappen van karakteristieke functies zijn 

evident: 

¢ (0) = 1 
X 

l<1>)t)!2. 1 

¢ ( -t ) = ¢ ( t ) = ¢ ( t ) 
X -x X 

( ) = ;bit¢ (a~) 
<Pax+b t x 

¢ (t) 1s uniform continu op (-00 , 00 ). 
X 

Def. 1.1.5: x heet een roostervariabele, als ,! met kans een waarden 

a+bj (a en b reeel, j=0,.:!::,1,+2, ••• ) aanneemt. 

St. 1 • 1 • 1 • : x 1s dan en slechts dan een roostervariabele, als er een 

waarde to#O is met l<Px(to)l=1. 

Bewijs: als x een roostervariabele is met p.=P{x=a+b.}, dan is 
J - J 

00 

it(a+b·) 
00 

¢ ( t) I ita I itb· zodat = p .e J = e P .e J, 
X j=-oo J j=-oo J 

1s. 

Als anderzijds l¢x(t0 )!=1 is met t 0#0, dan is er een reele a 
00 • -

r itoydF ( ) _ it0a met J e x y - e , dus 
_co -

j eito(y-a)dF)y)=1, zodat j {1- cos t 0(y-a)} dFx(y)=O. 
_oo _oo 
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Hieruit volgt, dat F (y) slechts kan toenemen in punten waar 
X 

cos t 0(y-a)=1, dus voor y=a+ 2~~ (zie rapport S295, eigenschap I 8, 

blz. 119). 

t 
St. 1.1.2: als $x(t)=O voor t=t0#0 en t=t0#0 terwijl t~ irratio-

0 
naal is, dan is er een a met P{x=a}=1 en dus $ (t)=eiat. 

X 

Bewijs: stel x neemt met positieve kansen de waarden y 1 en y2#y 1 aan. 

Dan geldt 

' 2'1T • I a+ -J 1 t I 1 
0 

J ,-J2 
Aftrekken levert -t-- = 

t 0 

j ,-j2 
t' 

0 
, waaruit wegens de irratio-

0 naliteit van t' volgt, dat j 1=j 2 en j 1=j 2 in tegenspraak tot 
0 

de veronderstelling, dat y 1#y2 is. 

Als we de beide uiterste leden van (1) formeel differen­

tieren en t=O substitueren, dan vinden we $'(0) = ic"'x. In het 
X -

nu volgende zullen we het verband, dat bestaat tussen deaf-

geleiden van ~x(t) en de momenten van _!,behandelen. 

We voeren de volgende notatie in: 

Def. 1.1.6: als h(x) een complexe functie is, dan warden de centrale 

differenties van h(x) gedefinieerd door 

~ h(t) = ~1h(t) = h(t+s) 
s s 

Speciaal is 

itx 
e 

h(t-s) 

n 

L 
m=O 

ix(n-2m)s itx( 2 . )n e = e i sin sx • 



4 

Lemma 1. 1. 1: Als de ne f.,i'geleide van h( t) bestaat voor t=t0 , 

dan is 
ll:h(t0 ) 

= lim--­
s->-0 (2s)n 

Bewijs: We gebruiken de stelling van de l'Hopital in de volgende 

vorm 

f(k)(O)=g(k)(O)=O (k=0,1, ••• ,n-1) ( ) 
~lim f(s) = f n (0) • 

( ) ( ) s->-0 g ( 8 ) g ( n \ 0) 
f n (0) bestaat en g n (0) # 0 

Als we fen gals volgt kiezen 

f ( s ) = ll~h ( t O) 

g(s) = (2s)n, 

dan is aan de voorwaarden van de stelling van de l'Hopital voldaan, 

immers 

(0,,:k<n) 

(k=n) 

Voor g(s) geldt triviaal 

g(k)(s) = ~ 0 
2n I n. 

(0~k<n) 

(k=n) 

zodat het lemma uit de stelling van de l'Hopital volgt. 

We bewijzen nu 

St. 1 • 1 • 3: als ~ (t) 2n maal differentieerbaar is voor t=0, dan be-
x 

staan-de eerste 2n mn~enten van-~' d.w.z., dan is 
~I 2n 0 n c. ~I < 00 • Omgekeerd:als t 1.!.1 < 00 is, dan is ~)t) n 

maal differentieerbaar, terwijl ~ (n)(t) uniform continu 
X 

is op ( -oo, 00 ) • 



Bewijs: 

5 

(2s)2n 
is begrensd, dus 

~2n<P ( 0 ) 
M>I s X 

- (2s)2n 

~2n ity ~ 
= I 00J ,2. e dF (v)\ = 

1 2n X ~ 
_oo \ (2s) / t=O -

~ 

Voor alle eindige positieve a en b geldt nu dus op grand van gemajo­

reerde convergentie 

b 
f y2ndF)y) .::_M, 

-a 

zodat oak E1~1 2n .::, M is. 

Is omgekeerd el~ln < 00 dan 1S op grand van eigenschap I17 (blz. 126 vanS295) 

<P (t) n maal differentieerbaar met 
X 

n eity dF (y) • y X 
_oo 

Men gaat gemakkelijk na <P (n)(t) uniform continu is op (-00 , 00 ). 
X 

Opm.: 

){'"!~In 
voor oneven n kan ~et voorkomen, dat <P (n)(t) bestaat, terwijl 

X 

c = 00 is. Een voorbeeld hiervan levert de stochastische variabele ~, 

met verdelingsdichtheid 

C IYI > 2 
f (y) = 

X IYI < 2, 1) 

zodat 
00 

= C J 
2 

~;gy = C [loglog yJ; 

De karakteristieke functie 

<j) (t) = C f 
~ IYI ~ 2 

ity 
e dy 

is echter continu differentieerbaar, omdat 

1 ) 

ity 
e 

Y loglyl 
dy 

Dat f(x)=O is voor !xi <2 1s niet essentieel. 



uniform convergent is, immers: 

ity 00 ity . J e d . J e l. y = l. --- - l. 
lxl~2 ylog Y 2 ylogy 

6 

00 -ity 

l ;logy= 

00 

_2 J sinyt d 
ylogy Y• 

2 

Op grond van de tweede middelwaardestelling van de integraalrekening 

geldt 

M 

I 2 sinyt I I 1 ~ f ___. ____ dy = .. __ f 
M ylogy logM1 M 

1 1 

M2 
11 +I J sinyt 

dy f = 
1 

~ 
y j logM1 

sinyt _....__ dy+ 
y 

1 Mf2 sinyt I 1 r1 f~ 
logM2 r: y dy -logM ] 

~ 1 i.: M1 

,,,,. M2t - r {I'} ~ dyl + I J s~ny dy j< e: 
Mt y 

1 ~t 

voor alle reele t, als M~ voldoende groot is 9 want /J siny d I y y 
a 

sinyt 
y 

is 

uniform begrensd voor alle reele a en b. Dit kan men als volgt inzien: 

als a~1 is, dan geldt 

Op grand van de tweede middelwaarde stelling van de integraalrekening 

geldt 

siny dy !+ .!. I j s1.ny dyl ~ 4. 
a i1 

Als O~a<1, dan geldt triviaai 

St. 1 • 1 • 3: a) als c"l.!1 n < 00 1.s 9 dan geldt 

. (" )n-1 1 n 
¢ (t)=11 1

1; fx+ ••• ,( 1\) 1 xn- +S(t).Lflxln met js(t)_< 1. 
x • n- • - n! -

) - rl 1n+6 . b als IC _! <00 1.s voor een 6 met O ~ 6 < 1, dan geldt 

<I> (t)= 1+ it 
X 1! 

( it )n 
x+ ••• 1 , 
- n. 

(t-i-00). 
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Bewijs: voor een functie f(t), die n maal differentieerbaar is, met 

continue f(n)(t), geldt 

( *) f(t) =f(O)+ f'(O) f(n-1)(0) tn-1+ tf f(n)(s) (t-s)n-1 
t+ ••• + 0 (n-1)% ds. 

1! (n-1)! 

Als we(*) toepassen op $x(t), dan vinden we 

n-1 ( 't)k 11'." k t 
¢ (t) = I ~I C 2S + f 
x k=O " 0 

(t-s)n-1 00f (. )n isy ( ) 
(n-1)! ds iy e dFx y. 

_oo 

It (t-s)n-1d 00! (' )n isydF. ( ),<,tJI (ltl-s)n-1;~, 1nJ:~_ep, 1n 
Daar J ( 1 ) , s iy e y _ ( n-1 ) ! ,~ _! n •' - x 

Q n- • , _co X Q 

is, geldt a)" 

Om b) te bewijzen schrijven we 

$ ( t) 
X 

Voor positieve t (en analoog voor negatieve t) geldt (met s=ut) 

I 
( 1') t ( ) ( ) ( ) n-1 

1 
1 ( ) n-1 00 I ituy I '1',+t 

t- n+u 1{$ n (s)-$ n (0)} t-s ds <J 1-u duf 1-e I I dF fv.} 
0 x x ( n-1 ) ! - 0 ( n-1 ) ! I t I o y 'Y!' 

- - _co Y -

De laatste integraal gaat naar nul voor t➔O wegens gemajoreerde con­

vergentie: 

St. 

1,-eituyj 

1Ytl 0 

1-0 o 
~ 2 u • 

1.1.5: als ¢ (t) 
X 

= 1 + o(t2 ) 

1-$ (t) 00 

dan is P{x = O} =1. 
00 

Bewijs: X f 1- costy dF (y)-i I sinty dF ( ) = o(1), = 
t2 t2 X 2 X y 

_oo _co t 
00 

dus lim f 1- costy dF ( )-o omdat 1- costy > 0 2 y - en, 
t➔O - 00 t 2S 2 - ' t 

a 
1- costy dF ( ) 

a 2 lim I = f y dF (y) = 0 voor alle positieve a. 
t+O 

2 X y X 
-a t - -a 

00 

Dus oak J y2dF (y) = O, zodat P{x = 0}=1. 
X _oo 



8 

St. 1.1.6: als x en l.. o.o. stochastische vectoren zijn, dan geldt 

Bewijs: 

St. 1. 1. 7: 

Bewijs: 

Opm.: 

c/> (t) = c/> (t)cj> (t). 
"!:.+x. "!:. X. 

C it(x+v) t: itx ,rr: itv 
l..e - L = Ce - Ce L (zie st. 3.3.3 en 3.4.5 van rapport 

S 295). 

Een gevolg van deze stelling is 

als c/> ( t) en c/> ( t) karakteristieke functies zijn, dan is 
.!1 .!2 

ook c/> (t)cj> (t) een karakteristieke functie. 
.!1 x2 

als we op R2=(R 1 ,R2 ) de productmaat u1xu2 invoeren, die 

wordt voortgebracht door F (y 1 )F (y2), dan zijn _!1 en x2 
.!1 .!2 

O.O. op de maatruimte 

St. 1.1.6 en 1.1.7 gevolg gelden ook, als _!1 en _!2 n-dimen­

sionale vectoren zijn. 

Verder geldt: als .! een m-dimensionale vector is en 1.. een 

n-dimensionale vector, terwijl .! en 1.. o.o. zijn, dan is 

c/> (s,t) = c/> (s). c/> (t). 
,!,X. .! 1.. 

1.2 Analytische karakteristieke functies 

Def. 1.2.1: 

St. 1 • 2. 1 : 

c/> ( t ) heet een analytische karakteristieke functie, als 
X 

er een functie c/>(z) bestaat, die analytisch is voor 

I zl < a (a>O), terwijl cj>(t)= c/> ( t) voor ltl<a, dus als 
X 

c/> (t) analytisch kan worden voortgezet tot een omgeving 
X 

van z=O. 

De functie cj>(z) geven we verder aan met cj> (z). 
X 

zij z=u+iv (u en v reeel) en zij ~ een stochastische 
. b 1 b". £' vx varia e e, waar lJ <..,, e - bestaat voor alle v met 

lvl < a (a>O), dan is f eiz_! de analytische voortzetting 

van c/> (t) in de strook lvl < a. 
X 
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Omgekeerd: als $x(t) analytisch kan worden voortgezet tot lzl <a, 

dan bestaat e V_! voor alle v met Iv I < a. 

Bewijs: als tev.! bestaat voor lvl=I Im zl<a dan bestaat ook 

f)v.!1 < f(ev.2:S+e-v.!) voor !vi < a. Bij iedere vaste v bestaat een o zo­

danig, -dat ook f e( lvl+o) l.!I < 00 (als Iv!< a, dan is ook lvl+o<a voor 

zekere o). Voor iedere z met IRezl<a geldt dus 

= j IYlevydFx(y)~ Je(lvl+o)IYldFx(y) < 00 

' _00 

[' ixz zodat i,,,..e- differentieerbaar is (zie rap. S295_,I17,blz. 126) met 
00 

d ;;? ixz . 
dz <:, e - = J.. f 

_00 

Het differentiaalquotient hangt niet af van de differentiatierichting 
r· ixz (dit geldt immers voor de differentiatie van de integrand), dus ie -

is een analytische functie in de strook lvl <a, terwijl /:eixt=$_!(t) 

voor alle reele t. 

Als $ (t) een analytische karakteristieke functie is, dan is 
X 

$ (t) willekeurig vaak differentieerbaar, zodat volgens st. 1.1.3 
X 

00 

.!2m bestaat voor m=0,1,2, •••• De reeks l 
n=O 

luut convergent voor lzl <a, dus 

is abso-

evy+e-vy 
zodat 2 op grond van de stelling van Lebesgue (zie S295, blz. 

123) F b . d . f'I vx I -som.meer aar 1.s en us lS ""I e - < 00 

X 

typ: H.v.D. 

voor Iv! < a. 



St o 1 o 2 o 2 : ¢ ( t ) kan dan 
X 

gezet tot I Im~ I < a ( a > 0) 

voor I z I < a. 

10 

en slec½t-:; dan analytisch worden voort-
00 e n 

F X ID 
als ' ~ z absoluut convergent is l n! 

n=O 

00 

Bewijs: Als voor vaste z 
M 2m 
\ .. · X I ,2m 

met I z I < a is I 
n=O 

lf;s.n zn I <co is dan is n! , 

l ··~ 2m) ~ z begrensd 
n=O 

is voor alle M. Uit het bewijs van de vo-

. 1 . r I vx I _f I vx I . . d . rige ste ling volgt, dat 1s, e - .::, ;:., e - < 00 is. Uit e stelling zelf 
{' ixz . . 

volgt dan, dat le - de analytische voortzetting is van¢ (t) voor 
X 

lvl= I Inzl < a. 

Is ¢ (z) de analytische voortzetting van ¢ (t) voor I Imz I< a , dan 
X X 

co n 
<j)(n)(O) 

00 

(iz)n 
¢ (z) I z I p n = = n! 1,..-!f:. n.-,-X n=O X n=O 

absoluut convergent voor I z I < a o 

Opmo 1: uit dP beide voorgaande stellingen en hun bewijzen volgt, 

~ f ¥;,n oo £1.41n n 
dat, als l . zn convergent is voor I z I< a, ook I -nT z 

~on· ~a 
convergeert voor lzl < a(het omgekeerde is triviaal), immers voor 

convergentie van beide reeksen is het bestaan van feV!f:. voor alle 

Iv!< a en dus het bestaan van t,'elv_!I noodzakelijk en voldoende. 

Beide reeksen hebben dus de zelfde convergentiestraal. 

Opm. 2: zeals we later zullen bewijzen is een verdelingsfunctie F 

is 

X 

bepaald door zijn karakteristieke functie ¢. Als ¢ analytisch is, 
X X 

dan 1s ¢ (als machtreeks) bepaald door de momenten-van x. In dat ge­
x 

val 1s dus ook F door de momenten bepaald. 
X 

Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde hiervoor is, dat 

a) al:e momenten van x bestaan 
,.. n 

b) E P$. 
n! 

dat 

n 
z een positieve convergentiestraal heeft, d.w.z., 

1 def 
= limsup 

a 
n ➔"" 

? \\ 1 
· !exnl •:: Ii 

1 - ·: < CO 

nl 



11 

Een voorbeeld van een verdeling, waarbij deze convergentiestraal 

nul is wordt gegeven door de verdelingsdichtheid 

f(x) , -Ix 
= 2 e (x>0). 

Voor de momenten van deze verdeling geldt 

00 

r n , ooJ n -✓x 
':,x = 2 x e dx 

0 
1 1 , 

= f y2n+ 1e-ydy=(2n+1)! > (n!) 2 , 
0 

zodat ~ lim (n!)ri' > lim On) 2 = 00 1 
Ci n-+oo 

n 
omdat n! ~ (¥) '2' is. De karakteristieke functie 

¢(t) = ~ j eitx-/xdx 
0 

le' ixzl is niet analytisch in de omgeving van t=0, immers t, e - =00 voor alle 

z met Im z < 0. 

Men ve:rifieert gemakkelijk, dat de stochastische variabele x met 

verdelingsdichtheid 

1 
f (y)= - e 
~ av'2n 

de karakteristieke functie 

2 (y-u) 
2a 2 

2 . a 2 
¢ (t)= eiµt- T t 

X 

(µ en a reeel) 

heeft. Uit de volgende stelling blijkt, dat dit de enige karakteris­

tieke functie is van een dergelijke gedaante, n.l. 

Stelling 1.2.3 (Stelling van Marcinkiewitz): als ¢ (z) een karak­
x 

teristieke functie is van de gedaante 

ij> (z) = eP(z) 
X ' 

waarin P(z) een polynoom is, dan heeft P(z) de vorm 

P(z) o2 2 
= iµz - 2 z (µ en a reeel). 



bewijs: zij 

met 

12 

P(z) 

a= aeiS#O (n ~ 1) 
n 

Daar ep(0)=1 is, kunnen we zonder bezwaar 

ao = 0 

nemen. Het triviale geval P(z)~O, dus ¢ (z)~1 sluiten we uit. 
X 

Voor willekeurige z=u+iv geldt 

00 00 

eReP(z)=J¢(z)J.:: f JeiyzldF(y)= f e-yvdF(y)= ¢(iv)=eP(iv). 
_oo 

Voor alle z geldt dus 

(1.2.1) 

We schrijven 

met 

(1.2.2) 

ReP(z),:: P(iv)= ReP(iv). 

n · S n 
P(z)=a IT (z-z.)=aei IT lz-z.lexp i 

nj=1 J j=1 J 

lji.(z) = arg(z-z.). 
J J 

n 
I lji.(z), 

j=1 J 

Is nu voor een vaste \Ji#O 

(1.2.3) i\JI z=re , 

dan volgt uit (1.2.1) 

(1.2.4) 

waarin voor 

en 

n n n n 
lalIT lz-z.lcos{B+ l \jl.(z)} ,::lain liv-z.lcos{B+ l \Jl.(iv)}, 

j=1 J j=1 J j=1 J j=1 J 

lzl=r ➔ oo 

lz-zjl liv-zjJ 
r ➔ 1, wj(z) ➔ \JI, r ~~ 

n 

brl = I sin \JII 
I z I 

{ , } . ) ( sin~ n nn cos S+ l \Jl.(iv) ➔ cos(B+n argiv = ------) cos(B+ 2 ). 
j=1 J lsin~I 



Deling van beide leden van 

limiet over gang r ➔ 00 levert dus 
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(1.2.4) door 

(1.2.5) cos(S+nt/1) ~ (sint/>)n cos (S+ ~n). 

n r gevolgd door de 

Op grond van de continuiteit van de betrokken functies geldt 

(1.2.5) ook nog voor w=O. 
Nemen we speciaal 

S+nt/>=2n 

dan levert (1.2.5) 

{sin ( 2n-S) }n cos ( 8+ n21r) = 1. 
n , 

Nu is Ices( + n;) 1=1, alleen als S=l1r - ¥ (1 geheel). Omdat ¢x in­

variant is bij vervangen van S door 8+2k1r (k geheel), is het vol­

doende, om alleen de waarden l=O en 1=1 te beschouwen. 

Voor l=O is cos(S+ ~)= +1 en dus moet gelden 
2 

{sin (; + 2:)}n = 1. 

Dit is alleen juist voor n=1 en n=2. 

1 . ( n1r) 1 Voor l= is cos S+ 2 = - en dus moet 

{sin ( 2:. + 2:.) } n = -1 
2 n 

zijn. Dit is alleen waar voor ·n=1. De enige mogelijkheden zijn dus 

n=1 en n=2. 

zodat 

Als n=2 is, dan volgt uit 

p izx 
1--e - = 

( a = i [ X = iµ t 1 -
c,, 2 t'"' 2 2a = -(ex -( x) )= 

2 - -
. a2 2 
1]..IZ- 2 Z 

¢ (z)= e 
X 

2 
-a , 
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2 Het geval n=1 krijgen we hieruit door o =O te nemen. 

Stelling 1.2.4 (Stelling van Cramer): als ¢ 1(t) en ¢2 (t) karaktc,ris­

tieke functies zijn, terwijl 

dan geldt 

. o2 
ii.it- - t 2 

2 

0~ 

iii .t- -f t 2 

¢.(t)= e J 
J 

( j=1 ,2) 

bewi,is: ¢ 1(t) ¢2 (t) is de karakt~ristieke functie van _!=~,+~2 met ~ 1 

en ~2 o.o. Voor de centrale momenten van~ geldt 

2n 
0 

dus 

omdat 

c2 (x-ii) 2 2 1 e - < 00 voor c < 2 op grond van de stelling van Lebesgue, 
2a 

EI 
n=O 

{c c~-u) }2n 
n! = 

2 begrensd is voor c 
1 

< - • 2011. 
Immers 

Omdat voor positieve a en~ en reele x 

2 
e ax > e b Ix I voor voldoende grote !xi, 

is ook 

2 1 
(c <-2). 

2a 

& 2 2 
C X 

- < 00 

(lzl <1). 

Op grond van de stelling van Fubini (S 295, St. 2.3.3) is dan voor 

µ - bijna 
.!2 

alle x2 

[ 2 2 c (x 1+x2 ) 
e - < oo 



en dus geldt 
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(c2 < _1_) 
2a2 

en analoog voor ~2 • Voor iedere eindige reele v en voor voldoende 

grate x1 is 

dus 

lvx1 I 
e < e 

[ Iv~, I 
e <co 

' 

2 2 
C x1 

waarult 
1) 

op grand van St. 1.2.1 en St. 1.2.2 volgt, dat ¢1(z)=¢ (z)analy= 
~1 

tisch ~s voor alle eindige en evenzo voor ¢ (z). Daar ¢. geen eindige 
~2 J 

nulpunten heeft: ¢1(z)¢2(z);t0 en j¢.(z) I<;, voor lzl < 00 , is ook 
,J 

log ¢. ( z) rn.a]yt:isc h voor eindige z. Omdat voor alle reele y 
J 

2 2 2 yx. < C X. + 2 
J - J 4c 

geldt, is voor lzl 2< 
2a2 

log 

2 2 ht_ ., I zx. j J? c x . + 2 I ¢ / z) I ~ log Ce J < log L, e -J 4c 

ht 2 2 
CC x. 

= + log Ce -J 
4c2 

(j=1,2), 

dus 

2 log ¢.(z)= O(z) (z-+oo). 
J 

Nu geldt algemeen: als f ( z) anaJytiS'.:h 
k k 

f(z)= O(z ) (k-+ 00 ), dan is f(z)= l 

I 
lzl=R 

n=1 

f(z) 
n+1 

z 

is voor alle eindige z en 

zodat bij limietovergang R-+ 00 blijkt, dat c =O is voor n > ko 
n 

We vinden nu dus 

log 

= 

i ) 
~!et het ber:;rip "analytisch" warden hier ( evenals in het voore;aan-
de) alle singulariteiten, dus ook polen uitgesloteno 
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Evenals in het bewij s vai:1 St. 1. 2. 3 verifieert men gemakkelijk s dat 

( cOj=O (mod 2ni) 

i 
,( C .=iµ. 

\l 1.J J 
l _ , 2 
I. c 2 .--20. • 
",. J J 

2 
Opme:bovenstaand bewijs gaat formeel door voor a =O, als oo wordt ge-

l . . . 
lezen voor 2 . We kunnen dit geval afzonderliJk behandelen, door 

a 
op te merken, dat uit o 2=O volgt, dat o~=O (j=1 ,2), 

J iJJ ·t 
o2 =o 21+o22 • Nu is dus P{x.=µ.}=1 

-J J 
en ¢, . ( t ) = e J • 

J 

1o3 Omkeerstellingen 

We voeren de volgende notatie in 

1 ) 

Def, L3.1: 
* F (x)+F (x) 

F (x)= + -
2 

A 

F(x)::: ·* 
? (x)+F (x)-1=2F (x)-1. 

+ -

We zullen gebruik maken van het bekende 
00 

Lemma 1 c 3 • 1 : I sinxt 
t dt = nsgn x. 

We gebruiken verder 
00 

Lemma 1,3.,2: J sgn(a-x)dF(x)=F(a), 
_oo 

waarvan het bewijs onmiddelijk uit Def. 1.3.1 volgt. 

He bewijzen nu 

omdat 

St a 1 o 3 o 1 ( omkeerstelling volgens Gurland): als ¢, ( t) de karakteristieke 

functie is bij F(x) 2 \ dan geldt 

l) F (x) = lim F(x+o)=F(x), F (x)= lim F(x-o)o 
+ MO - MO 

2) 
We zullen in het volgende zonder dit steeds expliciet vermelden met 
F(x) een verdelingsfunctie en met ¢,(t) de corresponderende karakte-, 
ristieke functie aanduiden. 
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-itx 
:r(x)= lim f e cji(t)dt. 

T--+«i ,2,I t I ~T 
-irit 

,+o 

bewi,i s: 
-itx 00 00 . ( \ 

·t it y-x; 
f e dt f e1 ydF(y)= - I dF(y) I e 

-irit rrit 
,:5.lt l.:T _oo _oo ,~It 1:-:_T 

00 00 

" 
= I dF(y) f 

,:5.ltl.:T 

sin(x-y)t dt ➔ 
-rrt J sgn(x-y)dF(y)= F(x), 

_co 

omdat 

I sin( x-y)t dt 
nt gemajoreerd (zie Opm. op blz 5 en 6) 

T::.1 t I .:T 
naar sgn (x-y) convergeert. 

met Defo 1.3.1 volgt uit St. 1.3.1 direct 

St. 1. 3. 2 ( omkeerstelling volgens Lev~,): 

* * F (x)-F (y)= lim 
T -ity -itx f e -~e <jJ(t)dt. 

T+oo -T 2nit 

Omdat de integrand nu continu is voor t=O, hoeft bij t=O geen hoofd­

waarde te warden genomen. 

F.veneens ui St. 1.3.1 volgt 

St. 1.3.3 (omkeerstelling volgens Parz=n): 

T 
*( ) , . 1 f F x = 2- lim -

T-+00 r.r 0 

Im { e -it x cp ( t ) } 

t 
dt 

dt= 

bewijs: F(x)= * * . 1 2F (x)-1= Re{2F (x)-1}=-- :.im 
, -i tx ( ) } Im1.e <j) t dto 

1T T-+oo t 
T-+-0 

-itx ( ) 
D Im e ¢ t = aar t J sin~(y-x)dF(y) even 1s (en continu voor t=O), 

_co 

volgt hieruit de stelling. 

Opm: uit de omkeerstellingen volgt, dat F(x) in z1Jn continuiteits­

punten door <j)(t) bepaald is. Op grand van de continuiteit van rechts 

is F(x) dan in ieder punt door ¢(t) bepaald. De correspondentie tussen 
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verdelingsfuncties en hun karakteristieke functies is dus een-een­

duidig. 

St. 1.3.4: de sprang van Fin het punt x wordt gegeven door 

1· 1 
T 

e-itx<P(t)dt. F (x)-F (x) = im 2T I + - T+oo -T 

bewij s: 
T 00 T oo 

1 r e-itx<P(t)dt= _1_ I dF(y) f eit (y-x) dt= f siny'.!'.a_F(x+y)+ 
2T J 2T yT -T _oo -T _oo 

➔ F (x)-F (x), omdat sinyT gemajoreerd convergeert naar g(y) met 
+ - yT 

g(y) = {: 
y#O 

y=O 

Als x een speciale rooster variabele is met 

00 

P{x=k}= p ' - k' l 

dan is de karakteristieke functie 

(1.3,2) <P (t)= 
X 

periodiek modulo 2n. Uit St. 1.3.4 volgt dan met T=nn 

d.w.z. pk is de kde Fourier-coefficient van <Px, in overeenstemming 

met ( 1 • 3 • 2 ) • 

Iedere algemene rooster variabele 1. kan geschreven warden als 

x_=a+b,!, 

waarin x aan (1.3.1) voldoet. 

Zijn x1 en x2 O.O en isomoir (F =F) met sprongen ter grootte pk 
- - ,!1 .l;!I. 

in yk, dan wordt de karakteristieke functie van 
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x=x -x --1 -2 

gegeven door 

Voor de sprong van F (y) in y=O geldt nu 
X 

We vinden dus 

lim 
T+oo 

1 T 2 
2T f I <p ( t) I dt • 

-T .!1 

St. 1.3.5: F(x) is dan en slechts dan continu, als geldt 

• 1 
lir,1 2T 
T+oo 

T 
f l<p(t)l 2dt=O. 

-T 

Equivalent met St. 1.3.5 geldt 

(1.3.3) 
T 
J l¢(t)l 2dt=o(T)~F(x) is continu. 
0 

Uit de ongelijkheid van Schwarz volgt 

T T T 
(f l<p(t)!dt) 2 ~ J dt. J l<p(t)l 2dt = o(T2 ), 

0 0 0 
dus 

(1.3.4) 
T · T 
J l¢(t) ldt=O(T)~f l<p(t)l 2dt = o(T)~F(x) is 
0 0 

continu. 

Als 00 

J I¢ ( t) I dt < 00 , 
_oo 

lS F(x) continu en dan volgt uit St. 1.3.2 

F(x+h)-F(x) 
00 ( 1-e-ith) f e 

-itx ¢(t )dto h = 2Tr ith _oo 



20 

Op grond van gemajoreerde convergentie bestaat de limiet voor h ➔ 0 

in het rechterlid en dus ook in het linkerlid: 

00 0 

f e-itx qi(t)dt. 

Men controleert gemakkelijk, dat f(x) uniform continu is op (-00 , 00 ). 

We hebben dus 

St. 1 • 3. 6: als 
00 

JI qi ( t) I dt < OO 

is, dan is F(x) absoluut continu. F(x) heeft zelfs een uniform 

continu afgeleide, die gegeven wordt door (1.3.5). 

Uit het voorgaande volgt, dat, als F(x) absoluut continu isj 
00 

qi(t) = f eitxf(x)dx. 

Uit de symmetrie, die tussen de relaties (1.3.5) en (1.3.6) bestaat, 

volgt, dat het verband tussen de existentie van de momenten van x 

(d.w.z. het gedrag in.:!:, 00 van F(x) en f(x) en de differentieerbaar­

heid van qi (t) omkeerbaar is, b.v.: als 
X 

00 

J I t I k I qi ( t ) I dt < OO 

isi dan bestaat f(k)(x) en is uniform continu op (-00 9 00 ). 

Uit (1.3.4) volgt 

lim qi(t)=O=:>F(x) is continu. 
t➔oo 

Uit (1.3.6) volgt met behulp van het Leruma van Riemann-Lebesgue 

(1.3.8) F(x) is absoluut continu===:>lim qi(t)=O. 
t➔oo 

Uit de voorbeelden, die in 1.5 worden besproken blijkt (1.3.7) en 

(1.3.8) niet omkeerbaar te zijn. 

Zender bewijs vermelden we 
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St. 1o 3. 7: (t) is dan en slechts dan de karakteristieke functie 

van een absoluut continue verdelingsfunctie, als er een complexe 

functie g(u) bestaat met de eigenschappen 

00 

a) ~(t) = J g(t+u) g{°uTdu 
_00 

b) 

Het bewijs van St. 1.3.7 berust op de stelling van Parseval uit de 

Fourierptheorie. Als f(x) de verdelingsdichtheid bij F(x) is, dan is 

g(u) = j eiux~dx. 

1.4. Limieten van verdelingsfuncties 

Def. 1. 4. 1 : een functie Q(x) heet een quasi-verdelingsfunctie, als 

geldt 

1) Q(x) is niet dalend 

2) Q(x) is continu van rechts 

3) 0 < Q(x) < 1 

Als bovendien Q(oo)-Q(-00)=1 is, dan is Q(x) een verdelingsfunctie. 

Def. 1. 4. 2: de rij verdelingsfuncties F (x) heet zwak convergent, 
. n 

als er quasi-verdelingsfunctie Q(x) bestaat, zodanig, 

dat 

lim F (x)=Q(x) voor alle continuiteitspunten van Q(x). , n 
n-+<x> 

We schrijven dan 

Lim F (x)=Q(x). 
n n-+<x> 

Dat lim F (x) (als deze bestaat) geen verdelingsfunctie hoeft te zijn, 
n n-+oo 

blijkt uit de volgende voorbeelden: 
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Als 
0 als x < -n 

n+x I I Fn(x)= 2n als x .::_n 

1 als x > n 

dan 

lim F (x) = 
, 

voor alle x, n 2 
n-,..oo 

dus 

lim lim F (x) < 1 0 n x-+oo n-+oo 

Ook J.S lim F (x) niet noodzakelijk continu van rechts, bijvo: 
n n-+oo 

2 

{ 0 x<O z 
. 1 

nx --
(1o4.1) J 2 dz 

, 
x=O lim-- e = 2 

n-+oo v'27r _oo 
x>O 

Wel geldt 

Lemma 1o4.1 als voor een rij verdelingsfuncties {F (x)} lim F (x) 
n n n-,..oo 

bestaat voor alle x in een verzameling D, die dicht ligt 

in de reele getallen, dan is er een quasi-verdelings­

functie Q(x) met Lim F (x) = Q(x). 
n n-+oo 

bewij s: z J.J 

* F (x) (voor XE D) Q (x) = lim n 
n➔oo 

* *' 
x' D), Q (x) = lim Q (y) (voor 

y-1-x 
yED 

* * dan is Q niet-dalend en O .=:_ Q < 1. Voor x' <x<x" met x' en x" in D 

geldt 

Q*(x 1 )= lim F (x') < lim inf F (x) < lim sup F (x) < lim F (x")=Q*(x"). 
n - n - n - n n-,..oo n -+ 00 n -+ 00 n-,..oo 

Voor een continuiteitspunt x van Q* geldt dus (x' -1- x, x" t x) 

* lim F (x)=Q (x). 
n n-+oo 
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De functie Q(x) gedefinieerd door 

* Q(x) =.lim Q (y) 
y-1-x 

voldoet aan de eisen van de stellingo 

Uit Lemma 1o4o1 volgt 

Lemma 1. 4 o 2 ( Stelling van I-Ielly); iedere rij verdelingsfuncties 

{F (x)} bevat een zwak convergente deelrij. 
n 

bewijs: Omdat F (x) begrensd is, bevat de rij voor iedere vaste x 
n 

en convergente deelrij. Op grand van de aftelbaarheid van de ratio-

nale getallen kan met behulp van de diagonaal-methode een deelrij 

{F (x)} warden geconstrueerd, die convergeert voor alle rationale 
nsn 

x. Omdat de rationale getallen dicht liggen in de reele getallen is 

Lemma 1.4.1 van toepassing op de rij{F (x1o 
'\ n,n 1 

Lemma 1.4.3 (Stelling van Helly-Bray): als g(x) continu is voor 

a<'x<b en Lim F (x)=Q(x), dan geldt 
n-+<x> n 

b b 
lim J g(x)dF (x)= J g(x)dQ(x). 

n n-+<x> a a 

bewijs: Zij a=x0~x1~o•o~~=b en definieer 

De punten x0 ,x1,o••,~ kunnen zo gekozen warden, dat voor een gegeven 

e; > 0 

voor alle xe[a,b], 

terwijl bovendien x0 ,x1,.oo 9 ~ continuiteitspunten van Q(x) zijno We 

kunnen dan n0 zo groot kiezen, dat voor k=0,1,ooo,N 

Nu is voor n~ n0 
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+ II gNdFn- f gdFnl= r,+I2+I3~2£ + I2 op grond van (1o4o1)o 
a a 

N-1 N-1 
~ k~O I g(xk) I I Q(~+1 )-F n (~+1) I+ k~O I g(~) I I Q(~)-F n (~)I~ 2£ 

wegens ( 1 o 4. 2). 

Lemma 1.4.4; als g(x) begrensd is en continu op (-00 , 00 ) en 

Lim F (x)=F(x), terwijl F een verdelingsfunctie is. dan is 
n-+<» n . 

00 00 

lim J g(x)dF (x)= f g(x)dF(x). n n-+<x> _oo _oo 

bewijs~ I j g(x)dFn(x)- j g(x)dF(x)l~I jg(x)dFn(x)- fg(x)dF(x)I+ 
_oo _oo -a -a 

Nu is voor la! .::_a0 F(-a)+1-F(a)< £. Als a0 en -a0 continuiteits­

punten van F zijn, dan is voor n~no IFn(-ao)-F(-ao) I<£ en 

IF n ( a0 )-F( a0 ) I < £. Wegens de monotonie van F n is dan voor n .::_ n0 

en a~ a0 Fn(-a)+1-Fn(a) < 3£o Tenslotte is voor n~ n1 J 1 < £ op 

grond van Lemma 1 • 4 o 3, dus voor n .::_ n0 +n1, 

Opmg als g(x)=g(x,t) een functie is van de parameter ten g is 

uniform begrensd en uniform continu voor alle tin een interval 

I, dan is de convergentie in Lemma 1.4.4 uniform voor alle t EI, 

, zoals uit het bewijs van de Lemma's 1.4.3 en 1o4o4 blijkt. 
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geldt 
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als Lim F (x)=F(x) met F(x) een verdelingsfunctie, dan 
n n-+co 

lim 4> ( t )=qi( t) ( alle reele t), 
n n-+oo 

en de convergentie op elk eindig interval It I~ T. 

bewijs: de eerste bewering is een direct gevolg van Lemma 1o4o4o De 

uniforme convergentie volgt uit de uniforme continuiteit van eity 

voor ltl~T: lit(y+h)_eityl=l1-eith l~Tihl (zie Opm. na Lemma 

1o4o4)o 

0 h 1 - J F(x)dx+ J F(x)dx= - f 
-h O TI _co 

(X) 

0 h 0 0 

1-cosht rp(t )dt. 
t2 

bewijs: - f F(x)dx+ J F(x)dx= -7 f F(x)dx+2 f F(x)dx. De stel-
-h 0 -h -h 

ling volgt nu zonder veel moeite uit de omkeerstelling van Gurland 

( St o 1 • 3 o 1 ) • 

St. 1o4.3 (continuiteitsstelling): als lim 4> (t)=<P(t) voor alle n n-+oo 
reele t, terwijl <P(t) continu is voor t=O, dan is er een verdelings-

functie F(x) met 

Lim F (x)=F(x) n 
n➔co 

en rp(t) is de karakteristieke functie van F(x)o 

bewijs: volgens Lemma 1o4o2 is er een deelrij {F } met Lim F (x)=F(x)o 
nk k➔co nk 

Op grond van Ste 1o4o2 geldt 

(1o4o3) 
1 0 1 h - - f F ( X) dx+ - f 
h -h nk h 0 

00 

F (x)dx= .l f 1-cosht rp (t)dto 
nk TI _oo ht2 nk 

Als we in (1o4.3) k-+ 00 laten gaan vinden we wegens gemajoreerde conver­

gentie 

1 O 1 h 1 00 1 ht 1 00 1 
-h f F(x)dx-t-h f F(x)dx= - f -cos ¢(t)dt= - f -coSt rp(ih)dt 0 

-)1 0 TI _co ht2 TI _oo t2 
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Limietovergang (h ➔ 00 ) levert op grond van de continuiteit van <P(t) 

( 1 0 1 00 ) 

voor t=O - - J F(x)dx+ - J F(x)dx ➔ -F(-~)+F( 00 ) 

h -h h 0 

-F(-00 )+F( 00 )=<P(O)= lim cj) (0)=1o 
n➔oo n 

F(x) is dus een verdelingsfunctie. Op grond van St. 1o4o1 is <P(t) 

de karakt~ristieke functies van F(x). 

Iedere anqere zwak-convergente deelrij van {F} heeft dezelfde 
n 

limiet, omdat de karakteristieke functie van de limietverdeling 

steeds <P(t) is, dus Lim F (x)=F(x). 
n➔oo n 

Opmo: in plaats van de continuiteit van <P voor t=O te eisen, kan 

men ook eisen, dat <P (t) in een omgeving van t=O uniform convergeert: 
n 

dit impliceert de continuiteit van <P voor t=O. 

Uit de volgende twee voorbeelden blijkt, dat in St. 1o4o3 noch de con­

tinuiteit van <P(t) voor t=O, noch de convergentie van <P (t) voor alle 
n 

reele t overbodig zijn: 

1) Als F (x)= rn~x n 2n 
1 

x< -n 

I I . ~ (t)= sin nt x ~ n 9 dan is 'l' n nt 
X > n 

met 

lim <Pn(t)= {~ 
n➔oo 

t=O 
t~O • De limiet functie is niet continu in nul 

en dus geen karakteristieke functie. De riJ verdelingsfuncties 

convergeert nu ook niet naar een verdelingsfunctie: lim F (x)=~o 
n➔oo n 

2) <P1(t) r- t ltl < 1 
= 0 !ti >1 

en 

<P2(t)=~+ ~ 
00 

cos(2n+1)1rt I ( alle reele t ) 
1T n=O (2n+1) 2 

zijn karakteristieke functies, waarvoor geldt 

(ltl~n, 
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immers ~2(t) is de Fourier-reeks van ~1(t)o De bijbehorende verde­

lingsfuncties zijn verschillend~ 

X 

F 1(x)= f 1-cosu 
2 du 

TIU 
00 

F2(x)= ~ &(x)+ l 
n=O 

2 2 2 {t(x+(2n+1)11)+&(x-(2n+1)11)}0 
11 (2n+1) 

1o5 Voorbeelden 

We behandelen in deze paragraaf een aantal voorbeelden van ka­

rakteristieke functies van het volgende type: 

met kans ~ 

, 
met kans 2, 

met r > O. De karakteristieke functie wordt gegeven door 
n 

~ (t)= cos r t. 
X n 
-n 

We beschouwen convoluties van verdelingen van dit type en wel 

00 

¢(t)= TI 
n=1 

cos r to 
n 

Dit product convergeert uniform in elk eindig interval It I < T als 

f(r t -+ 0) 
n n 00 

Immers log cos rt 
n 

=-(r t) 2+o(r2t 2 ) f zodat L n n 1 
00 

convergeert en dus TI cos r to 
n 

log cos rt uniform 
n 

Wegens 1o5o2 lS lim r =O zodat we een deelrij {r } kunnen n 9 nk n-+oo 
vinden, zodanig dat voor alle k 

00 

(1o5.3) r > I r 
nk j=k+1 n. 

J 



28 

bijvoorbeeld 

r 
n1 

r =maxrlr<~rj. 
nk+l n n nk 

We beschouwen nu 

def 
qi,(t) = 

00 

TI 
k=1 

cos r t. 
nk 

De verdelingsfunctie F 
X 

-N + •• o+x heeft sprongen van de grootte 2 -~ 
N -n, 

in l ok r , waar 
1 nk 

ok= !. 1o De limietverdelingsfunctie 
00 

F1(x) neemt 

toe in punten van de vorm l &kr • 
1 nk 
00 00 

Op grond van (1.5o3) ziJn I en l 
1 

o'r verschillend, als niet 
k nk 1 

voor alle k geldt ok=ok. Hieruit volgt met het voorgaande, dat 

F,(x)=lim Fx 
N➔00 -n1 

+.o.+x (x) in geen enkel punt positieve massa heeft, 
-nN 

d.w.zo, dat F1 (x) continu is. Nu volgt uit (1o3.4) dat ook F(x) con­

tinu is, immers IHt)I ::_lqi 1(t)I, we hebben dus bewezen 

St. 1 • 5 o 1 ~ als 
00 

' r2 < 00 l n ' 

00 

dan is qi(t)= TI 
n=1 

cos rt de karakteristieke 
n 

functie van een continue verdelingsfunctie. 

Zander bewijs vermelden we (zie A. Wintner "The Fourier Transforms 

of Probability Distributions") 

St. 1. 5.2: als qi (t) karakteristieke functies ziJn van discrete 
n 00 

stochastische variabelen en qi(t)= TI qi (t) is een karak-
1 n 

teristieke functie, dan is de corresponderende verdelings-

functie F(x) discreet, singulier of absoluut continu (dus 

geen mengsel van verschillende typen). 

Alle verdelingen van het beschouwde type zijn dus of 

absoluut continu of singulier. 
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We beschouwen nu het geval 

met 

n 
r = r 

n 
(O<r<1) 9 

00 

TI 
n=1 

voor O <r < ~ is de verdeling bij <P (t) singuliera 
r 

bewijs: de stochastische variabele neemt waarden in het interval 

Ir d;f· [- ,:r ' ,:r ]' aan. 

Er is geen massa 
00 

2 
in het interval (-r+ E......, 

1-r 

2 
r- E......) met de lengte 

1-r 
r-2r2 

2---
1-r , omdat I okrk niet in dit interval ligt. Om dezelfde reden 

1 
is er geen massa in twee intervallen om -r en r nu met lengte 

2 
r-2r ( 2r 1_r , etc. De lengte d.w.z. de L-maat) van de som der inter-

r-2r2 ( ( ) 2 ) 2r vallen• die geen massa bevatten is 2 1 1+2r+ 2r + ••• = -1 , 
-r -r 

juist de lengte van I a Alle massa van de verdeling ligt dus in een r 
verzameling met L-maat nul, d.w.z. de. verdeling is singulier. 

Voor r 1=~ vinden we 

00 

<P,(t)= TI cos(~) 0 t 
2 1 

sint 
=-t 

met 

F,(x) =~ (lxl~1). 
2 _ 2 

Het is niet zo, dat Fr absoluut continu is voor alle r met r ~ ~ a 

T b ld /5-1 -- 0 62. N ld t egenvoor ee : r= 2 , u vo oe r aan 

1 
- - r = 1 r 

waaruit volgt, dat 
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voldoet aan 

Vn+2 = Vn+1+Vno 

Men vindt v 1=1 en v2=3 en dus (v1tv2,o.o)=(1,3,4,7,11,18,29,.oo). 

Nu geldt voor r= 15; 1 wegens (1.5.4) 

( ) n-1 
I¢ (nr-n)l=lcosn cosnr-1oooCosnr- n- 1 ¢ (n)l=I¢ (n) I TI 

r r r k=O 
-k cosnr = 

n-1 n-1 
=I¢ (n)I TI cosn(vk-(-r)k)l=I¢ (n)I TI I cosrknl ➔ I¢ (n)l 2 # 0 

r k=O r k=O r 

n voor n ➔ 00 , omdat cosnr #O voor de gegeven waarde van r en alle n, 

terwijl het oneindige product convergeert. Wegens (1.308) is F niet 
r 

absoluut continu en dus wegens St •. 1.5.2 singulier. 

Dit tegenvoorbeeld geeft tevens een voorbeeld van een verde­

ling, waarbij F(x) continu is, terwijl niet lim ¢(t)=O (zie 1.307). 
t➔oo 

Evenrediger voorbeelden van dit laatste worden geleverd door¢ met 
1 1 r 

r= 3' 4' • • • • 
We laten nu zien, dat lim ¢(t)=O niet impliceert, dat F(x) ab­

t➔oo 

soluut continu is (zie 10308). 

Zij r= ~, dan is Fr singulier (St. 1.5.3) en 

Stel dat lirn I¢ (t(¾)N)l#O is, dan moet gelden 
N➔oo r 

dus 

lim 
N➔oo 

met ~ geheel en I oN I < o voor N > N0 ( o). Het is nu duidelijk, dat de 

eis 
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tot een tegenspraak voert, zodat 

lim ¢2 (t(.2.)N)=O 
N-+<x> - 2 

5 

( alle reele t ) o 

Stel nu, dat niet lim ¢2(t)=O, dan is er een rij {tN} met 
t➔oo -

5 

lim ¢2 (tN)=a#Ot terwijl {tN} zo gekozen kan worden, dat 
N-+<x> 5 

I ¢2 ( tN) I > b > 0 

5 

We kunnen schrijven 

* -n(N) 
tN=tN r , 

(alle N). 

waarbij n(N) geheel is en t; eenduidig bepaald is in [1,¾). We mogen 

veronderstellen, dat de rij{tN}zo gekozen is, dat 

bestaat. Nu 

dus wegens 

t * d~f l" t* _ im N 
N-+oo 

geldt 

# 

¢2(tN) = ¢2(tN) 

5 5 

( 1.5.6) 

n(N)-1 
* (~)n, TI costN 

n=O 

n(N)-1 
cost; (¾)n I~ b . (1.5.8) TI I (alle N). 

n=O 

Omdat n(N) ➔ 00 , als N-+ 00 , volgt uit (1.5.~r) en (1o5o8) 

M * 5 n TI cost (2) ~ b 
n=O 

en dus 
00 

* 5 n TI cost (2) ! b, 
n=O 

in strijd met 1.5.5. 

Analoog bewijst men lim 
t-+<x> 

(alle M) 

¢ (t)=O voor .l rationaal, niet-geheel. 
r r 
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Tenslotte geven we een voorbeeld van 

~=~ 1~2 , F absoluut continu, F1 en F2 singulier~ 

~(t)=~ (t)= ~ = 
1 t 
2 

00 

IT 
n=1 

(zie Sto 1.5o3). 

-n cos2 t= 
00 n 00 n 
IT cos4- to IT cos4- 2t=~ 1(t)o~ 1(2t)= 

n=1 n=1 4 4 



_g_. Limietstellingen 

2.0. Samenvatting 

-33-

In dit hoofdstuk zullen we de belangrijkste aspecten van de theorie 

van de oneindig deelbare verdelingsfuncties en de daaruit voortvloei­

ende limietstellingen voor sommen van onafhankelijke stochastische 

variabelen bespreken. Leiddraad bij dit hoofdstuk is 

B.V. GNEDENKO en A.N. KOLMOGOROV, Limit distributions for sums of 

independent random variables (Cambridge, Mass., 1954). 

In par. 1 behandelen we bijzondere stellingen over zwakke convergentie 

van verdelingsfuncties en over karakteristieke functies, die gedeelte­

lijk de in hoofdstuk 1 behandelde theorie overlappen. 

Daarna komen de oneindig deelbare verdelingsfuncties aan de orde: 

de definitie, eenvoudige eigenschappen, kanonieke representatie, con­

vergentiestellingen. 

Vervolgens wordt het algemene limietprobleem voor sommen van onaf­

hankelijke stochastische variabelen geformuleerd en opgelost; eerst 

voor het geval de sommanden eindige variantie hebben, daarna algemeen. 

Deze resultaten warden toegepast op bijzondere situaties. Tenslotte 

komt dan nog een samenvatting van verdere resultaten. 

2.1. Inleiding 

Def. 2.1.1. Onder de Levy-afstand p(F,G) van twee verdelingsfuncties 

Fen G verstaan we 

p ( F, G) = inf { h I V x F(x-h)-h < G(x) < F(x+h)+h} • 
== -

Men bewijst gemakkelijk dat peen metriek definieert. De metrische ruim­

te van alle verdelingsfuncties met de afstand p duiden we in het ver­

volg aan met m. De definitie van p kan eventueel uitgebreid warden 

tot de klasse 'fYZ.' van alle niet-negatieve veelvouden van verdelings­

functies. 

Om een meetkundig beeld te krijgen van de afstand p 1 beschouwen we 

de verzameling verdelingsfuncties G die voldoen aan p(F,G)~ h voor een 

vaste verdelingsfunctie F. Men beschouwt de grafiek van Fen rekent 

daartoe ook alle verticale lijnstukken, dus ook alle punten (x 1y) met 
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F(x-0) ~ y ~ F(x). Dan is vrij eenvoudig in te zien dat het gebied 

waar de grafiek van Gin kan liggen bepaald kan worden door op alle 

lijnen x+y=a links en rechts van het snijpunt van deze lijn met de 

grafiek van F(x) (dat nu eenduidig bepaald is) lijnstukken van de 

lengte hi2 uit te zetten. Dit is geschetst in de figuur. 

In de volgende stelling geven we een sa.menvatting en gedeelte-" 

lijke uitbreiding van een aantal in hoofdstuk 1 bewezen voorwaarden 

voor zwakke convergentie. 

St. 2.1.1. Zij F en rij verdelingsfuncties; m de corresponderen-
n Tn 

de rij karakteristieke functies. Voor 

(0) 3Fe 'Jn Lim F = F 
n n-+oo 

is ieder van de volgende voorwaarden nodig en voldoende. 

(1) 3F, F monotoon niet-dalend, F(-00 )=0 zo dat 

f fdF n -+ f fdF 

voor alle begrensde continue functies f. 

(2) 3Fe m 3c CR C dicht in R, zo dat 

(3) 

(4) 

( 5) 

V x e C lim F ( x) = F ( x) • 
n 

n-+co 

p(F ,F) ➔ O. 
n 

cp (t) ➔ cp(t) uniform op ieder eindig interval. 
n 

3cp cp continu voor t=O en cp (t) ➔ cp(t). 
n 
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Opmerking, ?aak wordt (1) als definitie van zwakke convergentie ge­

bruikt. Dit hangt samen met het gebruik van deze term in de func­

tionaalanalyse: als CB de ruimte is van alle begrensde contintefunc-

* ties en CB de geadjungeerde ruimte van alle begrensde lineaire 

* functionalen op CB, dan is de zwakke (oak wel vage of zwakke CB-) 
* topologie in CB de topologie van puntsgewijze convergentie, d.w.z. 

dat een rij functionalen F convergeert naar een functionaal F£ CB~ 
n 

als voor alle f€CB geldt F (f)-+ F(f). Nu is 11'Z(ook 11!1 ) een deel­
n 

verzameling van CB* en de zwakke -it topologie geeft in 'J1'! en lli' 
juist (1) als definitie van convergentie. 

Bewijs 

In hoofdstuk ·1 zijn de volgende implicaties bewezen: 

(2)-===l>(O) (lemma 1.4.1); 
( 0) ==Cl>( 1 ) ( lemma 1 • 4. l.f) ; 

(0)~(4) 9 (0)~(5) (st. 1.4.1); 
( 4) ~ ( 0) , ( 5 )==i:i,.( 0) ( st • 1o 4. 3) • 

Verder is (o)-=)1(2) triviaal en (1).....,(4) eveneens (zie bewijs van 

st. 1.4.1). De stelling is dus bewezen als nog aangetoond is dat 

(2)~(3)===:;>(0)o 

We bewijzen eerst (2)~(3): 

Kies een positieve c, bepaal a en bin C zo dat 

F(a) < h en F(b) > 1-ho .... . = 

a < a < a < ••• <a 
0 1 2 s en akE:C voor k=1,2,oo•,s-1, 

terwijl voor k=1,2,ooo,s 81{-ak_1< c is. Kies verder N zo groat dat 

voor n ~ N en voor alle k=O, 1 ~ ••• ,s geldt 

We bewij zen dan dat voor alle x en n .;:_ N geldt 

( a) F(x-d-c < F (x) < F(x+E:)+c • 
- n .., 



Vervolgens, als x ~ b=as: 

F(x-e:)-e: ~ 1-e: ;:;,F(a8 )-~e: ;;.Fn(as)~ Fn(x) ~ 1 ~' F(as)+h~ F(x)+h~ F(x+e::)+e:, 

en als x ~a=a0 : 

F(x-d-e: <F(x)-~e: <F(a )-~e: < 0 <F (x) < F (a ) < F(a0 )+h < e: <F(x+e:)+e:. 
- ... 0 ==-n ==no== === 

Dus (a) geldt voor alle x en n~ No Dus voor n .?,N is 

p(F,F ) < e:o • n ... 

Daarmee is (2)~3) bewezeno 

Tenslotte bewijzen we (3)~(0)o Zij x0 een continuiteitspunt van 

F(x)o Dan geldt 

Ve: > 0 3 0 > 0 I x-xo I .;. 0 -===;>j F ( X) -F ( XO ) I < e: 0 

Stel H = min {e:,o} en kies n zo groot dat p(F ,F) < Ho Dan is 
n 

dus 

dus 

F n ( x0 ) + F ( x0 )o 

Hiermee is (3)==;>(0) en daarmee de stelling bewezeno 

De nu volgende stelling is een verscherping van lemma 1o4.2o Ter 

inleiding merken we op dat een deelverzameling A van een topologische 

ruimte Olvoorwaardelijk compact heet als zijn afsluiting compact iso 

Hierbij gebruiken we de term compact in de zin van rij-compactheid, 

d.w.zo een verzameling Bis compact als iedere oneindige deelverza­

meling van Been tot B behorend verdichtingspunt heefto Een deelver­

zameling A van een topologische ruimte Oi-- is dus in deze zin voorwaar­

delijk compact als iedere oneindige deelverzameling van A een ver­

dichtingspunt in Ot heefto De bovenbedoelde generalisatie van lemma 

1.4.2 luidt nu: 



-37= 

Sto 2o1o2o Een deelverzameling S van mis voorwaardelijk compact 

( ten opzichte van m ) dan en slechts dan als uniform in FE. S geldt 

en 

F(x) + 0 voor x + - = 

F(x) + 1 voor x + roo 

Met andere woorden: Sis voorwaardelijk compact dan en slechts dan 

als 

Ve> O 3A > O VF€. S [(x< -A~F(x) < €) A (x > A~F(x) > 1-e)]. 

Bewijs: 

"dan"o Uit lemma 1o4o2 volgt dat we in iedere oneindige deelverzame­

ling van Seen zwak convergente rij {F} kunnen kiezen. Dat de zwak-n 
ke limiet van deze rij dan een verdelingsfunctie is is een direct ge-

volg van de gegeven uniformiteito 

"slechts dan"o Zij S voorwaardelijk compact en veronderstel 

lJx 
(b) 3e>O VA>O ]p~~]Jx< -A."F(x)!dv(x>A.r-.F(x)!1-d]. 

Laat A de waarden 1j2,3;ooo doorlopen en laten F1,F29 .oo de bijbe­

horende verdelingsfuncties zijn. De rij {F} bevat dan een zwak naar 
n 

een verdelingsfunctie G convergerende deelrij {Gk} (Gk=Fnk) met dus 

een bijbehorende rij {~} waarvoor ~-+ = ( k -+ =). Dan is dus voor 

iedere keen van de volgende relaties vervuld: 

of 

Tenminste een van deze relaties is dus voor oneindig veel waarden van 

k vervuld. Dit leidt echter onmiddellijk tot een tegenspraak met het 

feit dat de zwakke limiet F een verdelingsfunctie moet zijn omdat 

uit het oneindig vaak vervuld zijn van een van beide relaties direct 

volgt F(-=) ~ E of F(+00 )! 1-e. Dus (b) is niet waar en daarmee is het 

tweede deel van de st~lling bewezen. 

St. 2o1o3 (111,p) is een volledige metrische ruimte. 

Opmerkingo Een metrische ruimte (Ol,d) heet volledig als iedere Cauchy-



rij in OC(dat is een rij {~}, xk€ Oi met d(xn,xm) ~ 0 voor n,m ~ m) 

convergent is. 

Bewijs Zij {F } een Cauchy-rij in m ~ 
n 

Kies een dichte aftelbare deelverza.meling C={x1 ,x2 ,oco} van de reele 

rechteo Met behulp van een diagonaal procede kunnen we een rij natuur­

lijke getallen n1 < n2< o o. bepal.en met de eigenschap dat F ( x ) conver-
nk s 

gent is voor s=1,2,coo 0 

Zij 

en 

F(x )= lim F (x) 
s k-l>OO nk s 

F(x)= inf F(x )o 
s 

X >x 
s 

X @C 
s 

Dan is F(x) overal gedefinieerdi niet afnemend en continu van rechts. 

Verder is er, bij een voorgeschreven e: > O, een n zo dat p(F ,F) < e: n m 
als m~n. Bepaal z zodanig dat F (z)< e:o Dan is voor alle x < z-e: n s 
( xsE: C) en nk ~ n 

F (x ) < F (x +e:)+e: < F (z)+e: < 2e:. 
n s""'ns =n • 

k 
dus 

O<F(x) <2e: 
"" s -

voor alle x G C met x < z-e: o Daarom is s s 

F(z 1 )~ 2e:i als z 1 < z-e: 

dus 

F(-m) = lim F(z)=Oo 
z~ .. "" 

Op soortgelijke wijze bewijst men dat F( 00 )=1, dus Fis een verdelings­

functieo 
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Zij x0 een continuiteitspunt van F{x)o Bepaal h zo dat 

Dan zijn er dus punten x en x O in C zo dat x > x > x 1 > x -h en s s s o- s 0 

Bepaal dan N zo groat dat voor k ~ N geldt 

IF(x )-F (x ) I < 1/7e 9 IF(x 1 )-F (x , ) I< 1/7e o 
s nk s s nk s 

Dan is, voor k~ N 

< 2/7e +IF (x )-F (x ,)!< 2/7e+IF (x )-F(x )j+jF(x )-F(x0 )1+ 
- n s ~ s = nk s s s 

k 

+ IF(x0 )-F(x0-h) l+IF(x0-h)-F(x 1 ) l+IF(x O )-F (x , ) I< e. 
s s nk s 

Dus, voor ieder continuiteitspunt x0 van F(x) geldt 

dus 

Lim F = Fo 
k~ nk 

Volgens sto 2o1o1o is dan 

lim p(F iF) = of 
k-+m nk 

dus met de driehoeks ongelijkheid 

lim p(F ,F) = 0 
n-+m n 

en, weer volgens st. 2o1o1 volgt hieruit 

Lim F = F. 
n n-+m 

Zender bewijs geven we nog de volgende generalisatieso 

Zij m,1 de metrische ruimte van alle monotton niet dalende functies 

M met 



M(-00 ) = 0 en M(+00 ) < oo 

met de metriek p 1 )oLaat zwakke convergentie van dit soort functies 

gedefinieerd zijn door~ M convergeert zwak naar M als lim n 

in ieder continuiteitspunt van M en.voor x=+ 00 o 

Dan gelden: 

n-+<» 
M (x)=M(x) 

n 

Sto 2a 1 a 1 9 o Zij M een rij elementen van 11!• o Voor de zwakke. con­
n 

vergentie van deze rij naar een M £ Jn 1 in ieder van de volgende voor-

waarden nodig en voldoende 

( 1 ) 

( 2 I) 

( 3' ) 

J fdM -+ fraM voor alle begrensde continue fa 
n 

M (x)-+ M(x) voor alle x in een dichte deelverzameling van de 
n 

reele rechte en M (+00)-+ M(+00 )a 
n 

p(M ,M) -+ Oa 
n 

Sta 2a1o2 9 a Een deelverzameling S1 van 1TI9 is voorwaardelijk com­

pact ( ten opzichte van 111°) dan en slechts dan als uniform in M € S 1 

geldt 

M(x) -1- 0 (x -+ =00 ) s, 

M(x)-+ M(+oo) (x-+ +oo)~ 

terwijl de verzameling {M{ +00 ) I MES 1 } begrensd is a 

St O 2 0 103 V 0 m1 is een volledige metrische ruimteo 

Vaak biedt het voordelen om een bepaald limietprobleem (hebben 

de verdelingsfuncties F van een rij stochastische variabelen x een n -n 
zwakke limiet) te generaliseren door een klasse van transformaties T 

toe te laten en nu de vraag te stellen of er een rij transformaties 

a €Tis zo dat de verdelingen van ax een zwakke limiet hebbeno Op-
n n-n 

dat een dergelijke generalisatie zinvol is zal aan een aantal voor-

waarden voldaan moeten zijn: de transformaties in T zullen continu 

1) De verzameling fl1.v kan dus ook gekarakteriseerd worden als de 
verzameling van alle niet=negatieve veelvouden van verdelingsfunctiesa 

' 



en omkeerbaar moeten zijn (anders geeft de algemenere limietstelling 

geen informatie over het speciale geval)o Verder zal het wenselijk 

zijn dat twee zwak convergente rijenj die door een rij transforma­

ties uit Tin elkaar zijn over te voeren 9 zwakke limieten hebben die 

door een transformatie uit Tin elkaar zijn over te voereno 

Aan al deze eisen is voldaan als we voor T nemen de groep die 

bestaat uit de lineaire transformaties 

x-+ ax+ 13 (o.>O)o 

We voeren het hiermee samenhangende begrip type van een verdelings­

functie ino 

Defo 2o1o2o Twee verdelingsfuncties Fen G behoren tot hetzelfde 

~ als er constanten a> 0 en 13 zijn 9 zod:at 

F( ax+l3)= G(x) o 

De relatie "tot hetzelfde type behoren" is kennelijk een equivalen­

tie relatie en deze relatie brengt dus een splitsing in equivalen­

tieklassen van verdelingsfuncties voorto Een bepaalde equivalentie­

klasse zullen we een verdelingstype noemeno Zo hebben we het normale 

type, het Poisson type met vaste parameter, het ontaarde typeo In 

overeenstemming met wat hierboven in het algemeen gezegd werd bewij­

zen we nu de·volgende twee stellingeno 

Als Lim F =F €. 111 Lim G =G C 1-1-'7 n s n JJL~ 

G (x) = F (a x+b ) (a > 0), F en G niet ontaard, 
n n n n n 

dan behoren Fen G tot hetzelfde typeo 

Bewi.iso 

Het ligt voor de hand om te vermoeden dat de rijen a en b convergent n n 
zijn naar a resp b en dat dan G(x)=F(ax+b) zal zijno Nu kunnen we in 

ieder geval een rij indices {nk} bepalen zodanig dat {a } en {b } 
nk nk 

convergent zijn naar limieten a en b waarvoor 
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We willen een bewering bewijzen voor de limiet van de rijen F en G, 
n n 

dus we kunnen van nu af volstaan met alleen de deelrijen {F } en 
n 

{Gn} te beschouweno Daarom zullen we deze rijen omnummeren k tot 
k 

{F} en {G }. We zullen nu achtereenvolgens bewijzen dat 
n n 

a < co 9 -ex> < b < 00 en a > 0 o 

1) Stel a=""o Zij 

u = sup {x I lim sup 
n ..- CX) 

( a x+ b ) < 00 L 
n n 

Het geval dat u==CX) is kan direct uitgesloten worden 9 want dan geldt 

voor alle x lim sup (a x+b )=coo Dan volgt echter direct uit Lim G =G, 
n n n 

dat G(x)=1 voor alle continuiteitspunten van Gi zodat G geen verde-

lingsfunctie zou zijno Als u > - 00 is ii dan is voor v < x < u 

lim sup (a v+b ) < lim sup (v-x)a + lim sup (a x+b ) = - 00 • n n= n n n • n+oo n-+-00 n4oo 
zodat voor v < u G( v) = 0 is I\ terwijl voor v > u 

lim sup 
n -+ co 

(a v+b) = 00 

n n 

is zodat dan G(v)=1 iso Dus dan zou G ontaard zijn in strijd met het 

gegeven. Dus is a< ®o 

2) Stel b=+co, dan is dus lim(a x+b )= co 9 dus G(x)=1o 
n n 

Anderzijdsi als b=-00 is 9 dan is voor alle x lim (a x+b )=-co zodat 
n n 

dan G(x)=O iso In beide gevallen zou dus G4 117 zijn 9 hetgeen weer een 

tegenspraak oplevert o Dus is -"° < b < +ex>o 

3) Stel a=O o Dan is er voor alle x en alle E > 0 een n zo dat geldt 

b=E < a x+b < b+e • 
""' n n= • 

dus 

F (b-e) < G (x) < F (b+do n "" n .., n 



Laat £ zo gekozen zijn dat b=E en b+E continuiteitspunten van F zijn, 

dan geldt voor ieder continuiteitspunt x van G 

Deze ongelijkheid geldt nu voor alle continuiteitspunten van G, zodat 

F(b-£ )=O en F(b+£ )=1 meet zijno Omdat dit weer geldt voor alle £ > 0 

die zo gekozen zijn dat b _;: E continuiteitspunten van F zijn 9 is F 

dus in b ontaard$ in strijd met 'het gegeveno Dus is a> Oo 

Kies nu een x met de eigenschap dat G continu is in x en F con­

tinu in ax+bo Dan geldt 

lim (a x+b )=ax+b~ 
n n n+m 

zodat voor voldoend grote n 

ax+b-e < a x+b < ax+b+£o 
"" n n = 

Hierbij is e >O weer zo gekozen dat F continu is in ax+b-£ en in 

ax+b+£ 9 zodat 

F( ax+b-£) <lim inf F ( a x+b ) < lim sup F ( a x+b ) < F( ax+b+£). 
""' n n n""' n n n"'" • 

waaruit 11 wegens continuiteit van Fin ax+b volgt 

Anderzi,jds is 

lim 
n-+"" 

F (a x+b) = F(ax+b)o 
n n n 

lim F (a x+b·) ""lim G (x) = G(x)j 
n n n n 

n-l>-00 n➔oo 

omdat x continuiteitspunt van G waso Dus, in alle punten x, waar 

G(x) en F(ax+b) continu zijn geldt 

G ( X ) = F ( ax+ b ) i 

en omdat Gen F{ax+b) verdelingsfuncties zijn geldt deze gelijkheid 

voor alle x~ dus Gen F zijn van hetzelfde typeo 

Zij {F} een rij verdelingsfuncties, G (x)=F (a x+b ), 
n n n n n 

H (x) = F (a x+8 ) (a >O~a >O), Lim G = F ~ JYl, F niet ontaardo 
n n n n n n n O-l>-00 . 



Dan geldt 

Lim H = F 
n-+00 n 

dan en slechts dan als 

a B -b 
n 

1 
n n 

--i>- en a a n n 

Bewijs 

"dan"o Laten x1iix,en x2 continuiteitspunten van F zijn 9 met x 1<x<x2 o 

Dan is 9 voor voldoend grate n 

a 8 
X < _E. x+ 

1 a 
dus n 

a x 1 + b < o. x+ 8 < a x2+ b o 
n n n n n n 

dus 

F (a x 1+b) < F (a x+B) < F (a x2+b) 
n n n = n n n - n n n 

of 

G (x1) ~ H (x) ~ G (x2 )o n n n 

Na limietovergang geeft dit 

voor alle continuiteitspunten x 1 IDx en x 2 i dus 

lim H (x) = F(x)~ 
n 

dus Lim H = Fo n 

11 slechts dan"o Stel A 
n 

CL 
n =-

a 
n 

en B n 

H (x) = G (A x+B )o 
n n n n 

8 =b 
n n =-~-

a 
n 

o Dan is dus 

Voor ieder verdichtingspunt A van {A} en B van {B }-als A -i>- A 
n nk nk 

kunnen we, als in het bewijs van sto 2o1o4~ aantonen dat 

0 < A < 00 en = 00 < B < 00 o 



Zij ~ een rij waarvoor A + A en B +Ben laat x zo zijn dat zo-
~ ~ 

wel x als Ax+B continuiteitspunten van F zijn~ dan geldt 

F(x)= lim H (x)= lim G (A x+B )=F(Ax+B) 
k-+o:> ~ k-+oc mk mk ~ 

(zie ook bewijs van sto 2o1o4 hierboven)o Deze betrekking geldt dus 

weer voor alle Xo Stel dat niet geldt A=1, dan is 

n 
F(x)= F(Anx + Bo AA=~), 

voor alle n• dus de limiet van het rechterlid bestaat voor n+= en 

dit leidt voor 

A < 1 tot 

en dus tot tegenspraakj en voor 

A> 1 tot F(x)= {0
1 voor 

voor 

B 

x+ 1:1 > 001 
x+- < J A-1 

hetgeen in strijd is met het niet ontaard zijn van Fo Dus 1s A=1. 

Stel dan dat B~O iso Dan is dus 

F(x)= F(x+B)= ooo = F(x+nB) 9 

zodat F(x)=1 voor alle x~ hetgeen weer een tegenspraak opleverto 

Tot slot van dit hoofdstuk geven we nog een aantal stellingen over 

karakteristieke functieso 

St. 2.1.60 Als ¢(t) een karakteristieke functie is~ dan geldt voor 

alle t 

1 - Re ¢(2t) < 4 (1-Re ¢(t))o .... 

Bewijs 

1 - Re ¢(2t)= /(1-cos 2tx)dF(x)=2 f(1-cos tx)(1+cos tx) dF(x) ~ 

~ 4 f(1-cos tx) dF(x)~4(1=Re ¢(t))o 



St. 2o1o7o Als ¢(t) een karakteristieke functie is en er is een rij 

{t} die naar O convergeert 9 terwijl voor alle n I ¢ (t)l=1 is, dan 
n n 

is ¢(t) karakteristieke functie van een ontaarde verdelingo 

Bewijs 

Uit Sto 1a1c1 volgt dat de met ¢(t) corresponderende stochastische 

variabele een roostervariabele 2f moet zijno Zij dus 

(k geheel; p0'fO) 

en stel dat b#O is~ er is een k0#o met pk ~Oo Dan is 
0 

l¢(t)I= leita 2 
k 

= (1-po-Pk) + ~02+2p0pk cos ~bko+p~v 
0 0 0 

zodat voor O < It I < ! b~ cl geldt 
0 

in strijd met het gegeveno Dus,! is ontaardo 

Sto 201080 Bij een rij verdelingsfuncties F kan dan en slechts dan 
n 

een rij constanten a gevonden warden zodanig dat voor de verdelings­
n 

functies G (x)=F (x+a) geldt 
n n n 

Lim G = l n n.+oo 

(waar i(x) de ontaarde verdeling met kans 1 in x=O voorstelt), als 

lim I ¢ ( t) I = 1o n 
n-+oo 

Bewijs 

"slechts dan 11 o De karakteristieke functie van G is e-itan¢ (t)o 
n n 

en volgens sta 2a1o1 geldt 

e =i tan4t/ t) -+ 1 ~ 

zodat 



"dan"o Zij 

1 <l>n ( t) I .. , • 

14> (t)I-+ 19 dan is oak 
n 

14> (t)l 2 .. 10 n 

Nu is l4>n(t)l 2 karakteristieke functie van het verschil van twee on­

afhankelijke stochastische variabelen !.n en~ die beide de verdeling 

F hebbeno Daar de karakteristieke functie van x -y naar 1 convergeert n -n """'Il 

geldt dus volgens st. 2o1o1 dat de verdeling van .!n-~ zwak naar de 

ontaarde verdelingsfunctie ~ convergeerto Dus 
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2o2 Oneindig deelbare verdelingen 

Als men het algemene limietprobleem voor sommen van onafhankelijke 

stochastische variabelen beschouwt, ruw gezegd de vraag welke ver­

delingen op kunnen treden als limietverdeling van de som van een rij 

onafhankelijke stochastische variabelen (een precieze formulering 

volgt in par. 2o3) 9 dan-is het intuitief direct duidelijk dat een 

verdeling met de eigenschap dat de bijbehorende stochastische varia­

bele voor iedere n som is vain onafhankelijke gelijkverdeelde varia­

belen aan deze eis zal voldoeno Daarom zullen we deze verdelingen in 

deze paragraaf onderzoekeno 

We geven eerst de formele definitieo 

Defo 2o2o1o Een stochastische variabele ,! (respo z1Jn verdelings­

functie Fx• resp. zijn karakteristieke functie ~x) heet oneindig 

deelbaar als er voor ieder natuurlijk getal n, n .... onafhankelijke 

stochastische variabelen x1,oootX gevonden kunnen warden, die alle 
- -n 

dezelfde verdeling hebbeni en zo dat _!=.,!1+,!2+000+x0 o 

Voor de karakteristieke functie $ van een oneindig deelbare stochas­

tische variabele x moet dus gelden: voor elke natuurlijke n is er 

een karakteristieke functie $ zo dat $= ($ )n 0 

n n 
Voorbeelden zijn: normale verdeling, Poisson verdeling, Cauchy ver-

deling, zoals door beschouwing van de karakteristieke functies direct 

is in te zien. 

St. 2o2o1o Een oneindig deelbare karakteristieke functie $ heeft 

geen reele nulpunten en voor de rij karakteristieke functies ~ =$ 1/n 
n 

geldt 

Bewijs 

$ -+ 1 0 

n 

$ = ($ )0 , dus voor $ = I$ 12 geldt ($ )0 = l$l 2 • $ is reeel, dus n n n n n 
$ (t)-+ x(t) met x(t) = 0 of 1 al naar $(t) = 0 of# Oo $ is continu n 
int= 0 9 dus er is een omgeving van t = 0 waar $ # 0 is, zodat in 

deze omgeving x= 1 iso Dus xis continu voor t = 0 9 dus xis een 

kiµ-akteristieke functie (sto 2o1o1). Dus xis continu voor alle t, 



dus x(t)=1 voor alle to Hieruit volgt weer dat $(t)1O voor alle to 

Dus is$ als continue functie eenduidig bepaald als de hoofdwaarde 
1 /n 

van $ ni zodat 

lim 
n-+«> 

$ (t)= lim ($(t)) 1/n=1 0 
n 

St. 2.2o2o Eindige sommen van onafhankelijke oneindig deelbare sto­

chastische variabelen zijn oneindig deelbaar. Zwakke limieten van on­

eindig deelbare verdelingen zijn oneindig deelbaar. 

Bewijs 

De eerste bewering is triviaal. 

Voor het bewijs van de tweede bewering veronderstellen we dat $(n) 

voor alle n een oneindig deelbare karakteristieke functie is en dat 

$(n) + $, waar ~ een karakteristieke functie is. Zij $(~) de eendui­

dig bepaalde karakteristieke functie waarvoor 

($(n))k = $(n) 0 
k 

Uit tl>(n) <I> en het feit (sto 2.2.1) dat voor alle reele t /n)(t)10 

is volgt dan direct dat 

,1, 1 /k 
+ 'I' 9 

met de hoofdwaarde voor $1/k. Omdat $(0)=1 is 9 is $1/k continu in 

een omgeving van t = 0 9 dus volgens st. 2o1.1 is $1/k karakteristie­

ke functie. Daarmee is de stelling bewezeno 

St. 2o2o3o Als $(t) een oneindig deelbare karakteristieke functie 

is 9 dan is voor alle reele c> 0 9 de functie C " " ti> een oneindig deelba-

re karakteristieke functie (De functie $c is weer als hoofdwaarde~ 

ecLog $ gedefinieerd, hetgeen kan op grond van sto 2o2o1). 

Bewijs 

Voor positieve rationale c is de bewering een direct gevolg van de 

definitie en van st. 2.2.20 Voor irrationale c kan $c uniform op 



ieder eindig interval geapproximeerd warden door $r met rationele r, 

zodat $c karakteristieke functie is op grond vsn sto 2o1o1, terwijl 

$c oneindig deelbaar is op grond van sto 2o2o2o 

Sto 2o2o4o De klasse van al.le oneindig deelbare verdelingsfuncties 

valt sa.men met de klasse van alle zwakke limieten van eindige con­

voluties van Poisson verdelingeno 

Bewijs 

Dat de zwakke limiet van een rij eindige convoluties van Poisson ver­

delingen oneindig deelbaar is, volgt uit het oneindig deelbaar zijn 

van alle Poisson verdelingen en st. 2o2.2. 

Zij, voor het omgekeerde, $ een oneindig deelbare karakteristieke 

functie en stel 

Dan is$ een karakteristieke functie en n 

$ ( t) = 
n 

JeitxdF (x) 3 n 

waar F een verdelingsfunctie is. 
n 

$(t)=,!O voor reele t, dus 

1 
I - Log $(t)_1 ) = 

n($ (t)-1) = n(($(t)) 1 n-1) = n(en 
n 

= n ( l Log $ ( t ) + o ( l)) -+ Log $ ( t ) ( n -+ 00 ) • 
n n 

Daaruit volgt 

Nu is 

zodat 

n($ (t)-1) = n f(eitx=1) dF (x) = 
n n 

m o n 
= no lim L (e1 tck,m -n [F (ckn )-F (ckn 1 )j = 

n➔oo k=1 · n ,m n - ,m 

afk. no lim 
m-+oo 

$( t) = lim 
n-+oo 

l o A(n) n. 1Ill • 

m➔oo 
m 

Men kan dus rijen {nk} en{~} bepalen zodat 



qi(t) = lim 
k-+oo 

Stelt men dan 

en 

dan is dus 

IF a = nk k. nk J 

nk 
ck. = C • 

,J J,~ 

qi ( t) = lim 
k-+oo 

nk 
( C • ) 

J llrric 

9 

waarmee de bewering bewezen iso 

Opmerking 

nk 
) I = F (c. 

nk J-1 9 ~ 

Voor toekomstig gebruik is het nog van belang om op te merken dat de 

limietrelatie 

n(<P (t)-1)-+ Log qi(t) 
n 

(n-+ co) 

uniform op ieder eindig interval vervuld iso Om dit in te zien, mer­

ken we op dat uit qi(t);o voor reele t volgt dat bij een eindig t-in­

terval een a > 0 gevonden kan worden zodat voor alle t in di t interval 

1 ~ l<t>(t)l ~a 

geldt. Hieruit leidt men gemakkelijk af dat in dit interval geldt 

In($ (t) = 1 )-¢ ( t) I < n( exp .E. = .E. = 1). 
n - n n ' 

als peen bovengrens van Log ¢(t) iso 

Men kan met behulp van deze stelling een aantal niet-triviale voor­

beelden van oneindig deelbare verdelingen construeren (niet-triviaal 
. . • . . . . 1 /n . in de zin dat niet direct is in te zien dat ¢ weer een karakteris-

tieke functie is)o We geven hier de volgende twee: 

Voorbeeld 1o De functie 

(O<b<1) 
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is een oneindig deelbare karakteristieke functieo 

Bewijs 
00 

$(t) = (1-b) I 
k=O 

dus $(t) is karakteristieke functie van een roostervariabele met kan­

sen {bk(1-b)}o Verder is $(t)~O voor reele t, dus log $(t) is een-

duidig bepaald als continue functie en 

it oo • k 
Log $(t)= Log (1-b)- Log (1-be )= l (eikt_1) E... • 

k=1 k 

zodat de bewering uit sto 2o2o4 volgt (iedere term van de reeks is 

nlo logarithme van een Poisson-karakteristieke functie)a 

Voorbeeld 2o 

of 

Zij 

dan is 

ds) is de ~-functie van 
00 

z;( s) I -s (Res> 1) = n 
n=1 

~(s) = JI ( -s)-1 1-p 
p priem 

$(t) = 
da+it) (a> o), 
da> 

Log $(t) = I (Log (1-p-0 ) 

p 
00 

Riemann, gedefinieerd 

(Res> 1)0 

( -a-it)] Log 1-p = 

= I I 
-ma 

L_ 
m 

(e=imt log p 1) 
- t 

p m=1 

zodat $(t) een oneindig deelbare karakteristieke functie iso 

Kanonieke representatieso 

door 

Opmerking Voor het bewijs van de volgende stelling hebben we een 

lemma nodig dat in de algemene maat- en intepatietheorie thuishoort 

en wel 

lemma 2.2.1. Zij (n,s1 u) een eindige maatruimte; f een ~-meetbare 

reele functie op n, met f~ o. Laat A gedefinieerd zijn door 



t.(A) = f fdllo 
A 
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Dan is ). ee·n maat op (n 11 5) en voor iedere meetbare reele functie g 

en alle A E ~ geldt 

(I) J gdA = I fgdµll 
A A 

in de zin dat als een van beide leden niet bestaat, het andere lid 

ook niet bestaat. 

Als bovendien geldt dat voor alle w f(w) > 0 is, dan geldt bovendien 

voor alle A e ~ en alle meetbare g 

(II) J gdJJ = I .6.. dA 
A A f 

dus in het bijzonder is 

(III) ii(A) = J ? dAo 
A 

Bewijs van het lemmag 

Dat). een maat is volgt direct uit eigenschap I2 (pag. 117 van de syl­

labus S 295 van dit colloquium). Zij 1"l de klasse van alle sommeer­

bare functies g waarvoor (I) vervuld is. Dan kan men onmidellijk veri­

fieren dat n:. een lineaire ruimte is (op grond van I4 en I5, pag. 118 

van S 295) die gesloten is (bv •. met st. 2.2.9 (gemajoreerde convergen­

tie) pag 122 van S 295) en die de meetbare trap functies bevat. Dus J1 
bevat alle meetbare somm.eerbare functies. Door gin g+ en g- te split­

sen leidt men hieruit direct af dat beide integralen in (I) of beide 

bestaan of beide niet bestaan. 

Op grond van het voorafgaande volgt anderzijds uit f(w) > 0 voor alle w, 

omdat dan g/f weer een meetbare functie is: 

J g/f 
A 

dt. = f (g/f). f du= f gdµ. 
A A 

Daarmee is het lemma bewezeno 

St. 2.2.5. Een functie ifl(t) is een oneindig deelbare karakt·eristieke 

functie dan en sleehts dan als er een reele y en een G E:. 1n9 is zo dat 
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2 
(a) Log ip(t) = iyt + J{eitu_,_ itu2} 1+~ dG(u), 

1+u u 

waar de waarde van de integrand voor u=0 bepaald wordt (door contin­
t2 

uiteit) als - 2 c De representatie (a) is unieko 

0pmerking 1o Verdelingen met karak.teristieke functie 

<P(t) =expf(eitu_1) dG(u) 

waar G(u) een positief veelvoud van een verdelingsfunctie is, warden 

in de literatuur gegeneraliseerde Poisson verdelingen genoemd (ter­

minologie van Feller, AoMoSo l!: (1943), 389-400)0 In termen van sto­

chastische variabelen kan men <P(t) beschrijven als de karakteristieke 

functie van de stochastische variabele 

S = x 1 + Xn +ooo+ X t 
- - -c "'"il 

waarin ,!1,x2 ,ooo een rij onafhankelijke stochastische variabelen is 
. G(x) t ''l f '' . met verdeling G(+®) 9 erwiJ .!!_ ona hankeliJk is van de x - en een 

Poisson verdeling met parameter G( +.00 ) heeft o 

(De zg. samengestelde Poisson verdeling wordt verkregen als een gewo­

gen gemiddelde van Poisson verdelingen met verschillende parameter: 

waar Geen verdelingsfunctie over de positieve halfrechte iso De ka­

rak.teristieke functie van His dan 

als x de karakteristieke functie van G is)o 

Bewijs van sto 2o2o5o 

"dan": Dat een karakteristieke functie van de gedaante (a) oneindig 

deelbaar is volgt direct door de integraal in het rechterlid te ap­

proximeren door Riemann=Stieltjes somm.en en dan st. 2.2.4 toe te pas­

sen. 
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"slechts dan"~ Zij <P(t) een oneindig deelbare karakteristieke functieo 

Evenals in het bewijs van sto 2o2o4 kunnen we Log $(t) schrijven als 

uniforme limiet (zie opmo na bewijs van sto 2o2o4)~ 

(b) Log $ ( t ) = lim 
n-1-00 

n(~ (t)-1)= limn /(eitx_1)dF (x), 
n n-i-m n 

als $ =$ 1/n en F de corresponderende verdelingsfunctie iso Om Jere-
n n 

presentatie (a) te krijgen moeten we nu op de een of andere manier de 

limietovergang onder het integraalteken uitvoereno Het is duidelijk 

dat dit niet direct gaat~ nF is niet een zwak convergente rij in m_,o 
n 

We moeten aan nodF 
n 

nog een factor toevoegen die maakt dat de nieuwe 

maatfuncties w,,1 zwak convergereno De keuze 

G (u) = n 
n 

11 2 
f ¾ dF (x)t 

=(X) 1+x n 

wordt gedeeltelijk gemotiveerd door het feit (sto 2o2o1) dat de F 
n 

zwak naar de eenheidssprongfunctie l convergeren, 

x=O compensatie nodig iso Dat G l 1't"r, 
n 

zodat in feite al-

leen voor is triviaalo We 

zullen nu, met behulp van sto 2o1o2 9 bewijzen dat de rij {G} voor­
n 

waardelijk compact iso Hiertoe gaan we uit van de relatie (b) 9 die 

met de G, op grond van lemma 2o2o1 9 ook geschreven kan worden als 
n 

(c) 
2 

I (t)= f(eitu_1) ~ d G (u) + Log $(t)o 
n u2 n 

Daaruit volgt 

2 
Re I (t)= /(cos tu-1) ~ dG (u) + Re Log $(t)=logj$(t)I 

n 2 n u 

Hieruit leiden we de volgende schattingen af 

*) We maken gebruik van de elementaire ongelijkheden~ 

1-cosu 1 
2 > 3 voor I I sin u < , I I u ~ 1 en u ~ voor u > 2o 

u 
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2 
A d;f { dG (u) < 3 /{1-cos u) ~ dG (u)= -Re I (1)< -log l$(1)1+£ 

n I n - 2 n n -u ~1 u 

voor voldoend grote no 

def . -1 
dG (u) < 2 ( 1- sin 2uT ) B (T) n = 

lu{ > T n .. f 
Jul> T 2uT-1 

= 2 f 
lul >T 

2 
T 

~ T f dt 
0 

2 
T 

T 
dGn(u)o 2 

. { {1-cos 
lu >T 

T 

f (1-cos tu)dt < -0 

2 

1+ 2 T 
tu) -+ dG ( u) = T f 

u n 0 

dGn(u) = 

( -Re I ( t ) ) dt < 
n -

! -T flog 
0 

I$( t) I dt+2£ ~ 2omax 2 
O<t<­.. -T 

llog l$(t)I I + 2£ , 

voor T ~ 1 en n voldoend groot (bij de 4e ongelijkheid is gebruik gemaakt 

van de uniformiteit in (c)). 

Dit geeft ten eerste dat 

f dG (u)=G (=)= A +B (1) < - log l$(1)1 +3£ + 2omax n n n n .... I log I $ ( t) 11 , 

dus {G (=)I n=1,2,oool is begrensd. Verder is 9 voor T voldoend groot 
n 

dus B (T) + 0 voor T +=uniform in no Op grond van sto 2o1o2 9 is dus 
n 

de rij G voorwaardelijk compacto Kies dan, op grond daarvan een rij 
n 

natuurlijke getallen {nk} zo dat de rij {G~} zwak convergent is: 

(d) Lim G 
k+= nk = G, 

waar GE ffi'o Nu kan men nog geen limietovergang onder het integraal­

teken in (c) uitvoeren omdat de integrand in (c) niet continu in t=O 

is·o Daa.rom voeren we nog een term onder de integraal in, die de inte­

grand we continu voor t=O maakt: 



met 
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2 
I (t) = f{eitu_1_ itu} ~ dG (u) + ity, 

n 1+u2 u2 n n 

= J 
dG (u) 

n = n J '7' dF (x), 
u 1+x n 

zodat geldt ~ 

. [ itu itu 1+u2 . J Log $(t) = lim I (t)= lim J{e -1- ~} -y dG (u)+ ity • 
k-+<x> nk k-+<x> 1+u u nk nk 

Omdat 9 volgerls (d) en sto 2o1o2 9 9 de limiet van de eerste term tussen 

rechte haken bestaat 9 bestaat ook de limiet van de tweede term~ 

y -+ y, dus 
nk 

en hiermee is het "slechts dan" gedeelte van de stelling bewezen. 

Hoewel het voor het bewijs van de stelling niet meer nodig is, is het 

van belang om nog op te merken dat men nu eenvoudig kan aantonen dat 

ook y -+yen Lim G = G is. 
n n 

We bewijzen tenslotte dat de representatie (a) uniek is. Daartoe voeren 

we de functie 
u 

V(u) = 2 J 
2 

( 1- sin v). l!!... dG(v) 
V 2 

V 

in.Vis monotoon niet dalend en V(~) < ~, dus V £11(,v. Vis dus een­

duidig bepaald door zijn karakteristieke functie 

$(t) = Jeitu dV(u) = 2 feitu{ 1- sin u) 
u 

t+1 

sin u 
u -1- it~~ 

1+u 

= 2.Log $(t) - 2 J Log $(z)dz. 
t-1 

2 
~ dG( u) = 

2 
u 

2 
~ dG(u) = 2iyt = 

2 
u 

G is weer eenduidig bepaald door v(1emma 2.2. 1), zodat G eenduidig be­

paald is door $0 Hiermee is de stelling bewezen. 

Gevolg 1o Als de logarithme van een karakteristieke functie $ voorge-



steld kan worden als in (a)i waar Gnu een functie van begrensde 

variatie mag zijn, dan zijn Gen y eenduidig door¢ bepaaldo 

Bewijso 

Veronderstel dat Log ¢(t) twee representaties (y1 ,G1 ) en en {y2 jG2 ) 

van de vorm (a) heefto Zij G: de positieve en G7 de negatieve varia-
1 l 

tie van G.(i=1,2) (zie de splitsingsstelling van Jordan 9 S 295 sto 
l 

2o4o3 op pago 141) en laat h(t 9u) de integrand in (a) voorstellen. 

Dan is 

dus 

Toepassing van bet laatste deel van de voorgaande stelling geeft nu 

onmiddellijk 

en 

Gevolg 2~ representatie van Levyo · 

Men kan een verwante representatie (ook uniek) vinden 11 door te stellen 

u 
1+x 

2 
M(u) = J ~ dG(x) 11 voor u < o, 

="" X 
00 1+x2 

N(u) = - J -y dG(x) 11 voor u > 0 
u X 

2 G(O+) - G(O-)o C1 = 

De representatie (a) .gs.at dan over in de representatieformule 

2 2 I O "" I log $(t)= iyt- ~cr t + J dM(u)+ J dN(u) 
-"" 0 

( e i ut _ 1 _ i ut 2 ) 
0 

1+u 

van Levy: 
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Omgekeerd kan men onmiddellijk in zien dat ieder drietal (M,N 1 a2) dat 

voldoet aan 

( 1 ) < 000 

' 
(2) Mis niet afnemend op (-00 1 0); M(-~)=O; 

N is niet afnemend op (o,~) ; N(~) =O; 
O 2 e: 2 

(3) Ve:>O J u dM(u) + J u d.N(u) < 00 ; 

-e: 0 

precies een G ~ 11t' bepaalt (lemma 2o2o1): 

u 2 
G(u) = J -½ dM(x) voor u < o, 

- 00 1+x 
en 

0 
G(u) = f 

2 
X 

1+x2 

u 
dM(x) + cr2 + f 

0 

2 
X 

1+x2 
dN(x) voor u > o. 

Gevolg 3. Men kan bovenstaande formule van Levy ook nog in de volgende 

vorm brengen: 

Log qi { t ) = i y ( T ) , t - ; it 2 + [ I: dM ( u) + I d.N ( u)] ( e i ut - 1 ) + 

+ [J dM(u) + J d.N(u)](eiut_,_ iut), 
=T 0 

waarin M,N en cr dezelfde zijn als in de representatie van Levy (gevolg 

2), terwijl -r een continuiteitspunt van N en - t' een continuiteitspunt 

van Mis; hier is 

y(T)= Y-[ jt dM(u) + j dN(u)J (¾) + 
-~ T 1+u 

+[ J d.M(u)+ f d.N(u)] 
=t 0 

3 
(2.._) = 
1+u2 

=y -
; 

( ~ dG(u) + 
lub,, u 

J udG( u). 
lul~T 

Gevolg 4o Kolmogorov's representatie in het geval van eindige varian­

tie. 

In het geval van eindige variantie is in de definitie van G (u) (bewijs 
n 
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van sto 2o2o5) de factor 1+x2 in de noemer overbodig 9 omdat die factor 

a.lleen is aangebracht om convergentie van 
+oo 2 
f ¾ dF (x) 
-oo 1+x n 

te waarborgeno We mogen dus verwachten een eenvoudiger representatie te 

vinden a.ls we in dit geval de functie 

u 
K(u) = J (1+x2)dG(x) 

invoeren. Inderdaad krijgen we dan 

Log ij,(t) 

• f( itu 1 • ) 1 dK( ) /('t itu) dK(u) = 1. yt + e - -1 tu 2 u + 1 u -~ 
u 1+u 

= iy't + /(eitu_1-itu) ¼ dK(u), 

met y' = y + fudK(u) 
0 

1+u2 

u 

Men gemakkelijk in dat deze representatie weer uniek is. Verder is 

(_! is de bij ~ horende stochastische variabele): 

t: . - , d ( ) I 2( ) d2 ( ) f ( ) ( ) L .!= 1 dt log lj, 0 = y en a .! = - 2 log lj, O = + dK u =K "' • 
dt 

Naar de representatieformules in st. 2.2.5, gevolg 2,3,4 zullen we in 

bet vervolg verwijzen met respectievelijk de formule van L~vy-Khintchine, 

de 1e formule van 1,vy, de tweede formule van L~vy en de formule van 

Kolmogorov. 

Voorbeelden. 
1 X 

Bij een normale verdeling F(x)= - f e 
2 o/2~ _oo 

sentatie (a) y=a en G=cr • L, ( l.. eenheidssprongfunctie); 

du is in repre­

in de L~vy re-

presentatie y=a, M=O, N=O, a=a; in de Kolmogorov representatie y'=a, 
2 

K=a • l. 

Voo~ een Poisson variabele x met karakteristieke functie -



it 
$ (t) = eA(e -1) 

X 

wordt de representatie (a): 

-61-

A A l y = 2 , G(x) = 2 (x-1), 

en de Levy-representatie 

A 
Y = 2 , a= O, M = 0 9 N = - )..L(1-x), 

en de Kolmogorov-representatie 

Cauchy verdelin~: 
1 ,r x-b F(x)= - (- + arctg -) 
,r 2 a (a>O); 

voor de verdelingsfuncties,·Fn uit het bewijs van sto 2o2,5 geldt nu 

dus 

u 
= a f 

1 1T x-b/n 
Fn(x) =-:; (2 + arctg a7n ) t 

G (u)=n 
n 

2 
x dx 

2 ° 2 2 1+x a2/n +(x-b/n) 

dx = 

u dx ir 
-+ a J --2 = a(2 +arctg u) o 

- 00 1+x 

De laatste limietovergang is gerechtvaardigd omdat de integrand buiten 

iedere omgeving van x=O uniform naar 7 convergeert, terwijl de in-
1+x 

tegrand in een omgeving van x=O uniform inn begrensd is. Men kan de 

van n afhankelijke integraal voor y expliciet uitrekenen (bv. met de n 
residustelling) en dan de limietovergang uitvoeren. Dan blijkt 

Y = n f-2f_ • n dx 
= aJ 

X dx 7Tb, --2 -+ 
n 1 2 a 

1+(x-b/n)2 +x 1+x 2 b 2 (a/n) +(x- /n) 

zodat geldt 
a;n 

Log q,(t) i1Tbt + a f(eitu_ 1_ it~) du = 2· 
1+u u 
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Convergentiecriteria 

St. 2.2.6. Voor de zwakke convergentie van een rij oneindig deel­

bare verdelingsfuncties {F }, met Levy-Khintchine representaties 
n 

{y ,G }, naar een verdeling F 9 is nodig en voldoende dater een 
n n 

reele yen een Ge ti~ isi zodat (y,G) de Levy-Khintchine represen-

tatie van Fis en zo dat 

Bewijs 

Yn ➔ Y 
Lim G = G 

n 
n -+- "" 

"nodig11 o Laat Lim F =F zijn en noem de karakteristieke functies van 
n 

F en F respectievelijk <P en <j>. Dan geldt 9 vol.gens Sto 2.2.2'i dat F 
n n 

en <P oneindig deelbaar zijn, zodat <P en <P :/: 0 zijn 9 terwijl <P 4 <Po n n 
Dus 

(e) 
2 

Log$ (t)= iy t+ J(eiut_,_ iut ) ~ dG (u) ➔ Log <P(t) 9 
n n 1+u2 u2 n 

dus 
2 

J ( cos ut-1 ) ~ dG ( u) = Re Log <P ( t) -+ Re Log <P ( t) • 
2 n n 

u 

Op dezelfde manier als in het bewijs van st. 2o2a5 vol.gt hieruit 

dat de rij {G} voorwaardelijk compact is. Kies dan een zwak conver-
n * 

gente deelrij G , met Lim G = G ~ dan geldt 
nk k-+ oo nk 

f (eiut_1_ jut) 1+u2 dG (u)-+ f(eiut_ 1_ iut) ~!.!.l£. dG*(u) 
2 2 n 2 2 ° 1+u u k 1+u u 

* Uit (e) vol.gt dan direct dat y 
n 

ook convergeert, zeg naar y. Dan 

* k* vol.gt weer uit (e) dat dan (y ,G) 
* * van <j>(t) is. Dus y = y, G = Go 

de Levy-Khinchine representatie 

Veronderstel dat niet geldt Lim G =G. Dan is er een continuiteits­
n 

punt u van G. zodat G (u) nigtnaar G(u) convergeert. {G (u)} heeft 
• n · n 

dan tenminste een van G(u) verschillend verdichtingspunt z0• Kies een 

deelrij {mk} zo, dat G (u) convergeert naar z0o Pas dan het boven­

beschreven precede op~ rij F toeo Dan vinden we een deelrij {hk} 
' ~ 

van{~} zo dat GI\. zwak convergeert naar G, in strijd met 
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lim Gh (u)=zlG(u)o Dus Lim Gn=G en dus ook yn-+ Yo Daarmee is het 
k-+oo k n-i-<» 
eerste deel van de stelling bewezeno 

"voldoende11 o Als y -+yen Lim G =G, dan volgt onmiddellijk uit de re-
n n n-+oo 

presentatie formule van Levy-Khintchine dat 

Log<!> (t)-+ Log <1>(t), 
n 

zodat uit sto 2o2o1 en sto 2o1o1 volgt (qi is karakteristieke functie~ 

dus continu in 0) 

Lim 
n-+m 

F = F. 
n 

Het is geme.kkelijk om ook convergentiecriteria. te hebben voor de 

Levy-2 representatie en de Kolmogorov representatieo 

In het bewijs van de betreffende stellingen hebben we herhaaldelijk 

het volgende lemma nodig~ 

lemma 2o2o2u F f tn' (n=1,2,,oo); F comrergeert zwak naar FE 1n1 0 

n n 

a) Voor iedere begrensde continue functie f geldt, voor alle continui­

teitspunten u van F 

lim 
n-+C1> 

u 
J f(x)dF (x)= n 

u 
J f(x)dF(x) 

b) Voor alle continue functies ·geldt 9 voor alle continuiteitspunten 

u1 en u2 van F waarvoor -co < u1 < u2 < co dat 

u2 
lim J f(x)dF (x)= 

n 

u2 J f(x)dF(x) o 
n-+oo u 1 

Bewijso Het bewijs van a) en b) is vrijwel hetzelfdeo We bewijzen al­

leen a): 

Zij u continuiteitspunt van Fo Definieer de functie f door 

= {
f(x) 

f(x) 
f(u) 

voor x~ u 

voor x~ u 

Dan'is f(x) een begrensde continue functieo Op grond van sto 2o1o1 is 

dus 



+co 

I f(x)dF (x) -+ 
n 

dus (u is canto punt)~ 
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+co 
f f(x)dF(x) 9 

_co 

u u 
J f(x)dF (x)+f(u) [F (+co)=F (u)]-+ J f(x)dF(x)+f(u) [F+00 )-F(u)] o 

n n n -~ -~ 
Uit Lim F =F, volgt dan nag F (+co)-+ F(+00 ) en F (u)-+ F(u), 

n n n 

zadat 
u 

I 
u 

f(x)dF (x)-+ f n 
-00 

f(x)dF(x)o 

Sto 2o2o7o Voor de zwakke canvergentie van een rij oneindig deel­

bare verdelingen {F} met 2e Levy-representatie {M ,N ,cr iy (,)} 
n n n n n 

naar een verdeling Fis ncdig en voldoende dater een stelsel 

{M,N,cr,y(,)} gevonden kan worden dat F representeert, zodat 

( 1) 

en 

lim 
E-l-0 

(2) 

lim sup { 
n -+ co 

= lim 
e::+O 

Bewij So 

M = M; 
n 

y (-r) 
n 

Lim N 
n 

-+ y(T) 

= N, 

O 2 2 E 2 
Ju dM (u)+cr + f u dN (u)} = 

-E 
n n O n 

lim inf 
n -+ co 

0 
{ f 
-E 

u2d.M (u)+cr2 + f u2dN (u)} = 
n n O n 

2 cr • 

11naodzakelijk"o Zij Lim F =Fen laat {y :1G} respo {y,G} de Levy-n n n 
Khintchine 

is dus 

en 

representaties van F resp F zijn. Op grond van sto 2.2.6 
n 

y -+ y 
n 

Lim G = G n 
n➔co 

Dus, voor de 2e Levy-representaties *): 

*) Als in deze paragraaf een index n tussen haakjes geplaatst is, geldt 

'de betreffende bewering of formule zowel metals zonder deze indexo 



= -
00 2 
f ~ dG (z) 

2 n u z 

(u < 0) 

(u> 0) 

geldt, op grand van lemma 2o2o2 

Lim M = M, Lim N = N en y (t) + y{t)a 
n n n n+00 n-+«> 

Om de noodzakelijkheid van voorwaarde (2) aan te tonen 9 merken we eerst 

op dat 

zeals men onmiddellijk uit de definities van M(n)'o(n) en N(n) kan af­

leideno Als nu e: en -e: continuiteitspunten van G zijn dan geldt volgens 

lemma 2o2o2o 

Als +e: niet beide continuiteitspunten van G zijn, dan zijn er getallen 

e: 1 en e: 11 met O < e: 1 < e: < e: 11 zodat ±_e: 1 en +£ 11 wel continuiteitspunten van 

G zijno Dan volgt direct dat 

H(e: 1 ) <lim inf H (e:)< lim sup H (e:) <H(e:")o ... n '"" n ,.. 
n-+«> n-+00 

Als e: + 0 kan men rijen e: 0 en e: 11 waarvoor e:' +O, e:"+ 0 vinden zoda.nig 

da.t steeds +e: 1 en +e:" continuiteitspunten van G zijno Uit lim H( e: )=a2 

volgt dan (2)o e:+O 

11voldoende11 o We ,zullen a.antonen dat Lim G =Gen y -+ Yo 
n n 

Als u < 0 en u is een continuiteitspunt van G (dus van M), dan is vol-

gens lemma 2o2o2g 



lim 
n~ 

G (u)= lim 
n 

u 2 u 2 
f =2S..,_ dM (x)= J ...!__. dM(x)=G(u) o 2 n 2 

- 00 1+x = 00 1+x 

Hieruit volgt, met dezelfde redenering als in het vorige deel van 

het bewijs: 

lim lim sup G (=£)= lim lim inf 
E+O n + 00 n E+O n + 00 

Verder is 

-· - 1- H (E)= -·· _, = { dG (u)(1+u2 ) < G (+E)--G (=e:) < H (do 
2n 21 n ""'n n ""'n 1+E 1+E U !E 

Zod.at ui t ( 2) vol gt 

dus 

lim 
dO 

lim sup (G (+e:)-G (-e:)) = 
n n n + oo 

= lim lim inf (G (+e:)-G (-e:))=a2=G(+O)-G(-O)~ n n ~ 
dO n -+ oo 

lim lim sup 
E+O n + 00 

G (e:)= lim lim inf G (e:)=G(+O)" 
n E+O n + ® n 

Als nu E > 0 en u > 0 continuiteitspunten van G(u) zijn, dan 1.s 

u 2 
G (u)= G (e:)+ J ~ 2 dN (x) 9 

n n E 1+x n 

zodat voor alle continuitei tspunten £ van G( u) geldt ( weer met ge­

bruikmaking van lemma 2o2o2)~ 

u 2 
lim sup G (u)= lim sup G (e:)+ J ¾ d.N(u)o 

n + 00 n n + 00 n E 1+x 

= lim sup G (e:) + G(u)=G(e:)o 
n n + oo 

Laat e: + 0 door de continuiteitspunten van G~ dan volgt~ 

lim sup G (u)= lim lim sup G (e:)+G(u)-G(e:)=G(u)o · n n 
n + oo e:+O n + oo 

Op dezelfde manier bewijst men 

lim inf G (u)=G(u)o 
n-+co n 



Dus 

lim G (u) = G(u) 
n 

in alle continuiteitspunten van Go De convergentie G (+cc,) + G(+cc,) 
n 

volgt nu direct uit Lim N =No Tenslotte volgt y + y uit y (T) + y(,)o 
n n n 

Sto 202080 Voor de zwakke comrergentie van een rij oneindig deelbare 

verdelingen {F} met eindige varianties o2 naar een limietverdeling 
n 2 n 

F met eindige variantie o en voor a + a is nodig en voldoende dat 
n 

voor de Kolmogorov-representaties {K ,Y} respo{K,y} van F respo 
n n n 

F geldt 

Bewijso 

Lim K = K 
n 

Yn + Yo 

"voldoende11 o Analoog met het 11voldoende" bewijs is sto 202060 

"nodig11 o Veronderstel Lim Fn=F en an+ Oo Laten {Gn~y~} respo {G,y 1 } 

de L~vy-Khintchine representaties van Ft respo F zijno Uit sto 20206 
n 

volgt dat 

en 

terwijl 

Lim G = G 
n 

Y1 + Y0 , n 

u 
K(n) (u)= f 

-CD 

zodat uit lemma 2o2o2 volgt dat voor alle continuiteitspunten u 1 en 

u2 van K geldt 

Kn(u2 )-Kn(u1) + K(u2 )-K(u1)o 

Verder is 

2 
= 0 

Dus ook, voor continuiteitspunten u 1< u2 van Kg 



Daaruit volgt dat geldt 

lim lim K (u) = 0 9 n 
u -1- - 00 n-+<><> 

als u continuiteitspunten van K door loopto Jimne:m kies u zo datK(u) <,te: 
1 en dan u 0 zo dat K(+00 ) ... K(u 0 ) < 3E en tenslotte n zo groat dat 

K (u)+K (+CIO)-K (u 0 ) < K(u)+K(+CIO)-K(u 1 )+ 31e: o 
n n n 

Dan volgt dat 

K (u) < Eo 
n 

Daaruit leiden we af dat K (u) + K(u) in alle continuiteitspunten van K: 
n 

Laat -R continuiteitspunt van K zijn met 

1 
K(-R) < 4E en lim 

Bepaal eerst n0 zo dat voor n > n0 Kn ( -R) < ~ e: Dan is 

jK (u)-K(u)j<j(K (u)-K (-R))-(K(u)-K(-R))I+ K (-R)+K(-R)o n - n n n 

Bepaal dan n1 zo dat voor n > n1 de eerste term in het rechterlid < ¾e: 
is, dan volgt dat Yoor n>max (n0 ~n1) 

IK (u)-K(u)I < e: n 

iso Daaruit volgt dus dat K zwak naar K convergeert en uit de limiet­
n 

relatie 

volgt dan direct y + Yo Daarmee is de stelling bewezeno n 
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2o3o Algemene limietstellingen 

In deze paragraaf beschouwen we steeds een stelsel stochastische 

variabelen 

.!11 t .!.12, o o o •.!1k 0 , 
1 

~,· x229 o o o '~k ; 

( 1 ) 
2 

0 
0 

0 

.!n 1' !.n2• o o o •.!nk ; 
n 

0 

0 

0 

waarbij de op ~~n rij vermelde variabelen telkens onderling onaf­

hankelijk zijno De verdelingsfunctie van !nk wordt met Fnk aangeduid 

en de karakteristieke functie met ~nk' voor de g~reduceerde variabe­

len 

(2) def 
~k = xnk - X -nk 

zijn dit respo Fnk en inko In uitdrukkingen als sup 9 l e.d. is stil­
k k 

zwijgend verondersteld k {1 9 2 9 ooo 9 k }o n 
Men kan zich nu afvragen, welke verdelingen kunnen optreden als. 

limiet voor n -+- "" van de verdeling van 

(3) def 
z = -n l X ko 

k -n 

Wanneer we geen nadere beperkingen opleggen kan iedere verdelings­

functie F(x) als limietverdeling optreden~ geef nolo voor elke n ~ 1 

de verdelingsfunctie F(x) en laat alle andere stochastische variabe­

len identiek nul zijno Van nu af zullen we eisen dat lim k :co is en n n-+-m 
dat er in de som .!ti geen termen voorkomen die de overige termen over-

heersen. Dit laatste wordt gepreciseerd in de volgende definitie. 

Defo 2o3o1o 
1 ) De stochastische variabelen .!nk heten oneindig klein , 

i) "infinitesimal" (Gnedenko=Kolmogorov); "uniformly asymptotically 
negligible" (Loeve); "vanishingly small" (Robinson)o 
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als voor iedere E > 0 geldt 

li~ sup P {1.:.nkl ! E} = Oo 
n-+-co k 

Zij heten asymptotisch constant, als er constanten ank bestaan zo 

dat .!.nk-ank oneindig klein zijno 

Lemma 2.3.1. Als .?!nk asymptotisch constant zijn, kan men voor de con­

stanten ank in bovenstaande definitie medianen mrik van .!ink kiezen. 

Bewijs 

Volgens de definitie bestaan er ank zo dat bij elke E > 0 voor vol­

doend grote n geldt 

sup P { l2Srik-ankl >d < ~ , 
k 

dus voor elke k 

Dit houdt in dat elke mediaan mnk moet liggen in (ank-E' ank+e). 

Dus sup Im k-a kl <E, waaruit het gestelde volgt. 
k n n 

Lemma 2.3.2. 

Bewijs 

x k ziJ·n dan en slechts dan oneindig klein als 
-n 

2 
sup J-¾ dF k(x) -+- 0 (n -+- co). 

k 1+x n 

impliceert de bewering 11dan11 ; "slechts dan" is juist omdat voor 

0 < E < ~ en voldoend grote n geldt 

2 2 
sup f-¾ dFnk(x) ~ sup { x dFnk(x)+ 

1+x Ix <E 

2 I I E E ~ e: + sup P { .:nk ! E J < 2 + 2 . 

Lemma 2.3.3 • .:nk zijn dan en slechts dan oneindig klein als uniform 

op elk eindig interval sup l$nk(t)-11 + 0 (n + co). 
b k 



Bewijs 

"slechts dan"; 

"dan": 

(4) 

want 

= I ( { 
IX ~e: + { ) 

Ix>£ 

sin TX 
TX 

-71-

dF nk(x) I ~p{ 1.!nk I .~ d+ :e: ( 1-P{ l!nJ~ d) o 

Uit het gegeven van het lemma blijkt dat de integrand in het rechterlid 

van ( 4) uniform voor t ~ (-, ll') naa.r nul convergeert o Voor vaste , is 

de integrand uniform inn in absolute waarde begrensd door 2o Dus vol­

gens st. 2o2o9 van S 295 (blzo 122j gemajoreerde convergentie) is bij 

elke 6 > 0 voor voldoend grate n 

sup 12\ J'{¢nk(t)-1}dtl < 0 11 

k --r 

dus wegens (4) geldt 
1 

-6+1- -
't e; 

& 1 - = 1-
1- -n: 

o . r 0 

1"" -'t e; 

Door eerst T voldoende groat en dan 6 voldoende klein te kiezen kan 

de tweede term van het rechterlid bij elke gegeven e: willekeurig 

klein warden gemaakto Dus voldoen de variabelen 2Snk aan def, 2o3o1o 

Sto 2o3o1o (Bawly)o De rij verdelingsfuncties van de sommen 

(5) xn = !.z.1 + .!n2 +o o o+ xnk 
n 

- A s n 

met,constanten A en bij vaste n onderling onafhankelijke stochastische n 
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variabelen ..!nk die voldoen aan 

(6) !nk zijn oneindig klein 9 dus sup P{ liukl _:. e:}-+ 0 (n -+ 00 , alle e) 
k 

en 

voor alle n is vars 2 C9 -n. 

convergeert dan en slechts dan als de volgende "begeleidende verde­

lingen" een convergente rij vormeno Deze begeleiden.de verdelingen, die 

oneindig deelbaar zijn en in verwachting en variantie mets overeen-
-n 

stemmenil hebben karakteristieke functies 1/1 (t) bepaald door n 

(8) Log 1/1 (t) = -iA t + l {ittx k+ J(eitx_1) dF k(x)} , 
n n k -n n 

en beide rijen verdelingsfuncties hebben dezelfde limieto 

Bewijs 

Als cp de karakteristieke functie vans is, geldt volgens n -n ·· 
-itA +it l l X 

cp (t)= e n k -nk JI~ (t) o 

nk k nk 
(9) <P ( t) 

n 
= e 

-itA 
n 11 

k 

( 2) en ( 5) 

def 
Voor ank(t) = ~nk(t)-1 geldt volgens (6) en lemma 2o3o3: 

( 10) sup la k(t)I + 0 (n + ""i uniform in elk eindig interval van t)o 
k n 

We beperken ons nu tot een willekeurig maar vast gekozen eindig inter-

val voor ten tot zo grote n da~ geldt 

sup la k(t)I < ~ o 

k n 

Wegens (10) is verder lim <Pnk(t)=1 9 dus Log cpn(t) is gedefinieerd, 

zie ook-(9)o 

Nu is 

n+oo 
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Dus is 

ILog $ (t)-Log ljJ (t)l=I }:{log$ k(t)-a k(t)}I < 
n n k n n -

!. I 
k 

< I 
k 

< sup 
k 

"" lank(t) Im 
llog (1+a k(t))-a k(t)I= l l < 

n n k m=2 m 

lank(t) 12 

Ct2 
varx <­-nk- 2 

< 

De laatste uitdrukking convergeert voor n -+-"" naar nul en wel uniform 

op het gekozen eindige interval van to Convergentie van de rij ver­

delingen vans respo van de rij begeleidende verdelingen bepaald door 
-n 

(8) is volgens sto 2olo1 equivalent met de uniforme convergentie van 

de rij $ (t) respo ljJ (t) op elk eindig intervaL Hiermee is de "dan 
n n 

en slechts dan" bewering bewezen en de gelijkheid van de limieteno 

Voer nu in 

def u 2 ~ 

( 11 ) K (u) = I J x dFnk(x}; n k ="" 

waar K ("") = vars < C is volgens (7), dan is n -n -
(12) Log ljJ (t) = it ( Icx k-A )+ J(eitu_1-itu) ...!..2 dK (u)o 

n k -n n n . u 

Dus ljJ is oneindig deelbaar (Kolmogorov's representatie, blzo 59-60) 
n 

en lim ljJ ook wegens sto 2o2o2o De variantie van de 11begeleidende ver-n . 
deling" met karakteristieke functie ljJ (t) is blijkbaar K ( 00 )= vars o 

n n -n 

Ste 2o3o2o (Gnedenko) Als de stochastische variabelen ~k oneindig 

klein zijn, dan zijn de volgende beweringen equivalent~ 

a) de rij verdelingsfuncties van de in (5) gedefinieerde stochastische 

variabelen s is zwak convergent naar een verdeling met variantie -n 
2 1· 2 cr ~n im vars = o; -n n-+-oo 

b) er bestaat een functie KE m.1 zodat de in ( 11) gedefinieerde func-
;-

ties K (u) voldoen aan Lim K (u)=K(u)o 
n . n 
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Voor de constanten An mag men kiezen 

( 13) A = It x k - y+ o( 1) 
n k -n 

(n -+- co) 

waar y een willekeurige constante is; de limietverdeling heeft een 

ka.rakteristieke functie met Kolmogorov-representatie met deze yen 

K(u). 

Bewijs 

b * a: Wegens Lim K (u) = K(u) is K (co) begrensd. Dus is aan (6) n n 
en {7) voldaan e}rgeldt st. 2.3.1. De begeleidende karakteristieke 

functies beschreven in (12) convergeren dan en slechts dan als 

y = Icx k - A naar een constante y convergeren en Kn(u) zwak naar 
n k -n n 

K(u) (st. 2.2.8). De convergentie van de varianties volgt direct uit 
K (co) -+- K(co) 0 

n 
a:::> b: De convergentie van de varianties impliceert (7). Dus de ka-

rakteristieke functies (12) convergeren op grand van st. 2.3.1. Pas 

nu st. 2.2.8 toe. 

St. 2.3.3. De volgende twee beweringen zijn equivalent: 

a) de rij verdelingsfuncties vans (5) convergeert zwak naar de -n 
standaardnormale verdeling • .!nk zijn oneindig klein en lim var ~=1; 

b) voor iedere e > 0 geldt voor n -+- co 

( 14) 

en 

( 15) \ { 2 -l X dFnk(x)-+- ,. 
k Ix <t 

De constanten A 
n zijn }:Ex k + 0(1) 

k -n . 

Bewijs 

b => a: Wegens 

(n-+ eo). 

sup P {l~kl ~d ~~sup { 
k £ k Ix ~£ 
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volgt uit (14) dat .!nk oneindig klein zijn. Kolmogorov's representa­

tie voor de N(0;1) verdeling is volgens par. 2.2 (blz .. 60) y = o, 
K(u) = 0 voor u < o, K(u) = 1 voor u > o. Pas nu st. 2.3.2 toe; de 

voorwaarde Lim K (u) = K(u) betekent hier 
n-+co n 

u { 0 als -co~ u < 0; 
l J x2d.Fnk(x) + 
k -co 

1 alsO<u~co• 

(16) 

a ~b: Uit st .. 2.3.2 volgt direct (16), dus (14) en (15)o 

Speciale gevallen: Als voor elke n gegeven is var .!n=1, kan in deze 

stelling voorwaarde (15) worden weggelaten. Als bovendien voor alle n 

en k geldt E~k=O staat in (14) Fnk i.p.v. Fnk" Dus volgt uit Ste 

2.3.3 de bekende 

St. 2.3.4. (Lindeberg-Feller). Gegeven is een rij onderling onaf­

hankelijke stochastische variabelen l.k met verdelingsfuncties Gk en 

eindige varianties crk en verwachtingen µk' waarbij 

2 def ~ 2 
cr (n) = l Oko 

k=1 

Dan zijn de volgende twee beweringen equivalent: 

a~ de rij verdelingsfuncties van 

( 17 } u d:f I l,k-µk 
-n - k=1 cr( n) 

convergeert zwak naar de standaard-normale verdelingsfunctie 9 

var u + 1 en de termen van de som zijn oneindig klein: -n 
b) voor elke e: > 0 geldt voor n + co de Lindeberg-voorwaarde 

1 n 2 
~ l J y dGk(y+µk) + o. 
O\nJ k=1 IYl>e:cr(n) 

( 18) 

Opmerking .. Wij hebben hier uitsluitend gesproken over de limietver­

deling van de volledige som (17). Bij A. RmYI, On the theory of 

order statistics. Acta Math. Acad. Sci. Hung. 2±, (1953), 191-231, vindt 

men op blz. 211 de limietverdelingen van o.a. 



en 

waarbij 

1 
~ max 

1<j <k 
- n- n 

1 max 
aTiiY h.<j <k n n- n 
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1 rn;-; 
lim aTnT V . L. a; = >. 
n-+00 k=1 

Sto 2.3.5. Als de stochastische variabelen .!nk oneindig klein zijn, 

dan zijn de volgende twee beweringen equivalent: 

a) de rij verdelingsfuncties van !ri (5) convergeert zwak naar de 

Poisson-verdeling met parameter). en vars -+ >.; 
-n 

b) voor elke e > 0 geldt voor n-+ co 

(19) r I 2 .. 
X dFnk(x) -+ 0 

k Ix ... , l~e 
en 

(20) r J 2 .. ( 
x dFnk x) -+ ). • 

k lx-11 <€ 

De constanten A zijn l t x k->.+ o(1) (n-+ co). 
n k -n 

Bewijs 

Kolmogorov's representatie van.de Poissonverdeling met parameter). is 

y=>., K(u)=O als u < 1 9 K(u)=>. als u_> 1. Pas nu st. 2.3o2 toe. 

Optnerking. In st. 2.3.2 t/m 2.3.5 wordt het mede convergeren van de 

varianties steeds uitdrukkelijk vermeld. Dit volgt n.l. niet uit de 

zwakke convergentie van de verdelingsfuncties, zeals blijkt uit het 

tegenvoorbeeld van stochastische variabelen x met verdelingsfuncties 
-n 

F (x)=( 1- l) l. (x)+ ..!. t(x-✓n) o 
n n n 

Hier is t.x = n-i en tx2=1 dus var x =1-1. Maar Lim F (x)= l(x) 
-n -n -n n n 

met variantie o. Voldoende eisen voor het meeconvergeren van momen-

ten zijn vervat in de volgende stelling, die bewezen wordt in H. 

Richter, Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer 1956 blzo 376-377: 
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Sto 203060 Als de verdelingsfu.ncties F (x) van de stochastische n 
variabelen x zwak canvergeren naar de verdelingsfu.nctie F(x) van de 

-n 
stachastische variabele x en voor een positief reeel getal s zijn de 

momenten tlx Is uniform inn begrensdg dan geldt -n 
a) voor elk reeel getal r met O.:. r ~ s g lim t 1.!n Ir= tl.!1 r; 

b) vaor elk natuurlijk get al r < s: lim txr = t.xr o 
-n -

Voor het bewijzen van convergentie van de tweede momenten is sto 

20306 (met de eis r < s) 1.n ons tegenvoorbeeld niet sterk genaeg 9 

1 1: • d ·· l':'lx 12+0--n~ 0 n1.'et ·r b d want vaar eke u > 0 1.s e r1.J c uni arm egrens o --n 

Wij zullen nu het aan het begin van deze paragraaf gestelde li­

mietprobleem bestuderen zander de beperking van eindige variantieso 

De "zwakke wet van de grate aantallen" en de in sto 2o3o7 te naemen 

voarwaarden voar deze wet varmen de grandslag van de latere stellingeno 

In stc 20308 en 2o3o9 zal warden aangetoond dater een ongelijkheid 

is die de rol speelt van (7) in het geval van eindige variantieso 

Sto 2o3o10 is de generalisering van Bawly 1 s sto 2o3o1 over begelei­

dende verdelingeno 

Defo 2o3o2o De rij stochastische variabelen v heet stabiel als er -n 
getallen A bestaan zodat geldt P=lim (v -A )=O® doWoZo voor elke n -n n 
£ > 0 is 

lim 
n,+oo 

p { I V =A I > e:} = 0 0 

=n n -

De verdeling van v -A canvergeert dan zwak naar de ontaarde l-ver­
-n n 

delingo Het stelsel stachastische variabelen x k voldoet aan de 
def-n 

zwakke wet van de grote aantallen~ als z = l x keen stabiele rij 
-n k -n 

varmeno 

Opmerking 1o Uit het bewijs van lemma 2o3o1 volgt direct dat men bij 

een stabiele rij v voor de constanten A medianen van v mag kiezen. 
-n n -n 

Opmerking 2. Voor een rij anafhankelijke variabelen z. met dezelfde 
• • ••oo •• -1J verdeli.ng met verwacht1.ng µ def1.n1eren Wl.J ~k=zk.n en kn=no De 

zwakke wet van de grote aantallen krijgt dan de bekendere vorm 
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. l.1 + ~ + ••• + .l.ii 
P-lim -------- = µ. n 

Sto 2.3.7. Als mnk een mediaan is van .!nk• en Fnk is de verdelings-

. ... def 
functie van .!nk = .!nk-mnk' dan voldoen .!nk dan en slechts dan aan 

de zwak.ke wet van de grote aantallen als voor n-+ = 

}: 
lx1>1 

.... 
(21) dFnk(x)-+ 0 

k 
en 

(22) I 
Ix{~, 

2 A 

x dFnk(x) -+ o. 
k 

Na invoering van de functie 

def t2 
als I xi !. , 

(23) h{x) = 
als I xi >, 

zijn (21) en ( 22) te schrijven als 

(24) lim 
n-+= 

th (~k) = o. 

Dit is equivalent met 

(25) lim = Oo 
n+= 

Opmerking 3. Uit (25) volgt direct 

(26) 
2 x2 

sup J¾ dF nk (x)= sup t -nk -+ o. k 1+x 1+ !!k 
Volgens de lemma's 2.3.1 en 2.3.2 zijn de ~k dan asymptotisch con­

stant. Een gevolg van st. 2.3.7 is dus dat .!zik die aan de zwakke wet 

van de grote aantallen voldoen asymptotisch constant zijn. 

Bewijs van st. 2.3.7. 
De equivalentie van (21) en (22) met (25) is triviaal als men be­

de~kt dat geldt 
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(27) 
2 2x2 -½ :: h(x) ~~ o 

1+x 1+x 

Wij laten nu z1en dat uit (21) en (22) de zwakke wet van de grote 

aantallen volgto Wij voeren de volgende notaties int 

(28) ... = z -n 

E = n 

A = n 

I 
k 

{
xnk als lxnkl!.1~ 

0 anders, 

A z' = I x' , xnk en -n 41.k , 
k 

{voor alle k is .... Q = x } .!nk -nk 

l (m k+Ex 1 k)= I {m k+ 
k n -n k n f 

IX I :: 1 
x dFnk(x) L 

Nu geldt voor elke E>O 

(29) P{lz -A j>d<P{E }P{jz -A l>e: jE} + P{E }, 
-n n- - n -n n- n n 

waarbij 

(30) P{E } 2 LP{ Ix k I > 1 } = l { n k -n k Ix < 

hetgeen wegens (21) naar nul convergeert, en 

P{E} p {lz -A I> e:IE }= 1? {jz = z0 l>e:IE} P{E} < 
n -n n - n -n -n - n n 

(31) < P { I z 1 - z I I < d < E - 2 var z v < 
- -n -n- - -n 

hetgeen wegens (22) naar nul convergeert; in de laatste formulereeks 

is de ongelijkheid van Bienaym~-Chebyshev gebruikto De rij z is dus 
-n 

stabiel en .!nk voldoen aan de zwakke wet van de grate aantalleno 

Het is aanzienlijk bewerkelijker om te bewijzen dat voor x k die -n 
aan deze wet voldoen de relaties (21) en (22) geldeno Wij weten nu 
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dat geldt P-lim (z -A )=O voor zekere getallen A. De verdeling van 
~ n n 

z -A convergeert dan zwak naar de ontaarde verdeling, dus (sto2.1.1) -n n 
geldt uniform op elk eindig interval 

(32) e 
-iA t 

n II, k(t)-+ 1. 
k n 

De volgende relaties gelden dan eveneens uniform op elk eindig in-

terval: 

(33) 

(34) 

IT I, k(t)I-+ 1a 
k n 

sup (1-j,nk(t)I)-+ O. 
k 

Bij het vaste eindige interval (-1 , 1 J voor t kie,zen we n zo groot 

dat uniform ink en t geldt 

(35) 

Dan is 

(36) L (1-l,nk(t)l)!- L log {1-(1-l,nk(t)I)}= - log II I, k(t)I 
k k k n 

zodat wegens (33) uniform geldt 

(37) lim l (1-I, k(t)I) = O. 
k n 

Wij bewijzen nu eerst (21) en (22) voor symmetrisch verdeelde !.nk,• 
Daarvoor is 'nk(t) = /cos tx dFnk(x) 5 dus 

1 1 
J l {1-,nk(t)}dt = L J f (1- cos ~x)dt dFnk(x) = 

-1 k k -1 

t J 2 sin x 1) 
(38) = l (2- x ) dFnk(x) ~ 

k 

~ l {¾ { x2 dFnk(x) +; { dFnk(x)} • 
k Ix ! 1 Ix > 1 

1) Wij gebruiken de schattingen 1- si~ x ~ -ro voor lxl > 1 en 

sin x , __ _ 
" X 

x2 
~ 8 voor Ix I .::_ 1 • 
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Omdat ij>nk(t) reeel is,geldt wegens (34) vanaf zekere n voor alle t met 

ltl ~ 1,.dat ij>nk(t) = jipnk(t) I iso Het eerste lid van (38) convergeert 

nu naar nul wegens (37) en gemajoreerde convergentieo Het laatste lid 
A 

convergeert mee en voor syrnmetrische ~k geldt mnk = 0 en Fnk = Fnk, 

zodat (21) en (22) bewezen zijno 

Voor niet-symmetrische ~k definieren we variabelen Znk met dezelfde 

verdelingen F k die voor elke n onderling en van alle x k onafhankelijk n -n 
. . D . b * def . . " h bb k k ZiJn. e varia elen ~k = xnk - Lnk ziJn symmetrisch en e en ara -

teristieke functies jipnk(t)l 2 ; hun verdelingsfuncties noemen we F:k. 

Zowel .!nk als X.nk voldoen aan de wet van de grate aantallen, met 

dezelfde constanten A, zodat de rij I x*k in wh naar nul convergeert 

en dus stabiel is. 
n k -n 

Uit het reeds bewezene volgt dan 

lim 
n ➔ oo 

Dit impliceert (21) en (22) wegens het volgende lemma. 

Lemma 2o3.4o Als .! en ;I_ onderling onafhankelijk ziJn en dezelfde ver­

deling hebben met mediaan m, en h(x) = min(x2 ~1) dan is 

(39) 

Bewij s. 

> .l 'I" h(x=m) • 
- 2 C, -

Het is geen beperking m = 0 te stellen: zo nodig gaat men over op 

_!-men ;I_-m. Als xy ~ 0 is, geldt lx=yl ~ lxl, dus ar h(x-y) = lx-yj 2 > 

~ lxl 2 ~ h(x) of h(x-y) = 1 > h(x)o Daarom geldt 

C,h(.3S-X,) = ff h(x-y) dF(x) dF(y) > ff h(x-y) dF(x) dF(y) > 

> f 
y~O 

dF(y) f 
x> 0 

xy:, 0 

h(x) dF(x) + f 
y>O 

dF(y) f h(x) dF(x) > 
x< 0 



-82-

~ ~ f h(x) dF(x) =~th(!,)• 

Hiermee is het lemma, en tevens st. 2o3o7, bewezeno 

St. 2.3.8. Als de verdeling vans (5) zwak convergeert naar een limiet­-n 
verdeling~ dan is er een constante C zodat voor alle n geldt 

2 
(40) l J "7 dF k(x+m k) = 

k 1+x n n 

Bewijs. 

.... 2 
!.nk 

1+ ... 2 
lSnk 

< c. 

Voor elke rij constanten a met lim a = 0 is P-lim as = 0: omdat de n n n-n 
verdelingen vans een convergente rij vormen wordt n.l. P {las I > e:} 

-n n-n -
willekeurig klein als n ➔ 00 bij vaste e: > 0. De rij a s is dus stabiel, 

n-n 
zodat volgens st. 2.3.7 geldt 

lim l t, 
n➔ 00 k 

Maar voor I 'a I < 1 1 s voor elke x 
n 

t 
2 2 

a X 
n-

2 2 1+ a X 
n-

2 ... 2 
an !.nk 

1+ a2 x"'2 
k n -n 

2 
> a 

n 

2 t-L O 

1+x2 

Dit kan alleen voor elke rij a. ➔ 0 gelden als (40) juist is. 
n 

Lemma 2o3o5o 

als 

( 41) 

Bewi.js. 

Voor oneindig kleine :!nk en vaste, >O is lim sup lvnkl = O, 
n➔ 00 k 

v k = x dF k x)o def { ( · 
n Ix <1 n 

Voor O < e: < T is 



+, { dFnk(x) < 
IX ~e: 

' .:: / e: + T p { l2Sgk I > 

Kies nu eerst e: klein en dan n voldoende grooto 

St. 2.3.9. Als .!nk oneindig klein zijn en de verdeling van~ (5) con­

vergeert zwak naar een limietverdeling, terwijl vnk gegeven wordt door 

(41) voor zekere r > 0 en F~k de verdelingsfunctie is van ~k d;f xnk-vnk' 

dan is er een constante D zodat voor alle n geldt 

(42) 

Bewijs. 

2 
If _2S__ dF' (x) < D. 
k 1+x2 nk 

Orndat de integrand van (42) tussen Oen 1 ligt en k < 00 is, is het vol-
n 

doende het bewijs te leveren voor voldoend grote n. Hierbij zullen wij 

st. 2.3.8 gebruikeng die spreekt over Fnk(x) = Fnk(x+mnk) in plaats van 

F~k(x) = Fnk(x+vnk). Omdat .!nk oneindig klein zijn, geldt s~plvnkl + 0 

(lemma 2.3.5) en suplm kl+ 0 (zie het bewijs van lemma 2.3.1). Dus is 
k n 

ook 

(43) I I def 
lim sup y k = O, waar Y k = mnk-vnk• 
n +co k n n 

( )2 2 2 1 0 0 Met a+b < 2a +2b cone uder~n wiJ nu: 

(44) 

2 
f ..2S._. dF 9 (x) = f 

1 2 nk +x " )2 1+(x+m -v 
nk nk 

2 - 2 
< 2 A f-½ dFnk(x) + 2 Ynk o 

1+x 

dFnk(x) < 



Voor de constante Akan men boVo ~ kiezen voor elke zo grote n dat 

I I < 1 " d " sup ynk 3 lSo Immers an is 

2 
x /{1+(x+Ynk)2} 

= 
y k(2x+Y k) 4 

+ n n > 1 - -I Y I > 1 
1+x2 3 nk 9 i 

omdat voor I xi< -½ geldt I 2x+Y nk I < 1 ~ 1+x2 , en voor I xi,?_; 

I 2x+Y nkl 

1+x2 

1 4 +-=-3 3 • 

Als n zo groat wordt gekozen dat suplmnkl <-½ is, geldt met substitutie 

y = x-mnk de volgende schatting: 

J A 2 
dF k(y)} < 

T n 
IYl.?..2 

Bij de laatste stap is gebruikt {JI xi dF} 2 ,;. J x2dF o J dF respo sup Im I < !.. 
2 nk 2 

en p < p voor O < p < 1 • Er volgt 

2 2 J 2 ~ ,2 
y k < 2(1+4,) ~ dF k(y)+-2 • 

n - IYl<2, 1+y n 

(45) 

2 
I _JL_ dF (y) < 

2 nk -
IYI~ 1+y 

-2 



Door combinatie van (44)i {45) en sto 20308 blijkt 9 voor voldoend grote n: 

Hiermee is sta 2o3o9 bewezeno Wij formuleren nu een generalisering 

van st o 2 o 3. 1 ~ 

Sta 2o3o10o Als .!nk oneindig klein zijn~ convergeert de verdeling van 

s (5) dan en slechts dan zwak naar een verdelingsfunctie als de onein­-n 
dig deelbare begeleidende verdelingen met karakteristieke functies w 

n 
convergeren; hierbi.j is 

(46) Log$ (t) = it(I vnk - A)+ 1 J (eitx_,) d.F' (x); 
n k n k nk 

V k = { x dF k(x), 
n Ix<, n 

voor vaste ,> Oo Beide rijen verdelingen hebben dezelfde 9 oneindig deel­

bare9 limieto 

Bewijso 

I) Inleidingo In dit gedeelte onderstellen WlJ alleen dat .!nk oneindig 

klein zijno Uit 

(47) Log $ (t) 
n = it [1 v k = A, + I J 7 dF I k ( x )] + 

k n n k 1+x n 

volgt dat de begeleidende verdelingen oneindig deelbaar zijn, want 1n de 

Levy-Khintchine representatie (sto 2o2o5) met 

(48) G ( u) 
n 

is G (~) voor elke eindige n begrensd als eindige som van integralen die 
n 

elk hoogstens 1 zijno Zoals in het bewijs van sto 2o3o1 merken wij verder 

op, dat de karakteristieke functie vans is -n 



als <fJ ~k ( t) = 

l.So Voor 

(49) 

geldt 

(50) 

<fJ ( t) 
n 

it(L \> = A ) 
k nk n 

= e 

-iv t nk 
de karakteristieke functie van ~k = x k-v k .. -n n 

-iv t 
sup I 8 nk ( t) I ::_ sup I 1-</J nk ( t) I + sup I 1 =e nk I • 

k 

Beide termen rechts convergeren uniform op elk eindig t-interval naar nul 

als n ~ 00 ~ wegens lemma 2c3a3 respa lemma 2a3a5a Volgens het bewijs van 

sta 2a3a1i maar met Snk lopaVa ank~ vindt men uniform op elk eindig t-inter­

val voor voldoend grote n: 

( 51 ) I I 8 k( t) I 0 

k n 

De eerste factor van het rechterlid convergeert naar rtul (50); we willen 

aantonen dat de tweede begrensd is o Met schattingen 

I i tx I I i tx , . 1 , I . I i tx I ·,· 1· 0 e -1 ;: e = =itxl+ tx1 voor 1x er en e =1 ,::,2 voor x .: , vindt 

men 

(52) 

Omdat x k oneindig klein zijn kunnen WlJ n zo groot kiezen dat -n 
sup Iv nk I < ½ is o De middelste term in het rechterlid van ( 52) schat men 

nu via 

(53) 

< 

! c I 
lxl<s 

9 

J ' ) 
X +v I<, nk .. 

x dF' (x) I < nk 



en 9 met y = x + vnk' 

(54) 

= Iv k - { v k dF k(y) I 
n IY <1 n n 

II) Bewijs slechts dano Nu is gegeven dat de rij verdelingen vans -n 
convergeert, dus (st. 2o3o9) is voor alle n 

(55) 

dus oak 

(56) 

2 
)

0 J 2-... dF 1 (x) < D, 
k 1+x2 nk 

L { x2dF\(x) < ( 1+i)D en L { dF\(x) < 1+a2 Do 
k Ix <T n k Ix ~a n a2 

Combinatie van (52) t/m (54) en (56) geeft 

Het rechterlid van (51) convergeert nu uniform op elk eindig t-interval 

naar nul, zodat het zelfde geldt voor I Log qi ( t) - Log t/J ( t) I o De bege-n n 
leidende verdelingen convergeren dus ook, de limietverdeling is dezelf-

de en is oneindig deelbaar als :limiet van oneindig deelbare verdelingen. 

III) Bewijs dano Als de beg~leidende verdelingen zwak convergeren is 

het linkerlid van (55) eveneens begrensdj want het is volgens (48) 

juist G ( 00 ) en de rij van deze getallen convergeert naar een eindig ge-
n 

tal G( 00 ) volgens sto 202060 Het verdere bewijs verloopt zeals bij II). 

Sta 2o3o11o (Khintchine)o De verdelingsfunctie F(x) is dan en slechts 

dan zwakke limiet van een rij verdelingsfuncties van sornmen s (5), 
-n 

met asymptotisch constante x k~ als F oneindig deelbaar is. -n 



Bewijso 

De limietverdeling van ~n met oneindig kleine !.nk is volgens _st. 2.3010 

tevens limiet van een rij oneindig deelbare begeleidende verdelingen. 

Omgekeerd kan men bij een oneindig deelbare F direct geschikte x k vin--n 
den wegens de definitie van oneindig deelbaar (Defo 2o2o1)o Voor asymp-

totisch constante x k telt men Im k bij A op; x k = m k zijn oneindig =n n n -n n 
klein (lemma 2o3o1)o 

Het onderzoek naar de zwakke convergentie van verdelingen van sommen 

s van oneindig kleine (of asymptotisch constante) x k is door st. -n -n 
2.3.10 gereduceerd tot het onderzoek van de convergentie van de bege-

leidende oneindig deelbare verdelingen. Hun convergentie valt met st. 

2.2.6 en st. 2.2.7 (blza62 en 64) weer te vertalen in zekere eisen, 

opgelegd aan hun kanonieke representaties. Zo ontstaan de volgende vier 

stellingeng 

St. 2.3.12. Als x k oneindig klein ziJn 9 convergeert de verdeling van -n 
s (5) dan en slechts dan zwak naar een limietverdeling als er een -n 
functie G € .JT(,' bestaat ( dus een niet-negatief veelvoud van een verde-

lingsfunctie 9 zie blz.39-40), zodat Lim G = G is~ waarbij 
n 

(57) 

(58) 

u 2 
G ( u) d~f \ ( _x= dF') (x) 

n l J 2 nk 
k - 00 +x 

F~k en vnk zijn gedefinieerd in (46). Bij de keuze 

A = l 'J + l f ~. x 2 dFnvk(x) - Y + o( 1) 
n k nk k 1+x 

(n ➔ oo) 

heeft de limietverdeling een Levy=Khintchine representatie (y,G). 

St, 2.3o13o Als x _ oneindig klein zijn, convergeert de verdeling van 
-nK 

s (5) dan en slechts dan zwak naar een limietverdeling~ als er een -n 
constante a >O bestaat en er niet-dalende functies Men N bestaan, 

continu van rechtsi·gedefinieerd op (-00 ,io) respa (0~ 00 ). met 

M(-00 ) = N( 00 ) = Oi zodat geldt 



a) in elk continuiteitspunt van M respo N is 

lim \' ' . M(u) l F k(u) = als u <Q~ 
n➔ oo k n 

lim l {F k(u)='l} = N(u) als u > Oo 
n ➔ oo k n 

b) lim ' " \' { f x2dF k(x) r 2} lim inf l ( J xdF k (x)) = 
e:+O 

= lim 
e:+O 

n + oo k 

lim sup 
n ➔"" 

Bij de keuze 

(59) 

lx)q;; n 
' " 

P. .. = 
n I 

k 

lxl<e: n 

V = y(T) + 0(1) 
nk 

(n ➔ oo) 

2 a o 

heeft de limietverdeling een 2e L~vy representatie {M~ N, o, y( 1)}. 

St. 2o3o14o De vorige stelling is eveneens geldig voor asymptotisch 

constante .!nk~ mits we overal Fnk(x) vervangen door Fnk(x) d~f 

d~f F (x+m ) en formule (59) vervangen door - nk nk 

(60) A = L ir xdF k(x) + l m = y(,) + o(1) 
n k Ix<, n k nk 

Ste 2o3o15o Als .!nk asymptotisch constant ziJn en er geldt 

( 61) lim lim sup 
e:+O n + 00 

dan convergeert de verdeling vans (5) dan en slechts dan zwak naar _~,n 
een limietverdeling ~ als er een G E: m V bestaat met Lim H = Gs, waar 

n 

u 2 
r x "" 
J ~-? dF k(x)o 

="' +x- n 

Bij de keuze (60) voor A heeft de limietverdeling een Levy-Khintchine 
n 

representatie (y(,)s, G)o De eis (6) is steeds vervuld als de verde-

ling van elke x k symmetrisch iss maar oak als de constante -n 
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a = G(O+)-G(O-) gelijk aan nul iso 

Uit sta 2a2o6 en sto 2o3orn, met de representatie (47) van de begelei­

dende verdelingeni is sto 2a3a 2 direct te bewijzeno Voor sto 2o3o13 

is het voldoende de equivalentie te bewijzen van enerzijds de eisen 

a) en b) en anderzijds de beweringen 1) en 2) van sto 2o2a7, waarin 

men moet substitueren 

M (u) n· = l F 1 k(u) 
k n 

N (u) = L {F' (u)-1} 
n k nk 

a = 0 n , 

voor u < 0, 

voor u > O, 

Wij zullen deze equivalentie hier niet bewijzeno Sto 2.3.14 is vr~jwel 

triviaala Sto 2o3a15 tenslotte volgt uit sto 2o3o14 als we definieren 

(vglo blz,65): 

u 2 
G(u) i X dM(x) :::;: J 2 

~oo Hx 
voor u < O, 

2 
0 2 

G(O) f X dM(x) $ = a + 
2 

~oo 1+x 

u 2 
G(u) = G(O) + 

.,· X 
J1~ 

o +x 
dN(x) voor u> Oo 

Dato= 0 (61) impliceert wordt hier niet bewezeno 

In de volgende drie stellingen warden de gevonden resultaten toege­

past op de normale verdeling;, 

Sto 2o3a16o Als de verdeling van z =Ix k~ voor oneindig kleine 
-n k-n .. 

x k' zwak naar een limietverdeling convergeert 9 is dit dan en slechts 
-n 
dan een normale limietverdeling als een van de volgende, onderling 

equivalente, condities voor elke £ > 0 vervuld is: 
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(62) lim I { dFnk(x) = O· , 
n + (X) k Ix ~E 

(63) lim P { sup I xnk I ?., d = O· 
' n -;.cx, k 

(64) lim TI {' dF nk (x) = 1 0 

n+oo k I xj <E: 

Bewijs. 

Als (62) geldt, is volgens sto 2o3o13 voor de limietverdeling M(x)= 0 

en N(x) =0, zodat deze verdeling normaal iso Deze redenering is omkeer~ 

baar, Verder is 

P { sup I ~nk I ~ d = 1 - TI { 1- J dF k ( x) } 
k k lxl~E n 

en 

- I { dF k(x) 
TI{1 { dF ( )} <e k!x~E n <1 

.:':. - nkx - , 
k IX ~E: 

waaruit de equivalentie van (62)~ (63) en (64) volgto 

Opmerking. Bij vergelijking van (62) met de definitie van oneindig 

klein (Def. 2.3a1): 

lim 
n +co 

ziet men dat de eis (62) zwaarder iso Zo zijn de variabelen .!nk met 

1 

P { x = 0} = 1-n-' 
-nk 

oneindig klein, want sup P { l~kl> E} 
k n + 00 • Maar voor O < E < 1 geldt 

-1 
= n ( k= 1 , 2 , ••• , n) 

-1 = n -+ 0 voor O < E: < 1 en 

-1 
+ e 

zodat niet aah de eis (64) is voldaan, en dus evenmin aan (62) of (63). 
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Sto 2o3o17o De volgende twee beweringen zijn equivalent: 

a) De verdeling vans (5) convergeert voor geschikt gekozen A naar 
=-n n 

de standaardnormale verdeling en de ~k zijn oneindig klein; 

b) Voor iedere E >0 geldt (62) en 

Bewijso 

Voor b) ~a) bedenke men dat uit (62) direct volgt dat de ~k onein­

dig klein zijno Men past· nu sto 2o3o13 toe en vindt: 
~ 

(66) M(x) = O, N(x) = O, cr = 1 ~ y(,) = O; 

dit is de 2e L~vy representatie van de standaardnormale verdeling. 

Omgekeerd volgt uit a) d.at de condities a) en b) van sto 203.13 ver­

vuld zijn met (66) gesubstitueerdo Via enige hier niet weergegeven 

afschattingen leidt dit tot (62) en (65)o 

Sto 2o3o18o (Bernstein=Feller)o Voor een gegeven rij onafhankelijke 

stochastische variabelen Lj (j=1~2sooo) met verdelingsfuncties Gj zijn 

de volge:nde beweringen equivalent: 

a) 

b) 

er bestaan constanten A en B >O zodat de verdeling van n n 

l 
n 

(67) \' 
~ - An s =- l -n B n k=1 

zwak naar de standaardnormale verdeling convergeert, en de variabelen 

x . d:f h/. ziJ'n oneindig klein~ -nk - Bn , 
er J.S 

(68) 

(69) 

een rij cons tan ten C 

lim 
n-+00 

=2 
C 

n 

lim 
n ➔oo 

n 

l 
k=1 

n 
met lim C = 00 waarvoor geldt n 

n -+00 

n 
\' 

1yLc 
dGk(y) o, 

l = , 
k= . .. n 
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Bewijso 

Uit a) volgt met Fnk(x) - Gk(Bnx) in sto 2o3a17 dat voor elke e::>O 

(70) lim 
n-+oo 

n 
( 71 ) lim I 

k=1 

Zelfs kunnen wij en rij 

(70) en (71) gelden met 

def 
e:: ➔ 0 kiezen met C = e:: B ➔ co, zo dat n n n n 
s L po v o £ o Hierui t volgt b) directo 

n 
Als omgekeerd b) gegeven is definieert men 

(72) 

Wegens (69) 1s dan Cn = o(Bn) (n + co) ii zodat uit (68) voor elke e:: > 0 

volgto De grootheden x k. zijn dus oneindig kleino Met enig reken-(70) 
-n 

werk kan men nu laten zien dat (7 ) vervuld is en sto 2o3o17 toepassen. 

Noodzakelijke en voldoende voorwaarden voor convergentie naar een 

Poisson-verdeling krijgt men door in sta 2o3o13 de representatie van 

een Poisson-verdeling in te vu11eno Wij gaan hier niet op ino Wel 

volgen hier nog twee stellingen over convergentie naar de ontaarde 

verdelingo In dit geval zijn convergentie in waarschijnlijkheid en 

zwakke convergentie synoniem~ zodat wij criteria vinden voor de zwakke 

wet van de grote aantallen (blzo77)a 

Sto 2o3o 190 De volgende twee beweringen zi.jn equivalent: 

a) de som z = l x convergeert in waarschijnlijkheid naar nul en de 
-n k =-nk 

~k zijn oneindig klein; 

b) voor elke e:: > 0 geldt; 

( 73) lim L 
n+00 k 



(74) 

(75) 

Bewijso 

lim I 
n-+ 00 k 

lim l 
n-+co k 
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{ xdFnk(x) = O, 
IX <e: 

Ook als b) gegeven is Z1Jn de x k oneindig klein, wegens (73)0 Zowel -n 
voor a)~ b) als voor b) ~ a) is nu st. 2.3.13 toepasbaar. De 

ontaarde verdeling heeft als 2e Levy representatie M(x) = O, N(x) = O, 

a= 0 en y(,) = Oo 

Opmerkingo Convergentie van de in (73), (74) en (75) genoemde reeksen 

voor een vaste e: > 0, bij de keuze 1:Snk = xk voor alle n, is nodig en 

voldoende voor convergentie met kans 1 van de reeks I xk (drie-reek­

senstelling van Kolmogorov)o Het bewijs van deze stelling berust in 

hoofdzaak op de lemma 0 s van Borel-Cantelli. 

St. 2.3020. (Kolmogorov-Feller). Voor de rij onafhankelijke stochas­

tische variabelen l..k met verdelingsfuncties Gk en medianen ~ bestaan 

dan en slechts dan constanten A en B > 0 zodat voor elke e: > 0 geldt 
n n 

als 

lim 
n ➔ oo 

1 n 
p { 1-· 'l V - A I > e:} = o, - • B ""-k n 

n k=·J 

n 2 
lim I f 2 y 2 dGk ( y + ~) = 0 
n -+ 00 k= ·1 R + y 

n 

is. Voor willekeurige t > 0 is een geoorloofde keuze van A 
n 

Bewijs. 

A 
n 

Uit st. 2c3o7, met X k = k;B 0 

-n n 



-95-

Tot slot willen wij het in st. 2.3.13 gegeven criterium voor con­

vergentie van de verdeling vans naar een willekeurige oneindig -n 
deelbare verdeling nag in de volgende vorm geven: 

St. 2.3.21. Als .!nk oneindig klein ziJn, convergeert de verdeling 

van !.n_(5) dan en slechts dan naar een limietverdeling met L~vy re­

presentatie {M,N,a,y}als geldt: 
0 . 

1 de eis b) van st. 2.3.13 (blz. 89); 

11

1-e-M(x) als x < 0 een 

2° C (x)d;f P{ min x k < x } -+ cont. punt van M is; 
n k -n -

als x > O is; 

0 als X < 0 is; 

3° Dn(x)d~f P{max .!nk ~ x}-+ LN(x) als X > 0 een 
k cont. punt van N is. 

BewiJs. Uit 1-Cn(x) = P{ minx k > x} = II ( 1-Fnk(x)) volgt 
k -n k 

(76) log ( 1-Cn (x)) = l log(1-F k(x)) = 
k n 

= {-1+0 ( 1) } (n-1-00). 

Als 2° juist is, geldt log ( 1-C (x))-+ n 
punt x < 0 van M, dus wegens (76) is lim 

n-+oo 

-M(x) 

1 
k 

in elk continuiteits­

Fnk(x) = M(x) in zo'n 

punt. 

(77) 

Evenzo is D (x) 
n 

log D (x) = 
n l log( 1- {1-Fnk(x)}) = 

k 

= {- 1+o ( 1)} l { 1-F nk ( x)} ( n -+ 00) • 
k 

Als 3° juist is 8 volgt dat E-¼m l {Fnk(x)-1} = N(x) is voor elk 

continuiteitspunt x > 0 van N. uft 1°, 2° en 3° volgt dus. dat de 

eisen a) en b) van st. 2.3.13 vervuld zijn 9 en de convergentie van 

s volgt uit die stelling. 
-n 

Is gegeven dat s in verdeling convergeert 1 dan keert men -n 



bovenstaande redenering om; men heeft dan 1°, 2° en 3° bewezen be­

halve C (x) ➔ 1 voor x > 0 en D (x) ~ 0 voor x < Oo Maar voor ie-
n n 

dere E > 0 is 

1-C ( E) = 
n 

en 

D (- E ) = 
n 

TI 
k 

F k (- E ) < sup F k (- E ) < sup P { I .!nk I > E } ➔ o, 
n - k n - k 

zodat ook deze beweringen juist zijno 

Als een schema van variabelen 2Enk gegeven is die asymptotisch voor 

n ➔ ~ dezelfde verdeling hebben voor k = 1,2,oo•, k (k ➔ ~), dan 
n n 

kan men in aansluiting op bovenstaande stelling uitspraken doen over 

de limietverdeling van andere "order statistics" dan de kleinste en 

de grootste. Men vindt aanwijzingen bij Loeve, Po 332-333 van de 2e 

en 3e druk. 
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2.4. Zelfafsplitsbare verdelingen 

De klasse 'Jl: der oneindig deelbare verdelingen 11 gedefinieerd 

op blz. 48, valt samen met de klasse van de zwakke limieten van ein­

dige convoluties van Poisson-verdelingen (sto 2o2o4) en met de klas­

se van de limietverdelingen van sommen 

( 1 ) s = L X -A 
-n k -nk n 

met onderling onafhankelijke en asymptotisch constante x k (st.2.3l1) 
-n 1) 

Hieronder zullen wij de deelklasse C:, der zelfafspli tsbare ver-

delingen definieren• die samenvalt met de klasse der zwakke limieten 

van eindige convoluties van verdelingen uit een klasse g (st.2.4.8) 

en met de klasse der limietverdelingen van sommen (zie st. 2.4.4) 

( 2) 1 
s =-

"""!l B 
n 

n 
L v. - A 9 

k=1 ""'lt n 
{

l.k onderling onafhankelijk, 

An en Bn > 0 geschikte constanten, 

~/Bn asymptotisch constant. 

Def. 2.4.1. De verdelingsfunctie F heet zelfafsplitsbaar (behoort 

tot de klasse h.) als F(x) voor ieder reeel getal c met O < c < 1 

de convolutie is van F(.!) en een geschikt gekozen verdelingsfunctie 
C 

F (x). De karakteristieke functie $ heet zelfafsplitsbaar (behoort 
C 

tot h.) als er voor iedere c met O < c < 1 een karakteristieke 

functie ~ bestaat zodat geldt 
C 

1) De Engelse term is "self-decomposable" (Loeve, Pitt; Chung als 

vertaler van het boek van Gnedenko en Kolmogorov)o Voor limiet­

verdelingen van sommen (2) heeft Pitt de naam "cumulative 

distributions" o Loeve gebruikt de letter n in plaats van de 

gebruikelijke ~ o 



(3) <P t) = <P (:::t) a <P / t) voor alle reele to 

Opmerking 1 o Elke ontaarde ye:rdeling behoort tot ~ ~ bij cp( t) = 

= exp (iat) is (3) voo:r de keuze q> (t) = exp (ia( ~=ch) zelfs 
C 

voor alle reele c vervuldo Ook elke normale verdeling is zelfaf-

splitsbaarg bij qi(t) = exp ( i.iit 

( (1 ) ·t 1 2,. 2,.2, = exp µ -c 1 - 2 cr \ 1 =c ;• ~: } o 

, -':'! ? \ 
= 2 c'- t- 1 kiest men <p (t) = 

C . 

Voor elke karak.teristieke functie ¢, geldt (3) triviaal voor 

c=O, met cp 0 (t) E cp(t)~ en voor c=':i. met ¢ 1(t) ::: 1o Uitbreiden tot 

c > 1 is in het algemeen niet moge1ijk: 

q> karakteristieke functies van niet-ont­
c 

aarde verdelingen zijn en voor zekere c > 0 geldt (3) 9 dan is c < 1. 

Bewijso Hierboven is al gezegd dat cp (t} = 1i moet zijn voor c=1 • 
. C t 

Als c > 1 is, substitueert men telkens - vocr tin (3), waaruit 
C 

wegens I ¢, c ( t) I .::, 1 Yolgt 

1 ~ I <p (t)I ! I 
Volgens stelling 

verdelingo 

Hi) I> ii,(1) 
C · = '!'. 2 

C 

2o1o'! behoort 

~ ouo ~iii!-! cp(!n) != I cp(O) I= 1. 
C 

q> ( dus ook ¢ ) dan bij een ontaarde 
C 

Sto .2.4.2. Als <p zelfafsplitsbaar iss dan is cp (t) 'f O voor elke 

reele t. 

Bewij so Stel dat voor zekere a > 0 gold <P ( 2a) = 0 en cp( t) 'f 0 

voor O !, t < 2ao Voor elke c met O < c < '! is dan in (3) 

0 = $(2a) = ¢, (2ac) <P J2a) ~ 

waarbij de eerste factor rechts niet nul is dus de tweede wel. Met 

st. 2o1.6 vindt men 

1 = 1-Re = L. f ~-R ~a) 1 '•' e,j, _ro 
• '!' '-- ac ' 
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Voor c ➔ 1 nadert <j>( ac) tot 4i( a)» dus het rechterlid convergeert 

naar nulo De onderstelling leidt dus tot de tegenspraak 1 ~ Oo Men 

bewijst evenzo dater geen a< 0 met de gestelde eigenschap iso 

Opmerking 2n De klasse der limietverdelingen van sommen (2) verandert 

niet als we eisen dat l.k/Bn oneindig klein is iopoVo asymptotisch con­

stanto Immers als bij asym;totisch constante Zk/B constanten A en 
n n 

Bn > 0 behoren, en I\: medianen van zk :z.ijn~ dan definieert men 

(4) 

Nu is 1 r 
n 

A 

A = A 
n n 

n 
I I\/B ~ 

k=1 . n 

A 

B = B o n n 

l i,k - An = B l .~ - An~ terwijl ~ /Bn mediaan van 
n 

.Zk/B is zodat ik/B oneindig klein z,ijn (lenuna 2o3o 1). 
n n 

St. 2.4o3o (Khintchine)o Als de sommen (2) een niet-ontaarde limiet­

verdeling hebben, dan geldt (a) lim B = cc en (b) lim Bn+1/B = 1. 
trP'OO n ~ n 

Bewijs. Volgens opmerking 2 mogen we Zk/B oneindig klein onderstel­
n 

leno Deze stochastisc:he variabele heef":: karakteristieke functie 
t 

1¥ k ( /Bn) 9 als 'I' k( t) de karakteristieke functie van l.i,: is o Ui t het 

oneindig klein zijn van l,k/B volgt wegens lemma 2o3o3 
n 

( 5) 1~ n 
S\;.p 

k 

Stel nu dat (a) onjuist iso Er is dan een oneindige verzameling van 

begrensde Bnuso Voor een geschikt getal B met O < B < ® 2 ) kunnen we 

een stijgende dee1rij i~:dices n ~ ·vinden met lim B = Bo De karakteris-
J o n. 

tieke functie 'l'k is continu~ zodat voor elk~t geidt 

2) Men kan direct inzien dat B = 0 geen verdichtingspunt der (posi­

tieve) Bn is i) want zk /Bn zijn oneindig kleino 



(6) lim 
J-,,0, 

Maar als gevolg van (5) is 

(7) lim 
~ 
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zodat 'I' k (t /B) = 1 is voor elke to De variabelen zk en 4 /Bn zouden 

dus met kans 1 de waarde O hebbeno De verdeling van de som (2) zou 

dan voor elke eindige n~ en ook in de limiet~ een ontaarde verdeling 

zijno Dit is in strijd met het gegeven, zodat {a) bewezen iso 

Voor het bewijs van (b) schrijft men 

(8) ~+1 = 

n+1 
2 Zk - An+1 = 

k= 1 

n 

~ 2 l.k - An+1 
n+1 k=1 

ln+1 +-
Bn+1 

De verdeling van !.n+, convergeert naar een niet-ontaarde verdeling 

F( x) o 0mdat voor iedere £ > 0 

(9) p { I ;n+, I ! £ } = 0 
n+1 

is (zie definitie van oneindig klein) 9 heeft ook het rechterlid van 

(8) zonder de laatste term een naar F(x) convergerende verdeling. Ala 
n 

Fn(x) de verdelingsfunctie van 1 zk aangeeft» weten wij nu 
k=1 

n 
( 10 )' P { - I z - A < x } = F ( Bn+ 1 x + An+ 1 ) ~ F ( x) 

Bn+ 1 k=l k n+1 - n 

en 

( 11) p { s = 
-n 

Bn+1 
Volgens sto 2o1o5 (convergentie naar type) is dan lim -B = 1o n-+oo 

n 
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St. 2.4.4. (L~vy). De klasse ~ der zelfafsplitsbare verdelingen (zie 

def. 2.4.1) valt samen met de klasse der limietverdelingen van sommen 

( 2). 

Bewijs. Laat, een zelfafsplitsbare karakteristieke functie zijn, zodat 

voor elke c met O < c < 1 een karakteristieke functie , bestaat die 
C 

aan (3) voldoet .• In het bizonder c = k;f kiezend definieren wij onder-

ling onafhankelijke stochastische variabelen ~ door voor hun karak­

teristieke functies 'l'k te kiezen 

( 12) 'l' (t) d~f 
k 

(Merk op dat de noemer niet nul is wegens st. 2.4.2.) Voor de karak­

teriestieke functies 'l'k(t/n) van Zit n- 1 geldt dan 

(13) 

en wel uniform op elk eindig t-interval, want de argumenten in teller 

en noemer verschillen t/n en de karakteristieke functie , is uniform 

continu (eigenschap k 5 op blz. 2). Met lemma 2.3.3 volgt uit (13) dat 

~/n oneindig klein zijn. 

n 
~/n heeft De som l als ka.rakteristieke functie 

k=1 

n 
'l' (!) 

n , (kt /n) 
( 14) JI = JI 

$((k-1)t/n) 
= ' ( t). 

k= 1 kn k= 1 

zodat , reeds voor eindige n de karakteristieke functie is van een som 

-ns die de vorm (2) heeft met A = 0 en B = n. 
n n 

Laat omgekeerd , (t) = lim , (t) ZJ.Jn, waar , (t) de karakteris-
n n 

tieke functie van een som (2) is. Bij het bewijs van , E ~ mag men 

veronderstellen dat de limietverde1ing niet-ontaard is, want in Op­

merking 1 is al aangetoond dat elke ontaarde verdeling tot t behoort. 
I& 
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Als l k(t) weer de karakteristieke functie van~ is, geldt 

( 15) 
n 
II 

k=1 

Kies een getal c met O < c < 1o Uit 

elke n een getal m = m(n) kan vinden 

m(n) < n is. Splits nu het middelste 

sto 204.3 volgt dat 

zodat lim Bm/B = 
n-+<>0 n 

(16) 
m 
II 

k=1 

lid van ( 15) 

Omdat in (15) 9 met ct voor ten m voor n, 

( 17) 

geldt 9 en 

( 18) ct -B 
m 

m 
II. 

k=1 
l (.£!) -+ ~(ct) 

k B 
m 

t - t ( -B- B C 
n m 

B 
_-!E) 

B 
n 

men bij 

c en 

willekeurig klein wordt, nadert de eerste factor van het rechterlid 

van (16) eveneens tot $(ct)o De tweede factor is door zijn analy­

tische vorm een karakteristieke functie, en convergeert naar een 

functie $ (t) / $ (ct), die continu is int= Do Volgens de conti­

nuiteitsstelling (sto 1o4o3 or sto 2o1~1) is ~ (t)/ $ (ct) dan een 

karakteristieke functieo Noemt men deze 

dus $ is zelfafsplitsba·aro 

$ (t), dan is aan (3) voldaan; 
C 

St. 204.5. Als $ zelfafsplitsbaa~ is, zijn $ en 

baaro 

$ oneindig deel­
c 

Bewijs. Volgens st. 2.4.4 behoort ~ bij een limietverdeling van sommen 

(2) • zodat $ oneindig deelbaar is volgens st. 2.3.11. Definieer Lit en 

lk zeals in het eerste gedeelte van het bewijs van st. 2.4.4. 

Kies bij vaste c ( 0 < c < ~) een rij m=m(n) zodat m /n-+ c. Dan is 

wegens (14) 
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n t n -1 « t) = n 'I' k (-) = n 'I' k ( mt: ) 0 
k=1 n k=1 

( 1.9) 
n 
n 

k=m+1 

De eerste factor rechts is ,(mtn- 1) en convergeert naar f (ct), 

zodat de tweede factor blijkbaar naar 

de factor is echter de karakteristieke 

f (t) convergeerto Deze twee­
c 

functie van 

(20) lm+1 + lm+2 + 
n n 0 0 O +~ 

n 
(~ 
n oneindig klein) 

zodat men, weer uit sto 2o3o11 9 concludeert dat 

iso 

f oneindig deelbaar 
C 

St. 204060 Een oneindig deelbare verdeling is dan en slechts dan zelf­

afsplitsbaar, als ,,n van de volgende eisen vervuld is: 

a) Bij de L'vy-Khintchine representatie ( Y, G) zijn de functies 

00 

(21) n(u) d~f - J (1+e-2v) dG(ev) 
u 

en 

(22) u/ ( 1+e - 2v) dG( ..:e v) 
00 

convex voor - 00 < u < 00 0 • 

b) Bij de L~vy-Khintchine representatie ( y • G) bestaan de linker- en de 

rechterafgeleide van G(x) voor ~ E (- 00 1 0) en x E .(0 1 00 ) (!ius G is 

. llOntinu voor x ~ o] en op de genoemde intervallen is ( 1+x2)x- 1G' (x) 

een niet-stijgende functie; men mag daarbij voor elke x afzonderlijk 

beslissen of men de linker- of de rechterafgeleide wenst in te vullen. 

c) ~ij de L~vy representaties hebben M(u) respo N(u) linker- en rechter­

afgeleiden voor elke u < 0 respo u > 0 [en zijn dus continu J en 

uM'(u) respo u N'(u) zijn niet-stijgende functies op (- co IJ) respo 

(0 1 00 ); keuze van linker- of rechterafgeleide puntsgewijs als bij b) o 
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Bewij s. Eerst tonen wij de ~qui val_entie aan van zelfafspli tsbaarheid 

en" a). Laat , £ ~ representatie ( y • G) hebben. Voor elke c met 

O < c < 1 is , ( t) = ' ( t) /, (ct) een oneindig deelbare karakteris­
c 

·· tieke functie (st. 2.4. 5). 
'•• 

Nu is 

(23) 
2 

log , (t) = i y t + f (eitx_1_ ~ ) ..!:!:!._ 4G(x) 1 

1+x2 x2 

en 1 met ct voor ten ex= y 1 

-.. . . . . -2 2 
( 4 ) ( . '•~, · , , J ( l ty ' l ty ) 1+C Y ( -1 ) 
2 log 4' ct('..._' l y . C t.t+ e - 1.; -2 2 -2 2 dG C y = 

1+c y C y 

= it {yc+JY(,-c:) dG(c- 1y)}+J (eity_,_ ity2 ) 1+~~
2~2 dG(c- 1y). 

1+y · 1+y C y 

Aftrekken gee ft de representatie ( y • G ) van , { t) , waarin blijk-
. C C C 

baar geldt 

(25) y 
C 

2 
= Y (1-c) - J y(1-c2) 

1+y 

(26) .l!z: ( ) = 1+y2 dG(y) - 1+c-2y2 ( -1 ) 
2 dGc y 2 _2 2 dG c yo 

y y C y 

De funetie Ge is nu vastgelegd door 

(27) 
2+ 2 1 

G (- m) = 0 en dG (y) = dG(y) - 4 dG(c- y) 1 
e C 1+y 

en G is van begrensde variatie omdat G dat is. Volgens "gevolg 111 op 
e 

blz. 57-58 is G dan eenduidig door , bepaald. Wij weten echter dat 
C . C 

, oneindig deelbaar is, dus ( Y • G ) is een L~vy-Khintehine repre-e e e 
sentatie: dit houdt in dat de door (27) vastgelegde funetie Ge niet-

dalend moet zijn. Nu is 

(28) 
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zeker niet-negatiefa Wij eisen vervolgens dat Gc(x) voor x > 0 niet 

daal t , ma a aw a YeiOT--

(29) 
d __ ef _ 

N{x) 
00 r-1 

f 1+~.:: dG(y) 
X y 

eisen wij dat voor elke vaste c met O < c < 1 de functie 

(30) 
00 2 

f J:!:L dG (y) = N(.!) - N(x) 
2 C C 

X y 

voor O < x < 00 niet-stijgend isa Stelt men x 

in (21) 

00 2 
n(u) - - J 1+~ dG(y) = N(eu)a ( 31) 

eu y 

Blijkbaar moet voor elke d > 0 

(32) 

U V = e , dan is mete = y 

een niet-stijgende functie van u ziJn 8 dus n(u) is convex (- 00 < u < 00 ). 

Voor negatieve x mag G evene,::ns niet dalen; door M(-eu) =-m(u) in te 
. C . 

voeren vindt men dat-m( u+d) + m( u) een niet=dalende functie van u, ''·!'11s 

een niet-stijgende functie van x = -eu iss zodat m(u) eveneens convex 

iso 

Als omgekeerd de representatie ( Y, G) van een oneindig deelbare 

~ aan a) voldoeti bewijst men door omkering van bovenstaande afleiding 
.1. () def ~(t)/ .1.' ) • • • • dat ~ t = ~(ct een oneindig deelbare karakteristieke func-

c 
tie is, zodat ~ zelfafsplitsbaar iso 

Vervolgens bewijzen wij b) uit a)a Omdat n(u) convex, niet-dalend 

en eindig is, zullen zijn rechter- en linkerafgeleide voor,e,:1-ke u 

bestaan en zal nu(u) niet=stijgend zijn (invullen van rechter- of lin­

ke;:afgeleide9 puntsgewijs te kiezen)o Uit 



(33) n(u) = -

volgt voor h =, 0 

n(u+h)-n(u) ---..--=--=--h O h 
e - u e 

(34) 

= ''+ 2v f n e 
2v 

u e 

u+h 
f 

u 

".ls. ~+ ,: .• u e 
2v 

e 

= 
i+e2(u+ 0h) 

u+2 0h 
G(u+h) - G(u) 

u+h u (0 < 0 < 1) 
e e -e 

Voor h + 0 nadert het eerste lid tot de niet-stijgende functie n'(u) 

(linker- of rechterafgeleide al naar het teken van h). Dus de limiet 

van het laatste lid bestaat; dit is met x = eu juist (1+x2)x-1G1 (x). 

Bewering b) is nu voor O < x < = bewezen; voor - = < x < 0 gebruikt 

men de convexiteit van m(u) op analoge wijze. 

Omgekeerd volgt a) uit b). Er zijn hoogstens aftelbaar veel pun­

ten waar linker- en rechterargeleide van G verschillend zijn: als de 

raaklijnen in zo 0n punt een hoek a maken~ telt men eerst de punten met 

· I ~~1':¾ ; dan met ¾ ! I a I> i enz. Deze aftelbare puntverzameling heeft 

G-ma.at nul omdat G continu is. Voor een integratieinterval (x 9 x+h) dat 
. . ( 2) -2 . ) > 0 niet bevat is 1+y y begrensd. Dus uit b volgt, voor alle h 0 

waarvoor x(x+h) > 0 is e. de ongelijkheid 

(35) 

x+h 2 x+h 
f 1+y2 dG(y) = f 

X y <'~ 

x+h 
> I 

X 

-2 2 He y 
-1 

C y 

_ ~ ,.hr x+h 
G0 (c ·y) ~ = r y J 

X 

i -2 2 l u+c y 
2 dG(c- y) o 

= 2 
C y 

Uit (26) blijkt nu dat G niet-dalend is op (=()0 11 0) en (Oe OC)).Dat 
C 

hieruit a) volgt is al bewezen. 



Tenslotte is de equ.ivalentie van b) en c) direct af te leiden uit 

(36) M(u) = ~ Hx2 
J ~ 

=""- x-
dG(x) voor "i.i. < 0 

en 

(37) N(u) - = / voor u > Oo 
u 

Sto 2o4o7o Een oneindig deelbare verdeling met eindige variantie is 

dan en slechts dan zelfafsplitsbaari als in zijn Kolmogorov represen-

tatie ( YO , K.) de linker= en :re,;:;:hterafgeleiden van K( u) voor alle 
= 1 0 . 

u 'f O bestaan en u K (u) vcor u < 0 en u > 0 een niet-stijgende func-

tie is (linker- of rechterafgeleide puntsgewijs te kiezen, zie Sto 

2'.4.6 b)o 

Bewijs. Uit sto 20406 c), voor u < 0 resp. u > 0 geldt 

(38) d.M(u) = dK( u) 
2 

respo dN(u) 
dK(u) =-...--2 0 

u u 

Voorbeelden.De ontaarde verd,eling met G u) '= K( u) = 0 en de normale 

verdeling met G(u)::: K{u) = a 2o \\{:x) Yoldoen triviaal aan de beide 

laatste stellingen en zijn dan ook zelfafsplitsbaaro Uit st. 2.4.7 volgt 

dat b.v. een verdeling met 

als u 0 

(39) K(u) 
'? 

= u- als 0 < u < i r 1'. als u > 

':1 
eveneens zelfafsplitsbaar is; u= K0 (u) is in de drie gevallen o, 2 en 

o en is dus niet-stijgend behalve in u = Oo Daarentege1~ behoort de 

Poisson-verdeling~ met K(u) = A a \\(u-1), niet tot ~. In de afleiding 

van de Poisson'""verdeling als limiet van de binomiale is het dan ook 

nodig een dubbele rij yariabelen x 1r 
-n~ ", 

levert nooit na normering tot l_kBL-" 
• £, 

limiet. 

te gebruiken; een enkele rij ~ 
=1 . . 

= A n een Po1sson-verdel1ng als n 



Defo 2o4o2o S is de klasse der oneindig deelbare verdelingsfuncties met 

Levy-Khintchine representatie ( y~ G)~ waar G ~~n van de vormen (p)(q) 

of (r) heeft~ 

(p) 

(q) 

G(x) = {: log 

a log 

G(x) 
= {: 

log ( '11+:l) 

log ( 1+B2 ) 

als x < A 

als A.:: X < 

als x !, O 

als x < 0 

als O ~ x < 

als X ! B 

waarbij a > 0 en A < 0; 

waarbij b > 0 en B > 0; 

(r) -- J O als x < O } 
G( X) = Co \ ( X) \ 

c als x !, 0 

waarbij c ! 0 o 

Sto 204080 (Kubik)o De klasse ~ der zelfafsplitsbare verdelingen valt 

samen met de klasse der zwakke limieten van eindige convoluties van 

Co verdelingen uit de hierboven gedefinieerde klasse J 

Bewijso 

A) Wij bewijzen eerst St ~o In de representatie van een verdeling uit 

S is de functie G van-de vorm (p)il (~) of (r)o Dan is G continu, en 

linker- en rechterafgeleide bestaan~ voor alle x # Oo Verder is 

H:x:2 {-;-
als x < A 

voor (p) 
Q - G (x) = a.ls A < X < oil 

X 

a.:s x > oil 

1+x2 {2~ 
als X < o, 

u 
voor (q) - G (x) == als 0 < X <: Bil 

X 

als X > Bil 



I] 

voor (r) 
X 

G (x) - 0 voor alle x # Oo 

Welke < = tekeLs hier door ! = tekens vervangen kunnen worden hangt 

er van af of we de linker= of de rechterafgeleide beschouweno Behalve 

in x = 0 is x= 1 ('H·x2 )G 1 (x) dus niet=stijgendo Uit sto 204060 b) volgt 

nu 5 c. C:,, 

B) Bij qi E ~ en 11' ~ ~ behoren karakteristieke functies cp en '¥ die 
C C 

aan (3) voldoeno Nu is ook 

zodat ook het product 4> 1¥ tot h behoort o Eindige convoluties van 

zelfafsplitsbare ve:rdelingen zijn dus zelfafsplitsbaaro 

C) Als voor <P (n)€ ~ geldt 4> (n)(t) ➔ <P (t)ii uniform op elk eindig 

t-interval~ dan is 

( 41) i ) • qi , ,1 \ t = ll.m 
\Kl, ll.;.oo 

De eerste factor van het product rechts convergeert naar 
,1, , , ) def . ,i. ( . ) • bestaat ook 'I' c~t; = lim "'(n)c t ® en de convergent1e 

op elk eindig t=intervalo Volgens st o 2 o 1 o 1 is qi dan 
r.C! 

cp (ct) o Dus 

is uniform 

een karakte-

ristieke functieo Dus de zwakke limiet van een rij zelfafsplitsbare 

verdelingen is zelfafsplitsbaaro 

Uit A) B) en C) vo1gt dat elke zwakke limiet van een eindige convolutie 

van verdelingen ui t g tot ~ behoort a 

D) Wij bewijzen nu het omgekeerde~ kies een verdelingsfunctie F € ½ 
met representatie ( Y® G)o Uiteraard is G overal continu van rechts 

en niet=dalendo Wegens Fe~ is G zelfs continu~ behalve misschien 

in X = 0 (sto 20406)0 
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Voer nu in 

Gk __ ,.,,,,. 
I 

0 
• ru) als u < oi) 

GI G(u) d~f 

als u ! 01) G(O=) / 
0 

r ala u < 01) 

(42) Gil€(~) def 
G1 

= G(O)-G(O=) als u.::. o, 
0 

c(u)-G(O) 

,a.ls u < 01) ~1 '\, def G(u) = 
\ 

als u ! Oa ~ I 

0 

Nu is 

(43) G(u) = 1l(u) + Gill(u) + ~(uh ~ en G zijn overal continua 

. . •• k '\l n Definieer nu voor =u 8 2i)ooo~n2 ~ 

b d;f ~(k2-n)- '~((k-1)2-n) 

nk log(1+k~2-2n) - log(1+(k-1) 22-2n) I) 

(44) dnk d~f ~(k2=n) - bnk log ( 1 + k22-2n)ll 

2 ( Hu '+d . ' nk 

Nu is 

als u < Oil 

als (k-1)2-n < u < k2-n 
(k=11looo 9n2n), 

als u !, no 
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( 2 -2n) ~( -n) - bnk log 1+k 2 = u k2 0 

In elk punt k2-n zijn linker- en rechterlimiet van Q dus beide gelijk 
'\, . n 

aanG(k2-n)o Binnen elk interval ((k-1)2-n, k2-~) is 

(45) 

'I., 

dG {u) 
n ---= du 

Dus d' is een continue niet=dalende functieo Omdat G een :r-epresen= 
n 

tatie functie isl> geldt G( 00 ) < 00 en ~(co) = G( 00 ) - G(O+) < °"o Bij 

iedere E > 0 is er dus een U zodat voor u ~ U geldt 

(46) 
'\, I\, 

0 ! G{ 00 ) - G(u) < E 

'\, 

G is niet-dalend en continu» dus uniform continu; bij e > 0 bestaat 

N zodat voor n ! N geldt 

(47) 

=n . . , • 
voor k=1 ~2 ~ o o o sn2 o Hiermee is bewezen dat voor n > max t U ,N ·· vcor 

alle reele u lc(u) = '6 (u) I< r:: is~ moaoWo Lim~ ""Go n n 

E) Wij moeten nu nog laten zien dat de bij (} behorende ve:.::'deIL::g eer, 
n 

eindige convolutie is van verdelingen uit So Hiervoor hebben wij 

twee lemma's nodig: 

Lemma 1 o Als een functie f continu is op [a 1> b] en in elk pun':: x van 
V 

(a~b) bestaan de rechterafgeleide f+(x) en de linkerafgeleide f~ :x s 

terwijl f(a) ~ f(b) = 0 is, dan is er een getal c zodat a< c < "b en 
'I V 

f+(c) f=(c) ! 0 iso 
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Bewijso Zoals het bewijs van de stelling van Rolle voor differen­

tieerbare fo 

Lemma 2o Als de functies fen h continu zijn op [a 9b] en in elk punt 

van (avb) linker- en rechterafgeleiden bezitten, terwijl h(a) ~ h(b) 

is, dan is er een getal c met a< c < b zodat voldaan is aan 

f(b)-f(a) v i f(b)-f(a) 1 1 
(I) h(b)-h(a) h+(c) - f+(c) < 0 en h(b)-h(a) h_(c)-f_(c) > o, - -
of aan 

(II) f(b)-f(a i i f(b)-f(a) i i 

h+(c) - f+(c) > 0 en h(b)-h(a) h (c)-f (c) < Oo h b -ha - -
Bewijso Lemma 2 volgt uit lemma 1 zeals de "uitgebreide middelwaarde­

stelling van de differentiaalrekening" volgt uit de stelling van Rolle. 

Wij definieren 

V 

r:(c) in geval (I), 
i d;f fl( C) 

f ( C) in geval (II) ; 
T 

(48) \ f+(c) in geval (II), 

f;I(c)d~f 

fi ( C) in geval (I) o 

Uit lemma 2~ toegepast op ~(u) en log (1+u2), volgt dater een ~ 
bestaat met (k-1)2-n < ~ < k2-n en 

2~ ~u 2uk 1 

{bnk ........... 2 - G+(~) }{ bk -2 - ~ (~) < Oo 
1+~ n 1+~ -

(49) 

Zeals boven onderscheiden wij geval (I) waar de eerste factor niet­

positief en de tweede factor niet-negatief is en geval (II) waar dit 
• , ( 2) - 1 ~I ( ) ( 2) -1 i ( ) andersom lSo Voor u > 0 is 1+u u G u = 1+u u G u niet-

stijgend (sto 20406)0 Dus geldt (k=1 92, ••• ,n2n)~ 



(50) 

Verder is uit de definities van dnk en bnk direct na te rekenen~ 

) n . 
F Voor k=1•2•ooo 1n2 voert men nu in, 

(53) r als u < o, 
~nk(u) 

d~f r ( Hu2 ) als -n 
- \bnk-bn~k+1) log 0 ! u < k2 8 

(bnk-bn 1k+1) log ( Hk22-2n) als u ! k2-no 

Hier is bn.k+ 1 d~f O als k=n2no Uit {50) volgt direct dat ~nk de vorm 

( p) heeft van Def o 2 o 4 o 2 en dus bij een verdeling ui t S behoort o 

Dan is 

(54) 
n2° 

~ (u) = l ~nk(u) 
n k=1 

(-co< U < 00) 0 

Immers voor elke u waarvoor (i-1)2-n ! u < i2-n, met 1 ! i ! n2n, is, 

geldt 

n2n 

= I 
k=i 

(55) 

= b . log (1+u2 ) + d. = ~ (u)o n,i ni n 

Voor u < 0 zijn linker- en rechterlid van (54) beide gelijk aan nulo 

Voor u ! n tenslotte is 



2n 
n • 

\ '>, f ) 
t.. u- k" u, -

k=1 n 

(56) 
n n2 -1 

= I 
k=i 

{d k+ 1 -d k) + b 2n log(1+n2); G n~ i n. n,.n n 

Dus is (54) bewezent mo8.oWo 

( 57) ~=Lim~ = Lim n ~nk 0 

Op analoge --wijze is 1 voor geschikte Gnk van de vorm (q)i 

(58) G = Lim G = Lim n 

n2n 

I 
k=1 

', 
ll ~, 0 

Nu behoort G def -= G + a*+ ~ bij een eindige convolutie van ver-n n n 
~elingen uit S en Lim G = Gil doWoZo de bijbehorende ·trerdeling ::;on= n 
vergeert naar de door G gerepresenteerde Fo 
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2.5. Stabiele verdelingen 

Def. 2.5.1. De verdelingsfunctie F heet stabiel 1), als bij elk 

viertal constanten a1, a2 , b 1 > 0 en b2 > 0 constanten a en b > 0 

bestaan zodat geldt 

( 1 ) 

dus als ~, en x2 onafhankelijk en volgens F verdeeld zijn moet elke 

som van ~ineaire functies der x. te schrijven zijn als lineaire 
-J. 

functie van een x met die zelfde verdeling: 

(2) 

De karakteristieke functie $ heet stabiel 1), als bij elke B > 0 

geschikte a en b > 0 bestaan$ zodat geldt 

(3) $(t) $(Bt) = exp(iat) $(bt). 

Opmerking 1. Evenals 11oneindig deelbaar" en "zelfafsplitsbaar" is 

"stabiel" een type-eigenschap: een stabiele verdeling blijft stabiel 

bij verandering van schaal- en/of plaatspara.meters. 

Opmerking 2. Men ziet direkt 9 dat de norm.ale en de ontaarde verdeling 

stabiel zijn. Dit geldt ook voor de Cauchy-verdeling 

$(t) = exp(iat = bltl ). 

1) - . . 1 In het boek van Levy staat quasi-stabie ; de beperktere klasse 

waar bovenstaande relaties voor alle a.= 0 vervuld zijn door 
l. 

a= 0 en geschikte b > 0 noemt L~vy stabiel. Daarnaast kent hij nog 

semi-stabiele karakteristieke functies $ waarbij voor elke cf 0 

geldt log $(ct)= ca log $(t), met de in st. 2.5.2 ingevoerde 

exponent a. 



Sto 2o5o1o Een stabiele verdeling is oneindig deelbaaro 

Bewijso Op grond van de stabiliteit vindt men au en bu > 0 waarvoor 

geldt: {$(t)}n = exp(ia 0t) ~(b 0t), dus~ met b 0 t = u~ 

(4) $(u) ={e~ 

Opmerking 3o Men kan al vermoeden dat een stabiele verdeling ook 

zelfafsplitsbaar iso Uit (3) volgt nlo met bt = u: 

(5) $(u) =$(Bu) e=iat ~( ~) 
b b 

voor geschikte a en b > 0 bij gegeven B > Oo Omdat (3) inhoudt 

,!1 + B ,!_2 = b.! + a~ is het plausibel dat voor B ~ 0 geldt b ~ 1 en 

dat voor B ➔ 00 geldt B/b ➔ 1: het getal B/b doorloopt alle getallen c 

met O < c < 1o Om dit precies te bewijzen kunnen we de relatie 

1 +Ba= ba (0 <a~ 2) gebruiken die bij het bewijs van sto 2.5.2 

wordt gevondeno Nu is exp(=iat) $(u/b) een karakteristieke functie 

~ (u) bij $(cu)= $(Bu/b) 9 zodat ~ zelfafsplitsbaar iso 
C 

Sta 2o5o2o Een karakteristieke functie • is da' en slechts dan stabiel, 

als voor zekere a~ Si yen c met O <a~ 2~ Isl < 1 enc> 0 geldt 

(6) log •(t) = ity = cltla {1 + iS w(t~a) sgn t} 2) 

1 tg 2 wa als a~ 1 +1 als t > o, 
waar w(t~a) = en sgn t = 0 als t = o, 

2 
ltl als a = log = n 1 -1 als t < Oo 

2 ) Bij Levy en enige anderen heeft S het tegengestelde teken. De vorm 

(6) is gebruikelijker en wordt gevonden bij Gnedenko & Kolmogorov, 

Loeve~ Lukacs en Pitto 



Gevolgo Is een stabiele verdeling symmetrisch om x = 0~ dus zijn 

karakteristieke funct e ~ reeel voor reele t 0 dan heeft ~ de vorm 

(7) =C 
e 

(Ontaarde ve deling voor c = 0~ Cauchy=Yerdeling voor a= 1~ normale 

verdeling voor a~ 2)o 

Opmerking 4o ~ heet de exponent van de stabiele verdeling en bepaalt 

de aard van de verdeling~ Ooao het bestaan van momenten (gevolg 1 van 

st o 2 o 5 o 12) o 

B bepaalt de scheefheid 8 c respo y zijn schaal= respo plaatsparameters. 

Bewijso Laat de stabiele karakteristieke functie ~ een 1e Levy 

representatie {M~ N~ er~ y} hebbeno Uit (3} volgt 

(8} log ~(t) + log ~(Bt) = iat + log ~(bt)o 

Als men hierin de (uniekeg) L~vy representatie substitueerti vindt 

men voor x < 0 respo x > 0 

(9) M(x) + M(: = M( t) respo N(x) + N( f) = N( ~) o 

u U!. Voor x > 0 leidt x = e en n(u) = N(e) tot n(u) + n(u - log B) = 

= n(u = log b)o Men kan aantonen dat de algemene oplossing van deze 

vergelijking is n(u) = = c1 exp(=au) of N(x) = = c1 x=et 11 waar c 1 en a 

complexe consta.nten zijn~ waarvoor. ,1- Ba = bet geldto De representatie­

funct ie G ( same:1hang met M en N op bl o 90) wordt alleen da.n reeel, 

niet-dalend en begrensd als a en c 1 re&el zijn en bovendien hetzij 

c 1 = 0 hetzij c 1 > 0 en O <a< 2 geldto Uit de eerste formule van 

(9) concludeert men evenzog M(x) = ~2 x -a, met hetzij c2 = 0 hetzij 

c2 > 0 en O <a< 2, a is dezelfde als bij No Met contourintegratie 

kan men nu bewijzen~ 

( 10) 
0 

( itx 
.,e = itx? x=a-1 dx = (-it)a f(=et) + ita1 

dJox'-



als O < a c 2 en a #- 'ii ~ en 

ICC) 

( 11 ) (eitx itx 
I =1===2 

O 1+x 

voor a= ~9 waar a" reele 9 alleen van a afhangende 9 constanten zijn. 
1 

Voor de integralen over (=00 9 0) gebruikt men de toegevoegd complexe 

versies van {rn) en (1~)0 Bij de keuze S = (c 1 = c2 Hc1 + c2 )-\ 

c = = (c 1 + c2 ) a cos½ wa r(-a) voor O ca c 2 en a~ 1; 
1 . 11 2 1 

c = 2 'IT ( c 1 + c 2 ) voor a = 11 en c = · 2 a = 2 dG ( 0 ) voor a = 2 

(c 1 = c2 = 0) volgt forn.ule (6)oDe redenering is geheel omkeerbaar, 

zodat een ~ die aan (6; voldoet ook stabiel iso 

Opmerking 5o Uit (6) ziet men dat de convolutie van twee stabiele 

verdelingen met verschillende exponent a niet meer stabiel is. Convolu­

tie van verdelingen met parameters (a 9 S~ r~ c) en (a 9 13° 9 y0 , c 0 ) 

leidt wel tot een stabiele verdeling 9 met parameters (ag (cS + c 9 S9 ) 

(c + c 0 )= 1 ~ y + y 0 9 c + c 0 )o Het lijkt niet mogelijk de stabiele 

verdelingen te omschrijven a.ls de zwakke limieten van eindige 

convolutiei ·van verdelingen uit een gesrc:hikte klasse (vglo st. 2.2.4 

en st. 2a4o8 lo 

Sto 2o5o3o Elke stabiele verdeling behalve de ontaa:rde is absoluut 

continu. 

I i . I a Bewijso Uit formule (6} volgt 1 4>(t)! ::; exp(=c:!t )~ dus voor c 'f O is 

fl<P(t)I dt C 00 0 Pas nu sto 10306 (bl: 20) toeo 

Opmerking 60 De verdelingsdi~htheden van stabiele verdelingen zijn 

vrijwel nooit door inverte:re:r, van de karakteristieke functies te vinden. 

Behalve de normale verdeling OI. "" 2~ B = 0) en de Cauchy-verdeling 

(a = 1 ~ B = 0) is alleen de verdelirig met a ""= e = =1 expliciet 
2 9 

bekend, deze heeft voor y = 0 en C "' de dichtheid 
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0 als x < 0 9 

(12) f(x) = 
3 

1 2 1 
~ x exp(=.,...,,..) als x > O, 
~ 2x 

doWoZo Pearsonqs type Vo Veer de combinaties a=½ S = 1, 

a=.£ S = 1 a= l B = 1 9 a= _g_ S = 0 en a= l B willekeurig zijn de 3 i 2 3 2 
dichtheden (veer y = 0 enc= 1) door Zolotarev uitgedrukt in hogere 

transcendente functieso Veer literatuur over analytische eigenschap­

pen en asymptotische ontwikkelingen van de dichtheden van stabiele 

verdelingen verwijzen wij naar "Lukacs (po 103-106)0 Zender bewijs 

citeren wij de volgende stelling: 

Sta 2o5o4o Een stabiele verdeling met O <a< 1 en S = 1 is naar 

rechts begrensd~ doWoZo er is een b <men een E > 0 zodat F(b) = 1 

en F(b = e) < 1 is; een stabiele verdeling met O <a< 1 en S = -1 is 

naar links begrensdi doWoZo er is een a> _men een E > 0 zodat 

F(a - e) = 0 en F(a + e) > 0 iso 

Sto 2o5o5o Als de verdeling van de som 

(13) s 
=-n 

1 n 
= - ' y - A ~ B l -k n 

n k=1 
~ onafhankelijk met dezelfde verdeling, 

A en B > 0 geschikte constanten, 
n n 

naar een limietverdeling convergeert~ dan zijn 2!.nk = z.k/Bn asymptotisch 

constanto 

Bewijso Wij zullen laten zien dat de karakteristieke functie T (t) van 
n 

(14) 

naar 1 convergeerto De verdeling van (14) hangt niet van k af, zodat 

lemma 2o3o3 dan de gewenste conclusie geefto 

Als w de karakteristieke functie van I.k is~ ~n die van~ en~ die van 

de limietverdeling~ dan is 



( 15) • ( t) n 

( 16) {,n(t)}n = {t/1( ! 
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itA 
= t/1( t 

B n 
) exp ( - ___.!! ) • n , 

)}n exp (-itA) = 
n 

$ (t)-+ $(t). 
n 

n 

Omdat $ continu is en $(0) = 1 is, bestaat er een T > 0 zodat voor 

!ti < T geldt l$(t)I > ¾. Maar dan is ook,voor !ti < T,lim •n(t) = 1, 

want als dat niet het geval was zouden e: > 0, t 0 t (-T ,T) en een onein­

dige deelrij {nk} bestaan met l•nk(t0 )1 < 1 - e:. Dit zou inhouden 

( 17) 

het linkerlid convergeert naar l$(t0 )1 en het rechterlid naar O, in 

tegenspraak met l$(t0 )1 >;. Dus geldt , 0 (t)-+ 1 voor ltl < T, maar 

wegens (st. 2.1.6) Re (1 - ,: (2t)) < 4(1 - Re,: (t)) ook voor 
n - n 

ltl < 2T, enz. De uniforme convergentie van,: (t) op elk eindig 
n 

t-interval is hiermee bewezen. 

Sto 20506. De klasse der stabiele verdelingen valt samen met de klasse 

der limietverdelingen van sommen (13). 

Opmerking 7o Volgens Sta 2o4o4 en st. 2.5.5 zijn deze limietverdelingen, 

zonder de eis dat ~ dezelfde verdeling hebben, juist de zelfafsplits­

bare verdelingen. Zoals al in opmerking 3 is aangekondigd, is elke 

stabiele verdeling dus zelfafsplitsbaar. Een ander bewijs hiervoor 

volgt uit st. 2.4.6 en de definities van M(x) en N(x) in het bewijs van 

Bewijs. Als F een stabiele verdeling is, beschouwen we onafhankelijke 

variabelen z.k met allen de verdelingsfunctie F. Volgens (3) zijn er 

constanten An en Bn > 0 zodat z.1 + z.2 + ••• +Zn de verdelingsfunctie 

F(B x +A) heeft. De som (13) heeft dan, al voor eindige n, de verde-n n 



lingsfunctie F(x)o 

Laat, omgekeerd 9 F een limietverdeling van sommen (13) zijn. 

De ontaarde verdeling is stabiel 9 dus neemt men aan dat F niet ontaard 

iso Volgens opmerking 7 en sto 2o4o3 geldt dan Bn ~men Bn+1/Bn ~ 1, 

Kies nu getallen a 19 a29 b1 > 0 en b2 > o, dan is er een rij m = m(n) 

zodat Bm/Bn ~ b2/b 1o Nu is 

{ l.1 + o o o + ¾ } { BmBb1 ( l.n+1 + o o o + l.n+m ) } b1( ___ B ___ - An) + a1 + . ____ B ______ - Am + a2 = 

n n m 

(18) 

De verdelingsfunctie van de eerste term b 1.:4i + a 1 
X - a 

F( b 1 )o Omdat de verdelingsfunctie van b~ 

convergeert 

+ a2 naar F( 
1 =1 

convergeert en Bmb1Bn ~ b2 geldt 9 convergeert de verdelingsfunctie 
Bmb1 

van 73"'" ;_ + a2 eveneens naar F( 
n 

X - a2 
) (sto 2o1o5)o De rij verde­

b2 
lingsfuncties van het linkerlid van (18) convergeert dus voor n ~ m 

naar 

( 19) 

De verdelingsfuncties van het recht~rlid van (18), van de vorm 

a+ s + + S +mi convergeren dus ook. Volgens sto 2o1o4 moet hun limiet-n m-n m n 
verdeling dan van hetzelfde type zijn als Fo Dus Fis stabielo 

Of een rij verdelingen van sommen (13) inderdaad convergeert, en zo 

ja naar welke stabiele verdelingsfunctie F 9 hangt behalve van de keuze 

van A en B natuurlijk ook af van de verdelingsfunctie G van de varia-
n n 

belen zk• In het volgende zullen wij het verband tussen Gen F kort 

omschrijven; voor de bewijzen van de stellingen raadplege men Gnedenko & 
Kolmogorovo 



Defo 2o5o2o De verdelingsfun~tie G wordt aangetrokken door de verde­

lingsfunctie F~ als F de limietverdeling is van sommen (13) 9 met vol­

gens G verdeelde vk en geschikte A en B > Oo De verza.meling van alle 
~ n n ) 

door F aangetrokken verdelingen heet \'le aantrekkingssfeer 3 van F. 

Het is duidelijk dat alleen stabiele verdelingen een niet-lege 

aantrekkingssfeer hebben en dat elke stabiele F tot zijn eigen aantrek­

kingssfeer behoorto Elke verdeling behoort tot de aantrekkingssfeer van 

de ontaarde verdelingo De aantrekkingssferen van de overige stabiele 

verdelingen worden onderzocht in de volgende stellingeno 

2 
Sta 2a5o7o Als de variantie cr van een niet=ontaarde verdeling G eindig 

is, behoort G tot de aantrekkingssfeer van een niet=ontaarde normale 

verdelingo 

Bewijso Als B n 

Sta 205080 G behoort dan en slechts dan tot de aantrekkingssfeer van een 

niet-ontaarde normale verdeling~ als geldt: 

c2 ! dG(x) 

(20) lim lxl > C 
0 0 = 

C -+- oo 
f 2 

dG(x) X 

lxl < C 

Bewijsschetso Als Geen eindige variantie heeft~ is (20) triviaal en 

geeft sto 2o5o7 het gewenste resultaato Voor verdelingen G met oneindige 

variantie kan men bewijzen~ dat in (69).op blzo 92 de afgeknotte varian­

ties mogen worden vervangen door afgeknotte tweede momenteno Voor l.k met 

dezelfde verdeling blijkt conditie (20) equivalent te zijn met (68) en 

de nieuwe versie van (69) 9 pas nu sto 2o3o18 toeo 

3 ) Engelse term: domain of attraction; Duitse term: Anziehungsbereich. 



St. 2.5.9. G behoort dan en slechts dan tot de aantrekkingssfeer van een 

niet-ontaarde norm.ale verdeling, als voor de karakteristieke functie 

1/1 van G uniform int voor t ~ 0 geldt 

(21) lim 
s -+ 0 

Re log 1/l(st) = t2 
0 

Re log 1/l(s) 

Bewijs. Zie de Duitse vertaling van Gnedenko & Kolmogorov; de stelling 

komt niet voor in de Engelse vertaling. 

St. 2.5.10. G behoort dan en slechts dan tot de aantrekkingssfeer van 

een niet-ontaarde stabiele verdeling met exponent a (0 <a< 2), als er 

constanten c 1 > 0 en c2 ~ 0 (c 1 + c2 > 0) bestaan zodat geldt: 

(22) lim 
X -+ "° 

G(=x) 
1 - G(x) 

(23) lim 1 = G(x) + G(=x) a 
1 = G{kx) + G(""kx) = k voor elke vaste k > o. 

De constanten c 1 en c2 zijn dezelfde als in het bewijs van st. 2.5.2. 

Als Geen karakteristieke functie 1/1 heeft en de verwachting 

m = f x dG(x) bestaat~ en men voert in 

(24) 

dan is eveneens 

a) voor 0 < a < 

lim Re log 

s -+ 0 Re log 

b) voor a = 1 : 

f 1/1{ t) als a ~ 1 i 

QI( t) = ) 

l w(t) exp(=imt) als a> 1j 

nodig en voldoende dat voor iedere t > 0 geldt: -
2 en a # 1 : 

tj,(st) t en lim Im log ip(st) Sta 1 
1/l(s) = 1/l(s) = tg - 1ra• 

s-+ 0 Re log 2 ' 



lm 
s ~ 0 

lm 
s ~ 0 

Re log ~(st) 1 
Re log ~Cs) = en 

Im {log ~(st)~ slog ~(t)} 
Re log ~(s) 

2~ 
= - log to 

~ 

Gevolgo Voor elke stabiele verdeling F met exponent a, behalve de nor­

male en de ontaarde verdeling~ bestaat c >o zodat geldt 

(25) lim xa {1 - F(x) + F{=x)} = Co 
x~m 

Opmerking Bo Asymptotische ontwikkelingen voor de verdelingsfunctie en 

de verdelingsdichtheid van de som s (13) bij bovengenoemde convergentie -n 
vindt men bij Cram~ro 

Sto 2o5o12o Als G behoort tot de aantrekkingssfeer van een niet-ontaarde 

stabiele verdeling met exponent a dan is/ lxl 0 dG(x) < m voor 

0 < o < a; als a< 2 is divergeert de integraal voor o > ao 

Gevolg lo Omdat elke stabiele verdeling tot z1Jn eigen aantrekkings­

sfeer behoort 9 is de normale verdeling de enige stabiele verdeling met 

eindige variantieo De verdelingen met a.> 1 hebben een verwachting 1 voor 

0 <a< 1 bestaat de verwachting nieto 

Gevolg 2o Als G behoort tot de aantrekkingssfeer van een niet-ontaarde 

normale verdeling 9 met normeringsfactor Bi dan is 
n 

(26) ~+£ B = o(nc ) voor elke £ > Oo 
n 

De aantrekkingssfeer van een stabiele verdeling F wordt kleiner, als we 

de keuze voor de normeringsconstanten B beperkeno Wij zullen die keuze 
n 

van B voorschrijven 9 waarbij F tot zijn eigen aantrekkingssfeer behoort, 
n 



dus B 
n 

a 
= n 
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Defo 2o5o3o G behoort tot de norm.ale aantrekkingssfeer van een stabiele 

verdeling Fi als F de limietverdeling is van sommen (13) met volgens 
1 
a 

G verdeelde l.k en constanten Bn = an (a> 0 willekeurig; a exponent 

van F) o 

Sto 2o5o13o G behoort dan en slechts dan tot de normale aantrekkingssfeer 

van de standaardnormale verdeling als Geen eindige variantie o2 heefto 

Men moet dan B = oVrY kiezen en men kan A = o-1 ~ f x dG(x) kiezen. 
n n 

Sto 2o5o 140 G behoort dan en slechts dan tot de normale aantrekkings-

sfeer van een niet-ontaarde stabiele verdeling met exponent a (0 <a< 2), 

als a> 0~ c 1 > 0 en C > 0 
2 - (c1 + c2 > 0) bestaan en functies a1 (x) en 

Cl2 ( X) bestaan~ zodat geldt 

(27) G(x) = { a 
+ a1 (x) } lxl-a als X < 0, c 1a 

(28) G(x) - { a + a2(x) } -a als x > 0 9 = C'2a X 

(29) lim a 1 (x) = lim Cl2 ( X) = 0 0 

X ➔ _co X ➔ co 

Defo 2o5o4o G behoort tot de partie~~ aantrekkingssfeer (poaosfo) van F, 

als er een stijgende rij {nj} van natuurlijke getallen is 9 zodat de rij 

verdelingen van de volgens (13) genormeerde sommen s van volgens G --n. 
verdeelde ~, naar F convergeerto J 

Sto 2o5o15o De poaosfo van een niet oneindig deelbare verdeling is leeg. 

De poaosfo van een oneindig deelbare verdeling is niet-leeg. 

Sto 2o5o16o Men kan stochastische variabelen construeren, die met zo grote 

kans zo grote waarden aannemen, dat hun verdeling G buiten de poaosf. 

van elke niet=ontaarde verdeling valt. Hiervoor is voldoende~ 



(30) lim lim inf 
k+mC+m 

-126 ... 

/ dG(x) 
lxl > kC 
-------, 0 0 

/ dG(x) 
lxl > C 

Sto 2o5o17o Een verdeling G behoort tot de poaosfo van geen enkele 

(niet-ontaarde) verdeling, van overaftelbaar veel typen verdelingen 

of van precies een type verdeling9 in bet laatste geval is G stabiel. 

St o 2 o 5 o 18 o Als H behoort tot de po a.o ;:;f o van G en G behoort tot de 

poaosfo van Fi dan behoort H tot de poaosfo van Fo Elke verdeling 

in de poaosfo van een verdeling met eindige variantie is in de poaosf. 

van de normale verdelingo 

Sto 2o5o19o Er bestaan "universele verdelingen" die tot de poaosfo 

van elke oneindig deelbare verdeling behoreno 

Sto 2o5o20o G behoort dan en slechts dan tot de poaosfo van de normale 

verdeling als (20) geldt met lim inf iopovo limo 



LI'l'ERATUUR 

- - De bier behandelde stof is gebaseerd op hoofdstuk. 2 t/,m 7 van 

GNEDENKO=KOLMOGOROVo De Russische uitgave vandit-boek verscheen in 

1-949 9 - een Hongaarse vertaling · in 1951- o De hieronder gerieemde- Engelse 

vertal.ing -( 1954-) van CHUNG bevat vele · kleine en enige grote ve?"bete­

ringen o In de Duitse-vertaling-(1959} van HEINHQLD zijn deze groten­

deels overgenomen 9 terwijl GNEDENKO hier bovendien een kort overzicht 

van de nieuwe ontwikkelingen sinds 1949 heeft toegevoegdo 

In hoofdstuk. VI (Central Limit Problem) van LOM vindt men onze 

paragraaf 2o3 vrijwel volledig en 2o2 9 2o4 en 2o5 ten dele terugo 

Dezelfde stof wordt door PITT (blzo 77-94) beknopter behandeldo 

LUKACS (blzo 79-107) bespreekt een deel van de stof van 2o2, 2o3 en 

2o5o 

Na de boeken van LtVY en LINNIK worden hieronder nog de recente 

artikelen genoemd van CR~ (zie opmerking 8 11 na sto 2o5o11) en 

KUBIK (zie sto 20408)0 Het artikel van DOEBLIN gaat hoofdzakelijk 

over partiele aantrekkingssfereno TEICHER bespreekt klassen 7 van 

verdelingen die "factor-closedn zijn 11 doWoZo als FE°7als convolutie 

van twee niet-ontaarde factoren geschreven kan worden behoren beide 

l'actoren eveneens tot Yo 
Uiteraard is dit overzicht zeer onvolledig en is de keuze sub­

:1ectief o 
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