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Inleiding

Een in de statistiek wveel besproken proefopzet is de volgende: twee
variabelen, A' en: B' te noemen, worden op verschillende niveau's
gebracht (a%, e ai, ceey ai en b%, ceos bj, veey bé) en bij iedere
combinatie van niveau's a! en bj wordt één waarneming aan het te onder-
zoeken verschijnsel gedaan.

a%,
b%,
is de opbrengst van een veldje van bepaalde afmetingen.

coes aé kunnen bijvoorbeeld verschillende-aardappelrassen zijn,

ceey bh verschillende bemestingen. Het te onderzoeken verschijnsel

De resultaten van een dergelijk experiment plegen geanalyseerd te
worden met de zg. variantie-analyse. Indien inderdaad slechts &én
waarneming per combinatie aibé gedaan wordt, is toetsing met behulp

van deze variantie-analyse slechts zinvol indien geen interactie

tussen de variabelen (meestal factoren) bestaat, d.w.z. indien de
invlced op de uitkomsten van een factor A' niet afhangt van het con-
stante niveau dat factor B' daarbij heeft. (Een dergelijke situatie
noemen we ook wel additief.) Indien aan genoemde voorwaarde voldaan
wordt, berust de toepassing van de variantie-analyse op een aan de

waarnemingen ten grondslag liggend additief model dat als volgt gefor-

muleerd kan worden:

)=U+0°=+B°,

I. E(Xij i ;

waarin E(Xij) de verwachte waarde is van het te onderzoeken verschijn-
sel bij de niveau-combinatie ai,bj en L, O.

1
Meestal wordt dan bovendien nog aangenomen dat de waarnemingen lij

en B. parameters zijn.
J (X

beschouwd mogen worden als de realisaties van onderling onafhankelijke
(afkorting: 0.0.) stochastische variabelen, die alle dezelfde variantie
02 hebben.

Indien wel interacties tussen de beide factoren A' en B' bestaan,

kan het additieve model (I) niet gebruikt worden. Het moet dan ver-

vangen worden door het model:

II. E(x&j) =+t Bj + Yij‘
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Het schatten van de parameters i, G5, Bj en Yij is niet zonder meer
mogelijk omdat er meer parameters dan waarnemingen zijn. Zoals ult §2
zal blijken, kunnen we - zonder aan de algemeenheid van het model (II)

afbreuk te doen - lineailre restricties aan die parameters stellen:
m m m n
} a.=0, ) B.=0, ) Y..= ) Y..=0. 0ok dan blijft het
. i \ J NP L1y
1=1 J=1 1=1 J=1
schatten een welnig zinvolle zaak omdat er dan evenveel waarnemingen
. . : 2 . . )
als parameters zijn, zodat de parameter 0 nlet meer geschat kan
worden en via statistische toetsen geformuleerde conclusies dus
achterwege moeten blijven.
Om dit bezwaar te ondervangen zijn methoden voorgesteld door het
kiezen van een 'model" voor Yise Het doel van zo'n model is om het
aantal te schatten parameters te verminderen. Tukey gaf in 1948 als

model voor Y. .:
1]

Yij = /\uiﬁj. De onbekende parameter Yij wordt dus teruggebracht

tot één parameter A .

De motivatie van Tukey voor deze keuze was nogal vaag. Scheffé (1955)
geeft 1n zijn boek "The analysis of Variance" een duidelijke motivatie

voor deze keuze. Ulitgaande van het model Yij = ﬁ&uiej werd vervolgens

een toets geconstrueerd welke interactie in dat model moet aantonen.
Mandel (1961) kiest een iets algemener model voor Yij: Yij TiBj.

De Ti's zijn constanten. Cok voor dit model wordt een toets voor inter-
actie ontworpen. Het model van Mandel heeft het nadeel van asymmetrie
(alleen Bj komt voor). In §3 wordt dasrom een nieuw model voorgesteld
dat algemener 1s dan die van Tukey en Mandel:

Yij = airj + siBj; ri en s. zijn constanten.

In §8 wordt, gegeven dit model, een toets voor interactie ervoor ont-
worpen.

Tukey (1948) suggereerde nog een aantal andere manieren om tot toetsen
voor interactie te geraken, nl. door transformatie van de output (de

Xij) = gij’ zodanig dat gij wél additief was. Deze
suggestie is in 1964 door Box en Cox gebruikt en uitgewerkt d.m.v.

opbrengst), zeg f(

COMpUTErs.

&
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In §1 zullen we enige algemene stellingen betreffende lineailre ruimten
afleiden. De afgeleide stellingen hebben alle direct betrekking op

de later te behandelen theorie. In §2 wordt aangetoond dat het model (II)
niets aan algemeenheild verliest indien we de hierboven genoemde lineaire
restricties opleggen. Bovendien wordt de interactie gekoppeld aan een
"interactie-ruimte" die volgens §1 bijzondere eigenschappen heeft.

Het model II wordt steeds 1n vector notatie geschreven, waarbi]

E(Xij) de ije component is van een vector met m*n componenten.

In §2 wordt zo'n vector ontbonden in ruimten die in §1 gedefiniéerd
werden. §3 geeft een opsomming van de hierboven genoemde modellen.

Voor deze modellen vinden we in §6, §7 en §8 de toetsen voor interactie.
In §9 vinden we methodes die een keuze maken tussen de hierboven genoem-
de modellen. Het komt ook voor dat het geponeerde model niet voldoet.

In §10 wordt dit bekeken. §11 tenslotte, geeft kleinste kwadraten-

schatters voor de genoemde parameters.



§1. Definities en stellingen over linealre ruimten in het raam van de

theorile

Hierna worden vectoren gedefinié&erd die in een soort matrix notatie
opgeschreven zijn. De elementen van zo'n vector moet men dan rij's
e e .. . ..e ..e
gewijze aflezen. De 1~ rij van zo'n "matrix" bevat dus het i1, i2°, ...

element van een aldus gedefini&erde vector.

Definiéer de vectoren:

11T eeves 1 Er zijn hier m rijen en n kolommen.
T weees 1 Deze vector heeft dus m x n SLoT W
L = e ’ elementen. Tenzij anders vermeld,

soe . hebben alle aldus genoteerde vectoren
11T eeees 1

11] o 2 8 0 0 1

mx n = N elementen.

000 +.00. O De i€ riJ bestaat uit enen, alle
000 sev.. O andere elementen zijn nul.
t ' 1= 1, eoee, Mo
000 ¢e0s. O
a; =
1 TTT seees 1
000 s40.. O
OOO .‘.0.0
J "~ De je rij bestaat uit enen, alle
00 ... 010 ... 0 andere elementen zijn nul.
00 +.a 010 ... O 3= Ts wees I
ses 010 ...
b, - 00 010 0

o e 90 @

00 +os 010 4os O

Tenzij anders vermeld geldt steeds 1 = 1, cee,my J = 1, +ss, N



Definitie.

Definitie.

Definitie.

Definitie.

Definitie.

Definitie.

Definitie.

VN is een ruimte gevormd door alle vectoren met N elementen.

VN is dus een lineaire ruimte. VN is N dimensionaal (er zijn

maximaal N orthogonale vectoren te construeren.

AJ:VN is een ruimte gevormd door alle lineaire kombinaties
van {ai}.

A is dus een lineaire, m dimensionale ruimte (aangezien er
maximaal m orthogonale vectoren {ai} zijn is A m dimensio-

naal).

B<:VN is een ruimte gevormd door alle lineaire kombinaties
van {bj}.

B is dus evenzo een lineaire n dimensionale ruimte.

Als PCVN en QCV_, dan is er een ruimte P + Q gedefiniéerd

s
die gevormd wordtNdoor alle elementen van P en van Q en door
alle lineaire kombinaties van de elementen van P en Q.

Als P en Q lineair zijn dan is P + Q dus ook lineair.
Beschouw ANAB: rijen gelijk A kolommen gelijk ==> glle

elementen gelijk.

L is een lineaire rulmte opgespannen door 1.

L is dus é&n dimensionaal.

= ¥ ==
La; =] b, LCA, LCB.
1 J

Uit bovenstaande Volgt: AnB = L.

De dimensie van A + B is m+n-1, vanwege ANB = L.

¢ z1j een vector met komponenten Jc.}, Z c. =0,
Ui ¥

De ruimte C bestaat uit elementen c. Uit ) c; =0 blijkt

1 : 1
dat C L1 ] m~x 1, ch%l(m dimensionale ruimte, bestaat
1

uit vectoren met m elementen), C _L dus C is (m-1)

— e ® e b

dimensionaal.

C 1s linealr:

Hel>—]

(aci + Bci) = a Z c. + B g c
1 1



Definitie. d ziJj een vector met komponenten {da}, Y'a. =o0.
——e 3775

Definitie. De ruimte D bestaat uit elementen d. Evenzo blijkt dat D

een n-1 dimensionale lineaire ruimte- is.

Definitie. ¢ * 4 is een tensorprodukt. Deze 1s gedefini&erd door

de vector:

c »d = == c*de%J

(e}

C A, eeass d
m i mn

Definitie. De ruimte c * D bestaat uit de tensorprodukten c * 4,
waarin ¢ een bepaalde, vaste vector uit C en waarin 4 de
gehele ruimte D doorloopt.

c * DCVN omdat ¢ * deVN.

Definitie. De ruimte C »* d wordt analoog gedefiniéerd.
¢ * D is een lineaire ruimte want:
zij s =1(c *d) + plc*4da') =c »4a"

(met: se-_VN, T en p konstanten. Voor d en d' geldt
Z d. = Z dj = 0. Dan geldt ook: Z dg = Z(de + pdj) =

i J 3

d! = 0. Dus ¢ * d"ec * D).

: )
J 3
(o]

"% dals ¢ Lc'Ud L4a'.

Stelling 1.3.7. ¢ = d L
>

Bewijs: (c = d)'(c' = d') = Z cid;cid! = Z cic! Z a.d4' =0
i J

i3 37173 1% 757
als Z cic{ =0alsclec'

i

;) d.d!l =0alsdLla'.

jJJ

Omdat D een n-1 dimensionale lineaire rulmte 1s kunnen we

in D ten hoogste n-1 orthogonale vectoren vinden. lNoem deze

1 2 n-1 2 1

a,da, ..., d . Dan zijn c *—d1, c*=d7, «.., C e d™

ook alle onderling loodrecht.



Stelling 1

Zijn dit tevens het maximale aantal onderling loodrechte

vectoren in ¢ % D?

L1, ¢ = a'" L c = d" dan en slechts dan als d4' A 4"

Definitie.

OEmerklng.

Definitie.

<Elci,c1j #0).

Bewijs: (c » d')(c » d") = Z c.dlc.d" = Z c? Z ar av = o
e R R B R P R R B
1J 1J dJ
dan en slechts dan als d' A 4", want ) c # 0.
i
Dus: we kunnen c = D opspannen voor maximaal n-1 onderling
loodrechte vectoren, ¢ * D is dus n-1 dimensionaal.

Evenzo 1s C »* 4 m-1 dimensionaal.

Onder de tensorproduktruimte C » D verstaan we de verzame-
ling van alle lineaire kombinaties van alle elementen uit

de vectorruimte {C“;L:D}Cﬂf. c(klgc(k:)k #Fk', k=1T,000,m-T.
(k) .(k) (k)

(D.wez. a€C %D ==> a = a,c * 4 , waarin d steeds

[ e =1

een willekeurig element van D is. {o,} zijn konstanten).

1)
Dus: ¢ » d &C »~ D.
C *-D bevat nlet ultslultend vectoren van het type c = d.

!
v(c *—dJ + 6(0 dJ ) heeft niet de opbouw van c »* 4
(1 #1', 3 #3").

Er zijn nu (m-1) lineaire (n-1) dimensionale ruimten {ckD}

te vinden die onderling loodrecht zijn.

We kunnen dus maximaal (ﬁ—1)(n—1) onderling loodrechte
vectoren in C » D vinden ==> C % D is (m-1)(n-1) dimensionaal

(zie stelling (1.3.1)).

Onder de residu-rulmte G CNN verstaat men een ruimte met als

elementen de vectoren g.

g heeft als elementen {gij} met

g. . h..-h. =h .+h , met h. = %

h.., h . =
iy 1 71 7.3 T i.

. Ly,
ij?> 7.3 m ij

[
el

h =L Z h..s h.. zijn willekeurige konstanten.
oo N i 1] 1)



Opmerking. De gebruikte puntnotatie zal hierna bij elke grootheid

met indices 1 en j toegepast kunnen worden.

-G 1s een linealre ruimte:

ag.. = oh.. = aoh. - oah . + ah Kies oh.. = p..,
ij 1] i. .J - 1] 1]
= - . - +
le Pi, p-J P,
. +g!.=h.. +h!. - . +h! )-(h.+nh'.)
glJ glJ hlJ hlj (hl. hl.) (h.J h.J) *
+(h +h' ) Kies h.. +h!. =q..
.o .o 1] 1] 1]
= Q.. - . - .
qlJ 4. q.J a,,» want
Ry R R N v Wt ) o= LT -
mL Py o hiy sl (b v i) =g )a0=q;  ete.
J J J J
Stelling
. Iedere basisvector aiéA AL G:
5.1 Yg..»1="'(h..-h. -h .+ = 0.
.57 L glJ 1 & (hlJ hl. h.J h..) 0
1 1
Dus G LA.
TIedere basilsvector 'bJ.é.B AG:
o v s 1 = ) . - - + = N
1.5.2 L8t 1= (b —hy =h o +h )=0
J J
Dus G 3B, en dus G A.A + B.
Stelling. G = C = D.
Stel h.. =c.d, ==> g.. =c.d. - 0-0+0=c¢c.4d..
1] 1) 1J 13 19

Dus ¢ »~ d €G, dus ook alle lineaire kombinaties:
ac * d + Be!' = 4d' €G, dus:

C = DcG. D.w.z.: dimensie G > (m-1)(n-1).

A+ BCVN,
G(C.VN)_L A + B, dus dimensie G < N-m+n - 1 = (m-1)(n-1).

A + B is m+n-1 dimensionaal.

Dus dimensie G = (m-1)(n-1).

C =D CVN en Gt:VN zijn beide lineaire, (m-1)(n-1) dimensionale

ruimten, met C = D&G ==> (C =D = G.



§2. Het model in de tweewegklassifikatie als een ontbinding in de

ruimten A+B en CxD=G.

Aangenomen wordt dat we waarnemingen verrichten die beInvloced worden
door 2 effekten A' en B', respektievelijk op m en n niveaus. Per

. s e . . def
niveaukombinatie doen we é&n waarneming. Totaal dus m *» n = N waar-

nemingen.
Definiéer
Li1 Lyp o Ly
Yo7 Iop Ion
- |0
In1 Ipo Lo
Ty Mg s Mg
Nor Moo Non
E(y) =n = ) ‘ ) met E(Xij) = nij
M1 Mo *** "mn

Onder sQ zullen we verstaan de projektie van s op de ruimte Q.
Omdat A + B LG geldt:

2.6.1 n =n +n

deze ontbinding is uniek: we kunnen n op &&n en slechts op é&n manier
in vectoren uit A+B en uit G ontbinden.

Evenzo:

2.6.2 Y= Ipep t L

A. Aanname: y + N(n,OEI), waarin I de eenheidsmatrix in VN is.



+ B. . _ . ' . .
nA+BeA B nA+B is dus te ontbinden 1n twee componenten a'e A en B'€ B

Stel, dat o' en B' geen nulvectoren zijn. Dus:

: = ! 1
2.7.1 nA+B o' + B'.

Definities
AOCA 1s een rulmte met AO L L.

BocB is een ruimte met BO A L.

Dus er bestaat een unieke ontbinding van o' en B' in resp. A, en L

0
en BO en L:
a' =a! + o
AO L
B'_:B' +Bl
BO L

Uit (2.7.1) volgt:

def
n =a|+8l+ul +B' =U+a'+6"
A+B L L AO BO L AO BO
Dus:
- 1 1
2.7.2 n = pL + uAO + BBO + nG.

Deze ontbinding 1s uniek vanwege de orthogonaliteit van de ruimten L,

Ays Bys Ge
Definiéer:
Gy Oy eee O 81 82 oo Bn
I 81 82 ces Bn
S N T
G G eee O 81 82 v Bn



Y11 Yo1 o0 Vi
Yo Yoo :
n = o . = Yo

Y1m ao-n-aoqunm

Zonder afbreuk te doen aan het algemene model dat in de inleiding

genoemd werd kunnen we dus stellen:

2.8.1 a! AL > ) a, =0
AO : 1
2.8.2 BL L L ~ ij=o
0 J
Vove. =V oy, = ie (1.5, . .
2,8.3 Ik}éG > é YiJ 3 YlJ 0, zie (1.5.1) en (1.5.k4)

We gaan nu de elementen afzonderlijk bekijken.

Voor een element nij geldt dus:

2.8.h nij

+ 0. +B. +v.., en dus
8 ;i BJ YlJ’

2
20, .o + a. + P A . e .. ) = o . ey
2.8.5 sz Wt oo BJ YlJ EHJ met var(glJ) o, cpv(giJ,ga,J

voor i # i'lJj # j', vanwege aanname A op blz. 6.

V) o=

Zuivere schatters voor o, Bj’ Yij en u worden dus, met (2.8.1), (2.8.2)
en (2.8.3):

2.8.6 ﬁ_= ¥
2-8.T 9y =y -1,
2.8.8 Eﬁ = zuj -y,

2.8.9 yiy =¥ -y, L tE



Uit (2.8.5) blijkt dat we 5 opgebouwd kunnen denken uit u, een
niveau onafhankelijk van rijen en kolommen; uit a., een grootheid
alleen afhankelijk van een rij, dus alleen afhankelijk van het effekt
A'y uit Bj een grootheid die dus (analoog ai) afhangt van B'; uit een
interactie grootheid Yij die afhangt van kolom €n rij en uit een

stochastische grootheid Eﬁj waarvan wij de verdeling aangenomen hebben.

Definitie. We spreken van additiviteit van een model dat opgebouwd is

in de zin van (2.8.4), (2.8.5) als geldt:

Nes = MNooy = i, #1',5'.

13 igr T My TN

l'j'

Stelling. Is een model additief dan geldt Yij =0

2.9.1 Nee = Mooy = N

= ¥ =
i i3 c o= Miye, == L (nwo—nno,-no,n+ni'n,) = 0.

1'J 1']

-

(N, .=N.ey=Neyc+Ney.y) =Nee = N. =1 . + 1 =v.. =0
iTs ij i3t i'g i'y! 1] 1. eJ . 1]

(zie (2.8.9)).
Stelling. Als geldt Yij =0 VY. ; dan is het model additief. Dus:

2.9.2 Ne- = +a. +B. => n.. ="MN:.y, =nN.

i iR ij = "3 ity T Mirvgee

(2.8.4) resp. (2.8.5) worden in vector notatie (zie §1):

= ¥ + ¥
2.9.3 n ne o+ L o:as 2 ijj + v
1 J
2.9.4 ¥ =l o+ X a.a. + Z B.b. +y + emet y = en:
T o1 3 J J G
e ssees €

—=11 —1in

€ . eee0s €
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We spreken van niet-additiviteit indien y # O (nulvector).

Het model (2.9.3):
2.10.1 y = ul + z o.a. + Z B.b. + vy + e
Py i ll j J J —

wordt hierna model A genoemd (A: algemeen). Zoals in de inleiding
gezegd 1s, zullen we omtrent de y een aantal veronderstellingen

doen, teneinde het aantal te schatten parameters te reduceren.
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§3. Het model van Tukey en Mandel. Voorstel voor een nieuw, symmetrisch,

model.

We vonden het model A:

Xij =u+a, + Bj + Yij + Eij' De u, o, B. en Yij willen we graag
schatten. FEr zijn dus 1+m-1+n-1+(m-1)(n-1) = mn = N onbekenden uit

N waarnemingen te schatten. Er is dus totaal niets over de nauwkeurig-
heid te zeggen.

Uit fysische overwegingen blijkt dat men vaak kan zeggen: Yis = f(aiBj).

J
We kunnen Yij ontwikkelen (t/m 2e graad):

_ 2 2
3.11.1 Yij = A + Bai + CBj + Dai + AuiBj + HBj.

Uit (2.8.3) volgt:

_ 2 _ g 2
Y; =A+Bo, + Dol +H6 =0, met 6 = Z Bj
J
2 1 2
. = .+ + HRS == -
Y3 A+ ch D¢ HBJ, met ¢ = — % oy
Dus:
2
3.11.2 Ba. + Das = - A - H
1 1
2
3.11.3 CB. + HRS = - A - D¢
J J
(3.11.2) en (3.11.3) in (3.11.1):
Yi5 = - A - HO - D¢ + Aaiej
Y; =-hA-H8 -Dp =0

Dus, benaderen we f(ai,Bj) voor een tweede graads polynoom, dan kunnen
we volstaan met AaiBj.

Tukey neemt daarom als model (model T):

.. = U +ad. +B. + Aa.B. + e..
Tig =wtey b %5 " %1
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o, 81
Def o = . s B = . ==> oq &C, B&D =a *» BE&EC %D
° ¢ ==>q % R&EG
OLm Bm want Z a. = Z Bj =0
1 J

In vector notatie wordt model T

T )
3.12.1 hA e + L aiai + Z Bj-+ Ao > B + e en dus

1 d

3.12.2 n

p+Zu°ai+ZBn+/\a*8
i * ;9

o &C, BE&D dus Ao * B&C *D = G
Model T is dus een bijzonder geval van model A.

3.12.3 Uit (2.9.3) volgt dan dat y = n, = A0 * B voor model T.

G
Onder de nulhypothese HT verstaan we het geval van additiviteit:

A =0 (zie stelling (2.9.2).

Onder de alternatieve hypothese E‘I’ verstaan we het geval A# 0 (niet-
additiviteit).

Fis o = 8 # 0 (0 vector) of: 7 ociBj # 0.

Mandel geeft een iets algemener model (model M):

3.12.4 lij

+a, + B, + 1.8, + e.. = indi . = T.+
u a, BJ TIBJ ElJ met T 0 of, indien pl T 1,

3.12.5 lij =pu + ai + piB., + sij met p.= 1.

J

In vectornotatie:

.12, + ) a.a, + b, + T %
3.12.6  y =ut+ ] oa, ZstJ T % B + e als

1 J

T = . , T =0 ==> 1&C.
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Dus:

3.13.1 N =uL+ ) o.a, + ) B.b, + 1T xB
¢ 7171 0 J J
1 J
1&C, Be&D, dus model M is ook een bijzonder geval van

model A.

3.13.2 T*BeC*D—>T-><-Bé.G->Y=nG=T*B.

Onder de nulhypothese HM verstaan we het geval van additiviteit:
- 4
t=00f 1, =0, V. (p; =1V;).

Onder de alternatieve hypothese HM verstaan we het geval 1 # 6,

of: arn # 0, of:dp. # 1 (niet-additiviteit).
u i, i
Eis B # 0 of: E\sj # 0.

Voorstel voor een nieuwe toets

Model M heeft het bezwaar van asymmetrie (in o en B). Een ander model M

is nl. ook denkbaar:

3.13.3 y =l + ] o;a, +Zijj taxT

+ e met 1
¢ ; ) (

)étD.

D D

Kombinatie van (3.12.6) en (3.13.3) geeft:

=ul + 0.8. + ) B.b. + 0 % T + 1 > + e
L=wh e o8 ¥ L Rsh (0) * T(e) <P

waarin T = 1., De index (C) van o) duidt er op dat T )e(L

C) C
(Dit is dezelfde 1 die gebruikt werd in (3.12.6).)

C

Stel C opgespannen door de (m-1) onderling loodrechte vectoren

0(1), coey c(m_1), dan:

m-1
- T ® 'I 19 °
Te) = Y1 °(1) + kig Y € (x) Lyk} zijn constanten
Stel c(j) = o
m-1
= + :
T(C) 'Y1 Yk C(k), dus



1k

m-1
Ty B =YV h k£2 e S(x) <P

m-1
+ )y

T » B + 0 * T . T Y,0 * B + oo *T
(c) ( 1 () © L)

D) D) x (k)

dg‘s*B-PG*r,seC,reD

. m=1
waarin: s = Z Yk c(
k=2

S wordt opgespannen door 0(2), ooy c(

X) en r = T(D) + Y1S.

==> ge&ScC.
m-1)
C(,]) J_C(2), DRI C(m_,l) > C(.i)_L.S "’a_LS > o _Ls.
Het model wordt dus:

Model V

3,104,171 Yy = ul + % aiai + § ijj + 0 %*r + s % B + e met s Lo,

Dit is ook te schrijven als (indien we de i,je komponent van y nemen)

.. = +a. +B. +o.r. +s.B. +e.. met a.s8. =0
Xi H 1 BJ 1] 163 =1] Z 171

L1kh.2 =y +r'o. +s!B.+e.. metr! =r.+ 1
3 PTTIROTRLOR T S S
s! =s. + 1
i i
. v =V ) = V 1 = Q.
en: | o.s; =) ai(si+1) L oss! 0
i i i

Analoog model T en M is model V ook een bijzonder geval van model A.
Er geldt dus: y = g = ¢ * 1 + 5 % B,
Ogenschijnlijk (vanwege s Aa) is (3.14.1) nog steeds asymmetrisch.

Op dezelfde wijze als boven kunnen we (3.14.1) verder opsplitsen:

o~

3.14.3  y = ul + [ a.a, +

B.b. +a»*t +s =B + da B + e,
11 T J J

[

s La, t LB, met TED, T 4 8.
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D is opgespannen door: d( ) = B, d(g)’ cees d(n—1) (orthogonale basis).

1
T is opgespannen door d(2)’ ooy d(

n-1)
(3.12.6) is nu duidelijk volkomen symmetrisch in a en B.

(3.14.3) geeft duidelijk aan dat het model V een kombinatie is van
twee.Mandel modellen (met restrictie) en het model van Tukey. Kiezen

T o > . * o >
we s =0 of t = 0 dan hebben we het model M, kiezen we s = 0 e€n t =0

dan hebben we het model T. Wegens (3.714.1):

no=ut o+ ) a.a. + ) ijj taxr+ s B, 0 As.
i J

Dus: nG=oc-><-r+s‘*-8,omdata*r,l,s*Bé:C*D.

Onder de nulhypothese H.V geldt: nG = 8

>
o*r +s B =0

o0 *rd.s»fp ==> onderHV:oz*r 6,5*—6=3.

o ->
Stellen we weer als eis: a # 0, B #

[« |l

, dan moet voor additiviteit
gelden r = G &ns = 0.

Omgekeerd is duidelijk: als r = Géns = 6, dan 1s ng = 8 en dan is
er additiviteit.

Onder de alternatieve hypothese ﬁ% geldt:

r#BUs#a.

Bekijken we (3.14.3) dan zien we dat model V algemener is dan model
T of M.
Is s =00ft

¥

6 dan hebben we een model M.

Is s =0 &1 t = 0 dan hebben we model T.
Verder geldt dnder HV:

si=0 Vi ==> s:!L=1 Vi

rj=0‘\7lj ==> r3=1 ;

en onder EV:

1si #0 Uarj # 0.
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§4. Kanonieke transformatie, algemene opmerkingen over de ontbinding

van de vector y.

De ruimte V_ kan door minimaal N onderling loodrechte vectoren worden

N .
opgespannen. Wegens V_ = (A+B) + G, (A+B) L G, kunnen we temnminste

N
twee vectoren hiervan willekeurig kiezen, met dien verstande dat de
ene in A+B moet liggen en de andere in G.
Span A+B op door: v(1), V(g)’ coos V(m+n—1)'
(A+B is immers m+n-1 dimensionaal) waarbij geldt dat |I2D|| =1 en
%ﬁ%b,= 0 voor 1,1' =1, «o., mtn=13 1 # 1'.

1j + : oo
G spannen we onafhankelijk van A+B op door v(m+n)’ ) V(N),
met ||v(k)|| =1 en vzk) V(k), = 0 voor k,k' =m+n, ..., N3y k # k',
Construeer nu een N x N matrix P' met als kolommen de elementen van de

vectoren be ""'YNf

P' = (v,s sees V._)o. P' is dus een orthogonale matrix.

12 N

Stel:
L.16.1 2z = Py. z is dus een vector met N elementen: {zk} k= 1,...,N
Uit (4.16.1) volgt:

Z P' is een orthogonale matrix dus:

= !
='d V(k) L
y = P' z, zodat

L.16.2 y

]

[ =1
:J‘_‘N
<
E

Var(y) = 021 (aanname A blz. 6).
Dus:

L.16.3 Var(z) = Var(P y) = P 02 IP' = 021.

Omdat {gk} verkregen wordt d.m.v. lineaire transformatie uit y, heeft
{gk} ook een normale verdeling, omdat y normaal verdeeld is.

Uit (2.6.2) volgt:

L6k y = Inep Vg
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Uit (4.16.2) volgt:

m+§1-1 g
L.17.1 y = Z, oyt 4
k=1 k() k=m+n K Yk)
m+n-1
+ + 1 ce
}=:1 2y yzk)eA B omdat A+B opgespannen 1s door Vs > Votno1?
7
) 2, V. €G omdat G opgespannen is door + ey Y
k=m+n kok Ym ny ()
De {zk} zijn dus de kentallen van de vector y op een colrdinatenstelsel

met als assen {V(k)}

De ontbinding van y in A+B en G is uniek dus geldt:

m+n-1 )
k,17.2 Yaep = k; Zy V(k) en
N
4.17.3 Yo = k=§1+ngk v(k‘.

Verder geldt:

LT3t oy = gy tygmy) t -y, -ty

\" °
¢ %idi ' g L5
bATL oy, =i——sa =] *——a = | T2, f2. "t D
a1 i . .
In, Ln, o0 T,
evenzo Yq Lo ¥ g
L1 Lot Ly
4.17.5 Yg = . .

[<
.l<< °
n

[<
5



L, L., L,
L ¥ L. L, L,
b.18.1 g, = =—— = . .

Duidelijk is:
XA + XB - XLGA + B.

Het i,j° element van Y-¥, - ¥ty is, zie (4.17.4), (L.17.5),

(4.18.1):

Y5~ ¥y, - lj + lij , dus geldt volgens de definities in §1 gegeven:
y- X-A - .Y.B +.X.LéG'

Zodat geldt, met (4.16.4) en (4.17.3"):

4.,18.2 XA+B = XA + X-B - IL

4,18.3 Yo =X - ¥y - ¥g * Yo dear y = ¥,,pn * ¥ uniek is.
Voor het model A volgt op analoge wijze (y G):
Ipop “ Xy T T Y, TH O Bt e

e + e -

Sa4p = &y * 2 T &g met Ele

_A)=E(e)=E(e)=O.

met, analoog

Voor het ije element van Ypen geldt dus:

=y. + . - =p+oa. +B.,.+e. +e.-c¢e
Ia+s, . Li y—.J L H 1 J —1. -

1J
Hieruit vinden we zuivere schatters van u, sy B.:

4,184 p =y

4.18.5 éi =y -X

4,18.6 E =y



19

Deze zuivere schatters voor u, o, Bj hangen dus uitsluitend van Ya4p af.

Onder additiviteit geldt voor model A (y = 3)

4.19.1 E(y) = ut + ) o.a. + ) B.b., dus:
i 110500

>
E(y)&A+B; n =ny o+ n, == n,=0.

Model T, M en V zijn bijzondere gevallen hiervan, onder HT’ HM en HV
geldt dus:

L.19.2 E(y)e&A+B en: n = 9.
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§5. Zuiverheid -en onzuilverheid van toetsen gebaseerd. op F verdelingen

De in deze § gehouden.beschouwingen.zijn van-algemene aard. Voor de in
de volgende §§ gehouden.afleidingen zijn alleen de definities en de

stellingen I.en II van belang.

Definitie. Stel {Ek} 3 N(uk,T) voor k =-1,ess,ne W # 0.
{Ek} zijn 0.0.,

n
¥y = Z EE heeft dan per definitie een niet centrale x2 verdeling,
k=1
genoteerd. door Xi N waarin n het-aantal-vrijheidsgraden en A een
H]

later te definiéren niet-centraliteits parameter is.

De afleiding van de dichtheidsfunktie van y:

eerst voor n = 1.

Pl <y} =P {- y<x< v

5.20.1 P {y <y}

]

‘ 1 2
1 J y _2(X-u1)
e

VE;F oy dx.

De kansdichtheid f y) vindt men door differentiatie:

ol

2 2
1 -3y - u1) -3( y + "1)
£, >\(y) = {e ' - e
2 2 Vory
L
1 —3(y+e]) wy o -my
= e € - € }
2\/ery
4 2k k
1 -2 (y+u]) Lo oMy \
= € 21 L 51
2\/eny k=0 (2k)!
2 2k k-3
. =y °Z° Wyt
e - £=0 (k)
u? uf k
I Kot iy k-3
= Z (e k'- ) ( ¢ y )‘
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5 ”72 k
u 1
L= ®
5.21.1 Stel ak =e 2 - dus‘z 8 = 1, dan:

@«
5.21.2 F1’A(y} = z 8, F2k+](Y), waarin
k=0

2 .
F2k+1(Y)de verdelingsfunctie van. €en X .4 1S.

Er bestaat een orthogonale matrix  die x :{ Ek}" k=1, co0, n, zodanig

transformeert.in 2. : {gk};gk = 1,...,0, zodat
stel 8 2
A stel gy y =V Y W, E(z,) =0, k 3 1,
2z, ! Zy
| k=1
Omdat § orthogonaal is geldt:

' P 2 1 2
Var (z) = 1, gzyoe0s b oxo =l oz o
' k=1 k=1
In deze 8§ blijven {Ek}aldus gedefinieerd.
Dus:
n n n
Pri ) 5§ < a}=pPr {] gi < a} = Pr {gf + ) E; <a}
k=1 k=1 k=2
Stel t:{ tk}o k=1, ocop D, met t $W(0,1), L, ©0:0, dan geldt:
. .
P oo v -
pr{} % <bl=]r (Wau
k=1 0

Ook geldt met m < n:

m n
Pr{§ £§<b}=Pr{Z £§+Z 3_12{<b}
k=1 k=1 k=m+1
© b=x L)
=J | £ (t) f(x) atax = [ F (b-x) f(x)ax
m m
0 0 n-m 0o - n-m
Dus:
5.21.3 p F_(b=x) £ {(x) b
. ] "m 7 m=n dx = | £ (x) dx, waarin
0 0

Fm(t) de verdelingsfunktie van xi is.
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(-]

2 2 2. B 2
5.22.1  Pr [Z z <ag =pr {2.+ ] zi<al= |F, , (a=x)f(x)dx,
2 217 L E 1,
k=1 k=2 0 n=1
Waarin F (ﬁ)de verdelingsfunktie van x2 is
' 7,4

Nu geldt dus:

T2
pr {] X, <a}
k=1

n
Pr ﬁgi + ) 5; <a}
k=2
T
£ .q(u) £ _(x) dudx
00 e X 2k+ n-1

o o

sgel f z
0 k=0
Nu geldt:

gk(v) dv

[~}

| a f (u) £ =1
beo K 2K+ oo k
(e=v) {a £,

a=X >
ERCEREES

(u)} is dus een uniform convergente reeks:

a=X

7
L é 8y Topqeq(w) dus

k=0

8=X et

Z j f(u) du.'c f (x) £ Z a = 1
k=0ak 0 2k+1 n-1 koo ¥

o~
o
b
~~
<
Ny’
1

is dus ook uniform convergent.
c oo

Als z f gk(v) dv bestaat, dgn mogen we schrijven:
k=0 O

8

©o

L Jem ar=] 1 g(v)a
I SR S
>

%)

a=v

% -
g g (v) av = é E o Toer(u) awd £ _,(v) @

0

b

(5e22.2)=akb_kf fn_1(v) dv = a, b
=0

T . 2 S 5 €D G0 COHD OB IO e

%)‘zie Titschmarch, The theory of functions pg. 43,
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Dus:

o [} [+ <] [} [+ ]

I Jg(v)av=) ab Jf (v)dav=11 ab <1,
k-ook k=0 akko n-1 k=0akk

(5.22.2) is dus waar. Er geldt dus:

() sB<a) § 2ecar-) Jo7
Pr X< a}l=Pr z. < al = { f (u) au} £ ,(v)dv
k=1 ° k=1"F k=0 X 0 - ¥ n-1

met (5.21.3) wordt dit:

5.23.1 Pri z xk <a} Z ay J f2k+ (u) du. Deze rij is weer
k=1 + k=0

te majoreren totz ak— , dus de som in (5.23.71) 1is uniform

convergent. De a%zonderllake termen zijn te differentieren, dus

de dichtheid van y = Z Ei wordt:
k=1

f )\(Y) = (Y)

N,

W~ 8

=0 ak f2k+n

Dit is toegestaan vanwege de stelling:

©

Is F=) gk(u) convergent in een punt X o ©n is de som G = Z &y (u)
k=0 k=0

uniform convergent, dan geldt:

F'(u) = G(u).

Voor {Ek} (definitie hierboven) geldt voor 1 > n

T2 2
pr {} by <c} > pr {) Ly <c} , dus
k=1 k=1

c c
5.23.2 ] £ (u) au> | £ (u) du.
o " 2

oo

c @ c
Pr{] Ei <cl = é E ay fo ., (u) du = z ak é () Aty (eoee)y
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Wegens (5.21.1)geldt ook:

. ¢
pr{ | £§< e{ = | fn(u) du =
0

O e )

©0 (- 4 c
b a f£i(u)du= z ] £ (u) du
k=0 £ D koo K m

{Ek} gedefinieerd op pg. 21.
Dus geldt met behulp van (5.23.2),k> O

c ' c
Jf2k+n(u) du < | fn(u) du, duss
0 0
n n
Pri] x££ 2x)2prl] £ ¢ =oa. 0f ihea
k=1 o k=1
a e F £ °
5.24,1 n’gx) Fn(x)
Dus:
n n
5.204.2 Pr{ | X 3 x2} > aen Pr{ ] t2,; X2} = a,
k=1 % ¢ k=1 X o

Definitie: Stel w is-een statistische toets met:-een set parameters 6 .

5.24.3 - '
De nulhypothese Ho geldt indien ©€w , de alternatieve

hypothese Ho geldt indien 0€Q-w, indien 2 de ruimte der parameters

vormt. Dan noemen we de toets w zuiver indien geldt:

Pr tﬁleew} <a en:

Pr {»‘QIOEQK.Q,} > a

Op grond van deze definitie en uit(5.24.2) volgt dat een toets

die onder Ho een centrale x2 verdeling heeft en onder de alternatieve
hypothese een niet centrale x2 verdeling heeft een zuivere toets is.
Immers: w = alle u = 0

Q=w : niet alle uk=00

Beschouw nu een toets die onder-de nulhypothese{ﬁo een F verdeling

2
heeft: Em n =f5¥%~ en onder H% een nietcentrale F verdeling heeft.
9
m .
=Xn

P
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”m"dggiigiiig;”Egginiet~centrale F verdeling met m en n vrijheidsgraden

en niet=centraliteits parameter A is gedefinieerd als

F 2
Ay myn’ 2
"Xn

Voor A= 0 1s de vefdeling‘centraal‘F verdeeld.,

~ Stelling I, Een toets die onder de nulhypothese Ho eenccentrale
F verdeling heeft en onder de alternatieve hypdthese fo een
nietcentrale F verdeling heeft is een zuivere toets.

Bewijs:s

ct

.. t
Stel F = = waarbi]j we veronderstellen dat onder Ho : een centrale

F verdeling bezit. Onder Ho bezit F een nietcentrale F verdeling,

dus t heeft een niet-centrale x2 verdeling, afgezien van een

constante, en n heeft een centrale x2 verdeling, afgezien van

een constante,

Notatie Zij s een stochastische grootheid, dan wordt de verdelings-

functie van s voorgesteld door Fs(o);en de kansdichtheidsfunktie

van s door fs(o)a

Dan:

o

. .
a=Pr. {=32F}=Pr. {t -nF 20 =

Ho 'n > ‘o’ " THo = T2 % Fan(X) fg(") dx.

) Fops
OHoﬂ-,

waarin dus FnF(x) de verdelingsfunktie van nF  is, en f, de

dichtheidsfunktie van t.

8
8

(<]

J FnF’(x) ft(x)dx =1~ | Ft(x) fp (x) dx <1 - J Ft(x) £, (x)dx
0 e Q) 0 = o= Q) 0 — == Q
Ho Ho Ho
t
= Prﬁo{ 7 > F }, zie o
Dus:
t

Pr. {=32F } =0 en:

Ho  n

(fsr ) vor 4

Prﬁo n 2 F ol zodat de genoemde toets zuiver 1is.

&
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Gegeven zijn voor i= 1, .00, m:

‘ ‘ 2
.} o% . . ¢ A= .
{xl} N(ux91,1), X, 0.0, A, g ux’1

2
o o c o x = o
91,1)’ {ul} 0050 %5 E uu91

m
r=] X2, 8 = ) BE’ dan geldt het volgende:
i i

Lemma I, 2i] A1> A2 > 0, dan geldt:

5.26.1 Fr(x) < Fs(x)9 of in de notatie van de x2 verdelingen:

5.26.,2 F (n) < F o) (x)

1 2

' c
5.26.3 Pr {] E§ <c}= é F1’A2(c-x) fm_1(x) dx = Fs(c) =F (e)s

1 72
> c
< = | - = =
5.06.4 Pr {Z x: el JFI’A (e=x) fm,1(X) dx Fr(c) Fm,A,(C)
1 0 1 - 1
Nu geldt F, | (x) < Foy (x), want, met (5.20.7):
’ 271 ) ‘
e :
YX 1 2 /}_(—)\ 1,2
F (x) = 1 j e "é(u")\.‘) dus= 1 f 1 e"-ét at
1,A1 /om . 2T ren
Vi =V
evenzo:
| 1 /Enxe -%tg
Fls)‘g(X) = v aj{;'s)‘ e dt
- 2
YX=\ VX
) ( 1 fx ! %tz 1 j "2 %tz
F (x) = F x) = dt - —= e ¢ at
1,A1 T‘AE ™ -n/x-A m -&_A
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1 oAy 12 1 A=2o
= o 'ﬂ € dt = 7217 j
=X2~A1 A2+A1

1,2
e 2% gt < 0.

Dus F19)\1(x) < F‘i,)\z(X)° Dus met (5.p6.3)en (5.26.4):¢
Fiy (x) < F (x) ofs

94 1»"2

5.27.1  F. (x) < FS(X)w

= =

We beschouwen twee toetsen 'I'1 en T20 Beide toetsen hebben onder

Ho een centrale F verdeling met m en m vrijheidsgraden. Onder

Ho zijn ze echter verschillend verdeeld.

Stel:{ Eﬁ} : N (0.1), {Ej} 0:0py J=1;3 0000y N
v.} * N ( o1 v.} 0.0
{xs} My g )s {__J}
Onder flo zijn de T, en T2 als volgt verdeeld:
2 2
n ] x m
1. 1

=1 m{t%’ 2 n&z
i j =i

Stel verder:

’ —_—
5,272 A=V u2 cs A =/Z u2 .y A, =V z u2 . verder:
i i

O LI, T 2 comcmmeme {xa}en {:C-j} 0eOsy
S } I
1 L

n. OO °
Yﬁf o

Vel

Lemma II. Onder de bovenstaande gegevens geldt onder Ho:

Pr{_’]z.l<c}<Pr{22<c}
Bewigs:
t T = d
StEIzi_E’“Q—E’ us t en n 0.0. en
Ten N o.o.

5.27.3 F_XC(X) = Pr{ xc < X } = Pr {35 <_}§_ } = Fic_(_

Differentiatie:
1.t
£(8) = 2 5, (D).

De ongelijkheid (5,o7.1)geldt dus ook voor cr en cs, ¢ > O,
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Eerst bewijzen we dat Pr { <ec} <Pr{ <e¢}

=il
=4

T
5.28.1 Pr{§<cv}=Pr{_T_—=}_1_c<o}=

o

O~ 8

Fz(u)fhd(u) du

-]

=1 - éEFE:C(u) fz(u) du

evenzos:;

Pri{g<c)=1- C{ Py (W) fp(wlau.tet (5.27.1), (5.27.2) geldt dus:

FNc(u) f ?Ep(u)a Dus:

T

5.28.2 Pr{§<c}<Pr{

< ¢}

4=l

T
<c}<Pr{-;-l-'<c}

Nu bewijzen we dat: Pr {

2

Pr { <c } =

ISl

O— 8

?Efu) ?EF(u) du

co

<ec}={ FT(u) Fnc(u) du
0 =

s

5.28.3 Pr {

Volgens (5.27.1) en (5.27.2) geldt dus:

FT(u) > F}_(u)

)

Dus geldt:
5.28.4

t
Pr{§<c}<Pr{

<c }

s

Met (5.28.2) en(5.28.4) geldt dus:
t T

Pr {~"<c} <Pr{=<c} of
n il

5.28.4 Prﬁb{21<C}<Prﬁo{22<C}°

Volgens definitie (5.24.3) en volgens de definitie van T, geldt dat

1

'I'1 een zuivere toets 1is,

3
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Dus:

5.29.1 Pr_ { T.>F } =a en:
Ho =1 o

Prﬁo {‘21 > Fa } > o

Stelling IT . Gegeven zij een statistische toets T2 die onder de

nulhypothese Ho een centrale F verdeling bezit en onder de
alternatieve hypothese Ho verdeeld is als het quotient van twee
nietcentrale x2 verdelingen - afgezien van constanten. In dat

geval is de toets T, niet zuiver. D.w.z. aan het criterium van

2
zuiverheid wordt niet voldaan.

Er geldt dus:

5.29.2  Pry { T, > F, } = a . Volgens (5.28.4) geldt:

Prﬁo { T, <c¢ } < Prﬁo { Eé <e}

dus ¢ > o:

5.29.3 Pr= {T.>F } +¢=Pre { T, >
o -2 o —

fi fo (L1 > Fy b >0

Pr { =<c¢}

is)oct
1
o— 8

ne 0 k “2k+n

-} vV o
Ft(u) f (u) du = é { é £= a f (u} du } fgp(v)dvg

Verwisselen etc. is volgens analoge redeneringen als boven weer

toegestaan:
5.29.4 =} | F (v) £ (v) av ¢ 1 vanwege ) = 1
koo kg 2k Tme L%k
[y
en I F2k+X)f c(V) du ¢ 1.
0 T, a°
1 i,k
- (=t)
Nu i = e 2 _2 e een eomtiine Funetieinh. A 3 O
u 1s ak 7 ak,ls.een-contlnue funetieln 192, 2 0o

Dus, aangezien (5.29.4) uniform convergent is, is (5.29.4) ook een

continue functie in A1o

Prgo,x1=o{21 <F, } =1 - a. Volgens lemma I:
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Prﬁosk =k{ I, <F, } > Prﬁo,A =k{ I, < F } voor k, < k2°
171 172
Dus:
Pr= { T, >F } is een monotoon stijgende continue functie voor
Ho,)\1 =1 a
> - =
toenemende A,, A, 2 O, met PrHo,A1=O{ I, > F, } = a.

Dan bestaat er dus een gebied A [o,ko) waarvoor geldt:

Pra, { I

Voor zo'n A €N geldt dus, met (5.29.3)

>F } <o+, meto<d <e, A L&A

Prﬁo{-T-2>Fa}+€=Prﬁo{£1»>~ Fa}<a+é,é‘s<ez

Prﬁo { _’_I‘_2 > Fa } < a, De toets '1‘2 is dus niet zuiver.



31

§ 6, De toets van Tukey voor niet-additiviteit.,

We beschouwen model T:

6.31.1 ¥ = ul+ iZq~iai +1 Bb, +A0E + o
We veronderstellen eerst dat @ en B bekend zijn, 0*BiL 0. We willen
een toets construeren voor niet-additiviteit, d.w.z. A # 0. De

ruimte G speelt hierbij een grote rol, immers onder HE geldt:

6.31.2 =0 (zie (4.19.2))

el
en onder H@:

6.31.3 n. =Y = a*f

Noem de ruimte opgespannen door &*B Q, dan blijkt uit (3.12.3) onder

Pk

.T:

nGtE Q en dus
2

nG_Q = 0,

De toets voor niet-additiviteit zullen we dus afhankelijk maken van
de ruimte Q. Stel daarom (we kunnen in G &&n vector Vik) k= m + nycoo,N
. . . azf
= o
willekeurig kiezen) v(m+n) “E:EH s BEG, de resterende v(k),
"k = m+n+1, ...N, worden weer onderling loodrecht (en normaal) gekozen,
. Dus geldt ook:
v(k)l %m+n) g

— ]
Zptn © V(mtn) L°

Onderlgﬁ geldt:

6.31.h  B(Z )= Z&m+n) E(y) = 0 want E(y)EA+B, V(mn)EC°

Onder ’ET geldt:

6.31.5 E(Ek) = VZk) E(y) = 0 voor k 2 mtn+1, omdat geldt

E(y) = Mg * axB, E(y) € (A+B) + Q. Deze ruimte wordt <us opgespannen

e

d@ v 00 @ V
T V(1),* °* Vipen)
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Uit (4.16.3) blijkt dat de {z, 1} ocozijn. Uit de lineaire

transformatie met P volgt tevens dat { z, } normaal verdeeld zijn.

, k
Onder de nulhypothese HT geldt dus:
(mn - m - 8) 2.,
6.32.1 - —— ¢ F,ymn - m = n, zie
1oz
k=m+n+1 —k
- 02 . s
° »32.1
Onder Hj geldt E(z n)_f‘o De noemer van (6.32.7) blijft dus een

centrale 67X verdeling houden, de teller wordt nietcentraal
verdeeld. (6.32.1) heeft dan dus een nietcentrale F verdeling.

Volgens § 5 vormt (6.32.7) dan een zuivere toets.

) X 2
2o o P i - t35 9585 3551
. =m+n (m+n) L fo=a) L 2 2
o z a. B,
, i
Voor glke keuze van { Vik) }, k =m+n, c.o, N geldt, (L.17.3):

u, = Z ’ Ek v(k), dus

k=m+n
N
2 2 def
6.30.0 Yo =1 2z, = S5
G K=m+n k int
(6.32,1) wordt dus onder HT
2
{ ] o.B.y..}
(mn=m=-n)
I u?B?
i3
6.32h3,h e i : F
) a.B.y. . 2 !, mn-m-n
{i° i J.JJ}
Ss 2

int 2,2

.Zéisj
ij
terwijl onder ﬁT.(6‘32'3) een nietcentrale F verdeling heeft. De
geconstrueerde toets is dus een zuivere toets.

Notatie:

6.0,y (6.32.3) % m(a,8,m,n,y)
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We zullen nu de ruimte C * D = G opspannen met behulp van het

tensorproduct p * q, waarbij p € C, q & D.

* %

Stel = Y(mtn)o Y (min+v)

%
“p = } ooy v?ﬁ) worden weer op dezelfde

manier gevormd als de v,,,'s hiervoor (k ) m+n). De transformatie ma-
( 4

k)
trix P wordt op analoge wijze als hiervoor (8§ L4) gevormd.

Dan geldt dus (definitie):

2% 3¢l

=. 2 °
2y v(k) Y, k 2 mén

Onder Hy, geldt volgens (L.19.2)

E(Z) & A+B, zodat, onder HT:
v ?
*) =E (v, ) = v, E,_y =0, k2 mn
E(zy (k) L 7 V(x) B(y) T 0 k2 mme

L3
Omdat { Z, } 0.0, en normaal verdeeld zijn geldt de simultane

>
verdeling van {»Ek } yk=mtn , oo, N, onder HT een normale

verdeling is met verwachting o en variatie 62, voor alle p en Q.

Dus:
6.33.1

3%
(mn=m-n) z
-—m+n : F L
N ) 1 mn-m-n
3
1 =
k=m+n+1"
6.33.2

T(Ps‘l;ménsz) +

». dus analoog met hiervoor:

F
1 ymn=m=n

Onder ﬁT ligt de situatie anders dan in het geval dat we @ en B

kennen., Immers:

b
! *l *i

e, % _ X L
Blz) = Vi) B@) = Y " =Y (i) "m0 e
]
v(k) nG voor k 2 m+n

Er is interactie, dus "¢ # 0,

g is i.h.a. een of andere lineaire combinatie van een willekeurige

&
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basis in G dus i.h.a. geldt:

]
v?k) e # 0.

Dus:
s N .
6.34.1 E° {) z, 1 >0,
k= m#n+1
3
6.34.2 Stel nu-dat v(k) # :-v(m+n)
Uit (6.31.3) volgt dat:
e = nQ, dus:
2_ 2_ (1 42 2
"e T "7 ( V(m+n) ¥ v(m+n)y’ E(Zpan)

Uit (4.17.3) volgt voor willekeurige basis:

N
né =) B2 { E: } want:

k=m+n

N . % )
n, =) E{z_ 1} v, . Uit de aanname (6.34.2) volgt dat er
G k ~ (k)

k=m+n .

minstens 2 E { gk'} - # 0 bestaan, immers:

N ,
) E(Z:) v; =N,

n,=n.=E2  )v
~mtn k=m+n

G Q

(m#n)”

Dus onder HT :
2 2, % .
6.34.3 E (Em+n) > E (Ek) voor k 2 m+n,

De toets voor interactie (6.33.2) is dus, volgens § 5 een onzuivere

toets, omdat:-

b3 .
E2(Em+n) > E (Em+n)’ (6.34.3) , (teller van de toets) en:
2 N >
E°{ )} z, } > 0 (noemer van de toets),

k=m+n+1 X
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We doen echter voor p en g een bijzondere keus , zodanig datp en q
stochastisch worden.

R=& g=8

Omdat we nu met stochastische vectoren 2:#) moeten werken zullen
we de simultane verdeling van { E: } onder Hx; opnieuw moeten

T
bekijken (k=m+n, ..., N)o

Uit (4.18.5) en (4.18.6) blijkt dat é_en g_uitsluitend van

IA+B afhangen., .
Beschouw de simultane verdeling van { 2y }o _.» Dit is een
Lp+p~v

. . . . . 2
simultane normale verdeling met verwachting o en variantie g

~

ko
( { 2y } zijn o.0), voor alle constante u, want & en B zijn

nu constanten, daar o en B alleen van Ia+B afhangen. Dit geval

hebben we hierboven ook al beschouwd. Beschouw nu de onconditionele

verdeling van { E: } .

Onder HT geldt, k 2 m+n,

6 % -%‘ *' «-'

351 E{_z_k}=E{x(k)1_}=E{1(k)XG}=E{I(k)}E{xc}so

e o *
Y, en y. zljn 0.0, omdat Xk alleen van La+p afhangt. Daar Lp+B en

I twee onderling loodrechte stochastische vectoren zijn, zijn

La+p €0 X; onafhankelijk.

De conditionele simultane verdeling van { z.} is dus gelijk

Z

aan de onconditionele verdeling van { z* } dus analoog met het

—)

geval met gegeven p en q (0 &C, BeD) kunnen we onder H_ schrijven:

T

6-35.2 (e, B, myny y) Ry

% -=
Z, } , k 2 m+n, onder Hj, is niet gelijk
voor elke u. Hetzelfde geldt dus voor de onconditionele ve¥deling

=% e

E {pgk } is zelfs niet bekend (zie (6.35.1) ) omdat E { Y(x) } zeer

De conditionele verdeling van {
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moeilijk te vinden is. De verdeling van (6.35.2) is dus onder

ﬁT niet te vinden. Over de zuiverheid van (6.35.2) is niets

%
te zeggen, daar we de onconditionele verdeling van { Zy } niet kennen.,

Er kunnen dus afhankelijkheden tussen de .{ z, } 's optreden, zodat

de beschouwing die bij vaste p en q gehoudei werd (t.a.v. onafhan-
kelijkheid), die leidde tot onzuiverheid van de teoets ook niet
meer van toepassing is. Toch mogen we verwachten 'dat de toets
(6.35.2) een redelijke toets vormt voor de interactie. Immers:

o en B zijn consistente schatters, in de zin vean m, n * oo want
1

- 2 1
Var (gi) =6 (n - mn) en
Var (B,) = o® (o).

M.a.w.: Bij m en n naderen é_en‘é tot resp., @ en B . Maar dan is
de toets zuiver (zie afleiding voor o en B);T(&, B, m, n, y) is
dus een asymptotisch zuivere toets. Voor grote m en n kunnen

we verwachten dat de toets goed is. Simulatie werd verricht voor:

wo=8, a= -5, @, = +3, ay = +2,

B=7’B=2,B=—5’Bh=+2,8="6o

2 5

3

Voor A werd genomen:

A

, = 0,/, = 0,0k

a en B werden op twee manieren geschat

oo

1 door middel van de zuivere schatters o en B

2 door middel van kleinste kwadraten schatters (k.k. schatters).

a ° . ° -
De k.k. schatters & en B worden verkregen d.m.v. minimalisering

van . | (yij -u=-oa - Bj -hAa, Bj)2 en zijn dus afhankelijk van
A en dﬁ% ook van ZGO De beschouwing, gehouden voor zuivere

schatters gaat dus niet meer op. De uitdrukking (6.35.1) zal i.h.a.
# 0 zijn, omdat v?k) ook van Yo afhangt. Toch zullen we deze toets

gebruiken. We zullen de nulhypothese H_ verwerpen indien:

T

&
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T {(a, B, my n, y) =F 4 > 0,0 = 5%

of's

7(d, B, m,n,y) =="Foz';“i, mem-n * %% o' = 5%

Bij duizend simulaties vonden we:

Fout van de le soort (HT niet terecht verworpen)
4, 8% voor beide soorten schatters.

Fout van de 2e soort (f_ niet terrecht verworpen)

T

12,7% voor de zuivere schatter

11,2% voor de k.k. schatters,

De toets met de k.k. schatters blijkt toch gunstiger te zijn.
Dit was te vermoeden daar we de k.k. schatters verkregen d.m.v.
een iteratief proces met als startwaarden a en B, zie § 11,

Daarom zijn de fouten van de le soort ongeveer dezelfde.,
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§7. De toets van Mandel

In deze § zullen we-een toets voor niet-additiviteit voor het model M,
(3.12.4), (3.12.6) construeren. De voor deze toets gebruikte afleiding
loopt vrijwel parallel.met die voor het model T in §6. In zulke geval-
len van een analoge afleiding zullen we: volstaan-met een verwijzing

naar die §.

Model M:

7.38.1 Yy = ul + g a.a. + § ijj + 1B+ e, met teC, of ook wel?
= ¥ =

T.38.2 Xij u o+ a. + Bj + TiBj + Sij’ met ]L- T, 0.

We willen de hypothese H.M: 1 =0 of Ty =0, Vi,toetsen.

Als in 86 zullen we eerst veronderstellen dat a €C en B&D bekend zijn.
Dan ligt de onbekende vector T » B in de ruimte C »* B omdat T &C,

Stel C opgespannen door Cq1)2 ***> C(p-1) (C is(m-1)-dimensionaal ),
waarbij {cv(k)}’ k = 1,s0.,m=1, orthogonale basisvectoren van C zijn.

Volgens stelling (1.3.1 ) en (1.4.1 ) zijn

c1) ~ P ®(m-1) " ® g
e = E] o o Tle =B nu ook orthogonale basisvectoren,
(1) (m-1)
het 1s tevens het max. aantal orthonormale vectoren in C % B. Stel:
c »* B c , * B
7:38:3 Van) = Ilcm ~B[1 > """ V(ewm-2) T llc(m -
(1) (m-1)

Al deze vectoren liggen in G omdat C » B cG.
Volgens (L4.19.2) geldt weer onder HM:
7.38.4 E(y)eA + B.

Omdat 1 = B&C = B,geldt, met (7.38.1), onder Hy:
7.38.5 E(y)e(A + B) + C =~ B.

We zien dus dat ,indien er sprake is van een interactie-vector t = B,
deze in de ruimte C »* B moet liggen. De te construeren toets voor

niet-additiviteit zullen we dus van deze ruimte afhankelijk maken.
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Construeer nu verder een orthonormale basis {v(k)} voor G, waarin
Vigin)? ©C? Y?m+n_2)reeds in (7.38.3) gedefiniéerd zijn. Definitie
en eigenschappen van {Ek} analoog §k4.

Onder HM geldt:

7.39.1 E(Ek) = E{vZk) x} = vzk) E(y) = 0 voor k > mtn,
vanwege (7.38.L4).

Onder ﬁﬁ geldt:

T7.39.2 E(Ek) = E{Vzk) X} = Vzk) E(y) = 0 voor k > 2m+n-1

vanwege (7.38.5). ,
Dus geldt onder Hy (het additieve model):

2m+n-2

(m-1)(n-2) § 2%
k=m+n . T
7.39.3 N, " (m=1), (m=1) (n-2)
(w-1) ) 2
k=m+n-1

omdat i;k} + N(0,0) en 0.0. onder HM.

Onder Hy heeft (7.39.3) een niet-centrale F-verdeling vanwege (7.39.2):
Jk, k = m+n, ..., 2m+n-2, : E(gk) # 0.

Dus een toets, die verdeeld is als de breuk in (7.39.3),is een zuivere
toets.

te vinden,

De moeilijkheid is de vectoren v nees Vg

m+n)’ 2m+n-2)

oftewel de vectoren 0(1), veey c( ) op te zoeken, zonder een

ingewikkeld orthogonalisatie-procgd;e te verrichten. Ter berekening
van de {Ek} » Kk =mtn, ..., 2mtn-2, zullen we echter een andere weg
volgen.

Beschouw in de m-dimensionale ruimte v dit is de lineaire ruimte
van alle vectoren met m componenten - de rulmtes Lm en C. Lm is de

ruimte van de vectoren met gelijke componenten,bijvoorbeeld:

R waarin k een bepaald getal is (er zijn dus m van die k's).

B e e v
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L is dus 71-dimensionaal. C v is (m-1)-dimensionaal. C L L, vant
voor de componenten van elke vector c&C geldt: Z c; = 0. Dus
ch,=k2c.=0. *

e T e 71

f)an geldt aus:

V =C+1L.

m m

Evenzo geldt dus, met behulp van de stellingen (1.3.1 ) en (1.4.1 ):
Vm ¥ B =C» B + Lm »* B,omdat de dimensies van C »* B en Lm » B weer

resp. m-1 en 1 zijn. Analoog met §2 geldt:

T.40.1 'XVm*B =-XC-><-B+ILm*B , dus:

7.40.2 Lo g TIV g 7L xgp
m m
0 1
= 3 - is |
Stel t(i)eVm, 1) C% 1 1 , dan is ‘t(i)} een
0 i+1
0 o)

orthonormale basis wvoor Vm.(i = T,000,m)
1) )

Stel 1, = . s 1 &l . —2 is een'normale basis vector voor L .
: m. m 0 m
1

Stel verder:

t(i) * B 1

°
°
°
—~~
He
~
°

°
°
°

T.40.3

—— W, .y = ——— =
> (1)
i O
J , J

I{W(i)} is dus een orthonormale basis voor V= 8 (zie stelling (1.3.1)

s

V(i)

OeeO ™oeO
OseOWesO

en (1,4.1 ).

Evenzo:
stel

81 82 Bn
.40k W_ 1% B ) B1 82...6n )

T ZB F 3 82...'Bn

De projectie van y op Vm » B wordt:
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§
b

r' (tg5y > 8) '

7-141.1 l =Z W, 3
Vm-)(_B i 2 (1)
J .

(
\/2 B
J

en op Lm:
y' (1, < 8)
T2y gt/
m T L2
dJ
. .e _ _ .
Het i,j-element van y, . g = .yVm w B yLm w8 wordt dus ( zie

(7.40.3), (T.BO.4), (T.41.1 ) en (T.41.2 )

B.
B, v.. Z J +iJ B
oy, iy 9 gy s,
7-1‘1.2 B B L
T T o2 J m T o2 T 7 L2 —1
J B B J B
£ 73 573 £
J J J

Dus:
2 2 2
T3 Yoeg =4 (8 -1) Zsj-
1

Omdat C + B opgespannen is door v(m+n), s, v(2m+n—2)’ geldt voor de

projectie Yo s gt

2m+n-2 2m-+v-n—2
= y'v v =} z, V , dus
Lowep ™ L (x) V(k) T L, (k)
2m+n-2
2 2 v 2 T 2
= Z = 4 ('t -t ) L B..
XC > B k=mtn i 1 . j J
2 Y 2
Omdat I; = z Z, = SSint (zie 4.17.3)),kunnen we (7.39.3) schrijven
k=m+n
als:
(m=1)(n=-2) Z (j:_i -t )2 Z B?
1 i j def
70h1ch = J = M(B:mans_}i)'

(m-1){s5int - [ (8;-2 )%] 85}
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Onder H is (7.41.4) verdeeld als een centrale F-verdeling, met resp.
m-1 en (m-1).(n-2) vrijheidsgraden, onder HM heeft (7.41.4) een niet-
centrale F-verdeling.

M(B8,m,n,y) is dus een zuivere toets, die niet afhangt van a.

Analoog §6 gaan we voor B een willekeurige vector q&D invullen.(Voor
dit ' niet nodig, daar (7.41.4) niet van o afhangt.) Onder H, geldt
altijd:

E(y)e A + B. Voor iedere keuze van q # 0 kunnen we G opspannen d.m.V.
{v?k)} die afhankelijk zijn van q, analoog hierboven. Stel verder

>

2!

Z (k) = v(k)-X, Onder HM geldt dus:

Mlasmonsy) * P gy, (me1) (n-2)"
Bekijk nu HM' ‘ '

Stel: We kennen T en B niet.-De ligging van T »* B is dus niet bekend.

Dus geldt:

> !
E(Ek) = V(x) E(y). Stel k > mtn, dan:
v >! ¢! !
Bz, ) = Vi) E@pep) * V(i) BlEg) = vy Elyg)
se! = e oo . »!
v(k) » T % B # 0 met waarschijnlijkheid 1, omdat v(k) van een
willekeurige q&D afhangt. Het linkerlid van (7.39.3) is onder ﬁﬁ dus

verdeeld als een quotiént van twee niet-centrale xg—verdelingen -
afgezien van constanten. Volgens §5 is een toets die onder de nul-
hypothese een centrale F-verdeling heeft, en onder de alternatieve
hypothese de genoemde verdeling heeft,een onzuivere toets.
M(q,m,n,y) is dus een onzuivere toets.

Stel nu weer v?£+n),...,v?ﬁ) afhankelijk van é_en §3 Dan worden de
basisvectoren stochastische grootheden. Omdat de toets M(B,m,n,x)
alleen van B afhangt, zullen we de basis voor G ook alleen van E_af
laten hangen,daar deze schatter asymptotisch naar B gaat.

Zoals in §6 is aangetoond, is onder Hy, (= nulhypothese: additiviteit)

de simultane verdeling van {Ek}’ k =m+n, ..., Nyeen normale verdeling
met verwachting O en variantie 02, 2y 0.0. In §6 is dit afgeleid voor
z;; afhankelijk van o en E3 Hetzelfde geldt dus voor Xg's,die alleen

van B afhangen.

&

is
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-)(-
(2m+n—2)
k)} de ruimte G opspant (k =S ming ee., ﬁl

(analoge afleiding als met bekende B):

Stel dat v, de ruimte C *-é opspannen-analoog

es o0 g

( m+n )’
bij vaste B-en dat {z(

Er geldt dus, onder H

M
2m+n-2
(m-1)(0-2) [ oz
L4301 k=m+n - w(a y . .
T.43 ( : g " M(B8,m,n,y) * F(m—1),(m—1)(n—2)
m=1 L Z
k=2m+n-1

Onder ﬁ& is- de simultane verdeling vant{zk} niet bekend, zodat de
verdeling van (7.43.1) onder ﬁﬁ ook niet bekend is.

W&l weten we,dat:

Var(ﬁi) =0 -% - %H), waarult volgt dat E_een consistente schatter

is voor m > «.

Voor m + = gaat M(é,m,n,z) ~ M(8,m,n,y). M(B,m,n,y) is een zuivere toets.
M(é ,m,n,y) is dus een asymptotisch zuivere toets.

Het is dus redelijk om M(B,m,n,y) als toets voor niet-additiviteit

te nemen.

In §11 zullen we ook nog de kekeschatters voor B uitrekenen. Deze zijn
via iteratieve weg te verkrijgen, waarbij we als start-waarde de
zuivere schatter van B nemen. Hoewel, formeel gezien, M( § m n,z) geen
bekende verdelingsfuncties heeft, blijkt toch weer,dat M(B m n,y) een
iets gunstiger toetsingsgrootheid is dan M(B,m n,x)

We zullen H,, verwerpen,indien

5 M .
MEm ) = Py, (men)(a)? @17 0 OF
s a' > 0.{o' = 5%.)

MBomons 3 = Fo) (met) (ne2)®
Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel van 5% kregen we voor 1000 simulaties:

Fouten van de eerste soort:

5,1% voor zuivere en k.k.-schatters in de toets.

Fouten van de tweede soort:

13,5% voor zuivere schatters in de toets.

12,6% voor k.keschatters in de toets.
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Genomen waarden:

U=63

a, = 3, a, = 5, oy = -8
B 79 62=3’ B ="2, Bh="3’ B

3

0,03, T2“= 0,01, T

==0,013

5 %72
=0,1, Th = -0,02, Ty = -0,04, dus

1

1
T

3

e I
L \V I [}

Opgemerkt dient te worden dat economisch gezien het beter is om te
toetsen d.m.v. zuivere schatters, daar de k.k=-schatters een lang
iteratief procedee vragen en slechts een weinig beter resultaat
opleveren. k ‘
Door de keuze vanlé krijgen we nog een vereenvoudiging, Volgens
(7T.41.2% geldt bijvoorbeeld

TR ¥
t. = g—ff—————o t wordt dan:
- 2 -.
[ B
J
I 8.y, 5 _ A
. o110 1J=ZEJy'J‘ZEj(X'j }L”)=J i,
—a m - 2 - . *
12 JLlE i gg 782
£ i i
Dus:
(m-1)(n-2) [ (£;-0)% ] B
T4k, M(E,m,n’z) = 1 J .
(m-1){SSint - § (£.-1)2 ] 8%}
i Tt 3

Dit 1s de toets van Mandel voor niet-additiviteit.
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§ 8 Eén toets voor niet-additiviteit in het model V,

De afleiding voor de toets voor niet-additiviteit in het model V
loopt weer in grote lijnen parallel met de afleidingen gegeven
in§ 6en§ T,

Model V =~ zie (3.1Lk.1)=

8.45.1 Y= pl +~§ ai ai =.§ Bj bj +a*r+g B + e,
met s La , r&ED, s€S (zie pag. 14)

..=pu+a, +B. +a. 1., +8. B. +e..
LigTwrogt By o ry ey By gy
a*r+s*xpeox*xD+Ssp , waarbij
8.45.2 SeCenS | a.

Stel a en B bekend, Eis: a # G en B # 3°

8.45.3 Span § % g op door Vo 3 s ceos Vi 3y}

( 8 is m-2 dimensionaal),
8.45.4  span a * D op door V(omn-2)® °°°* V(om+on-b)°
Span G op door Vim+n)® °°°° V(N). Dit kan omdat:

S % BCG, o * DCG, S * B l a * D omdat S L a, zie (8.45.2) »
Definieer z, als in § b, § 6 en § T.
Onder H_ (additiviteit in het model V) geldt:

8.45.5 E(Ek) 0 voor k > m+n.

Onder ﬁv geldt:

E(y) € A+B) + S % B + o * D, dus met (8.45.3) en (8.L45.L4)

O voor k 2 2m + 2n = 3 en:

8.45.6 E(Ek)
8.45.7 E(Ek) FO0voor Kk =m+ Ny soo, om + 2n - L.

Onder Hv geldt dus:
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2m+n=3 2m+2n-4

{f ,Z2 + ] _z_i } (m=2)(n=-2)
8.46 k= m+n k=2m+n=2
§p+2n-h n (m+n-3), (m=2) (n-2)
{ss. . z- } (m+n_3)
1t omen X

Vanwege (8.45.7) en (8.46.1) geldt dat het linkerdeel van (8.46.1)
onder ﬁv een niet-centrale F verdelingrheeft met respectievelijk
(m+n=3) en (m=2)(n-2) vrijheidsgraden. Voor bekende o en B vormt
een toets met de struktuur van het linkerlid van (8.46.1) een
zuivere toets voor interactie (zie § 5). We zullen nu deze

toets uitdrukken in de bekende grootheden. Opgemerkt zij weer

dat de toets (8-h6-1)'weer'afhankelijk gesteld i8 van de ruimte

waarinAdejinteractievveetor4lig£;inolo_S * B + a %D,

. . a 3% B
Stel Q 1s een ruimte opgespannen door o = g

S ] a,dus S* B | o B, dus S * B |Q. S % BCC, a * B € C #By QEC*B.
De ruimte is m-2 dimensionaal, de ruimte S * B is dus ook (m~-2) di-

mensionaal. Omdat, verder, Q &&n-dimensionaal is geldt:

S % B+ Q=C * B, dus geldt voor de projecties van y:
XS%B+IQ=XC*B’OI‘§

o)‘l'e - o

8:46.2 yowp=Xowp - ig,

Uit (8.45.3) volgt, analoog § T,:

2 gmim-3 5 5
Is » g = I Zyo  Yg » g kunnen we ook in a,B en y uitdrukken.
k=m+n -

Analoog' §6 is de projectie van y op Q:

a.B.y. .
) a * B a * B ij t 9 : . .e
° = 55 ¢ * B, De 1, J component van deze
o = 8l o Bl] } af B
ij * 9

vector is dus:
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TR - e Y

Loy By

- Q.
a.B% *
13

ij
Uit §7, &7.41.2' )kennen we de i,je caomponent van o o= g° Deze is:

8.47.2 t. B, = t.B,, waarin t, = 2
-1 ] =3 =i

De i,5° component van y. , g wordt dus, met (8.46.2) 3

a, B, y..
g Ej i3 4
ohToB ‘Ei Bj o= :E_c Bj b r‘ | a? 62° aiBj
' g 13
1
Dus:
2 §m+n-f3 5 z { gj (!i Bj Isij }22_ >
8.47.4 ¥y = 25 = t, = to = o, }7)BS
5 B - k=m+n i ! a? Bi 5

Analoog aan § T kunnen we met (8.45.4) nagaan dat:

li ) §m+2n-h z2
*D eoman-g®

Het ije element van Lo % D is volkomen op dezelfde wijze te

. .€ ‘
berekenen als het 1j  e}rement van Yo = g vervang Bj door ai
en vervang de bijbehorende somindices. Dus:

. o€ . o
@ ’ L] g o al haid 3 o 3
8.47.5 ij" element van y pi® ®o @, waarin

def gj ai Xij .
W, = — Dus:
=5 7 o2
e
i
2m+2n=U
2 2 2 2
Yowp=lleg -zt Leg=1l Zx

J i k=2m+n=2
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wordt dus, indien we stellen:

a.B. y..
2m+2n=k Ze i%5 443
_132.:2 22= ) { t.=to= e} 2 262 + 7 {w,-w} 22 o2
=%k & =i 2,2 137 T T s 1
k=m+n i : a. B, J J i
i3 td

g.ug.1 B (m-2)(n-2) def

2
(88; =P )(m+n-3)

v(e, By my n, y)o

Onder Hv geldt dus:

8.48.2 V(a, By myn, y) ¥ Fruun 3y (me2)(n-2)

)

en onder ﬁ& is V(a, B, m, n, z) een nietcentrale F-verdeling >,
Analoog weer aan § 6 en § T geldt dat voor willekeurige p& C en
Q& D V(p, q, my n, y) een niet-zuivere toets voor niet-additiviteit
is. Evenzeer geldt ook dat onder Hvo

8.48.3 v(a, B, myn, y) ¢ F(m+n-3),((m=2)(n-2)*

maar dat de verdeling van V(&, Eﬁ m, n, y) onder ﬁv niet bekend is.

&

DaardérenJE consistente schatters zijn is‘V(EJ”EJ m, n, y) een
asymptotisch zuivere toets. We mogen dus verwachten dat V(EJEJm,n,y)

een redelijke toets voor niet-additiviteit is.

Ook kunnen we weer k.k.-schatters toepassen, welke in § 11
berekend zijn. Bij berekening van deze k.k. schatters nemen we

weer de zuilvere schatters als startwaarde.

)

Dus V(a,B,m,n,y) is een zuivere toets voor niet-additiviteit in het

model V.
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§ 9. Modelkeuze

We kunnen ons afvragen of, indien we bijvoorbeeld gevonden hebben
dat model M toepasbaar is, ook model T te gebruiken zou zijn. Dit
is heel wel denkbaar, immers model T is een bijzonder geval van
model M (stel maar T = a), ,

Evenzo kunnen we ons afvragen of we, gegeven model T, niet net zo
goed model M hadden kunnen gebruiken.

In deze § zullen we aannemen dat er steeds interactie optreedt,
daar anders geen verschil tussen de genoemde modellen bestaat.

De toetsen worden weer eerst voor a en B (uit het model) afgeleid.
Daarna zullen we voor o en B de consistente schatters a en B
invullen, zoals we in § 6, § 7 en § 8 gedaan hebben.

Stel o # 8 en B # 30

Keuze tussen model M en model T,

Model M:

9.49.1 y = ug+ [ o, a; + Z Bj bj +T* B+ e,

i J
Er is aangetoond dat, indien we model M aannemen, er interactie
optreedt. De vraag is: is deze interactie te wijten aan de
interactie vector zoals die bij Mandel optreedt (T % B8) of aan

de interactie zoals die bij Tukey (A o % B) optreedt?

Model T:

9-)4'901' Q’_=U2+§di ai+§65 bj+/\a*8+‘s’o

T* B €& C = B, Stel C * B opgespannen door { c(k) * B},

k=1, co0, m=1, c( zijn onderling orthogonale vectoren in C,

k)
Stel c(l) = o, Dan:

9.4b9.2 T=B=7 v

* B, waarin Yy scalaire constanten zijn.
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(9.L9.2) wordt met C(I) = o

m-1
o % B +2 Y

3% = % B, = )\
T B Y1 ok c(k) B, Stel Y, , dan wordt
k=2
(9.49.1)
me1

9.50.1 y =ML +)a a +] By by + A axB+ ) Y8y % B dus:

1 J =2

- m=-1

= B + ° ° ° ° + )\ 3% + * e

9.50.2 N = UL § o, a, +§ B3 b a % B 12::2 Y ¢ * B

Span G op door { v }, k=m+n, ..., No C *# B C G, dus:

k)

C * B kunnen we opspannen door m-1 orthonormale vectoren { v(k)} °

k=m+n9 caQog 2m+n°°20 Stelg

03B c 3R
o (k=m=n+1)
V(m+n )" m K 'V(k)’" c(kmmgn-'-“ ) *B [ k=m+n+1 9 o0ocog 2m+n"‘20

]
Stel weer'ik = V(k) Z,

Uit (7.L41.3) blijkt:

Ey,, B.
2mn=2 :=13 J
2 _ 2 _ 7 2 2 =
9.50.3 Yo x g = §=m+n Zy = E (& -2) § Bys & = 7 2
J

° o : *
Evenzo, indien Q opgespannen 1s door Ma=8l] *

2
{ ..o, B.}
2 _ 2 gj‘zlJ 1
9.50.4 iQ N -z=m+n - a2 82
Loy B
1]

Geldt model T dan geldt weer = zie § 6 =:

9.50.5 E(_Z_k) =0voor k 2m+n+ 1,
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Geldt model M dan geldt weer - zie § T =:

9.51.1 E( =0 voork22m+n~-1,

gk)

Onder ﬁT geldt dus, met

‘2m+n=2 5
(m=1)(n-2) ] Zy
k=m+n+1 ‘
9.51.2 o ? . Flm-2), (m-1)(n-2)
m=2 o %
ke2min-1

daar de {2z, '} voor k 2 m+n+1 N(0,6) en o0.0: zijn,

k

We bekijken nu het linkerdeel van (9.51.2) onder ﬁM? waarbij we

van de veronderstelling uitgaan dat het model T niet uitsluitend
geldt. D.w.z. dat: - T

4k, k=m+n+1, ..., 2m+n=2, met E(Ek) # 0,

Onder die voorwaarde is het linkerdeel van (9.51.2) een niet-centrale
F verdeling met (m-2) en (m-1)(n-2) vrijheidsgraden.
Met (9.50.3) en (9.50.4) kunnen we (9.51.2) schrijven als:

7513 ' { zu o, Bj % }2
(m-1)(m-2)§ | (8 - £.)° ] 685 - ———s
i j ! 1 af B

1]
def MT (a,B,m,n,y)

2 2
(m-2) { S8, . -% (g, -2)° ] 85 )

J
N
: 2
met S, =} 2, o
int k=m+n =k

(9.51.3) nu, toetst ﬁT met alternatief ﬁMQ Onder dat alternatief

is (9.51.3) niet-centraal F verdeeld, onder ﬁT is (9.51.3) centraal
F verdeeld. (9-51.3) is met betrekking tot deze twee hypothesen

dus een zuivere toets., We moeten echter schatters voor a en B gebruiken:

9.51.4 MT (a , By, my n, y)o
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De verdeling van (9.57.4) is = zie § 6 en § T = onder beide
hypothezen niet bekend. (9.57.L4) is wel een asymptotisch zuivere

toets, zodat het redelijk is om hem te gebruiken als modeltoets.

Geldt nu, o = 5%,

MT (o, B, m, n, y) = F < 0 dan

; (m=2),(m=1)(n=2)

verwerpen we model M en dan nemen we aan dat model T ten grondslag

ligt aan de verrichte waarnemingen.

Deze procedure is met k.k.-schatters ook uit te voeren. Gezien de
ervaringen met k.k.-schatters bij voorgaande simulaties 1lijkt
het waarschijnlijk dat MT (3, gg m, n, y) een iets groter onder-

scheidingsvermogen heeft dan MT (3, EP m, n, yr

Keuze tussen model V en model M,

Gegeven een interactie in model V willen we uitmaken of deze
interactie uit een model M komt of niet. We volgen dezelfde
procedure als hierboven., We zullen de resultaten als afgeleid

in § 8 hier gebruiken.
Model V¢

= ul + .a, + ) B, b, + o %+ + .
9.52.1 y = u Z o, a; Z BJ bJ a%r +s*pB+re, s | a

1 J
We toetsen of r = 39 dus:

=yl . 8. . Do o
9.52.2 y=ul+ ] o a + Z B,J by + s * B + e, (Model V(S * B))
1 J :

met s | o, DowWoz.: het is onmogelijk hier nog eens o = B af te
splitsen, Indien dus gevonden is dat r = 0 dan weten we dat (9.52.1)
een model van Mandel is en dat de interactie niet te wijten kan zijn

&
aan het model T. Geldt s = 0 dan krijgen -we:

9.52.3 y = ul + ] o & + I Bj bj +a*r +e. (Model V(a %D ))
i J

r € D, dus we kunnen schrijven:
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n=1
a *r=]

oc-*ed(k)9 waarin { 4, } de basis is voor de
k=1

Tk k)

ruimte D, Kies d(‘i) = B& D
n=1

a*r =y, a*p+ LY

P @ % die { v, } zijn constanten met

k

kz‘ig 000, n"dﬁo
M.a.w.: Vinden we model V(a * D) = dit is een Mandel model! - dan
kunnen we nog onderzoeken, met behulp van de hierboven beschreven
methode, of we ook het model T kunnen accepteren,
zie (8.45.2) en (8.45.3) s

= .
Span S 8 op door v(m+n), voos v(2m+na3)
Span o D op door v(2m+n=2)9°o°,v(2m-2nah)
Geldt uitsluitend model V(8 = B) dan kunnen we dus schrijven:

9.53.1 E(Ek) = 0 voor k z 2m*n=2,

Geldt uitsluitend model V (a = D) dan geldt:

m+n, ..., 2m+n=3 €n voor

2m+2n=3,

9.53.2 E(z) =0 voor k
k

W

Geldt uitsluitend model V(S * B ) dan kunnen we dus schrijven:

2m+gnnh
(m=2)(n=2) ] 2z,
~k=2m+n=2

9:53.3 N, *F(ae1), (m-2)(n-2),
(n=1) } z ,

k=2m+2n=3

terwijl het linkerdeel van (9.53.3) onder ﬁV, met de restrictie

dat V(S * B) niet uitsluitend geldt, een niet-centrale F verdeling
heeft. In dat geval hebben we immers een mengsel van de modellen van
V(o = D) en V(S * B), zodat Jk, k=2m+n=2, ..., 2m+2n=U, met

E(ik) # 0, Ten aanzien van deze twee mogelijkheden: uitsluitend

V(S = B) en niet uitsluitend V(S #B) is (9.53.3) dus een zuivere

toets,
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Evenzo geldt, indien uitsluitend model V(o * D) van toepassing is:

| Cemne3
(m=2)(n=2) ] Zy
- k=mtn

3.

9.5k.1 * Flue2), (m-2)(n-2)

2

I%
(m==2) e B
3==k

k=2m+2n=-
Ten aanzien van-de twee mogelijkheiden: uitsluitend V(a * D) en

niet uitsluitend V(a * D) vormt het linkerdeel van (9.54.1) een

zulvere toets,

Het linkerdeel van (9.5L4.1) is te schrijven, zie (8.47.5) en (8.47.6),

I {w, - } o) a? (m-2) (n-2)
j i def

9.5k4.2 L,(a, B)

(88, ~B")(n=1)

) Yo
e 1 7] =172
met Po= Jlt, -t =34 ) 82 + Llw, =w }2 y a?,
- | =0 Z a2 2 3 J 3 =] i1
. 1]
ij
Loy ¥y 185 %5
W, = en t. = gmm
=] zaQ z‘ 82
i ]
d

Evenzo is het linkerdeel van (9.54.1) te schrijven als:

1t -t n.gj K Bj - ?2»82 (m=2)(n=2)
i)t - 7 o° 82 ;9
i B
9.54.3 , s - . aef L, (a, 8).
(88, . = F) (m-2)

L, (a, B) en L, (a, B) leveren voor o en B dus asymptotische

zuivere toetsen op, daar a en B consistente schatters voor a en B

zijn.
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Nu kan het geval zich voordoen, dat er interactie optreedt en bijv.

. o ] . .
L, (a, B) = Fa"; (n=1), (m-2)(n-2) 0 is, @ = 5%, Volgens (9.53.3)
kunnen we dan besluiten tot V(S * B)., We zullen dan echter nog wel

moeten controleren of L, (ay B) = F 1. > 0, MooWo
9

(m=2) ,(m-2) (n=2)
V (a * D) geldt niet uitsluitend.

We komen dus tot de volgende toetsen:

Geldt:

Ly (o, B) - Fa's (n-1), (m-2)(n-2) O

én:

L, (a; B) - Fa'; (m-2), (m-2)(n-2) ~ 0

dan besluiten we tot model V (S 3 B),

Geldt:

Ly (o B) = Fl (0 1) (mep)(ne2) > ©
én:

Ly (@y B) = Fol (4 5y, (me2)(n-2) > °

dan besluiten we tot model V (a * D).

Analoge toetsen zijn op te bouwen voor & en B,
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§ 10 Het optreden van andere modellen,

‘Beschouw model T:

=+ ) a a, + ) B, b, + AQ *B+
10.56.1 ¥y = W jZ‘,mlal %BJbJ Ao ¥ B+ e

en het algemene model A:

10.56.2 ¥y = Wk + ; o, a, + z Bj bj + Y+ eo
1 J
Bij het model T werd verondersteld dat vy = a #B, o * B ligt

in de ruimte Q die opgespannen is door v n) (gedefinieerd in

(m+
§ 6, blz. 31),
Nu kan het zijn dat dit model niet voldoet. y kan bijvoorbeeld

helemaal niet,in Q liggen, maar wel in G-Q. In dat geval zou gelden:

E(5m+n) = 0, en: 3Jk zodanig dat

E(Ek) # 0 voor k = m+n+l, ..., N; waarbij de z, ‘opcdezelfde. wijze

k

zijn gedefinigerd als in §6.

Dan zou:
(mn‘=m = n) Ei+n
10.56.3 T (o, By my 0, y) = T
- 2
) z
k=mn+1 &

een niet-centrale x2 verdeelde noemer hebben en een centraal x2

verdeelde teller,

o (¢; By my, n, y) is dan een zuivere toets

voor niet-additiviteit voor het geval : vy € G = Q, daar onder
de nulhypothese (additiviteit):

-1

T (o, B, my n, y) ¢ volgens de argumentatie van ' § 6.

F
mn=m-n 41

In de praktijk zullen we dus, indien we met de toets T (a, 8, m, n, y)
geen additiviteit hebben kunnen aantonen,ook 7~ (¢g By my n, y)
moeten proberen om te onderzoeken of er geen interactie in de "rest"-ruimte

G - Q" optreedt. De toets van Tukey krijgt daarmee dus het karakter
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van een twee-zijdige toets. Helaas is het niet altijd zo dat

de interactie optreedt in de ene ruimte Q of de andere G = Q.
Volgens (10.56.39:

n
Z

2y
=1 k=m+n+1
10.57.17 T~ (ap By M, Ny y) = =2t

2
+ nlz-
(mn m*n)z,+n

Uit deze uitdrukking blijkt dat we ook tot de uitspraak kunnen
komen: y<~ G = Q, indien de interactievector in G = Q significant
groter is dan in Q. Dit zelfde, maar andersom, geldt natuurlijk
ook voor de toets van Tukey.
+Op dezelfde wijze kunnen we de toetsen = bij vermeende afwezig-

heid van interactie = voor de modellen M en V behandelen.

Wij kunnen de interactieruimte G opspannen door de vectoren

v(m+n), voos v(g)o We kiezen v(m+n) willekeurig, Ze s k=m+ngoo. N

wordt gedefinieerd-als in § 4 dus:

vzk)~zp z, is-dusude-lengtefvanwde-projectie'van"xjop~V(

Zx k)°

Onder H, - de nulhypothese in het algemeremodel A - is E(y) A + B,

dus:
= +n.
E(Ek) Orvoor k > m+n

Treedt er interactie op in het model A dan Jk, k=m#n,; ..., N met
E(z, ) # 0o

Dus: Jk, k = m+n, ..., ‘N, waarvoor

gi niet centraal 02x2'verdeeld:is° Indien we
die 02 kenden, dan konden wij op niet-additiviteit in het model A

Ei hebben we echter dan nog de moge=-

lijkheid dat we mis zitten: de interactie vector kan net loodrecht

toetsen. Voor een<yillekeurige

bf blana loodrecht) op v(k) staan., Daarom zoeken we die k op waarvoor
2
2 het grootst is. De verdeling van dle 2y ;s «dan .echter. geen niet-

centrale o2x2 verdeling meer; door de grootste te zoeken is dle Ek

&
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afhankelijk van Eiig k' # k. In het boek van Pearson en Hartley

vinden we echter een suggestie voor deze verdeling:

" 1 & 2 K 2
StelM =KIn{¢) 2z }-) Inz
k=m+n. k=m+n

en C ‘.:1 +-37%1.T .(.Ka:: %)’ met K = mon§<
M

dan heeft:% bij benadering een xi 1 verdeling onder HAo
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§ 11, Berekening van.kleinste. kwadraten. schattersninedecmedeilen T, M en V

In deze § zullen we ons slechts bezig houden met het berekenen van de

kk~schatters van de parameters die in de modellen T, M en V voorkomen,
Dit vraagt vrij veel rekenwerk., Bij numerieke bewerking van de verkre-
gen resultaten zal men merken dat ook dit veel tijd vergt.

Berekening van k.ksschatters in het model T:

Minimaliseer:
‘ 2 R .
11.59.1 = = =08, = 8. =~AQq. B.)" = - B.
59 £ Z°(yij Lo al BJ ~oy BJ) V1 Z & = Vol BJ
1J 1 J
(11.59.1) moeten we minimaliseren met de restricties: 2 ai =0 en z §j = 0,
. i J
We gebruiken daartoe de methode van Langrange.
11.59.2 95.;_2\" (y.. =1 =8, =B. =R4. B:)=0= 1=y
‘ oy L, 1] 1 J 1°3 oy
1J
11.59.3 2L = oV (y,. -fi-6 -8, -A& )1 +RB,) - v, =0
a&i 7 ij i J iPj 3 1
11598 & - oY (y.-f-8 -8 -26 B +2d)-v,=0
3@5 ¢ ij i 3 i 7] i 2
: f o5 (y..-f-6 -8B, -A6 B.) & B. =0
11.59.5 = 2,{% (le o= G BJ A lBJ) l‘BJ

Uit (11.59.3) en (11.59.L4) volgt duss

1}
o

11.59.6 Jl (y;: = -0 -8B -X 73 ’Bj)(‘! +7\"Bj) - v,

1}
o

1.s9.r L gy w8 - By - AE BIUEAS) -y

Uit
Z o. = Z Ej = 0 volgt:
1 dJ

11.59.8 my =Z (yij -a-,‘Bj)U +RBj>
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11.60.1 1wy =) (5
ij

= ai)(l + ;\

60

ES)
ai)

Dus, uit (11.59.681en (11.5947) volgt

11.60.2 ) (yy5 - -8 -8

J

] .. =0 =8, - B.
11.60.3 % (le i-a EJ
Stel:

 (y.. =0 = B.)(1 +

) (le n BJ)(

J

) (yij - - ai)(1 +

(11.60.2) wordt:

Dus:

a. = a
1

11.60.4 & = y73F 3;)2 3
J

b, -
11.60.5 B = ER AL
1

Uit(11.59.5) volgt dan nog X:

)

L. y.. 0. B
PS 1 1 1
11.60.6 = 2l—d 2
) as 8%
R L

ij

PP A 1\ A
(1 +/‘:Bj) = 0
. P 2 1 !
'/\ai Bj)(1+/\ai)mn%j (yi “ﬁ"’&i)
(1 +X8.) =0
A B.j) = ai
A;) = b,
1 v
=) (y;. -0 -8,

1+ XB.)=0
( A\BJ)

evenzo §j:

)
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8 §j en A iteratief te bepalen. Neem als startwaarden voor {Si} en {ﬁj}

{&i} en {Ej} en neem A = 0, Bereken daarna <.

Een kleine vereenvoudiging volgt nog uit:

1‘ - Aa a P ]' Y £
a == oo = R.)(1T + ) == e = U o= B,
o= %e (le i BJ)( A BJ) ~1 (y;5 - 8 B AE;
J 1J
= l-z (y.. = B8.) A B. en evenzo:
mé&, ‘“Yij S RA
ij
b =<+ (y.. -8.) A8,
o m&, *Wij i i
1J
De kleinste kwadraten methode voor model M:
We laten de "dakjes" aanvankelijk weg:
.o = +a. +p. B, + e.. 1 .12
Lig =W *tog ey Byt e, zie (3 5)
Minimaliseer nus
Gt v 2 : : ‘
g 2 ) {y.:=w=0a, =p,. B} =v. Yo, =v, ) B, =v_ ()p,=1)
i 1] i 1] 1 i 1 2 3 J 3 ;1

De minimalisatie geschiedt weer met de methode van Lagrange,met de res=

tricties z o, = Z Bj = 2 (pi - 1) =0,
i j i

11.61.1 35 = =2 X (y°° = U =0, =p, B.) =0=>{ = y
ij

ou 1] 1 1) oa
11.61.2 & = oY U - 4. - -y =
3, 2 %j (yij W0 = Bj) v, =0

9 .
11.61.3 3%0 = -2 ) (y,
- J 1

8
=
B
Q
§
hed
™
[N
A
O
Ho
i
<
n
n
o

I}
o

11.61.4 38 - oV U - . - -y
api 2 % (le u ai Di Bj)Bj \

Uit ( 11.61.2 volgt door sommering over i:

11.61.5 V3 =0
Uit ( 11.61.3) volgt door sommering over j:

-2 ) (yij -u=a -0 Bj)pi =-2) (yij py =M =P, 0) =
ij ij
& = Nnv_.o
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_ .2
11.62.1 v, === %j (y;5 5 =1 =05 0;)

Uit (11.61.4) volgt door sommering over i:

2

=_2Yy
11.62.2 V3= =-=) 3

ij
Uit (11.61.2) en (11.62.1) volgt voor &is

«2) (y.. =u=0, =p, B.) =0

: Vi i i
3 J ’ J
Z (yij - Y = ai) = 0 Dus:
dJ
a, = l-l (y.. = #) of:
i n ij
J
11.62.3 &; = vy =V Dit is ook een zuivere schatter voor a..

]
~
<

T 2
24 (yij vy, -V vy, ey Bj)pi o

omdat a, =Y

Vanwege p = 1 en {i =y geldts

S i i i
of's
=) (ys: =y. Jo. +B. ) 02 + l’X (v =y: o =
L Mg i.’Fi JETL T n b, Mij i1
1 1 1J
§j wordt dus:
2 (yij - ylo) “n Z, (le - ylo)
11.62.4 B, == = '
| J L 5°
i Pi

De kksschatter voor de Si wordt, zie (11.61.4) en (11.62.2):

=2 X (yij

2
, = U == Oti = pi Bj)Bj +H 2,5 (y'° B° it B
J 1J

13 Jd dJ



2 1 2
- o o = P . ) + = o o - B.) =0
I (ry58;-p385) +0 b (v54 85 - 85)
h 1J
.»,/"\
2 1 2
H = o0 .) *+p. o = o o o W= L) = °
Dus L (yy58;) +o; L85+l (v;5 B85 -85) =0, of
J J 1)
-2 (y“B.,a-—E y.,3°+230
. U Y
3 UHP mEs iR kR 5
2§2 1
j J
T (v:: B:) -~ y.. B
57N Tmg TE)
11.63.1 Ei = 5 + 1, dus:
LB
dJ
] (v:. B =<1 v.. 8
. 3 '-.'LJ J mij 1J J
11n63o2 Ti_ ch
3 J

(11.62.4) en (17.63.1) kunnen weer iteratief bepaald worden. Neem in

(11.63.1) eerst §j =y .-y , vul dan de verkregen 6i in (11.63.1) in.

°d

k.k. schatters in het model V.

Model V, zie (3.1k.2 ),z

.. =u+a, rt+s! B, +e. .o .= . = p-1) =
Yig Twt oy Ty toeg By toegy metgal %B :z.(s =13

L}
o
174
=]

&~
Q

n

1}
o

Y(r! - 1)
3 dJ

We passen de methode van Lagrange weer toe.

Minimaliseers:

2
= - - ! - s! B. - . - .
h gj (yij w0y Tl sg BJ) v, g o = Vv, ; BJ

- ! - I - - . st
Vs g (sl 1) vy, § (r'J 1) Vs g a, s!
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Duidelijk is:

oh  _ . o~ _
11.64.1 5w 0=>1 y .
v v
Q,E= [ . - P L gt __1. _._5..!— 3
o % rt (uij Wo-agorl- s Bj) + 5=+ 3=s! =0. Dus:
| 2 Y1, 05
v.o‘- - o e"‘.g 2n+‘=‘=‘ "'_‘g= o
11.64.2 Z rj le oM = 0y Z rJ 54 Z rJ BJ 2 * 5 53 0
J J J
Over i sommeren:
v v
1 >
Y ¥iirlemnu =) r!B, +=—+==5s!=0,
. Y1 ? 2 2 1
35 713 7 37973
Vi Vs z z
— = = . Ve rt +np + ) rt B.o
2 2 . Y1 3
i5 "1 3973
Stel: R el
$1 it - 8 Y 1R, =1, it (11.6L.2),
Z yij £: - ni e Z B BJ #;. Dan volgt uit ( )
J J
f& - il
11.64.3 °‘1=T"(‘1’5§'5?
J ,
Evenzo: 5h
o = e 9 - - ! - sl - =
3% 2 Z s (yij W-o,Ti-s Bj) v, =0
J i
v
2 2
] - . ] — =
L8] yys -mu =B, )slt 45 =0
i i ‘
v
def 2 _
= ,)/:j+2-0
V2
e 9 o
5 z, s yij mu, zodat
1J
G, - v
R T
. a9
Z (%)
i
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De kleinste kwadratenschatters voor fi worden verkregen door de projectie
van y op de model ruimte, hier:(A + B) + a % D + S B, o en B kennen
we niet, we kiezen daarom voor o : & en voor B : B,
Die projecties echter hebben we afgeleid in § 8 voor o en B, Voor & en
B geldt een analoge afleiding. (Stel & = p en B = q)o
Vanwege de ge&iste relatie geldt : S4- 3.
Dus:
S aqg kds D,

Dan geldt dus:

fsmbia~n " oug

Sgel &%@f-+§¢s§

Dus, vanwege de orthogonaliteit:

11651 &%?=ya*Den

11065.2 §*§=YS%B

Met (8.47.5 ) geldt:

Y8 «p " a4 % i, waarin w een vector is in de n dimensionale
ruimte Vn, met als ;€ component
Ei“i Yi;
11.65.3 ‘T’j -3 . “ﬁj =
Jos
i
Omdat Y4 wp - © s Y= g * yw geldt:

11.65.4  $. e = W .
J J

Evenzo geldt:

Yo _ a = 8% B, waarin volgens (8.47.3 ) het i® element van

de vector § gelijk is aan:
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11
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»

d. B V-
66.1 §i =t -f - ) —i=§i=§ii s Waarin
To1j ) & B
., J
1J
) g Bs ¥y
3 J
kleinste kwadratenschatters voor S% en rg volgen dan uit: %i = §i + 1

?i = ?i + 1, §i9 ?j en ai” éj kunnen we nu iteratief bepalen.

(11.65.4) en (11.66.1) gebruiken we daartoe de zuivere schatters

en Bj van o. en Bjo Dan berekenen we ¥. en gi en daarna ¥'! en %io

verkregen waarden vullen we in (11.6L4.3) en (11.6L4.L4) in, zodat we

en 8. krijgen. Dan herhalen we het proces weer met deze 4. en B. enz.
dJ 1 dJ
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Errata

b.: van boven afgeteld.

0.: van onderen afgeteld.

blz. regel Er staat: Moet zijn:
11 3 0. f<xij) =85 zodanig dat f(zi°) = &5 zodanig dat
&1 Eij
2 3 b. te construeren. te construeren.)
2 11 0. door 1. door %.
. i k - . I k
L 10 0.  ruimten {c~ Dj . ruimten {c” % D}
11 1 0. e. . e..
1j : =ijJ
72 3b. + ) B.+a=8B + ) B.b, + Ao =B
? ] 2 dJd
J dJ
12 4 b u o+ ue +
12 L be + ) B. + + ) B.b, +
RN : Jd J
J J
13 T oo e e
13 1 0. Y, Y0
14 2 0. e e
16 14 b, (v1, cnes VN) (v(1), cees V(N))
16 90. y= y =
16 To. g . ¥q
21 8o. t.} {t,}
22 2 b. FQ,A(X) F1,X(X)
22 7 D. a ] a
k=0 F 0 k=0 *
22 8 b, (k-v) {a, {a,
23 2 o. fl(u) f1(u)
24 13,10 0. W W
2l 9,8 0. p luw D {W
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blz. regel Er staat: Moet zijn:
31 5b. A #0 A#O
31, 9b. Yy =o0=8 Y= &dax8
32 11 Do uG YG
3k 8 b. y. N.

. > >
34 9 0. 2y Zy
34 7o Znen Zy+n
35 15 b. Hn B,
36 13 b. T(&sssmsn:_X) T(é,;@,m,nal)
Lo "20. 1 1

m
40 1 0. y ¥
41 3b. oy, Y ¥y > X'
m m

1 . = - = -

S A S s Lowg = Ly g ~ L, g
m m m m

b 5,6 0. t. t.
L6 10 0. De ruimte is De ruimte S is
L7 8 b. t. t.
L8 1 b. wordt _ (8.46.1) wordt
52 2 b, hypothezen : hypothesen
56 6 be. Yy =08 y = Aa * B
6L 7 b, iy o,
65 6 o. W W 9o, w

. J SR




