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beheerste factoren wordt

de niet

per periode.
kan de omvang bij inkoop
doch verkoopprijs, vraag en dergelil jke worden niet
le beperkingen ten
opslagcapaclit~’t wordt
wordt aangenomen dat zowel inkoop-

van e€en bestelling

Met eventue gevolge

geen reke-

terwljl verder

verkocoporders direct worden

cekende constante

ceven wij aan met D .
¢ tijdstippen orders
W1 J

per T1i]
willekeurig
verrichten om zijn voorraad aan te vullen.

e voorraadbeheerder kan op

cebruiken nu

notatles:

van de ide order .

& tl jdsinterval tussen de ide en de (i+1
X cmvang van de voorraad voor de binnenkomst van
de ide

y. omvang
a _

Q. omvang
'

)ste ordex,

order,

van de voorraad na de binnenkomst van de

ide order.

Een voorraad zonder meer wordt aangegeven met z .

De kostenfuncties die hier een rol sgpelen zijn:

inl de voorraadbeheerder; wlj nemen aan da’

de 1inkoopkosten b(g) per eenheld product een functie zijn van g

oopkosten K, voor

en laten dus bljv. toe dat deze kosten verminderen bij een grotere

omvang

van de order. Het verrichten van een order brengt vaste
O P d &= E O t e

met zich mee, zodat dc¢ totale kosten blj een order

kot 9 B(2):

Kosten 1n voorraad houden; de kosten per tijdseenheid, K, ,

varl - LIRS / L “ | N
de omvang ¢ bedragen: Kﬂ(g)z

gst onderstellen wilj

.
7

de verkoop. zodat de opbrengst per




Wij laten niet toe dat er een achterstand ontstaat in het
voldoen aan de vraag; de voorraad ¥ kan dus niet negatief worden

en zal derhalve een verloop in de tijd hebben, zoals geschetst
is in figuur 1.
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;
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fig. 1

Het verloop van de voorraad in de tijd

Ult de gegeven definities volgen de onderstaande betrekkingen:

y = X + g (¢c=1,2,...), (/‘)
{ & ¢
x{’ 1m9~“D9¢; (5-*:-‘7,2,”.,)3 (2)
x¢+?¢‘"’ Déi + X { ¢ = 1}14,_*)‘ (3)
be gemlddelde voorraad fa in de ¢ 9¢€ perlode bedraagt
Zém.%(%-rx‘:”):%(béi+2x£+_’) (4)

en de netto opbrengst Z[(Ph) in dit interval is dus

ﬂ(ei): f“ DQ&: — fm - gi b(?i) .1 % (DQE-&Z x. . 6. . (5)

Z 27

W1lJ gaan nu na op welke wijze er een optimale voorraadpolitiek
ontstaat. In de eerste plaats 1s het voordelilger steeds pas dan
bl1j te bestellen wanneer de aanwezlge voorraad geheel is uitgeput.
Om dit 1in te zien vergelijken wlj voor een interval van twee ach-
tereenvolgende perioden de twee voorraadpolitieken die geschetst
zljn in figuur 2. Inkomsten en inkoopkosten zijgn in beilde gevallen
dezelfde, evenals de voorraad in het begin en aan het einde van het
peschouwde intervel. Gedurende het interval (¢+7) _ /¢+ 7) 1s de
voorraad blj de ene polifiek echter 7. groter dan blj de andere
en de voorraadkosten bedragen dan dus ﬂﬂh‘?tﬂ‘ meer, Hieruldt
volgt dat men de kosten dus verlaagt door alle x, 's (Lwtgg,.u)
gelljk aan nul te kiezen en dat men, wanneer er op het tijdstip
nul reeds een voorraad aanwezig is, deze eerst moet opmaken al-
vorens de eerste bestelling te verrichten. Wij gaan er daarom

in het vervolgvan ult dat de beginvoorraad y, gelijk is aan nul.
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fig. 2
Twee alternatieve voorraadpolitieken voor een interval van twee
perioden

Formule (5) kan voor het onderzoek naar optimale voorraad-
polifieken nu vervangen worden door

Z((aé);ﬁmbaf_{ _ 9. b(g,)-12% Ds&" . (6)

10 21 ¢

Voor wij nu nauwkeurig omschrijven, wat wij verstaan onder
een optlimale voorraadpolitiek, splitsen wij ons probleem in twee

gevallen: een oneindlg lange periode en een eindige periode van
de lengte T .1

Pptimale voorraadpolitiek voor een oneindig lange periode

Definitie

Een voorraadpolitiek i1s optimaal wanneer de netto opbrengst
per T1ljdseenheld zo groot mogelijk 18;2)

De netto opbrengst &{(9) per Tl jdseenheid 1is

Ue)= Ulo)- £ b %t _ Debme) 14 po.  (7)

In plaats van de gemiddelde opbrengst te maximallseren kunnen
WiJ hier ook de gemlddelde onkosten

f(@) —a—Db(DQ)a—i‘ﬁ D8 (8)

““—nﬁl““““ﬂﬂ“m

1) In het oorspronkelijke artikel wordt dit niet gedaan. De daar

-+ gegeven redenering 1s echter nieft geheel correct; zie appendix

- -1, punt 2.

2Y Men kan een voorrraadpolitiek ook opTimaal noemen, wanneer de
contante waarde van alle toekomstige opbrengsten maximaal is. %

{.°Dit leidt tot dezelfde uitkomsten als het hier gekozen criteri*—-—EE
um,-ie grootte van de disconteringsfactor heeft dus geen invloec

S PR Fowdtl for o bl R,

op de aard van de optimale strategle.



minimaliseren. Een intervallengte 9 - 6 levert een minimum van

8(9) op, wanneer er voldaan 1s aan

A : 3
m%+D b(D6")+ L £ D<o (9)
€N aarn
2{—1& + :D3 };)“(DQ%) > 0 . (10)
(67)°

(o) neeft altijd een minimum omdat de functie zowel
voor zeer kleine als voor zeer grote waarden van 6 wlllekeurig
toeneemt. Er is dus altijd een waarde van & , die aan (9) en
{10) voldoet. Voor functies lmh?), waarvoor b"(g) overal > O
is 3) past bl] 6" het enige, dus het absolute minimum van Kﬂ%ﬂ,
omdat er in het geval van meer dan é€én (relatief) minimum ook
(relatieve) maxima zouden zijn en dat is dan, wegens (10) overal
positilef, ultgesloten. Aan b"(g) > O voor ledere ¢ 1s bljv.
voldaan wanneer de prijs per eenheld steeds lager wordt naarmate
de omvang van de order groter 1s, doch de mate van afnemen steeds
minder bedraagt. Ecn gehele klasse van krommen die hleraan vol-
doet, wordt voorgesteld door

.......Cz?
_ 1
b(?)_@_!ﬁ +@3 R (11)
waariﬂﬂde<f's positieve constanten zijn (zie figuur 3).
7,
e N
%
>,
fig. 3
-, q
Krommen van het type b(g)=2¢C € r C, .

Wanneer men dus een kromme van het type (11) kan aanpassen,
vindt men de optimale lengte 6" van een periode tussen twee

opeenvolgende bestellingen door (9) op te lossen. De optimale
ordergrootte is dan

3¢

0 m~I>6*g (12)

terwijl het optimale werloop van de voorraad de in figuur 4
gcegeven vorm bezit. '

VNS WODNR  wuews Wi YRR Wniein R e e

3) Deze voorwaarde is equivalent met b(?) convex en voor 1ledere
9 tweemaal differentieerbaar.



fig. 4
Verloop van de voorraad bij een optimale voorraadpollitiek voor
een oneindlg lange periode.,

Hoewel nog een groot aantal functies voldoet aan de voor-
waarde bu(?) > O voor ledere ¢ , zljn er refle runctles 5(g)-
die dit niet doen. Een voorbeeld hiervan 1is geschetst in fig. 5,
de tweede afgeleide van.l>03)is hier hetzlj nilet gedefinieerd,
hetzij nul. De functie £ (6) is hier

VOO oS D9<?1 geli ik aanc: ﬁm + Db+ 1 ﬁﬂbé,

Fa 2
qu D9<€2 . . %ﬁ +Db0+1z£“139,
iaébgﬁm ; i l%lﬂ + Db, +%{21D9 (13)

en bestaat dus ult de drie volgende termen:

f%i , €en monotoon dalende functile,

een constante,; die in de verschillende intervallen, een anders
waarde bezit,

714# Dg , €en rechte door de ocorsprong met positieve richtings—

92 21
co&fficié&nt.
b(?_)...—&
b |
:
ba
e
- S | B A —_— -
g, 1, 1

fig. 5
Een functile b(g) , waar de tweede afgeleide nergens grofter 1s dan
nul,



fig. ©

PBe functie f]e) behorende bij de functie b (g) van fig. 5

In figuur © is gﬁ@) de getrokken kromme met discontinuiteiten
in de punten 6 - %.1 cn 0 - iﬁ; . De gestippelde lijnen geven de
functies %Q%U weer, die men zou vinden wanneer de constanten

b ,b en b voor iedere & van kracht zouden zijn. De functile
Zf(@) bezlt één gewoon minimum, waarvan de plaats onafhankelil jk

is van de b, -waarden en bepaald wordt door
C (6" £ (1%)
(9 ) - =S T%l + -—%- {21 D = 0 .

HeT minimum wordt dus bereikt voor

éﬁ%m‘/jﬁgyL, . (15)
’gﬁ.‘l D

Stel dat voor & geldt (zoals getekend is in fig. 0) g =D p < g3
de waarde van dit minimum moet dan worden vergeleken met de
kosten wanneer men een bestelling verrlicht, waarvan de omvang
Juist iIn het volgende interval 1ligt. Hier moeten dus

SR g




worden vergeleken; de kleinste van deze waarden bepaalt of 0"

dan wel gz de optimale periode is tussen twee bestellingen.

Wanneer het minimum,van.ZE(Q) in het eerste interval 11gT,
moet dit vergeleken worden met de waarden van EYB) in de punten

0 -2 en 6. %2 . Ligt het minimum van £(0) in het laatste

interval, dan 1s 6:8" de optimale waarde van 6 .

Tenslotte willen wij nog wijzen op €en formule welke Soms
wordt gegeven. Voor b{q)'kan men substitueren

b(g)=b -b g, (16}

waarin b en b positieve constanten zijn. Differentlatie van
£(6) leidt dan tot

Qii:\/ £ 16 , (17)
D(%+#, -b D)

een waarde van @ , die voor z 'ﬁﬁ >b_D inderdaad het mlnimum

van ﬁf(@) oplevert. Men moet met deze formule zeer voorzichlilg

zijn aangezien (10) nooit op een groot interval geldig kan zijn

( b(g) nooit negatief!). Bovendien leidt (15) voor 1 1@21 = b D

tot de "optimale'" politiek oneindig veel bestellen; in de prac-

tijk besekent dit dat de aanwezige opslagcapaciteit de grens

van de orderomvang bepaalt.

Optimale voorraadpolitiek voor een eindige periode

Delfinitie

Een voorraadpolitiek voor een eindlg interval [c>m”f]
noemen wiJj optimaal, wanneer de netto-opbrengst in dat interval
zO groot mogelijk 1is.

Evenals blj een oneindig lange periode moeten ook hier voor
een optimale voorraadpolitiek alle > 's nul zijn; er wordt dus

-

pas bijbesteld als de aanwezlge voorraad 1s uitgeput. Wanneer
er in het interval [(DW“T]wqbestellingen worden verricht, valt
dlt infTerval in m perioden ulteen, dile achtereenvolgensaf_r“aan

tijdseenheden lang zijn. De totale netto-opbrengst U is dus met
behulp van (6):

U2 Us)-2,0F6-n#,  Zgbg)-+4 D06 .  (18)

L= . L s

Y



K1asse van

deze functie is

¢n

l'] i - t HIOLS i 1 .?.. P
optimaal is om het interval [o.T]

delen. Laten wil) eens aanncemen dat er p
' gelijk 1s aan b_ en

5) en dat geldt

moet worden besteld,
J@lij?

de totale

aan

Kosten, afg

die voldoet

Het minimum

adn

K 1 i 3¢
controleren of g inderdaad

men ulteraard

de verschillende constanten: T = 14 weken,

interval van 14 weken

* 4

weken worden verdeeld

De totale

deze blj een verdeling

kosten zijn nu
weken 724,5
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gsmethode 1is voor eindilg

endix II, punt 2.



W1lJ beperken ons nu verder tot functies b(g ), waarvoor
Lo bYQJ,ﬁ is en tfﬂﬁz) positief en monotoon dalend. Hoe

9 ~> oo
vaak moet er nu cen bestelling worden verricht?

De totale vraag in de periode [o - T:] bedraagt DT ; de & 's
zljn alle gellijk aan 7* , Terwijl de omvang van alle m orders

I:T lg . Subs titueren wij dit in (18), dan vinden wij

U(m)=#,DT -n#k, -3 DT b(RT)_1%

A |

| D(T) (20)

I’-nﬁ’

Evenals blj] de oneindig lange periode kunnen wij ook hier de

onkosten

C(n) - m#®, +DTH(DL) .z £ DI (21

minimaliseren. Wij kunnen deze functie cchter niet differentifren
om het minimum te vinden, daar m alleen gehele positieve waarden

kan aannnemen. Daarom onderzoeken wij de functie

2.
U(v)-v# +DTH(RT)r1 £ DI, (22)

waarin Y wel cen variabele 1s die alle waarden kan aannemen.
'Lr(v) 1s, omdat b(g) cen minstens tweemaal differentieerbare
functie is cveneens minstens tweemaal differenticeerbaar en neemt
VOOT V=1 dezelfde waarden aan als Zfﬂnj . De extremen van Q/Q“u)
porden bereikt voor waarden van vV die voldoen aan

Viv)= % b(DT) - 1% DI - (23)
of
"g;ﬁ?;‘l“%/ﬁﬁ*])b‘(%z)' (24)

Het linker 11d van deze vergelijking is een monotoon stijgende
functie van v , het rechter 1id ten gevolge van de cemaakte
onderstellingen een monotoon dalende; zie ook figuur 7. De
functie Zf?v) heeft dus maar één werkeligk extreem; het wordt
bereikt voor v. »™ ¢n i1s een minimum omdat V' (v) zowel voor

YV s O als voor v oo wilillekeurig groot wordt. In figuur 8 is
de functle geschetst. De waarden van 2/ (v) waarvoor fﬂ%@)gedefim
nieerd is zijn met kruisjes aangegeven, UlT deze iguur leest

men direct af dat voor p ™ geheel f%%g)mlnimaal is veor m= V™

_ H
€n voor ¥  nilet geheel voor één van de twee gehele waarden

waar v tussen in ligt.



D T 2 2 21
S
Db'(L2L)
fig. 7 v

Linker en rechter 1id van (24) zijn voor slechts één waarde

van y aan e¢lkaar geli gk

1f( ’V)

*
" ML L ST TSR PR S e
%
'

1 2 3 4 5 6V z
fig. 8
De functie UV (v)
HeT probleem is nilermee voor een ultgebreide klasse van

functles b(g) opgelost.
Wanneer men in een bepaalde situatie wil vergeligken of het

in deé gegeven periode[b_ﬂj{bijvﬁ voordeliger is om twee keer te
bestellen 1in plaats van één keer, dan kan men dit ook doen zonder

te differentitren. Er moet dan voldaan zijn aan de ongelijkheid

2[’;579.1. DZTE)(DT)-;-.L’E D “}1<£1O+DT}:'(DT)+%%Z1DT£ (25)

2 2 27

of

% +DT[b(%I)Mb(DT)J<:_3_'€1 DT . (26)

10
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In deze paragraaf bestuderen wij de situatie van de voorraad-

beheerder die zich in het begln van een periode, gedurende welke

nij verder niet kan bijbestellen, afvraagt hoe groot hij zijn
beginvoorraad 4y moet kiezen. Wij onderstellen verder dat even-
tuele aan het eind van die periode overgebleven voorraden geen
waarde meer voor hem bezitten (bijv., tengevolge van veroudering
of bederf). D¢ verschillende grootheden worden met dezelfde
letters aangegeven als in 1.2. Verder beperken wij ons tot
contlnue kansverdelingen, dat zijn kansverdelingen met een ver-

delingsdichtheid; voor andere kansverdelingen moeten de formules
Op voor de hand liggende wiljze worden veranderd.

Voor de kostenfunctiecs maken wij de volgende onderstellingen:
lokoopkosten; K (¢)- £ +g9b(g), waarin b(g) weer de kosten per

10
eennelid voorstellen bij een omvang g van ac order,

Kosten in voorraad houden; wij nemen aan dat deze bij een begin-
voorraad y voor het gehele interval geli jk zijn aan

K, (y)=%, +%_ y 3 het verloop van de verkoop in de betreffende
perlode heeft dus geen invloed op deze kosten,

opbrengst bilj verkoop; KG(IUmV£M)+“£373D blij een vraag D

gedurende de periode.

Het 1s mogelijk dat de vraag D naar het product groter is

dan de beginvoorraad y . Wij nemen nu aan dat men er een bedrag
K,voor over heeft om het tekort Dy aan te vullen; laat K@

gegeven worden door

WA

Y (27)
o"'/{v(D“tj) : D‘)Lj"

K =

O voor D
Y {{

o

waarin Jéu: &N ~€w constanten =z 0 zljn.

De verwachting van de bruto-opbrengst KB(Q;) is

Y _
g Ka(D_)m/gaaq-/gg?JDF(D)CiD-}-/gaTgL'?m—F('-_—j)] (28)
en de ﬁerwachting van de verliezen wegens niet kunnen leveren
| G2
8 Kq(@__m 3)::%9,1 ID {:(D)CLD“‘(g,{Q ~£q4 fj)[}f“‘ F(B)] * (29)
3

Uit (28), (29) en de andere gegevensvolgt dat de verwachting
van het netto-verlies op een constante na gelijk is aan

!
\/m ’Eﬁ 4 + Y b((j) x {’ngo - (£31 *"éq.,)'j}[‘f“ F(H)J“(£31+€1)IDF(D)4D‘ (30)
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o= e T 94
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gelljkmatig over dle pericde 18 verdeeld, dan zal het verloop
bij een (4, S) -politiek

als aangegeven 1is in fig

een vorm bezltten, Zzo-
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Over de Kostenfuncties maken wij de volgende onderstel-
lingen:

inkoopkosten; deze bedragen blj een 1nkooporder van de omvang 9:
K't (CZ) = gfo *%ﬁ Z s

kosten 1n voorraad houden; per tijdseenheid zijn deze evenre-
dig met de in het begin aanwezige voorraad, zodat ze voor de
periode [¢,¢+71] bedragen K, (9, )= %, g, >

opbrengst blj verkoop; deze onderstellen wij evenredig met de
verkoop, dus K,(D)= '£31 D,

kKosten wegens nlet kunnen leveren; wij nemen aan dat deze con-
stant zijn en niet afhangen van de omvang der niet vervulde
vraag, dus

{ 0 vVoor Dt = ljt
K“ = {
40 Dt g 3& '

H

Verder nemen wij aan dat éﬁw {}118, met andere woorden,
dat bruto-opbrengst en inkoopprijs per eenheid aan elkaar ge-
11jk zijn., Als nu alle ingekochte goederen ook verkocht worden,
hetzij 1n dezelfde, hetzij in een latere periode, dan kunnen
wlij de bedragen 'QH en £31 verder bulten beschouwlng laten, De
enige kosten dile nog een rol spelen en die voor de verschillen-
de orderpolitieken uiteen kunnen lopen, zlijn dan: de kosten
ten gevolge van ongelljke aantallen orders, de opslagkosten en
de kosten wegens het niet kunnen voldoen aan de vraag. U1t alle
mogelljke (4, S) -politieken willen wij nu die politiek opsporen
waarblj, ultgaande van de huldige voorraad x_, de contante
waarde van alle toekomstige verliesverwachtingen minimaal is,

Daartoe moeten wilij eerst deze contante waarde berekenen als
functie van g9 en S§S.

Wanneer x gegeven 1is en er een bepaalde (5, S) upolitiek
o'd .. een

wordt toegepast, vormen de beginvoorraden x_, X, X,
rij stochastische grootheden, De kansverdellng van x KkKan be-~

rekend worden uilt de waarde die x, , heeft aangenomen en de

kKansverdeling F(D) van de vraag D, ., ; de waarden van de begin-

voorraden in de perioden vodr de (tmt)ste behoeft men daarvoor
niet te kennen. Een rij stochastische grootheden, waarbij de
verdeling van x ., alleen afhangt van de julst voorafgaande va-
riabele en niet van de andere varlabelen noemt men een MARKOV-
*DPOC@S;;¥1;£1;”W vormen dus een dergelljk proces.

De verliesverwachting in de periode [t,t+71] kan bij gege-~
veén waarde x, van x, en een bepaalde (4, S) -politiek worden be-
rekend. Wij geven deze verwachting aan met b;t:(xkj , waarin

S )



de eerste index de betreffende periode aangeeft, de tweede wat
de laatste gegeven beginvoorraad 1s en het argument hoe groot
deze beginvoorraad is. Blj de gemaakte onderstellingen vinden

wilj voor \é,t (=, )

y {11 X, +*€O [1‘._. Fx, )J voor x> 3 (36)
(SC = - .
e (%)= 12 .4 st [irs] v x,= 9.
vVoor X, = is de functie t_t (x,) een constante, dle wij kun-
nen aangeven met ‘%r (o) en welke voldoet aan
Vtt(o): %,t(s)+£1a‘ (37)

De functile létp(x%) kan bv. de vorm bezitten, zoals geschetst

is in figuur 11.
%:;t (:r.;_) ' |

V(o) |

fig. 1

Schets van een mogelijke vorm van de functie V, _ (x.).

Wij hebben echter niet deze voorwaardelijke verwachting
in het interval,[t,t+~g‘nodig, doch de schadeverwachtlng ult-
gaande van de beginvoorraad x_ . Deze vinden wij uit (36) door
x, weer als een stochastische variabele te beschouwen en dan
de verwachting te nemen over de verdellngsfunctie van o> .
Aangezlen het een schadeverwachting 1is die de tde preriode be-~
treft, terwijl de laatste gegeven beginvoorraad x_ 1is, gebrul-

ken wiJj hiervoor de notatie %w:(&%J : er geldt dus
Vt,o (%)= & \/:‘:_,t (%) (3¢)

Bovendien kent men aan een verlies in de toekomst niet
dezelfde betekenis toe als aan een verlies nu direct. Wlj voe-
ren daarom een disconteringsfactor . in, waarmee de zogenaam-
de contante waarde van een verlies over € tiljdseenheden wordt
berekend., De contante waarde van de voorwaardelijke verllesver-
wachtimg V.. (x.) op het tijdstip nul wordt aangegeven met

;t( L) en is gelijk aan

(:}ct)w‘@( v (xt) . . (39)



W1lJ nemen aan dat geldt o = X - met o=2x<1 , Vaak wordt =« geliljk

aan 7’_33" gekozen, waariln £ de rentestand 1s; noodzakelijk is
dit echter nlet. De contante waarde van Vi o (x,) Wwordt aange-
geven met A, (x,) en is gelijk aan «° V. o (%)

Voor willlekeurige x bedraagt de som A(x) van alle con-
Cante waarden van toekomstige verliesverwachtingen nu

A(x) = Ay, () + A, () + Ao ()
= V (x)+=x V (x)-;-o(zv (%) + ... (+0)
G,0 1,0 2,0

A(x)1is een functie van de parameters 3 en S . De voor-
raadbeheerder zal deze parameters bij gegeven 2 nu zodanig
kiezen dat A(x) minimaal 1s. Om dit probleem op te lossen
schrijven wij A(x) eerst in een beter hanteerbare vorm 7) .

Voor alle waarden van x =< wordt er bijibesteld tot S .
Daar nu, afgezien van dc¢ orderkosten X, , de inkoopkosten
buiten beschouwing konden worden gela tcm is A(x) voor x=< een
constante, welke wilj aangeven met A(o). Verder voldoet A (o)

aan de vergelljking
A(o)= A(s)+ %, . (#1)

Wij beschouwen nu A(o) als een bekende constante en bere-
kenen de functie A(x) voor x>g . Met behulp van (41) kan A(o)
dan gevonden worden.,

W1ljJ maken gebrulk van het feit dat zodra voor een ¢ geldt:
x =3, op dat tijdstip de som van alle contante waarden van
toekomstige verliesverwachtingen gelljk is aan A(o) . Het gehe -
le proces wordt daartoe gesplitst in een aantal stukken, waar-
van wlij afzonderlijk de contante waarde van de verliesverwach-
ting bepalen. De splitsing is in figuur 12 schematisch weerge -
geven en bestaat ult de volgende delen:

a) het interval [O --7] >

b) de intervallen J1-2],[2-37, . .. als x_ s is,

c) het interval [1.2] als x >9 is,

d) de intervallen [2-3],[2-.4],... als x>3maar x =3 1s,

¢) het interval [2.3] als x, €n x, belde groter dan 3 zijn,
f) de intervallen [3._ L'% 2 fu- 5} . als x_en x,>3 zijn, maar

ng 3, enzovoorts.

7) De hier volgende aflelding is niet dezelfde als de door de
auteurs gegeven afleiding.

< :x:......:s] =6 , nemen wij op deze

agen tot A(x) mee. Bij alle in de
2lingsfuncties van de vraag is aan

' de;e voorwaarde voldaan
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fig .12
Schema voor de berekeningswijze van A{o).

De bijdragen tot A (x) van dcze stukken zijn achtereenvolgens

van

a): V‘&? (x),

b): op t= 7 is de contante waarde van de toekomstige verlies-

verwachtingen A(o) ; de kans op b) is gelijk aan de kans op

<en vraag D, in [o.1] groter dan x-3, dus P[D & x-3]=1- F(x-3)

en de bljdrage bedraagt dus <X A (o) [‘1... F(x - :r)_] s

c): voor gegeven x_ 1s de bijdrage Vi, (>,); x, 1s echter een

Kansvariabele die waarden tusscn 9 en x aanneemt, afhankelljk
van de waarde van D_, zodat de bijdrage is E V ,(x,) =

x .4
df V , (x - D)f(D ) e:iD , of mct een andere intcgr*atiem
:5
var‘iabelc. X f , (- ) tc())d.,\
d): op t=2 is de contante waarde van de toekomstige verlies-
ve,r’wachtingc.n weer A(o) bl gegeven x, >3 18 ‘P[-:& = :s]
P[ iy - :1] PfD = X- ﬁ D ] 1. Flx-3- D)ﬁ de onvoorwaardeli jke

kans op gaval d) is f [_’1... F{x.3-D )_] F(D }d.D en de bijdrage

is dus met de integratievariabele A in plaats van D_,



X .3
o A(o)f [1- F(x-3-2)f(A)dA,

¢): voor gegeven x, is de bijdrage o Vz,a (x,) ; Wanneer zo-
wel x, als x, groter is dan 3 heeft de totale vraag in [o**!]
en [1-2] tezamen gelegen tussen ¢ en x-9 ; geven wij nu de
verdelingsdichtheld van P_+ 2. aan met ﬂ ’ dan is,daar ult

D+D=-X volgt = ~x_4 , de bijdrage «* [ L(x-NH )4,

o L
) : hier moet «° A(o) vermenigvuldigd worden met de kans op
S onder dc¢ voorwaarde dat x, en x, groter dan I zijn,
anders gezegd: met de kans op x,s J¥, wanneer D_+ D_ een waarde

=3
bezilt tussen 0 €n x-g:; de bljdrage 1is dus

3,4(0)[ [1 Flx _ 3 -..-.A)]f())d/\

Op deze wijze voortgaande vindt men, wanneer men voor de
verdelingsdichtheld van D +D + ...+ D__ de notatie ¥ gebruikt,

= naq
voor A (x) (x>3):

A(x) =V (x)+anA(o)[1_..F(:xc -3)]-:—0(/\/ { - ))F(A)dA-}»

. oﬁlA/o)f [-.:... Flsc-3_3)] £(A)dAs

x -d . xX-3
sk [V (x )F (A)dAs ) AR [ T Flx s  JIF (D) dAx - - - s
PAAMCIILNE ) [ /A C4o)
Hierin zijn de functiles (x) voor alle waarden van 1 aan el-

‘-L

kKaar gelijk en dus te vervangen door V(x) zonder meer, waardoor
(42) overgaat in:

A(’x): V(:r:)-;.a(A (o)['f.... F(x._:s)_]-a-m [{V(:x A)+et Afo) [‘1.. F(x... --A)J}?c (A())i)«)
3

De kansverdeling F, (A) van _,D_O+ D, 1is ecenvoudlg af te lei-
den ult de kansverdelingen van D en D, , die belde gelijk

zljn aan F, = F en wel is
P[D_+D. g,x]mga)zfgaw)ﬂww, (44 )
¢
Met behulp van het principe van volledige inductie leildt men
voor de verdelingsfunctie F  van D _+D +...+D af
A
P[D,+D+ ---+D,_=2]=F () ::/l;_{(.«\..v)ﬂ (v)d v (45)

Als f (D) begrensd is zijn ook alle Fo(A) continue verdellngs-
functius. Wij kunnen dus steeds schrlgven F (A) = f F(v)dv |
waarmee onder de genoemde onderstelling de boven gebr*uikte no-
tatie met ﬂ, gerechtvaardigd 1is.

De onbekende parameter A(o) in (43) wordt berekend met
vergelijking (41). Substitutie van (43) met x=S5 in (41) levert




F—————

5-4 _
Afo) = V(S)+=Af)[1- F(S- j)j > o f{ws ,\)+mA(o)qu(S-mA)J(q%)(A)dA N’

en dus 1is

Alo)= Faot V(5] + 5 G‘ﬂf V(S N f,0dA(4T)
o[- F(S-—-ﬁ)J P of””fp F(S-5 - A]E ()

Wegens

o [T F(s-s)] -3 a""""f [ﬂ.. F(S-< - A)] f (4)da =

iz ¥

e = S F(S_:x),__gfcx Q(S_‘:S)-fﬂgo( F o (S- 3) =
= (- )1+ 2 o F (5-3))

kan (47) nog worden vereenvoudigd tot
Moy o Rt VS)e 5 L VIS ) h)ds  (48)
(7_d)(7+?12:_fo< ?1(5__-3))

Voor x=9J is A(x) dus gelijk aan (48), terwijl voor =>4
de functle gevonden wordt door (48) te substitueren in (43),.

Opmerking

BilJ de hiler gegeven afleiding van A(x) 1is geen gebruik
gemaakt van de speciale vorm die de verliesverwachting V(<)
per 1lntTerval bezit. De gegeven al'lelding kan dan ook toegepast
worden op ledere niet-negatieve functie V/x) die constant is
voor x= < . De onderstelling dat D een continue verdelingsfunc -
tic £ bezit, waarvan FTEU begrensd 1s, werd alleen gemaakt om
de notatle te vereenvoudigen en speelt geen essentiéle rol.,
Wel is er impliciet gebruik gemaakt van de onderstelling dat
A(xjemmn'begrensde functle 1is, een onderstelling waaraan 1in
praktil jkproblemen steeds is voldaan.

geen belangrijke moeili jkheden op.

Wij zullen alleen voor A(o) aangeven op welke wijze het
Kan geschieden bij de aan het begin van deze paragraaf gemaakte
onderstellingen en waarbij bovendien wordt aangenomen dat (D)
continu differentiéerbaar is. Daartoe substitueren wlij eerstg

(36) in (48):

Alo) o FutBiuS+hili- F(S)]+Z o [ { é J(5-1)+4, [ F(s-)]] £, ()dr |
- (’t oz){-:-:- . (5*5)} _ (49)



Men zou het minimum van A(p) kunnen vinden door te differenti-
eren naar 4 en S , doch het is eenvoudiger de afgeleiden te
bepalen naar S en S-4. Wanneer het minimum van A(o) geen rand-

extreem 1s, voldoen de optimale waarden 3~ en S'van s en S
aan de voorwaarden

QA _ ( 2" A > A )
N ~ 0 3 > Q J R S A—— = 0,
( > S= S* asz)sasﬂ ( 3(5..:3) S”jxs’iﬁ%
> A > A
2 o G* 0S5 2(S5-3)
(_Q__A_—_I) > O en . . S 0
2S-8)"g_4_g* 5% A 5% A o
0S 3(5-3) 2(5-3)* | L™

Ook blj de hier gemaakte onderstellingen is het niet mo-
gelljk een algemene theorie over de oplossing van het probleem
te geven, De verdere uitwerking zullen wij dan ook achterwege
laten.

In het algemeen vereist de in deze paragraaf behandelde
methode zeer veel rekenwerk., De situatie is nog het gunstigst
wanneer men voor de verdelingsfunctie F(D) van de vraag D een
' -=verdeling aan kan nemen. Dit is een verdeling van het type

D
F(D) = “fif‘ atﬁwfeﬂﬂﬂtéu., (50)
F'(%) o
waarin £ en f3 parameters groter dan nul zijn. Men kan dus
twee momenten aan het waarnemingsmateriaal aanpassen en voor

de zo gevonden verdeling de optimale waarden van 3 en S bere-
kKenen,

Behalve de boven beschreven oplossingsmethode geven de
schrijvers nog een methode aan, welke ilets minder rekenwerk
vergt en die onafhankelijk is van de beginvoorraad x, en de
disconteringsfactor o« . De voorraad x aan het begin van de

el

perlode [1.2] ©bezit blj gegeven x_ een kansverdeling; hetzelf-
de geldt voor x_,x.,.. . . Onder zeer algemeen geldende

vonrwaarden nadg;t 5; verdeling van x voort¢t_oc tot een 1i-
mietverdeling die onafhankelijk is van x_ . Dit heeft tenge-

volge dat ook de onvoorwaardelijke verliesverwachtingtb;ﬁ}(xﬁ)
voor het interval [¢,t+1] voor t-sece tot een limiet V. na-

dert. Men kan nu deze verwachting, waarin de parameters X, en
< niet voorkomen minimaliseren als functie van 3 en S ,
deze methode wordt met "begineffecten' teng
zlge voorraad x_ geen rekenling gehouden., Voor ver weg gel

perioden komt ze op hetzelfde neer als de

eerder behandelde
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gelljk is

(51)

P

(1-a¢) Afe) =

ol - 1

Het artikel wordt besloten met een overzicht van een
aantal mogell jke
een ultvoerlige literatuurlljst.

generallisaties van de gegeven methoden en
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ste ombrent optimale bestelschema’'s

Eerioden

door

G. de Leve

In deze appendix wordt een antwoord gegeven op de vraag:
"Aan welke voorwaarden moet de functie L”gz) voldoen opdat
altlijd een optimaal bestelschemsa gevonden wordt, waarbly de
bestelgfootten.tzi steeds gelijk zijn?"

WiJ stellen hiervoor een voldoende voorwaarde op. Men
Kan ook aantonen dat deze voorwaarde noodzakeliik is voor een

ultgebreide klasse van functiles b(g) *1]

Uitgaande van de veronderstelling dat voor de eindige
periode het optimale aantal bestellingen m bedraagt, zullen
wlij onderzoeken of een gegeven bestelschema bestaande urt m
bestellingen verbeterd kan worden. Daartoe worden twee aan
¢ lkaar grenzende intervallen beschouwd, waarvan de gezamenlil jke
lengte t bedraagt. Bij een bestelling van de grootte g aan et
begin van het errste interval worden de totale onkosten voor
deze beide Intervallen

1 .f._:(l_ (Dt,_.cz). D._%tiﬁﬁz.z? gb(g) +-
o (1)
v (Dt_g)b(pt_g)rad - Fauf « BaDE-2) opio), (Dt _g)nDt-g )

2 D 2 D
'*lﬁao‘

Geef't men in het vervolg g b(¢q) aan door de functie #(g ).

dan zullen, wil f/g) een relatlief minimum bezitten voor 7 =92 .
de volgende betrekkingen moeten gelden:

(._E‘.."f;,._{fm . %21 2 HW'FW{/?)H%’(DZLH?):O (2)
on df Qr‘?g D D e 0

2 i " o
(‘i{; :ﬁ_fi_&z+99(ga)+gé’(bt.,ga)m0. ( 3)

1) Zie G. DE LEVE, Enige opmerkingen blj een bekend voorraad-

probleem, een artikel dat zal worden aangeboden aan de
redactie van Statistica Neerlandica.



Norden dat ? =1 Dt ecn absoluut
€(g) , dan kan het desbe-
de bestel-

oplevert voor de functie

cende bestelschema alleen optimazcl zijn wanneer
grootten van de beschouwde intervallen gellijk zijn.
Stel
gaavbij g

nu dat het absolute minimum ve

n (1) gevonden wordt voor
ok Dt en ¢ x Dt 1s, dan kunnen wil]

o

{2
'n ons beperken tot

waarvoor geldt:

.'-’5- Dt < ?0-@: Dt

wilij voeren nu in de functie:

7(9)=rg g gz.;. w o +V, (%)

WasIrvan worden door de

e legd

de co&ffici&nten r o, w €n v vasteg
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Wij zullen nu nagaan wanneer het minimum van go(g) gevonden
wordt voor (i ;f_ Dt of 9=Dt . Indien g(g) minimaal 1s8 voor
één van deze waarden van g kKan 259/20) geen apsoluut minimum
z1ljn van de functie f(g)

Indien voor 9 g (9) geschreven wordt (g9 ) , dan gelden
voor het geval g = ? een relatief minimum oplevert van de
functic ;/?) de volgende betrekkingen:

dé/?/ :Z, ’ﬁz:(Dt ‘2).;-(;/(?) W(Dt ?) O (8)

D

S8

(d2 {62) - 2;21 -1-5[/:'(27‘)-1-(//“(1)“5“?)%0. (9)

Uit (4) volgt na enig rekenen dat voor (9) ook geschreven
mag worden:

6_{_2{_2_) = ______&__+121"’[2{€ .LDf)-riD‘i‘J-;-é:IDt-;-qu%O (10)

Uit (8) kan eenvoudin worden afgeleid dat ¢ = 1Dt gen
cextreem oplevert van de functie g (g’) . Men kan nu twee gevallen
onderscheiden e¢n wel P=2o0o of r >0

Indien r=o0 1is, dan is voor g = 7 DY de functle

dz
____M monotoon niet toenemend. Als de functlewaarde

Gf ?/f )2 =018, dan zal de functie | ' negatiel zin

Dt
in he 1nte%rval _:L Dt = @ = Dt . Hierult volgt dat de functile

g)(‘Z) maximaal is VOOr 42 :L DT en minimaal voor ? = Dt .
Is daarentegen de funct iewaarde 2(.._2,.._.) => 0 ,

dan bezlt de functie g (2) cen absoluut minimum voor @ = 1 Dt
Immers voordat een tweede minimum kan optreden, moet er eefst
cen maximum geweest zign., Voor de bij dit maximum behorende

waarde van 7 is de functie « é(? negatief en behoudt dit
, dg

teken voor de rest van het interval.



-7 -

Als uit (5) volet dat r = o 1s, dan kan ¢.¢’ alleen een
als ¢’z 1 Dt
b'A

opleveren van de functile

?'= Dt is.
Volegt echter uit (5)

(2) 4,

dat r> 0 1s, dan 1s de functie

het interval iz' Dt = g = Dt monotoon stijgend.

B § d '
de functiewaarde ( T o

dgz g=1
Q = 1 Dt een absoluut minimum van de functile ? (2) . Jlmmers
“unnen voor g > 1 Dt geen maxima optreden. Uit

< 0 volgt dat 2 = :é. Dt een absoluut

mum oplevert. De mogelil jl{hé id is niet uitgesloten dat She

waarde van 2
‘hf@l iS,

pestaatl == Z£ ! €n = Dt , waarvoor

absoluut minimum opleveren van de functie

Wl zullen nu aantonen dat door het opleggen van een
waarde aan de functie by v ) voorkomen kan worden dat uilt

Uit (5) volgt dat de ver

re 1l jking

(11)

minstens vier wortels heeft.

men dan

van

KKell jk aantonen dat de vergell jkingen:

() (12)

chl

wortels moeten hebben. De functie

1s voor P>0 een monotoon stijgende

monotoon niet stijgend wordt veronder-
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Hieruit volet:

£(g,)=41(g,)> £(1 pt)= Lz pt) (14)
f(fa)mg(goj-} 4 (D) - E(e). (15)

4
Met andere woorden ga kan onder de voorwaarde A (?) = 0

s (g) opleveren. Indlen ¢ = Df een absoluut minimum
gecft van de functic f(g) kan het beschouwde bestelschema
nlet optimaal zijn omdat er dan eigenllijk maar M -1 Dbestel-
cljdstlppen zijn. Is daarentegen de functie £ g) minimaal
voor ¢ =1 DT , dan kan het desbetreffende schema alleen
optimaal zijn als van de beschouwde intervallen de bljbehorende
bestelgrootten gelijk zign.

Wigj komen nu tot de volgende stelling:

venneer de tweede afgeleide van de functie b(g) wmonotoon
gend 1s en het optimale aantal bestellingen n bedraagt
voor leder optimaal bestelschema, dat de 7m bestellingen

groot zign.

e 1n het begin van deze appendix gestelde vraag

aus beantwoord. De gevonden voldoende voorwaarde éﬁ”(g)

overal =okan niet verzwakt worden, zolang men voor b(g) alle
gelljke functies toelaat. Men kan namelijk bewil jzen dat voor

functies b (@) met de eigenschappen:

1) b'(g)= 0 voor iedere waarde van g ,

2) b'(g)=z o " " ! "7

deze eis ook nocdzakelijk 1s. Dit geldt dus bijvoorbeeld voor
de in 1.2 ingevoerde functies

-, ¢
b ( ) = c_{ & 2 Z + C

de voetnoot op

C*’i 2 Cl €n @5 posltleve constanten zijn. Voor he

celgenschap verwi jzen

Lenoemde artikel.

wl] naar het 1in
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Appendix IT 1)
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Enige correcties op OPTIMAL INVENTORY POLICY, door K.J.. ARROW,
TH. HARRIS en J.. MARSCHAK, Econometrica 19 (1951), 250-272.

1) In formule (2.3) moet aan het rechter 1id worden toegevoegd:
- C_ 6. . Op het uitelnde 1ijke resultaat heeft dit geen be-
langril jke 1invloed daar men ax kan vervangen door ax-C_.

2
2) De aflelding van het extreem van 2(::2% w(6,) 1is niet
, L = ,
geheel correct. Voor waarden van £ , zodanig dat L. geen

. 22, [
geheel getal is, heeft de som U — Z; L (@C) geen betekenis

en de daarop gebaseerde afleiding derhalve evenmin. Verder
wordt niet aangetoond dat 6  werkelljk een minimum van 8(5)
oplevert., Onder de genoemde voorwaarde b'(g)= o0 en

g b(g) monotoon stijgend is dit ook niet noodzakeliljk

net geval. Voor een julste afleiding wordt verwezen naar
appendix I.

3) De kans 1_ F (S“") die op blz. 259 wordt berekend voor een
normale verdeling is een functie van de parameter g uit deze
verdeling. Bij de berekening 1s ondersteld dat geldt ¢°= 1.
In 3: G moet het getal 13 vervangen worden door 13,5.

4) Bij de oplossingsmethode voor het dynamische model worden
voor de verdelingsfunctie F van de vraag per periode ook
niet continue verdelingsfuncties toegelaten. Voor verdelings-
functies die niet continu zijn in het punt 3 zijn de formules
alleen juist wanneer men F(>) definiéert door F(x): P/x < x].
De co&fficiént van « L (o) in bijv. (5.1) is P[x2d4] en
dat 1s dan uiteraard geliljk aan 4. F(:s) . Laat men echter in
raragraaf 3 ook discrete verdelingen toe, dan zijn de for-
mules alleen julst ultgaande van de definitiewF(erlyégg;%}
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2. A iinear decision rule for production and employment
scheduling, C.C. Holt, F Mndiglianl and H.A. Simon.
Cerncgie Institute of Technoicgy. O.N.R. Research
Memorandum no. 30. (1955), 1-54,

2.1. Inle..ding

7oals de titel aangeeft worden in dit rapport fegels af'ge
leid voor productie en arbeidsbezetting. Alhoewel de te bespre-~
ken methode is contwikkeld voor een verffabriek, wordt de toepas -
baarheid van deze techniek hierdoor geenz:ins beperkt.

Bij de beschouwde verffabriek drent men n.l. aan het be:in
van iedere ma nd te beslissen, hoe hoog de productie zal zlijn
in die maand en bovendien hoeveel arbeidskrachten ain het pro-
ductieproces zullen dee lnemen.

Indien wij in het vervolg spreken van productie, dan be-
doelen wij de totale productie van alle verfsoorten Te samen.

In dit artikel wordt geen aandacht besteed aan de opltimale
productie van de verschiliende verfsoorten afzonderlijk.

De juilstheid van een beslis: ing wordt gemeten naar de Kos
ten, dle aan een dergelijk besluit zijn verbonden. Hiertoe dient
men een kostenfunctie op te stellen, waarin behalve de genoemde
grootheden, productie en arbeidsbezetting, ook de vraag naar verf
in de eerstvolgende maanden voorkomt . Aangezien de vraag onbeken.
is en in het sunstigste geval slechts de verdeling van de vraag
gegeven is, zal men niet de beschikk.ng hebben over de exacte
kostenfunctie. Wanneer de verdeling van de vraag bekend 1s, Kan
echter wel de verwachting van de totale kosten worden berekend.
Wij zullen danook een beslissing optimaal ncemen, als deze ver-
wachting minimaal is. Het opstellen van de kostenfunclile was
dan ook de moeilijkste opgave, waarvoor de auteurs zich gesteld
zagen., Het behoeft meen betoog, dat de invlioed van een genomen
beslissing zich niet beperkt tot de desbetreffende maand. Men
dient dus niet alleen aan het begin van iedere maand de optimale
productie en arbeidsbezett ng voor die maand te Pbepalen, maar
ook de optimale waarden voor de volgende maanden. Deze "totale'
beslissing zal optimaal moeten zijn, niettegenstaande voor de
volgende maanden op nieuw een beslult zal worden genomen. In de
kostenfunctie vinden wij dan ook niet alleen de grootheden zo-
als productie, arbeidsbezetting, voorraad en vraag voor de
maand, waarop de beslissing betrekking heeft, maar ook die van
de daarop volgende maanden. Is de kostenfunctie eenmaal opge-
steld, dan rest slechts een taak voor wiskundigen om na te gaan
voor welke waarden van de grootheden deze functie minimaal 1s.,
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Afgezien van het feit, dat het bepalen van een minimum van €en
functie niet altijd expliciet mogeligk is, zullen bovendien de
hierulit te voorschijn komende beslisregels eenvoudig toepasbaar
dienen te zijn,., Holt c.s. stellen dan ook een KkKwadratisciie
kostenfunctie voor, omdat dan de beslissingscriterlia gegevern
worden door linealire functies. Bovendien blijkt, dat men dan
niet de verdeling maar slecl.its de verwachtinzg van de vraag be-
noeft te kennen. Charles C. iolt heeft aan deze belangrijke
eigenschap van de Kwadratische kostenfunctie een uitvoerige
studie gewijd. '). De eigenschap betekent, dat de grootheden,
die in de kostenfunctie de vraag van de eerstkomende maanden
aangeven, vervangzen mogen worden door hun verwachtingen., Om
de voorgestelde fTechnieken te kunnen toepassen, zal de verf-
fabriek een instrument moeten bezitten, waarmee de omzetten
voor de volsende maanden zuiver kunnen worden geschat, Het 1S
duideli jk, dat de waarden van de zZrootheden, waarvoor de kwao-=-
dratische functie minimaal is, moeten voldoen aan een stelsel
lineaire betrekkingen,., Deze lineaire betrekkingen leveren tTen-

T

o L

kostenfunctie is opresteld voor een onbegrensd aantal maanden,
Wij kunnen er ons met recht over verbazen, dat deze omstandig-
neid het probleem niet onoplosbaar heeft gemaakt.

Aanpgezien de ‘Mewadratische kostenfunctie slechts een gro-
ve benadering 1s van de werkelil jke kosten, zal de uiteindelil jke
oplossing niet optimaal zign in de zin, zoals wij die aan het

. . .
begin van deze 3 hebben geformuleerd., Men dient dus na te gaan
1n hoeverre de beslisregels inderdaad een vermindering van de

onkosten opleveren, De auteurs hebben dan ook de voorgestelde
techniek toegepast op situaties, die zich in het verleden heb-
ben voorgedaan en het resultaat vergeleken met de uitkomsten
van de gevoerde bedrijfspolitiek., De nieuwe techniek kon deze
verizeli jking met glans doorstaan., In 82 zullen wij enige aan-
aacht besteden aan het opstellen van de kostenfunctie, terwijl
in 83 enige opmerkinzen gemaakt zullen worden over de uiteinde-
1ijk verkregen beslisregels. Hoe deze regels ulit de voorwaarden

vVOoor een minimum van de kostenfunctie worden aifgeleld, kan men
vinden in de wiskundige appendix van het oorspronkeliljke rap-
port.,

') C.C., Holt: "Superposition Decision Rules for Production

anfi Inventory Control". 0.N.R. no. 3.
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sats van (6) maken Holt c.s. gebrulk van de volgende

Wt)2+ C.P, +

2 r _

t

(7)

zi,n toegevoegd om de werkeli jke

s Cyg en Cyy
ZC %d m@geli%k te benaderen,

«%J €..r
}.ﬂ t‘wq;?—-tntni (8)

£-1"" ¢

IT,= 1

mQt y

beslisregels,

At g mmw.ga%

De wiskundige formulering van het resterende gedeelte van

s eenvoudlg te geven. Bepaal het minimum van (7)

onder de bijvoorwaarden gegeven in (8).
De beslisregels voor de betreffende verffabriek werden ge-
geven door:
P,= 0,463
0,234 O
O, "%’H

At . -
0,0 3W, _,+ 153.-0,464T,

4 (9)

0,010
00,0048
0,007
00,0054
0,0042 O
= o,743¢tm1+2.0%~0,ﬂOItm1+O,0034
0,0023
0,0016
0,0012
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&
d maand be-

(9) en (10) zijn aan het begin van de t
, reschat. !it(9) en (10) bli kt, dat zowel de productie
de arbeidsbezetting mede bepaald wordt door een min of meer

oce schom=-

gewlchten van de grootheden voor de vraag in verafgeie-

cering zijn, heeft men er van afgezien, deze
de beslisregels op te nemen. Het ligt voor de
nrocauctie en arbeidsbezetting een functlie is van
aantal arbeiders, dat in de vorige maand aan het productile
proces heeft deelgenomen. Het negatieve teken van het gewicht

wekt evenmin verbazing. Verrassend zljn

de negatieve gewichten van de omzetten O, .. t/m O 444
productieregel. Het 1is blijkbaar in verband met de voor:-
agdkosten onvoordelig om lang van te voren te beginnen metf het

bouwen van de buffervoorraad. De eerste reactle op een ultzon-
derlijke hoge vraag in de verre toekomst zal dus zijn het aan-
trekken van arbeldskrachten. Is eenmaal de plekmaand voorblj,
dan kan men met behulp van de extra arbeidskrachten een even-
tuele achterstand snel inlopen en een nieuwe buffervoorraad
ormen, Het één en ander 1is uilteraard een gevolg van de vorm

de kostenfunctie, en wel van de voorraadkosten in het b1j-
zonder, Door het optellen van positieve en negatieve voorraden

bl]j het berekenen van I, worden kosten van neenverkoop e€n voor-

¢
razdkosten gelijk gewaardeerd en heffen elkaar zelfs gedeelte-
1ijk op

gewichten kan worden verklaard, 1s moeilljk na te gaan.

In hoeverre hierdoor het ontstaan van de negatieve

UlT de wiskundige ?plossing van het probleem bleek, dat
de constanten qu, C5 en CI,,}‘3 van de kostenfunctie ultelndell jk
niet in de beslisregels voorkomen. De bi jdrage van Cﬂ tot de
Kostenfunctile is onafhankelijk van de keuze van de grootheden
?t en wt en komt dus uiteraard niet in de beslisregels voor.
Indien men bedenkt dat ”;“%m;! O, ,dan zal men zlch evenmin
verovazen over het ultblljven van de constante 05* De betekenis
van de constante qu in de kostenfunctie 1s echter onduldelij:
en net niet voorkomen in de beslisregels kan derhalve moelli jk
worden verklaard op niet wiskundige gronden. Alhoewel de con-
stanten C5, qu 13 ulteindeli jk niet in de oplossing
komen, kunnen zij in (7) niet zonder meer worden weggelaten,
omdat de constanten hierin gedeeltelijk simultaan zijn ge-
schat.

en C VOOT -
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