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1. 0.P.~ ;.?l,~.~, "'~?~,~~~,9!,:i ,, ~~ 1,1.cy, K. J. ARROW, Th. HARRIS and 

J. fv1ARSCHAK, Econometrica 19 1951 ·, 250-272. 

In dit artikel worden optimale strategie~n behandeld voor 

een voorraadbeheerder. Van de niet beheerste factoren wordt er 

hoogstens ~~n stochastisch onderateld, nl. de vraag per periode. 

De voorraadbeheerder kan de omvang van een bestelling bij inkoop 

vrij kiezen, doch verkoopprijs, vraag en dergelijke warden niet 

be!nvloedbaar ondersteld. Met eventuele beperkingen ten gevolge 

van de omvang der beschikbare opslagcapacit~~t wordt geen reke­

ning gehouden, terwijl verder wordt aangenomen dat zowel inkoop­

als verkooporders direct worden uitgevoerd. 

1.2. De vraa~~er ti dseenheid is een bekend6 constante 

De constante vraag per tijdseenheid geven wij aan metD. 

De voorraadbeheerder kan op willekeurige tijdstippen orders 

verrichten om zijn voorraad aan te vullen. Wij gebruiken nu 
de volgende notaties: 

• 
(. 

6. 
t.. 

omvang van de 

tijdsinterval 

de 1 order » 

de tussen de 1 en de 
xl omvang van de voorraad voor de binnenkomst van 

~- omvang van de voorraad !-ta de binnenkomst van de 
(. 

Een voorraad zonder meer wordt aangegeven met x • 

De kostenfuncties die hier een rol spelen zijn: 

inkoo12kos ten K voor de voorraadbeheerder; wi j nemen aan da·'~ 
P «l!Ull 874.1 IJIIISJ 711 1 

de inkoopkosten 1() per eenheid product een functie zijn van 

en laten dus bijv. toe dat deze kosten verminderen bij een grotere 

omvang van de order. Het verrichten van een order brengt vasts 

orderkosten met zich mee, zodat d0 totale kosten bij·. een order 
10 

van de omvang 

kosten in voorraad houden; de kosten per tijdseenheid, k~> 

warden ondersteld evenredig te zijn met de aanwezige voorraad x, 
.. 

2.1 J 

ook de opbrcngst onderatellen wij 

evenredig met de omvang van de verkoop_. zodat de opbrengst per 



Wij laten niet toe dater een achterstand ontstaat in het 

voldoen aan de vraag; de voorraad x kan dus niet negatief warden 

en zal derhalve een verloop in de tijd hebben, zoals geschetst 

is in .figuur 1. 

l 
11! 

I 
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• • 

~f 
• 

fig. 
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Het verloop van de voorraad in de tijd 

Uit de gegeven definities volgen de onderstaande betrekkingen: 

u_ = X. + 
:J L (.., • 

l. 
{i:1.,2..~-·-)., 

x. = u _ De. 
(. +- 1 :., i, (. 

{ i : 1., 2.) . . . ~ 

De gemiddelde voorraad x. in de 
t.. 

"' -- i y .-L --v -- .i DB + 2 x ~ ( ~ . . 1 
i 2. i «:+1 .2. '- (..,r 

en de netto opbrengst B. 
(. 

in dit interval is dus 

(0. ::: -l 1)0 
c. 31 <-

2 

3 

4 

Wij gaan nu na op welke wijze er een optimale voorraadpolitiek 

ontstaat. In de eerste plaats is het voordeliger steeds pas dan 

bij te bestellen wanneer de aanwezige voorraad geheel is uitgeput. 

Om dit in te zien vergelijken wij voor een interval van twee ach­

tereenvolgende perioden de twee voorraadpolitieken die geschetst 

zijn in figuur 2. Inkomsten en inkoopkosten ziJn in beide gevallen 

dezelfde, evenals de voorraad in het begin en aan het einde van het 

beschouwde interval. Gedurende het interval t+1 _ t+1' is de 

voorraad bij de ene poliJ·tek echter grater dan bij de andere 
-t+ 1 

en de voorraadkosten bedragen dan dus i meer. Hieruit 
21 t+1 

volgt dat men de kosten dus verlaagt door alle x;_ ts ( i !L: 1,2, ... 

gelijk aan nul te kiezen en dat men, wanneer er op het tijdstip 

nul reeds een voorraad aanwezig is, deze eerst moet opmaken al­

vorens de eerste bestelling te verrichten. Wij gaan er daarom 

in het vervolg van uit dat de beginvoorraad y gelijk is aan nul. 
Q 
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'lt+1~ 
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• • • 

'Jt 
• • • • • • • • • • l • • t • 

l 

9.-t .+ 1 

• • • • • • • .... • • • : • • • • • :x: • • r:X • • • • 
t-+1i • 

f t + 2. • 

t t+1 (t "i- 1) 1 
t-2. 

fig. 2 

Twee alternatieve voorraadpolitieken voor een interval van twee 

perioden 

Formule 5 kan voor het onderzoek naar optimal€ voorraad­
politieken nu vervangen worden door 

_i 
l 

1 
I) 0. . 

21 t 

Voor wij nu nauwkeurig omschrijven, wat wij verstaan onder 

een optimale voorraadpolitiek, splitsen wij ons probleem in twee 

gevallen: een oneindig lange periode en een eindige periode van 

de lengte 

O timale voorraadpolitiek voor een oneindi~ lan~e ~eriode 

Definitie 

Een voorraadpolitiek is optimaal wanneer de netto opbrengst 

per 

De netto opbrengst per tijdseenheid is 

0 ::: U (0) :: 
e 31 0 0 1 ~1 

In plaats van de gemiddelde opbrengst te maximaliseren kunnen 

wij hier ook de gemiddelde onkosten 

' ' 

e ::: 

.......... -- .... ...., - - -- ....... -
' 

1 In het oorspronkelljke artikel wordt dit niet gedaan. De daar 

· •-• gegeven redenering is echter niet geheel correct; zie appendix 
, .,., ~, II, pB.nt 2. 

" ! 
' 

. ' 

2 1
' Men kan een voorrraadpo lit iek ook opt imaal noemen, wanneer de ; 

[, 
' ' 

contante waarde van alle toekomstige opbrengsten maximaal is. ! 

, - "um;, de grootte van de disconteringsfactor 
,;,,,_,. . ' ., ' ' 

"'i!,-'lijl\ ..,. w.i.w•,11.J ,_ , ,. .i!f,,.,.,,1;i-l!-_.a .-•~ ~ '•.. •··, ~ ~2', .,:~• h.,;~,, 

op de. aard. van.de.optimale strategie. 

i 
i 
i 

' 

' ,, 

heeft dus geen invloed 
~ 
• • f 

" 
i 

. ~ 

' ' 1 
' " 



minimaliseren. Een intervallengte 0 = e * levert een minimum van 

0 op, wanneer er vo ldaan is aan 

{ 
. 19 ... 

( e ~)a. 
D = o 

21 

en aan 

> D . 10 

heeft altijd een minimum omdat de functie zowel 

voor zeer kleine als voor zeer grate waarden vane willekeurig 

to.eneemt. Er is dus altijd een waarde vane~ die aan 9 en 
II > 0 

is _ (0 ;, 

omdat er in het geval van meer dan een relatief minimum ook 

relatieve maxima zouden zijn 

ti L II posi ef, uitgesloten. Aan o 

en dat is dan, wegens 10 overal 

q > o voor iedere f is bijv. 

voldaan wanneer de prijs per eenheid steeds lager wordt naarmate 

de omvang van de order grater is, doch de mate van afnemen steeds 

minder bedraagt. Een gehele klasse van krommen die hieraan vol­

doet, wordt voorgesteld door 

_e2 f 
'l = c

1 
e -1- e 3 .., 11 

waarin de C's positieve constanten zijn zie figuur 3 . 
b(~) 

C ............... ~ .................. ~ ............... . 
3 

• • ........... ~ ........ ,~ .. - .. 

figo 3 
Krommen van het type 

Wanneer men dus een kromme van het type kan aanpassen., 

vindt men de optimale lengte 0 * 

opeenvolgende bestellingen door 

ordergrootte is dan 

* * rt . .. D e 11 

van een periode tussen twee 

9 op te lossen. De optimale 

terwijl het optimale verloop van de voorraad de in figuur 4 

gegeven vorm bezit. 
-..---------- .... ----
3 Deze voorwaarde is equivalent met convex en voor iedere 

tweemaal differentieerbaar. 
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l 
' • ' 1 
• • 
' 

l 
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t 

Verloop van de voorraad bij een optimale voorraadpolitiek voor 

een oneindig lange periode. 

Hoewel nog een groat aantal functies voldoet aan de voor-
,t 

waarde b ( > o voor iedere , zijn er re~le functies .b(q_):, 

di€ dit niet doen. Een voorbeeld hiervan is geschetst in fig. 5, 
de tweede afgeleide van 

hetzij nul. De functie 

is hier hetzij niet gedefinieerd, 

e is hier 

voor 

•• 

'' 

o~ D 0 < 
1 

9. s DB<co 
2. 

gelijk aan: 

I • ,~ 

I I 

f) 
+ D b .,. .. 1. -£, D 0.) 

O 2.. ~ 1 

i - 11l. 
0 

t, 
+ Db + 

0 
l De 

:J. 1 

en bestaat dus uit de drie volgende termen: 

. to ., een monotoon d-a lende functie, e 

• 

een constante 3 die in de verschillende intervallen, een andere 
waarde bezit, 

1 I: De , een rechte door de oorsprong met positieve richtings.,, .. 
2 2.1 

cot":?ffici~nt . 
• 

' 
• • 
j 
• l • • • • ' • 
' • l 
• 
' I • • ' b 

Q 

• ! •• ~ .......... ◄ . ' •• • • • • • 
• • • • • I 
I 

-+---... ♦--•---·· .... ·--··· ., .. ___ .,. ___ .. 
" --·· ,., . ..,.,.._ ... ,. ... 

• ' .. 

0 ql. 

fig. 5 

Een I'unctie h(~ , waar de tweede afgeleide nergens groter is dan 
nul. 
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In figuur 6 is 

- - - - --- .,..... l I- - l 
• 
• 
• • • • 
• • 
• 
' • • , 

• 
• • 
• • . -
• • 
• 
• • 
• 

• - . ' . - ~ . .. ____ . 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
• • 
• • • • • • 
• • 
• • • . ' • ' ' 
I ' 

---I ¥ 

----

fig. 6 

--
... - -

behorE·nds bij de functie b q) van fig. 5 

d~ getrokken kromme met discontinutteiten 

in de punten 

functiGS 'f. (0 

e = <z., En 0= cz.,_ • De gestippelde lijnen geven de 
..D D 

weer.} diG men zou vinden wanneer a~ constanten 
I I tf 

D en 6 
0 0 

voor iudEre 9 van kracht zouden zijn. De functie 

0 bezit een g~woon minimum 3 waarvan de plaats onafhankelijk 
• • 

is van de b
0 

-~~arden en bepaald wordt door 

' 0 * = 

(e 

Het minimum wordt dus bereikt voor 

0 • 

Stel dat voor 0 ,t geldt zoals gctckcnd is in figo 6 

'15 

de waorde van dit minimum moet dan warden vergeleken met de 

kosten wanneer men een bcstelling v~rricht~ waarvan de omvang 

juist in h8t volgende intErval ligto Hi~r moetEn dus 

0 * = 10 + D h' + _1 { D 
-:--:====:==::::- o 2. l 1 

2 1.tl.' 
-R_ 11 D 

en 

It 

+ D h + 1 
0 2 

1 " .. ,. 2 
D 

• 

::: D 6
1 

+ 
0 

II 

T Db. --r 
0 

1{ D 
1() 11 

• 
'.l.) 



worden vergeleken; de kleinste van deze waarden bepaalt o:f 0 * 

D 
bestellingen. 

Wanneer het minimum van - 0 in het eerste interval ligt, 

moet dit vergeleken worden met de waarden van 

0 = -~1 en 0 = 'l,,_ • Ligt het minimum van ......... 0 

6 in de punten 

in het laatste 
D D * 

interval, dan is e--= {) de optima le waarde van 6 • 

Tenslotte willen wij 

wordt gegeven. Voor b 
nog wijzen op een formule welke soms 

kan men substitueren 

= b - h ,J 0 1 

waarin b
0 

en b-1 posi tieve constanten zijn. Differentiatie van 

e leidt dan tot 

, 

21 1 

een waarde van e ., die voor 1 > b ]) 
2 21 "1 

inderdaad het minimum 

van e oplevert. Men moet met deze formule zeer voorzichtig 
• 

zijn aangezien 16 nooit op een groat interval geldig kan zijn 

nooit negatief~ . Bovendien leidt 15 
2 2.1 -1 

tot de '1 opt imale '' po li tiek one indig vee 1 bes te llen; in de prac -

tijk be~ekent dit dat de aanwezige opslagcapaciteit de grens 

van de orderomvang bepaalt. 

Definitie 
-

noemen wij optimaal, wanneer de netto-opbrengst in dat interval 

zo groot mogelijk 1s. 

Evenals bij een oneindig lange periode moeten ook hier voor 

een optimale voorraadpolitiek alle x. ts nul zijn; er wordt dus 
c.-

pas bijbesteld als de aanwezige voorraad is uitgeput. Wanneer 

er in het interval _ o _ T_ rn bestellingen worden verricht, valt 

dit interval inn perioden uiteen, 

tijdseenheden lang zijn. De totale 

behulp van 6 : 

'Y) 

DL0-n 
31 t.:1 i.. 

die achtereenvolgens e .>. ~. :> e 1 · n 

netto-opbrengst ~ is dus met 

_i • l. 2.1 t'..:: 1 i. 



D~ nu volgende method0 om d~ optimale bestelpol1t1ek te 
t 

bepalen is afgeleid door 

in twee delen gtsplitst. E8rst wordt aangenomen dat het optimale 
aant:al bestelli11g8n f?;E:l·ijk 1s ,21;:in n Met ligt dan voor de hand 

d.€ pE:riode o _ T · tt vt:r~dtlt'n inn gelijkE intervallen en iedere 

keer ev~nveel te b~stellen. In appendix I wordt bewezen dat deze 

m~thode inderdaad optimaal is, wanneer d~ tweede afgeleide van 

b(q) monotoon dalend 1s. Dit is bijv. het gevnl bij de reeds 

eerder g~noemde klosse van krommen 

tweede afgeleide is 

19 

en deze functie is inderdaad monotoon dalend. 

Het is niet moeilijk om 6en voorbeeld te geven waarbij het 
niet c.)ptirnaal is on1 h€t j_nt€rval o . T 111 ge;lijke delen te ver-

delEn. Lat~n wiJ eens aannEmtn dater in die periode twee kter 

moet warden besteld, dat b(q) voor <. 

voor 
;' ,; 

DT < 2 j
1 

• Bt:stclt men nu een kee1"' eEn hoeveelheid q > CJ, 1 , 

kosten, afgezien van de bLstelkost£n bEdragen: 
I 

h + DT- .1. ___ l 
o 2. 2.1 D 11 D 

2. 
DT..b. t-i{ DT 1

_ 
O 4 l.1 D 

Cf_ ... f DT . 

Het minimum hiervan wordt bereikt voor a~ waordB * . die voldoet 

aan 

dus voor 
)t = D T + b - h' 

T - .. 
Achteraf moet men uiteraard controleren is. 

Ki~st mtn voor de v~rschillende constanten: T. 1¼ WGken, D~so 

eenheden pbr week, ' I 

dan is d€ optima lt we ken 
, ,; ✓ # 

moet dan in ~en van 12 en in een van 2 w~ken warden verdeeld. 

De total6 kosten zijn nu 677, terwiJl dezE bij een verdeling in 

tweemaol 7 weken 724,5 zouden hebben bedragen. 

4 De door dB auteurs gegeven oplossingsmethode is voor eindige 

intervallen niet correct; zie appendix II, punt 2. 



Wij bep€rkGn ons nu verdcr tot functies b(i , waarvoor 

i -,Oo 
vaak moet er nu 0en bestelling worden verricht? 

dalend. Hoe 

De tot a le vraag in dt' periode o _ T bedraagt n T ; de 8 's 

zijn 

DT is. Substitueren wij dit in 18 , dan vinden wij 

--
-, 0 c.: :t 1 

Evenals bij de oneindig lange periode kunnen wij oak hier de 

onl,.tosten 

n = 'Yl 10 21 

minimaliseren. Wij kunnen deze functiE echter niet differentiSren 

om het minimum te vinden, daar ~ alleen gehele positieve wa2rden 

kan a-annnem~n. Daarom onderzoeken wij de functie 

V .:: ).) +- D Tb 
10 

+- i 
2. 'l 1 V 

., 

wa.arin v wel een variabele is die alle waarden kan aannemeno 

is, omdat een 

func tie . is eveneens 1nins tens tweemaal differentieerbaar en nE:emt 

voor v:::: n de ze lfde w a arden c12n als . De extremen van 

~ord6n bereikt voor waarden van v die voldoen aan 

of 

I 

).) :::: 

2. 
-, V 

.. 0,1.·· 
DT 

-, 
2. 

.:=- D b' DT 
'1..1 V 

= 0 

• 

Het linker lid van deze vergelijking is een monotoon stijgende 

functie van v J het rechter lid ten gevolge van de gemnaktc 

onderstelling~n een monotoon dalende; zie ook figuur 7. De 

functie (v heeft dus maar een werkeliJk extreem; het wordt 

bereikt voor v = v i\4 en is een minimum omdat 27(v) zowel voor 

V 

de functie geschetst. De waarden van . .., v waarvoor n gedt:.fi­

men direct af dat voor l,J * geheel ~ n minimaal is voor '>1 = v ~ 
~ ,, 

en voor v niet geheel voor een van de twee gehele waarden 
~ waar v tussen in ligt. 
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fig. 7 
Linker en rechter lid van 24 

van v aan elkaar geliJk 
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fig. 8 
De; fu.nc tic: 

• 

! 
! 
• • 
l 
• : • • • • • 
' • 
' • • • • 
• 
' • 

• • • • 

V 

DT 
V 

- ---10-

,,, ,, 
zijn voor slechts een waarde 

• • • • • 
• • • • • • • • • 

)..J 

• • 
• 

• • 

• • • • 

• • 
• • 

• 
• • • 

)) 

Ht::t prob lcE:m is :_-11ermt:e voor E::en ui tgcbrcide klasse van 

functit:s b(<t opgc:.1lost. 

Wannter men in 8en bep_a2lde situatie wil vergeliJk8n of het 
in db g~gevtn periode o_T_ bijv. voord6liger is om twee kber te 

,,, .,,. 
besttllen in plaats van een k~er, dan kan men dit ook doen zonder 

te diff~rentitr~n. Er moet dan voldaan z1Jn aan a~ ongclijkh6id 

2 

of 

i" 
10 

DT b 
2. 

DT 
i. 

+ 1 
2-

+ DT .b DT 
"10 2. 

:2. 

D T 
2.1 4 

-r DT .b 
10 1. :l. 

DT 
2. 1 

• 

• 26 
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In woordtn bbttkent d~zt voorwnardt: d~ kosttn van ~tn ketr 

~xtra b~st~lltn ~n h~t vcrltes aan korting door de kleintrE 

omvnng vnn dt ordbrs, mo~t~n lager zi,Jn dnn d~ v~rmindering 
van dt: voorroadkost~n. Willtkturig 

""·'·"" 
andtrt verdtlingen in 

g~liJkL stukken v2n htt 

Wannter ~r voldann 1s aan dt genoemdt voorwaardtn, dan 
* wordtn dE;; optimn:lE~ 0 , d·t1~-:~ 0 in t··1et 1:)nt-.:=indif;e geval e;n t16t 

optimalE. ,.1,:1r·1tt1l t)LSttll•ingtn nH in r1Lt t.indigf.;; geval afgeleid 

d~ gtmiddelde opbr~ngst 
listrcn tn ,,t~rvo lgtr1s n H- kiezEr1 u1 t 

Gent:ralisaties 
I 1$ 1 :t II ••cu 4 JI illb II I • : ;: 7 J n 1 : 

23 . Dit 

i11tu!tief 
~1· ~a~~crnhcid max1·mn-t, 1

1 • ~ ,.,., c . t 1..., · .. 11 ...,. 
. '-· 

en 
r _. 
L v -· • 

DE tot nu toe g8g~v~n nflc1dingen kunnen wordbn uitgebreid 

tot verschill~na~ m0er algtmene situaties. Zo ontstaan er geen 
moe i li jkl1tder1 wanneer men de voorraadkosten K :: ·-I: z. vervnngt 

2. 11 

door K "; == +-
A. 2. 0 21 

, of wannttr men tr van uitgaat dat ~en 

over tiJdseenheden binntnkomt. Ook in de 

situatie, w2arin allten btsttld kan warden mtt periodtn die e~n 
0 

veelvoud zijn van etn bepaelde pBriode 0 · b1Jv. een w~~k lLiden 

eenvoudig~ wiJziging~n ind~ oplossing tot voorraadpolitibken, 

di~ in ibd&r geval wE1nig van de optimnle zullen vtrschillbn. 

Statiscr1 
:rn11■11r11•, s:1 r: ,,.11:m,a•• 

model 
"dll r1u!1 

waarin de vrnag t::en bdkende 
411 $ Iii liQtJJ;;& bl:£ 1111 5 SJ! ii I lffl I t ,.-, I I IF C I ... I - 7 

kansvcrdGling 
ttl ; J 1 m I · $ t ' 

bt:zit 

In 1.2 ondtrZc)ct·i.tt:n vJij r1tt problctm vi1n dt voorraadber1terdE=r, 

dit kan rekenen op ~~n constante vraag per tijdst~nh~id. In d8 

mt:l:Stt gt:vallt=n zal de: vrac1g ucl1tt,r· nit;t cont~tant ziJn. Wij gaan 

daarom nu over tot de situati~ waarin dt vraag per p~riode niet 
e~n btk~nde constant~ is, doch andcrzijds ook niet gLhEEl onbe-

kend is tn ntm~n aan dat de 

kansverdeling FD bezit~ 

6 vrar1g l? pEr periode een bek~nde 

6 
b€tbktnt het grootste 

Stoc1·1astische groothbden warden in dit rapport onderstreept 

om duidelijk onderscheid te maktn tussen dtzt groothtden en 

d~ waarden die ze aann€men. 



• 

In deze paragraaf bestuderen wij de situatie van de voorraad­

beheerder die zich in het begin van een p6riode, gedurende welke 

hij verder niet kan bijbestellen, afvraagt hoe groat hij zijn 

beginvoorraad y moet kiezen. Wij onderstellen verder dat tV8n­

tuel8 nan het eind van di8 p~riode ovbrg6bl6ven voorrad~n geen 

waarde meer voor hem bezittcn bijv. tengGvolge van veroudering 

of b0derf . De v~rschillendc grootheden warden met dezelfde 

letters aangegeven als in 1.2. Verder b8perken wij ons tot 

continue kansverdelingen, d2t zijn kansverdelingEn met een ver­

delingsdichth~id; voor andere kansverdelingen moeten de rormules 

op voor de hand liggende wijze warden veranderd. 

Voor de kostenfunctiEs makEn wij de volgende onderstbllingen: 

b(~) weer d8 kosten per 
eenheid voorstell€n bij een omvang ~ van de order, 

kosten in voorraad houden; wij nemen aan dat deze bij een begin­

voorraad ~ voor het gehele interval g~liJk zijn aan 

to 11 · betreffende 

periode heeft dus geen invlobd op deze kosten, 

opbreogst bij verkoop; 
I 1 2 Ji Ill i 4 ••• MIP111Utll.,,.1,r:M ,,,, I '. Wt •• ,. I 1 7 I 11:ft I 

bij een vraag D 
gedurende de periodt. 

Het 1s mogElijk dat de vraag D naar het product grater is 

dan de beginvoorraad ~ . Wij nemen nu aan dat men er een bedrag 

KLrvoor over heeft om 

gegeven worden door 

K'-l = 
() voor 

I t 

D<~ 

D> ':J.} 

waarin ~ en ''"" constanten O ziJ.no 
4 o 4-1 

De verwachting vnn de bruto-opbrengst 

30 + 
0 

,. ~ 

Df(D)dD+ 
-
1_ 

27 

is 

en dE verwac~ting van de verliezen wEg8ns niet kunnen leveren 

4-1 

:i 

.D F (D dD -t- 1 - F • 29 

Ui t 28 , 29 en dE anderE: u;e,:[,ev-ens vo lgt dat de verwachting 

van het n6tto-verlies op een constante na gelijk is aan 

1- F( :f} - £ -1-
31 

0 

y 

1) ( D)d.D, 30 



1tv'ar1r1Eer f:" f)· t;Lrl c1if .. i~(:rLr1tic:tr'b,11-wt vtrdeline,~adichtl1eid f(D) 

b~zit kunntn wij de optimDle beginvoorraad ~M vinden uit 

of 

en 

> 0 j 

l 
11 • 

In het b1Jzondere geval wanrin de benaderingen 

• o en 
11" 

JI' 0 

er1 

en 

I 

31 

32 

33 

33 O"ver ir1 

De oplossing lean dnn wordtn afgeleztn uit dt grafiek van de 

verdelin3sdichtheid FD ; zie fig. 9. Deze methode kan dus 

wordbn gebruikt wanneer dt inkoopprijs per eenheid constant is 

en de winst resp~ctievelijk het verli~s vcn wel resp. nitt 

kunnen verkop~n beide onafhankeliJk ziJn van dt betrokken 
h O e V ,. e· l 1"" !.:~ d 1:.:,; n .1 . C , ~· t 1,;,;;; ~ • 

_,,.~#-•"-•••••·•~fl"<•••& ·>••~• --~~-••·••s,,_•.,,~·,·•• •+••"'·• -••~•-• 

' 'f 0 

D 

• • 

' 
' 
• 

' 

" 
• 

• 
' • 

' 

.D 

f if~. 9 
Bepaling van de optimale 

van dt vraafL. 
""-'" 

• uit de vtrdelingsd1chtheid (D 
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Ook bij het b~trtkkeliJk grate aantal onderstellingen, 
r~(;rnac:1kt in dezE - er nag verschillende con-..,,.~ ., 

stanten over, di8 

steeds nauwk~urig zal kunntn geschied~n is het van belDng na 

te gaan hoe groat bij de optimale beginvoorraad de kans is dat 
men aE1n r r~ it' ·k~~ v-ld·)e'~ ~c'-)r n~ ty• g~nn }.~oe··· d.e··z.e~ V c~l c.1.g r1 e c::1 I 1 ,J .lo,. • ( • 1 L. l.) }{,' ,1. t:;; t. Cl a • ! . 

kans 1_ F y*_ vtrloopt voor verschillcnde waardencombinatiea 

van de constant~n, kan men zich een r8delijk beeld vormen van 

dGi s1tuatie. 
bij voo1~ba~~t 

Sams wordt de optimale ~ alleen bepaald via een 
t t 1 d -~ a· k "" _ F ( u * - • H,:.:; -t .. v .,71 s t?;e s e ,le w c1arr.:.ie van E ·. anr1 , :.1 ~'"' 

nadeel van dtzt methode is dat de kostEn die een rol spelen 

niet expliciEt warden geformuletrd, terwiJl ze bij het vast­
ste lltn var1 dt: to~ lac1tbar1 t,:.: kc)ns <)n1 '' necn'1 te rr1oeten vtrkopen 

t.och impliciet in overwcging zi~Jn genomen. 

Het hier gegeven model kan bijv. wordtn gebruikt voor het 

-kende probleem van de krantenJongen die zich afvraagt hoeveel 

kranten hij iedere dag in voorraad mo~t nEmen en door de inkoper 

van een restaurant: vc)or zoveri he,t t1an bederf onderhevi~(e w,1ren 
'" , .. 

betreft. Men kan h8t eventens gebruik~n om de vraag tE b~ant-

woorden hoevEel reservE-()nderdelen men rr1oet ko·per1 voor1 b'l:n 

b~paald typt werktuigen wanneer deze onderdelen alleen gescl1ikt 

zijn voor deze werktuigen en men br zeker van is later dit type 

niet meer aan tt schaff~n. Deze toepassingen zijn nader uitge-

werkt door J. 

tory Probl€m, 

LADERMAN, S.B. LITTAUER en L. WEISS in: The Inven­

J.A.S~A. 48 (1953 



-15-

1.4. Dynamisch model waar1n de vraa· een bekende kansverdelin· 
bezit. 

Terwijl de probleemstelling in 1.3 zich beperk~tot het 

bepalen van de optimale omvang van ~~n bestel11ng, beschouwen 

wij nu het probleem waarbij besteld kan worden op de tijdstip­

P en o, e , 2. 8 .. . . . .. t e :, . . . , \&iJ a a r 1 n 0,,. e en g e g even c on a tan t e v oo r-o O" .,, o .... . 

stelt welke wij in het vervolg ala tijdseenheid kiezen. De be-
stellingen kunnen dan verricht worden op de tijdatippen 0~11~~ 

... ,t:,t~-1, ...• De vraag Dt: in het, interval t:,t+-1 bezit een be­

kende continue kansverdeling F( n , welke onafhankelijk is van 

t. Inkoop- en verkooporders warden direct uitgevoerd. De or-

het binnenkomen van deze order met xr en de voorraad na het 
binnenkomen van de order met~ • Er is dus steeds voldaan aan 
de relatie 

Wij zoeken nu naar een orderpolitiek die voor ieder tijdstip 
aangeeft of er besteld moet warden en zo ja, hoeveel. Ter ver­
eenvoudiging van het probleem beperken wij ons tot zogenaamde 

(-3:lt S orderpolitieken. 

Definitie .. Een voorraadpo11tiek is van het type ~- S waarin 

5 it ~ ~ o is, wanneer de bestelling op het tijdatip t voldoet 

aan 
voor .x. >....., 

t: 

•• xt: :;. -:, . 

Men noemt S de maxima le voorraad en~ het bestelpunt. 

Wanneer w1j bovendien aannemen dat de vraag in iedere periode 

gelijkmatig over die periode 1s verdeeld, dan zal het verloop 
van de voorraad biJ een (--:, .. S -politiek een vorm bezitten., zo­
als aangegeven is in figuur 10. 

t 
S ...... ~ ... *., .... ,~ ............ - ......... ••••• .. r··········· ...... , ...... ,. .. . 

• 
; • : <i 

• • • . . ' 
• • • • • • ' . . ' . 
• • • • t ~ • 
• • • 
• • • 
• • • • • • • -- . . . 

• • • • 
• • 
' • 

• 

• • 
• • 

- . 

. ,.,.,." .......... ,-.,.,., .. , 

.......t ·- • ···--fl# .... ~ .. II,, ......... y ...... so, "' ..... ' •• ~ .. -~ ., .. - ,la !i, -ti • It- ,. ~ • ....,,, • "' .. '1!--" '",.- t :I< S.-,.,;' 't"" all• I •• * ... 'I- 0 t • ♦• ,ai•~rt,;. ♦ .. lii11,;, •• lf,.,t-•"''~it" 

. 
' 

0 

• 
• • • • 
• • • ' • 
' . ., 
• • 
½ 

1 1 

• • : 
• 
i 

• 
• 
• • • • • 
'" '" • 
" t 

• • • • • 
' i 

5 

f-.--· .• 10 

• • • • • 
i : 
! 

' 

Verloop v:an de voorraad bij een (-;)_.. S -politiek 

t: 
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Over de kostenfuncties maken wij de volgende onderste1., .. 

lingen: 

inkoopkosten; deze bedragen bij een inkooporder van de omvang2: 

kosten in voorraad houden; per tijdseenheid zijn deze evenre­

dig met de in het begin aanwezige voorraad, zodat ze voor de 

t:,'t+1 
- t 11 t 

opbrengst bij verkoop; deze onderstellen wij evenredig met de 

verkoop, dus 

kosten wegens niet kunnen leveren; wij nemen aan dat deze con­

stant zijn en niet afhangen van de omvang der niet vervulde 

vraag, dus 

dat 

K = ,., 
o voor 

,, 

nemen wij 

> ~ . 

aan dat 
bruto-opbrengst en inkoopprijs per eenheid aan elkaar ge-

lijk zijn. Als nu alle ingekochte goederen ook verkocht warden, 

hetzij in dezelfde, hetzij in een latere periode, dan kunnen 

wij de bedragen t en verder buiten beschouwing laten. De 
11 31 

enige kosten die nog een rol spelen en die voor de verschillen-

de orderpolitieken uiteen kunnen lopen, zijn dan: de kosten 

ten gevolge van ongelijke aantallen orders, de opslagkosten en 
. 

de kosten wegens het niet kunnen voldoen aan de vraag. Uit alle 

mogelijke (~, S -politieken willen wij nu die politiek opsporen 

waarbij, uitgaande van de huidige voorraad x
0

, de contante 

waarde van alle toekomstige verliesverwachtingen minimaal is. 

Daartoe moeten wij eerst deze contante waarde berekenen als 

functie van -:j en S. 

Wanneer x gegeven is en er een bepaalde (-:1:,. SJ -politiek 
0 

word t toegepa st., vormen de beginvoorraden x 1 ,. :c 2 :a.·-~ x t ~ .. . . een 

rij stochastische grootheden. De kansverdeling van :rec kan be­

rekend word en ui t de wa a rde die x -t-
1 

heeft aangenomen en de 

kansverdeling F(D van oe vraag Dr_ 1 ; de waarden van de begin-
.,✓ ste ft voorraden in de perioden voor de (t-1 behoe men daarvoor 

niet te kennen. Een rij stochastische grootheden, waarbij de 

verdeling van ~ t: alleen afhangt van de juist voorafgaande va­

riabele en niet van de andere variabelen noernt men een IVIA.RKOV-
, 

• 

De verliesverwachting in de periode ~r.t+1 kan bij gege-

ven waarde x~ van 

~t 
, waarin 

• 



de eerste index de betreffende periode aangeeft, de tweede wat 

de laatste gegeven beginvoorraad is en het argument hoe groot 

deze beginvoorraad is. Bij de gemaakte onderstellingen vinden 

wij voor X 
t; 

• .. 

X + 1_ F x. 
11 t: 40 t: 

voor 

t f 

Voor x ::=s -::1 is 
~ 

de functie V 
t:., 1= 

xt: een cans ta nte, 
welke voldoet aan 

die wij kun-

• • 

nen aangeven met V o 
t:.t 

en 

V 
t.,t • 10 

De func tie V x 
't ~.-t t 

kan bv. de vorm bezitten, zeals geschetst 

is in figuur 11. 

.> I 
i 
• • • • • 
• • • • 
• • • • • • • • • • • • 

: l 
: 101 
! ~-
• 
• • • 
l 
i 
! • 
i 
i 

i 

s 
fig.1'1 

Schets van een mogelijke vorm van de functie 

Wij hebben echter niet deze voorwaardelijke ve~wachting 

in het interva 1 t, t: + 1_ nodig., doch de schadeverwachting uit­

gaande van de beginvoorraad x . Deze vinden wij uit 36 door 
0 

xt weer als een stochastische variabele te beschouwen en dan 

de verwachting te nemen over de verdelingsfunctie van :x: • 
de ~ 

Aangezien het een schadeverwachting is die de t periode be-

treft, terwijl de laatste gegeven beginvoorraad x
0 

is, gebrui-

ken wij hiervoor de notatie V x
0 

; er geldt dus 
t~.O 

X = t,o 0 

Bovendien kent men aan een verlies in de toekomst niet 

dezelfde betekenis toe als aan een verlies nu d~rect. Wij voe­

ren daarom een diRcontcringsfactor Q(.t: in, waarmee de zogenaam­

de contante waarde van een verlies overt tijdseenheden wordt 
berekend. 

wachting 
A .· ··e ... x* .. .... . . ,,,,.. . 

. . - . 
, . ·c • 

; . ' . 

De contante waarde van de voorwaardelijke verliesver­

en is gelijk aan · 

... . X . . r o< 
t- .. -t . 1:; •. - 't 

V . 
r,-t 

. . 
• 

' 



Wij nemen aan dat 

aan t+ gekozen, waarin de rentestand is; noodzakeiijk is 

dit echter niet. De contante waarde van ~ (x wordt aange-
i;._, 0 0 

geven met 
.,a o ,. 0 o 

tante 
Voor willekeurige x bedraagt de som A(:x:.) van alle con­

waarden van toekomstige verliesverwachtingen nu 

A (:x: = A x + A (x) + A (x + .. ~ 
o_. 0 ""fa O .2 ,11 0 

40 
0, 0 1~ 0 .2. ~ 0 

A (x is een functie van de parameters --:l en S • De voor­

raadbeheerder zal dcze parameters bij gegeven :x. nu zodanig 

kiezen dat A(x) minimaal is. Om dit probleem op te lossen 

Voor alle waarden van x t.i -:j wordt er bijbesteld tot .$ • 

, de inkoopkosten 
buiten bcschouwing konden worden gelaten is A(xJvoor x<~ een 

constante, welke wij aangeven met A{o). Verder voldoet A(o) 
aan de vergelijking 

A(o_As -r .., 0 . 

Wij beschouwen nu 

kenen de functie A(x 
A(o) als een bekende constante en bere-

voor X>--::.\ • Met behulp van 41 kan A(o) 

dan gevonden worden. 

Wij maken gebruik van het feit dat zodra voor een r geldt: 

x.t~ -::S, op dat tijdstip de som van a lle contante waarden van 

toekomstige verliesverwachtingen gelijk is aan A(o). Het gehe­

le proces wordt daartoe gesplitst in een aantal stukken, waar­

van wij afzonderlijk de contante waarde van de verliesverwach­

ting bepalen. De splitsing is in figuur 12 schematisch weerge­

geven en bestaat uit de volgend~ delen: 

a 

b 

C 

d 

e 

het i11terva 1 _ o _ 1_ 
-, 

d e in t e rv a 11 en 2. - .3_ , 3 _ l.J ., .. • • 

het interva 1 2. _ 3 a ls x.
1 

en x1. 

de interva llen 3 _ L1 ,>··1..,_5 .:, . . . 

als :x..,:1~ is, 

a 1 s .x_, > :1 ma a r :x::
2 

< ~ i s , 

beide grater dan ~ zijn, 

als x.., en :x:
1 

>:l zijn, maar 

------- .,,_ ----
De hier volgende afleiding 
auteurs gegeven afleiding. 

is niet dezelfde als de door de . . 
• 

p~a}ctijk- voork:01t1ancle v·erdelingsfuncties van de vraag is aan 
deze voorwaarde. voldaan. 

. l . ' . 

• 

• 
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Schema voor de berekeningswijze van Ao_ 

De bijdragen tot A(x van deze stukken zijn achtereenvolgens 
• 

van 

a : . X ., 

b : opt= 1 is de contante waarde van de toekomstige verlies-

echter een 

kansvariabele die waarden tussen ~ en x aanne8mt, afhanktlijk 
van 

x .. -:s 1.,1 1' 

, of met een andere integratie­
0 -x: - '!5 

V (x .. ;. F ( i d. ~ -> ., 1 ., 
va riabele: al.. 

0 

d : op t:2 is de contante waarde van de toekomstige ve~rlies 

verwachtingen weer A(o : bij gegeven x >:3' is -P -..,.. ~ ~ = 
; 1 · "lllQ:.l 

- P D1 i:a X-"":1-D0 :1- Fx-:1-D; de onvoorwaardelijke 
X - -:j o 

kans op geval d · is 1- F X-:S-D · f(D ·d.D en de bijdrage 
· _ O O 0 

0 

is dus met de integratievariabele in plaats van D, 
0 

• 



X--$ 

0 1- F X-:1-~ f .,\ d).,. 
0 

e: voor gegeven x
2 

is de bijdrage 

wel :x:1 als x2. grater is dan --j heeft de totale 

; wanneer zo­

vraag in o -1_ 

en 1 - l_ tezamen gel2gen ..... tussen o en :x- -;5 ; geven wij nu de 

D -,.D: .>- volgt 
0 1 

f : hier moet 
0 

:c - -:s 

:t~1 

vermenigvuldigd warden met de kans op 

x 
3 

:s. -:::s onder de voorwaa rde dat x
1 

en x 1 grater dan wj zijn, 

D + D een waarde 
O .,.;_1 

b.ezi t tussen o en :x - -:1; de bijd rage is dus 
a ,:_-j 

ol. A ( 0 1 - f X - 'j ~ .. ). (J.)dJ. 
l. 

0 

Op deze wijze voortgaande vindt men, wanneer men voor de 

verdelingsdichtheid van 1) + D "" 
0 1 

voor A(x) (x>~):· 

A(x :: V x 
o.,o 

-t °" A ( o) 1 _ F x _ -j)-i + o< 

• 0 
:it-~ 

0 

• 

V J d;\ + .. , , 
'n,'n 

0 42 

Hierin zijn de 

kaar gelijk en 

functies V. . :x voor a lle waarden van i aan el-
c. J' 

dus te vervangen door V x zonder meer, waardoor 
42 overgaat in: 

:X:.-~ 

A(x = :x: +«»<A (o V(x_,,\ +.<.A(o) 1_F X-1-J 
0 

De kansverdeling F~ ~ 

den uit de kansverdelingen 

van te lei­

van D
0 

en D1 , die beide gelijk 

zijn aan F., F en wel is 

P D 1'° D ~ J ::: F {A = -o --1 · 2 
44 

0 

Met behulp van het principe van volledige 
voor de verdelingsfunctie Fn van L?.

0 
-t- ]!

1 
+ 

inductie leidt men 
... + D a f ,_,,,_., 

,.\ 

Pn..f.D+----+D ,=;J :::F ,\ = 
o · · 1 n-1' n 

0 

Als 

functies" Wij kunnen dus steeds schrijven r ,\ = F (v d..v- , 
?1 ?1 

. 0 
waarmee onder de genoemde onderstelling de boven gebruikte no-

tatie met · 11 gerechtvaa rd igd is. 

De onbekende parameter A(o in 

vergelijking 41 ·• Substitutie van 
• 

43 
43 

wordt berekend 
met x::.-S in · 41 

• 

met 

levert 



s .. -:j 

A ( o _ V s + o( A {o) 1 - F 5 - -::s V S _Ji + c,1.. A(o) 1- F S -:1 --~ 
11 =1 

0 46 

en dus is 

o<:: 5--:S 
r--

- :.- V S _). n J dJ 47 
,..... 01,, .,, l oz #: +=' :t It ,,,, •• 1 1 a: 4 ,, 1o.1Q dJ& , • .,-, auus , •, Ltt"*; r: o:~:L ·••• ct :1u sis,t :,< ••., ; 7::t •ww •'< 1 ' ' I 11 11 1 1 \ 

-1 _o< -,_ F S-~ 
~ 'Y1 -+ ., s - -:3 

--0:1 0 _, 

Wegens 

kan 

1 ' .. o( L 

= -f_o< +o< F $_,:j 

+ •• -

nog warden vereenvoudigd tot 
s - -1 

00 .,, 

VS-A d ). 
-· _, a ,_.;.;, ~-••-•• -•• • -• -• , _,... •-• ,-i-,: ll.U:.i:.J.-1 -• •-• ~04_, -" , -11-• -• --• __ ,_, -• _, •-• 11--· -• -•t t -• J I ' 

00 ...., 

-1+2- o< F (5_-:5 
"l'l= 1 1'1 

Voor :x-~ ::1 is A(x. dus ge 1_:, jk aan 48 , terwijl voor x>~ 

de .functie gevonden wordt do,,r 48 te substitueren in 43 • 

Opmerking 

Bij de hier gegeven afleiding van A(x is geen gebruik 

gemaakt van de spec iale vorm die de verliesverwachting V(x 

per interval bezit. De gegeven afleiding kan dan oak toegepast 

warden op iedere niet-negatieve functie V(x die constant is 

voor x .. -j • De onderstelling dat J:J een continue verdelings:func­

tie F bezit, waarvan F(D begrensd 1s, werd alleen gemaakt om 

de notatie te vereenvoudigen en speelt geen essentiele rol. 

Wel is er impliciet gebruik gemaakt van de onderstelling dat 
" 

A(.:x: een begrBnsde func tie is, een anders telling waa raan in 

praktijkproblemen steeds is voldaan. 

Het minimaliseren van A(x voor een gegeven waarde van x. 
als functie van --::J en S is een omvangrijk rekenwerk doch levert 

geen belangrijke moeilijkheden op. 

Wij zullen alleen voor A(o aangeven op welke wijze het 

kan geschieden bij de aan het begin van deze paragraaf gemaakte 

onderstellingen en waarbij bovendien wordt aangenomen dat .f{D 

continu differenti~erbaar is. Daartoe substitueren wij eerst 
36. in ·4s: 

S-~ 

,. ' . 

• 



• 

Men zou het minimum van A (o) kunnen vinden door te differenti--
• 

eren naar :1 en S , doch het is eenvoudiger de afgeleiden te 

bepalen naar S en 5-d. \rJanneer het minimum van A (o geen rand­

extreem is, voldoen de optimale waarden ~~ en S~van ~ en S 

aan de voorwaarden 

-= 0 - o., 

>o en 

Ook bij de hier gemaakte onderstellingen is het niet mo­

gelijk een algemene theorie over de oplossing van het probleem 

te geven. De verdere uitwerking zullen wij dan oak achterwege 

la ten. 

In het algemeen vereist de in deze paragraaf behandelde 

methode zeer veel rekenwerk. De situatie is nog het gunstigst 

wanneer men voor de verdelingsfunctie F D van de vraag D een 

r-verdeling aan kan nemen. Dit is een verdeling van het type 

waa rin en 
twee momenten 

de zo gevonden 
kenen. 

D 
' - -1 -Id u. l 

U e d.U , 

0 

parameters groter dan nul zijn. Men kan dus 

aan hct waarnemingsmater1aal aanpassen en voor 

verdeling de optimale waarden van~ en S bere-

Behalve de boven beschreven oplossingsmethode geven de 

schrijvers nog een methode aan, welke iets minder rekenwerk 

vergt en die onafhankelijk is van de beginvoorraad x
0 

en de 
disconteringsfactor 

periode 1-11 bezit -

o<. • 

bij 

De voorraad x aan het begin van de 
-1 

gegeven :x:0 een kansverdeling; hetzelf-
de geldt voor -:x. ~ 

l.~ ..A,..-3" - ... • Onder zeer algemeen geldende 
voorwaarden nadert de verdeling van xe voor t ·> oo tot een 11-

mietvE:::rdeling die onafhankelijk is van :x: • Dit heeft tenge ... 
0 

voor het interva 1 't., t + 1 . voor t ,. .. ;. co tot een limiet V
00 

na­

dert. Men kan nu deze verwachting, waarin de parameters xb en 
~ niet voorkomen minimaliseren als functie van~ en S. Bij 

deze methode wordt met r'begineffectent• tengevolge van de aanwe-. 

zige voorraad x
0 

geen rekening gehouden. Voor ver wag geleg,en 

perioden komt ze op hetzelfde neer a ls de ee~der behande,lde · 
• 

• 
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method en. Men kan bewij zen da t de verw:3chting Ve,,o gelijk is 

aan 

$~~ 
• 

V co - --~> 1 

V ( 5 - -:1) {.... (A) d. ~ 
• 51 

00 

Het artikel wordt besloten met een overzicht van een 
aantal mogelijke generalisaties van de gegeven methoden en 

een uitvoerige literatuurliJst. 
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AQQend ix .. ,, .. I 
1; I._ 

Een stellin~ omtrent o~timale bestelschema's voor ~indige 

door 

G. de LE;ve 

In deze appendix wordt een antwoord gegeven op de vraag: 
11 Aan 

altijd een optimaal b~stelschema gevonden wordt, waarbiJ de 

stE=eds 

Wij stcllen hiervoor een voldoende voorwaarde op. Men 

kan ook aantonen dat deze voorwaarde noodzakelijk is voor een 

Uitgaande van dt veronderstelling dat voor de eindige 

periode het optimale aantal bestelling.en ~ bedraagt, zullen 

wij onderzoeken of 8en gegeven bestelschema bestaande u1t ~ 

bestellj_ngen verbeterd kan warden. Daartoe warden twee aan 

elkaar grenz~nd~ int8rvall8n b8schouwd, waarvan de gezamenlijkG 

begin van l1et ePrste interval warden de totale onkosten voor 

deze beide intervall6n 

• 'i­
D 

• 
2.1 

Dt _ q_ . 

• 

Dt-r. 
D 2.1 

b(9,) +-

+ bt-9. -- ,. 1 

2 D 

• 

l 2. 
1 

Dt-cz b(Dt-'"" 

Geeft men in het vervo.lg b 'l aan door de functie 

dan zullen, wil _ - een relatief minimum bezitt6n voor 

de volgende betrekkirigen moeten gelden: 

D 
en 

-1 - • 
1) 

- - - - 1111-. -- - - ~ kilt .. ,... __ 

I 
() 

D 

II II 

> 0 . 

Dt_ -o 0 -

• 

--

3 

1 Zie G. DEL E, Enige opmerkingen bij een bekend voorraad-
• 

probleem, een artikel dat zal worden aangeboden aan de 

redactie van Statistica Neerlandica. 
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• 

Uit 2 volgt, direct dat ~ t .. Dt een extreern oplEvert 
2 

van de functie . Wanneer bovendien geldt dat 

II 

• 

D 
2 Cf i 

2 
Dt > o 

~ts, dan zal l>t ~en relatitf minimum zijn van de 

funotit 

Als aangetoond kan worden dat =i Dt een absoluut 
1 

, dan kan het desbe-

treffende b€stelschema alle~n optimaol zijn wanneer de bestel­

groot.ten van de besc·r).oui\ldE:.: intervallen gelijk zijn. 

Stel nu dat het absolute minimum v~n 1 gevonden wordt voor 

~ , waar .. bi j 1t :::p i Dt en 'l =fr Dt: 1s, dan kunnen wi j 
0 o 2 O 

zonder de algemeenhtid t~ schaden ans beperk6n tot die waarden 

van , waarvoor geldt: 
0 

1..Dt=o<.Dt. 
2 "o 

Wij voeren nu in de functit: 

waarvan de co~fficient~n r,~~u en v vastgelegd warden door de 
vo lgende bctrtkkj.ngen: ..... 

0 

b Dt - - Dt--
0 

b j_ Dt i Dt. -· -l 1 

-- Dt) . 

Tenslotte defini~ren wij db volgende functie: 

--
1. 

:Lt 'i. 
:t D 1 D 

.,., 

5 

Uit 5 volgt dat deze functie moet voldoen aan de volgende 
betrekkingen: 

Dt•;,: 

Dt::: Dt · , 



• 
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Wij zullen nu nagaan wanneer het minimum van gevonden 

wordt voor = :L Dt of :::: D t . Indien minimaal is voor 
:l. .,, ., 

een van deze waarden van , kan ~ geen absoluut minimum 
0 

ziJn van de functiE _ . 

IndJ~en voor 

voor het geval 

geschreven wordt 

= ' een relatief minimum 

de volgende betrekkingen: functie 

I 
• 

, dan gelden 

oplevert van de 

-- j,. I 

D 

I I 

- lf Dt - 1 
::: 0 

D 

en 

- 2 21 -
' D 

II 
t JI Dt 

1- lj/ - o. 

Ult 4 volgt na enig rekenen dat voor 9 ook geschreven 

mag worden: 

= 2 f ,,.,,,. I 

+ 12 r 2 Cf__ f Dt 
2 -

Uit 8 kan eenvoudi½ warden afgeleid dat = :t...J)t een 
.2. 

extreem oplevcrt van de functie 

ondersche iden en we 1 r < o of r > o • 

IndiEn r"' ==·= o is, dan is voor 

• Men kan nu twee gevallen 

1 Dt de functie 
:)_ 

monotoon niet toenemend. Als de functiewaarde 

d,.. ('l, 
zal de functi~ -- ziJn 

l E=f Dt 
Dt • Hieruit volgt dat de functie 

maximaal is voor = ::L Dt en minimaal voor = Dt • 
2. 

.,.J'l 0. Is daarenteg6n de functiewaarde ~ ~ > 0 ., 

dan bEzit de functie een absoluut minimum voor = :t. Dt. 
,t. 

Immers voordat een tweede minimum kan optreden, moet er eerst 

een maximum geweest ziJn. Voor de bij dit maximum behorende 

waarde van is de functie _ ___,..,::-=--- negat ief en behoudt di t 

teken voor de rest van het interval. 
\ 
' 

• • 

• 

. . 
. . ,, ' ' 

' .. " . . . 

-· " . . .. 
- . . ,. ,, 

., •• ,; - I '_ ,; 

' . . . . -, . ,' . 



C c,nc 1 us it:: 

5 v c) l ,~~, t c1 a t r ~ o 

absc,luut minimum opl6vtren van d~ 

'= Dt :1~s. 

is, dan 

func t i.t.-

kan 
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• 

alleen een 

als 

Volgt €ct1ttr uit 5 dat ~> o is, dan is de functie 
"'-~ .. 

d s. ( 2) 
• ·•1 r ... . o a 

di 
ir1 he t interval :L Dt :i 

.t 
monotoon stijgend. 

Als de functiewaarde 
d. 1 <z:: ½ Dt 

is, dan geeft 

· :. :i. Dt een abso luut minimum van de functie . Immers 
l. 

er k 1..1nncn voor > i Dt ,. geen maxima optreden. Uit 

V<-J lgt dat 
df/.1 'l=fDt 

maximum oplevErt. De mogelijkh~id is 

t::en wc1arde van bestaat =f:=: .:L ])'t en 
2. 

minimaal is. 

Conclusie 

Als uit 5 

,,. - i Dt . - 1 een absoluut 

niet uitgesloten 

=I= Dt , waarvoor 

dan kan 

dater 

en I-'- 7'.~. 
~ uc. een 

vollst dat r > o 

absoluut minimum opleveren van de functie 
WiJ zullen nu aantonen dat door l1et opleggen van een 

voorkomen kan worden dat uit voorwaarde aan de functie 
· 5 · vo lgt r > o . 

Uit 5 volgt data~ vergelijking 

b(q)=- 11 

minstens vier wort~ls heeft. Met behulp van de stelling van 

Rolle kan men dan gemakk~lijk aantonen dat de vergelijkingen: 

b' -- 12 

en 

b ,, --
II 

minstens drie resp. twee wortels moeten hebben. De functie 
II 

:6r r1-:J is voor r > o een monc)toon stijgende 
functi€ er1 als 

steld kan 13 geen twee 

nu tot die funct1es 

niet stijgend zijn, dan 

deze voorwaarde zal 
voor ll t of · =- D t . 

monotoon niet stijgend wordt veronder-
wortels opleveren. Beperken wij ons 

waarvan de tweede afgeleiden monotoon 

zal ui t · 5 altijd volgen r :i o . Onder 

ste,eds een absoluut minimum· hebben 

• 

• 



' 

' f 0. 

Hicruit volr::ct: 
¾. '""' 

0 

0 

--
0 

-- 0 

0 

> 

> 

1 Dt = 
.1 

Dt = 

kan <:>nder 

:f.. ])t 
1 

Ill 
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0 Met andere woorden 

voor iedere waard~ van , nooit een absoluut minimum van de 
fur1ct ie oplev~ren. Indien = D~ een absoluut minimum 
ge~ft van de functid - - kan h~t beschouwde bestelschema -· 
niet optimaal zijn omdat er dan eigenlijk maar ~--1 b8stel-
tijdst1pp6n zijn. Is daarenteg~n de functie ~ minimaal 

voor = :L Dt , dan kan het desbE;1treffende schema alleen 2. 

optimaal zijn als van de beschouwde intervallen de bijbehorende 
bestelgrootten gelijk ziJn. 

Wij komen nu tot de volgende stelling: 

Wanneer de tweede afgeleide van de functie 

nibt stijgend 1s en het optimale aantal bestellingen 
dan gcldt voor ieder optimaal bestelschema, dat de~ 
even groot ziJn. 

monotoon 

n bedraagt 

bestellingen 

Hiermee is d~ in het begin van deze appendix gestelde vraag 

gevonden voldoende voorwaarde 

mogelijke functies toelaat. Men kan namelijk bewijzen dat 
functies b met dG eigenschappen: 

1 

2 

so voor 1edere waarde van 

l ! ff ,r ft 

, 

alle 

voor 

deze eis ook noodzakelijk is. Dit geldt dus bijvoorbeeld voor 
dt in 1.2 ingevocrde functies 

" 

b 

waarin zijn. Voor het bewijs 
van deze eigenschap verwijzen wij naar het in de voetnoot op 
blz. 24 genoemde artikel. 

• 
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Appendix II 1 
•dll I 

~ .. !!,.~~.e, .,~.C?ar.,~
0
e ~,t i,e s_ op OPTIMAL INVENTORY POLICY., door K ~.J ~·- ARROW, 

TH. HARRIS en J •. MARSCHAKJ Econometrica ~9 1951, 250-272. 

1 

2 

In formule 2.3 

_ e e . . Op het 
0 ~ 

moet aan het rechter lid worden toegevoegd: 

uiteindelijke resultaat heeft dit geen be-

langri jke invloed daar men ax kan vervangen door 
'YI 

De afleiding van 1:1et extreem van U· = L u 0. is niet 
l:::: 1 " 

geheel correct. Voor waarden van 0, zodanig dat T geen 
' ~ 0 

geheel getal is, heeft de som U = .-- u (0. geen betekenis 
t..="1 t. 

en dE daarop gebaseerde afleiding derhalve evenmin. Verde_r 
wordt niet aangetoond dat e H werkelijk een minimum van ........ fJ 

oplevert. Onder de genoemde voorwaarde en 

b ~ monotoon stijgend is dit ook niet noodzakelijk 

het geval. Voor een Juiste afleiding wordt verwezen naar 

appendix I .. 

3 De kans 1 _ F · S 11 die op blz. 259 wordt berekend voor een 

normale verdeling· is een functie van de parameter~ uit deze 

verdeling. Bij de berekening is ondersteld dat geldt 0- ::r 1. 

In 3: G moet het getal 13 vervangen warden door 18,5. 

4 Bij de oplossingsmethode voor het dynamische model warden 

voor de verdelingsfunctie F van de vraag per periode ook 

niet ~ontinue verdelingsfuncties toegelaten. Voor verdelings-
, 

functies die niet continu zijn in het punt S zijn de formules 

alleen juis t wanneer m€n F :x: definieert door_F(x =_P .:x < .x..,..... 

De co~ffici~nt van o< L(o in bijv. 5.1 is ~ en 
dat is dan ui teraard ge lijk aan 1 _ F '":1 • Laat men echter in 

paragraaf 3 ook discrete verdelingen toe, dan zijn de for­

mules alleen juist uitgaande van de definitie F x = P .x < x ·~ 

' ' 
' ' ' . ' . ., 

' , ' ·, '' 

-•:• •' ,, ....... , .• ' ___ ,_ , , . ' . 

\ ("'. ' . -· . 
' • 

In deze appendix wordt de notatie van de auteurs 
' 



2. A t_inear decision rule _for production an?,._.,,,e.~p,l.o,Y~~~,Pt,, 

scheduling, C .C .. Ho·1.t, F .. Mc·;d.ii~l iani and H.A. Simon. 

C 2 r n l: g i e I 11 ::; t i tut E () f T e c 11. no ·_1 o g::,;·· • 0 • N • R • Re s e arc h 

Memorandum no., 30. 1955 , 1 •-54. 

• 
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Zoals de titel aangeeft worden in dit rapport regels afge 

leid voor productie en arbeidsbezetting. Alhoewel de te bespre~­

ken methode is ont.:w~1.\<:ke ld voor een verffabriek, wordt de toepas · 

baarhe id van deze tecl1niek 11.ierdoor geenz :t.ns beperkt. 

Bij de bescc:ouwde verffabriek a~~.ent men n.l. aan het be:::::in 

van iedere ma nd te beslissen, hoe l1oog de productie zal zijn 

in die maand en bovendien hoeveel arbeidskrachten ain het pro­

ductieproces zullen deelnemen. 

Indien wij in het vervol[; spreken van productie, dan be· 

doelen wij de totale productie van alle verfsoorten te samen. 

In dit artikel wordt geen aandacht besteed aan de optimale 

productie van de versch11·1ende verfsoorten afzonderliJk. 

• 

De Juistl1.eid van een bes lif.~1~_ ing wordt gemeten naor de kc--is 

ten, die aan een dergelijk be2luit zijn verbonden. Hiertoe dient 

men een kostenfunctie op te stellen, waarin behalve de genoemde 

grootheden, productie en arbeidsbezetting, ook de vraag naar verf 

in de eerstvolgende maanden voorkomt. Aangezien de vraag onbeken~ 

is en in het sunstigste geval slechts de verdeling van de vraag 

gegeven is, zal men niet de besct·1J_kk~·-·ng hebben over de exacte 

kostenfunctie. Wanneer de verdelins van de vraag bekend is, kan 

echter wel de vervJacl1.tinf,;_ van de totale kosten worden berekend. 
--· 

Wij zullen danook een beslissing optimaal noemen, als deze ver­

wachting minimaal is. lfet opstellen van de kostenfunctie was 

dan ook de moeilijkste opgave, waarvoor de auteurs zicl1 gesteld 

zagen. Het behoeft geen betoog, dat de invloed van een genomen 

beslissing zich niet beperkt tot de desbetreffende maand. Men 

dient dus niet alleen aan het beg~_n van iedere maand de optimale 

product ie en arbe idsbezet t ~1.ni! voor die maand te bepa len,, maar 

ook de optima le waarden voor de vo l;~ende maanden. Deze ''totalett 

beslissing zal optimaal moeten ziJn, niettegenstaande voor de 

volgende maanden op nieuw een besluit zal warden genomen. In de 

kostenfunctie vinden wij dan ook niet alleen de grootheden zo­

als productie, arbeidsbezetting, voorraad en vraag voor de 

maand~ waarop de beslissing betrekking heeft, maar ook die v$n 

de daarop volgende maanden. Is de kostenfunctie eenmaal opge ., 

steld, dan rest slechts een taak voor wiskundigen om na te gaan 

voor welke waarden van de grootheden deze functie minimaal is. 
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Afgezien van het feit, dat het bepalen van een minimum van een 

funct J.e niet alt i jd exp lie ·.Let moge li Jk is., zullen bovend ien de 

hieruit te voorschijn komende beslisregels eenvoudig toepasbaar 

dienen te ziJn. I-Iolt c .s. stellen dan ook een kwc.idratiscl-.1e 

kostenfunctie voor1
, omdat dan de beslissingscriteria gegeven 

warden door lineaire functi.es. Bovendien blijkt, dat men dan 

niet de ,,erdelJ.nGl maar slec'..1.ts c1e verwachting van de vraag be­

r1oeft te ken11en. Cl1.arles C. liol t 11.eeft aan deze belangrijke 

eigenschap van de kwactrat:ische kostenfunctie een uitvoerige 

studie gewijd. t • De eigenschap betekent, dat de grootheden, 

die in de kostenfunctie de vraag van de eerstkomende maanden 

aangeven, vervangen mogen warden door hun verwachtingen. Om 

de voorgestelde technieken te kunnen toepassen, zal de verf­

fabriek een instrument moeten bezitten, waarmee de omzetten 

voor de volJ:~'.:ende maanden zuiver-i kunnen warden gescl1at. Het is 

duidelijk, dat de waarden van de grootheden, waarvoor de kwa:­

dratisct1e functie minimaal is, moeten voldoen aan een stelsel 

lineaire betrekkingen. Deze lineaire betrekkingen leveren ten-

s lo tte na enige wiskundi:..Se hande 1 in._. en de gevraagde bes 1 isre­

ge ls. Opgemerkt dient te warden, dat het aantal lineaire verGe­

lijkingen onbegrened is. Dit vloeit voort uit het feit, dat de 

kostenfunctie is OP½-ESteld voor een onbegrensd aantal maandenn 
Wij kunnen er ons met recht over verbazen, dat deze omstandig­

heid het probleem niet onoplosbaar heeft gemaakt. 

Aange z ien de tt:.~r-a:lrat isc rie kos tenfunc tie s le c hts een gro 

ve benadering is van de werkelijke kosten, zal de uiteindelijke 

oplossing niet optimaal ziJn in de zin, zoals wij die aan het 

begin van deze J hebben geformuleerd. Men dient dus na te gaan 
in hoeverre de beslisregels inderdaad een vermindering van de 

onkosten opleveren. De auteurs hebben dan ook de voorgestelde 

techniek toegepast op situaties, die zich in het verleden heb­

ben voorgedaan en het resultaat vergeleken met de uitkomsten 

van de gevoerde bedrijfspolitiek, De nieuwe techniek kon deze 

ver~el1_jking met glans doorstaan. In §2 zullen wij enige aan­

dacht besteden aan het opstellen van de kostenfunctie, terwijl 
in 93 enige opmerkingen gem9 akt zullen warden over de uiteinde­

lijk verkregen beslisregels. Hoe deze regels uit de voorwaarden 

voor een minimum van de kostenfunctie worden afgeleid, kan men 

vinden in de wiskundige appendix van het oorspronkelijke rap­

port. 

t c.c. Holt: t•superposition Decision Rules for Production 

an.c-1 Inventory· Control 11
• o.N.R. no. 3. 

' 
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2~2. b·e kostenrunctie. 
»41. flll!Ji1ljP3t[ S .. •1wt.l Ir ~IJSJ#Ut)(pf!)f it_lJ@.!C_. I 5J([ :u_· -~ i:t . ""[ff tiJI nlj'tr I q I JI I I El l C t I\ 1 Ill C 'Ill U 

Ala de vraag near verf voor iedere maand gelijk is, den 

zal de productie verlopen volgens een vast patroon. Op een 

sch<Jmmelendt? vraag ZO\l rnen kunnen reagerer1 met een wisaelende 

product1egrootte. tJit ervaring weet men dat een dergelijke 
productiewiJze extra kosten met zich mee brengt. Het is dan 

ook n1et te verwonderen, dat bij de verffabriek getracht werd 
de variatie in de vraag gedeeltel!jk op te vangen door het 
aanleggen van een buffervoorraad. Het 1n voorraad houden van 

een grate hoeveelheid verf is echter een kostbare aangelegen--• 
heid. Het ligt dan ook voor de hand, dat een optimale pol1t1c!­
verkregen wordt door zowel de productie periodiek te wijzigen, 

als door het aanleggen van eer1 buffervoorraad. Wijz1g1ngen in 
de productie kan men verkriJgen door overwerk en verkorting va11 

de werkweek ~f door aantrekking of ontslag van arbeidskrachtena 
'•,s,,c ,' ~JJ• 

Wij zullen dan ook de volgende kosten onderscheiden: 
a. loonkosten 

a It I I st .., rt a., ... I I"·"" -II;<,..,.. --

reoryanisatiekosten veroorzaakt door ontslag of 
a a II: ,111wlnil ••1111o&1t1~~""'""''~,..,,,,~.v4v war "'1111 •~•1111$:u ,.,au,1•-....,,·~ v4r\1••a:a., 

aar1trekking van pe:t'Jsoneel. 

overwerkosten een ~ev0lf! vnn overwerk of verkor-
--. - """''" ~,,..,,.,w,m 02, w : a _ran N ih,t , aa, ""'"'"" ' 

tine; var1 cie werkweek. 

d voorraadkosten kosten verband houdende met de buf-
_., ___ H -~ ;, °''"••·-••tr .a•mobl~' 

a de loonkosten: 
IFtttr I 7 ISi W tJ 12 II I ;'1'.S t lllql!I mtq;.et;;:r:;j ¥• W1! ,. .. .. ..._ .-.,.,-J,_ 

Het is niet onaannemelijk, dat de loonkosten bij benader1ng 
aengegeven kunnen warden door: 

T ,-, t 1 
J..J ~ C ii~ . t '1 t, 

11e t i:rern1.dde lcie 
~-, ,,ii 

maandloon voorstelt en "!, f I t 1"'t ne . 
aantal arbeidskrachten, die in van de 

b) de reor~an1satiekosten: 
-fl':::ttn n l'.ti'l'o.)ifl .• 11 fl WI Ir, ,.⇒, I 2 , ;; 1&P I ••• I I"' ........ t •'Ill---- si- a; •• "''""""-pr• 12 fli I , .. 

Deze koste11 ontst;:1ar1 als wl~jZif;inf~en warden aangeb:r'acht 

in de arbeidsbezetting en omvatten o.a. ook opleidingskosten{ 

De auteurs menen, dat de reorganisatiekosten in eerste benade­
ring gegeven worden door: 

2 

een constante voorstelt. 
e • .. · de overwerkkosten • 

··u1 I .. 
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aan het productie prooes deel­

plande productie verschilt van de normale productie, dan gaat 
dit gepeard met ,extra kosten. In l1et ra:pport worden deze kosten 
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waarbiJ C~, c4., Cr en C~ 
-,fr-, ' ~) 14;,,J 

constanten z1Jn. 

De . . 
4/;,,il beteken1s van de constante 
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toegevoegd om een betere aanpass1ng te verkrijgen • 
• 

Zoa ls .in riet bef~in v ar1 

cons t ar1·t-e 

n 

deze Sis vaatgesteld, zal de . . •' . 
. . 

vraag verlopen volgens een re-

gelmatlg patroon. Met behulp van regels voor optimele pro­

ductie grootte, kan men de opt1male voorraad berekenan voor 

verschillende ti~dstippen. De auteura menen op grond van er­
V8I'1,ngen, dat dE~ze opt:im.ale v·,::rorr.aad g< b-ened.ercl kan worden 
(k.')()r: 

met c8en c0 als constanten, 
~ ✓ ct~ .. . i C en O~ voor de vraag in de ~ maand. 

\,,, 

De bttffer'vo<)I1I'\8.&dk.oeten z ·1 ,jr1 dan een funct ie van het var-
• 

sehil tusser1 de \-tJerkelitjke en d-9 optimale vooI'raed. Oe werke-

lij,ke V'o-orraad, .aangegever1 met :rt·, is de som var1 de voorraden 
de y 

iMln (:le \re1~f~soorten afzonde1~li."ik aan het eincl van de 
"" 

t maar1d, 

met dien verstande, dat achterstand in aflever1ng wordt be-
"° A"'t .·.· ·. · · , · •1 'l l...i'd. a 1 ° e· e· n·· y, e """" a t i e \'' ~-, " , ,,,...,. o r ,..1 a .,.., d ~ ~,, . ~J - • -t, ts. , . , _ J t: -¼:), 'i,,_) ~ - 4-, -- c,. .. _ • 

waarbij C~een constante voorstelt. 
' U it 1 , 2 .. , ( 3 e n . 5 . l<u rt1i. 1r • n "~" i ~; v o c,1 :~ r1 p~ Ii lo d t.; n d\;, v o lg e r·1 de 

kostEnfunet1~ oE·mtnstellen: 

K= r.~ w + 
L' 1 t: C."i p - -5 t • 

In werlcelijkheid rrioet n1en rekenl.ng hot1der1 met onei~ndig veel 

per1oden. De auteurs doen dit ook door gebruik te maken van 
een 11.mietoverf~ang van n ➔c~. Forrnule 6 heet~t eohter ,,oor 

i A 'l one nuig veel peric,de.n gee11 ree ti betekenis, omdat K dan 
onbe-

• • • . . . 
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In plaate van 6 maken Holt c.s. gebruik van de volgende 

k t. .,._. · n· t· · 1" 0 • os · · en.1. u .e Q • 

n 

t=1 · 

C 
7 

' 

De om de werkelijke 

kosten zo goed moreliJk te benaderen. 

Uit de defenitie van It valet: 

t=1,2 ••••• 

De wiskund1.ge formuler1ng van het resterende gedeelte van 

tiet prob leem is eenvouc1i g te r;even. Bepaal l1et minimum van 7 
onder de bi.Jvoorwaarden gegeven in 8 • 

De bes 1 j_sre;3:e ls voor de betreffende verffabriek werden ge­

geven door: 

ot 

0.,111 0 t+2 
0,046 

0,013 ot+4 
-0 002 , . 

-0,010 

-0,009 ot+G 
-0,008 

0,0101 ot 

0,0054 

0,0023 ot 
0,0016 

0,0009 

0,0005 
Met behulp van •.· 9 e11 

"' 

1?ei~sbezatting te bepalen. 

. 10 zijn zowel productie 
""I 

Immers alle grootheden in 

ale ar- .· 
. ''."":,;.-,- . . ~ 

hot ree"h- ··. 
' . ; _, . . 
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terlid van ;9.: en 10 
-,·. , ·''·'·.•, . 

ltand ,of gescnat • Ui t 9, 
_, , . 

zijn aan l1et begin van de 

en 10 bliJkt, dat zowel 

35 
de t maand be-

de productie 

als de arbeidabezett1ng mede bepaald wordt door een min of meer 

sewogen gemiddelde van de vraag., waardoor een ernstlge schom­

meling in product.1_e en arbeidsbezetting wordt voorkomen. Aange-
, 

Zien de gewichten van de grootheden voor de vraag in verafge1e­

gen maanden zeer gering zijn, heeft men er van afgezien, daze 

grootheden in de beslisregels op te nemen., Het ligt voor de 

hand, dat de productie en arbeidsbezetting een functie is van 

het aantal arbeiders, dat in de vorige maand aan het productie 

proces heeft deelgenomen. Het negatieve teken van het gewicht 

-1 

in de productieregel. Het is blijkbaar in verband met de voor:~ 

raadkosten onvoordelig om lang van te voren te beginnen met het 

bouwen van de buffervoorraad. De eerste reactie op een uitzon­

derlijke hoge vraag in de verre toekomst zal dus zijn het aan­

trekken van arbeidskrachten. Is eenmaal de piekmaand voorbij, 

dan kan men met behulp van de extra arbeidskrachten een even­

tuele achterstand snel inlopen en een nieuwe buffervoorraad 

vormen. Het een en ander is uiteraard een gevolg van de vorm 

van de kos tenfunc tie., en we 1 van de voorraadkos ten in het bij ·· 

zonder. Door het optellen van positieve en negatieve voorradc~ 

raadkosten gelijk gewaardeerd en heffen elkaar zelfs gedeelte­

lijk op. In hoeverre hierdoor het ontstaan van de negatieve 

gewichten kan warden verkladrd, is moeilljk na te gaan. 
I 

Uit de wiskundige ' plossing van het probleem bleek., dat 

uiteindelijk 

niet in de beslisregels voorkomen. De bijdrage van C tot de 
13 

kostenfunctie is onafhankelijk van de keuze van de grootheden 

en het niet voorkomen in de beslisregels kan derhalve moeilijk 

warden verklaard op niet wiskundige gronden. Alhoewel de con-

komen, kunnen zij in , 7 niet zonder meer warden weg,gelaten, 

omdat de constanten hierin gedeeltelijk simultaan zijn ge­

schat. 
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Door het gecompl1ceerde karakter van het gestelde probleem 
tot eien lag het voor de hand, dat alechts een rigoreuze 

oploss:lng kon leiden. Me.;;r, kan me:;;J"'"' t t .. · l 1,,. l,. recht twijfel en aan de juist-
heid van de gemaakte veronderatellingen. 

"'--
Door' twijfel al leen 

v erk r 1 jg t men echter geen betere oploss1ng. Men zal dus na mo e ·.,..,· 

is ten gaan of de voorgestelde techniek inderdead te verkiezen 

boven de tebruikte f"i'\ e·l t t') ,i:j ,4 €·•,l) .11. - - I•-·,~ .· • 

1 k t t ' n. e· · · · o £, ~ e· -- p i~ ,C!t ,. r,11',- -~ ,,, #"If e-• · ___ · - - --- ?'- - . fi' e -. ·--_--· g ~ • <✓ ~' u -~ peri.ode 

daarom achterar de 7'1en hee f't 

1949-1954 .. 

te cr1-
Hierbij deed z1ch echt(:~ 

de""'· -ITk-· o e 1- , ·1 j. k- t· 1 e-- ·~ ···1't ·v o o r '_,.· -, __ ,. ii., -, . *(- ' >if 
.. . . . iii. . •.. -- ' ' 11.· ... .~.. •• . • . J 

"! t Ct cl . wel de v e 1"tkoo pc 1 j f ers aanwezig waren 

verkoopvoorspell1ngen. Om voor» P €- r·, .. ! "") ~ e-- . 1 r 1 • • 
••... ' . .!,. '- ,-4 . J niE~t meer de". .. 

-~ .. ar"" ..:::ie ':/:;"!-·rd· 'ie""ate ""'an de-"e Ve l i • .;,~ vr.:;;;. 1.1 - -- v ·, _ ,u·_·_ techniek, 
·1· n p·-. ·1- :f'• C t a wer®clen • 

f= e .r~, st wer1 ke l :i. J ke gebruikt .. ' ½ 'Q . w 

ger11:t(:ide :lde. I~r wo rdt dan 
-t_a-a- .,,i r::re,iik 1~ J .., ... C) .J.. tJ . 11,,, 

behulp van een seizoen patroon worden dan 

te ,,. "' e· r· ·t·) ,,~ ,. ... C"' n \t' -' ... 4 -" .. 
;f ' ' .·· -•"'-' 'J h~ t· 

G, .~ ~ 1~' e 1 t , 

worci t 
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aanmer~eli1kt:' bA~nAr~i~1q (~p-'lo,,cr·t-¼,,.,,, -t,1 .,. :i,.,., '\..a~-~-~ - ,-kl, f~, ,,,,,.J ,. ~\I~,. • 
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de werkelijke verkoopsc--i ~ 

dan behoeft men zich nitt 

techniek tot betere 

van een voortschrijdend 

dat de werkelijke kostp-
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