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1 . Stochastlsche ~rootheden er1 eer1d1mcns1onale kansverdelin~en. ----------~··------------------------------~•,•--
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Vc1cr 'r··1 e 4- ~ers~t-.· ) .. L, """ I,_ ! 

Va,n; een ,,1t·geaP\7en -rde~· • . . I.A. . . _) . (.:) - . . ii, i ,_) .I. J 

een administratie 

dat gedurende een bepaald 
g e ,: o er d \AJ or d t .. 

1\Jotatie 

Het aantal worpen met een munt tot 

de levert 1 jd 

i,, e ·t• J. .i. ., dat in een week in 

wordt en het aantal telefoongesprekken, 

tijdsinterval over een bepaalde lijn 

Stochastische grootheden geven wij aan met onderstreepte 

Lat i j11se x, -·, ' , .r .... , 

die , ~ i z~J aan Kunnen neme11, 

:>~. et1z .... _, ., 
.-

terwijl getalwaarden, 

bet:;cr1ouwd als 
.. b .... ·"'.,aria .e1.er1,, 
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. ., i' 

-'1;1) , ... r I deJ. .J 
t·· l x ;£• x I == c:4 e kans dat x een waarde ~ x aanneernt. 
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drukte letters Of 't· on.f'd 1 e +- +- e,.,..c, . l.w . ..J.. t .. v ... u gebruikt. 

Bijbehorende termen 
11711!1.IIP½Plll.il:1111:•tlifbllb.ltil tr ii;F'ilt l I :IP" ts ► a I 

De kansverdeling van een stochastische grootheid xis de 

verzameling van alle waarden x, die x aan kan nemen met de bij-

behorer1de 

functie 

1;2 ·. 

is de 

c( . ( . ~J ) 
. A· . 

.I 
" 
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verdelingsfuncties 
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Van deze verdeling bestaan uitvoerige tabellen, waarvan wij 

noen1en: rrables f'> 

01 t r1e 

Bureat1 of Stanc.i.arcls -
H.G. 

!J "' ., ..;: .· ... b b . 1 it r. r \)' ) a ' l. . . ' 'y [)is trib 11-1t ion, 

(1950 

Jo hr1 ~v: iley 

111 · ti l 1~ a ~ ona 

Beide tabellen bevatte11 zowel de waarden van de afzonderlijke 

terrr1e n 
() ,-) 1 ~- :, t.,, 

als 

bepalen van 

be r·1ande len . 

,:r ar1 V .. _., 

.,. 
ae verdeli11gsfunctie; , .• '.3 e ( .. l v,1aarden 0,01 
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In een gege\ren ~5ituatie moet rr1er1 de waarden Pfx=kl 
\,, _,,,) 

vaak zelf berekenen, 

~ta"•~n v·an ~ab·e1~-- ~-~ _ .._, '-' . . 1. t;: i 1 r11e Lt 
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waarin m de waarden 1 1 ~1cJC) dc)orloopt. 
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Verder kan deze verdeli11g in veel gevallen goed benaderd 

warden door de binomiale verdeling 

be e 1 d 5 _; 7 1 n he t e er s t e 11 c) c) f 1 cl s t 1-1 k . .. 
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voorbeeld 8 van paragraaf Ic5 
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rrusser1 de 'Kanset1 ..,. ··1 ,-, I 
V •' 

vermenigvuldigt men de kansen 
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1 "t; , l.d 

bestaat een eenvo1 .. 1dig ve!~band: 

met 

k 
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en ver'tvangt rnen k dc1or x, clc:1r1 ;::)nt;staan c1e \{anse1·1 (1;8 ~ t✓let 1:..)e­

hulp van deze relatie kunnen de kansen van de negatief binomiale 

verdeling altijd uit ee11 tabel van de binomiale verdeling berekend 

5 .. De Poissonverdeling: 
\:, ;' 

~-··· ___ ,.. ,,,,, .... ...,, _______ ..,._ --~ •·· 

.. '" 1 ; i 
-~ ' 

\,i 
a ~ 0 • /'"'\., willekeurig positlef 
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Deze verdelir1g is 
--, ("I r,ll' o·· T ,- 11:r A' t &V • •J. j 1 ..... 1'4 , Poisson' f5 

ot1der andere getabelleerd in: 

Exponential Binomial Limit, D. 

Company, !~ei~J York ( 191·~ ~1 · ; 

van }Jostrand 

er is een tabel met afzonderlijke termen en een cumulatieve tabel; 

Aaoorloopt de waarden 0,001 0,001 0,01 0,01 0,3 0,1 15,0 1 100. 

Verder bevat het 'Llitgeb:t"eide tabellenboe\{ van 

E.S. PEARSON ar1d H~O. HARTJ_,EY, Biorr1etrika Tables for Statisticians, 

Vol. I Cambridge 1954, 
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Definitie 1;·3 

~.t?nt*t,n:u~. ~a,11~.Y.e~i~-~-~~-t1f,,~.Q.. :~i jr~1 l<ar1svercieli.r1gen, waarbij de 
stochastische grootheid een continuum van waarden (b1jv$ alle 

waarden van een eindig of oneindig interval aan kan nemen, 

terwijl de verdelingsfunctie F x voor iedere x continu is en 

voor iedere x, op hoogstens eindig veel na, continu differenti~er­

baar. De afgeleide 

1;11 

vJordt dan de I>ert1a:lve geldt 

1;12 

en, zoals op grand van de axioma's gemakkelijk te bewijzen is 

1;15 

•• • 
•• 

)( 
• -~ ('' . . . 

. . / . \ . ··- " . fl i , , · .. r , <. x· ,• ( ' i ,~ ' ., ~ ·- " - j _r . \!,j,; 

•• , . 

,. .... ,, 
\,.,.,_;/ 

V 0(> r1 

/ 
/ 

I 
" 

iedere x,. 

-· _,_, ' •• 

); 
' .. ' 

vergelijk figuur 1,3, 

X 

x dx. 

Deze kansverdelingen treden op 

verdelingen zeals wij later zullen 

voor benaderingsdoeleinden gebruikt 

grootheden, die quantitatief' op een 

als limiet van discrete kans­

zien; zij warden daarom vaak 

en als wiskundig model bij 

bij benadering continue schaal 

~fg~~~~~n warden. Voorbeelden daarvan zijn: de lengte van een recruut, 
1 Als, de verdelin,g in werkelijkheid t

1begint 1
' bic.i een punt x· .. ~a kan 

men ook a als ondergrens van de integraal nemen; daar dan echter 
F x ·--•·O voor x S. a, dus ook 1· x =O ir1 dat gebied., is de ondergrens 
--~ steeds correct. Analoge overwegingen gelden voor de boven-
grens, indien deze het 1'ei11de 11 van de verdeling overschrijdt .. 
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de tijdsduur van een treinr~it, snelheld van een vliegtuig en 
de vraag per week naar een massa-artikel~ 

De belangrijkste continue verdelingen zijn hieronder opge­

somd. 

7. De 

1:16 .., 

1;17 

cor1tinue 

,-., / ' 
,<' ' s, • ,_,.., ' 

' . ' 

' ' 

f 

t • 

e lcle r~s 

, ..... 
, .,) I "" \, .,, .. , 
' ' l . . \ ' 

--• I ~-~ ' 

1 ",J C:J Ol"t 

hierin constanten en treden 

als 

8. De normale verdeling: 

·, 
1;18 ()(~·) :=, 

• 

1;19 

Notatie 

·1 
~~~,- '>., .. ..,-.,,_,..,~,~MW'' , ~ _ __,....,., ~ 

/ 
~~.,/ 

-·-- <:x::1 

Bezit x een normale verdeling met parameters 

wordt dit aangegeven met: x is l\f )J , C)-· - v e 1'") cl e e 1 cl • 
I 

r~· d e r1 .... 1 , an 

,( ('") _,,_, 1 
~ = . e r, c , ~:::: - - ,,, , dus is x N 0,1 -verdeeld, dan spreekt men 

van de gestandaardtseerde norm~le, verdelinge Voor grootheden, 
,c, :al IO •11•1 . ii C ffil a Salilf J II k 4 ,J I Ii I E I UI IIJII I t t 1 I JW Pl 

die deze verdeling bezitten, gebruiken wij het symbool u. De 

gestandaardiseerde normale verdeling is uitvoerig getabelleerd. 

Tabellen van de verdelingsdichtheid en de verdelingsfunctie 

van u zijn onder andere opgenomen in de reeds genoemde verzameling 
van I-iAR1'LI~Y en PEARSOi~; x doo1~1oc,pt hierin de waarden o,oo 0.,01 
.- 11, .._ - 1111 w..., 

1 Parameters van kansverdelingen worden meestal door griekse 
letters aangegeven. In bepaalde gevallen, zeals bij de 
parameter p van een binomiale verdeling, zijn andere sym 
bolen zozeer ingeburgerd, dat van deze regel afgeweken wordt. 

2 Dat voor deze functie inderdaad de relatie 1;14 geldt vindt 
men bewezen in de appendix aan het eind van deze paragraaf 

zie blz.10. 
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6.,oo tabel 1 . 

Een beknopte tabel is aan het eind van dit hoofdstuk toege­
voegd. 

1;20 

1;21 
. ...,..., , "'t t . 
i- X . '""" . J ·"'', __ .... I 

,. 

) 
0 

Zowel de waarden van f x als van F:x kunnen gemakkelijk 

gevonden warden met behulp van een tabel van natuurlijke logarith­

men of van e-machten; een dergelijke tabel is bijvoorbeeld: 

H. vl. HC)LT 1\ PPf:L, Ta f els v ,:1n ex, P. 1\J oord t1oi" f"., C}roni nge 11 19 3 8 ; 

x loopt van o.,oo,:·) met spr~ongen van C),001 op tot en met 9,999. 

10. De 

1 "02 J '-

1;23 

1; 22 €11 

fini~erd wordt door vgle oak II.6 

1;24 

Naar de parameter n wordt de 

verdeling met n vrijheidsgraden. 

0:£.X<CX)~ 

,·-~ 
is l de )'-functie, die gede-

v· 2 . ✓ 2 /\. -v er" de 1 i ng v a a k g e no e rnd : ,~ -

Een tabel van de verdelingsfunctie voor n = 1 1 30 2 70 en 

x.== 0,001 0,001 0,01 0,01 0,1 0,1 2,0 0,2 10 0,5 20,0 1 40 2 120 

is opgenomen in de .. verzameJ_il1g var1 HAfiTL1~:y en Pl~ARSON tabel 7 . 

1;25 

1; 26 

- t X) 
. § 
' 

I '\ ! X ! 

\ ' 

' .. ,, X 

r , ......, \, 1 
1 \ v-,. r ...,,1 

0 

De onder 9 en 10 genoernde verdelingen zijn speciale gevallen 

van de gamma-verdeling. De exponenti~le verdeling verkrijgt men 
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door in 1,; 25 voor c:x de waarde 1 ir1 te vul.len r- 1 =1 en de 
t") 

te vullen. 
Een ander speciaal geval van de gamma-verdeling is de zogenaamde 

Erlang-verdeling, die \Jntstai:it, wanr1eer men a alleen gehele posi-
il I. I ••• lid 1 oF f Ii JIiii : :r I :t~flil'fu 

tieve waarden laat doorlopen. 

Onder de klasse van y-verdelingen vallen vele verdelingen die 

in de praktijk vaak gebruikt kunnen worden. Voor een nadere be­

schouwir~ van dit belangrij\<e type verdelingen en een overzicht van 

de bestaande tabellen verwijzen wij naar 

GERDA KLERK-GROBB.I~:N, De Gamma-ver~de li r1g; 1{ort o,,erzicht betreffende 

eigenschappen, schat tings- er1 toe ts 1 ngsn1ethoden, Rapport S 247 van 

de Statistische Afdeling van het Mathematiscl1 Centrum 1959 . 

' 

1;27 1' ·, v 
f - _/'-, \ ' : \

I Q S )( 5 1 . rv - ('") /~ '> Q ) 
·-.. ···-· ., -- ) \,.I\. ·-' .. ) . .,. I 

' 

1;28 F
- ' '\. 

( \ . X , :::::. 
I 

Waarden van F x kunnen onder andere gevonden warden met 

behulp van tabel 16 en nomogram 17 uit de verzameling van HARTLEY 

en PE1\RS01·1; in de tabel doorloopt <Y, de v,1aarden 0.,5 0,5 15,20,30,60_,0() 

er1 ... de waa1~cten 0,5 0,5 5,6,7~,1(J,12,15,20,30,oo. 

13. De logarithmisch normale verdeling: 
• & F 11 ii I S t I O ;S I I I 1 5 II 

1;29 1 
•---~" .• ,., « oa ) 0 $ I b ' ••--

i ~- "' -
>: 

< af· ex:> ; u > 0 . 

1, · 30 , ,.., 
1 

' 

J 
0 

Deze verdeling kan uit de normale verdeling worden afgeleid 

door voor x te substitueren logy; de grootheid xis dan zelf niet 

normaal verdeeld, maar de logarithme ervan wel. Deze transformatie 
kan ook gebruikt warden om met behulp van tabellen van de normale 

verdeling waarden van f x en F x te vinden. 

Ter illustratie is in figuur 1,4 de verdelingsdichtheid en de 

verdelingsfunctie van een normale 

getekend. De afstand van het punt 

verdel ing met pa1 .. ameters µ en er 
/ 

x,,,, ... IL? tot de abscis van het buig-
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punt van fx bedraagt 

I 
__ ..:::::::::.. __ L' _---1_,_ .. 
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hetgeen men kan verifi!ren door de 

~ r::-·(, X) 
\ . 

~-.,,,,.,,­
"' --- ~ ,_...,., __ ~.,,.,., •--•••n I -•14 -I t --i --1--L--------•-• -t:'l•t -=-ll,.•W-Ql ~. 

" 

;1 
1,4 

X 

Verdelingsdichtt·1eid en v"errdelin6sf1.1r1ctie van cle norimale vel'.,,deling ' --•~•~•-••vt------•-••••• •11i!1v,"'t_,_,,. , ___ ,...._.,....,_,.,~ 'ieil~zot,001t<n1r-. I co♦> :I ••u ,,,.._,;,,4>:l!t''"''"'4it: ,_.,._...,_.,-.,,.~..;t••O u\·1,o~•~•llfltf ._....,•----~--·-· ·--; •-•--•-• r,-ai,rn•--••= 

tweede afgeleide van f x gelijk aar1 nul te stellen. 

Een tweede illustratie geeft figuur 1,5 waarin de verdelings­

dichthe id en de ver·de li r1gsi-.L111c t, ie var1 een expone11t i~le verde 1 ing 

is getekend; voor de parameter ~ is gekozer1 )\ = ···; . 
L 

· f""(x) 
1 --. _ .. ¥ ~-,, ,-,,,., "'"""' ·-· .,., ... ..___ ... .,_, -- ·-~- --., -........... -= -~ _ ... __ .,.,,.,,ff ,___. ,.,.,.__ ,.,, .. _. _ --= .,...,.,,.➔,.., -~, ... 

. -----·· ...... '" 
, .. -·• . ...-- -'~"'"'""'_, __ 

JI ~1 3 J... b 7 
➔x 0 

l L '! ) ~ 5 h -7 X 
1"' ig 1 5 ·"·· 
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~3 ~ ~ 11,1 ·r1f~ 
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,·? 1" jn ,£,; . i X ,,; 
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et1 discr•eet en onafhankelijk verdeeld, dan geldt 

·i 

.· 3;4 . ' . ....... X. ' 
~~11. .e ' 'i i 

,j 
' 

en 

• .,,,.I - X"' t -
- ~ J """ 2 

xi') de g11 c)ots te 
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' Kan worder1, dan is I)! X < 
) I"", 
·, -<~ 

mogelijke waarden van x1 

3;6 

l 
X ,,.. i . ) t c::.. ... 

en xi") 
IC.. 

Is 

lid van 

er geen dergelijke waarde 

3;6 beide ==O, zodat de 

Laat nu 

resp. voorste].len 

3;7 -·# r ;\ 1 1· r--.._ ••• i r -
l 1J1 i·--··"' l ,__ A. ,J 

Anderzijds is volgens 

zodat 
DrA \ 1 . \ •' l. r L ,,,'\/ l. 

l 

die x,f') aar1ge 11ornen 
c.. 

en daar 3;2' 'Joor· alle 

i 
., 

S QllS 

dan 

l 
i 

tevens 

linker- en rechter-

geldigheid behouden blijft. 

• 

resp. 

zodat 

Uit deze relatie en 3 .. '7 
, t volgt direct, dat 

3;8 
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De tweede wordt uiteraard op dezelfde wijze bewezen. 

daar 

r vm te 

' t-:, l ,,_, ~,, ,, . 
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r,j' 0 t· 
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• L 

a 1 'l'' e e n ,. 0 'l a:i t~· r.,,. e t x ~ x 
(. ,;.,. , ' , , l, g; t;;' , ' l 1 I , ;,, a co ""l :;;;:;; 1 J rr1aar 

grootste \~;aarde ,1ar1 k.an nen1en 

dus tot 

Stelling 3;3 
Zijn x 1 

3.~ "a 
. , .,,I 

·1 e 1 c:J t t ,.-)t . .- ..i... •. ,l l, 

en x~ continu en onafhankelijk verdeeld, 
-?' " 

L-

op analoge 

verge ,li jk 

dan geldt 

waarin f de simultane 

heden voorstellen. 

en f'.,,, 
I 

en f~ de marginale verdelingsdicht-

Be~i i "s 
WT I d .] 

,, ... ._ 

Deze stelling volgt onmiddellijk 11it definitie 2;3 
\ :t r I ,, .. ' ·,, ' (., ,,,.,,,,1•1',1 

\ 'S ,,,, 

' ·?} ,,,_. ~, 

,. . ,~ •)! c·, ,,1 v .~ . r, ,, ~~' ',"/, 

--- ' 

' ~ 

9Q~1~ .. ~ ½; ~ .. nse n 
In paragraaf I;4 is opgemerkt, dat de bijzondere product-

regel 4; 14 niet voldoende is 0111 sto(:l1asti.sche onaf~han1,cel1. jkheid 

te garanderen. Daartoe was 1+;13 nodig. In definitie 3;1 ligt 

echter een analoge relatie als 4;13 opgesloten. Immers vult 

men in 3;1 bijv. in xn=~, dan gaat deze relatie over in de­

zelfde relatie, maar nu voor de eerste n-1 stochastiscl1e groot­

heden. Wij hebben hier dus aan 3;1 genoeg voor de definitie van 

stochastische onafhankelijkheid. Anderzijds kan men door een 

tegenvoorbeeld aantonen dat voor meer dan twee stochastische 

grootheden paarsgewijze onafhankelijkheid niet voldoende is voor 
volledige onafhankelijkheid. 



De relaties (3;5 en (voor n dimensies opgeschreven 

eren. nan ·kPr~ (··1-1 ..;..,; C\ l ! ~;.:1. · l __ ,) J . r1ier-

het discrete geval en ook het hier niet behandelde gemengde ge-
val· ; I' 

in een universele formule samengevat warden. 

Uit de stellingen 3;2 en 3;3 volgt, dat voor onafhankelijke 

grootheden geldt: 

'".l•1(' l.J, "' 

; ,~, ') en volgens {2;10 

3;11 

discontinue geval 

• 

Of, 
heden is 

algemeen gezegd, biJ stochastisch onafhankelijke groat-
• •~1,,1.,w,or,,or,r11 I ••• ,.,_ $y-f ,,_ "- !II"~ ...... ., ,,ffl •• 17 Iii •• 111il' ;tRF-'l'l"IIW~l11j/t-,_ 

de voorwaardeliJke verdelin5 van een aantal daarvan, 
. •it-.111µ,1,1111 t $ .... $ ••= W ca::: Iii --ta ldt1111111Wlt 1•:•lb'Jilhl>\IJY . 

onder v o.o~w? ~rd~ ... ~.l ?. ~e , , _c:, ~-~-~ e ri ~.P. __ 9~ .... ~ .. Y.,,~-~-~f?e ...... ei~~ .. o.?,,~ 1:1e d~ ~~ . ? et ~-e ~king ~- .. 1 p TII 11 I 

groo·theden. 
' _.., "" 

Voorbeelden 

Bij vele experimentele onderzoekingen richt men de experi­

menten zo inJ dat i11 11.et i\JiSlcundige rr1c)del met onafhar1kelijke 

stochastische grootheden gewerkt kan warden. De wiskundige moei­

lijkheden warden daardoor sterk verrninderd, omdat dan de een­

voudige relaties, die in c1it t"'1oofclstuk 2:ijn afgeleid, geldent 

Als voorbeeld van de vereenvoudigingen, die optreder1, beschouwen 

wij de twee-dimensionale normale verdeling 2;9 . De marginale 
verdelingen van x volgens 

1 ( 
. 1 

\ u;) 
'"-

l . 
I r ' 

t' ••·'1 
' " I --·-• •; \ y ' • .. 

. < 

- 1 
, 

Zijn x en y stochastisch onafhankelijk, dan geldt dus volgens 
• 

-··· •--
' ,, 

--~--~- ,. ' '"·~-~(:5:1~•~'"~'""-""' 
·• , 

hetgeen overeenkomt met 2;9 war1neer daarin p-O gesteld v1ordt. 
De 

in 
s imul tane ve1~delingsdichtheid is 11·u dus veel eenvoudiger dan 

., ,, 
het algemene geval: ten eerste is er een parameter minder en 



ten tweede kunnen allerlei berekeningen gemakkelijker uitgevoerd 
. 

wordenJ omdat f x,y uit twee factoren bestaat, die ieder slechts 

~~n der beide grootheden bevatten. Voor meer dan 2 grootheden is 

de vereenvoudiging van dezelfde aard, terwijl het effect bij het 
oplossen van vele problemen nog sterker is. 

Dat x en z, als zij een simultane normale verdeling bezitten, 

dan en slechts dan onafhankelijk verdeeld zijn als . =O is, volgt 

ook uit de formules 2;15 en 2;19, die de marginale en de 

voorwaardelijke verdelingen van x voorstellen. Deze zijn dan en 
slechts den identiek, als p~:O is. 

Een tweede voorbeeld van stochastisch onafhankelijke groat-
heden verkrijgt men door de resultaten te 

dezelfde wijze uitgevoerde worpen met een 
beschouwen van n oo ... 

dobbelsteen. In dat 

het 
ligt voor de hancl, daar een dobbelsteen geer1 geheugen heeft, als 

modelveronderstelling in te voeren, dat deze grootheden stochas­

t1sch onafhankelijk zijn en alle dezelfde marginale verdeling 
bezitten. 

Indien wij voor de eenvoud veronderstellen, dat de 

een \!1illekeur1 ig 
mogelijke uitkon1sten is, geldt ,,olgens 3 . r::, 

. , _; 

3;13 

dobbel­

stel 

en deze kans is dus voor alle mogelijke n-tallen uitkomsten 
dezelfde. 

Niet alleen bij worpen met dobbelstenen of munten is de 

onderstelling dat de experimenten stochastisch onafhanlcelijk zijn 

vaak gerechtvaardigd .. 1:/an-neer• rnen steekproeven zorgvuldig kiest 

bijvoorbeeld met behulp van aselecte getallen vgl. voorbeeld 

5;3 in hoofdstuk I , dan kan men veelal uitgaan van de onder­

stelling dat de meetresultaten door stoct1astisch onafl1ankelijke 

grootheden voorgesteld kunnen warden. Terloops merken wij hierbij 

op, dat men een dergelijke onderstelling niet klakkeloos behoeft te 
aanvaarden, doch experimenteel kan onderzoeken. De statistiek 

beschikt dar1 over de middelen om op grond van waarne1nings1--esul­
taten de gemaakte onderstelling op zijn juistheid te toetsen. 

In sommige gevallen is het mogelijk door een geschikte trans-



formatie stochastisch afhankelijke grootheden te vervangen door 

stochastisch onEifhankeli ~Jke grc;otheder1. tJi{lj besluite·n deze para­

graaf met een illustratie van een dergelijke transformatie. 

Beschouw een reeks worpen met een munt. Worden deze telkens 

op dezelfde wijze uitgevoerd, onaft1ankelijk van de bij vorige 

worpen verkregen resultaten, dan kan men de worpresultaten als 
stochastisch onafhankelijk beschouwen, met eenzelfde kans Pop 

voor 

van de worpen, waarbij voor de eerste maal, voor de tweede 

enz. kruis verkregen wordt, dan geldt uiteraard 

meal, 

3;14 

daar de tussen de vierkante haken genoteerde eventualiteit zeker 

zijn dus stochastisch afhanke-is. Deze stochastische grootheden 

lijk, daar de waarden, die bijv. x 0 aan kan nemen, afhangen van 
-

en andersom . Beschouwt men echter 
de grootheden: 

3;15 enz .. , 
-

dan zijn deze grootheden weer onaft1ankelijk en zij bezitten alle 

dezelfde negatief binomiale verdeling · formule 1;8, hier met 

k=1 . Dit volgt ogenblikkelijk uit de overweging, dat na iedere 
wor'p, waarbij kruis verkreger1 is, een ''nieuwe'' rij van onafhanke-

11 jke worpen 1'begi nt it, waa1,op f'ormule 1; 8 van toe passing is. 

de kansver.,deling 

met k > 1 is het dan ool{ eenvoudiger om van de y_' s ui t te gaan. 
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Voorbeeld 4;1+ 

Be zit x een y-verdeling met parameters ex. en A. vgl o 

dan is 

4;9 
l.9 
{ X -· 
"-"' f ·-

oc 

Verder is 

4;10 
-·· I 

v .... -· 

-- --·- .. 
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dx---­

r(a-,1 
\. I '-' 

C 
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/\. 

C'' X c·. X --
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Een overzicht van de eerste momenten van de in paragraaf 1 

genoemde verdelingen is opgenomen in tabel 4;I op·blz. 41~ 

Definitie 4;3 

, 

Het ke d d t gere uceer e momen k='1,2, .. " . van een stochastische 

grootheid xis de verwachting van k 
.. 

r-......J 

Notatie: nodig 
A,,.) 

J..k X " Verder noemt men x -- x- .1, 
• 

de gereduceerde L .. Dus: 

4;11 

912~.e~k~ n_~e ~. 
Het eerste gereduceerde moment is altijd 0 .. Het tweede ge-

2 reduceerde moment wordt de variantie van x genoemd en met CT , 
r-,, 

zo nodig c1- c:. x ;; aangegeven: 
•••••• a 

4;12 

De variantie komt overeen met het traagheidsmoment om 

zwaartepunto Voor iedere kansverdeling is 

het 

dan 0 
/ / 

als x een waarde met kans 1 aanneemto De wortel uit de variantie 

wordt de spreiding of standaardafwijking van x genoemd. 
m 011 n11 t n 111rr, ilar: 11111 ,1r1 ·a11 

De berekening van de gereduceerde momenten, waarvan vooral 

de variantie belangrijk is, geschiedt het snelst met behulp van 
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rl11:um ILi o!1 :, IJU/111 I I a I ; t J ,_ tU I 

Voo1,. de tweedimensionale 

V ,:1l1 
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X 
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•O 

eer1 1"""- lfl 

1 · () 1 S S (J t1 -

;jp ' ~ 1tueer't men 
.. c:ian is rlus 
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cle 
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de rnclI'\igi na le verdelingsdichtheid 

ver~cteling, die gegeven wordt 
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door 2;9, is de marginale verdeling van x 

4;1 is dus voor deze verdeling 

volgens 2;15 een 

4;7 en stelling 

4;19 

en analoog voor Yo 

Stelling 4;2 

Zijn x en y onafhankelijk verdeeld, dan geldt voor de ver­

wachting van een produkt ~(~)~(Y) van functies van x en y af-

zonderlijk: 
• 

4;20 
---

Bewijs voor het continue geval : 

Met behulp van 3;9 en stelling 4;1 verkrijgen wij: 

' ~, .,........., 
(~ 

lp (X 

Voorbeeld 4;8 

dx 

Zijn x en y onafhankelijk verdeeld, dan is 
-- '" 

4;21 
l.{! \.i) 

~y=c~cy. 
-·-- -

-

Door middel van een tegenvoorbeeld kan men aantonen, dat het 

omgekeerde niet het geval iso 

Stelling 4;3 

De operator f_ is een 1 ineaire operator J do w oz 6 

4;22 
tn · n · LO ~ .. , .... , .., l "- . .._ ~ ~- , r· / ., :> 

~- C' 
....... ··••· .. -.. . -

als x en y_ een simultane verdeling bezitten., <,p en 4J functies 

en a, b enc constanten zijno De stelling geldt analoog voor 

meer dan 2 stochastische groothedeno 

Bew __ ~.~1~ 

De geldigheid van 4;22 volgt onmiddellijk uit definitie 4;1o 

Toepassing 
4 $T I I l $ I rt 1ST Pit 1 

de 

Deze stelling maakt het mogelijk de 

gewone uit te drukkeno Bijvoorbeeld 

l l :t ·l) = 
-· (_, X '.t_ 2- . L ~ + t-L'-= t-Lt- ;}_ \J'-'~+ '-= l.-- 1 ' 

gereduceerde momenten 

vergelijk 4;12 : 
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hetgeen d1.1s leidt tot de volgende zeer nuttige form·ule ter bere­

kening van de variantie 

4;23 
...J2 l e,X . -

Passen wij deze formule op de variantie van de normale ver-

4:7 en 4:8 dellng toe, dan vinden wij met behulp van J J 

4;24 
".:; 2. (', ·2.. 1 1 'i.. ~'> 

= 

De parameter a is dus gelijk aan de wortel van de variantie, dat 

is de standaardaf'wijking O Daar bovenciien de parameter ~ J zoals wij 
' 

zagen gelijk is aan de verwachting 

ling door verwachting en variantie 

Als tvJeede illustratie passe11 

tx, wordt een normale verde-

dus volledig bepaaldo 

wij formule 4;23 toe om de 

variantie van een 

hulp van 4-. a , _,/ en 

y-verdelit1g te berekenen; wij krijgen met be-

4; '10 : 

4;25 / ='-.1.1 - G ·-- , .. _ - I\ . 
:::::: --·- . "'").. 

Opmerkinp; 

Uit 4;23 volgt direct de ongelijkheid 

4;26 

waarbij de gelijkheidtekens alleen gelden als x met kans 1 een 

bepaalde waarde aanneemto 

St.~.1± ... ing 4,;4,. Optelregel voor varianties 
Zijn x en y stochastisch onafhankelijk 

4;27 

'1 verdeeld , 

De stelling geldt ook voor meer dan twee groothedeno 

Bewi tis 
• b.114 • 

Volgens 4;22 is 
.......... - ........... -

dan geldt 

1 Wanneer wij deze onderstelling maken, dan nemen wij steeds boven­

dien stilzwijgend aan, dat x en y een simultane verdeling bezit­

teno 
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dus 
, '>"" . .1 '+' l 'f' '-+- 2. t,x 'ty' 

- ,.,_ -· ···-

Verder is, eveneens volger1s 4;22 

· (,::S + YI ) 1 = t . ~ l + y ;t + 2. ~ y = 'fJ ~ .t + t_, y 1 + 2. 't; ~ 
·~- - ·- ~· 

daar, wegens de onaf11ankelijkheid 4;21 toegepast kan warden. 

Volgens 4;23-~is 
_ ,1 ....._, -· , 1.. ·- Y 1 1 

. , .•. ~........ -. ... .. ~ 

substitueren wij de bovenstaande 

a l. ( ~ + y J -" (; 0 7. ..... 't ?$ 2 . . l / 

--

weer volgens 4;23 o 

Opmerking 

-

resultaten hierin, dan komt er 

)_~= a 2 ~)+ 0 1 (y), 
·--

De voorwaarde van onafhan1<elijkheid is voldoende, doch niet 

noodzakelijko Nodig en voldoende is blijkens het bewijs, dat 

~;21 geldt. Deze stelling geeft tevens een belangrijk versch1.l 

aan tussen verwachtingen en variantiesa Voor optelbaarheid van 

verwachtingen bet1oeft 4;21 niet te geldeno 

De stellingen 4;3 en 4;4 zijn zowel voor de theoretische 

statistiek als voor de toepassingen van groat belango Wij geven 

twee toepassingen0 

Voo1~bee ld 4 _; 9 

Bereken de verwachting en de variantie van de binomiale 

verdelingo 

Oplossing 
' Volge!1S voorbeeld 2;'r7 ka11 een binomiale grootheid x verge-

lijk 1;6 bescl1ouv-Td vJorden als de son1 van n onafhanl{elijk ver­

waarden 1 respo 0~ 

Voor ieder daarvan geldt 
I) 2 

. ?.S j = p ' 

dus vergelijk 4;23 

l 2 v ~i =P-P =P9· 

• 



, ' 

'loor 

geldt dus vo lge·ns Stelling 

4;28· 

en volgens (4;27 

Voorbeeld 

Het l1ureau 

hoofdstuk I vraagt h r:1e,: 1 e· .!:l 1 ,_. V ~~ 

moeten afleggen om k deelnemers 

den. 

men ook 

Het 

volgt, 

de 

r1e t 

sor11 

eerste 
het; 

r re t· ,,_ n· t,'v, • vt:•.1 

te 
·1 a1oe 

11 

"! '·• 
j I ,, . ., •"I ' ) , . ..,, '"' ·1-

,J.., ,,.,,J, '.,,..J, . . ' 

,··1' ." 1' \, .l, V 

I ,,.,.,, .. l 
\ I t., . ~ 

analoge \'\, L~·\ r, · d e y" • • , ,, ' • ii .. 

. ,:-,·, r·· . d $ d, 
, d tot \ l 11 t 

... , 

waaruit, samen met VC)lgt 

iie +· i _, . t~ 

er1 

•~,1 a ,,1 t a" · l uC.1 .,·. 

te vi,n-

1Jezcieken, 
,,,1., a ,;, "y"li O •rr) \.,, 0-1. . .. ,i l 

te vinden 

een negatief binomiale 

i11Pf11, 

., •'°} " ' ,. .• , t 1 -.-1 ·i ,,4 '" ,. r.1 . u , 

ri 
~ . 

"l 
.L 

'Y"" 
J. j ,"! <I 

wm • I 

r1e t., 

n·, P ,.·1 ,,, . ..,-1 

als 

e 11 rne t het 

tot en 

en deze 

eerste 

de be-



4;30 I+ q -- pl . 

Passen wij nu 4;23 toe, dan blijkt 

4;31 a2.( n-) = \+q -- ' - q 
__ I p1 pl - p'1 

en dus leiden stelling 4;3 resp. stelling 4;4 tot 

4;32 

In het geciteerde voorbeeld is voor 
2 

wachte aantal bezoeken dus 25, terwijl de spreiding 

kq -pi = 

Stelling 4;5 

r.: 3 
/ iO. 5 

( ~ 1 
\:o:: ...; 

=6,12 bedraagt .. 
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'10 het ver-

Zijn a en b constanten en is x een stochastische grootheid, 

dan is 

4;33 c 1 a~+ ) = a 1 oi ~') 
• 

~ewijs 
. '9 \ =o. vX + O. -

De bij ax+ b behorende gereduceerde grootheid is dus ...... 

Dus 

De bela11grijkste toepassing hiervan is vervat in: 

Stelling 4;6 
Is x 

variantie 
een stochastische grootheid met 

2 o-, dan bezit de stochastische 

·--- a o-

verwachting Oen variantie 1@ 

verwachting 

grootheid 

Het bewijs wordt aan de lezer overgelateno 

.1 en 



0}2 f!l.e ~ ~.i ,ng, e !l 

Ill ;;ma 

cle b . . ·t h d ,,..; ... , .. ' #· ,- .;,; ,-'-

! 1 x 'e 1 'r~::::ll,1_, e -t) - " J.V- ....,I,\,, 
)ll. iidt 

grootheid of 
a WI I • I ti I Ii I Ir - J ,, l I U! ii -

de 
ook blz. 5 

Dit s tandaa1~a iseri. r1gs proc es ons e 

1 r1 

- --

vergeli jl< 

("\ t'W", 
""'.1 • ;i, A 

iedere normale verdeling te beheersen met behulp van een tabel 
van de gestandaardiseerde 

duidelijk is, maar ook via 

kan warden vgl~ stellini~ 

dat de gestandaardiseerde 

Voorl)ee· ld 4 .. 11 
as::,,-. , rs er ,- ·nu1, : l,, 1:.a ; J 

X is 

id' 1 (') t:' s pre -_ -_ _ r1g ,,.; , .,&, .. 

De berekening verloopt ala 

waarit1 u de -- gestandaar'diseerde 

s te 1 t ~ 

zochte 

cle 
1 ··a-ns :t'\~ ,,, ~ 

----------

, .• 
di" ' • ,,.,, • !" fr" 'JI 
r ', ( 11;,--\ , 
l t ,~ , f 
"1-:.,-t ' .,__, .,_ .,/ t .• ' 

"'i ' ·1f') •_· 
., ls. 

maal<t ., verrJakt 

\"an het g;ewic.ht 

a) 

ge1,1i C t1t '? 

'I 

Cl€ 

!'F"'" ,, ,,_.._"M,:,;,,_,_ · · t -• .;v ,,. .. ,..,,, ·11 .,..1 ., -- , , I , , .. , c::, ! ,3 i r: 

b Tot welk bedrag zou men 

blijvende spreiding, op 

1 Di t, ~v 001~bee ld 

:E£lement a ir'e 

is , •t,1 t- ·1 e e ¥1 c;i· (.) l ;,,,,..1 , ---. <1 , 

N d ·1 j · ',, "' N· ,: ii' • o or u, n e n .' 1 <Jon . v • , 

1 
• 
' 1 ~­

' 

i. n 

o·p.gaven waarvan 
' _· , een groot deel op 

aeerd. Voorbeeld 4 ""10 J l:-. 

! l !r 

de 

en 

VO()r~ .... 

ge-

-0 ~ ~ ,r, 1 ] n l 1 m- n ,··'! .-1 1()0 gram '' . .,. ~ t1.., ' 

en 

I)e verdelir1g 

bezit een 

nominale 

gelijk­

·pe Y"l> ('lent· age ' ,_,,.., " ,l., ~,. ~ .,...!i • ' "' tot 

-~I - 1 , 'A"!"'} E· KE 
~11 J...f .., . ) 

oplossingen, 

'boe~<:je bevat 100 



terug te brengen? 

c Hoeveel procent van de pakjes bevat dan meer dan 103,0 gram? 

,9,2.+ 9 ~ ~ ,~.~.Si, 
Het gewicht van 

a De kans op pakjes 

de inh()Ud is tJ 

met minder dan het nominale gewicht bedraagt 

en het gezochte percentage is dus 4,75,~ 
b· Het percentage van 4,75% kan t,11\j gelijkb:1.1.j,,ende sp1~ei<jing 

alleen verminderd warden door het gemiddelde te verhogen, 

bijvoorbeeld tot~•. Gegeven is dan, dat 1·'!11 :-, e t· ,1· e· l... ct· e· · n ; l l,, . ,~,,,. ,, . . . 
,s~..;#' 

• 

Uit de tabel van de ~ f '' . _, ~ ' . ' . ., gJ" \ -~- ~, d - J 1 } ver eling .ezen w J at~, dat di t pe~-, 

of gemiddelde gewicht moet dus op de waarde 
Va.·n . 

- ' .· 

c Voor de laatste vraag berekenen wij 

m.a.w. stellen wij de verpakkingsmachine in op 101,24 gram, 

dar1 t,ev at (), 17% v a r1 de pa\< .. Jes mee:r dan 1 o::3 l~I·~ arn tt1ee .. 

Indien ! ... en z een simultane verdeling bezitten en f x,y 
is een f1•~~+ 4 e~ ,Ja-,1 x e•1 y ~e~w•t·J·, ·. l,.A,1.,!...;; yJ., ., . l , V ~. , i...,, 

... 

· .) I " t \ ,_, __ .,. ,;, ·"l ;j 

j ~· • .,,,..,.,, 

_,_ -

de voor\iaa:r~deli,jlce verwacht1.ng va11 lp(x,L 011der de voorwaarde 

:1_=y is, 

·4·. -3·6·· I • , -

. , . . . 

dan geldt 

. ·'f . Y' XV = \..J ) if • -v·~ 't!tF -·"" ,_ 

Bewijs. voor het continue geval 
·11q11::;· I.I TAJ:_,; 1_4;: t_;,½ ; _· .;:;: 

' 

Volgens def1n1ties 4;4 en 4;5 geldt 
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to(x y) 
T ' ef 

_,,,,,,,.,... 

- no +oa 
i(Y dy .· tp X ;y? 

"' r .. ,·),)· 
·+Oil -C, '*'«) ,i,\ 

. r. ft . 

... ' J ,.; ., . . .,,,,,_,.,,. 

Deze stelling houdt dus in dat de 'fJerw,3ctit1 .. r1g ,;an ee·n fun<.;tie 

ten opzichte van een tweedimensionale kansverdeling berekend kan 
" I' warden door eerst de voorwaardelijke verwacl1tlng t.o,v. een van 

de variabelen te bepalen en vervolgens Va.·r1 ~P •gft,,o~ncie•n t·ur1rtie ct·e ..,,""' \.-l - - --,~ ~ ¥1 11, 4}.. ,ili, . - a, ,_ ~ . ,_,, 

ver111achting t ~o .v Co de ande,r1 e va1:<&ial1eJ.e te r~)ereker1er·1,, ,,~ ij kunn.en 

deze stelling bij"voorbeeld gebruiker1 :in eer·1 !·~eval, zc:)als in voor­

beeld 2;6 geschetst is. Men berekent dan eerst de voorwaardelijke 

verwacht1ng bij gegeve·n 111aarde 'r van t ,; deze 1 .. s volge11s 4 ,; 1'·r 

gelijk aan p., 1'., Neerrit mer1 'Ja11 )-,l 1r de verwacr~,t1r1g t .. c) ."f,J. 

nale verdeling van T, dan 

In (]it 

geval hebben wij de verdeling van het aantal klanten reeds bere-
- """ 

kend v l. voorbeeld 2;6 en dan vormt deze weg geen vereenvou-

• J!. ,Jl,. ,l.~':::, . ,_,_, ,v . , ,!... v J..« -.1 \~J ., . , · :, ~·" 
. "",,; . . 

dan vindt 

gegeven verwach-
ting behoort bij de negatief binomiale verdeling, zoals deze in 
• 1 ; 8 . 

4 gegeve r1 ~~ Ll1e~·in 1~ x ~e-~ .L i.,,, " ! . .,.. . ... . . ! ,-,,, { i v - aantal worpen tot en met het 
~I.. S U C C € ..:> .. l . e n · .,, cj r1 e ,,., n i., t:: .,,;. ;,_) ( .. ) i a. kans opgeven dater~- mis-

• 

l., 11 k ·i .ii' ~ ··'"'g· en lr-1 e i.; \- e n ,.,. · r\...l.11.. ,.,. ·· 11 · l. L.) ..... l , ...... a.,.:).... L.. ~ _ ., • ., •. JC ~ ..... ~ i...• A,\ .. #~· .,L..,) ., c. . . 

dus waarden vanaf Oen niet var1af k aan kan nemen. Dit 1s de 

vorm waarin de verdelingsfunctie 2;24 opgeschreven staat. Bij 



Een groot r1e id., 

groat 
die 

de covariantie 
heden 

door 

belang 

x en y_. 
is, 

IJeze wordt geschreven als '"'01 V·· ,.,, . . 

4;37 t.:gy 
•¢ 

'"'"""'' 

Voorbee ld 4 • 1 "~ 
I 117 I I I I ; 1 1, ; l I I I IU I l I ,!, J -' I 

Wij berekenen nu, 
van x en 

• • 11 • 

de 1 i!}f (. f o·~mu· ·1• e ti ·Au ~ . (,, ~ ·"'1 ' . .;l 'ii, - • · • _ iw 

I I 11i I I ~ illtil .¾¥ 
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