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age simultane en fq en [, de marginale verdelingsd
-
heden voorstellen.

volgt onmiddelli jk ult definitie 233

| ) 'K P 2 * i | s . *‘%& : : v ; . | ) ..%
> f
A, zk ' O T S r |
7 = gﬁ f‘? Fran -"g é 3 = i; ; Qg 'Ef %Bh A % g % ?% . /.;*&_ )
o w N by “‘3
1 e [ e R FI . . SR P R | impe bt aee e fe g et er abieg e -~ : i 3 I} M %
. - IRYE "N ; % ‘\& “ K 1 , T ﬁ k ; a}&‘ 1 #
y 3

2l

In paragraaf I:;4% is opgemerkt, dat de bijzondere product-
regel (4;14) niet voldo is om stochastischeonafhankeli jkheid
te s (4;13) nodig. In definitie 3;1 ligt
echter een analoge relatie als (4:;13) opgesloter ers vult
men in (3;1)

garanderen., Daartoe was

in x =o, dan gaat deze relatlie over in de-
zelfde relatie, maar nu voor de eerste n--1
heden. Wij hebben hier dus aan (3;1)
stochastische onafhankeli jkheid

tegenvoorbeeld

stochastische groot-

genoeg voor de delfinitle van
. Anderzijd

S Kan men door een

aantonen dat voor meer dan twee stochastische

fhankell jkheid nlet voldocende 1is voor

paarsgewl jze ona
volledige onafhankelil jkheild
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in te voeren

ver

itten.
Indien wi] voor

steen zulver is, en

mogeli jke ultkoms

s *‘&%
( 3 ‘; q 3 ) F X = X \ 7 tfj, 5 = X s N K = X i - - § X Ko o= @
- : ‘ol e ¥

¥ B

en deze kans is
Niet alleen bij worp
onderstelling dat

dobbelstenen of munten 1s de

experimenten stochastisch onafhankell jk zijn
gd . Wanneer men steekproeven Kiest
getallen (vgl. voorbeeld
veelal ultgaan van de onder-

zorgvuldig

(bijvoorbeeld
533 in hoofdstuk I))
stelling

van aselecte

, dan kan men

onal'hankeli jke
worden. Terloops merken wij hierbij
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Voorbeeld 4;4
Rezit x een <y-verdeling met paramefers « en AN (vgl. (1:;25)),

dan 1is
N o N o AN o ;}\& “ AKX :::ad
I . CX =\ X, —— € XS AKX = | @ X TOX ==
= i 1 . RN A T (exrt) A
N ety AT A ae DA (MQ_.,.__}_\.__
M) AT T (o) T ) A
Verder is
L" kQ AN - A X o S AN o L AX At
(%510) <;xlm( xlww--e X de“ﬁﬂ < X OX =
" (o) () )
AN YKQ+€7$m€iE%Hlu;
‘_(O&> /}\G‘\hm ]\?ﬁ

FEen overzicht van de eerste momenten van de in paragraaf 7

cenoemde verdelingen is opgenomen in tabel 4;I op-blz. 445,

Definitie 4:3
Het k° gereduceerde moment (k=1,2,...) van een stochastische

grootheid x 1s de verwachting van (§¢¥L)kﬁ

Pl W 4 o m

Notatie: (i, of, indien nodig ‘Jk(ﬁ)q'VETdeP noemt men

| ¢
I

X~

de gereduceerde x. Dus:

(4371) (L= XY =285 =8 (- pf

Upmerkingen
Het eerste gereduceerde moment is altijd O. Het tweede ge-
: # 2
reduceerde moment wordt de variantie van x genoemd en met T
Y

zo nodig de(éjﬁ aangegeven:

(4312)  THX)=E{x-p)=-ExX =,

De varliantie komt overeen met het traagheldsmoment om het
zwaartepunt. Voor iedere kansverdeling 1s c72§10 enn alleen dan O
als x €én waarde met kans ‘1 aanneemt. De wortel uit de variantie

wordt de spreiding of standaardafwi jking van X genoemd.

De berekening van de gereduceerde momenten, waarvan vooral
de wvariantie belangrijk is, geschiedt het snelst met behulp van
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- 31 -

door (2:;9), is de marginale verdeling van x volgens (2:15) een

]

normale, met parameters 4 en.(Ta Volgens (4;7) en stelling

4;1 is dus voor deze verdeling

: 2
(L&'ﬁ/‘g) (8>< m}j,1 . b}é mql__,f_ }/le
en analoog voor y.

Stelling 4:2
S21jn X en v onafhankeli jk verdeeld, dan geldt voor de ver-

it e

wachting van een produkt Qx)y(y) van functles van X en y al-

zonderli jk:

(4;20) CQE)IW(Y) - uw RAVIQAS

AL o W gy

Bewijs (voor het continue geval):
Met behulp van (3:;9) en stelling 4;1 verkrijgen wij:

ECC‘

& &P&X)M}/) \\@(X)L}J(y) F\X)y)dXdy =

--i?C?:' + o>

S @@Q F(x) X gqf(y F(y) dy - %“P(X) %W(\Y)

Voorbeeld 4:8
Z1ijin X en v onafhankell jk verdeeld, dan is

(4521) gfghfggkgz,

Door middel van een tegenvoorbeeld kan men aantonen, dat hevt

omgekeerde niet heft geval is.

Stelling 4;3

De operator < is een lineaire operator, d.w.z.
(b322) Tlaw(x.y)rbyy)ichaoix.y)rh Lylxy)re,

als X en y een slmultane verdeling bezitten, ¢ en Y functles

en a, b en ¢ constanten zijn. De stelling geldt analoog voor

meeyr dan <2 stochastische grootheden.

Bewl js

De geldigheid van (4;22) volgt onmiddellijk uit definitie 4;1.

Toepassing

Deze stelling maakt het mogelil jk de gereduceerde momenten in

de gewone uit te drukken. Bijvoorbeeld (vergelijk (4;12)):

O ()= x- ) =& (x*- ?Pﬁ<+}h)-
m%X22F€X+HH12H;r£§AtL



hetgeen dus leidt tot de volgende zeer NUTTLEE formule ter bere-

kening van de variantie

(4;23) CF=p, - of o xY=ExP - (Tx)

Fassen wij deze formule op de variantie van de normale ver-

deling toe, dan vinden wij met behulp van (%;7) en (4;3)
(h32h)  OF(x)=Ex - (Ex) -0 pt-pteo

De parameter o is dus gelijk aan de wortel van de variantie, dat

is de standaardafwijking. Daar bovendien de parameter e zoals wWi]
zagen geliljk 1s aan de verwachting ?55} wordt een normale verde-
ling door verwachting en variantie dus volledig bepaald.

Als tweede illustratie passen wij formule (4;23) toe om de

variantie van een V-verdeling te berekenen; wlj Krijgen met be-
hulp van (4;9) en (4;10):

(4;25) o x)-Exi(Ex) o 2D (XY O

Cpmerking
Uit (4:;23) volgt direct de ongeli jkheid

(435;26) Pﬁgwxz ot ExF=(Ex)™

waarbij de gelijkheidtekens alleen gelden als x met kans 1 een

bepraalde waarde aanneemt.

Stelling 4;4. Optelregel voor varianties
41jn X en y stochastisch onafhankeli jk verdeeldq)s dan geldtT

T i

(43527) O X+y )= () r Ty )
De stelling geldt ook voor meer dan twee grootheden.

Bewl s

-————-——-&-m

Volgens (4:;22) is

WHNE WA BN e Wt giieew TSN s

1) Wanneer wij deze onderstelling maken, dan nemen wi] steeds boven-

dien stilzwijgend aan, dat x en y een simultane verdeling bezltT-
ten,



Verder is, eveneens volgens (4;22)

gQ}f +>/>3 m\i(52+yl* 2XY) mﬁ§i+ ‘ﬂyz—% A ﬁ}i Lg,y%

daar, wegens de onafhankeli jkheid (4;21) toegepast kan worden.

Volgens (4;23) is
Sty ) =0y LTy}

-

substitueren wij de bovenstaande resultaten hierin, dan komt er

Ty )=t (L) e Ly o (Ly Y=o () T ()

weer volgens (4;23).

Opmerking

De voorwaarde van onafhankeli jkheid is voldoende, doch niet
noodzakeli jk. Nodig en voldoende is Ppblijkens hev bewl js, dat
(4;21) geldt. Deze stelling geeft tevens een belangrijk verschil

aan tussen verwachtingen en varianties. Voo optelbaarheild van

verwachtingen benhoceft (4;21) niet te gelden.

De stellingen 4;3 en 4;4 zijn zowel voor de theoretische
statistiek als voor de toepassingen van groot belang. Wij geven

twee Toepassingen.

Voorbeeld 4;9
Bereken de verwachting en de variantie van de binomiale

verdeling.

Oplossing
Volgens voorbeeld 2;7 kan een binomiale greotheid;g_(verge;

1ijk (1:6)) beschouwd worden als de som van n onafhankeli ik ver-
deelde grootheden Xs s die 1ieder een kans p resp. q bezitten op de
waarden ‘1 resp. 0.

Voor ileder daarvan geldt

Ex,=p en Exi=p,
dus(vergelijk (4;23))

T*(xi)=p-p=pg.
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(4;30) %’Dilmz_ niz an“m 19

Passen wij nu (4:;23) toe, dan blijkt

- VA { qwm
(%331) Cﬁ%fﬁ)“J??""pzﬁwpz

en dus leiden stelling 4;3 resp. stelling 4;4% tot

@ AR JIPUE VIO S
(4;32)  pefo=% en ot-oim-Kd
ﬁ e
In het geciteerde voorbeeld is voor p = ¥ en k = 10 het ver-

>

wachte aantal bezoeken dus 25, terwiljl de spreiding

. —
Vka _{1°2 g1y vedraagt.
P ()

5

Stelling 4:5

Zijn a en b constanten en is x een stochastische grootheld,
dan 1s

(%;33) o*(ax+b)=a*oi(x)

Bewl is

§<d5+b)m&ﬁ>§+b.

De bij ax + b behorende gereduceerde grootheld 1is dus

&ﬁ-&-b“&g};“bm&(‘éwgﬁ)m AX .

Q
y-3
P Y
(2
Y4
4
O
S
I
(Vo
T,
QE)
X ¢
e
I
6
o3
p
}
o)

PEX =t ar(x).

EE ol

De belangrijkste toepassing hiervan is vervat in:

S5telling 4;6

ls X een stochastische grootheid met verwachting [ en

variantile CTE, dan bezlt de stochastische grootheid

(4;34) X%éﬂ-_ff.mi:ﬁ_ 2

o L

T o o)

verwachting O en variantie 1.

Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten.
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