A

\ A

18

g

esl:

1

§

O be

~
{1

’;

i

€1

lLeve

g

ae

&

T




Lo o 5, Y o j 3 F - F%
Kansve la werden

ultersard niet dic

stulkk zullen worden Tot

2ge licht .

Systeem, toestand, experiment, proces  kecen

Ter i1llustratie van bepaclde aspecten van de whr

dobbelstenen, en munten. Deze

n eenvoudige
net feilt
met behulp
bovengenoemdie VvVooer-

ae lezer soms het gevoel de whr e€e

dit Ten onrechte 1s moge blijken ulg

geinterpreteerd

van €en voorbeeld. hoe ingewikkeld

werpen noof'drol spelen.

wig zullen ons voortaan bedienen van het abstracte

teem. Een systeem kan een

dobbelsteen zijn, maar ook een voorraad

i it
4 £ - I
: il ¢ 33
A 4 b 3 A a

bij een groot winl

i3, ¢of een rij wachtenden voor een loket.
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wachtenden een bhepaalde toestand van het

ken plaats wanneer een systeem onalfhankeli jk

reenvolgens verschillende toestanden aan-



mogelil jk

systeem volle

discrete

continug.,

4. Ketens

gende beschouwen we uiltsluitend

11 de

dat net systeem na nec eersgivolgende experiment weer in de toestand

e toustoanag 1.

geven door

anog

.E . qm::;r ‘;um‘ Ek - _,_-’"-, . ’g;- :‘ ih
O ECIRUATE G

dus voeoor alle 1

waarblj J nu alle toestanden doorloopt

eeld. Uit
doos 18 in dit voorbeeld

we het volgende voorb

rode, ¢ zwarte en 1

aselecte nikiter getrokken. De

Ik MUY SR Ty TEENE A AROM g

1) W ﬁebyﬂi?@ﬁ
"teweegbreng
cusSsen

i1 i

wel in de betekenis va
i

de term

experiment ook n
een toegtandsverandering Het onderscheid

is overigens niet wezenlijk voor

A




Keten van
n

laatst -~

b
sl

1len nu
{

.gi.’:

Wl
e

.
eerste trelk-

;E & e
"f e
Ly 30788

terugge Le
11 de

S B
L
o

Vi

.
0§

knikker nie

g
L
y

1
{m#
R

Ly
e
s

i L g z;:ﬂ{
f ‘ 2
T = N
g?*
i

ge

ende

Bt

1g

(

telling van

&
ey
ot
59’

&,

STy
W'—“

.2)

2
.

{

i

i
{4
S%

»J

rekenen van

-

n
A q.h.
EET
._r

11 jkheden

&y
- *: g -
.-+‘i: I EB b .



trekking nog

van operekenen onm

we ons experiment:

Alvorens nu

agasn geldt nu

onde toestand(en) ven

trekking steeds zes knikkers in

crmee cer willekeurig lange eten construeren,

2

e LA gﬁmﬁ §
e’ g} i‘e@;& .

ot de exvperimenten b

raliseren:

als volgt

Knilkiker.

- .
-‘ - pL .u ; ) b e ";ﬂ 1) i

Aaat Uﬁz&lf



.._.5......

Als m=2 voeren we experiment D uit, terwijl de keuze m=1 equivalent

18 met experiment A.
bxperiment F

Tenslotte beschouwen we het volgende voorbeeld: de eerste

twee trekkingen zijn zonder teruglegging; na de derde trekking

leggen wij drie knikkers in de doos van dezelfde kleur als de
knikker van de derde trekking. De vierde en vijfde knikker worden

wederom zonder teruglegging getrokken, terwijl na de zesde trek-

U

King weer drie knikkers van dezelfde kleur als de zesde knikker in
de doos worden gelegd. enzovoorts.
Aldus ontstaat een oneindig lange keten, wasrbij de overgangs -

whn af'hangen van alle voorgsande toestanden.

Wij onderscheiden nu vier soorten van ketens:

a. De overgangswhn hsangen niet af van de uitgangstoestanden. Deze

Ketens noemen we ketens van onafhankelijke experimenten (zie

hoofdstuk I 6 parsgraaef 4). (Experiment A)

b. De overgangswhn hangen alleen af van de uitgangstoestand. Deze

xetens noemen we enkelvoudige Markovketens. (Experiment D)

c. De overgangswhn hangen af van de uitgengstoestand en een begrensd

aantal voorafgasande toestanden. Deze ketens worden meervoudige
Markovketens genoemd. (Experiment E)

d. De overgangswhn hangen af van de uitgangstoestand en van een

cnbegrensd aantal voorafgsande toestanden. Deze ketens zullen
wij in dit hoofdstuk niet bespreken.

Van deze vier soorten van ketens zijn de enkelvoudige Markov -
ketens het belangrijkst. Dit hangt samen met de omstTandigheid dat
de ketens van onafhankeli jke experimenten kunnen worden opgevat als
een biljzonder geval van de enkelvoudige Markovketens, terwiljl de
onder c. genoemde ketens door het invoeren van andere toestanden
eveneens herleid kunnen worden tot enkelvoudige Markovketens. Dit
laatste kan men als volgt bewdljzen:

Stel dat de overgangswhn afhangen van de ultgangstoestand, en
van hoogstens m-~1 voorafgaande toestanden. Deze whn kunnen we dus

gandulden door p(iqﬁ°“iqu)im3m°
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* A , e (m-"1)
in een toestand k is gekomen bedrasagt, volgens definitie, Pj 5
terwijl de kans om van k in j over te gaan (in één stap) geli jk
1s aan p,. ..
K (m~1) ﬁ | .
18 dus de kans dat het systeem in m-"

; ik Pk | 2 (m-1)
stappen ven 1 in k komt, en vendaer nsar j gaat. Dus 3 P, Py

Het produkt p

is de kans dat het systeem na m-1 stappen in één of a%ggre Ttoestand
18 en vandaar naar j gaat, hetgeen niets anders betekent dan dat

net systeem vanulit 1 na m stappen in k is gekomen, g.e.d.

De vorm van de vergeligking (4.1) vertoont grote overeenkomst

met die van een matrixprodukt (vgl. (5.3) uit hoofdstuk VIII). Het
1igT daarom voor de hand om de volgende matrices in te voeren

P PaAn’ reoeen Pa
(m) (m) (m)
o) Poq Pop™ weeee Pon
S () _ = 1,2
(m)  _(m) (m) (4.2)
pn1 an ““““““ pan

Nemen we m=1, dan zijn de matrixelementen pé?) weer de overgangs -
whn pij° De matrix gD(q)j meestal afgekort tot<§35 noemen we dan

ook de matrix van de overgangswhn. Na bovenstaande definitie van

p(m)

kunnen we nu de vergeliljking (4.1) ook als volgt schrijven

plm) _ plo-1) o (4,3)
substitueren we hierin achtereenvolgens m = 2,3, ... dan vinden we
Pml_en (4.4)

Voorbeeld 4.1

Gegeven een systeem, dat in drie mogeli jke toestanden (1,2, 3)
Kan verkeren. De toestanden van het systeem vormen een Markov -

keten, waarvan de matrix der overgangswhn VE gegeven wordt door:

1 1

2
_ g '
P = )iy % (4.5)
5 O

= O =
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beschrijven. Voor iedere toesgstand 1 geven wij aan welke toestanden J
in een eindig aantal stappen vanult deze Toestand 1 bereikt kunnen
worden. Deze toestanden J bhezitten de eigenschap, dat voor minstens

¢én eindige waarde van k geldt.
(%) &
P13 7 ¢ (5.1)

Voorbeeld 5.7

Wij vinden bijv. voor een systeem, dat slechts 10 toestanden

kan aannemen, de volgende tabel van bereikbare tToestanden.

T8b615¢1

A Wiplea . T

Overzicht van de na eindilg veel stappen e

bereiken Toestanden

it

vanuit | zijn te bereilken na eindig veel stTappen
’ ’ 2,3,4,5.3,9
2 l 2,3,5.,9
! 3 | 3,5 |
4 6,7, 10
5 3,5 ‘
| 6 6,7, 10
’ 7 | 6,7,10
3 | 3,5
10 | & 7,10

Indien wij deze téabel nauwkeurig bvestuderen, den kunnen wig de

volgende conclusies trekken:

©

T HeT systeem kan elleen 2an 't begin van de keten in de toestand

1 zijn. Daarns zal het noolt meer in deze toestand terugkeren.

O , . %
2 HetT systeem kon vanuit de toestand 2 wel in de toestand 3 en 5

komen mear niet omgekeerd. Vergell jk ook de toestanden

4 met 6,7, 1C
6 " 7,10

g " 3,5

9 " 3,5
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(Het deterministische karskter van het bijbehorende proces doet
niets aif van het feit dat we hier toch met een Markov-proces te
maken hebben.)

We vinden de volgende moederfuiken {1}253j&}§ {2,3,4%, 13,4} en
s 4} . TIeder van deze deelverzameling is zelfs een fulk: weliswaar
bevat bigjv. {2,3,4} de moederfuiken 13,4} en {4}, mear deze zijn
q . 1)
niet dis junct.
Voorbeeld 5.4

De matrix der overgangswh hebbe de volgende vorm:

S e
- ! i
V1 Pop Py Poy 1 O ©
7 )
O s p32 ;;)33 pB“ O C
? :
O ! Py, D), 5 Oy O O (5.5)
L_ 1<
mmmmmmmmmmm b
O O O O
’55 P56 /
l
7~ ; -
O O O 9 i p65 Pea /

Bi1J dit proces zijn er twee fuiken: de eerste bestast uit de toe-
standen 2,3 en 4, de tweede uit de toestanden 5 en 6.

Len andere situatie die zich bij Merkov-processen kan voordoen
15 de volgende: de verzameling van alle toestanden kan worden ver-

deeld in m deelverzamelingen Aqﬁ Agﬁﬁgﬁﬁ Am el wel zodanig dat van-

ult een toestand tot Ai behorend alleen een directe overgang moge -

lijk 1s naar een toestand die tot Ai+1 behoort, waarbilij we Am me T

+1
A,i 1dentificeren. Het getal m noemt wmen de orde van het Markov-

proces .

Voorbeeld 5.5

De matrix der overgangswhn zou van de volgende vorm kunnen

WY Saaps  ieiew  Fles  gueem RN g SRR

1) We laten in het vervolg de triviale (moeder-)fulik, bestaande uit
alle Toestanden, buiten beschouwing.
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De in de definitie van kringfuik genocemde verzamelingen Ai z1ljn

hier {1,2,3}, {4,5,6} en {7,8,9}. De verzameling {3,6,9} 1s ech-
ter een fulk zosls mun zemakke L1 jk 1nzict.,

6. De invariante verdeling

In verband met de bestudering van de overige eigenschappen van
de Markovketens is het van belang te weten of de rij van getallen

(m)

pij een limiet ) heef’'t voor iedere i en j als m naar o gaat.

Laten we eerst eens het geval beschouwen, dat er geen kring-
fuiken zijn.

Stelling 6.1

Indien de Markovketen geen kringfuiken bevat, dan bestaat

voor alle 1 en j, en

Il
12% q.. = 7 (6.2)
J::

LJ

voor alle i. Z21jn verder i en h toestanden die tot dezelfde fuik
behoren, dan geldt

35 = 9y (6.3)

In het bijzonder is dus ay
Z1ljn.

; onaihankell jk van 1 als er geen fuiken

Als er wel kringfuiken z1lJjn, bestaat 1lim p(m) niet,

() 1 ; maar wel de zg.
44 M— 00

Wy Gmumy AR SR NG A s SSuSlS.

1) Zie hoofdstuk II, paragraaf 2.



1)

m

cC L. 2_ o

ql“ = lim m k="
M — OO

},.JM

< )
] (6.4)

Stelling 6.2

Indien de Markovketen kringfulken bevat, dan bestaat

: d M C
lim — > p.. = q. ., (6.4)
mmubm KkK="1 L d L

voor alle 1 en J, en

4 C
. q. .
j=1 LJ

|
—

(6.5)

voor alle 1. Voor toestanden i en h uit dezelfde fuik geldt

c  _C
913 7 qhg * (6.6)

J . % C . - ﬁ .
In het bijzonder is s onarnankeligk van i als er geen fulken zijn.

J
We zullen deze beide stellingen hier niet bewl jzen.

De kansen g. . en qgﬂ
LJ L J
de toestandsveranderingen van het systeem gedurende een zeer lange
tijd niet heeft gadegeslagen, en dat men niet weet hoeveel toestands —
wljzlgingen hebben plsatsgevonden, dan zsal, als het systeem het

laatst in ctoestand 1 werd aangetroffen, de kans dat het systeem

Kan men als volgt interpreteren. Stel dat men

zich nu in de toestand J bevindt, bij benadering gelijk zign aan

C
qij of qijﬁ

Deschouwen wilj nog eens de vergeli jkingen (4.1):

wowh SR Wehmee WAl B e e, e

1) De Cesarolimiet van cen reeks kan bllgkbaar bestaen, zonder dat
de gewone limiet bestoat. Maar, als de gewone limiet bestasat, dan
bestaat de Cesarolimiet eveneens. Het hieronder volgende bewil js
kan zonder bhezwaar bij eerste lezing worden overgeslagen.

bewlijs: Laat s,,8,,... €en ri1j van getallen zljn met limiet s. Dan
bestaat bij ieéer £>0 een getal N zodonig dat |s.-s|<e& als 1> N.
Beschouw nu een vaste €, en last n een getal zl jn dat groter is
dan de blj € behorende N. Dan geldt

! S +ﬁ o a“%“.
g S :

Il 1
| - S — S s » © | - 5 = /l biat‘aﬂbﬂ —
] { I ' | C--(n-N)} &
< — U + ' S i “;"‘& < a#;#i B j}} i ( ﬁ
S 37 Sy "8 S.,78|§ < - < 2&, waarin
o ' - - -
0 ' S/k %_ﬂ o o | N NS ‘ o

Aan de lagtﬁte ongell gkheild is voldaan voor n;,i2%§2-. Door
n:>max(Nﬂm%f£J te nemen zien we dat ook de Cesarolimiet bestast,
en zelfs gelijk is aan de gewone limiet.
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Hij heeft derhalve een voorraadje reserve onderdelen aangelegd, dat
éénmaal per week kan worden azngevuld tot drie exemp&arenuq) De
kansverdeling van de vraag 4 per week naar een bepaald reserve-
onderdeel wordt gegeven door

% pla=1] = T Pla=2| = % Pla=3| = - (7.1

|

Pld=0)

Verder wordt verondersteld dat de voorraadkosten per week evenredig
zijn met de omvang van de voorraad san het eind van die week. Zodra
de voorraad niet toereikend is, worden noodinkopen Vverricnht, waarvan
de extra kosten per eenheid 10x de voorraadkosten per eenheid be-
dragen. Tenslotte wordt voor iedere asanvulling van de voorraad een
vast bedrag ven 5x de voorraadkosten in rekening gebracht. Het pro-
bleem dat de handelasr nu stelt 1is het volgende:

"Moet ik de voorraad aanvullen a2ls ik nog €én of misschien zelfs

twee onderdelen in voorraad hebh? Of moet ik pas bijbestellen als
alle onderdelen gebruikt zign?'

Oplossing:

De mogelil jke toestanden aan het eind van ledere week zullen we
asnduiden door symbolen (i) met de volgende betekenis

~

(..

—’”
1

de voorracd bedraagt drie exemplaren

(2) = 1 ¥ twee 3
(4) = X 3 ééﬂ exemplaar
(O) = er is geen voorraad, maar het was niet nodig om noodinkopen te

doen.

(-1)= er is €énmaal een noodinkoop verricht
(mg)m 4. H tweemaal I ('

De handelaar heeft nu drie strategieén tot zijn beschikking: bij-
bestellen (tot 3 stuks) wanneer de voorraad aan het eind van de

week ten hoogste gelijk is aan O, 1 of 2. Wij zullen deze drie
strategieé&n aandulden door resp. <o, € en 3/ ,

W1ij vinden nu voor de overgangswhn als strategie o wordt gevolgd:

Woemis  mevvk aphet W NP e R

1) We zouden ook kunnen toestaan dat de handelaar =zijn voorraad
steeds aanvult tot bijv. 2 exemplaren. Ve komen hierop nog terug.
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(3) (2) (1) (o) (-1)

]
(3) £ T =z 1 O
i ] i ] 4
2 C = Matrix van over-
(2) g B 3 5 gangswaarschijn-
1 g ] 1 0 | 11ijkheden bi]
(1) 6 I 3 )iy f strategle §
l l 1 ]
-v \z ¥ 3 T 9/

Indien tenslotte strategie'X wordt toegepast zijn zowel de toestand

(-1) als de toestand (-2) ultgesloten; de matrix der overgangswnn
(7.6) wordt nu

(3) (2) (1) (0)

(3) ] ] 1 ]
3 ) i 3 iy Matrix van over-
q ’ q q gangswaarschl jn-
(2) ray T *-3'" i 11 jkheden bili]j
strategie X’
(1) ] ] 1 ]
) iy 3 i (7.6)
1 1 ] ]
(0) 5 T 3 %

Het is gemakkelijk in te zlen dat geen ven deze matrices fulken of

kringfuiken bevat. Volgens stelling 6.1 geldt dus voor ieder der
bovenstaande matrices:

1im p§?) bestaat en 1s onafhankelijk van 1.
- 00

Wij geven de limiet dsarom aan met gq., waerin J de mogeli jke toe-

J
standen doorloopt (dus bij strategie ¢ : i=3,2,1,0,~1).

We passén,nu de vergelijkingen (6.8) toe om de invariante verdeling
voor de verschillende strategieén te berekenen.



otrategie

q3=2_§'q3 i“%qo ”'g'qﬂ 1B T2
quggq3+g—q2 RO LR L

41 7 %"% A P ”i*g“q*" 39 (7.7)
490 ’:""I}% "*“%'qg +?:qu’l “i“ﬂ'qo *”ﬂ’q-’i :--{-i—q___g

A_4= %QE %*%q"

q_= T 9

Lossen we hieruilt Ags =+ 59 _o OP, dan vinden wi j

200 360 588 56 286 _ 47
A3 = 578> 99 = 743> 494 = 3758 90 ° 2’111% . Qg = 545> 9o T 3R

(7.8)
mtrotegie p
1 7 ’ L
1 1 L L ]
"2 T 83 TpH2 T 9 90 7 9o
I P I M | -
99 T3 93 T 9 T3 dy 3 %0 T3 91 i
1 A ] 1 o
do =% 93 " 39 T3 99 F 7Y 7§ 9
B {
Q_q7 T 9p
Hierult volgt
20 _ _36 . __%4 = ———642 = —26
qB = 56> 9o T 1567 49 T 7860 G0 T 1507 4 156 - (7.10)
Strategie
1 ]
93 =g (93 ¥ A +aq v ) =7
1 1
(7.11)
1 {
) 1 1
qo — Ir (q3 T q2 ; Q/‘ i qO) — E—
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kWe hebben nu alle invariante verdelingen berekend. Het gestelde
probleem is hiermee overigens nog niet opgelost. Het is ons zelfs
nog niet duidelijk waarom we de invarisnte verdelingen hebben bere-
kend. In par. 3 zal echter blijken dat het kennen van deze verde-

lingen van groot nut is bi; de verdere oplossing, die in par. 9 zal

worden ultgevoerd.

Voorbeeld 7.2

Fen pont die tussen twee punten A en B op en neer vaart heeft
een half uur nodig voor i1edere oversteek. De pont vertrekt van ieder
der oevers noocit op sndere tijdstippen dan de hele en halve uren en
het vertrek heeft inderdaad plaats wanneer een klant wacht aan de
ocoever waar de pont ligt resp. sankomt. Het systeem verkeert derhalve
in leder interval van een half uur in een der vier volgende toestan-

den:

toestand 1: de pont vaart van A naar B
¥ 2 s ' § 't n B 1" A
I 3. n " wacht in A

4 ¥ 1 3 n B

I

De kans dat in een half uur minstens één klant in A resp. B aankomt
z1] a resp. b met a>Db. Tenslotte veronderstellen we dat de klanten
hoogstens een half uur wachten, en dat de pontbaas niet kan zien of
er i1emand aan de overkant wacht.

We willen nu onderzoeken welke van de drie volgende strategieén
de beste is.

& De pontbaas wacht steeds tot er een klant komt, en zet deze
op het eerstvolgende hele of halve uur over.

_G. Als de pontbsas julst iemand nasar A heeft gebracht blijfte
nij dsar wachten op de volgende klant. Zodra hlij deze naar B heeft
overgezet keert hij terug (eventueel met een passagier).

X‘ De pontbaas vaart voortdurend heen en weer.

Oplossing

Ook hier zullen we voorlopig alleen de invariante verdeling be-
rekenen.

Indien strategie o wordt gevolgd dan zijn de volgende toestands —
overgangen mogeli jk:



1) Van toestand 1 naar de toestanden 2 en 4.

De kansen Pqp €N P,y 21jn resp. gelijk aan b en 1-b. (Waarom?)
2) Van toestand 2 nasar de toestanden ‘1 en 3.

De kansen Ppoq €N Pog zijn resp. gelijk aan a en 1-a. (Waarom?)
3) Van toestand 3 naar de toestanden 1 en 3.

De kansen p31 en p33 zijn resp. gelijk aan a en 1-a. (Waarom?)
L) Van toestand 4 naar de toestanden 2 en 4.

De kansen Pyor €0 Py 2zijn resp. gelijk aan b en 1-b. (Waarom?)

De matrix der overgangswhn wordt dus gegeven door:

1 2 3 I
1 O b 0 1-b
2 a O 1-a ® (7.12)
3 a O 1~ O
Y 0 b 0 1-b

? \ (7.13)

17 2
d 0 (7.14)
2 1 0

De vergeli jkingen (6.8) hebben dus, indien strategie o wordt ge -
volgd, de volgende vorm:

qq = aq2 T an
dp = D, tbay (7.15)
qB = (1"8)(:_{2 T (/}"a)qB
Ay ;:(1“b)Q1 +- (1“b)Q4
De oplossingen zijn
_ _ ab_
dq 7 I T 3T
_ b-ab
Ci3 = 3T (7.16)

a-ab
dy a-+p

I




Voor strategie 65 vinden wij de vergelijkingen

CAfl — aQe i aQ3
qB = (1“3)(}2 . (/l“a)qB

met als oplossingen

- a
Uq = 9o = 123 2)
_1-a (7.1
q3 T 148

In de matrix voor strategie X treedt een kringfuik op, zodat we de
vergeli jkingen (6.10) moeten toepassen. We vinden

cC C
Ga = d;

(7.19)
C L

C C C
Ao = 9q s dUS 4 = qp =7

*

3. De wet van de grote aantallen; de centrale limietstelling

Beschouw een willekeurige Markovketen met overgangswhn SPE We
zullen nu laten zien dat deze keten kan worden verkregen door knik-
kKers ulit bakjes te trekken. Stel nl. dat n bakjes met knilkkers in n
verschillende kleuren zijn gevuld:; zowel de bakges als de knikkers zijn
genummerd van 1 t/m n. be bakjes zijn op een zodanige wijze gevuld

dat de kans om uit het ie'bakje een knikker van de kleur j te trekken

gelljk 1is aan de gegeven waarde P
riment uit:

j° "1J voeren nu het volgende expe-

Trek een knikker uilt bakje i43=de Kleur hiervan zij 12; leg deze
knikker weer terug. Trek dan de tweede knikker ui+t bakje 1
hiervan zij iBj enzovoorts.

De rij 1i

2; de kleur

1ji2513;¢.0 15 nu een Markovketen waarvan de overgangs -
whn Julst gelijk zijn asn pijﬁ zoals men gemakkelijk kan inzien.

De beginstap iq kunnen we bijv. bepalen met behulp van een apart
bakje waarin van iedere kleur één knikker ligt.

Stel nu dat men bij iedere trekking van een knikker met nummer i

een boete:x(i)rmxﬁ;tmﬂzdend voor i=1,...,n. Laat verder X de boete
e

zljn die men bij de m~ trekking moet betalen, voor m=1,2,.... Deze

grootheld 1s stochastisch. Immers men weet van tevoren niet welke
de

Kleur de m getrokken knikker heeft. Men realisere zich dat de
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stochastische variabele x een van de waarden x(1) (i=1,...,n) zal
aannemen.

Als het systeem zich bij het begin van het experiment in de
toestand 1 bevindt, dan geldt voor de boete dle bij de m" trekking
moet worden betaald

M = «( )71 . plm)
PLz{_m WK(J)M o piJ ¢ (8,#’])

Er geldt aus

9!
_ (m)
j="1
Hieruit volgt
K L n
K+ = m=" K - oo m=1 =" J
g} 4 e (nﬂ N -
— *Z: X(j) «{11“’1 ’]:E' Z: p”i}j }:": Z X(j)"qlm g (8°3)
3=1 ks ©om=1 T j=1 J

Men kan bewiljzen dat het eerste 1lid van deze betrekking geliljk is

a&n
e

-

E.flim i~)’L X 1} (8«4)

1 IC— i< m=1 TS

Ook kan men aontonen dat de vorm tussen de accoladen in (8.4) een

stochagtlische grootheid met spreiding O is, zodat uit (8.3) volgt

@) 1

t

Yoq7 . x(3) = 1im i-ﬁ;w X met kans 1 . S .
» e € 5:5)

Tenslotte kan men bewijzen dat urt (8 5) volgt dat voor iedere € > O
ge ldt

1im > &= O | , (8¢6)
k—%m . \
QR ] i |
Dit betekent dus: de kans dat Z_as . x(3) - = 5 x_
IR By K —iN
=" m="
groter 1s dan & 1s een functie van k die naar nul nadert als k naar
o gaat.

Vi WV ORER WPSEN R aapen g svoay

1) Ve gaan hierbij steeds uit van een vaste begintoestand 1i.
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Hieruilt vinden we:

+ 15 x - %%m{f_& a (9.7)

x(3)=3; x(2)=7; x(1)=0; x(0) =5, (9.8)
zodat

3 - ¢ . .

j{;ﬁ qjx(j)m3x5*%7x5~:~6x-3~+5xq_-;:zii (9.9)

De handelaar zal dus de voorkeur geven aan strategile (:s , d.W.zZ. hi)
zal zijn voorraad asnvullen (tot drie stuks) zodra hij aan het

einde van de week ten hoogste 1 reserve onderdeel in voorraad heerit.
Zouden we hebben toegelaten dat de handelasar ook tot 2 stuks mag bilij-
bestellen, dan was het probleem hierdoor niet moeilljker geworden.
De extra-berekeningen zijn nameliljk van dezelfde aard als de hier-
boven uitgevoerde, en zelfs nog eenvoudiger. Uit het resultaat van
deze extra berekeningen volgt dat het voordeliger is als de hande-
laar toch steeds tTot drie stuks bijbestelt: de besparing op de
voorraadkosten weegt blijkbaar niet op tegen de nu veel hogere nood-
inkoopkosten.

Voorbeeld 7.2

Om ult te maken welke van de drie strategie&n o, G en X
voor de pontbass optimasl 1s, moeten we ons afvragen welke grootheid
we wensen te minimaliseren. le zullen hiervoor weer de kosten kiezen.
Stel dat deze zljn samengesteld uit de volgende posten:

C~ Per half uur voor iedere mogelijke toestand (men kan hierbij
aan slijtage- en onderhoudskosten denken),

Cv per half uur als het systeem in de toestand 1 of 2 verkeert
(kosten voor brandstof e.d.),

-F voor iedere overtocht waarbij iemand wordt overgezet.

We kunnen nu voor ieder der strategieén de grootheid Zq? x(J)
_ . : . J
ultdrukken in a, b, CO"’ Cv en K.



3+ + -@ oL 1 = x| 2 = = - K
Strategie x(1) (2) iO Y (9.10)
X(B) = x(lt) CO

\L

= ( ik (CV“F) i C~. - Em (9*’4/‘)
waarin.Bmtm(CﬂF) —_— (9.12)

Strategie p

(9. 14)

(9.15)

(9.16)

(9.17)

(9.18)

Men kan gemakkell jk aantonen dat

*(3<BX (9.19)

alle toelastbare keuzen van a, b, F en Cvﬁ zodat strategie X
t in aanmerking komt.

Verder blijkt na enig rekenen dat

B« B@ (9.20)



dan en slechts dan geldt als

v, a-b g .21)
= > 3 @ (

In dat geval is dus strategie ocde beste. Is echter de verhouding

C

“ﬁvy' groter dan -—a-é”-:é?-ﬁ dan moet asn strategle (:a de voorkeur worden ge-

geven.

10. erige Markovprocessen

Er bestacn praktijkproblemen waarbij de optredende processen
een stochastisch karakter dragen, terwijl toch het verloop ervan niet
en keten kan worden beschreven. In par. 2 hebben wl]

een voorbeeld hiervan genoemd. Aangezien de behandeling van
celijke processen ons te ver zou voeren hebben wij ze echter niet

waarbij het systeem in een oneindig asntal toestanden kan verkeren.
Aan het begin van par 4 hebben wij ons beperkt tot systemen metT

mogeli jke toestanden. Voor sommige problemen 1s deze

men transportonderneming heeft bij een assurantiemaatschapplj

een schadeverzekering afgesloten. De voorwaarden, welke in de polis

zign beschreven, kunnen als volgt worden samengevat:

1) De verzekeringsmaatschappij kent 4 klassen van verzekerden. De

transportonderneming betaalt in de eerste klasse een premie van

200.~-~-. Voor de overige klassen bedraagt de premie resp.
- 700.-- en Ff 600, ~-,

geclaimd, dan wordt zij het volgende jaar, tenzij
reeds tot de hoogste klasse behoort, ingedeeld in de daarop
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Indien echter de transportonderneming een claim tot schadever-
goeding heeft ingediend, dan wordt zij het volgende Jjaar gerekend
te behoren tot de laagste klasse.

behoeft slechts aan het eind van ieder
te
Er wordt dan en slechts dan een schadevergoeding uitgekeerd als

De_transp ..

Jaar de totale schade op

ceven.

net schadebedrag groter 1is dan

a) £ 750.-- voor de eerste klasse
b) Ff 600 -~ voor de tweede klasse

voor de derde klagse

vVOOr deé vierde Kklasse .

cemde bedragen zijn de z.g eigen risico's.

kKeren scnadevergoeding is gelijk aan het schadebedrag

gen risico.

assing zullen wij trachten de optimale "claim-
=1,...4) voor de vier klassen te berekenen.
Ander hangt uiteraard ook af van de kansverdeling van
Scnade per jaar. Indien de omvang van de schade wordt

¢, dan wordt de verdelingsfunctie F(t) van t gegeven
ansdichtheid £(t):

(11.1)

volgt, dat de transportonderneming, gezien als
in 4 toestanden kan bevinden Deze toestanden zullen

geen scnade zal claimen, welke
gswh p,, gegeven door F(ox,). Op
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