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1 .. ):r1le idi11g 
I 

hebber1 WiJ reeds men1-maal 

kennisgemaakt met de 

men hier slechts blz 

1'7 ·1· 1 ·noe --\!\ -
" ' It) 

de whr en de begrippen ever1tualiteit en kansveld werden besproken. 

In di t hoofdsttitf zul le11 w1 ~j e11lce le nJ .. eu"'ie bt::grippen invoeren, die 

nauw bij de vorige aansluiten. 

theo:rie 

van ni et -wi s lcund ige t e l"'me 1~1 .. 
' ! I ,.,,,, 0 R 1 S ' e· x· oe r 1· r1·1 •'::ll n .,,, ' L ... :1 "'"" c,,.,. ....&...,. · ,_t ,_ ., ,, t l.,.f 

~ 

ondanks het gebruik 

Oat·{ zonder l1aar 

t Oe ... 1 a~ s ·1· ng ..... mo ge 11· ·~ 1 <" 1·1e de ··1 1-, 11· · ..:-, · · "'"'1.:.~ 1 • i'i 'r" --· 1 (""! <."'.'·r1cl e ,. . ., r.1 e e 1 v· .. an, d.e z. g .. l::..,, 1,,..1 . . ' ~ t.. . J i •. l ' . t ' ~.) . . t,,l l l, I,,,_, ,.,_: .,,, l . ... Cl .::: .,J '·' .1. ,. -

maat- en integratietheorie een interessanc arbe1ds~erre1n~ Maar 
I I S 1 I r: ;C I d ht I 1 I f ,.«. ... r T ; I St to II l P F1 ., : 1 a 

het z1J·n uiteraard niet die facetten van de whr die in dit hoofd-t. 

stuk zullen warden toegelicht. 

S '\7S tee rn) 
1F1Wtt IS; 11 I 

toestand, experiment. proces keten 
Ml 1 I,, l t"'· z &JIIP«f•"'JJHi•••""J ,IJJ iii .Ii . f' V!,.hlliMI I ¥-¥ 

Ter illustratie van bepar:lde aspecten van de whr wordt vaak 

gebruik gemaakt van dobbelste11enJ speelkaarten en munten. Deze ge-
• 

woonte geeft de lezer sorr1s het gevoel dat de whr een eenvoudige 

zaak is .. Dat dit ter1 onrecl1te is n1oge bliJker1 t1it het 1~eit dat vele 

' resultaten van de wl1r niet kunne11 warden gefnterpreteerd met behulp 

van ee11 voorbeeldJ hoe ingewilcl<eld ook, waarin bovengenoemde voor­

werpen de hoofdrol spelen. 

t;ij zullen ons voortaa11 bediener1 van het abstracte begrip 

s ys t e e rn .. Ee r1 s y s tee r11 le a 11 e (--: 1·1 d C) t.) be 1 s t e e 11 z i. j n ., ma a r o o ~c e e n v o or r a ad 

bii 
V 

Een 

een groat winkelbedriJf; of een rij wachtenden voor een loket. 

svsteem kan in verschillende toestanden verlcerenQ Als het .., 

systeem een dobbelsteen j_sj l1r1~t r1et voo1., c1e 1·1a.i1d om zes toestanden 
<._., 

te onderscheiden. Deze warden gelcarakteriseerd door het aantal ogen 

01) 1-1et bovenliggende ziJvlst,c. 11,:111 de dol;belstee11. t•1e11 n1erke op dat 

de r u 1 rn t e 1 i j i< e IJ o s i ·I.: i e v a 11 cl e cl cJ t.) be 1 s t e e 11 1114 e r c1 o o 1,, t; e e ns z ins i s 

be·paa ld $ 

Als het 

po11deert met 

systeen1 een rij i·1acl1tende11 voor1 ee11 loket is, corres­

ieder acit1tal ir.Jacl1tet1den een 1Jepaalde toestand van het 
~ 

,l... sys Lie em o 

Wij beschouwen alleen systemen wa2rvan de toestanden beschreven 
,I .,, 

kunnen warden door een of meer kwantitatieve grootheden. 

Een proces vindt plaats wanneer een systeem onafhankelijk 
. t 

van de waarnemer achtereenvolgens verschillende toestanden aan-
- - - ...,,. ........ - -- -
1 whr waarschijnlijkheidsrekening~ 
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neernt .. e c: r 1 LP er van de toestands-
' t .,-. ' . ' ~"\ 1 <• 1 i w JZ g ngen., 

rner1. liever van een 

vastleggen door n \ 1~--.,,, '" 

.a· ' IO' n Se ·r le g. e -•· ® ,. , C J ,., i:-.! . ~! . . . . ., 1"1 " . 

tallen noemt men een toestandsvector. 

"' anaere 

tijdstippen in een 

het proces beschrijven met de 

reeks van de biJbehore11de toestandsvectoren. Een dergelijke reeks 

11 o e me 11 we e e n l,c e ·t, e t1 .. 

achtereenvolgens bovenliggende 

met eer1 dobbeJ.st~eer1 11 eer1 t{e·te11 ~ 

n gelijl< is 
,, ,I' 

aa·r·1 eer1: cle 
Het is misschien nutt1g 

aantal ogen op de 
1,~1{-~ ·t: ex ·t)e r i rr1e n t '' ,~e r·pe n 

ou dat in dit voorbeeld ., 
., _.,.-

s le ch ts een component. 

ieder proces 
of experin1ent eer1 keter1 t)ei1c)ort: ,1an11ee11 l1et systeen1 ee11 meer is,, 

en de toestand wordt beschreve11 door het 

mogelijk een keten aan te wiJzen die 
peil, dan is het niet 

11 leve1-1sloop 1
' van het 

sys teem volledig t)eschr·i ,j:f~: 

discrete tijdstippen 

De WiJziginge11 vinden immers niet op 
~1~~~ ·m·1·n ~f~ rnQel, c·~.~n+1·nu 11c.,(_,, .. , •.• ·· ,_,,_ ,,-c . . , .. ,.J!v @ 

3~ Ketens 

In deze volgende beschouwen we uitsluitend 

processen die door een keten kunnen warden beschreven. 
Stel dat • .. C 

l.~ dat1 is ·~,_et • i . rnoge li jl{ 

dat het systeem na he~ eerstvolgende experin1ent v,eer in de toestand 

i is. 
<g~~ .• . - , ' 1 

,., 
,;'.,; L.t, ll .. t l \.,,\., . . j ' ___ , __ _ 

._, 

l 

' ¥ -~ 

I 

.. 
"'! 

J 

o.f oo l{ > I P .=::"1 voor alle 
' "} ''I J .... tJ 

j nu alle toestanden doorloopt 
;f .. 

{OUS oak de toestand i ., 

Ter verduideliJking bescl1ouwen we het volgende voorbeeld. Uit 

een doos, die 7 kn1lckers bevat: 4 rode, 

op aselecte wi jze eet1 knikl·ceI~ getrokket1 ~ 

r) '"7 t~,arte e~1 
"·- ,t;_.; lf 'J ' ' l. 

De doos 

1 wit te, iqordt 

in dit voorbeeld 

---------
1 1✓{e gebruiker1 de term 1'expe1..,irnent •• ook wel i11 de betekenis van 

11 teweegbrengi11g van ee·r1 toestandsverar1de1~1ng 11 ~ Het onderscheid 
tussen 1'expe1""iment s' en 1'·proces '' is overigens niet wezenlijk voor 
de whr. 



s;yst~em" 
J I -a- 1,.1 ; J Wfil I ■ M t W"'1•---

ver-
al.a • i t \ \r-J J.. ' ) i. 8 ~ 

de toe-
s t a n d ,, a 11 1·1 e t 

Exoeriment 
::JW fl .i 'HIJ = 

"'""it ~,} vo1genae proces: we t r 1e l<:lce 1~1 e e 11 leggen 

enz~ De 
,, 
aeze 

icleur 

D. &ii b ; ·1 i,, c::i 'j,c,i o ,,fr) e ""1{'"1 t=';, 
.._ ..t. V i-1 '- i , al,. I. , -.A ¾,, 

de 
✓1 

~· 
p;e t rol{ke11 c1a11 ci<:: 

toesi:and van 

c1at 

\"1iller1 11u 

cie :lacltst-

cie Vt;lgende 

rood Vc)r1 de zeve11 !, ,. •·-·, .,: I"'~· tic er --1,' !r •• ..,, 
:\.. I, j, ~l-. b ' 1-.,;> rood en 

, "' 1·, "l - r ', 4 •· 1. e ~1 e r g e .l. J .c e 
4 

:Door~c1a t de 

tie samenstellinF~ van de .... 4 
ge l ·i ·, I('"' r7,;; J'r·1 ~ ~~l l""i 

,~ ..I.. .,;.. '~j ! •· ~_, J.. ! ..,,_J V .. !'7 • 

Als we 

<'.':' t·: e, IC) cj a • _) ., \;... ·il.J 

~) 0 1 .. 1 .. 
----

•·' 

\tJ or cl t: . 

notuurlijl< geliJk 

teruggelegd ver-
I) ··1' J r··c,p e .,, ,. , 1 rr -,. e l d t _) · 6 \, (_ · t:., t-, ::. ' , -

en 

ool<, 
0 
'-

7' 

dat 

af van de uitgangs·toesta11d. ~":t r""1~. e t{ e r1 t~l "' ··1 v a ~1 e e ...,1 "-'t-'·· • -~•<;lt., ('.[ L' 

ove1"ga ngs -

keten van 

echter de 

ha11gen de 
{ . 
;{l ng 11 zoals t ' it ,t .J, .• 

P1 
--"'"• 

1 
~-

b 

4 
P1~1 

- a ·-
c:.. ,F 

Voo1~ 

doos nu bestac:t 

de vc)lger1ciE: 

/'\ 

p ~ --
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.,..., . ., 

"l /"') 
fl·" 

• .. ,_ 

1 \=, ..,.,,,..,,_, 

t-· ,,..., ,-, ..,, ___ 

0 C. ,. ·' ....... 

~) 
-- rode; 
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,·1 , • \• r:, , ·1 
(.7' J.. l ('; L 

lJ .. --,,.,,, ... 
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kansen vindt men op analoge wiJze. 

1 wr1 
whn 

= waarschijnliJkheid 
= waarschijnlijkheden 

knikker niet teruggelegdJ ------· dan 

trek-
l~>~liJkt: 

1 
'G 

✓1 

E --, 
_) 

en 1 i·1itte 

eerste 

rne11 

"'.) 2 I 
.,/ .. 

dat de 

overige 
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,, v•o/"'\er·.,:; r!r1ent·~ "" 
,i,..,J §\. u ,· . J. \ i ' . \,..; i , •. , I t'rl .r Id I ; I ;ttq n t 4 i t •• F nu "' I I 

Trekken we uit de doos 

drie dan wordt de situatie nog lets 
f' rl ,,,. ·t• ·n 1 I -•·1 r · ,w',w-~ _, ~.) \ .- - "" c)vergar1g vat1 

toestand de 't;V\1eede J bi J f:le cler'lde 

tre\<king in toestand k was. trekkirig ' , ' t1e 1~ sys tee r1:1 

D·.• 8·· n rre 1 d' ~- · e, ,,,.A.. l1• 

32 
1 ,,I 

terwiJl we 

van het f'eit 

1i' r e I'"' ·i e ·n • ' L,; 
l r n:Le"c £:ilti.Jd ona.f11ar1t<eli.ik is van k .. 
,{ . l ~J -
van }~Q~Plre~r\~>1· onm,·1dd~e.]li·J·~~ . (, ~J. 1'; ,~ .iL '- ,\. 1,,_ l •. . . .. ;:. ."I.~ = p " 

1. k j .. 

E:.?{ I) e ~-- i r·r1 e 11 t D 
•- ra::Alll ••• D 

we ons experiment: we trekt{en een knikker, en 

daarna eer1 tweede. klvorens nu de derde l{nikker te trekken !~gg~n. ~~ 
de eerste weer in de doos. 1~venzo leggen we de tweede kniklcer terug 

voor de trekking van de vierde ✓ enzovoorts. Zoals men gemakkelijk 

kan nagaan geldt nu 

maar niet van de da~raar1 voorafgaande 

van de uitgangstoestanden, 

toestand en van het systeem~ 

zes t{·n1.icl{ers in de doos /;angezien er biJ iedere 

kunne 11 cor1s trt1eren, 

dit in tegenstelling tot de 

'H.~e~t €XD€r1 ·1· r11e.·r··1·t D l,e1i•··1r'"".:ll1 ,,.re i""Ogr ~::,, (I "1,1("',l{')''·'t" ('r',:l','"l 1~ra1~ c::terer·\" 
- .,,,,.. 4, ~ ~ , ,,.i,_ t w-. ¼,,A,, ( 1.. t_ "" ti ., ,.. l - ! ~-.) ~ Y ,,; .. ~ . .r . ,-,::~ t· ,,.,, ¾,,;; L \..,,,., .L O .1 • =" ~.,,,.,,. 

~le treklcen acl1tereenvolgens zc)11der tert1glegging 

en 
e 

m ➔-1 . ., ken de 

leggen we de eerste terug, trek­

leggen de tweede terug, enzovoorts. Hierbij ism 
-"l . 

een w1 lle i{eurig 11atuur 11. ~jl,c t~e 1~ al @ ' 

1. m mag natuurlijk niet gro·ter zijn dan l1et aa11tcll \{ni\{\<ers dat 
bij het begin van het experiment in de doos ligt. Gaat U zelf 
eens na wat er gebeu1"'t als m s~.,~~ .. J .. k is aan dit aantal e Bijzonder 
geval van een kr1ngfuik; zie paragraaf 5 
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Als m 2 voeren we experiment D uit, terwiJl de keuze m=1 equivalent 

is met experiment Ao 

Experiment F 

Tenslotte beschouwen we het volgende voorbeeld: de eerste 

twee tre kki nge n z i jn zoncle1,., te rl1g legging_; 11a. de derde trekking 

leggen wij drie knikkers in de doos van dezelfde kleur als de 

knikl{er van de derde trelcl{ing,, De vierde en viJfde l{nikker warden 

wederom zonder teruglegging getrokken, terwijl na de zesde trek­

lcing weer drie knikkers van dezelfde kleur als de zesde knikker in 

de doos worden gelegd; enzovoortso 

Aldus ontstaat een oneindig lange keten 3 waarbij de overgangs­

whn afhangen van alle voorgaande toestanden~ 

onderscl1eiden nu vier soorten van lcetens: 
•• sa aa:q a 1a,,,,, It o, : -• 1 

a o De overgangswhn ha11ge11. nie•c af va11 de uitgangstoestanden., Deze 

ketens noemen we ketens van onafhankelijke experimenten • zie 

hoofdstuk I ✓ paragraaf 4 u Experiment A 

b. De overgangswhn hangen alleen af van de uitgangstoestand. Deze 

ketens noemen we enkelvoudige Markovketens., Experiment D 

cc De overgangswhn hangen af van de uitgangstoestand en een begrensd 

aantal voorafgaande toestanden., Deze ketens warden ~eeryoudige 
Markovketens genoemdc Experiment E 

do De overgangswhn hangen af van de uitgangstoestand en van een 

onbegrensd aantal voorafgaande toestandenc Deze ketens zullen 

wij in dit hoofdstuk niet besprekeno 

Van deze vier soorte11 van ketens zijn de enkelvoudige Markov­

ketens het belangrijksto Dit hangt samen met de omstandigheid dat 

de ketens van onafhankelijke experimenten kunnen warden opgevat als 

een bijzonder geval van de enkelvoudige Markovketens, terwijl de 

onder Co genoemde ketens door het invoeren van andere toestanden 

eveneens herleid kunnen warden tot enkelvoudige Markovketensa Dit 

laatste kan men als volgt bewijzen: 

Stel dat de overgangswhn afhangen van de uitgangstoestand, en 

van hoogstens m-1 voorafgaande toestandeno Deze whn kunnen we dus 

a anduiden door p . n .. ~ o 

1 1 o • .. l 1 l J m- mm 



zegge11 r1u 

sti·l 
'10 • "" J , d 

stijl 

r1ieuwe 

geldt: 

twee 

t; oes t ancie r1 

jf ,) ·~ ' 

., ' ¥"":1''"!. 
. ' ' . * ;, /.; 

• 

"L " . l 
· ·r r u r"l"I '11 ti,i 

Dlle over1.[se 

U ~een m-1 toestanden ..,:) 

Verder geldt: 

pi~ T l' :.::: 
.i l., 

~··· 2.-·-• -- -. , 
Jm . I • 

i )1· J' illlfl ..... 1 . 
tn ··- · · rr1 rr1 
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r11euwe 

t oe s t and ( o ud e 

t:,c>estanden zi jn 1/) 

toestc1nder1 
rri U 1 naar ·, dan 

• • 11),.,:L =J 1 m m- · 

nieuv;e 

volgt, dat 

systeem m-1 

i 1 ~ •..; . 

."' 

e r1 cius 

1 11 l l ' ' g e n1 e e n s ,;:; r·1 a IJ p e · · J re 1·1 e o o e 11 .. 

• 

-~}rn . 
---

G i 
m 

Ten 

i J'' " " m m 

z ot'iat de Pir' 1r it~1derd,3 ad o·~:, t e v a ·t ten z i j11 a ls overga ngs whn fl vJe u 
kunnen ons dus beperken tot de enkelvoudige Markovketens. 

4. Enkelvoudige Markovketens ( . r: r,r :r h' L I I Rt II t I •• t 4 :t I J , 

In deze paragraaf e r'l ,J 11 e volgende beschouwen sys temer1 d:le 

in slechts eindig veeJ. ·(:oesta11den l<l1r1ne11. ver~ceren., De overgangswhn 

Stellin 4.1 
0 I \ Id • $ > ' g_ 0 •• • 

' m I"a at t) ,, .. 1J cle t<a 11s 
t~ ,,, 

ZlJn 
ten van de toes t~ and 1. r1 ,,:::j e··~ . u 

( rn n 
n1-1 )- ,,,. -~~a, 

pi\{ ~--... 
iff....--

l<==1 

Bewi .::s 
.IHI I \j Ji I 

cl at:: t1et ~vq'-perr· n.~ r)r1 en1e~ . 0 ¥.J' "--' L """ 1 i ., (.. ;: . '·"" 0 

t C)e st; a 11c1 . ) 

J ,_; ,.:., , .\.. . . t l ,,,_,. "" 
\,_..;; 

Pl, i 
" 4_i'l 

m exr)eritner1-

geldt 

4 .1 

De kans dat het sys.,ceem na prec ies m-1 s ·tappen van d(::; t,:)e stand i 
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i11 een toestand k is gekomen bedraagt, vo gens e 1n1 1e 3 pik 

terwijl de kans om van kin j over te gaan in ~~n stap gelijk 

m-1 ~ 
lS 

stappen van i in 
~ J n m-1 

.. .,. .,. k;:;;;: 1 
is de kans dat het systeem na m-1 stappen in een of andere toestand 

is en vandaar naar j gaat, hetgeen niets anders betekent dan dat 

het systeem vanuit i na m stappen in le is gekomen, qoeodo 

De vorm van de vergeliJking 4.1 vertoont grate overeenkomst 

met die van een matrixprodukt vglo 503 uit hoofdstuk VIII o Het 

ligt daarom voor de hand om de volgende matrices in te voeren 

m -- • 0 

0 

C 

" 

m 
e " o o o o p 1 i'1 

m 
" o c o o • p 2 n 

" 

" 

0 

voor m 1;2~ o•o 

4 0 2 

Nemen we m·-1:1 dan zijn de matrixelemente11. m weer de overgangs­

/p , noeme n we dan whn p .. , .. 
lJ 

1 

ook de matrix van de overgangswhn~ Na bovenstaande definitie van 
0) m k ~ 1 " 'k. v unnen we nu ae verge lJ ing ook als volgt schrijven 

0 

Substitueren we hierin achtereenvolgens m 2,3,. o~ dan vinden we 

f 

Voorbeeld 4.,1 

kan 

Gegeven ee11. 

verkereno De 

keten, waarvan 

systeem, dat in drie mogeliJke toestanden 1!}2,3 

toestanden van het systeem vormen een Markov-

1 
4 

0 

1 '1 
2 If 

1 3 
4 4 

3 1 
If 1T 0 
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Bij Markov-processen ~omt het wel eens voor dat het systeem 

na een aantal experimenten ce11 groep van toestanden niet meer kan 
doorlopen. Men zegt dan dat het systeem zich in een fuik bevindt. 

"""' j 
-15J1 

rJ ..,) 

' l s • 
I 
l 

' 

W:J .. j kunner1 de toestande11, welke het systeem doorloopt, ala volgt 

-~••"" 
""<• "' 
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beschrijveno Voor iedere toestand i geven wij aan welke toestanden j 

in een eindig aantal stappen vanuit deze toestand i bereikt kunnen 

wordeno Deze toestanden j bezitten de eigenschap; dat voor minstens 
,, ,, 
een eindige waarde van 1{ geldt~ 

> 0 

Voorbeeld 5o1 

~[ij vinden bijvo voor een systeem, dat slechts 10 toestanden 

kan aannemen, de volgende tabel van bereikbare toestandeno 

Overzicht van de na eindig veel stappen te 

bereiken toestanden ---------· ....... ~ ... 

v a.11ui t zij11 te 1)e11 eit{en na eindig veel stappen 

1 

2 

3 
l.~ 

5 
6 

7 
8 

9 
10 

2.,3J4J5.18,9 
2.73)5)9 

3J5 
6,, ,.(7 

s 10 
.) ,; 

'".2 5 ;) ,:) 

6.77,10 
6 J .. (. J 1 l) 

Indien 1:-vij deze tabel ·t1aui,1l<:e1..,11,ig best1.,1 .. de:t-:E.:11., dan l<:u11nen wij de 
volgende cor1cl us ies trelc1<:E:: 1·1: 

1 zijno Daarna zal het nooit meer1 in deze toestand terugkereno 

0 2 Het systeem kan vanuit de toestand 2 i1el in de toestand 3 en 5 

l,{omen rr1aar niet orng;ekeer·d O Ver1 gelijl{ oolc de toestanden 

4 , 
me-c 6.9 7:; 1() 

6 [ t 7 3 10 5.2 
8 11 3,5 

9 3,5 
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0 0 (i 

0 
,~, ,, . \ u , ' u 04 5 

0 0 0 J 

0 (; (' ~_,., 

Het deterministische karakter van het bijbehorende proces doet 

niets af van het feit da·t we hier toch met een Markov-proces te 
maken hebbeno 

We vinden de volgende moederfuiken 1J2,3,4 > 2;3,4 , 3, 4 en 
4 o Ieder van deze deelverzameling 

bevat bijv~ 2;3,4 de moederfuiken 
niet is June - 0 

Voorbeeld 5o4 -----------~ 

is ze lfs een fuik: weliswaar 

4; maar deze zijn 

De matrix der overgangswh hebbe de volgende vorm: 

-----T·- --------- r ------ -
0 

0 

0 

0 

0 

l 
I 
l 
I 

1 1 

lJ34 
I I 

I 
l I 

0 

() 

0 : 1)42 P43 ·p4~- I 

L_ .. ., ___________ ~----

0 0 0 

0 lJ 

0 

() 

0 

----

• 

Bij dit proces zijn er twee fuil<en: de eerste bestaat uit de toe­

standen 2J3 en 4, de tweede ui-t de toestanden 5 en 6. 

Een andere situatie die zich bij Marl<ov-processen kan voordoen 

is de volgende: de verzameling van alle toestanden kan warden ver-

deeld zodanig dat van-

A1 identificereno Het getal m noemt men de orde van het Markov­
proces. 

Voorbeeld 5o5 ---------

De matrix der overgangswhn zou van de volgende vorm kunnen 

zijn 

1 We laten in het vervolg de triviale moeder- fuik; bestaande uit 
alle toestandenJ buiten beschouwingo 
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De in de definitie van kringfuik genoemde verzamelingen 

hier 1,2,3; 4,5,6 en 7,8;9 . De verzameling J,6,9 is ech-

• . ' 

6. I? .. e,, .... i
1
ny~rian,t,~ ... ve_r¢l~_l_~ng 

In verband met de bestudering van de overige eigenschappen van 

de Markovketens is het van belang te weten of de rij van getallen 

1. J heeft voor iedere i en j als m naar oo gaat~ 

Laten we eerst eens het geval beschouwen, dat er ge,en k~i!lg,-
fuiken zijn. 

Stelling 6.1 

Indien de Markovketen geen kringfuiken bevat, dan bestaat 

1 ~ m 
im p ~ ~ 

ffi➔ co l J 
"' - q $ fl 

lJ 

voor alle i en j, en 

n 

j=1 
q " ~ lJ 

-· 1 

6 .1 
• 

6.2 

voor alle i. Zijn verder i en h toestanden die tot dezelfde fuik 
behoren, dan geldt 

q. 4 = 6.3 lJ 

In het bijzonder is dus 

zijn. 
q, . onafhankelijk van i als er geen :fuiken lJ 

Als er wel kringfuiken zijn, bestaat lim P~~ 
m-""00 lJ 

niet 3 maar wel de zg. 
va.n 

1 Zie hoofdstuk II, paragraaf 2. 
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tn 
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Indien de Markovketen l{ringfuiken bevat, dan bestaat 
m 

- - C itn m "'-- -
tn -)- co k= 

voor alle i en j, en 

n 
C q • I ::::: 

lJ 
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6 .. 4 

6.5 

voor alle i~ Voor toestanden i en h uit dezelfde fuik geldt 

C q " lJ 
C 

In het bijzonder is 

We zullen deze beide 

lJ 

stellingen hier nie·t 

i als er geen fuiken zijno 

be°\i\Jijzer1 .. 

De kansen Stel dat men lJ lJ -
de toestandsveranderi11ge11 van l1et systeem gedurende een ze~r .. lan~.~ 

tijd niet heeft gadegeslagen, en dat men niet weet hoeveel toestands­

wijzigingen hebben plaatsgevonden, dan zal, als het systeem het 

laatst in toestand i werd aangetroffen, de kans dat het systeem 

zich nu in de toestand j bevindt, bij benadering gelijk zijn aan 
C 

• 

Beschouwen wij nog eens de vergelijkingen l~.1 : 
.,_ .... --- ........... - .... -

1 De Cesarolimiet van een reeks l{an bliJkbaar bestaan, zonder dat 
de gewone limiet best2at. Maar, als de gewone limiet bestaat, dan 
bestaat de Cesarolimiet evenee11s0 Het l1iero11der volgende bewijs 
ka.n zonder bezwac➔ r bij eerste lezing worde11 o·vergeslagen o 

Bewijs: Laat s ,s_J o•• een r1j van getallen zijn met limiet So Dan 
11 I 

bestaa.t bij ie~er e>O een getal N zoda11ig dat s~ -s <E, als i >No 
Beschouw nu ee11 vaste e., en laat n ee11 get al zi jn _at grater is 
dan de bij c;, behorende i\J .. Da.n geldt 

S '1 + . ., . -l-S n 

n 

+ 

- s n 

a .... s 1 -1-. o ... :-sN-Ns . 

s 1 + ... ~i-s 1\f-Ns 

s -s n 

sN+1s 

n-N <-- --a-:-
n 

•: • o ,, 0 -1- s - s n 

< 2 e J waarin 

en zelfs gelijk is aan cte gewone limiet. 

.. Door 
bestaat, Cesarolimiet 
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Hij heeft derhalve een voorraadje reserve onderdelen aangelegd, dat 

eenmaal per week kan warden aangevuld tot drie exemp aren. e 

kansverdeling van de vraag d per week naar een bepaald reserve­

onderdeel wordt gegeven door: 

P d=O 1 
0 P d-~2 

-

1 
3 

P d:::::3 
1 
IfD 

Verder wordt verondersteld dat de voorraadkosten per week evenredig 

zijn met de omvang van de voorraad aan het eind van die week. Zadra 

de voorraad niet toereikend is, warden noodinkopen verricht, waarvan 

de extra kosten per eenheid 10x de voorraadl{osten per eenheid be­

dragen. Tenslotte wordt voor iedere aanvulling van de voorraad een 

vast bedrag "'i8n 5x de voorraadlcosten in rekening gebracht. Het pro­

bleem dat de handelaar nu stelt is het volgende: 
11 Moet ik de voorraad aanvulle11 als ik nog een of' misschien zelfs 

twee onderdelen in voorraad heb? Of moet ik pas bijbestellen als 

alle onderdelen gebruikt zijn?' 1 

Oplossing: 

De mogeliJke toes.lcander1 a.an het eind van iedere week zullen we 

aanduiden door symbolen i met de volgende betekenis 

3 
2 

1 

0 

-1 

de voorraad bedraagt drie exemplaren 

I f ! I I t twee ti 

f I l f I r 
/ I' 

een exemplaar 

er is geen vborraadJ maar het was niet nodig om noodinkopen te 

doen .. 

er is ~~nmaal een noodinkoop verricht 

- 2 ,,.. r r , 1 twee ma a 1 11 J I I I 0 

De handelaar heeft nu drie strategieen tot zijn beschikking: bij­

bestellen tot 3 stuks wanneer de voorraad aan het eind van de 

week ten hoogste gelijk is aan 0, 1 of 2o Wij zullen deze drie 

strategieen aanduiden door resp O ex, 3 en ... 

ll'!ij vinden nu voor de overgangswhn als strategie o:: wordt gevolgd: 

1 · We zouden ook kunnen toestaan dat de handelaar zijn voorraad 
steeds aanvult tot bijv. 2 exemplaren. vJe komen hierop nog terug. 
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st1:ategie 

en 
meer r'ealiseren .. 
vindt men voor 



'.;·"" 

' 

3 

1 

-1 

1 
o 

0 

1 
6 
1 
0 
1 
"6 

1 
If 
1 
0 
1 
1f 
1 
1f 
1 
1+ 

1 

1 
3 
1 
4 
1 
3 
1 
3 
1 
3 

Indien tenslotte strategie 

-1 als de toestand -2 

7.6 wordt nu 

3 

2 

1 

0 

1 
5 
1 
5 
1 
5 
1 
0 

1 
4 
1 
4 
1 
4 
1 
4 

1 

1 
3 
1 
3 
1 
3 
1 ---
3 

0 

1 
4 

'1 
3 
1 
4 

1 
4 

1 
4 

0 

1 
4 

0 

0 

0 
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Matrix van over­
gangswaarschijn­
lijkheden bij 
strategie 

wordt toegepast zijn zowel de toestand 

uitgesloten; de matrix der overgangswhn 

0 

1 
4 
1 
4 
1 
1f 
1 
• I 
4 

Matrix van over­
gangswaarschijn­
lijkheden bij 
strategie 

Het is gemakkelijk in te zien dat geen van deze matrices fuiken of 

kringfuiken bevat. Volgens stelling 6.1 geldt dus voor ieder der 

bovenstaande matrices: 

1 .. m 
im p .. ~ 

ffi4-00 l J 
bestaat en is onafhankelijk van i~ 

Wij geven de limiet daarom 

standen doorloopt dus bij 
' 

aan met q., waarin j de mogelijke toe­
J 

strategie : j==3_,2,1,0,-1 .. 

We passen nu de vergelijkingen 6Q8 toe om de invariante verdeling 

voor de verschillende strategie~n te berekeneno 



Strate€?~~ 0 

1 . 1 a 1 
I 

1 
q3 -;- 0 :L 0 -:- o q - 1 - - o q_2 I 

1 1 , 1 1 
I 

1 
q2 

., 
+ o q2 ·,· 4 qo -:- Jf q - - 4 q_2 • -1 

1 1 I 1 1 1 1 
' qo 

' q ! q q1 q3 + 4 q2 -,- o q 1 I 
_,_ -,~ 

3 3 
i 

3 -1 3 -2 

1 1 1 I 1 I 
1 \ 1 

qo 1+ q3 
...J_ 

q2 + 4 q1 -.- If qo -- 4 q_1 -,- If q -2 ~· ""* i 

3 
I 

1 
q2 

I 
1 q -1 4 7-

3 q1 

1 q 
-2 If q 1 

Lassen we hieruit dan vinden wij 

200 = 360 _ 588 = 567 == 286 

q3 
1 
b q3 

q2 
1 
4 q3 

q1 
1 
3 q3 

1 
qo 4 q3 

q ·= -1 

Hieruit volgt 

S trate-1e 

q2 

q1 

1 
o 
1 
4 
1 
3 
1 
1f 

1 
-r 5" q2 

' 
1 
1f q2 -1-

I 
1 

q2 - -I 
3 

1 

q3 q2 - -I 

q3 ➔- q 
2 

1 I 1 
-r- b q 1 -.- 6 q o 

1 
.:,. o q -1 

1 1 1 
-I- 4 q 1 -:- 1f q 0 -:- 1f q -1 

-l- 1 1 1 
q1 

I 

qo 
I q -- - . 

3 
I 

3 
l 

3 -1 

1 1 I q1 ! q I q - - _,_ - . 
4 ' I 4 I -1 0 

q --
1 15'1..J' 

q --
0 

I 

q1 -;- qo T 

-!- q1 -~- q 
0 

1 
1f 
1 
J • 

3 
1 
1f 

42 
·156-' l1 ·-1 
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7-7 

7.8 

7.9 

15......., ., 

7.11 
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We hebben nu alle invariante verdelingen berekend. Het gestelde 

probleem is hiermee overigens nog niet opgelostu Het is ons zelfs 

nog niet duidelijk waarom we de invariante verdelingen hebben bere­

kend. In par9 8 zal echter blijken dat het kennen van deze verde­

lingen van groot nut is biJ de verdere oplossing; die in par. 9 zal 

warden uitgevoerd. 

Voorbeeld 7.2 

Een pant die tussen twee punten A en Bop en neer vaart heeft 

een half uur nodig voor iedere oversteek. Depont vertrekt van ieder 

der oevers nooit op andere tijdstippen dan de hele en halve uren en 

het vertrek heeft inderdaad plaats wanneer een lclant wacht aan de 

oever waar de pant ligt respo aankomtu Het systeem verkeert derhalve 

in ieder interval van een half uur in een der vier volgende toestan­

den: 

toestand 1: de pant vaart van A naar B 

11 

J I 

'r 

2: 

3 ; 

4: 

! I ? J 

r I f I 

I t 1 f 

ft 1 l B '' A 

wacht in A 

rt 11 B • 

De kans dat in een half uur mi11stens een klant in A resp. B aankomt 

zij a resp. b met a~ b .. Tenslotte veronderstelle·n we dat de klanten 

hoogstens een half uur wachten, en dat de pontbaas niet lean zien of 

er iemand aan de overkant wacht. 

We Willen nu onderzoeken welke van de drie volgende strategie~n 
de beste is~ 

a De pontbaas wacl1t steeds tot er een klant komto en zet deze 
,;J 

op het eerstvolgende hele of halve uur over. 

Als de pontbaas juist iemand naar A heeft gebracht blijft 

hij daar wachten op de volgende klanto Zadra hij deze naar B heeft 

overgezet keert hij terug eventueel met een passagier . 

De pontbaas vaart voortdurend heen en weer. 

(?,plq~sing 
• 

Oak hier zullen we vaorlopig alleen de invariante verdeling be­
rekenen. 

Indien strategie ex. wordt gevolgd dan zijn de volgende toestands -
overgangen mogelijk: 



I"' 1 ~~·.. {~ -

1 Van toestand 1 naar de toestanden 2 en 4a 

aan b en 1-ba Waarom? 

2 Van toestand 2 naar de toestanden 1 en J. 
De zijn respo gelijk aan a en 1-a. Waarom? 

3 Van toestand 3 naar de toestanden 1 en 3. 
De zijn resp. gelijk aan a en 1-a. Waarom? 

4 Van toestand 4 naar de toestanden 2 en 40 

aan b en 1-b. Waarom? 

De matrix der overgangswhn wordt dus gegeven door: 

2 

3 
4 

Voor strategie 

1 

2 

3 

1 

0 

a 

a 

0 

1 

0 

a 

a 

2 3 4 

b 0 1-b 

0 1-a 0 

0 1-a 0 

b 0 1-b 

vindt men op analoge wijze de matrix 

2 

0 

0 

3 

0 

1-a 

1-a 

en voor strategie tenslotte: 

1 

2 

1 2 

0 1 

1 0 

7 .12 

7 .14 

De vergelijkingen 6. 8 hebben dus, indien s trategie ex. wordt ge -
volgd, de volgende vorm: 

q1 

q2 ,_., .. 

q3 
a.a z .. 1-a 

q4 1-b q1 

De oplossingen zijn 

ab ,.._ 
a+b 

b-ab ---
a-tb 

a-ab 
a+b 

aq2 I 
T 

-r- bq4 
7 .15 

q2 -r- 1-a q3 
I 1-b q4 T 

7 .16 

• 



• 

Voor strategie vinden WiJ de vergelijkingen 

q1 aq2 I -i-

q2 q 1 

q3 1-a q2 
I 1-a. q3 -,-

metals oplossingen 

q1 .,,, q2 .;:= 

q --
3 

1-a 
1-l-a 

a 
1-l-a 
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7 .17 

7 .18 

In de matrix voor strategie treedt een kri11gfuik op, zodat we de 

vergelijkingen 6.10 moeten toepassenQ We vinden 

qc C -·- q2 -•.Ill' 

1 
7 ° 19 

C C dus C C l 
q2 -· q1 q1 -- q2 -·· -·---- -·- - ~:::, J ·-

8. De wet van de grate aantallen; de centrale )imiets~elling 

Be SC r10U'viJ 

zullen nu laten zien dat deze keten kan warden verkregen door knik­

kers uit bakjes te trekkena Stel nl. dat n bakJes met knikkers inn 

verschillende kleuren zijn gevuld; zowel de bakJes als de knikkers zijn 

genummerd van 1 t m nu De bakJes zijn op een zodanige wijze gevuld 

dat de een knikker van de lcleur j te trekken 
gelijk 1s aa11 

riment uit: 

Trek een l{ni l{ker 

knik.ker 

hiervan 

De 

w 
nu een Markovketen waarvan de overgangs­

zoals men gemakkelijk kan inzieno 

bijvG bepalen met behulp van een apart 
bakje waarin van iedere kleur ~~n knikker ligta 

Stel nu dat men bij iedere trekking van een knikker met nummer i 

een boete x i moet betalen., voor 1 ... 1, .. 0., n .. La.at verder x de boete 
-m zijn die men 

grootheid is 
de kleur de m 

Deze 

stochastischG Immers men weet van tevoren niet welke 

getrokken knikker heeft~ Men realisere zich dat de 

• 



stochastische variabele 

a a.nnemen Ii 

Als het systeem zich biJ 

toestand i bevindt, dan geldt 

moet worden betaald 

F X - X J -m 

Er geldt 1 dus 

11 

Hieruit volgt 

1 . 1 
1m k 

k ► CO 

k 

m=-=1 

11 

GX -m 

n 
--

m ;;:.·.1 "J ---· .,., -·- I l. 

l{ 

he·l begin van 

voor de boete 

• 
X . J m p . . 

lJ 

11 
' lim 1 m • --· X J -- X ,J -· - -· -1( p . ~ • • lJ . 1 k➔ oo rn=-=1 j =~1 J ;;:: ... ; 

het 

die 

C 
0 q 1 j 

- 23 -

i --1 ) .. . . , n z a 1 

ex1Jeriment in de 
l. 

803 

Men kan bewiJzen dat het eerste lid van deze betrel{king gelijk is 

X -}n 
,1 l 4 .. 111::: I 

Ook ka11 mer1 at1ntor1e11 dat de vor,m tusser1 de accolade11 in 8 .. 4 een 

stochastische grootheid met spreiding O is, zodat uit 803 volgt 

n 
1 

l{ 
C .. 

1 in1 met ka11s 1 805 
• 

<-1 i j X J - X -- t{ , - -tn j=1 • rn :·= "'l k~ct.) 

Tenslotte kan men bewijzen dat uit 8.5 volgt dat voor iedere £ > O 
geldt 

r 1'1 
1 

t,c 
~ 

C lim pi X :J -
l<: k➔ co j=1 m==1 

Dit betekent dus: de leans dat 

l 0 X > -----m 

11 
C ··.• 

q .. . X J 
.. ~ lJ 

' ~] ;::: I 

" \ 
8.6 

k 
- X. .. -"tTI 

groter is dan f., 

co gaat .. 
is een functie van l{ die naar 11ul nadert als k na.ar 

- ........ - - .... •1•- ........ 

1 ~Je gaan hierbij steeds uit van een vaste begintoestand io 
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De betrekking · 8.6 is het analogon voor Markovprocesaen van de 

wet van de experimentene 

Stelling 3$2 van hoofdstuk IV leert ons dat 11oor onaft·1ar1kelijke 

experimenten de 
. ·1 

grootheid m 

m 
X 
-k 

<..7 X 

v•·•m 
heeft, 

mite de Men kan bewij-

zen dat ook voor Markovketens een dergelijk resultaat geldt. 

9. Verdere beha:r~t;l~,.~ing __ V~!), d~ v9orbeeld_en 

Een handelaar of fabrikant die zijn kosten wil verminderen komt 

al spoedig voor het probleem te staan over ~e.,lke p~_E!o.~e hij moet 
m1nima11seren. Een periode van 1 jeer ligt nogal voor de hand, maar 

2 jaar is waarschijnlijk beter, en 3 jaar n~g beter. We zouden zo 

kunt1.en doorgaanJ 1naar de koaten over een oneindig lange periode zijn 

altijd oneindig groot, en hieraan valt niet veel te minimallseren. 

Beschouwen we echter achtereenvolgens 

de kosten gedurende een jaar 

de gemidde l~ de k ..,.. OS Lt€ n per jaar over een periode van 2 jaar 

de gem1ddelde kosten per jaar over een neriode .t 
van 3 jaar 

.•• ., • • e nz . , 

dan krit,,1gen we een rij van gr,ootheden waarvan het minimaliseren steeds 

zinvoller wordt, terwijl deze getallen bovendien de prettige eigen­

schap hebben dat ze niet oneindig groat warden. We zullen dua steeds 

trachten de volgende grootheid te minimaliseren: 

k 

k , .. • co m;::: 1 -m 

\~aarin ~m de kosten zijn die in de 

Nu is de uitdrukking 9.1 volgens 

aan 
n 

C . . 
. 

j•1 

gemaa\{t. 

formule 8~5 met l<:ans 1 geli jk 

9.2 

Indien we due, in plaats van de 9.1 , de vorm 9 .. 2·. minimaliseren, 

zullen we zeer vaak • nl. met kens 1 ona doel bere iken. 

1· Zie hoofdstuk DI$ ste111ng 1.2. 
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Dit passen we nu toe bij de voorbeelden van par. 7, wear we de 

invariante verdelingen reeds hebben berekend. 
c· C 

we in beide voorbeelden nog vervangen door c;mdat in 

de matrices van par_ ,..,., geen fuiken voorkomen. 

We zullen dus steeds die strategie gebruiken, 

zo klein mogelijk is. 

n 
Wf'larvoor 

Laten we eerst het geval beschou1iven "'1aa1~11~1 de handelaar 

~.~r.a~~-3~.~ .. <?: toe past . 

C 

In par .. 7 hebben ~,ij aa11ge11otnen dat de voorraadkosten [)er._ 

i v. 

week evenredig zijn raet de grootte va11 de ,.,oorraad aan r1et eind van 

die week. Kiezen wij de voorra8dkosten per week per eenheid als 

geldeenheid., dan vinden wi.j voor strategie C£ : 

a 3 ~ . -

Verder lezen wij in deze paragraaf dat bij elke bestelling een bedrag 

van 5 geldeenheden aan onkosten wordt gemaakt, terwijl voor iedere 

noodinkoop 10 geldeenh2den dienen te worden uitgegeveno Op grand van 

deze gegevens vinden wij: 

Voor de 

3 ... 
" q ... X J 

.• /'J .J J=-('._ 

,,1.nden wij dus 

3 

j ~"" - 2 
q 1 X. j 

y 

286 
.. --•Ill •"!- Tl I ·• 

214d ____ ,,, _ .... --~- "'"'"'""' """"'''" 

.·· S X 
.,;# 

56 "( 
_ 1 Lt.....,, t-

Past de handelaar strate· ie toe, dan geldt: 

x3 =3; 

van kringfuikent 
kan in dit voorbeeld, dank zij het ontbreken 
steeds worden wczgelaten& 



Hieruit vinden we: 

3 

j=-1 
q ~X j 

J 

-1- 15 x 

3 X 

15 

+ 2 X 

Voor s tr ate ie geldt: 

36 . 4 
15 

-:- 5 X 

- 26 -

42 I 

15 6" -.-

9-7 

X 1 --6; 

zodat 

3 1 1 
3 7 j ~~ q ,,x X b X 4 ..... l 

J j ,,,o 
#11 .... 

• 

• . -
j 6 1 

5 X + 3 

geven aan 

drie stuks 

1 
5 J 5 X + ' -

4 .... 

strategie 

zodra hij 

" 9.9 

, d.W~Z., hij 

aan het 

De handelaar zal dus de voorkeur 

zal zijn voorraad aanvullen tot 

einde van de week ten hoogste 1 reserve onderdeel in voorraad heefto 

Zouden we hebben toegelaten dat de handelaar ook tot 2 stuks mag bij­

bestellen, dan v1as het probleem hierdoor niet moeilijker gewordenQ 

De extra-berekeningen zijn namelijk van dezelfde aard als de hier­

boven uitgevoerde, en zelfs nog eenvoudiger. Uit het resultaat van 

deze extra berekeningen volgt dat het voordeliger is als de hande­

laar toch steeds tot drie stuks bijbestelt: de besparing op de 

voorraadkosten weegt blijkbaar niet op tegen de nu veel hogere nood­

inkoopkosten. 

Voorbeeld 7e2 

Om uit te maken °V'lelke van de drie strategie~n a..J en 

voor de pontbaas optimaal is, moeten we ons afvragen welke grootheid 

we wens en te tninimaliseren, lfe zullen hiervoor weer de kosten kiezen 0 

Stel dat deze zijn samengesteld uit de volgende posten: 

c 0 per half uur voor iedere mogelijke toestand meri kan hierbij 

aan slijtage- en onderhoudskosten denken, 

toestand 1 of 2 verkeert 
' 

kosten voor brandstof e.d~ , 

-F voor iedere overtocht waarbij iemand wordt overgezet. 

We kunnen nu voor ieder der 

C 
V 

en F ~ 

strategieen de grootheid 

• 

L q~ X j 
J 



dus 

4 2ab 
j q .. x -...... 

a-tb J j 1 

,,,- CO -:· 

waa.rin Ba. C -F 
V 

dus 

• • 

j --

X 

X 

X 

a 
1 -:-a 

_1_ 2a c. = CO . 1 . : ·a ,., 

X 2 

- X 4 

I -F --·' -
V 

C -F 
V 

1 

2ab 
a+b 

--

2 -·-

3 ..... 

C '"'i u 
C 

0 

' 

?ab 
a-!-b 

I . -
' 
l 

• • 

• 

co 

1-l-b 
- aF 1 -:-a 

wa c:rin Bn. f 1 ·i· a v 1 -:- a. 

Strate ie • X 1 co I -~' '• -·. -- I .. 
/'"'I 

X 2 • - l,, () 
- ., ... -- i 

2 
~; IL _ 

-:- C - F 
V 

b-ab a-ab I C ·-
a:b • a+b 

C - F 
V • 

C - bF ,, 

·i· C 
0 

1-a 
1-1-a 

:.:.: CO -:- B 

C aF 
V 

C bF" -
V 

C • X , v ~··· C O . '1- C V -... , ., ) 

a+b 
2 F -·· C 0 , B· . -

' 

waE,rin 

V 
_ a-tb F 

2 . 

Men kan gemakkelijk aantonen dat 

- 27 -

9 .10 

--
0 

9 .12 

9 .13 

9 ~16 

B ,< B 9 o 19 
'6 

voor alle toelaatbare keuzen van a, b, Fen C J zodat strategie 
V 

niet in aanmerking komt@ 

Verder blijkt na enig rekenen dat 
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dan en slechts dan geldt als 

C 
V > 

F 
a-b 
2a 

C 
V grater dan de voorkeur worden ge-

F 
geven .. 

10 . ., .9v.~rige_ M?-rkovpr,C?,,,,cessen 

Er beataan praktijkproblemen waarbij de optredende processen 

een stochastisch karakter dragen, terwiJl toch het verloop ervan niet 

volledig door een keten kan worden bescl1reven., In par" 2 hebben wi j 

reeds een voorbeeld hiervan genoemd. Aangezien de behandeling van 
dergelijke processen ons te ver zou voeren hebben wij ze echter niet 

in onze beschouwingen betrokken" 

Deze opmerkingen zijn eveneens van toepassing op processen 

waarbij het systeem in een oneindig a~ntal toestanden kan verkeren° 

Aan het begin van par. 4 hebben wij ans beperkt tot systemen met 

eindig veel mogelij\<e toestanden ~ Voor sommige problemen is deze 

beperking echter te ernstig om nag tot een goede aanpassing te komen~ 

Het kan zelfs gebeur•en dat een continuum van tnogelijke toesta.nden 

moet warden toegelaten. 

Een transportonderneming heeft bij een assurantiemaatschappij 

een schadeverzekering afgesloten. De voorwaarden, welke in de polis 

zijn beschreven, kunnen als volgt warden samengevat: 

1 De verzekeringsmaatscr1appij kent 4 l<lassen van verzekerden .. De 

transportonderneming betaalt in de eerste klasse een premie van 

f 1 .. 200.--. Voor de overige klassen bedraagt de premie resp. 

f 900.--, f 700.-- en f 600.--. 

Indien de transportonderneming gedurende een kalenderjaar geen 

schade heeft geclaimd, dan wordt zij het volgende jaar, tenzij 

zij reeds tot de hoogste klasse behoort, ingedeeld in de daarop 

volgende hogere klasse .. 

Voor het geval zij reeds tot de hoogste klasse behoort, blijft 

ziJ tot die klaase behoren. 
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Indien echter de transportonderneming een claim tot schadever­

goeding heeft ingediend, dan wordt zij het volgende jaar gerekend 

te behoren tot de laagste klasseo 

a 

aar de tot ale schade . __ op,,~-~- _geyen. 
Er wordt dan en slechts dan een schadevergoeding uitgekeerd als 

het schadebedrag grater is dan 

a f 750,-- voor de eerste l<lasse 
b f 600.-- voor de tweede klasse 

c f 500.--- voor de derde klasse 

d .·· f 450 -- voor de vierde lclasse , 

De laatstgenoemde bedrage11 ziJn de z, g eigen ris ico 's. 

3· De uit te keren schadevergoeding is gelijk aan het schadebedrag 

verminderd met het eigen risico. 

Het is zonder meer duidelijk, dat de transportonderneming in 

de eerste klasse geen schade zal claimen welke kleiner is dan 

f 1.050~-- Immers ZiJ derft een premieverlaging voor het komende 

jaa.r; 1t1elke groter is da11 de sc_ha~euitt{.~.~~ng, Ook voor de overige 

klassen kan rner1 tc)t soort~gelJ.J\{e uitspral(e1:1 geraken. 1:.rellicht is 

het voor de ee1,,ste 1<:lasse nog voorde lige1--r om de 1'claimgrens 1' hoger 

te kiezen dan f 1.050.--

In deze toepassing zullen wij trachten de optimale 1'claim-

ook af van de van 
de totale schade per Jaar. Indien de omvang van de schade wordt 

aangeduid met t, dan wordt de verdelingsfunctie Ft van t gegeven 
door de kansdichtheid ft : 

t 

Uit het gestelde volgtJ dat de transportonderneming, gezien als 

systeem, Zich in 4 toestanden kan bevinden. Deze toestanden zullen 

1tn14, 
• 

welke 
kleiner is dan ,J 

' 

. ' 



dezelt,,.de wijze 

gegeven worden door 

'iJ:lndt rne r1 de 

De •• overgarig.swn 

Ind ie1,1 (ie 

klaese berloren ~ 

18 
dezelfde 

resp,, ~ 1"' 1 .. a~ • ···. 1 K 
;;,_) ~J 

De rnat :t't ix 

I 
I 

✓, 

~ 

1. s 

.. t ') k. 
i"', ~ ·. ,t;:) i.,·e.. n ,,. 
~ """ ,, w..,, ~\, ·. . v 

<''\ 
,.,,~-

' ¼,-,,,," 

,:ie 

Jaar tot; 

da ... t'· i!i _;., • 
1 'CX", . . ,., P11 

'(, 
,.,I 

_( "· ", 

' ' 

' ••• 

,., 
/ ,· 
' ' ,,. 

·~ ae 

(
'I~ l \; 

\ r t~t 

en 

zodat 

I 
I 

I 
I 

De • • 

1. n ,v a·· 1·t ' !"' . ..,1 t· ·0 
,· ' ;,..;i ' . ~-· . ' "' : . . -~ $,,," A> 1,,J ~ kar·1sen (~ 1 t1 ll V O 1 cl O e r·1 aar1 de 

• ;, ·~ 
\. "¥gl \/' ' ' 

q1 

(l '3 ,l . 

-
.- -~- > 
~,iit:r;so 

--

"JOlgt .: 

¢11.llllillllAfl'll;;:;~J Ii_;; !IIUJ71 iRja ii J1"11r:. 

3 11-1 

. 

' ... 
' 

f'1 r, 
A, 

l,~ ::::. 1 

-·-----·-·"•··--

r I t'i : ttl. tti,;ttoi!.r~lr:rr• lii.&.1M:f»lll.-◄P_.eytJ,.t.:.¢Uca :M:l!Al 4 : 

' ·"" 

' 

r 

I • , - ; -•• 

L biil liffl :I w e: 'w.lflilJ. ltJ ~ 

~-- ,,, 

' 
~~lltit(>IIJ;tJ:.111 tJMIIJ!it!:lSk _,en 171 Jl:NM:alilff 

-

de tv,eede 

volgende 

11~4 



Als het ayeteem zich 1,.n de 

volgende kosten 

de premie Ii 
l\ 

:1 

t 
i,lifJ\ § i 

de achade 

I)e 

IIAI, ~, 
Ir ., 

j 
•.- ' • < ' l ' V __ ,, 

;,al, ) 
Li,, .. 

' 

1:••-111i &IW' ••• Pi I 10 l"lll 1• 'Ii' I 7 1·1 a•tt•o, .. 11,111 •:10•1.,I 01.1,_·o• 'r,,~ •,Ti.4, Sh 

Deze voorwaarden 

4 

j=1 

··1~ ... ,., .... . ! 
~ ,,. 

/ " ., ,,,, ' " .. , -,,.i" 

(:>~ t 
t) 

- 31 -

toestand bevindt, da n 1,1orden de 

risico voorstelt. 

de --e , if:,. . d. b d t . ' - . = -- : 0 ,! '. • C O. ' • "; ' 1 . toec,,Janr .e raag, dus: 

ver de toekomst 

j 

< - 11~6 
• 

,,.,,t~a·t· egie• t"J .,,t, " - .· ·-' ·. noemen en 
,,ar1 o.

1 C)pt imaa 1, wa;;,rvoor 

aar1 cie 

ec.hte:r niet voldoende~ 

.·~. C 
i xi 



\ 

a) !Jill! ,; 

b 

C 

c)q .. 
• II ' a ,-,»Iii! J. 

d <Wits : 4 ;v a t tuut 

v· R) ~~ -u I,.i de r"e 

r a 1 ) 
•tl .... 

,---.,_,,,,,,. 
# 

F (1 i, 

1 

/ 
11&, '""-•--¼•• 

]~ 

' ·--~ 
l 

\} 

a 

(~;; ) 
l. 

,:'1); l 01we .· 

• ., 
,4,.,,., 

' 

F 

r~ ~a 
' 

,,; 

l ' 

,.-.. 

tl 

' ·"'}, 

.. L. 

1 

, ( 1 1 t e ...J,,,., 

4 
y,-, 
t. ... J 

' ,, 
• 
j 

\; ;\I' 

. ,,. ' ··1· .. 

1<'\ f' 
• 

(X. ·- ,,.,) 
" ' \ ,!.,. ' ' 

f' 
!. 

)J ""i 
h~~ 
' .~ ,, 

i ,I&. 

) 

) 

) 
, 

•• 

+"' I ·), 
l \(')l:l; .,. 

·--------

,, .• "', 

) ' ,,, ) 
• ,~ 
" ' 

,, 

{ J:\ ·, 
' ! 

' !) ~. 

/!'r .... 
-m-·i, 

11 

J. 

. "3/'1 ~-·~, ,'"!;,'~ 
f1 ,,/ )~) 
t 4 J \,-,,? . ;;1 

J) 
"""' l1 

4f"~!,< 1 

,Ji\ •·•1 

~ l ,I LI 
I 
I 

~i 

' 

' " ,, ' ,, 

',,_ ' 
,! 

"' ' ' lf'4 

4· 
!,, 

' ' ,, j ~· 

'1 
);,, 

,, ... ,,.} ~· 
I 

_,:f~ 

I 

' ... , 

( 

''l 

') .L " ' 1,,. ' 

; 
("'¾ , 11::1 
t/4· ~· 
;,, . "'"" ,,Y 

' Cl ,$,, <:" ,. 
i 1 
\.0' \,,; 

" 

~-y---
-\ .• ' 

d''7( 
'\,,..,., 

t-,-.,,,.J 

\ 
I 

,f'"',, 
''*, 

., 
' ·t,f1 

7 

,, . ..,., 
,, .,..,_ I f ••• ,? 

\,,.A, A.,. t,,._j 

' {'rl•"f t""") ,, fl" 

L1 
f ·a.. .,,,, j .... ,.~, ' ' 

4 ., 
,,"!!, d 

<lb ' 

" 

/"I, i"' "', ' ' . ~ ... ... ., ,,_, , 

()t)·· 
'¾, 

J 

' ¾,; 

(l: 1 
'€. .. i 

4, 
' 

·1 ·+' ;if- -:, 

'l' '' 

' #~~ 
,, ,, ,! 

i ' 
,:.J 

-A..,,, :, 
.,;;~ft 

' ' t''' ,,,.~ ] '', ·, • 
J '- ' ,J ' ,, 

\;I ~ 

) f' ➔• ' . 
' ,., i,d 

i' 1 ,> '\ 

'\ i' 
I ' ,,, ,, 

"\· 
., ,;; .,.• 
l --~ . '>: l/ 

. ~, 
b,,J 

""" r·1 

,, ,..,,. ,, ·~ ·'' ,, ,, ,, 
~w,O 'I. "' •,J/2, 

:i 
J 

,. f 

,' 
'"•,··' 

., 
' ' ' '\J 

\ 2 
if 
1r 
' ) 
' 

r-""" .,-, 
r l i, j v· ,..,,,,,,,• 

; 

,. 
,j,,., 

L ) 

- -

' <: ') .,.-·~ , . .. 
.,,l 

., 
' Ji> "0..,.; 

,./ ~ • 

' " ' 1 ,'"> 

1,_,J 

• •'"' s () 

( 11 ~11) 

t ( ,~.·-1 't ,;II -1 ·1 ,'") 
{ I ,, 
"'..,A ' " @ J.__,,,..,. 

' 

\ 



'q> • .,,, 
' t ,) ' 

%' 
' i \ 

' ' -• .. ,/ 

~Si,. a ! ' ' ' •,, .. 
' '·- ' ' 

J 
" t,, 

i,.J 1 t 

a) 
ii 

b 

( ,A 
" i 

I 
!i 

\ 1 ·1 ' . 

( ·11 

\ 
J 

_.,.,.., 
. ' 4, 
I ', 

J 
\ 
' ' 

·'' I 

~w,' 

! 
I 
J 

' " 

·~1 
,'•""1[ 

'-" 

1•···• "'a c"l. e· • jf" ii ;;,, ' '· MS 
~ ~ " . 
j!, 1;i ', .· ' 

de 

,,.,. '\ ' ").·. 

'kl 4 
' ·4 
' 

\,._ ' 

' 
' ' 

;m :." 
' 

1· '1 ' . 
~ 

f 
\ 
.i 

·,, {'f"l 
t,~ ~ .),; 

t 

~.cfi!?J li ,, 

' r; l· 

' ' ' ' 

,, 
' ,J , 
} 
' ) 

'· ) 

4 ,, 

, 
·\' r·1 .. 

""" "A ,. ! " ;j 
' 

. ' -) 

.,~-. 
i ' 

1',.,a,••' 

' 

; ' 

,. ' 

" J 
~ .i -,~--·' 

•• '·; 

' ·,., i }"I 
" l 

,,., " 

,,,.1(1· 
" ' . ' 

) 
' 
' ~-._)lt, 

' \ ·_. 4' ... ') 
""' j ,,,) ., ; 

·~· ,. 

' \,,, 

f 
\ 
' 

t""·":i, 
\-'_,; 

' ' ' '<..J 

1'• t¥r· 
t. 

) 
I 

''\? {"' ' ,..,.:,, 
' <$ 

• 
'J 

\.) l 

" fj' !Fl 
\ -

-- . " . 

·. "I/ 

"' t 

'l;f:'V''" __ ,_,_.,., ,, 

.lf'.S:P'?'•· 

1 4 

';t,"'" . 

' 
; _,, 

' 

'L."< .,, .. ~ 

I 
.,4,. 

) 

' 

' i:-.. ' r 
' 

' 

1. 
1''"1-

,r;l 

., . ' 
Ef.,_ 3 

. '"'. ,, 

-~- -i 
-1~:. i~-~ 4 

' ' 

·/(!'·., 
J 
'¾,,, 

'" 

' ' ' ;,. 
fl'"""> 
-t, A 

.~ 

' ' ,,,h, ,··· 
' 

' ' ' <,,.# 

-

,, ·1 
' 

,,,r,-0-
i$,"l<:l-' 

e 
l 
' ,, 

'•"'"'', 

~
' i 

.,/' 
' 

p ,,,,,, 

"1 
' ' 

.I 
\ 

( 1 



- ~34 -
.J 

a 

of 

of 

C 

De relatie 

a.4 
tf t 

0 

11~16a s~tri Jd 

t -~~ 
0(~)(.) 1 

1006 e 
,---- dt 

et4 

f 0.4 . _ 1 

met 

-
_-:::;, e 

De rela·tie ·· 11. 16b is geli jkv-1a.ardig met de ui tspraak: 11 mins tens 

"✓ · · is onbeg:r,,ensd'',. Een de11 ge li jke keuze 

ken niet optimaal zijn. 

Na deze overweg1ngen blijft dus over de relatie 11.16c . Uit 

.·11,J13c· .. en· 11@16c volgt 011micldelliJk: 

i 

h=:1 ....,..__ 

q1. a." 1. 

VOC)r i ~ 3 

ct4 

"' 04 
4 ·+. -··-·· -----------·-· ··--·"·-·'·''----------

I 

11 "17 

De relaties ·. ·11.1rr bieden ons 4 vergelijkingen me1; 4 onbeker1den, 

De op deze wijze verkregen numerieke waarden ven de rechterleden 

. 

,,aarden in de recl'1terledet1 ,,an ··. 1 61 ,, 1~7 · en verkrijgen op a;neloge 



--
. '' 

. ''' . . ' . " 

. ·' . ,., ' .• 
. , ' ' ' ' ' ,- ' . . . . .. 

. .,: " ' -. . . 
: . ' - '. ' ' ' . . . ,', ·, 

' . ,. . . ' . 
. . . . 

wijze de waarden 

aan de relaties 11.17 . 

• 

deze 

vier 

- 35 -

wij vier getal­

getallenr1Jen 
Jt, 

Deze iteratieprocedure behoeft niet altijd tot een oplossing 

dan blijkt dat de 

._.Ulil t; 1111 I_ ll•lf l;tp ,...,.,..,,_.,, 14•iftdl'a 

,_._ d n 4, a a r _ en v an et«# 
- - - - i---

~--1::---r-, -----------r-------.-_ ---~---
·n 1 J -

, -- ~----. - !"""'"----- ---••-:rn-vv:ii.,..,_11:l,r,111-•• 1,,_urt1rrv~ ------

0 1050;00 

- 1 

11 ti"\ 0 0 I",, ·,,,J 0 -v 
J 

'11()0, 00 -1 ('JC' "" 00 u:;O; _----

~---~, ••• ,r- .¥"1•~.''!;il J,,~t,A\li'll>iel>'IM-JI; ;. u .. , . .,.,., '.'lm",i,""-·-, '1'-IWa~ISZ•- ii1 JFi ..... ~ .. , ... ~;!!';>11. -~-----=-----__ ,, __ _ 
1319,, 39 "14*'78; ()1 1489, 32 . 1439; 32 _ 3 

---~--~-, . . -•-----a!O ·; ,.,,_, --~--"-"~\4"4'>$--'m,,,,. e~¾:~"Jlffl!~•--_, -- -

4 1319,49 1478,55 I 1489,87 - 1439,87 -
-· ---· - ---------~•---------- -- """-·-· __ , -

5 1'319---.. -16 
,,s.,l ' 

De bereker·1:l.ngen 

kan nu bewijzen dat 
is voor de volgende 

zi tjn f3 teec:ls n1et zes dee in,a:len ui. tgevoerd ~ l\rien 

c.. -~) X· 

()t M· :::;.: 
2 

( 11 -~ 18 _ 

r_v Jt_ -- -,-----__ -,_ 14 i, (~ ~ -- .... '+ •- __ ., "' lL -
" 

_ 11.19 

waarme,e we 
1443, - ~- -- --·-· ·£.·o - 450 



Ui t 11 18 ,,. ,,olg.t rens·lntt·e a~~~ een Q(~hard·e· m \J . ,./4.,. '· ' ~I i .i. ~ ¾,..,,,• \,.. · ~ \.ii ., ,&, ~J it 11, , . -1 

in de eerste klasse wordt ci an 1· 1 . 3 19 ~ - - , 

in de tweede klasse wor1 dt ge c J.aJ .. mc1 als ' 
., 

rl S:l 'n t'b 1 478 ,.,,. ,,,, J Q'. ~ r·, 1·- e r -.'!, C_'i 
J" '\ ii ~- --" ..... .II..,' J (::;;:) ,.. V ,,; . ~.41 \,.JI, .• '½, ~ 

"-1,# " 

in de de1"7de klasse ~t gee l,1imd t1ls 
., 11! g l"" ~ t ·~ I'l i., s da.n f' 1 490 ·'f, ,? - ,.,, 1 ·1 ~,Ori.] , - . 'U ~ . - ~ .. 

.,.,JI • v • j, J 

in de vierde l{lasse wordt -i • d j i Q dan f 1 $ !t40 als ·t ·';, 
ill ' gec1.a1m .. ,. 1 1 grot;er --'"*' ,., ,. V 

·) '"· 1,, " 

' ' '" . . ' "· ,,, ' 
. 


