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1o Inleiding 

In dit hoofdstuk zullen wij enige methoden bespreken~ welke 

gebruikt kunnen warden bij het oplossen van voorraad- en aanver­

wante problemeno 

De redenen 3 waarom een voorraad wordt aangelegd, kunnen ver­

schillend van aard zijno Men zou bijvo een voorraad kunnen beheren 

met de bedoeling om deze te laten dienst doen als buffer tussen 

de, niet op de minuut op elkaar afgestemde; inkoop en verkoopo Ver­

volgens warden ook wel eens goederen om speculatieve redenen opge­

slageno Wat oak de beweegredenen mogen zijn om een voorraad te be­

heren, steeds zal men ervaren, dat op bepaalde tijdstippen de voor­

raad daalt als gevolg van de verkoop aan klanten, terwijl op andere 

momenten de voorraad wordt aangevuld met eerder of op hetzelfde 

ogenblik gedane bestellingeno 

De theorie, welke zich bezighoudt met deze problematiek, ant-
• 

leent haar belang niet alleen aan de veelvuldigheid van situaties, 

waarin voorraden moeten warden beheerd, maar ook aan de omstandig­

heid, dat menig vraagstuk zich laat herleiden tot een voorraad-
.... 

probleemG Een ondernemer, die zich aan het begin van iedere maand 

of kwartaal afvraagt welk deel van zijn zojuist ontvangen geld 

belegd moet warden en hoeveel in kas moet blijven ter dekking van 

de eventuele onkosten in de komende periode, ziet zich voor het-
/ ~ 

zelfde probleem geplaatst als de voorraadbeheerder van een of ander 

artikel, dat slechts periodiek kan warden ingekochto Treffender 

wordt de overeenkomst als verder gegeven is dat de ondernemer geld 

kan lenen tegen een hoge rente en dat de beheerder een boete wordt 

opgelegd, waarvan de grootte afhangt van de achterstand in zijn af­

leveringen en de tijdsduur van de vertraging. Zo kunnen ook pro­

blemen, welke betrekking hebben op het winnen van electriciteit 

uit waterkracht of verband houden met de vervanging van defecte 

onderdelen bij een machine opgevat warden als voorraadproblemen. 

In het hierna volgende zullen wij steeds gebruik maken van de 

voorraad-terminologie om tot een scherpere formulering van de 

verschillende typen van problemen te geraken, zonder daarbij af­

stand te doen van de pretentie een meer omvattende verzameling 

van problemen te besprekeno 

Gelijk bij vele andere onderwerpen uit de besliskunde wordt 



men ook hier gec.on1~ronteerd r·net de vraag: 11 l1oe kan n1en in een 
• 

concrete situatie op grand van gegevens uit het verleden en ver-

wachtingen voor de toekomst op een verantwoorde wijze een be-

1 . i '' D " ' d. 1 . "' t 1 k s iss ng nemen ~ -e wisKun 1ge op oss1ng van aeze vraags UK en 

bestaat meestal hierin, dat een criterium wordt opgesteld met 

behulp waarvan het maken van beslissingen op een ondubbelzinnige 

wijze kan geschieden@ Bij het opstellen van deze criteria warden 

veelal veronderstellingen gemaakt waaraan slechts in eerste be­

nadering is voldaan~ 

Wij zullen ons tljdens de besprekingen van de diverse rnetho­

den niet laten verleiden tot een discussie over het al of niet 

houdbaar zijn van dergelijke veronderstellingen, omdat het slechts 

de bedoeling is inzicht te verschaffen in de wijze, waarop men 

voorraden kan oplossen. 

De vcorraadproblemen, well<e wij in dit hoofdstuk zullen be­

spreken bezitten steeds ~~n var1 de hieronder vermelde alternatieve 

eigenscl1appen: 

I De vraag naar goederer1 door de cliSnten is 

a constant 

b stochastisch. 

II De besteltijdstippen 

a ziJn van tevoren gegeven 

b kunnen vrij gekozen warden. 

III De inl{oopkoste11 zij11 OIJ een eve11tuele consta11te ·na 

a evenredig met de omvang van de door de voorraadbeheerder 
te plaatsen order 

b niet noodzakeliJl< evenredig met de omvanga 

IV De t{osten, vvell<e direct vertiand houden met het beheren van 

de voorraad, waaronder ook is begrepen de derving aan renten 

door investering, zijn 

a te verwaarlozen 

b evenredig met de grootte van de voorraad en de tijd dat 

deze goederen zijn opgeslagen. 
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V De levertijd van de door de voorraadbeheerder bestelde 

goedere l1 is 

b constant 

VI Indien de voorraad niet toereikend is, dan wordt de achter­

stand 

a later ingelopen door nalevering; de voorraadbeheerder moet 

dan een boete betalen, wel\{e evenredig is met de omvang 

van de achterstand en berekend wordt per tijdseenheid 

b onmiddellijk opgeheven door noodinkopen. De in\coopprijs 

per stuk is nu aanmerlcelijk hoger dan de gemiddelde inkoop­

prijs bij norrnale inkoop~ 

Aan d~ hand van voorbeelden zullen wij de verschillende typen 

onderscheiden en de bijbehorende oplossingsmethode toelichten. 

In hoofdstuk VII hebben wij reeds i11 de paragraaf Keuzepro-
• 

blemen een drietal voorraadproblemen ontmoet. 

Het eerste voorbeeld 1o1 voldeed aan de eigenschappen 

Ib ; I I a ; I I lb ; 11/ a; ·,1 a en V Ib ~ 

Het tweede voorbeeld 1.2 is eigenlijk ool{ een voorraad­

probleem en \AJel \'"cin het type Ib; IIa; IIIa; D!l), Va en VIa . 

Immers het geld vervult hier de functie van goederen en de cli~nten 

zijn de schuldeisers. Het opnemen van geld bij de Melkfabriek kan 

beschouwd worden als het bestellen en ontvangen van goederen. De 

levertijd is dus gelijk aan nul Va . De rente, welke de boer aan 

de bank moet betalen is dan de boete, waarover in VIa wordt ge­

sproken .. 

Het derde voorbeeld 1.3 in hoofdstuk VII wordt gekenmerkt 

door de eigenschappen Ib; IIa; IIIb; Nb., Va en VIb . liet ver­

lies aan goodwill kan opgevat warden als het bedrag, dat de ver­

koper bereid is te betalen om de klant tevreden te stellen, bijvo 

door het gevraagde hoedje tegen de winkelprijs bij een collega te 
kopen ·VIb . 

2. Het eerste voorbeeld. Ia+·b; IIa; IIIa; Dlb; Va; v·ra 

In ons eerste voorbeeld zullen wij aannemen, dat wij belast 

zijn met de inkoop van gro11dstoffen voor een grassier. Voor de 
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eenvoud zullen wij ons beperken tot 
I' / ., . ,.,. 

een soort grondsto1, die 

el l-ce gev-1ens t e 

de eerste dag 

hoeveelt1eid op vastgestelde tijdstippen, bijv. op 

v ar·1 de 

De 1u~ 0 h r)i:, ft<.:::, a .. an1 
'-" l. J. "·· '- -· .J t wordt eerst constant onder-

steld., 

deling 

maar later zullen wij aannemcn, dat de vraag een kansver-

V 0, 1 ()'1" 
~ ,,.,.,'°' V • --

er op een gegeven ogenblik geen voldoende voorraad 

aanwezig is, treedt er in de verkoop een stagnatie op, welke zeer 
na de 1 "'1." {J' 1:' (.~ r.rTr::i "':- de ':::'l -4:. ·1 e \ f (:. I""! '"I 't"\ ,·:;,·· \1" ~ ,,, d, ·~ cl 10 or·1 de 1r 1 ant' en bes t e 1 de l:::::, ;.J "' l ~·- l., . ( ... , J.. J -.... ..... l.t:) ' ,;.,, l J. ,t:.: -~ ... 

goederen mciet 

fen 011tva11gen 

t-::1 a 11 '"1 or c~l e n ~~7: e v 1 a <.: 11 ~i:: t o t d a. t.: e :r ~"J e e 1~ n i e u 1!\J e gr on d s t of -
i;..,,.__.,,.<' 

zijne 1\angezien aangenomen wordt dat de ingekochte 

goederen direr.:;t i~1orden af''gele,1e1~c1, lca11 men er eteeds voor zorgen, 

dat bij de aanvat1g van de nieuwe periode geen tekort aan grond­
sto1~fen bestaat ~ 

I-let 1)e11oort nu tot c)t~tze t£3al{ or11 c1e on1\1c111g \l·a11 de te bestellen 

hoeveelheden te bepalen. 

Indien de i11l{OOfJi{oste11 vc)or een 1J21r-.tij van de grootte q wor----------
den gegeven door Q q = r~, dan n1aakt het op grand va~ de inkoop-

kosten niet ult of' men uit voorraad verkoopt of nalevert. 

Er zijn echter twee soorten van kosten welke wel de keuze 

van de bestelgrootte 

raadkosten, v1elke 

in voorraad. Deze 

eerste plaats de voor­

ee 1·1he ~t. cl een ti j ds ee nhe id 

gevormd door de rentederving 

van het in de goederen gelnvesteerde tcapitaal. Vervolgens warden 
,, ,, 

er boeten eehever1 van de grootte C(~ voor elke eenheid een tijds-
:::"'"' 

eenheid te laat afgeleverd~ 

Enerzi.ids zullen wi•i bii de ben~1i~1rr van de ordergrootte '·' •~ t) t· C." · · l 1._.,) 

tr a ch t en e e r1 e \' c:: 11 t tl e 1 e E1. c 1 ·1 ·t:; e r') s t c n c1 t e v o o I' 1c o n1 e n , t e 1-""/ i1 i tj 1 w 1 j a an 

de and ere le a r1 t e rv o or ,,1 :I_ J. l. e 11 ~,; ::11 c en ., d a t o 11 z e v o o 1, r ad en n i e t t e 

groot worden. In onze voorraadpoJ.itiek 1noeten wij aan deze elkander 

tegengestelde verlangen3 op een zodanige wijze tegemoet komen, dat 

de totale kosten aan de voorraadvorming verbonden minimaal zijno 

Doordat het steeds slechts mogelijk is op van te voren vast­

n=1, c••. goede~~n te kopen ontstaan er 
tijdsintervallen tussen deze tijdstippen .. Voor de eenvoud kiezen 

\--lij de tijdsduur van deze interv,1llen gelijtc aan de tijdseenheid .. 

op het besteltijdstip~ 
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val. Indien wij de ordergrootte aangeven met q, dan zal de voor-

raad V na ontvan~st van de order e:, 

2.1 

bedragen., 

V 

De grootheid xis bestemd voor de vraag gedurende het tijds-

interval. Voor de restantvoorraad R1 volgt dan: 

0 2 
"- " 

Bij een niet toereikende voorraad zullen de grootheden 

en R0 negatieve waarden aannemen. 

c:ins probleern luidt n.u: 11 Hoevee 1 

het besteltijdstip inslaan, opdat de 

periode zo klein mogelij\c zitjno 11 

grondstoffen moeten wij 

icosten voor de lcomende 

op 

Om deze kosten te berekenen zulle11 wij twee gevallen onder-

scheiden: 

1. In de behoefte kan door de voorraad warden voorzien, m.a.w. 

x~V 

door 

l """) v· . ' t . .·; .H ,.
1 

-.--, .. 

en de da arui t voort lcome11de voc)rr a 2dtcos ten bedragen: 

2.3 

De is onder de voorwaarde x{V 

2.4 

minimaal 

:- voor x :: ~ V .. De rn i 11 i r11 a 1 e 'tliJ a a rd e 
i 
I 

I X 
l 
I 
l 

j ' - -, ,.,,; _______ .......,.,.,,,., ----~-~----,,,_" __ , __ _, 
·-·" :s 41¥ -

fig. 2.1 

Voldoende voorraad 

y 

bedraagt 

fig 0 

Te kleine 

2.2 

voorraad 

I 
l 
I 

R1 

2. In de behoefte kan niet geheel door de voorraad warden voor­

zien, 

positieve voorraad en vervolgens een tekort. Als wij wederom 
• 

aannemen, dat de· vraag ti jdens deze perioden constant is, dan 



totale daarui t.: 

' 1r a·, ·r1 (\.. ·• . 
bet re k:l{1 r1~3e n: 

,.,..,_ 

• 

""' 
' - -"-

<') 
("- \ ;· (_ ('• 

\ V \.; •'j 
l 

! 
, •~ I 

I 
I ,, ' " 

de 

\' o c.)r en 

V 
x 

X 

De totale kosten warden dt1s gegeven door 

_,.,.,~ ,., - . ,, 
<) .,· 
l,_ ,,----i 

{,,,,.J l''"'' .. 
•' 

(;.., 

als V > x 

I I 
V :;f x 

' 

.,~-•. ,..., 
t~ 

. ' ~· ,_ 

,-., 
- 0 -

en cie 

gegever1 clc>or: 

' . ''"'' I 

t? .,_ 
resp@ gelden de 

r) .. 7 C. • 

dan vir1-
• l e: • w • 

2.8 

D' ;e ........ ' f~ 

1 u r1c t J.e {~. e r1 • f'• 1''1 J,, i· }'1 1 1 t:.'.:l ,. • (., !..) • L, • \.,'1, '- en differentieerbare functie 

v a1·1 V 

.,, ,,. 

! I 

X 

De fL1nctie Kt V 

1 n ·v·. =x • !~ u ge 1 d t : 

a ls '\/ > x 

I I V < X. 

De functie KV is dus minimaal als voor V geldt: 

I(' V 

of 

V -· -

= 0 

X C 
2 

2 .10 

2.11 

2 .12 
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Dit betekent dat eer1 voorraad x kleiner 

t{at1 zijr1~ ';oals \,11:j 1~111eten 1s v· de vc)OI'iraad, vJelke overb.lijft na 

opheffing van de eventuele acl1terstand~ De te bestellen hoeveel­

heid grondstoffen wordt dus gegeven door: 

.. 0 1 ·1 ,_., _J· 

Indien de vraag in iedere periode geli,jk is dan zal, als ook 
C X I') 

1 ~1 11· ... C. in v o or g a and e p e r :l o cl E~ n rn e t: e e 11 o IJ t i n1 cl e v o or 1"' a a c..1 ,, ~ - . ., ... ~ 
C 1 ··+· L, 2 

gestart wordt, de 

r,, . ' 
\.i '1 -, 

Uit (2.13 en 

1-~ 
I 

'·· ,' I"'\ 
",,,,, 

" L •. 

')" e· g e V e l"l ' 1 n r c'1· ::i ·n ("i O O I":! f::> .,, . ··, ;. 11', "·"' . . t . ~ . 

Dit resultaat konden wij uiteraard verwact1ten. 

2 .. 15 

Veelal echter is de 

stochastische grootheidJ 

V r .-, ,·, i- ]'' . •• ¥ ~ ! !_,. (."" .:: . ~ 
_.) geen ge~even g_etal, maar een 

i:...__, ""-·· e~ 

een kansverdeling is toegevoegd~ 

Ons probleem luidt 11u: Hoeveel grondstoffen rnoeten wij op 

het besteltiJdstip inslaan, opdat de verwachting van de totale 

kosten voor1 de komende periode zo tcleir1 mogelijk is. Immers oak 

deze verwachting zal afhankelijk ziJn van de nag te kiezen begin­
~,oor"raEid "rv. 

Voor het geval, dat de verdelingsfunctie F x een kansdicht­

heid f x bezit, kan de verwachting var1 de kosten als volgt war­
den ui tgedrl1\{t: 

-- V 1 ,. 
-·, X C f' x dx -1· 1 V-x 

X 
dx. 2 .16 

Deze betrekking 

kinger1 2e4 en· 2e8 

dus aangenomen dat de 

waar stochastisch is , 
............. -- ........ 
1· E. Naddor: 

werd opgesteld met behulp van de uitdruk-
1 

. Bij het opstellen van deze relatie wordt 

vraag voor het gehele tijdsinterval welis­

maar het verloop tijdens het tijdsinterval .. ~ 

Some models of inventory and an application. Management 
Science. Vol.2 nr 4. 1956, blz. 299 e.v. 
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V311 

de gezocr1te 

• . ' 

' i I 
\ .. · II 

·v r-X· 
\I 
i 

.. •rt, ,", 

.· ' ' . 
\.,/ ,•·i 

L 

·1 . ( " ' -·~·· a \J 

voor 

* ·' t 7 1 • t1 n1e .. .:...,; la. 4 • •t.J 

t~ange z ie r1 rr1er1 ,_ ,,,, t . -"' t) .~l \ • ·1 ·, 1 ' e 1·1 . t_,., II l,J'' :, c1:1t: 

Yr 

V 

een monotoon sti,jgende functie 

T' ue f'unc tie 1~~ \/ 

moet dit een minin1um 

ge geve 11 c1o<)r: 

]t· 
q 

n 

1S 

f'') 19. ,_ ill 

van V, welke voor V=lJ de waarde 

is V~ ondubbelzinnig bepaald. 

~~n extremum en aangezien Koo= OJ , 

2@ 2() 

besteltijdstip beker1d 

In de inleiding hebben wiJ 11 De w :ts l<tinc1 ige 

dat een criterium 
wordt opgesteld met behulp vraarvan het maken van beslissingen op 

e e n on cl tl bl·.) e 1 z :i. n 11 i [;.: e ,,1 i j z e tc ::1 n g e ~3 (.~ 1·1 i e c1 e r1 0 
11 

He t c r it e 1: i. urn z i e t e r-a l'.1 l l 

·== F v* i' X 

X 

i S ee11 f lll1C t i.e V 3 n V e 11 fl{ v·)t: 

,,-~ t· a 
l,i, .L 0 

• 

In dit voorbeeld hebben wij verondersteld dat 
continue verdeling 

dat voor 
bezit. Wij zullen echter in een 

discrete verdelingen op analoge aantonen., 
criterium kan warden opgesteld. 

2.21 

c1e vr a ag een 

later voorbeeld 
\Ali j ze een 
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~- !iet tweede voorLeeld . 
. ,. -------· ""' .· -•W•----

in de ke1 ... 1.ze 

palen zullen wij veronderstellen, dat van een voorraad machine-

onderdelen het beheer aan ons is toevertrouwd. 

Een hoeveelt1eid q von deze onderdelen is tegen de inkoop-

te t)At~~~~lren ·r11· i a~E~ l~eRl' er· . ~ " ....._ ""'-"' r. },.,. ,·..,~ ., a. 4"- ,.. , (./ .,,,, .l ~- ~ prijs Q, q 

De voorraadkosten bedragen c 1 per eer111eid er1 per ti._jdseet~1-

heid .. 

cir.:1t s lect1t:s 
., ✓ 

ee11 eenheic1 oer .. 

keer wordt gevraagd. Aon deze vraag m9et warden voldaan. Later 

z u 11 e 11 w i j e e r1 tJ en a (j e r i ng s me i..-: 1·1 ode g eve n rne t be 11 Ll 11) i,1 a a r v a n o o k 

voorraadproblemen kunner1 wor1 den opgelost, waari11 afnamen van meer 

dan ~6n eenheid voorkomen. 

geleverd, 

v1 oorraad 

• 

I 

! 
i 
4 

l 
,j 

' 

. ' ~·-..... -- "" ,_,.,. ____ ,.=, "'"" •.• -~ 

' ! 
1 

f' ig o 3 al 

1-Iet 
ft.""" 

bestelde goederen terstond warden af-
p e ,,1 n ·1'' e, 11 1e t £.) t• t ·=·· 1· l' l n er 1 ·o I 1 r) C n OI')fl .. ,e o·e 'tr e ,,1 " ,,_ - i .· . :. t. v', ·., .) ........ .;; . t:;; .... . e~:, v'v ·. \.,, t::: ,_., 0 -.; 1 ,1 1 ·2; ' nc1..i..en 

z ie fig ~ ·3 G 1 

' j 
i , , ·-·- ·~" ,-,-,_..,,,_.-_ .. ,.,,, ---"i!' 

' • 
' .. 
' l 
•·-•··· ~IOk,jo.,_,_,,, .... ""'"* ... , 

I . -·~-,-" ~~-... - ,,,.,..,,,~,,,.,,_ ~ ·~ ,,., 

,_.,., II ·'' ·• --"""-,di; v• 11 - ,w·----

' ' 

,,, ' > ··-·--- ·"---~--..,~ 

' I 
i, ·--· ·-----7 

' l 

:~•~.-,..., .,- ,µ¢_..,,_,,., <ol!II "''"l 
1 ' ' , 

I 
t 
' 
1 

' 

, 

: 

I , 

l 
I 
! 

I 

1 

q 

' • 

Indien q de r1oeveelheid j_11gel{ocr1·t:;e k~oederer1 voor[1tel t, cla.n daalt 

de voorraad van q-1 tot nul, in het tijdsinterval tussen twee 

op~~nvolgende besteltijdstippen. 

Als de vraag constant is en gegeven wordt door a eenheden 
~1 

per tijdseent1eid., dan zal orn de ci tijdseenr1eden eer1 r1ieu\\1 onder-

deel moeten worden verstrekt. 

Men kan nu eenvoudig nagaan dat de voorraadkosten voor het 

gehele ti jdsinterval gegeve11 ivorden door: 



t'~'1l 

l,;1 

ex i. -1 ;,~ , , 

#"'1J 
l ~ \. .. 

i ... -

·, .. , i ,\ 
I . "'"' . ·1 "· . 

De inkoopkosten bedragen Q q, zodnt voor de totale kosten 

K q) gevonden wordt: 
. 1 -, . c~ Ct - · (,_/ 

1 t "' ~ 

,., ....... 
,,..,. ,_.,.. 

(X. • 

m~rr~c~~r, r1ie.·t, ~alende \..l • l, ,.) \.I .,✓ \.., .. ..._. "-·t 

wordt de minimale waarde van K q 

voor q=Oa Deze waarde van c1 is ecl1ter uitgesloten, on1dat altijd 

aan de vraaB moet wordet1 voldaan en dus vinden wij q:1 als opti­

male bestelgrootte, 

1,,·ia11·neer vJi~J cie:::e C)l)l()Ssin§;, c:1a11 eert nader,e bescl1ou·v•Jing ot1der­

t-\l er pen , d a r1 b 1 i j kt: d c1 t: de o t) 1,: i rn [11 e l{ e ·u z e v ,9 r1 tl n i e t a f hang t van 

De h·1·er110·0,r 0 n g;egE~ver1 L ., .t . . v .._ . ..... .-·, ,. • ..,,, ,.,_,/ 
is dan ook niet juist. 

Men dient zich nl~ allereerst af te vragen welk doel men met 

de inkooppolitiel{ tracht te bereiken. Daartoe kan men de volgende 

c r it er i a. on de rs <~ 1,1 e id en : 

1 Van de optimale i.11kooppolitiek wordt verwacht, dat voor 

een zeer lange van te voren gegeven periode de verwach­

ting van de totale kosten over die periods lager zijn dan 

va1·1 elke andere t)oliti.ei{,. 

2 Var1 de opti111alt= i11l;(~oop1~)(Jli.tie\<: iAJc)rdt geeist dc1t de totale 

kosten in een periode (of de verwacl1ting van die kosten 

waar in een van te voren gegeven zeer grate hoeveelheid 

goederen wordt verbruikt, minimaal zijn. 

Men kan onder zeer algemene voorwaarden bewijzen dat beide 

criteria dezelfde optimale inkooppolitiek aanwijzen indien 
11 ze;er groot'' door onbegrensd wordt vervangen in de beide criteria. 

Aangezien VJij op ieder bestelti._idstip aannemen., da.t wij aan 

het begin staan van een periode, zoals deze wordt 011dersteld in 
,,,. ., 
een van de beide criteria en daar bovendien deze beginaituaties 

volkomen identiek zijn, zullen ook de ordergrootten steeds gelijk 
zijn. 
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Stel dat wij onze overwegingen baseren op het tweede crite­

rium en dat wij vervolgens twee alternatieve inkooppolitieken 

,, 

ex. 

C 
1 

en voor de nolitiek ,. 

Nq 1 

De politiek 

" 

q1-1 C 1 

C 1 

S is 1 

,,,,~, ' 

door: 

te verkiezen boven 

" Lq qA-.-1 f ;~· r) 
c... ,A" 

Q NC! 'l a .( • ·1 ex CA 

C 
l 1 " 

Q ' 

q -1 I (] ·q ' q1 • • , 

~~ t') 
' ., ' ,~ ,;;::, 1 <t. 2 < t:.:.. 

q1 

3.4 

c3lS geldt: 

c1 
3 .5 -L· Q q2 I v 

c1 
Q ➔- q2 

.6 3 q0 
c:.. 

Uit de ongelijkheid 3.6 kan men zonder veel moeite vaststellen, 

dat voor een optimale politiek moet gelden: 

k q -· - q 3-7 

is minimaal. 

Bezwaar kan gemaakt warden tegen het subjectieve element 

''zeer groot 11 in de beide criteria. De basis 011gelij1{heid 306 
is echter onafhankelijk vat1 N. 

Schrijven wij vervolgens voor Q q : 

dan geldt ala het minimum van k·q Jr bereikt wordt voor q=q : 

3.8 



·1 I'") - ·.c: --

- (3.9 

Het beslissingscriterium M(q wordt in dit voorbeeld dus gegeven 

door 

- • 

Voor de optimale waarde x-q van q geldt dus: M = (). 

Indien ., d is van e vor1 m: 

dan geldt: b' q 
]f 

=Oen vinden wij voor de optimale bestelgrootte 
q : 

if q 

1---·•-·--, 
/ 2oC C' 

\ ,.) 
1 " a .a1: a:ar~ 

C ~1 

• 

3.12 

Veelal is de vraag niet constant, maar een stochastische 

grootheid, waaraan een kansverdeling is toegevoegd. llij zullen nu 

aannemen, dat de kansverdeling van de vraag voor alle intervallen 

met een gegeven lengte gelijk is, onverschillig de ligging van 
het begintijdstip. 

Behalve met de kansverdeling van de vraag x in een periode 

met gegeven lengte T, zullen wij ons oak bezighouden met de ver­

periode, waarin een vaste hoeveel­
heid X wordt gevraagd. 

Besc;houw ee11 voorraad vc1n de grootte X~, de grootheid _t 
:X 

gee ft dan de lengte var1 de tijdsduur aar1 tot het rnoment, waarop de 

laatste eenheid het magazijn verlaat. Deze tijdsduur is stochas­

tisch; immers de vraag is stochastisch en men lean dus nooit met 

absolute zekerheid zeggen wanneer bepaalde hoeveelheden ult de 

voorraad warden weggehaald. 

De kansverdeling van t volgt nu ondubbelzinnig uit die van -x . 
x. Intu!tief voelt men aan dat tt min of meer evenredig moet -:x: 
zijn met X. Immers, zo zou men kunnen redeneren, de lengte van 
-- - ... ,.... ..... .. 
1· Eigenlijk mag men n1~t differenti~ren. Immers q neemt alleen 

gehele waarden aan·~· Bo"venstaande beweringen gaan echter 001{ op 
ala de behoefte in een periode niet noodzakelijk gehele waarden 
aanneemt. 

•. 
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.. _ 

som van de tiJds1ntervallen, waar·in resp. de vraag x 1 en x 2 be-

steeds ~~n eenheid groat is, Aangezien wij in het hierna volgende 

ook afnamen van meer dan ~~n eenheid zullen toelaten, kan het dus 

voorkomenJ dat aan het bein van het tweede tiJdsinterval meer 

dan x 1 is verbruik~. 
"" 

In vele gevallen ecr1ter l,ct1n eenvc>1.1dig \\TOr1 c1en aar1~;et~oond., dat 

geldt: 
Gt -.x 

X 

#'~ . ! 

l 3.13 

waarbi j 0( (le gerniddelc1e vraag~ f)er tijdsee11heid ·voorstielt. 

Alhoewel het dus niet altijd waar is, zulle11 wij in dit 
hoofdstuk steeds schrijven: 

X ..,_ 

-··~{ ex • 

die t1ierdoor ontstaan, zijn te verwaarlozen 

en hebben Of) 11et uiteir1deli;jl{r2 ar1tr1Joord geen i11vloed. 

Thans zulle11 wij de verwachting van de l{osten berekenen voor 

een tiJdsinterval, waarvan de bijbehorende bestelgrootte gegeven 

wordt door q. De verwachting van de tijdsduur van de periode 

tussen twee op elkander volgende momer1ten, waarop een onderdeel 
1 uit het magazijn wordt gehaald, is gelijk aan ~ $ Deachouwen wij 

nu zo'n periode en laten wij aannemen, dat in de voorgaande 

perioden reeds i eenheden zijn gevraagd, dan is de voorraad in 

c1ie per1iode q-1 eenheclen grlc:)ot en t1edrr:Jaf;t "'1d => v~ ·,~~1acht ing voor 
. ·~ . C.-1 q-1 

nu voor de totale kosten: 

K q 
q-1 a 

-]_ 

ex 

• 
; ' /'"~·1 = :·'.L, 1 

Vergelijken wij wederom twee alternatieve bestelpolitieken 

optimale 
wij op analoge wijze 

beatelpolitiek moet gelden: 

:le· ·q 1 2 1 · ·. -
()c 

aantonen, dat voor de 

·3.16 
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Aangezien de relaties (3.7 icientiek 
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"'ll ') 1 ,~)"'t 
V l ..... L', 

dat de result2ten welke werden verkregen in het n1et stochas­

tische geval ook geldig zijn voor die situaties, waarin de 

vraag een kansverdeling volgt. Van bovenstaand voorbeeld zullen 

wij nu een toepassing bespreker16 

Gegeven een machine, waarvan ~6n van de onderdelen zeer 

kw e t s b a a 1.,, is . Ge n1 id.de 1 d g a El t'1 e r in t o t; a a 1 1 o t) e 11 v,1 e e l< s tu k fl De 
~ 'k ., . ' d :l '"''b d t ,,,, 1-·r· 1 n O O ,ppr ·L 'J s v "":1 r r')" c, 1 n ,.., n·· er c e e L e r q ,#':, c.,,~ - -1~ -· ") · > 

. . , · . . • 11., ... C.J l ...... ) v i , . ·~ ~ ,_. a l''.J , "' \.. '-' • - , te1~wijl bij 

iedere bestelling onafhankeliJk van de omvang een bedrag van 

f 20e- aan extra kosten wordt gemaakt. Het bedrijf maakt elk 

jaar 26% winst op het bedrijfskapitaal. 

Indien wij de week als tiJdseenheid kiezen, dan volgt uit 

deze gegevens: 

•~=-··· 
,,.~,.,~ 

1 
52 

(-X: :~ 1() 

Q q =~ 1 OC)q -+- 2(') 

en dus 

OJ5 

3.17 

Uit de formule 3.12) volgt dan voor de optimale bestelgrootte: 

\ 
a }f· -- ' ---

,__,,"·~•-•.⇒~ m', '" • *\ 

2ac ,._ 
u 

' •''Ul"i idd I,-, 

8()0 -:..-..:; 28 .. 

4 .. Het derde voorbeeld .. Ib; IIa; IIIa; IVb; Vb; VIa 

J.18 

Het derde voorbeeld is een generalisatie van het eerste 

besproken probleem .. In het eerste voorbeeld hebben wij veronder­

steld, dat wij belast waren met het beheer van een voorraad 

grondstoffen, welke op van tevoren gegeven tijdstippen kon worden 

a:angevuld. 

Zoals wij reeds vaststelden ontstaan tussen de afleverings­

aan 

de t1jdseenhe1d~ Wij zullen nu aannemen, dat de levertijd k tijds­

welke op 

9 dient n '' · · · n- · · 
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De voc)rr1 nad 

op l1e ff i. 11g v a r1 cle 

de goederen, en eventuele 

aangegeven met V • Deze 
11 

indien de achterstand 

grater is dan de omvang van de te ontvangen order. 
I 

De restantvoorraad voor de aar1komst van de bes telling 

'\!.·1'o"f'ldt V '''("'' 1- :"Tel ':l -a v\,t1 ... c:;1 u .., e::; . t ~; terwijl de voorraad aan het eind 

de f)er lode ,.1or1 cl t 

De behoefte aan 

aangeg~even door x . 
~ n 

a "'" ·r1. ("'!" e u.:~ " 1 ·1 ,,~ 1'¥1 e t 1,::;, ,.,:;t f:'.:) Li,,,_,._,.J. ,l, ·. 1\n,. 

g~r-nd~t~r··r·~n ~1~ ,1 e 
1 .1. .._, .. 0. -t., . t.-. l. J..~1 ~t 

Wij verkr'ijgen nu de volgende betrekkingen: 

R 
r1 

V 
11 

R n 

;- q 11 

- X r1 

X A n-1 

- X "' r1 

G 
,,, 

' 'd . 1 r1 n -r-
wordt 

4 .. 2 

4.4 

Doordat men enige tijd van tevoren moet bestellen kan men 

slechts op langere termijn invloed uitoefenen op de 

n-< 
behoefte zal zijn in de 

n-. n 

omva·ng 

groat 

van 

de 

niet 

dane bestelling te klein was om het tekort op te heffen, waar-

door Vn negatieve waarden kan nemen. 

Uit 4.1, 4.2, 4.3 en 4w4 volgt onrniddellijk: 

en 

V n 

I~ 
11 

,. r ., ,. h ,~1J sc ~rijven nu voor: 

rl-· 1 ")- ,, . -
• ,,,_,<, __ _ 

1.• •-··n l< ' ~ -"II .... ', ,..,.\ - J 

r-1 +·q -
'"·l 'l n 

t1-1 

i=n-l< 

n-1 
~~ ,,_ 

L,__ 

1=:n-ic 

X .. , 
l 

X, -
1. 

X • n 4.6 



n-1 
~><•-.-------·· 

"'"""_,,....,,,,",_ 

X n 
... X ..,..., .,~ ' 

gr--oo t l1e id :< 
n-l< 

r1 - ·1 

• 

{ 
\ 
' ' ,, 

\ 
) 

.I 
,,/ 

r1et ti j'<.lS ti D 
.>, 
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c:oom ,r~an ~10 n i.':) i, Cl L Vf.A De 

de voorraad en c1e hoeveelheid reeds in bestelling~ 

De betrekkingen ·4.~ en 
¾,,,# ..,,.~ 

en 

waarbij 

,, 
!1 

r1 

"f fr 

-···• }', .,,.~.- ... 
r1-l{ 

gaar1 dan over in: 
'-") 

• • l ! I 

w- t· 
; " . .,I 

en x stellen resp. de behoeften aan grand-

stoffen voor in de k tussen-liggende perioden en 

periode. Vervolgens veronderstellen wij dat deze 

de verdelingsfuncties Cl(y en F x bezitten. Het 

. de in den 
variabelen resJ). 

-~)r1 obleerr1 1 uidt 

nu weer: Kies q zodanig dat de verwachting van de te maken on-
11 

kosten mi:1imaal wordt. 

Er kunner1 zich j_n de n ·i)er1 1oce -- 1,., e geva. en voor oe11: 

1. De behoefte kan uit de voorraad warden gedekt, m.a.w. 

V n ===Z -y~O n en X n 
7 - y "-I • n 

2. Er is weliswaar aan het begin van de 

maar aan het eind een tekort, rn~a*w. 

de n · periode een voorraad, 

3 • 

V -n en X>V n 
;:_;: z 

n - y f, 

De afgeleverde bestelling op het tijdstip Q was niet voldoende n 
om het op dat moment al bestaande tekort op te heffen, zodat er 
geclurende de gehele 1:>eriode een tekort is, m. a .w. 

z - Y--~·O n . 
• 

en X>Z -n 
; : ~ Y """,'™ V "' n 



..,,.. , ·n l . .... l. 

' ' 
! 
j 

' • 
j 

l 
) 
• 
' ' 

l • 
j 
j 
1 

I 
• 
t • 

• 

' _, 

• 

t
/ 11 

I ' 
'-it· 

' 

• • 
., 

" 

"· 

.. 

Het 
lo I aJ 

verl oof:) 
Id WI I ; ,,...,_, t.41¥4.,,.,. fa 

·b 1. l t:)c> sit~ i eve 
I i idltd'! rr\ ii- @it., , ,. ---

1:) e r:~ j_ 11 - €:: t1 e i t1 ci v o () r' I' a c:'l E~ r1 
1e1 P.•f,-,.~~;~di.,t1 I ~•""'"- · ·• .-,.._..,,._ --·'-··-,..-_...,_,=_ ~-·-~••·--.•-·'---· .,_... 

. . ' - ,_ ... · { 'If r 1 ., 

• 

' 

i 
' j 
' ' 
I 
• 
' 
' • 
i 
' ' ' ' t "'.'• 4-W,'"-•••N~, 

" 
·,, 

.. ., -
' . 
" i 

' 

"· 

{ ') ~' 
\ • .1 . ' ( I f'\ t l 

' ~•-4~......,,,-, .. ,r----.,.-•• ,,,,••,-~~--~ - ,.,,,.-..~ .,-.,,,,..,.....,..~,n~•-•".,,. -.<'~ ., ... ...,,.~ ,,,. ...-,,, '"",4,,f; ''-''""'"' ,,c,>•, ;·~• C.>' <" '¥ , _ _.,,..,.,, 

' I 

' 

I 

.. . ... ,. 

! 
! 
! 
) 

I 
! 

l 
I 

---- - -- -- I .. -~ ...... ,....,, 

l .. I e t v ~ r -~ 9-9..p , 9 ~~ ~ti ... 0.~ g_9.. t i e y_~ ___ l) -~,; j_ ~1_-__ e_t""_.1. _e_i_~ _n_i d __ •_v_95;!_r:~-~--· -a_d_-_e __ -n_1 

t: __ )ol{ nu t)er1 el{er1en vJi.,J eer~,t vot)l:·, deze [!;E:va.llt2t1 

itostenftinctie, 
,;, 

Wa t:1ra'le ber_,~; t · (:. . ~ ,.2_ I ii 

c1e 
it1 (]8 !1 

-

,..., d l" 'k t''i1 ~? r"jr er 11 (, • • i,.. 0 J. - V - -

ee·r1 ge geven 

I1:1 
If I j 

1·1et eerste gevc:ll 
·- II 111 I i ;; '*< I as t r .. ,. ... A ; U?$&_r""'"1--'-- .... , - --

de ()' t-.::i tTI ·i' "'"i a·:, n ·1 . '.l e.- ·v ... , ) r ""'" :'.':) 3-:· c·-4 f 1' e l 1" J~ l :"' t::) ..,_ , <~-1. 1;... . .. Ci l.) I..- J. ,~ .l <.,.:, _ It\., aar1 

z - y 
11. 

en de daaruit voartvloeiende 

-

geval 

4.11 

eer1 

de 

• 

Positieve voorraad en wel gemiddeld -~ z -y- en tiJ·ctens de 
·- ··- !1 periode 

-- ,__ r1 @ 

De totale kosten bedragen dan: 
"J • 

4 ,l&, z y ·t C " 
J, y I X z ·,:- C 12 -..,_,,,,., - ,_ ' ,,.,, ; ,. ··i .,,_, m~ 

') 
,.. ,-..,~ -'~ 1 1 I 

' 
1 

2 2 • 111 n •-~ n 
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\·Sederom ge ldt : 

- y 

X 

y -1- X - z 
c n --- -

2 X 
0 

• 

4.14. 

De betrekking 4o12 gaat da.n over in: 

z - y n 
. . ' 
·") 
• 
' -

2 

X 
C ' 7- '; '1 ,' . 

y -t- X -
2 

X 

In het derde geva.l is het gemiddelde tekort geli.jk aan 
• ___ .,...,... · "1~1,, r _ -._ ~-r- -

en de daarbiJ behorende l{oste11 bedragen: 

1 c·~ 0 ·2 X - Z -;- :{ ' . _
1 n c:.. 

De grootheden x en yJ die in deze drie gevallen voorkomen, 

zijn echter geen bekende getallen, maar varBbelen met een kans­

verdeling., 

Stel nu dat de variabelen x en y een kansverdeling bezitten --
met dichtheden respo f x en g y O De verwachting van de te maken 

kosten wordt dan gegeven door: 

K z C '1 n 

' 

I .LC -l- ·;~ '1 

. , . 

I . I. C -<l' ... ::i C) I ., ~ .... 
C. 

z z -y n n 

g y dy 
• • 

_,, 
0 0 

z 00 n 

g y dy 
--
0 r;, 

11-y L1 

z n Q._) 
-

g y dy 

0 Z -y· 
n 

o0 _oo 

z n 0 

·1_ 

f X dx 1 z y ··-x -- - ::) --r-n , _ 

2 z -y n 
f dx __ ,,__., 1'ii I 'W X -1-

X 

2 y-t-x-z n i") c1x - X + X 

- Z ··I· y n 

Deze betrekking is opgesteld met behulp van de uitdrukkingen 

'4~11 J 4o15 en 4016 0 

wordt; 

"\Ali j 

z n 

kie zen z ·· vgl n 0 
• 

moet dus voldoen 

4o10 nu zodanig dat K z n minimaal 

aan: 



De 

z 
'r' • I. 

~'1'(z . n 

def"" 

De fU11(; tie 

/ 

I 

\ 

'{' C,i \l 
"" . 'I,.' 

0 

M 

., , ,. 
(J, • • , 

• ... •· ( ,...,...,. . . 
,/ ;J.,.,. ,J 

rt \ 
\ 
I 

l ; • ,j 

' \ ·t 

y· JI 
' 

j 
I 

• ;I,-~_, y 

'%•'""' . , 
\. I 

,,;_ ! 'l 

i l I I{ ·1 '\;"\· ""\' ,. 1· ll· . w . 
,,,;..,. ~""- i,/ .i • ' ',' "' 

r·· 
! 
! 

'l,,d' ;._ ,f 

, 

J 
I 

' -... 
l 

. ('} 

• ., t 

dx _,.,! • 

' 

(:) 

i; . X - ,__, (1X 
f'"-' , 

I \ 
\,./ " 

.. . ~ '"" , ,,(-r·•,,,,, ~•··•,J .. j ' I ,l,.,l ~· .. 
;;a '"' \.. ,, ,..., l'"" J 

t .i. 

z ==- a1 ,:re 1 ·1· 1·· 1,{ t1 0 . t 

11 

aan dat 
door de betrel{king 

l\c3 nge z ie r1 de 

z .. 
t1 

warden bere\,cend ® 

r·--•-· 
' ·" ..,,(" ___ .. ,..,..,...,.._.,.....,,,_ 

• I ,,,,,, 
1. '.:.•n - ~{ ·, I 

(1 ' 
.'.! l 

Het criterium wordt nu gegeven door: 

z 
n 

F z -y n 
j 
l . I... -

,..,, y 
11 · 

{ 

., 

de 

z _,, 
n " 

,,• 

X 

' ' 

··•''i 

l 
· cix I 

, t•• 

-.•-~ 
' 

f"' X \ 
·•~•-- · 1 rs ,~- · ~ d X ! 

X l 
• • .,J 

en i.s 

-· ·-

' , . .,, r 1 , ~., , * 1 c/ 1.i v ..... rr, a e 

VC)Or 

van z n 

f X 
X 

C 
2 

dx 

•· ---· -'f-,lf.._,,' -·- .. 

Pi-­-

G ..... 1-1 lK 
l - .,,_ 

bekend 

4.2'3 
' -



.. 
van <.ie 

·--q .... 

111 

voorraad voldoende 

tweede 
I 

l z,1 -y· X 

periode 

Voor c1e 

.... "' ~ 

() 

lJi t 

en 

.. . 
.,., ~ 

·" r, 

\\1 l. ,J 

0 Cp· .' 

' ,, ··1 
' 

" ~-, ··1') . . • lf 
/ . . 

.J;,.r J.. .. j l .11, 
! 

.. Ci ~,, 
,J 

d.e 

• 

a a r1 e e t1 • 

/' 

te 

,·.x) 
/ 

~ ,. 

• 

·-~-
- \ ! 

,;;.
4 1·1 J 

-

cle 

(4 

C)ok v ,J11 ci it een toepassing geven. 

l)el1eerder 

van de 

dichtt1eid: 

......... ,, 

De kansv·er'de ling 

door de 

g .. · . '\7 ., 
V 

d") . . d . 
. ,:;., t.., de 

,I' ✓ 

een r::er iocle 

·x ' .. 

1 ae 

A 
1 

'lll'lr,,,a ~•fl' 

"" .. -· ·\ .,;/ ' 

e 

vraEJg gedt1rende 

,➔ ) ' . ' . ' 

11 Zie voor voetnoot: onderaan blz. 21. 

van de ·; 
ClC)Or de voorraad-

l)e lca.ns ver~cte 1 it1g 

de l{ans -

4 07· • c .. 

de levert i .,jd wordt gegeven 
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De l{a.11s v·erde lirl[:~ 'J ai1 c1e '•vraaf:1• Jc i .iclens cle le,,ert; i ·jd 
•a.: A oal •.t-•,~~iil"bil 1144( ITIQ It: I [)If :.11dlil;w,_,, __ .,t~ )04 ----·· ,.;,'l;J:w ... --~•.J-A! _________ ... ,.. 

I 1 

1 De lcansverdeling g y va11 de vraDg gedurende de levertiJd, 
J' " volgt onmiddellijk uit d~ l<ansverdeling van de vraag in een 

:, ; 

enkele periode~ Geeft men de vraag in een periode weer aan 
met x, dan is bij een levertiJd van twee perioden volgens 
stelling 2 .. 3 ui t hooi~ds·tu\,r IV en 4,, 2·7 

. ' 
- ex) 

-x = X e 
I 

J 
0 

y-x 
"V"' -;r' 

- J,.. - y e ' dx 

-· ···-

-y 
=--= e X y-x dx --
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G 
n-2 

De vraag luidt nu: 

onze bestelling qn 

Hoe groot moeten wij op het tijdstip 

kiezen, als verder gegeven is 

C ~ 19 C 2 1 

V 2 -- 3.?10 
n- -

q 1 n-
-·- () r·) 7 "' c.:.. ; . 

4~27, 4.JO en 4031 volgt .. 

-- e -y cly 
I 

){-
z -y n ~ 

-x x e dx -:· 
... 
0 

of 
r) 3 t. .. 

}t· X· X· ]{-
-z r-- z z .. i6 

z~ X· 
M 1 n 1 n I 

n 
I n 

e • z • .p ,.J -a - . - - - I II 5· ' -~· -
21r -~ I I 2 • I 

11 ,_ n 

Voor 1~ .,33 kunne11. wij ool,<: sch1,.,ijve11: 

2 17' ._, 
---n 

' 
0 

4 u 

1.+ 
u 

u -
2 

e du ~: O, 95 . 

x-
r7 -y 1-J n 

4 

-· ·-

·J X· ,..... ·y 
/ -,:_,.; 

n 

0195 ,., 

-x e 
·7 

dx ::.--= 

4 0 33 

Daar u - 4 
e de verdelingsdichtheid is van een 

10 vrijheidsgraden 
}t-

w a ar de van 2 z uit n 
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maar discrete verdelinger1 bezitten met kansen 

Wij vinden dan met behulp van de betrekkingen 
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eenheid van de voorgaande order het magazijn verlaten heeft en 

als bovendien in de tussenliggende periode nieuwe onderdelen war­

den verlangd zie figo 5a2 ~ 

voorraad 
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Het verlooo van de voorraad indien deze niet toereil-cend is ------- ... ., ------ --~-~, . -- --------- -·----------

. 

- ·• 

stand bestaat in de afleveringo Aangezien de boeten C~ bedragen 
c:_ 

per eenheid en tijdseenheid ziJn de totale kosten evenredig met 

het gearceerde oppervlak in fig0 5e2o 

Men bede111{e ec:.htcr 1,,Jel flat op grond van onze l{ostensplitsing 

de achterstand als gevolg van een te late aflevering van een order 

nooi t grater kan warden da11 de c)rr1vang van c1ie order" Imme rs men 

gaat uit van de veronderstelJ.ing dat deze order de laatste is en 

de zaak gesloten wordt; zodra de laatste eenheid uit die order 

wordt opgeMista Vanaf t1et moment dat de achterstand q bedraagt, 

rnen een boete betalen, die evenredig is 

met de omvang q van de gehele ordero Het resterende bedrag van de 

boete, resulterend uit het feit dat deze order in werkelijkheid niet 

de laatste is, komt op de rekening van volgende orders zie fig~ 

5°3 o 
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bedragen vinden wij met behulp 

van 5o1 en 502 voor de verwachting van de aan de bestelling 

toe te wijzen kosten: 

q-1 q 1 T 

t-T dG t I • ' (~ 0 T-t dG t
1
X1·'.·i . I_ Q q1 x 1 i·l 

- - l , 
' c.. i==1 i ··· 1 __ ,., 

T 0 5o3 

waarbij G t I 1 ° I x 1 -ti de verdelingsfunctie is van de stochastische 

variabele t I l~ .. X 
1

-1-

B i j bet opstellen van de betreKking 503 zijn wij stil­

zwijgend uitgegaan van de veronderstelling, die oolc gemaakt we~d 

in het tweede voorbeeld.1 111 Q 

11 de kansverdeling van de behoefte 

in een interval van gegeven lengte is onafhankelijk van de situa-

tie 01) het beginpunt van dat interval 11 ~ 

Op grand van deze veronderstelling en het feit, dat slechts 
,, ., 
een eenheid per keer wordt afgenomen, kan men bewijzen, dat de 

kansverdeling van de vraag in een vaste periode een Poisson­

verde ling lJe zit ,, • 

Voor een Poissonverdell.ng geldt voor de kans op een vraag i 

in '1 een periode van de lengte T; 

• 

----·~ ---
'II l r·, ex:" -ol 

..... .! - e 
·i· r ,, 

:,; 

waarbij ~ de gemiddelde vraag per tijdseenheid iso 

-• , 

Men kan nu eveneens bewijzen_; dat als de vraa2~ i in een 

periode T de Poissonverdeli~g 554 bezit_~ de 1{ansverdeling van 

de lengte tx van het ti,Jdsinterval, waarin X eenheden wordt ge­

vraagd een r Gamma -verdeling iso Deze f~ verdeling wordt gegeven 

door de kansdicl·1theid: 

X X -- ✓! -at o:. t e dt 

Tussen de kansverdelinge11 5u4 en 5o5 bestaan ooa. de 
volgende identiteiten: 

1 Ter vereenvoudiging van de notatie wordt de kans op een vraag i 
in een periode van de lengte Ten een gemiddelde vraag O(per 
tijdseenheid, niet zoals gewoonlijk aangegeven met 

• 
. -, 

Ij i - i cx,T , doch met p i; cx,T e 

• 



oO 

T 
T 

•• 

0 

t-T dG t x-1-i 

T-t dG t x-l-i 

• • X -J··l 

J" -.-o - " 
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X-ri-.: 
- p j; ex, T 

00 
" -X-l -

0( 

Inplaats van 5o3 mogen wij dus ook voor de verwachting van de 

kosten schrijven: 

I ,. x 1 -rl 
X -t-i- j 1 p j;O'.,T I -.-

j-x -i 
1 p j ; CJ.., T 

i .... 1 j-0 i =-:1 j = 

5.7 

Stel dat wij op het moment, waarop de voorraad vermeerderd met de 

bestellingen X bedra agt, X > max 

twee voorraadpolitieken en wel: 

a 

b 

steeds 

steeds 

q 1 bestellen zodra X 

zodra X 

ae kosten voor de politieken a respo b gegeven warden door: 

q1 X -l·i x 1 -: .. i-j q 1 " 
,. 

1 00 J-x1 -l 
C "'- j;cx.,T j ;ex, T I p I p . ·- t'.. 1 I 

.. 1 • () i--1 " X -4-i·l-1 l J J 1 

5.8 
respo 

~ .. 

I .. -
I 

J-X -l 
2 ----.....;p j ; CX:, T . 

- i=1 j·-0 i=1 

\ 

De politiek a. zal de voorkeur verdienen boven b in de beschouwde 

periode als de uitdrukking 
• 

kleiner is dan 5.9 of na deling 

.door als geldt: 
• 

• 



.. 
q1 x1+1. ,, • 

X 1 -rl - ;J 
9 ; ct, T p J ct -

i=1 j~1 

r, '• 
~" ., 

Vt") l 

"# -

q1 
• 

L._ 

i ·-· 1 -<•-

00 

,,.,.,,._ .. _ 

j" . ) 3 •'', 
- l· -"' 

,, 
-------------------·----------------------- -~ 

_, __ """" 
' il,1,wuw .... .-

1 ..... ,, j .. ·--0-'' '""''-' 
0. 

-•-l>"1.-.,.,., 

i =_;1 
··--.. 

p 

~ ------ -•-----------•..,··11111 11 tfr ,....~~11, nw1W•entni,; P"I """"·---• -----"·"•-·•""•··~-,➔-.a:-1a1 ... -:,.,n,_______ ----

5.10· 

Aangezien de ongelijkheid 5.10 onafhankelijk is van de keuze van 

N en wij dus N zeer1 groot mogen kiezer1, ver1kri,jg;en \'1ij op deze 

wijze een objectief criterium voor de beoordeling van twee alter­

natieve politieken. l{et is direct in te zien, dat de politiek 

- q,x., waarvoor geldt: 

C 1 

q 
' -L __ 
1~1 

x-1--i 
~--

~-- ""' ,u ... 

. ' X t-1-
0: 

00 '""_,_ .i -x-i 
' .. __ 

ex 
----"-•"" ; Ill 11• L lso►-11 --• II I'll' Qi;ofv'S0doo •-• z4l •--~----•·•--•••·• gq;.; ,,,,_,,.,. __ 4· -~--------..~---.. .. -•-~--- ,~,-·-11111-M.1 ... --,,~-•• --•,,--------

5.11 

is minimaal, de voorkeur verdient boven iedere alterr1atieve poli­
t iek. 

V!ij zullen nu de verschillende veronderstellingen op grand waar­
van het bovenstaande resultaat werd verkregen aan een nader onder­
zoek onderwerpenQ 

In on z e be s c. ti c) u i,1 i ng L: i ,j 1·1 ,-1 i ~J u 1. ·c g e g a an v c:i n e e 11 <:; t> r1 s t a n t e 

levertijd metals gevolg, dat de orders in dezelfde volgorde war­

den afgeleverd als zij zijn nfgegeven. 

Indien de levertijd stoc1·1t1stj .. scl1 is, dan kan t1et echter ge­

beuren, da.t orders elkaor inhale11" Door een v1~oegt 1 jdige af leve -

ring van een order tcun11en dan boete1··1, veroorzaak·t door een te late 

aflevering van een voorgaande order, worden voorkonen. 
Ala gevolg van onze keuze van kostensplitsing levert de eer­

der afgeleverde order in zo'n situatie winst op. Indien men deze 
winst in de bescl1ouw1ngen wil betrekken ga,at veel van de eenvoud 

van het probleem verloren. Men zal dan., bij de bepaling van het 
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optimale besteltijdstip, rekening moeten houden met de tijdstip­

pen, waarop de voorgaande bestellingen zijn afgegeven. 

Men kan ook stellen, dat de fabriek de orders aflevert 
.. 
in 

dezelfde volgorde; als zij door ons worden afgegeven. Deze ver­

onderstelling houdt meestal een niet meer stochastisch onafhanke­

lijk zijn van de opeenvolgende levertijden in. Dit heeft ten 

gevolge, dat wij eerder zullen gaan bestellen naarmate de achter­

stand bij de fabriek waarvan wij onze goederen betrekken grater 

wordt~ De waarde van X, voorraad vermeerderd met de hoeveelheden in 

bestelling, is dan niet alleen maatgevend voor de bepaling van het 

beste 1 tijd.stip. 

Het is echter ool{ mogelijk een voorbeeld te trconstrueren'', 

waarbij de volgorde van aflevering gelijk is aan die van deaf­

gifte van de orders 2 ter\rvijl bovendien l-cennis van de 11 positie 11 

van de nag niet ontvangen orders geen extra informatie biedto 

Stel bijv. dat een fabriek een constante tijd nodig heeft voor 

het uitvoeren van een order en neem vervolgens aan, dat deze 

goederen vervoerd worden per schipc Het schip zal onderweg ver­

schillende stagnaties ondervinden, welke onderling onafhankelijk 

zijn en betrekking hebben op alle schepen in de omgeving. Veronder­

stel vervolgens, dat deze stagnaties zodro zij zijn opgeheven 

geen nawerking hebben op het tempo van het schip en de schepen, 

die de plaats van de stagnatie nog niet t1ebben bereikt. Het een 

en ander heeft tot gevolg, dat als twee schepen ~~nmaal op gelijke 

hoogte zijn, gelijk zullen opvareno Als de stagnaties van korte 

duur zijn zullen de opeenv0lgende levertijden weliswaar niet on­

afhankelijk zijn, maar hangt toch de kansverdeling van de lever­

tijd niet meer af van de afleveringssituatie op het besteltijd­
stip. 

Wanneer wij dit voorbeeld verder uitwerken en daartoe T 

invoeren als kansdichtheid van de verdelingsfunctie voor de 

levertijd, dan wordt de verwachting van de kosten toe te wijzen 

aan een order in plaats van 5.7 gegeven door: 

q 1 x 1 -1-i 

p j;cx,T 
0 

+ p j;cx,T 
0 



of 

q1 x 1 +i ' i ' x1 r -J 2··~= 
Po 1 " - .• ·- V J ' 

i:..-1 j=-0 

q1 
C l'j 

)~-
t....,...,.._.,,,,.,,_ ... , 

c.. i=1 

~-···-~-
~ .. _,_ ... 

j-x#1-i 

C'<. 

. . ' -o a 
·, ~' 1 '1 J 

-""; 2 - ... -J 

c; 13· ,J • .,,,, 

waarbij Po j;d de kans op een vraag van de grootte j tijdens de 

levertijd voorstelt$ 
De optimale politiek 

satie naar q en x van: 

C --
1 _.-

1~1 

1 ., 
X "1~ -

(~ -..>,,, 

q 'X ) ,I/ wordt nu aevonden uit de minimali-
""-'fl 

00 
'"(" ~"·--· ~··-~ 

':;, , 
""··~-"'-""'~"""" 

·t ·-x · · -i~ -- · 1 1-·- ! ' 
V 

' . -X-l -
()( 

j ;ex 

• : I\ !kl g_ 'ffl;4"111~tzr,11 ; I !ili$¢'1111!it Ji\ . 171 /C>le,, F ,!fnr:p ¢.½ dlt¾dqr;,,11, , ... 14##3 •~"O:" • "~~ Iii, Iii~--------•'"' ,-~•fu
0
•--•---- re ##IP J •=• t W .,_,_ !II•" lUH JlljlSfl: I" ;;t • 

In de tweede plaats hebben wij aange11ornen, dot de vraag per 
,, , 

s t e e d s ll 1~ t; e E! 11 e e 1·1 r1 e ·i c1 t) e s t ,3 a t .. I-I e t fs e v o 1 g r1 i e r' v a r1 w a s , d a t 

de voorr a ad a 1 ti ~:J d de i~ :_1t11~1 de v :3 n de lc1~ i. ti.eke vo or,,r a c3d, de voor -

raad op het besteltijdstip_, doorliep~ Indien men deze veronder­

stelling laat vallen, dan gelden de gegeven afgeleidingen niet 

rr1ee r" 
'ff'~,· 

I /- .' •1. ,. ! ,.1 
ii "1 j 

t.,I zullen nu het vraagstul{ in een meer algemenere vorm stel-

len en wel als volgt: 

Bepaal een waarde X er, c1 ?Q(18:'1irr u4~~-.. ·l "' d .l I, t::;; 1...-:l V , als men steeds een 

hoeveelheid q bestelt zodra de voorrAad daalt beneden x, de ver-

w a c ht i ng v a r1 de l<: o s t: e n o t) ct e 11 1 ;3 r·1 !2; e C)ok nu 

zullen v1ij a,:nneme·r1., dat c.ie l<:t111.s op ee11. t1antal l<l.r:1nten j in een 

periode van vaste lengte :r gegeven wordt door de Poissonverdeling 

· 5 ~4 . De groc.;t;t~e var1 de aar1l{open doo:rt cle l<lE11·1ten tnogen nu ecr1ter 

verschillend zijn. Wij zullen nl. veronderstellen, dat de grootte 

van de aankopen een trekking is uit een continue of discrete kans­

verdeling@ Jok nu kunnen wij bewijzen, dat voor een discrete ver­
deling van de aankoopgrootten de optimale l<eus van q en x bepaald 
kan worden met behulp van 5.14 terwijl voor een continue verde­
ling van de aankoopgroot .ic:en hier,voor ge le ze·n tnoet worder1: 
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q X-t-y q oO 

dy 
x-:-y-z 

fo z; c( dz C c, dy 
X -1- -z f dz I Q q I z " ex -- T l , 

ex 0 a. L 

0 0 0 x·:-y 
-··• 

Cl 
.l 

waarbij f z;ct de kansdichtheid van de vraag tijdens de levertijd 
0 

voorstelt~ 
* Na enig rekenen vindt men, dat de optimale waarden van x en 

* q voor de discrete kansverdeling moeten voldoen aan de volgende 

ongelijkhe-den: 

1 
b ' - . 

2 I 

C 1 1 
b ' . -

2 ' 

* 1 q 

Jc l~ 1 q 

1 
q* 

... -

q x- 1==1 

* q -;1 -

q Jf - b 

00 

.. , 'Sa'... ' ' ·- .. ow 

. .1\: • 1 
J --x ' l I - ... ,. - .... 

' I 

00 ,•--,•·---
... 2-r Po 

J"' -x ·'.·i 

X: 
b q -

a .. 

]{· 
q -1 -

q 

w a arb i j Q q -- qb C~l 

5 17 ~ C 1 -,-Cr, 
0 

L 

qx-
c,o 

_, .. 
X· * X J(-

·t· 1 1 q cxq q -:-1 " l 

CC) c; 1 ·:-C 2 * -1 cc, 
• 

j;cx~O:; p -
)f )f ctq]t- ]f ~ 1 0 -1 -:-1 • 1 • (1 CJ J_ J X ·l-l +-

Voor een continue 

de optima le l{eus 

X 

verdeling van de aankoopgrootten vinden wij voor 

q 
1 

en 

4 
l 

2 0( 
-,-

Jt- X· von q en x de relaties: 

dy 
•• 

X ·ry 

b t .Jt q -

.,, • .-v dz -"'-' ,.......... --

co 
-

q * 2 

q* 

dy ::aa1at1 

JE- 2 
0( q 

0 

5.20 

00 

z .. ex ,, dz 
le 

X +y 



Inplaats van en mogen WiJ ook schrijven: 

en 

1 
2 

1 
)f 

q ,,.., 

)f 
q 

•• 

l.j 

X· q - -· _, ,_ ... -·-71 ?i.,._ 
)f c:. q 

Vergelijken wij tenslotte 

,·1 
v I) 

L-,,,.,, .. -

c... 

.. J 
•• 

{ I 
,.,,,,,, 

en 
gevolge van de stochastiscl1e levertijd een extra term 

is toegevoegd. Men zou ook kunnen zeggen de constante 

vangen door de grotere vJaarcle: 

cc. + 
. ) -

X: a 
~ .. 

t,l "I ·wr ., J' 
,J_ ' 

in 

i;.-:-_ ~) '3 "') . -
·-" -

. h ") . 4 
~) • '··~ . 

Het is "'J' e m· ~ l ,1- i ,. e 11· i !Ar ·1~ l"1 It!_ • v i: 'I. i\. , ;; ._ • u '-' 
t- l"'."J V ,._ dot deze vervonging een verhoging 

bestellen e11 
., 

,1t:3nge z 1er1 """ .... , •1 ,; ....... ··, h ~ 11· t e -~ nd e ·, --~ J, k ... , ··:i ··~1 ..... 1 , e v" r a a a· mo e t • 1 .,. ... , , , · i t . . l . . , ·· J. · · ..L , .<""l ,r .. f r· .. l . ..L· . · · · • ... "'. . , ' · • ' it'\...., ~ ,,1. ", \, ',. •,,,,, . --· • .,,., ~ ' ........ ,_ ~- ""' - ., •• JI • 

voldoen zullen de 

Tc,e Y'\ ass i 11c,· r1r' '3 ~ ~ -I . ~•• Ulidl ]!FFtR; If Jt/1 

Beschouwen wiJ nogn1aals t1et probleem gegeve11 in de toepassing 

?1r 1 . De levertijd is nu echter niet gelijk aan 

nul maar bedraaat ·3 (_"') ... br1 eken in deze #3 -
wel{en wordt gegeve11 

P .. j·;c:i 
~- j ./ . 

\_, 

., 
{' 1 (''\ ') 'l•'l 
'·" , L, J. 

Als de voorraad niet toere1l<end don kunnen tijdelijk 

door de plaatselijke agent van de fabriek; cle machine 

gekocl1t iss onderdelen i.n bruikleer1 gegever1 \~C)rlc1er1 tegen een huur 

van f 9,50 per week per stuk. Men behoeft de produktie dus niet 
te stoppen. Zodra een zending van de onderdelen wordt ontvangen, 

zal de voorraadbeheerder de gehuurde onderdelen terugzenden en 
de eventueJ.4; gebroken exen111laren door nieuv,1e verv'"angen .. 
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Uit deze gegevens zie oak toepassing nr 1 volgt: 

1 
C 1 -· ---- X '!I! ' 

52 

Q q ~ 100q + 20 

20 

b q - 10· O· -- ' 

C .,..> == 
c.:. 

9,50 

De optimale bestelgrootte en het optimale besteltijdstip warden 

nu gevonoen met behulp van de (:)ngel. i ,Jtct1eder-1 . 5 $16 , 5,, q1r( .,1 

5.18 en 5.19 . Indien wij in deze ongelijkheden de bovenstaande 

gegevens verwerken, 

1 
li­q 

1 

1 

1=1 

. 1 l= 

-
)f 

q 
- 1 --··---

(J 
'-. ' ,, 

'1,t .. 
J\ 

1 
- _.,...., Pl' t W\, I I JPiT'I~ I --

XI X 1 ,"'1, ,., ·- ' 
"'· \ \.'.i ' 

Uit deze relatie kar1 rne11 de optimale 

door als volgt te werk te gaan. 
via arc1e r1 

X 
(1 

" 
e r1 

5.,. ')8 \ 
~ '- J 

5 r·)g .. c.. ., 

v i.ncle ·n 

In de derde en vierde ongelijkheid laat men 
weg en bepaalt men de waarde van q*, die voldoet 

de laatste 
1· 

a ar1: 

term 

' 

1 ·, 
' 

' 

1 20 
0 - ----- ,,~ (), 

\,, ·,· 

Uit deze ongelijk:heden vind.t rnen de optimale waarde 
horende bij de toepassing nr 1. Zie hiervoor ook de 
bij hot tweede voorbeeld op blz.12. 

Jt, .. van q oe-
voet r1oot 1 · 



- 36 -

20 -
0 

Vervolgens substitueert 

ongelijkheid en bepaalt 

men deze waarde in de eerste en tweede 

de 

waa.rin men voor iedere y de •rstaart''kansen 

" i~ 
5.33 

J=Y 

kan vinden. 

heden, wordt gebruikt in de derde en vierde ongelijkheid voor 
· * t 1 X * een tweede bepaling van q & Men gaat zo door tot een s e q , x 

gevonden wordt, dat aan alle vier de ongelijkheden voldoet. Deze 

w~jze van berekenen lijkt erg ingewikkeld maar valt in de praktijk 

mee. 

Het antwoord luidt als volgt: 

P~',,·w o.£~-~-,ma.le,,. ,~.~-~:~eig,r9_~_tte beqF,aag~ 29 eenh~,den,,,, en. ,wor,,~t .. ,af­

Si,~S~-y~n zodra d~,,, .Y..<?Orr a ad q.,a,~ 1 t tot 31 s t1:1ks e 

Vergelijken wij het gevonden resultaat met dat van toepas­
sing nr 1, dan zien wij, dat de bestelgrootte met ~~n eenheid is 

toegenomen. Dit vindt zijn oorzaak in het feit, dat de levertijd 

nu niet meer te verwaarlozen is. 
,.. • 1/¼Q 

6. Het vi fd~ voorbeeld Ib~ IIb; IIIb; IVb; Vb-i·c; VIb . 

Ook in ans vijfde voorbeeld wordt aangenomen, dat wij geheel 

vrij zijn in de keuze van ans besteltijdstipa 

Om de gedachten te bepalen zullen wij wederom veronderstel­
len, dat wij voor een dealer de voorraad machine-onderdelen be­
heren. Een hoeveelheid q van deze onderdelen is tegen de inkoop-

c1 per e·enheid en tijdseenheid.. · 

keer 

goederen warden terstond afgeleverd, 



zodat wij steeds aan onze verplichtingen l{unnen voldoen. 

Ons pr ob 1 eem 11.1i d t n.ti: 11 l1oeve el e r,1 \"J f:1r1ne er~ rr1cJe t er ·})e f3 t e .1 d 

warden opdat de verwacr1~cir1g van de \{cJEiten c:)IJ c:ie '1 :l1:1nr;e dtllJ.r 11 zo 

klein moge li jl{ wordt? 11 

Om Op de· ' z e V r a Ag~. t ·e l ,r" 1 nn· ' JO ·r"" ':'."l ·r·1 ·t' ,:,,~ (''i (') ·r· ' d" £, \1 :7 1U 1.·~ 1 e n !1' I i {"'1 e ·t: (') t: -::1 1 e ._ .. t\. \,. ~ i C,l . if/'-·•' .._,,. , \;.., •, s,,,; . .J.. , ,;'J ,J.. t) .. ,!, • ,,., C, 

diverse bestellingen" t•'ij zullen hiertoe ·:1.1·1 gedt,ct·it:er1 steeds 

veronderstellen, dat de afgegeven orde1~ de lDatste is en de zaak 

wordt gesloten zodra de 1. ":'.:: ,. i e .. "1"'11 -
' l..,.J \ii A 

kocht ~ De kostet1., \N'ell{e ,,'1:i\j nu aclr1 et~r··1 C)J"lcler" t::oev11J,, .. (~j:2:er1 wor~den 

g e v or m d do or d i e ,1 i t g ,1 \l' e 1·1 #, 1w e 1 k< e he t~ t~i e 'J <~) 1 f?:; ~~ t. t,i r1 v c} r1 1-1 e t f · e 1 t J 

dat niet de voorgaande order ma&1 deze bestelling de laatste is* 
Voor het bepalen 

toegewezen warden aan 

Noodinkoookosten 
' 

ee 11 

Nu zullen in de periode r1oc)d ink<:.)t)e n 

stand R op het tijdstip 

' ' ! __ ,, ___ , ____ ~SW' d, ___ , 

A 
I 

l , 1 I 

\,,l i 
I 

1 
' 1 
l 

In eerste instantie zullen wij uitgaan van de veronderstel­
ling, dat de levertiJd T constant is. 

Stel X wederom gelijk aan de 

de hoeveelheid in bestelling,, 
som van de at:nwezige voorraad 

,In41en ell<:e keer een bestel11ng 
' 

' . 
' 

"':· : / '. . '' . '::· ' . ,.·' ." .· -__ . .. . . ' . . ' ' ,'. ' . ,.'. -~' . > ' ·,_ ~ . ' ! . " ' .. .,,.: . • ' ,,_ • • ' '. ' • ·: • ' , 

·OP 
dat moment alle orders ziJn afgeleverd" Immers de groothe1d X kan 
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is afgeleverd. 
'? 

Nu kunnen zich twee·verschillende situaties voordoen: 

1 

Y X d a rl ~7 a 1 de ,, () "',,., 1~ 61• ~;:).C1 1" •1i t ,·re rs,11·t·. ~7 1· J" r1 0 D !bi·• ·~ ' '' 1 , ' ' ' _,, J.. ·, "' '- u ~ ' C.t dl ,J. ' 0 ~.,/ ~ -' .. 

het tijdstip van aflevering. 

Als dan is er no~ voorraad o·p het moment 
t::? 

f jr -van a ever1.ng. 

Is t ~ T, dan zal de -:x: ..... 
voorr ad zijn voordat 
dr a.gen da.n: 

t 
1111 ;; 1; r l 

de 1 ' e e ,,,'"'\ 'h· e 1" a· ' ' r "::::i '1•"1 l,,.'i £":ii f') """l' rd £~ "I" t t: ,, .~, d !;,"" e· e n }1 e d e n ,1. ~ vvi .l.~ ,.,..1. .. \.., .. ·l,}. \J""""v:;;;) 

wordt verkocht. De voorraadkosten be-

,,,,.. 1 0. ' 

en de noodinkoopkosten warden gegeven door 

in 

Is _ T, dan zullen gedurende een tijdsperiode 

van t 
-7: 

e · ?.a 

eenheden lang voorraadkosten worden berekend. De totale voorraad­

kosten voor de situatie t > T warden dan gegeven door: 
~ 4 

, 

toe te wijzen aan een order 

Q1 
~ - '-"''"""" X J4',l:!" 

1,=1 
1' 

GI() 
,· 

6.3 

van de totale kosten 

·+ C 
;j ''°" j 

··.!·· Q (] 1 , 6.4 

or zoals uit .5.6 voor 1=0 na enig rekenen volgt: 

. -, . 

' ·. . -· . 
' ' 

a. ' 
' ' ' 

• . . I . . 

J~o .. 
f 

•• I "'1<-.!ll~~ID!O 1[!11..W.t ff!:•• 11 ~- 1!1P,,i__lll ,11~1,41!4? : _J;: if► ~~ 

ct 
,' ' - ' ' ' ·, .., ' ' ' ., 'Ii!" 

izx. +1 
t.J ' 1 

+ 



,?"' ·> 
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