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1. Inleiding

In dit hoofdstuk zullen wij enige methoden bespreken;, welke
gebruikt kunnen worden bij het oplossen van voorraad- €n aanver-

wante problemen.

De redenen, waarom een voorraad wordt aangelegd, kunnen ver-

schillend van aard zijn. Men zou bijv. een voorraad kunnen beheren
met de bedoeling om deze te laten dienst doen als buffer tTussen

de, niet op de minuut op elkaar afgestemde, inkoop en verkoop. Ver-
volgens worden ook wel eens goederen om speculatieve redenen opge-
slagen. Wat ook de beweegredenen mogen zljn om een voorraad te be-
heren, steeds zal men ervaren, dat op bepaalde {ijdstippen de voor-
raad daalt als gevolg van de verkoop aan klanten, Tterwljl op andere
momenten de voorraad wordt aangevuld met eerder of op hetzelfde
ogenblik gedane bestellingen.

De theorie, welke zich bezighoudt met deze problematiek, ont-
leent haar belang niet alieen aan de veelvuldigheid van situatles,
waarin voorraden moeten worden beheerd, maar ook aan de omstandlig-
heid, dat menig vraagstuk zich laat herleiden tot een voorraad-
probleem. Ren ondérnemerj die zich aan het begin van iedere maand
of kwartaal afvraagt welk deel van zijn zojulst ontvangen geld

belegd moet worden en hoeveel in kas moet blijven Ter dekking van

de eventuele onkosten in de komende perilode, ziet zich voor het-
zelfde probleem geplaatst als de voorraadbeheerder van één of ander
artikel, dat slechfTs periodiek kan worden ingekocht. Treffender
wordt de overeenkomst als verder gegeven 1s dat de ondernemer geld
kan lenen tegen een hoge rente en dat de beheerder een boete wordt
opgelegd, waarvan de grooftte afhangt van de achfterstand in zijn af-

leveringen en de tljdsduur van de vertraging. Zo kunnen ook pro-

blemen, welke bpetrekking hebben op het winnen van electriciteit

ult waterkracht of verband houden met de vervanging van defecte
onderdelen blj een machine opgevat worden als voorraadproblemen.

In het hierne volgende zullen wilij steeds gebruik maken van de
voorraad-terminologie om tot een scherpere formulering van de
verschillende typen van problemen te geraken, zonder daarbij af-
stand te doen van de pretentie een meer omvattende verzameling
van problemen Te bespreken.,

Gelljk bij vele andere onderwerpen ult de besliskunde wordt
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erd met

gecontronte

concrete situatie op grond van gegevens ult het verleden en ver-

men ook hier vraag: hoe Kan men in e€een

wachtingen voor de toekomst op een verantwoorde

slissing nemen' . De wiskundige oplossing van deze vraagstukken

bestaat meestal hierin, dat een criterium wordt opgesteld met

behulp waarvan het maken van beslissingen op een ondubbelzinnige

wljze kan geschleden, et opstellen van deze criteria worden

veelal veronderstellingen jjemaakt waaraan slechts in eerste be-

nadering is voldaan.

»“1J zullen ons tijdens de besprekingen van de diverse metho-
den niet laten verleiden tot een discussie over het a8l of niet
houdbaar zZijn van dergelijke veronderstellingen, omdat het slechts
de bedoeling 1is inzicht te verschaffen in de wijze, waarop men
voorraden Kan cplossen.

De vcorraadproblemen, welke wij in dit hoofidstuk zullen be-
spreken bezitten steeds één van de hieronder vermelde aslternatieve

eigenschappen:

L e vraag naar goederen door de cliénten is
a) constant
b) stochastisch.

L1 De besteltijdstippren
a) zijn van tevoren gegeven

b) kunnen vri, gekozen worden.

11L De inkoopkosten zijn op een eventu&le constante na
a) evenredig met de omvang van de door de voorrsadbeheerder
te plaatsen order

b) niet noodzakeli jk evenredig met de omvang.

IV De kosten, welke direct verband hcuden met het beheren van
de voorraad, waaronder ook is begrepen de derving aan renten
door investering, zijn
a) te verwaarlozen
b) evenredig met de grootte van de voorraad en de tijd dat

deze goederen zl1ljn opgeslagen.



V De levertiijd van de door de voorraadbeheerder bestelde
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7O ederen 1is

a) te verwasrlozen

- ] t
P : % % .
=l ) *

b) const

¢) stochastisch.

V1 Indien de voeoorrasd niet teoereikend wordt de achnter-

is, dan

a) later ingelopen door nalevering; de voorraadbeheerder moet

a
L

cen boete betal

van de achterstand en berekend wordt per tijdseenheld

b) onmiddellijk opgeheven door noodinkopen. De inkoopprijs

I
P

per stuk is nu aanmerkell jk hoger dan de gemiddelde inkoop-

prijgs bij normale 1inkoop.

gt

Aan de hand van voorbeelden zullen wij de verschillende typen

2

onderscheiden en de bi

J

behorende oplossingsmethode tToelichten.

In hoofidstuk VII hebben wij reeds in de paragraaf Keuzepro-
blemen een drietal voorraadprcblemen ontmoet.

Het eerste voorbeeld (1.1) voldeed zan de eigenschappen
(Ib; IIa; IIIb; IVa; Va en VIb).

Het tweede voorbeeld (1.2) is eigenlijk ook een voorraad-
probleem en wel van het type (Ib; IIa; IIIa; IVh, Va en VIa).

Immers het geld vervult hier de functie van goederen en de clié&nten
zljn de schuldeisers. Het opnemen van geld bij de Melkfabriek kan
beschouwd worden als het bestellen en ontvangen van goederen. De
levertijd is dus gelijk aan nul (Va). De rente, welke de boer aan
de bank moet betalen is dan de boete, waarover in VIa wordt ge-
sproken.

Het derde voorbeeld (1.3) in hoofdstuk VII wordt gekenmerkt
door de eigenschappen (Ib; IIa; IIIb; IVb, Va en VIb). Het ver-
lies aan goodwill kan opgevat worden als het bedrag, dat de ver-
Koper bereid is te betalen om de klant tevreden te stellen, bijv.
door hetT gevraagde hoedje tegen de winkelprijs bij een collega te
kopen (VIb).

2. Het eerste voorbeeld. (Ia+b; IIa; IIIa; IVb; Va; VIa)

In ons eerste voorbeeld zullen wij aannemen, dat wij belast
zljn met de inkoop van grondstoffen voor een grossier. Voor de



n tot één soort grondstof, die in

eenvoud zullen wij ons beperke

gewenste hoeveelheld op vastgestelde tijdstippen, bl jv. op

de eerste koeht .
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benoefte aan deze grondstof wordt eerst constant onader-

een Kansver-

aannemen, dat de vraag

ogenblik geen voldoende voorraad

treedt er in de verkoop een stagnatie op, welke zeer
nadelig is. et de allevering van de door de klanten bestelde
goederen

moet dan worden gewachit totdat er weer nieuwe grondstof -
fen ontvangen zijn. Aangezien asangenomen wordt dat de ingekochte

goederen direct worden afgeleverd, ltan men er steeds voor zorg
dat
stof'fen

en,

01J de aanvang van de nieuwe periode geen tekort aan grond-
pestaat.

Het behoort nu tot onze taak om de omvang van de te bestellen
hoeveelheden te bepalen.

Indien de 1nkoopkosten voor een partij van de grootte g wor-

den gegeven door Q(q) = rq, dan maakt het op grond van de inkoop-
O

Kosten niet ult of men uit voorraad verkoopt of nalevert.

by zijn echter twee socorten van kosten welke wel de keuze
van de bestelgrootte ¢ belnvloeden. In de eerste plaats de voor-

raadkosten, welke Cq bedrapen voor iledere eenheid één tijdseenheid

in voorraad. Deze kosten worden o.a. gevormd door de rentederving
van net in de goederen geinvesteerde kapitaal. Vervolgens worden
er boeten gehevenﬁwmaiﬁfgﬁwmmtefC? voor elke eenheid één tijds-
eenheild te laat aflgeleverd. |

tnerzljds cullen wij bij de bepaling van de ordergrootte
trachten een eventuele achterstand te voorkomen, terwi jl wil]j aan
de andere kant ervoor willen walken, dat onze voorraden niet te
groot worden. In onze voorrsadpolitiek moeten wij san deze elkander
tegengestelde verlangens obp een zodanige wijze tegemoet komen, dat
de totale kosten aan de voorraadvorming verbonden minimaal zljn.

Doordat het steeds slechts mogelijk is op van te voren vast-
gestelde tiljdstippen @n(mmﬁjg,.@) goederon te kopen ontstaan er
tljdsintervallen tussen deze tijdstippen. Voor de eenvoud kiezen
wiJ de tiljdsduur van deze intervallen gelijk aan de tljdseenheid.
Met RO geven wij de restantvoorr=ad aan op het besteltijdstip,




terwijld ﬁﬁ de restantvoorraad zsanduldtil aar

val, Indien wl] de orderg aangeven metv g,

raad

X 1s bes temad voor 1e vTraa B gel

interval. Voor ot dan:

e res rtantvoorrasa d B #,? VO 1

¥

Vv - X . (2.2)
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Bij een niet toereikende voorraad zullen de crootheden

. &n K. negatleve waarden aannemen.
Cns probleem luidt nu: "Hoeveel grondstoffen moeten wij OP
het besteltijdstip

periode zo klein mogelijk zijn."

de kosten voor de komende

inslaan, opdat

Om deze kosten te berekenen zullen wij twee gevallen onder-
schelden:

1. In de behoefte kan door de voorraad worden voorzlen, m.a.w

L ]

X sV eﬂéﬁﬂiif?ﬁiﬁﬁEM?gﬁW@d@Elde voorraad wordt dan gegeven

B T Ay . v F } ) 2 3 )
(R, + V) =V - X (2.

en de daaruit voortlkomende voorraadkosten bedragen:

%LﬁVﬂ - {V - 5x) C (2.4)

De functie *q(V) is onder de voorwaarde X £V minimaal

PMZS?F X =~ V. De minimale waarde van quV) bedraagt dan %xcqﬁ
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Voldoende voorraad Te kleine voorraad -

2. 1In de behoefte kan niet
zien,

ceheel door de voorraad worden voor-
m.2.w. X>V en R"i < 0. Br 1is gedurende een periode T, €éen
positieve voorraad en vervolgens een tekort. Als wi] wederom
aannemen, dat de vraag tijdens deze pericden constant is, dan

gemiddelde voorraad gedurende de periode T, gelljk aan




?i_ Y S L el 2 \ e - _im"% oy wd & e P E o e S - Jf’ P R - | | - _ i . ﬁ
-V en het gemiddelde tekort tigdens de periodeg

%

totale daaruit vcortwomende koste

rden gegeven
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Men kan gemakkel]

gaan dat voor T, en T
j

"

petrekkingen:

18

2 ®

(2.8)

e f'unctie K(ﬁ) 15 een continue en
van Vv

(ﬁuq als V> X
K'(V) = <

} Ej i.j ,.E ~+ (“V - .

X

(2.10)
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De functie K'(V) 1is oversl continu en differentieerbaar behalve
in V=x,., Nu geldt:

K'(V) = S (2.11)

De functile

of (2.12)




betekent dat een voorraad X

Dit
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nl] weten

eventuele achterstand.

(D

opheffing van

neld grondstoffen wordt dus gegeven door:
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pericde gelijk 1s

de vraag 1n ledere

voorgaande perioden met een optimale voorraad V - g7

gestart wordt, de restantvoorraad K. gegeven worden door

X Cﬁ

Uit (2.13) en (2.14) volgt

Fg i
x C4 X Qﬂ
St A s IR (2.45)
9 % FTTTT B = X 2.5
. # 4 % i ’;{2 . @fi i i 2
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Dit resultaat konden wilj ulteraard verwachten.

Veelal
stochastische grootheild, wasraan een kansverdeling 1s toegevoegd.
probleem luldt nu: Hoeveel grondstoffen moeten wij op

ecnter 1s de vrooag X geen gegeven getal, maar een
a

ons
het besteltijdstip inslaan, opdat de verwachting van de totale
Kosten voor de komende pericde zo klein mogelijk is. Immers ook

zal athankeli jk zijgn van de nog te kiezen begin-

L

deze verwachting
voorraad V.

Voor het geval, dat de verdelingsfunctie F(x) een kansdicht-
held f(x) bezit, kan de verwacnting van de kosten als volgt wor-

den ultgedrulkt:

re
7

(Vmix)CTftxﬁk(w%w[{fﬁﬁﬁ ﬁﬁ(VFX)chﬁ*ggﬁl-dxw (2.16)

K(V) e 1 |
V

Deze betrekking werd opgesteld met behulp van de uitdruk-

kingen (2.4) en (2@8)1)¢ 513 het opstellen van deze relatie wordt
dus aangenomen dat de vraag voor het gehele tljdsinterval welis-
waar stochastisch is, maar het verloop tlijdens het tijdsinterval

Some models of inventory and an application. Management
Sclence. Vol.2 nr 4. 1956, blz. 299 e.v.



constant is.

de verwach-

een monotoon

stljgende functie is van

V, welke voor V=_

nul heef't en V-10 een waarde > 1, is V

De functie K(V) heeft

ondubbelzinnig bepeaald

”~  F

dus maar een extremum en aang

ezien K(w)= o

moetl a1t een minimum zijin. De optimale ordergrootte wordt dan

gegeven door:

o o vE (2.20)

waarbij R, op het bestelti jdstip bekend is.

P

¥,

"De wiskundige

In de inleiding hebben wil] nogal vasag gezegd:

oplossing van deze vraagstulkken bestaat hierin, dat een criterium
wordt

celd met behulp waarven het maken van beslissingen op

£ -5 3 " s e Lo ey . "y 3 ' ' b
een ondubbelzinnige wijze kan geschieden.

Het criterium ziet er nu a2ls veolet uit:

A5 b

£
) " . R Cﬁ
M(VE) = F(vE) faﬁfﬁ/f Hx) gy =2 (2.21)
VX X C + O

M(V) is een functie van V en M(V"T) = = — - feelt een
"] e
. ; X _
waaruit Vo kan worden opgelost.

hebben wij verondersteld dat de vraag een

gell jking

In dit voorbeeld
continue verdeling bezit. Wij zullen echter in een later voorbeeld
aantonen, dat voor discrete verdelin

criterium kan worden opgesteld.

gen op analoge wiljze een
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pedachten te

z1lin 1in de

dat van een voorraad machine

palen zullen wilj veronderstellen,

len 1s tegen de 1nkoop

o P : ey . - % i
beneer aan ong 1S

onderdade len

ren hoeveelheid g von deze onderde

voorraadkosten

betre

heid.
Vervolgens wordt veronderst

keer wordt gevrasgd. Aon deze vraag moet

aderingsmethode

2%
i i

zullen j een ben

cunnen worden opgelost, waarin afnamen van meer

et

en

voorraadproblem
dan

£ F . 5 ‘, o
een eenheid voorkomen.,

Aangezien de door ons bestelde goederen terstond worden af
ie

S

n

geleverd, zal pas een nieuwe bestelling worden opgegeven, 1indl
niet meer aan de behoefte kan worden voldaan. {(zie fig. 3.1)
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fig. 3.

de voorraad,

Indien de hoeveelheid ingekochte goederen voorstelt, dan daalt

de voorraad van -1 tot nul, in het tijdsinterval tTussen tTwee

'

*ﬁ@fﬂ@l?mame
’ - - Y L = o ,,::;'i s .

pestelti jdstippen.

gegeven wordt door o eenheden

ae vraag

constant 18 en
, T ... o :
dan zal om de zx tlJjdseenheden een nieuw onder-

moeten worden verstrekt.

deel

de voorraadkosten voor het

Men envoudlg nagaan

tijdsinterval gegeven worden door:
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ala O(q) monotoon niet dalende

ffunct Le:

ninimale waarde van K{qg) bereikt
vVoor

echter ulitgesloten, omdat alti jd
aan en dus vinden wiyj a:71 als optl-

me Le

werpen, dan blijkt dat de optimale keuze van q niet afhangt van

de waarde VﬁﬂiiﬁﬁﬂEiEfkﬁjieﬁ waarop kortingen worden vevlieend

voor grote orders.

g

be hierb

oven gegeven oplossingsmethode is dan ook niet Jjuilst.

Men dient zich nl. allereerst af te vragen welk doel men met
de inkooppolitiek tracht te bereiken. Daartoe kan men de volgende

criteria onderscheiden:

1) Van de optimale inkooppolitiek wordt verwacht, dat voor
een zeer lange van te voren gegeven periode de (verwach-
ting van de) totale kosten over die periode lager zijin dan
van elke andere politiek.

2) Van de optimale inkooppolitiek wordt ge&ist dat de totale
kosten in een

pericde (of de verwachting van die kosten)
veelheld

waar in een van (e voren gegeven zeer

g

crote hoe

goederen wordt verbrulkt, minimaal zijn.

aanwijzen indien
Goor onbegrensd wordt vervangen in de beide criteria.

periode,

en aaar
z1ijn, zullen ook




(3.3)

(3.4)

Uit de ongelijkheid (3.0) kan men zonder veel moeite vaststellen,
dat voor een optimale politiek moet

L{( q ) o~ N ha A Y WY
a .

(3.7)

is minimaal.

pezwaar kan gemaakt worden tegen het sub jectieve element
groot” in de beide criteria. De basis ongelijkheid (3.6)
1s echter onafhankelijk van N.

"zeer

Schrijven wij vervolgens voor Q(q):

%#

minimum van k(qg)
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Het beslissingscriterium M{c

door

M(q)

Voor de optimale waarde

Indien Q(q) is van

;@Stglgfﬁetﬁe

b'(g) = 0 en vinden wij voor de optimale

E / ?"”5&::6“ (: ) )

Veelal 1s de vraag niet constant, maar een stochastische
een kansverdeling 1s toegevoegd. V1] zullen nu
voor alle intervallen

groothelid, waaraan

aannemen, dat de kansverdeling van de vraag
cell jk 1s, onverschillig de lig

gegeven lengte ging van

met een
net begintijdstip.

Behalve met de kansverdellng van de vraag x in een periode
houden met de ver-

gegeven lengte 1, zullen wij ons ook bezig
te Eﬁ van de periode, waarin een vaste hoeveel-

me T

van de leng
wordt
peschouw een voorraad van de grootte X, de grootheid t
geelT dan de lengte van de tijdsduur aan tot het moment, waarop de
laatste eenheid het magazljn verlaat. Deze tijdsduur is stochas-
tisch; immers de vraag is stochastisch en men kan dus nooit met

absolute zekerheld zeggen wanneer bepaalde hoeveelheden uit de

deling

held zevraagd.

voorraad worden weggehaald.
De kansverdeling van t_ volgt nu ondubbelzinnig uit die van

X. Intuitief voelt men aan dat iiﬁx min of meer evenredlig moet
zijn met X. Immers, zo zou men kunnen redeneren, de lengte van

men niet differenti€&ren. Immers q neemt alleen
aan. Bovenstaande beweringen gaan echter ook op

ais Ge Wehaefte in een periode niet nocdza g

aanneemt




dan iq 18

In vele

er ltan eenvoudig worden aangetoond, dat

e

= (3.13)

Waoal ‘j__ 3 d = g £ E_ d d & |

heid voorstelt.
is, zullen wij in dit

vraag per tijdseen

Alhoewel het dus niet altijd waar

hoof'dstuk steeds schrijven:

c . X 2 Al
Lt = . (jaqa)

A

De onnauwkeuraigheden, die hierdecor ontstaan, zijn te verwaarlozen

en nebben op het uiteindeli jke antwoord geen invloed.,
&

Thans zZullen wij de verwachting van de kosten berekenen voor
een tijgdsintervel, waarvan de biljbehorende bestelgrootte gegeven

wordt

door . De verwachting van de tijdsduur van de periode
tussen twee op elkan

der volgende mcmenten, waarop een onderdeel

- ‘ 73 H ! ' " £ '/] b i
ult het magezijn wordt gehaald, is gelijk aan = . Deschouwen wi ]

nu zo'n periode en laten wij aannemen, dat in de voorgaande
periocden reeds i eenheden zijn

revraagd, doan is de voorraad in

die periode (g-i) eenheden groot en bedrmagtcdf*vggwachting Voor
; ; y o MWd-1 s

de voorraadkosten voor die periode derhalve = - Wilj vinden
nu voor de totale kosten:

~9(Q) - Gq T Q(Q) . (3545)

Vergeli jken wij wederom twee alternatieve bestelpolitieken

S,.1 emﬁSgﬁ dan kunnen wij op @naloge wijze aantonen,

dat voor de

(3.16)
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macnine, waarvan onderdelen zZeer
ield
inkoopprijs van zo'n onderdeel
ledere bestelling

aan €xtra kKost

aar is. Gemid« weelt stuk. De

caan er In totaa.

onafhankeli jk

Eo

en wordt gemaakt.

Winst op het %@W?ijfﬁkﬁpit@ﬁla

derde voorbeeld generalisgsatie van het eerste

besproken probleem. In het eerste

voorbeeld

hebben wij veronder-
steld, dat wi]j belast waren met het beheer van een voorraad

van tevoren

dstippen kon worden

af leverings -
cell ik waren aan
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waarden aannemen

YV = R

d. Op het tijdstip S weet men niet hoe
de periode (& ,8,). Het is
op het tijdstip & blijkt,

bestelling te klein waes om het tekort op te heffen, waar-

behoefte zal zijn in dan ook

s g 1 O t @ ?} 5 d a / a t @ e n Q p @ ,{1 . k g e -

waal d en %{ A

nemen.
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R = X T - X -y = Z =X -y (4.9)

e t O f
periode .

Het probleem luidt

&

nu weer: Kies

zodanig dat de verwachting van de te maken on-

Tﬁ
kosten minimaal wordt.

cunnen zich in
pehoef te
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.ederom geldt:

. z =y

L/} — w-ﬂm—--mx (4“13)
) y X -z |

12 puon mmmmx . (4*/]4)

De betrekking (4.12) geat dan over in:

Lo
(5% - =z

(y +x -z )"

- [@! i o Il ~
S (L1ﬁ 5 -w_mmfgwmwmmwﬁfzg (4¢15)

n het derde geval is het gemiddelde tekort geliljk aan

Wy . - SR AT T 1 ol g W o .

- y) en de daarbiljy behorende kosten hedragen:

5K - Z_ 4 Y ) 62 : (4¢16)

rl

@l

De grootheden x en vy, die in deze drie gevallen voorkomen,

zlJjn echter geen bekende getallen, mear varhbelen met een kans-

verdeling.

>tel nu dat de varisbelen x en y een kansverdeling bezitten

met dichtheden resp. f(x) en g(y). De verwachting van de te maken

kKosten wordt dan gegeven door:

n n
K(z ) = C. J/ %(dey‘i/- (z, ~y-zx)f(x)dx +
O 0
z
N O 2
L (z -¥)
1 30,] g’(y)dy X“*‘“"""‘ ”(X)d}{ -
“nTY
\ 2 = (Vv4+x -2 )
2C g(v)dy ‘]f —— f{x)dx +
27 =y
GG .
5 j[“f y)dy J[*(%x -z +y) f(x)ax. (4.17)
“n

Deze betrekking 1is opgesteld met behulp van de ultdrukkingen

(#.11), (4.15) en (4.16).

wordt ;

Wij kilezen z_ (vgl (4.10) nu zodanig dat K(z ) minimaal

Zn moet dus voldoen aan:
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De vraag luidt nu: Hoe groot moeten wij op het tijdstTip

@n~? onze bestelling g _ klezen, als verder gegeven 1S
C, = 19 C, (4.29)
= 3, 4,30
Vn~2 3, 10 ( 30)
dp_q = 2 70 (4.31)

Zx ZX“V cO
n’ = 5 %) - C\enTY , |
0 O “n7Y
= 0,95 (4.32)
of
£y -
¥ x” 3 o
% Fn [, % . “n “n “n ] )y
M(&n) = 1 - € Nz s s | = 0,95, (4.33)

Voor (4.33) kunnen wij ook schrijven:

27 ) U
ooyt T
— e ~ du = 0,95, (4 .34)
i 17
. :
i U
U T . e C w2 .
Daar > S de verdelingsdichtheid 1s van een X -verdeling met
412

10 vrijheidsgraden (vgl. formule (1.22) uilt hoofdstuk III), is de
waarde van 2 zi uit de tabel van deze verdeling af te lezen. WiJ

w 3
vinden dan voor zﬂ:

2
z, = 9,15. (%.35)
De te bestellen hoeveelhelid wordt dan gegeven door:
e
Q% = 9,15 - (3,10 + 2,70) = 3,35 . (%.36)

Wij zullen nu eens nagaan of wij een geli jksoortige methode
kunnen ontwikkelen voor het geval, dat X en y geen continue,

msrmppn

maar discrete verdelingen bezitten met kansen resp. p(x) en r(y).
Wij vinden dan met behulp van de betrekkingen (4.11), (4.15) en
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eenheid van de voorgaande order het magazljn verlaten heef't en

als bovendien in de tussenliggende periode nieuwe onderdelen wor -

den verlangd (zie fig. 5.2).

voorraad
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fig. H.2

Het verloop van de voorraad indien deze niet tToereikend 1s

W T g e DA vy ot I e e iR e e A dnil ety . AT A A ] g

. -, -~ l
dat in de periode %1m903 een achter-

stTand bestaat in de aflevering. Aangezien de boeten C, bedragen

€.

per eenheld en Tl jdseenheld zijn de totale kosten evenredig met

Ult de figuur volgt.

-t

het gearceerde oppervliak in ffig. H.2.

Men bedenke echter wel dat op grond van onze kostensplitsing
de achterstand als gevolg van een Te late aflevering van een order
noolt groter kan worden dan de omvang van die order. Ilmmers men
gaat ult van de veronderstelling dat deze order de laatste 1is en
de zaak gesloten wordi, zodra de laatste eenheid uit die order
wordt opge€ist. Vanafi het moment dat de achterstand g bedraagt,
aangegeven met @Zj'blijft men een boete betalen, die evenredilg 1s
met de omvang g van de gehele order. Het resterende bedrag van de
boete, resulterend ult het feit dat deze order in werkell jkheild niet

de laatste is, komt op de rekening van volgende orders (zie fig

5.3) .
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Aangezien de inkoopkosten Q(qq) bedragen vinden wij met behulp
van (5.1) en (5.2) voor de verwachting van de aan de bestelling
Toe Te wijzen kosten:

Q./l cO Q/l i i
C i% (t-T)aG(t|x,+1) + C, ) f(T-*t)dG(tin*i) +Qla,),

_ g i 2]
T “ (5.3)

waarbil j G(t;x1+i) de verdelingsfunctie is van de StochastlsSche
variabele T
—X
]
Bij het opstellen van de betrekking (5.3) zijn wij stil-
zwi jgend ultgegoaan van de veronderstelling, die ook gemaakt werd
in het tweede voorbeeld, nl. '"de kansverdeling van de behoefte

in een interval van gegeven lengte is onafhankelijk van de situa-
tie op het beginpunt van dat interval''.

{ -, B
oL

Op grond van deze veronderstelling en het feit, dat slechts
eén eenheid per keer wordd afgenomen, kan men bewlijzen, dat de
kansverdeling van de vraag 1n een vaste periode een Polsson-
verdeling bezit.

Voor een lPolssonverdelling geldt voor de kans op een vraag 1
@ ’
in een periode van de lengte T. )

e , (5.4%)

4
waarplj o« de gemiddelde vraapg per tiljdseenheid is.

Men kan nu eveneens bewljzen, dat als de vraag 1 in een

periode T de Foissonverdeling (5.4) bezit, de kansverdeling van

de lengteigx van het tijdsinterval, waarin X eenheden wordt ge-

vraagd een | (Gamma)-verdeling is. Deze [ verdeling wordt gegeven
door de kansdichtheid:

X-71 -
- 1@ AT

(%)

lTussen de kansverdelingen (5.4) en (5.5) bestecan o.a. de
volgende identiteiliten:

A TR i NN L., ROWE S

AG(t]x) at . (5.5)

1) Ter vereenvoudlging van de notatie wordt de kans op een vraag i
in een perlode van de lengte T en een gemiddelde vraag < per
tijdseenheld; niet zoals gewoonlijk aangegeven met

[3-“ = igoa;f] , doch met p(i; o,T).




W
mﬂ'

o

, X 41 B
-/(t--T)dG(tx-%wi) wp(gﬁd T)
T

T
J(Tmt)d(}(tex%d) - Y U————l p( s, T). (5.6)
0

j=x+1 4+

Inplaats van (5.3) mogen wij dus ook voor de verwachting van de
Kosten schrijven:

39 F4 (x,r1-3) 21 (i -1)
C’l EZL‘Z:ﬁ ““"ﬁgf““’p(j?dﬁT)'i *Zi sz“ ““”“gf““"p(JSOQT)
i=1 j=0 =1 j=x 41 -]
+Q(Qq)° (5'7)

Stel dat wij op het moment, waarop de voorraad vermeerderd met de
pestellingen X bedraagt, X > max (xq;xg), de keus hebben tussen
Twee voorraadpolitieken en wel:

a) steeds q, bestellen zodrs X = x,

b) steeds q, bestellen zodra X = x,.,

Beschouwen wij nu een periode, waarin X -- quqe wordt ge-
vraagd, dan bestaat deze hoeveelheid uit Nq2 orders van de omvang

A 4 of qu bestellingen van A5 eenheden, zodat de verwachting van
de kosten voor de politieken a) resp. b) gegeven worden door:

A T (xi-g) é—’-‘ Z: (J-x4-3)
ng. C,I ;Z: 2;_ mm*far““"p(Jﬁuff)‘%(ﬂa L ““““;;"”@(JédﬁT)
1="] JMO 1="1 J---X,‘
resp
q. X~ +1 . q : .
2 T2 T (x,yti-J) 2 00 (j-x,-1)
2 g . — — 2 :
PHL1qu > “““ﬁgj“"EﬁLHO%T) Uy ) ELWW ““““ﬁaf*ﬁWJSDST)
- 1=1 j=0 ' 1=1 J=x,+17 |

}*Q(QEiL (5.9)

De politiek a) zal de voorkeur verdienen boven b) in de beschouwde
perlode als de uitdrukking (5.8) kleiner is dan (5.9) of na deling
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optimale besteltijdstip, rekening moeten houden mevT de tijdsTip-
ren, waarop de voorgaande bestellingen zijn algegeven.

Men kan ook stellen, dat de fabriek de orders aflevert in
dezelfde volgorde, als zlj door ons worden afgegeven. Deze ver-
onderstelling houdt meestal een niet meer stochastisch onafhanke-
1ijk zijn van de opeenvolgende levertijden in. D1t heeft Ten
gevolge, dat wij eerder zullen gsan bestellen naarmate de achter-

stand bij de fabriek waarvan wij onze goederen betrekken groter
wordt. De waarde van X, voorraad vermeerderd met de hoeveelheden in

bestelling, is dan niet alleen maatgevend voor de bepaling van hev
besteltljdstip.

Het is echter ook mogell jk een voorbeeld te "construeren',
waarbilj de volgorde van aflevering gelijk is san die van de af-
gifte van de orders, fterwijl bovendlen kennis van de "vositie"
van de nog niet ontvangen orders geen extra informatie biedt.
>Tel bijv., dat een fabriek een constante tijd nodig heef't voor
het ultvoeren van een order en neem vervolgens aan, dat deze
goederen vervoerd worden per schip. Het schip zal onderweg ver-
schillende stagnaties ondervinden, welke onderling onafhankeli jk
zljn en betrekking hebben op alle schepen in de omgeving. Veronder -
stel vervolgens, dat deze stagnaties zodra zij zijn opgeheven
geen nawerking hebben op het tempo van het schip en de schepen,
die de plaats ven de stagnatie nog niet hebben bereikt. Het een
en ander heeft tot gevolg, dat als twee schepen éénmaal op gelijke

noogte zljn, gelijk zullen opvaren. Als de stagnaties van korte

duur zljn zullen de opeenvolgende levertijden weliswasr niet on-
afhankelijk z1ijn, maar hangt toch de kansverdeling van de lever-
tijd niet meer af van de afleveringssituatie op het bestelti jd-
stip.

wWwanneer wij dit voorbeeld verder uitwerken en daartoe {kiﬂ
invoeren als kansdichtheid van de verdelingsfunctie voor de

levertijd, dan wordt de verwachting van de kosten toe te wijzen
aan een order in plaats van (5.7) gegeven door:

_ R e (x4+1-3)
c, [A(T)aT > I — p(J50,T)
. i=1 j=0 S
oo q. /-
[ 1 e (§xy-1)

o [Hmar £ 3% ST ian s aay)

= ] = +7 -
O JERATE (5.12)
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J
X

fdyf Mf(z, dz - fdy fi—-—ﬂ-——?—)-f (z;09dz + Q(q)
”Y

{

(5.15)

waarbil j fo( 7 ;&) de kansdichtheid van de vraag tijdens de levertljd

voorstelt.,

% . @, 3k
Na enig rekenen vindt men, dat de optimale waarden van X e€n

q}E voor de discrete kansverdeling moeten voldoen aan de volgende
ongeli jkheden:
. (5.16)
a
1 _oe C ( )
Ty jﬁm . & (JﬁQL)}-« : 5 /‘7
q}{ 1="1 jm}{T i v C’l CE‘
1 Y1 % X 0 (C,Cp) " e
"2““&#‘“ b(q /l) - b(q ) - .}{ pls o }{w X 2__. >_ﬁ_ — pO(JJ’CX');O
g (g +1) aq (g7 1) 1i=1 j=x"+1+"
(5.18)
C. C . (C_.+CnH) *
1 71 ¥* C O co__
5 T b(q ) — b(qy”q) T Tx o = - }E"I }EE Ct pO(J.?O‘-)éOj
a (o™ -1) ca(gT1) i=1 j=xT i+
(5.19)
waarbij Q(g) = gb(qg) - Cy-

Voor een continue verdeling van de aankoopgrootten vinden wij voor

de optimale keus von g en x> de relaties :

©
= (5.20)
04402
eTl
C C ( ) i
(a™) a7)" 5 |
= "'ry

(5.21)
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Vervolgens substitueert men deze waarde in de eerste en tweede

3
ongeli jkheid en bepaalt de biljbehorende waarcde van X . Dit¥
laatste geschiedt met behulp van de tabel van de€ Poissonverdeling

waarin men voor iedere y de '"staart’kansen
R =30,
> B 2Y i:?O (5.33)
J=Y ’“

Kan vinden.

De waarde van.x%‘die nu volgt uit de eerste twee ongelil jk-
sebruikt in de derde en vierde ongelijkheid voor
at zo door tot een stel qxj X

heden, wordt
een tweede bepaling van q}ﬁﬁ Men
gevonden wordt, dat aan a2lle vier de ongeli jkheden voldoet. Deze
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X

wijze van bereke
mee .

Het antwoord luldt als volgt:
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voor een dealer de voorraad machine-onderdelen be-
van deze onderdelen is tegen de inkoop-

blj de fabriek. De voorraadkosten bedragen

dlen wlj niet in staat zijn aan de vrasag
dén moeten wilj noodinkopen verrichten tegen de hogere
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