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1. Inlelding

Het lineazire programmeringsmodel, =zoals beschreven in hoofd-
stuk X1II van deze leergang, zal in veel gevallen een te eenvoudlg
model zijn, dat of in het geheel niet toepasbaar is op, of slechts

een eerste benadering is van het praktijkprobleem (bijv. de te op-
timaliseren winstfuncties mogen in het beschouwde gebilied niet als
lineair beschouwd worden, zie bijv. produktieproblemen).

Fen geringe generalisatie, namelijk door alle of enkele van de
te optimaliseren lineaire functies (lineair in de variabelen waar-
over men vrilj kan beschikken) te vervangen door kwadratische functies,
maskt het toepassingsgebiled van het programmeringsmodel veel ruimer,

De meeste van de tot nu toe bekende algorithmen eisen van de Te€
optimaliseren functies convexiteit (zie definitie 3.1). Als deze
voorwaarde ontbreekt, dan 1s men er in het algemeen niet zeker van,
of de gevonden waarde inderdaad een absoluut extremum is. Masr enkele
algorithmen kunnen in dit geval zodanig gewiljzigd worden, dat de uit-
komst minstens een locaal extremum oplevert (o.a. het in paragrasaf 5
te bespreken algorithme van BEALE),

Het linealre en het kwadratische programmeringsmodel kunnen als

speclalisatlies van het algemene programmeringsmodel beschouwd worden
nl.:

Minimaliseer f(x,,...,x_) onder de nevenvoorwaarden (1.1)
gk(x/lf““ﬁxn);o K — /1325 ouijm
}cj....’--':;o J = 1,2, ¢ e c,n.

Het programmeringsmodel is:

a. lineair als f(xq,.,.ﬁxn) en gk(xqj,,ajxn) lineaire functies van

X4s5+00.,X_  Zijn. Voorbeeld voor m=3 en n=4:
Minimaliseer f(xqjx23x35x4) = DX TR +3X 45X, (1.2)
onder de nevenvoorwaarden

%q(xqaxé,aXBsX”) = 9}2,14—7}{2 = 8

gg(xqﬁx233€3:x4) = X2+X3+ X) = 9

ga(X %0, X0,%) ) = %, +7x), =13

X,]szjx3,x4 = O

b. kwadratisch als f(x,,...,x ) en g (x,,...,%x ) resp. kwadratisch
en lineair zijn in KgseeesX . Voorbeeld voor m=2, n=3:
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goritnmen alleen maar van toepassing

geval, zZullen we het begrip kwadratische

alleen 1in de eerste betekenis gevruiken.

Het stelsel (1.1) worden als:

Minimaliseer f£(3

Kﬂ) voorstelt.

n ter

In dit hoofdstuk zullen dus slechts programmeringsprobleme

Sprake Komen waarin

a) de te minimalise

ren func

f{X) kwadratisch is in de variabelen,

waarover men vrij kan beschikken en waarin f(X) bovendien
(strikt) convex is in X (zie def. 3.1),

0) de nevenvoorwasrden of restricties lineair zijn in de onder a)

genoemde variabelen,

c) de onder a) gencemde variabelen niet negatief zijn.
In formule luidt dit:

Minimaliseer £(X) = J_ poxX, o+ 5 2 ¢, x;x_ (c, . =c
i =] i, =1 +J + J L
n

onder de restricties 2. a. x. = a. 1 o= 1,2, ...,m (1.5)
1= L7 10

ZOUTENDIJK, Methods of feasible directions, 1960,
- Elsevier-Amsterdam, Londen etc.
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. Lt een vereenvoudiging in de notatie te
verkrijgen - zie formule (4.17) - schrijft men de functie f(X) ook
wel in h

fq schrijft men dan ..
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2 ~wakt worden,

ceen verschil tussen kolom- en rij-vectoren




N .= = . -
waarin COO“O ciﬂDCRL}ﬁpw Cij *Cij
i, J=1,2,...,n enxomﬂ.
Met behulp van vector- en matrixnotatie luldt f2:
£o(X) = X.E X,
waarin X nu de vector (xoﬁxqﬁ.g,ﬁxn) voorstelt met x,=1.
Numeriek voorbeeld:
_ c 2 2
f, = 2x, + 8x, +-4x3 + X +4x1x2 to2X K, + bxs - 2X2X3 + X3 (1.10)
. S 2 , ( 2 B 2
= 2X, +*8x2 +v4x3 4 :::.::rr(2;><:,l - 8qu2 + 4X4X3 +“Eht2 Lb%f?} + %XB),'
of
£, = X, + 4x2 + 2x3 (1.11)
2
X - X - 2}{,1}{2 +X’IX3
2
4x2 t2X X, + lb%? - XX,
2
2x3 + X3X1 —~ XQXB }- ZXB
PO o _ _
£, = 0.x5 + 1.x.X, +-4ﬁxox2 t2X Xy X = (1.12)
2
ﬂ,quo - ’l‘,x,l + 2¢x,1x2 + X,lXB
] 2
LL,xsz + 2.x.%X, 4 4}:2 - XK
X . 2
Q.XBAO —f—’l.,.:»:gx,l w-xgxg + ax3
In matrixnotatie luildt . dus:
[0 1 4 2 fxox\ X =" (1.13)
£ m(xojxqﬁxzﬁxg) 12 R
\ L o2 4 -1 | | xg |
2 1 -1 ‘2/ \333/

2. Voorkeelden van kwadratische programmeringoproblemen

Het kwadratische algorithme kan biljvoorbeeld toegepast worden
Op de wvolgende problemen:

a ) Produktieproblemenaq)

We beschouwen eerst een produktiemodel van een automobielenfabriek
1) Het hier genoemde voorbeeld is ontleend aan: R. DORFMAN,
P.A, SAMUELSEN en R.M. SOLOW - "Linear Programming and Economic
Analysis' - MacGraw-Hil1ll New York 1953.

0



die produceert voor cen markt met volledige mededinging (d.w.z. de

verkoopsprijs van ecn auvtomobicl 1s onafhankeligk van de grootte
van de eigen produktic). Dit murlktitype geef” bij het hier beschouwde
produktiemodel aanleiding tot een linesair programmeringsmodel.

Door nu de nmaerktvorm te veranderen in een monopolistisch

markttype (d.w.z. de verkoonervijs is afhankelijk van de grootte
van de eigen produlkzic) bilijkt dat het programmeringsmodel, onder
bepaalde voorwaarden, lwadratisch wordl.

De gencemde fabriek heeft vier afdelingen, waarvan de grond-
stoffen onbh2nerkt toepeieve.d ltunnen worden. De produktie bestaat

B |

uit Tuxe auvto's ~n trucks. waarop, blj de markt met volledige

mededinging, resp. zeun netto winst per stulk gemaakt wordt van F 300.-
en f 250.-.

Dr meximirmcanacitell pcr meand vaen iedere afdeling is 1in tTabel

2,1l asngeceven.

AR A + AV TR A iy

Produktiecapaciteliten per maand van de afdelingen van
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T Votor assemblage 33,3373 - 16.007
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R

P A M

1

I l
o
TR A T P RN - - P P P ol A B RN PO T PR iy s Rl s Demregl oAl Yy S - skt B AT ¥ r. e AN AR S B i PR PR REE WY R R AR e el e i A E A MM LN M 5, W W PRl e Tt e Ty o Bt e - e A e R A BTN R P e W g g i e s e g v Yl e s il el il o e e e - T - B

Uit deze tabel bDlijgkt dat er maximasl 22.500 Juxe auto's of 15.000

M

trucks per maand afpeleverd lLunncn worden,

Voor de produlztie v &¢n lirxe wagen (truck) per masand heeft

A > ;
| (2 / { el , »\ o o
men - — | e el van da oo ) uktrLec cite 5
25 ,,CEQCJ \ ji) QC,)()Q j v o C ‘[}. -y L bOta 1@ L POd ll{b e ap& 1. 1t V n

afceling I nodic. Acdloog vindt nen voor afdeling L1 de breuken
d ) g -
§§”§§§““n*?5”687” Ale nu mevraagd wordt, onder vovenstasande restric-

ties, naar de produkciecombinatie, waarblj de winst optimaal is, dan
kKan men het voigende lincaire programmeringsmodel opstellen (Xq stelt

het aanta. gcproduceerde cuto's en X het aantal geproduceerde
trucks wvoor):



| 1
55,000 %1 7 35,000 "0 = deel gebruikt v.d. produktiecap.van afd.I
??T%??”“l*‘ﬂ  17”X2 = " s ) S 5
X 4 = produktie van afdeling I1II £22.500
X, = ! ; . IV =15.000.

De totale winst bij een produktie van X, luxe auto's en X 5 trucks

bedraagt: BOOX,] + 250}{2 gulden. Bovendien geldt Xq5%5 = 0,
In formulevorm luidt dit probleem:
Maximaliseer f = 300x, + 250x, (2.1)
4 1 0
onde 2 3 ] v EE e Tt e =
r de restricties: 55000 T 35000 = 1 (2.2)
._:j_____, - x2 < /]
33.333 16 .667 =
X = 22 .500
X = 15 .000
Xqﬁxgéz Q.

-l

Wikl

=

De nevenvoorwasarden (2.2) kunnen graflisch uitgezet worden. Uit fig.

2.1 bligkt dat de toegelaten oplossingen binnen het gebied OABCDE
liggen. De 1so-winstli jnen - BOqu + 250x2 = constant - vormen een
stelsel evenwijdige 1ijnen. De 1so-winstlign door € geeft de maxi-

male winst, en punt C de ocptimale produktiecombinatie aan.
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fig. 2.7
HetT gebiled van Toegelaten produktieccmbinaties en de iso-
winstlijnen (---) voor een markt met volledige mededinging

Door berekening, bijv. door middel van de simplexmethode, vindt men
dat de optimale waarde van {(=7.731.481) aangenoméen wordt voor
X1m20¢370em1}%fiﬂﬂ81a

Vervolgens beschouwen we een marki, wasrop de winst vV, per

luxe auto afhankelijk is van het asntal geproduceerde (=verkochte)

luxe aute's, terwlijl de winst v, per truck dezelfde blijft, dus on-

2
al’hankelijk 1s van het verkochte aantal trucks., Stel bijvoorbeeld:
"4
V4 = 625 - 50 en vV, = 250. (2.3)

De winstfunctie krijgt dan de vorm:



VX, = U&%S-—Eﬁ§Xﬂ + 250%, . (2.4)

De iso-winst lijnen zIjn nu kromme 1lijnen waarvan de vergelil jking
luidt:

SANRAY

— é‘-(-)- X .+ 625}{/} I 250}(2 = consvt. (2#5)

ult fig. 2.2 bligkt - de restricties zlijn dezelfde gebleven - dat

de optimale 1so-winstlijn BC raakt in P en dat P dus de optimale

produktiecombinatie is. Het optimale produktieschema luidt nu
X ,=15.00C x2m9.167§ terwijl de optimale winst 7.916.667 gulden
bedraagt.
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fig. 2.2

et gebied van toegelaten produktiecombinaties en de iso-

winstlijnen ( ---) voor een deels monopolistische markt
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reteren als het zo klein mogeliljk maken van de

interp

van de tocvale jearli jkse dividenduitkering (vgl. ook voor-
met hoofdstuk VII). t zich nu af, hoe-

21k bedriji moet beleggen om dit doel te berelken.

De totowinnanr vraag

hij belegtl x, coupures van honderd gulden 1In bedrijf A,

coupures van honderd gulden in bedrijf B etc, De totale dividend-

dan voorgesteld door de stochastische varlabele d.
d = XX, + XX, + O X, + X :
2t T e T 2uty (2.6}

H% '

noofidstuk 111 1s de verwachting van d:

» | ) e
Eox . 4+ X8 &, + X TRRGI!
— Nj -

of 1in getallen:

£d = 4x, + 5%, + 6x, + 3x, (2.7)

dat

variantie van 4d is:

"2(3QX4)

of
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(2.10)

Oopmerking

Het cemaakt worden door bijv.

KOBrSWE

probleem Kan gemakkell jk reallstlscher

arden in te voeren en de voorwaerde van onafhankell jkheild van

dat de con-

Xgs o009 L€ laten vallen, Ditv heeft alleen tol gevolg

stanten van het probleem en de functie [ (de totale variantie) lets

veranderen.

c. Hegressie-analyse

cheid wil een tabel publi-

#
e

ten rigksbureau voor verkeersvelll
ST

ceren, dle bij gegeven aequidistante snelheden de lengte van de rem-

weg van een luxe auto ulc de =z le middenklasse aangeeft. Door
middel van proeven, verricht met auto's ult de Rijgksautomobilel-
centrale, heeft men het volgende wasrnemingsmateriaal verzameld:
de snelheid in km/uur en y; de geme-

belast met de samenstelling

OEENd AN




(2.13)

. R < T T n s egee, gy e e = i
cwadra en kunnen nu schat-

te minimal
uit

Het ligt voor

van «en f (vgl. ook

: G k! A‘ T _.-',;!=|
:ud F: 3 el |
% & q ? ¥ o

ae

remweg

(2.15)

van de
3y volgen ult het kwadratl-
sche programmeringsprobleem: minimaliseer (2.17) onder de voor-
waarde (2.15).

f kan ook als volgt geschreven worden:

. . o
— fm } } ok &
x4

Probleem (2.14), (2.15) luidt
Minimaliseer f | (2.16)
estrictie: B 20, (2.17)

onder de

3. Definities en hulj

- _ ;s . N _“ o ey
Fen functie van één variabele noemt men convex (concaaf) als
grafiek 1ligt

x-as (het samenvallen van de koorde met de

a1 Qe

srafiek y=f(x) boven (onder) de

ten opzichte van de

ook toegestaan). Als voorbeeld kunnen de bekende para-

Lenen.
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- 2
f(x) xéx - OX + 7 £(x) m“%x + 3x +
f(x) is convex f{(x) is concaaf

Teder punt E op de koorde AR (E#A of B) heeft tot cobrdinaten
(1~Xx1 +=Xx25 4:2 f@xq}-+>defQ)1)j Q<z%ﬂ<1¢ Aangezien in fig. 3.7
EC 2DC, DC = f£(1- Xx,l +Ax,) en EC = 1- Kf(x,‘) + Af(x,), geldt voor
0 <A <1 en X £ X

|

(1-0)1(x) +AT(x,) 2 £(1-dx, +Ax,) . (3.1)

5)

Uit fig. 3.1 blijkt, dat de meetkundige definivie van het begrip
convexiteit en de inhoud van formule (3.1) aequivalent zijn.

Analoog volgt ult fig. 3.2 voor O<A <1 en x, # x4

-

A

(1=-N1(x,) + Af(x f(fi'““"!.--""?"'3\x,1 +Ax,) (3.2)

o) =

Bij functies met meer variabelen definieert men de convexitelt
(concaviteit) meestal met behulp van een formule analoog asn (3.1)
resp. (3.2). Bijvoorbeeld z = f(x,y) is convex als voor O < A <1 en

weswy  Mahe R ADUVE AR AR s, TS

1) Om haken uit te sparen wordt (1-A) soms geschreven als 1-A.
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(I=NE(x.7.) + AP(xo,y,) 2 F(A-D theg, 1=y 42y ) (3.3)

|

Meetlkundig druicc (3.2) uit dat ieder punt E van de verblindings-

koorde AB - A(xq, » f(qu,‘))ﬁ B(:«:pﬂygjf(xggy?)) - boven of op het
opprervliak z = f(x,y) 1ligt t.o.v. het YY¥-vlak.
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fig. 5.3
Een convexe functie van twee variabelen




De algemene definitie luidt nu:

Definitie 3.1. Een functie £(¥X) gedefinieerd voor alle waarden van

X = (quﬁ,ﬁﬂxn) 13

convex als f(%txx + AX) £ (1= 1(x) +ijﬁf) (3.4)

0 o - PO e

concaaf als F(1-X + AX) =z (1-A)£(X) + kf("ﬁ(‘“) (3.5)

ﬁ“**ﬁfn)ﬁ

I

geldt voor iedere X = (Xqﬁag,jxn) en = (2
X #A X en Oc< A <
De functie £(X) is strikt convex (strikt concaaf)

als onder bovenstaande voorwaarden alleen het onge-

1igkteken geldt.
Verder volgt uit bovenstasande definitie:

a) Een lineaire functie 1s convex en concaafl.

b) De som van twee convexe (concave) functies 1s weer convex

(concaaf).
c) Als £(X) (strikt) convex is, dan is -f£(X) (strikt) concaaf en

vice versea.

Het bewijs van deze eigenschappen kan eenvoudig deoor substitutie 1in

(3.4) resp. (3.5) geleverd worden.

Definitie 3.2. Een symmetrische nxn-matrix is positief definietl
2ls voor iedere X # O geldt:
X.C . X >0,
respectievell jk seni-definiet positief als voor
iedere X # 0 geldt X.C .X 20.

Voor het positief definiel zijn van een matrix bestaan dlverse

criteria, die hiler echter niet besproken zullen worden.

Definitie 3.3. Een symmetrische nyn-matrix is indefinlet als er
minstens een paar vectoren X en Y, X 4 Y, bestaat
zodat X.C . X >0 en Y.C .Y <O,

Voorbeeld 3.1:

100! 111 4 o 1 0 O\

Ay =020 Ay =111 Hy o= Ay =10 -1 0
| > | 3 . 4] . | i

O 0 3 | V1 \ | 1/ 'O O 1]



[1 0 OX‘xq\
tﬁ% 15 pogitief definiet, want XtﬁLX (x 233) 0 2 O] x2§ﬂ
O 0 3/lx /
2 2 2 \ g ’
= X4+ 2xg +~3x3 en dus is X #,X> 0. Voor iedere X = (X13x2§x3)750a
(1 1 ﬂi“nq\
;ﬁé 1s semi-definiet positief, want XoﬁéXm(qu2X3 \1 1 1 .n2 §ﬂ=
1 1 1)1
‘1’].3 [
= (x,{ + X5 + x3)2 en dus 1s f{a"%éx = 0; immers een kwadraat 1S
alti1jd niet negatief, Terwijl de waarde nul ook gangenomen kan
worden, bijv. voor X = (0, 2, -2).
[_4 - X,
Lﬁ% is semi-definiet negatief, want.X£13X:ﬂ(qu2Ji =
;-—-4 - X
o
= ~(xq + x2)2 en dus 1is Xcﬁ3X§§O;iK¢ﬁ3X - 0 voor bijv. X = (3, -3).
(1 0 O0\/x. |
A, 1s indefiniet, want X o4, X=(x_x.%x.)|0 =1 O e |2 x2 - %2 4 42,
T sy 1703/ A =2 R D 3°
O 0 1l\x3)

XﬁﬁﬂXH<O voor bijv. X = (0,4,0), XA, X >0 voor bijv.
= (2,0,-3) en L4, X = 0 voor biljv. X = (3,-3,0).

Stelling 3.1. De functie g(X) = X.C .X, waarin C een symmetrische

nxn-matrix voorstelt, 1s strikt convex als C posi-

tiel def'inlet is. Is C semi-definiet positief, dan
is g(X) convex.

Bewl s
Stel X #Y en O<A<A. Nu geldt:

G- AX + AY)=(1-AX+ AY) CU-MX+ WYY = (1= X CX o+ A=A X CY « AL1-A) YO X X"“fcy
(1-A) g(X)+Ag(Y) = _ = (1-A) X.C.X AYCY

¥ gy T Tt F W e o o il B W WP T v - B gl B PR W i o S et A e o T P ST

. wik e e e kb T S e e W W el W iy el S Bl N W e dm R Wt e -y WSy Wil Syl NP Iy oy el i V-l L m

q(1- AX+AY) - (1- Mg(X) kg(/) - - A(1- X)\(C\" >\( k) xcv +/\(; A) YCX=-A(-NYCy
= ~A(1-A)XC (X)) + A(1-A) YC.(X=Y)
= .,_,}\@ X)(x* YYC.(X-Y) < @

Tmmers O< A <1, AM1-A) >0 en (X-Y).C (X-Y)> 0 (want X.C X >0, X
willekeurig).

Voor hel geval C semi-definiet positief is, volgt het gestelde uit
bovenstaande redenering, als men onder het ongeliljkteken een

= teken plaatstT.



Voorbeeld 3,2:

. . ? N
1) Neem C = (%03 o (X)) = xﬁ%x - 1x®. ¢ s positief definiet, terwijl

uit fig. 3.4 blijkt dat g(X) convex is. Hetzelfde voor:

{

i

]
by
O

G
| .,,g 12 @

A1, glX) = %%2 + v 5 zie fig. (3.5).
I

2) C= |

|

fig. 3.4 fig. 3.5

- d
g(x) = ﬁﬁm_ g(x) = 7% T
g{x) 18 convex g(X) 18 convex

De letters A, B, C, D en E hebben dezelfde betekenis als in fig. 3.1
t/m 3.3. . . ‘
Neemt men in het eerste voorbeeld i.p.v. g(X) = X h(X) = ~ X,
dan ziet men gemakkelijk in, dat h(X) concaaf en de bljbehorende

"matrix" C~%0 negatief definiet is.

Stelling 3.2. Ken locaal minimum van een convexe functie £(X)
gedefinieerd voor alle waarden van X = (xqﬁﬁca,xn)

18 een absoluut minimum.



Nnog, {3 64y anaer
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, soms concaaf

wel een abooliue minimaa. ULt fig. blijkt ook dat f£(X)
iet overal convex is, zodat deze functie niet voldoet aan de voor-
;. Functies, die wel voldocn aan de voorwaar-

n die uit de figuren 3.1 en 3.3. Het bewl]s

Stel f(X) neemt een locaal minimum m aan in X. Voor m =-¢© 18 ce
i3 een willekeurige X

is er

g t » I g %} 3 t 8; oy o l Vi » — QO
0<A<4, te vinden, zodat geldt (want X is een locaal

8 t @ l 1 i ﬁ g @ s i d

V) E(X) + AL(X) = (1-A)m + AL(X)

< (X)) voor willekeurige
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Bovenstaand bewljs gaat ock op, als X in een convexX gebied R (zie
blz. 14 en 15, hoofdstul: XIT)ligt. Immers als X en X in R liggen,
dan ligt (1-A) ¥ + XX, G<A<1, ook in R. Hieruit volgt, dat het

locale minimum £(¥) in ecn convex gebied het absolute minimum is.

. Het alporifire van BREAL.

Al RO T L T T

4.1 Inleiding
Je+ minimun van een functie vaa meerdere varliabelen kan - als

er geen bijzondere complicaties orntreden - med behulp van de

differentiaalrckening vri, eenveuldipg berclcend worden (zie par. O

hoofdstuk IVY. Ale de variabelen cchiter alleen maar niet-negatleve
waarden roTen agnnemeéen en bovendien aan zen aantal lineaire restric-
ties moeten voldaoen, dan kan hei voorkomen, dotT het bovengenoemde
minimum acnecencnen vordt in een punt bulten hetd toegelaten gebied.
Het algorithme van BEALE geeft nu een methode aan, hoe in dit geval
een toegelat~n mininuw berekend kan worden. Er worddt echter steeds
veronrderstcld dat de functie convex is (vgl. definitie 3¢4)ﬂ) Laten

we, om de gedachten te bepalen, aannemen dat we het minimum moeten

herekenen van ~2en convexe differentieerbare functie van twee

variabelen; dus van een functie y:f{:ﬂ;,lsz) :

AlsS of enizgl-beide nul zijn voor X = (0,0), dan neemt f(xqjxgg$

R - | | >)
ziin minimum afn voor X = (0,0) (zie ook figuur 4.1).
Zijn echter beide - of cén der - parti&€le afgeleiden niet nul, dan
kan £(0,0) verminderd worden dGoor een variatie vanultl nul van de
X, W3arvoor geldt:,ggl- + O, hetgeen gemakkelijk blijkt uiltv

fig., 4,1. Ook alsxq e%x2 nict-negatieve variabelen zijn, kan
f in dit geval nog verminderd worden door een varilatle van X, van

ult nul.
Bovenstaande gedachtengang, waarbij wij cerct onderzoeken of de

waarde van de f"inctie in 0 verminderd kan worden en zo Ja deze ver-

mindering trachten te bereiken door slechts eén variabele te ver-

D S R e S S S B Y

1) Voor een toelichting van de noodzakelljkheid van deze voorwaarde
zie de opmerkingen 4.1 en 4.2 aan het einde van deze 1nleiding.

2) Het op blz. 39 van hoofdstuk II genoemde voorbeeld betrof een
functie, die niet convex wéas 1n het punt X = (0,0); zie ook
opmerking 4.1.
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anderen, zal nu uitgebrei1d en Toegellicht worden met behulp van

enkele eenvoudlge voorbeelden.

x e
. e 5
f A
.8 2 mmm._m_,_”w'___mmw...... o e L S o - S
£ 4
L& . 0

f(x.,,%X,) kan door een kleine variatie van X, (x4=0)
verminderd worden

Voorbeeld 4.1

~Bépéal het1nhmhmﬂnxmnly“:=f(xqu2) = (X1~46)2 + tx2+4)2.

Met behulp van de differentiaalrekening kan het minlmum zonder meer
(zie hoofdstuk II blz. 39) uit:
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(el - _

§@SE:'# Xﬂ 16 = O (qnq)
12 . o« § 2
2 6 2 — X 2 +L" — () ( . )

berekend worden. Het minimum nul wordt dus voor x1m16 en x2m~4 aan-
cenomen. Aangezien f bestaat ult een som van twee kwadraten 1s ailt
antwoord ock zo wel in te zlen.

De berekening met behulp van bovengenoemd princlipe verloopt als

volgt: bepaal eerst de waarde van de functie en de partié€le afge-

- | 1 2f _ .- 12F - ﬁ
leiden in X=(0,0): £(0,0)=272, = ,5--}-5-%-—--«“ 6,@.{.,)}{2 = +4. Zolang nu u,,
G -
IS = x4-16, (#.3)

negatief blijft, kan f verminderd worden door €en toename van X

vanult nul, waarbil] X2m0 cehouden wordt; X4 lkan groelen toT 16,

want u,=0 voor x1m16, Vervolgens elimineren wl ] X 4 uit £ met behulp
van (4.3). Uit (4.3) volgt:

Xq = Uy + 16, (4.4)
zodat substitutie in y leidt totl:

1 o= u% + (x2+4)2¢ (4.5)

De funotief(xqﬁxz) neemt voor x4m16 en XZ:O dezelf'de waarde aan,

als de functief%quxg) VOO uqugxoﬁ nl. 16. Door de substitutie
van (4.4) in £ kan nu op f' weer hetzelfde procéedé toegepast worden,
als reeds op f is toegepast. Wij berekenen de waarde van f' en de

NP
parti&le alfgeleiden %f en OL in het punt u,=0, x,=0 en vinden
. U axz g 2
{ bf’) 110f ! a
! —— g — oosminer —— -
resp. £'(0,0)="16, 2(auq uqmo O, 2<©x0)u1m0 4, £ kan dus vermin
X =0 xgmo

derd worden door een negatieve varlatie van X, vanult nul tot -4,
want:

Q)

1 r!
EHDXE == X2+4 (4°6)

i I
Ll ]

Yo

en dus b1lijft u, positilef zolang ng»w4 is .
Na substitutie van x, = u2-4 in ' gaat ' over in

oy 7 2
£ = us o+ ous . (4.7)
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MmLinLimum van

b

en de oplossing

hoofdstuk 11

(%.11)

(4.12)
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De oplossing van (4.12) luidt: x
aan (4.10).

Uit voorbeeld 4.1 volgt dat £ alleen verminderd kan worden door een

=16, X.=-4 en x,=-4 en voldoet niet

4 2 b

-

(positieve) variatie wvan X 4 vanuit nul. B1lj het laten Toenemen van

X 4 moet er op gelet worden dat:

O . 1T of _ _q : e A
1 U, = 2’5§q'm X, 10 niet positief wordt,
o Xy = 5-X (xgmo bij de variatiel!) niet negatief wordt.
Men ziet gemsakkelli gk in, dat x3 eerder nul wordt - nl. voor
X, =8 - dan u,. Daarom lossen we nu x, op uit (4.9); dus:
= 8 - - ﬁ
X, =3 - Xy - X, (4.13)

en elimineren x, uilt (4.8). Asngezien de grootte en nhet teken van

de variabele U, niet van helang zijn voor het probleem, kan u, Ver-

der weggelaten worden. Het probleem (4.8), (4.9) en (4.10) kan dan
vervangen worden door:

Minimaliseer f' = (X2+X3+8)2 + (X2+4)2 (4.14)
onder de restricties: Xq = &5 - Xn = XB (&.15)
= (. 4,16

Xﬂﬁxgyxg,m() ( )

In het punt xngBmO is de functiewaarde van f! gelijk aan 80, terwi jl
110f" o 1 of'! . : . . B
?(qu) ) %'”JMEGWlﬁibx)xqu 0 = 8 is. Beide parti€le af

et szxgﬂb 3 Jad 3
2
gelelden zljn dus positief, zodat ' niet verminderd kan

worden door variatie varn X5 of XB (beide variabelen zijn niet-

negatief!). Het minimum van £ wordt dus bereikt voor x4w83 X
en bedraagt 80,

Q:XBmO
Bovenstasnde berekeningen zijn gemakkeli gk meetkundig te interpre-
teren, als men opmerkt, daet de krommen (x1~16)2 + (x2+%)2 = constant =
= C >0 cirkels voorstellen met middelpunt (16,-4) en straal rR=YC.

De meetkundige formulering van de drie voorbeelden luidt den: Tracht
een cirkel met middelpunt (16,-4) en een zo klein mogeli jke straal
te vinden, waarvan minstens één der punten in een vooraf bepaald

toegelaten gebled moet liggen,

In voorbeeld 4.1 - zie figuur 4.2 - wordt de X, eerst tot 16 ge -

1) x,=x~,=0 en x.=8 levert direct een toegelaten oplossing van
selgel (4.979 en (4.10) op.
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HeT minimum wordt dus bereikt via O, E, M en de oplossing 1s een

nulcirkel met middelpunt (16, -4) (een nulcirkel is een cirkel met

straal nul). In voorbeeld 4.2 wordt X gevarieerd tot 16. Verdere

vermindering van { is niet mogelijk, zoals meetkundig gemakkelil jk is
in te zien. In voorbeeld 4.3 kan bij variatie van X niet verder

gegaan worden dan tot punt A. ken grotere varlatie zou Tol gevolg
hebben, dat men buiten het toegelaten gebied O0AB komt.

Opmerkingen

4.1 Als de differentieerbare functie f niet convex is, en alle
parti€le afgeleiden inX=(0,0) nul zijgn, dan ken f soms toch
wel verminderd worden deoor een kleine variatie van één der
variabelen. Hieruit volgt cat in het algemeen het nul zijn van

ae parti€le afgeleiden in O wel een noodzakell jke maar geen

iy

voldoende voorwaarde 1s voor het minimeal zijn van f in O,

Zie voor verdere toelichting fig. 4.3 en paragrazf © van hoofd-
stuk IL.

" *Lé‘ srermsm oo 535 A e i et - - . . v -ﬂammmmmm S —— :r
flg. 4.4
of
— = 0 en
OX

minimum = £(0)

4.2 Algemeen geldt: Een differentieerbare convexe functie is mini -

maal 1in O, als alle partiele afgeleiden in 0O nul zljn; zle fig,
L.4 en 4.5,



| |
2 z
; |
|
| g
’! , a
{ e *
| # |
—— e s e * earome bt + i sl AAA—E i O b — - ,M_.T__.mmmmm
i - o
v S R L o
Va O
fig. 4.5 fig. 4.6
f{x) is convex en f(x) is niet convex en

£(0) 1is minimum van (X

f(0) 13 niet het minlmum van ()

4.3 Zijn echter de variabelen niet-negatief 6 dan benoeven de
parti&le afgeleiden in o niet nul te zryn. als de differentleer —

bare convexe functie f minimeal is in o ; zie fig. 4.0 en fig.

h.7.
Fra)
1 / |
;; *P () AN : -
: ‘“ﬁwwﬂ M,ﬂrﬂ
T —
o . @
frg. 4.8
of
— = (0. X220 en
OX g

£(0) is minimum van f(x £(0) is minimum van f(x)

L .2 Notatie

Voor de beschrijving van het algorithme wordt het prob;gem als
volgt genoteerd:

N
Minimaliseer f(X) = 72_ Eiwxjxf X =] (4.17)
i,j=0 4 7Y

onder de nevenvoorwaarden Z_ a. .X .=a,
g 1d 10

J (a. > 0)
107 (4 ,18)
X, 20 j=1,2, ...,0.
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Evenals bij de simplexmethode nemen we san, dat de laatste m kolommen
van de matfixiﬁﬂm(aij) een éénheidsmatrix vormen. Mocht dit niet het
geval zijgn, dan voeren we verschilvariabelen in (zie hoofdstuk XII)a

Vergelijking (4.18) kan dus geschreven worden als:

X — a — 8 X - e © € ¢ ® . a X
n-m-+1 10 11 1 Tn-m n-m
_ . L. 20)
X s a . — 8 . X — e 0 © D © - 8 X 0
n-m+2 230 2171 2n-m n-m (
T - e - © & © o 6 o e X
Xn “mo {mﬂxﬂ “mn-m n-m

Met behulp van de m-vergelijking (4.20) kunnen we de functie T (zie

4.17) schrijven als een functie van de var’:"i_E&"mﬂsz‘]_en}c,.1 t/m X m® Als
we bovendien de notatie als volgt wijzligen:
xoﬁxqg ,.,ﬁﬁyxm noveren als zoﬁzqﬁ a.n,nﬁzm
X ® & ¢ & € X X X 5 6 © % e 0 #X
n-m+71" ! ; " 1772 > m
- ¢ © @ ©® - . ¢ © % © @ 5 a
a/‘/lg © 9 am/’ P [ a/i/lj 5 m/‘
-3 e 8 It 2 9
n-m?” *°°°""° "mn-m n-m? °°°°"°"7 "mn-m
dan kan stelsel (4.17) t/m (4.19) geschreven worden als:
n-m 1)
r a 3 e~ ,
Minimaliseer f(X) = 2 c¢Cc..z2.2Z. 7 =] (4.21)
e O T Ay O
1, J=U
n-m
onder de restricties x, = a 1- a,. 7. (4.22)
h hO - Ny J
J:.::/]
X a,. .2 O h="1,2,...,m
hy h@fﬁ 5 &3 3 ()—4' 23)
ZJ;aOﬂ 1=1,2, « v o, 1=

Uit de voorbeelden 4.1, 4.2 en 4.3 bleek al, dat de functie £ en de
nevenvoorwaarden (4.13) en (4.19) aan het einde van iedere iteratie
in de vorm (4.21) en (4.22) geschreven kunnen worden. Zie bijv. (4.5)

en (4.14), (4.15), (4.16). Bovendien kunnen er onder de z-variabelen

ook variabelen, die alle re&€le waarden kunnen aannemen - de z.g.
vrlije variabelen - voorkomen. Zie bijv. U, in voorbeeld 4.5,

A wliemi  WWENy TR ek WWNE  uewl Wb

1) Door de bovengencemde substituties m.b.v. (4.20) in £ uit te voe-

ren kan men gemakkelil jk verifi€ren dat weer geldt Cijmcji“
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—= ﬁ; - q Z h — /} s @ e m 402
h qho T g ? ( 9)

nodig. Deze ontstaan door in (4.22) en (4.27) zjmo voor J#r te

substitueren en voor i te kiezen i=r. De coé&fficienten a en C

no ry
z1iin altijd niet negatief . Voor 240 volgt dit uit de veronderstel-
lingen van het probleem (vgl. 4.18); tot c__ > O concluderen we 4oor

op te merken dat een convexe functie in n-variabelen ook convex 1S

in één variabele als we de overige varisbelen nul stellen. In het
N —m

. s o
(x) = - o z.7z  mwmoet dus f=c . +2¢c .z 4+Cc__Z_ convex zZiLjn.
geval f(x) iz%:O 613 1] - Q0 r r rr v J

S =

Hieruit volgt het gestelde.

A. ¢, <0, c =0 en alle a 3> O.

Dit betekent dat bijg variatie van Z. geen der vergelijkingen;(u,zfﬂ)
en (4.29) nul ken worden.

Uit £ = +20

0 0% blikt dat het minimum in dit geval -2 185.

B. Eén der basisvariabelen x, is nul voordat u__en de overige
B. Lken der basisvariabeleéen x, 15 nul voorast u, €n VErLlge
pasisvariabelen nul worden.

De index p van de basisvariabele die nul wordt voordat ur<:O en de

overige x-variabelen van fteken veranderen, vindt men door het vol-
gende betoog:

: _ 10
Uit (L4.29) volgt, dat: x.=0 voor z_ = - -
7 T a
! | 1
: i a
* z mO
X =0 voor z = - o
r a
mx
Aangezien 7 1n positleve richting gevarieerd wordt, kunnen de X5
a. ~
10 . . . :
met m-§-<wﬁruxnﬂsfmd.wordenaiﬁovendlen wordt de grocotte van de
17 ~3.
variatie van zrbepaald door de kleinste positieve waarde varxwgﬁmw;
| 11
daar aﬁO;aO 18 benoeven we alleen masar nasr de gquoliéniten met a._ <
te kiligken.
_ 9o O - dpo _dye __ dgq
Apr Apr Rler Agr
O A

fig, 4 .10

Het interval OA bepazlt de grootte van de variatie van z

TR




Bovenstaand betoog kan samengeval worden door middel van [ormule

(4.30).

e R

. | B ,,,f; ; ! /

min - = - ==, (4.30)
DU a s o

a, < U nr DI

nr |

e voegen nu Z.. aan de basisgvarizaopelen en X, aan de niet-basis-

variabelen toe. ULt de pde vergelijking ven (4.22) lossen we zZ

op.
r P
3 0 q a,ﬁo,,_
7z = - e x - 2y (4.31)
r 3 3 D VR = I, J
DY DY jfr T Dr
Substitueren we voor zr {formule (% 31) in £, dan neemt f voor
7 =7 = . =7 =7 =0 x =0 precilLes die wasrde aan, die
1 T2 T — 1 3?V1 n-m 7 TP l g
" . stituls 3 4 .371) voor Z . .,=%Z .=, ..,=% =7 =
f bereikte vddor de substitutie ven (4.31) voor 4=Z 5 AT
D90
m.umzn mﬁo en ?p:m'“gf) .
DY

e

Als we (4.31) ook substitueren in de overi.ge vergelijkingen van

(4.22) en de varisbelen herdopen als: zl=z_., zl=%

t
170 ST Ep e e

gl

2 e Z Z “""‘X s:.,...t T - &C e ﬂ .:{ - g & 9 8 X “"""‘"X
r-1 "r-1""r Tp’ r%ﬂ “r+1° P n-m “n-m I e -1 Tp-=-1-

X =7 X! =X A = dean zign £ en ¢ y
D lpe X 1™ IR S S dan zljn [ en de nevenvoorwaarden

weer in de vorm (4.21) en (4.22) gekomen.

Z 2,....0-Mm 1N het algemeen een

De functie neemt echter voon ?{mﬁ L="7,
kleinere waarde aon don voor de substitutie. Op deze nieuwe vorm van

' en de restricties kunnen we weer eenzelfde iteratlie toepassen

(zie 1terstie N) etc., totdat alle C. 5 niet negatvtrefl zijn. In dit
geval neemt 1 zZijn minimumwaarde Cop @én voor zij €N X, =3, ~- Z1le€

voor 1llustratie hiervan de voorbeelden 4 .2 en 4o3¢

De substituties van (#.31) in (4.21) en (4.22) verlopen aldus:

a a
- - hf’ j . hr D
}{h - oh() apr cﬁ}._:)(“) - E}'i’"?ii:’* Xp T j;ll”( d h}? 5‘;) Zj (4 . 32)
} h#p .
De (nleuwe) aijfs zi jn dus:
ap_
8}:'1“} - ahJ - ahr =) h?ép.? 3741‘7 (L;‘aBB)
DY
a .
2Ly = " 7 jAr (4.34)



- n7p (4.35)

A (4.36)

Teneinde eenvoudige transformatieformules voor [ Te verkriljgen,
schrijven we f weer als volgt:

f = (c. + ... + Cc. 7 + ... + C, Z + 4
Le00 Lrr oo Yyn-mon-m ) (%.37)
(c. + ... + Cc _Z + ... + C Z )z +
10 1y 1,Nn-m n-m 1
(c + ... + C Z  + ... +t C .z Yz
n-m, O n-m,r r n-m,Nn-m n-m’ n-m

Lerst transformeren we nu Z s binnen de haken met (4.31).

a p& CGV | F‘h?ﬂ”‘w"
= {(Coo - T2 Cur ) bt - ) - (4.38)
f , ( CC}O _ W&q" + ¢ € = + . X 3 }r T & o I Cﬂﬂ*ﬁ"zg COT. er_‘_ﬁf.) —§ 4
a?ﬁ" a %ﬁ, r a ') o
haw e o T . ....Hu.”ac.,.,,r.,,......nuu.1‘“...4“,... K e e mmt hE FEEE cAm e  mEd ERTRER T oa . kW s m
am C n,. gpp?")»ﬂ’"’t
(c... - Civ ) +eoot X +...+(cC - )Z o mlZi T
{( CLQ 8 p%* 18 ¢ & @ a p?ﬁ P e 8 o L0 M 8 pr C Lt N a2 i
...................................................................... B e B
8%’3{) Lﬁ_m!r ap;fhﬂ'}
e ﬂ H(Cy i )
{( om0 apr r:au.a'r;,r) o o o T O XP T o C!“'ﬁ Yy -6 3 or Ty F Mg Zn- 22 B
_ &

Hieruit volgen de formules

d__ -
c! = ¢, - gﬁi-cﬁ J#£T (4.39)

i3 1] - ir

cl,. T 3 , (4 .40)

Na substitutie van deze waszsrden in (4.38) en vervanging van

Z * & ® Z 3{, : Z e @ e & Z + e -y a7 -
4 R P L R y2. _qe d1€ binnen de haken staan, door
2%3.,,jz%jgﬁgjzgﬁmj kunnen we (4.40) schrijven als:
= i ! { ~ | > 1 ‘ - [ {
£ (Cly T CLiZ] +o.otclizl oo+t zh) - (4.41)
1 ! ! - ! ry | . . ! {
(Cle t+Clozl| +...+cl ozt +...+ ClnmZnml) Z:
_ ! | ! ! ! ! ! !
( c ﬂww?_;,ﬂ + C ¢ AR Z ¥ + ©ee + C i"”&»r’ﬁ}?’Z & + © 89 + Cl’“iwn‘s 4 1. zmzfx-.r"x'}) Z U & LY

Door de haakjes weg te werken, en daarna de zi bulten haokjes te
brengen wordt (4.41):
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De co&fficiE&nten a.. en c¢. kan men in tableaux opschnrijven nl.:

1 1)
A C
— e T U
, _
B To R ?1§nmm | ?DD”””“"“””;Ojnmm
| ; - | ;
| 3
| , -
%aﬁﬁ ““““““““ “m,n-m 3 Vﬁ:ﬁgﬁm“”””cn-mgnwm

Het A-tablesu wordt één keer getransformeerd met de formules (4.33)
t/m (4.36).

Het C-tableau wordt getransformeerd met (4.39) en (#.40),; daarna
getransponeerd of gespiegeld ten opzichte van de hoofddiagonaal. De
elementen worden hernummerd (cﬁi'wafdt gelezen als Cig) en daarna
nog eens getransformeerd met (4.59) en (4.40). (dezelfde aij’s en
de hernummerde c¢! 's!) Door substitutie ken men bewijzen dat het

L
twee keer getraensformeerde C-tableau weer gymmetriscn 1S5,

= oy . TR T I o i i

C. De variebele u,_1s nul voordatl een der basisvariapelen nud
wordec.,

A S i T

%

Uit forrmule (4.22) volgt, analoog asan het betoog van (4.30), dat in
dit geval geldt:

i N 17 () U
min (- , - —==) = - ==
- o a 1, Q C
a, < NY: rr 1y

L1y

Bij verdere toename van z_ zal { niet meer afnemen (een convexe

T
functlie kan geen bulgpunten hebben; zie fig. 4.9,
|
” !{ 4
; .
- | f‘;

fig. 4.1

lussen A en B is f concaaf, tussen B en C

15 f convex.
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Lteratie N

Als basisvergelijkingen dienen de vergelijkingen (4.21) en
(4.22), met dien verstande, dat het aantel basisvariabelen nu

groter dan m kéan zijn en er één of meerdere vrije z-variabelen
kunnen voorkomen. Deze worden door de onder C genoemde transfor-
maties ingevoerd. In het geval de onder iteratie -l genoemde zZ.._€en
vrije variebele 1is, kan f a2ltiyd, mits Cre £ 0, onafhankeliljk van
het teken van de afgelelde nacgr Z,, VOOT Z4=05 0 s o T =0 verminderd

n-m
worden door variatle van Z o Immers, 218 C.g < 0, dan volgt dit ult

de bespreking bij fig. 4.8 en als Con) > (0, dan kan men [ verminderen

ko

door variatie wvan Z vanuit O naar -oo , hilerbij weer ?.f‘iimo latend

voor i#r. Zie hiervoor fig. 4.14,

fﬁ"’ﬁﬂf
D R B
“
)
.g. .i & ¢ }4 & /i u'
N * D ‘fﬁ . e, } , | -y N L )
w= oo = c 20 voor 2 =0 f' neemt af
. t? i . e S ~ -1 , N ——
.-

Hierult bligkt, dat zolang de verzameling der niet-basisvariabelen
eecn vrije vaerM§M3§ﬂhﬁmt le%u bevat, het de voorkeur verdient
deze ulv deze varliabelen te verwijderen, Immers de functie kan in
dit geval door vaeriatie van de vrije variabele Z s :;fﬂj"voor i#r,
altijd verminderd worden. Dit verwli jderen van de'vrije variabele
. ult de niet-basisvariabelen kan niet direct, nadat deze aan de
z-variavelen is toegevoegd, plaatsvinden want na de toevoeging

celdt: ai?mO i#¥r (zie iteratie 1 onder C).

bvenals bily de eerste iteratie, kunnen we bij de variatie
van z., Weer dezelfde gevallen A, B en C onderscheiden, die, onge-
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,16) ontstaat door de vectoren X s

M

4

1

(5.15) en (
X2n+m en de coefficiénten van

i

Y

I

N

Het deelct

LY

}

et
]
&

Thleau va

r
L

Het
Le hoofdstuk XII)Q

schrappen.
taat (aangenomen wordt dat men de

1G0T

+,

o - iy

.

Ttot éen

dat

m.a.w,
niet steeds het grondtablesu meegetransformeerd wordt) door ult de

toepast,

ii

ones
zie hoofdstuk X1

: 1s nul en wordt zeker bereikt (=z

™y

e
g

v an
e simplexmethode

erzien

Het tebleau van (5.138) en (5.19)
n

minimum

kolommen X, .. t /m Xy oo Gl€ kolommen te schrappen, waarvan de

de oplossing van (5.15) en

nul 18 in

%

LJ
\ 1 .' j >\ o
(5.16) en door de kolommen X, . ., t/m X, ., te schrappen

Z

bijbehorende variabele

Q
»

Simplextableau (5@20) ziet er dus voor voorbeeld par. 4.5 uit als
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Voorheeld 5.1

f—
L TELEE W T e L

Het voorbecld inn 1.5 wordt met behulp ven het algorithme van

Wolfe hieronder nog cens ulbtgerelzend. Bij de "simplexberekeningen”

wordt de herzicne simolexuethode vocgepsst (zlie hoofdstuk XIT,

par. 11). Tablraa (5.20) zict er no cubsticutie von de getalwesrden
als volgt ult:
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lzem (5.15) en (5.16)

S

»1

Bijg de minima2licering ven (5.15) worden de vectoren X4ﬁ X

5 X6 en
”X.,?. niet meegerckend. BHig dc verelening 1g de herziene simplex-

C
. - : > ? , SR - - ""Ex_*;" e i w“- o .y e v - o
methode (zie hooldsiulk XIL) toeepast

. 4
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n,
N
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BN = (1,0 0,0)

D= (1,1,1,0,0,0,0,0,0,0)

.. i : Il ;
U Ky =2 v C SEN A

t
: ; : i
- g . L - s - i e
() X HONEEES () () 1
. ;' * P é';. ‘J *‘"-L.— ] lru_J by 1
- % 5 » ;
? ; g E i i

» Yol et er D a2 - = i :
Fhase 2, QD.:%,,QS;:S LG wan E,)I"Ui}l@(:fm ( . ﬁ/lQ) 1 (5 ﬁ/lg)

De vectorer: quj Aoy K43 2N N4, Wowvaen geschrapu, de vectoren

-

L ™

-

Xuj XSﬁ Ag N XT worden van nu 21 meegefteld, fq wordt vervangen

ki

f? en de nisuwe keuzercpel wordt, zonodilg, toegepast.
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programmeringsmodel (1.1) is het optimaliseren van een kwadratische

approximatie varnl f(X,‘j s o o g I ) onder linealre approximaties wvan de

n
gk(x,lg ‘o jxn) en x,7» U, In deze zin kunnen o.s. de A..7., en A.B. als

cen benaderende oplossingsmethode van (1.1) beschouwd worden. Er
z1ijn echter ook wel algorithmen die een betere oplossing van (1.1)
geven.

f ="

ZOUTENDLJK s 7"”" methode van de tToelaatbare richtingen is een van de

 p——— oot

meest algemene, Veel programmeringsalgorithmen - ook lineaire pro-
crammeringsmethoden - kunnen nl. als bijzondere gevallen hiervan
beschouwd worden. Deze methode is zelfs van toepassing (onder zekere
voorwasrden van differentieerbaarheid) als de functies f(}{’if ;e ,jxn)
en gk(x,]ﬁ . . ”’Xn) niet convex zijn. Men kan dan echter niet altijd

zeggen of £ in het zo gevonden punt absoluut minlimasl is . Voor

praktijkproblemen 1is dit niet zo bezwaagrlljk, daar men vack door de
aard van het probleem wel weet, of hel zo gevonden punt een locaal
of absoluut minimum kan z1]jn,

HILDRETH [ 4] reduceert probleem (1.4), (1.5) en (1.6) tot het opti-

mallseren van een convexe kwadratische functie met niet-negatieve

variapelen. De bepaling van het optimum geschiedt - analoog aan het
AB. - door cobBrdinaatsgewijze optimalisering (Univariate method).
Bewezen kan worden, dat deze procedure convergeert (het optimum zal
i.h.a. niet in een eindig zantal i1teraties bereikt worden).

D'ESOPC | 2| bespreekt van bovenstacnde methode een generalisatie;
de functie f(x,], ‘ ..._,XZQ moet convex en de restricties moeten recht-
hoeklg zijn (d.w.z. allecn nevenvoorwaorden van de vorm o < X. % (&1

T 1 1
zijn toegestaan). In 4] wordt bewezen dat een stelsel lineaire

el

restrictles tot een stelsel rechthoekige nevenvoorwsarden gereduceerd
kKan worden. Het algorithme van D'Esopo ig dus, mits f(:x:,]m}cn) convex
en gk(x,p - ,jxn) lineair zijn, toepasbaar op (1.1). Een andere
convexe programmeringsmethode is die van FRANK en WOILRFE j;;jj_ (hierin
zijn f’(x,},. o gcn) en de gk(xqj Vo e E,Xn) convex ). Deze methode 1is een
generalisatie van hun kwadratisch programmeringsalgorithme, dat in
hetzelfde artikel wordt besproken.

Laatstgenoemde methode conver-

geert echter vaak zeer langzaam.
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