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1. Inleiding 

Het lineaire programmerj_ngsmodel, zoals beschreven in hoofd-

stuk XII van deze leergang, zal in veel gevallen een te eenvoudig 

model zijn, dat of in het geheel niet toepasbaar is op, of slechts 

een eerste benadering is van het praktijkprobleem bijv. de te op­

timaliseren winstfuncties mogen in het beschouwde gebied niet als 

lineair beschouwd wordenj zie bijv. produktieproblemen. 

Een geringe generalisatie, namelijk door alle of enkele van de 

te optimaliseren lineaire functies lineair in de variabelen waar-

over men vrij kan beschi\{ken te vervangen door kwadratische 

maakt het toepassingsgebied van het programmeringsmodel veel 

functies, 
0 ruimer. 

De meeste van de tot nu toe bekende algorithmen eisen van de te 

optimaliseren functies convexiteit zie definitie 3.1 . Als deze 

voorwaarde ontbreekt, dan is men er in het algemeen niet zeker van, 

of de gevonden waarde inderdaad een a.bsoluut extremum is. Maar enke le 

algorithmen kunnen in dit geval zodanig gewijzigd warden, dat de uit­

komst minstens een locaal extremum oplevert ooa. het in paragraaf 5 

te bespreken algorithme van BEALE . 

Het lineaire en het kwadratische programmeringsmodel kunnen als 

specialisaties 

nl.: 

van het algeme11.e programmeringsmodel beschouwd worden 
I··••: b l •w 4 ,1 ,. U If P •• a«*wl• 7 o 4 ... 1 I 

n 

• • •, X n 

Het programmeringsmodel is: t 

a. en 

x 1 J ••• ,xn zijn. Voorbeeld 

onder de nevenvoorwaarden 
• 

onder de nevenvoorwaarden 1 .1 

1, 2j 

? 

J 1.,2, .... ~..9n. 

lineaire functies van gl-<: x 1 J ••• J xn 
voor m=3 en 11==4: 

1.2 

g 1 x1,x2.,x3,x4 9x 1 +7x2 8 

g2 x1,x2,x3,x4 

g3 X1,X2,X3JX4 

b. 1-cwadratisch als 

en lineair zijn 

- .. x1 

' 

> 9 

+7x4 >13 

resp. kwadratisch 

m=2., n=3: • 
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Minimaliseer f x 1 ,x?,x~ ~ 
l.-- .,,., ,, " 

0 <'") 0 r .,, .. , :c:: C,,. ·). C. r . c_ 

C. ..J l .. " ··"' 

1.3 
onder de nevenvoorwaarden: 

X ·,1 
. ,, 

. ./ 

x 1 ,x~?#~x,:~ 
' , 

Men spreekt ook wel van l<wadratische programmer~ng als behalve 

ook ~~n of kwadra-
tisch in de 

alle tot nu bekende algorithmen alleen maar van toepassing zijn op 

het eerstgenoemde geval, zulle11 we het begrip kwadratische program­
mering alleen in de eerste betekenis gebruiken. 

Het stelsel 1.1 kan verkort opgeschreven warden als: 

Minimaliseer f X 

ender de nevenvoorwaarden: 
1"-1 0 t'YI .'\. _, j '-=. j • ,i, e , l 11 

waarin X de vector x 1 , .•. ,x voorstelt. n 

In dit hoofdstuk zullen dus slechts programmeringsproblemen ter 
sprake komen waarin 

a de te minimaliseren fu11c~ie f X kwadratisch is in de variabelen, 

waarover men vrij kan beschikken en waarin f X bovendien 
strikt '.~ ~ ..i. r convex 1s 1r1 ) .. zie def. 3"1 J 

b de nevenvoorwaarden of· ~-e~.tr.,~~tt_e_s line .. ~_i_r ;z.,~_tj11_ in de onder a 
genoemde variabelen, 

c de onder a genoemde y_~_~_i?b~len _n_~ .. ~t ....... n~_gati~-~~ .. ~~--j_r1. 

In formule luidt dit: 

Minimaliseer f X 

onder de restricties 

of in vectornotatie: 

"""'" .... .... .... •1 .. ... ...... -

n 
1 ~·'-

+ 

a X ---4 I , a 

lJ J 

l' --· t~ 
, u --~ 

a. 
10 

a. ? o lO. -

i : .. '. 1 , 2 , . . . , m 

j - 1,2, ... ,n, 

1.4 

1.6 

1 Zie bijv. G. ZOUTENDIJ1{, Methods of feasible directions, 1960, 
dissertatie - Elsevier-Amsterdam, Landen etc. 



Ond··er· de ~e~~~irt-~L 0 ~ \ ..,_ v\.,...,.L·-·\.4-~0 

waarir1: 
() 

•·j 
I 

definiete matrix. 

"'f" '"\ ~en matr:Lx 

"3 - -
~ 

pt:>S it 1.ef 

ieder 
,.J.,,. , 

C ' . 
·1 J' 

- •'"\ --· . ,....... w ,,, 0 

~J ] . 
een syrr1~r1etrisc}-1e matrix zie verder par. 5 

...... 

var1 t1oofds tuk VIII • 

De g~ .. f?..,I?.t,ege~.de n1atrix var1 i..R, die c)ntstaat door de elen1enten 

·1 ~ J l V . 

bi ~i\r. de gespiegelde van vlft) en 
,. 
'--

v'IOI"dt a ang. egeve11 door ,.II-· t • fl'"' - ) 

van zichzelf. Dit laatste geldt voor iedere symmetrische matrix. 

1 4 6 \ 1 ·? 
,,-, 

\ I 1 
l 

7 
• ' :;,1 t+ \ \ 

..._ 
I ' l l ' l 4 ') 5 

I 4 5 
/" I 

2 1=~ 8 b 
• - I 

_,, .... l --- i -- L. - •--*~ - :) 
' 

, 
I I 

I \6 5 ,..~ 7 8 
\ 

?. 6 i 9 \ 9 ...I j _,,,I • j 

is 

Om in het algorithme van BEALE een vereenvoudiging in de notatie te 

verkrijgen - zie formule 4.17 - schrijft men de functie f X ook 

wel in homogene co~rdinaten. 
t1 n 

i ---1 .1.. 

-- ......... ...- ..... 

f 
2 

In plaats var1 .p 
L 1 " ' 

schrijft n1en da.11 

( ) ., 

• • 
• • 

-+- •••• 

' ~..;.. 

' • Ill • • 

i • l • -,'.: l) 11x i··, -+· -,; c x x -+- • • • • - , , , n 1 t"l .. , 

-

+ .cl:- p X 
•") ··~ n n 

1 : 2 + ·.~·C X 
.r:.. nn n 

-
C 01XOX 1 ·t . ·• • . + c 0 .. x 0x n '1 n 

' 0 - - -
C 1 ()X ,,.1 X () 

l 
L. + + c1nx1xn c11x1 -r· 0 • • • 

• .. Ill .. • • 
• • • 2 - - . -.. -t- c• X C OX XO + <~. 1x x1 ·t • • • "' n n n r1 nn n 

1 In de notatie zal geen verschil tussen kolom- en rij-vectoren 
gemaa\{t warden. 



" waari11. 
-
C --·O 

00 
- =· 

i, j ==1 , 2, •• o ,9 n 

Met behulp van vector- en matrixnotatie luidt r 2 : 

waarin X nu de vector X X X Vo ors +-e 1·c me·c (;).9 1;) "I)•;} n LI 

Numeriek voorbeeld: 
i~) 2 2x1 4x r) 

c... 
f 1 + + -+- + -!- I 4x 0 

-➔ x1 i -I 

--_,/ c... 

I 2 2 2x 1 + ....L ! . - 2x 1 + I + 8x #«--< --r-
.,, __ 

T t '7 --►- c.. ... 2 

of 

-- x1 + + 

+ 
2 

-l·· 2x 1x 2 x1 X 1 
2 

+ + 4x 0 - x2x3 c:. 
0 

+ ! 
c.. 

X3X1 - ·1 

f2 
2 

+ X ~1 O.x 0 + 0 

+ 
2 

+ 2 .x 2x 1 

+ - x2x3 

In matrixnotatie luidt fn dus: 
c:. 

I 
0 4 2 I 

I 1 2 • 
I -· xOJ x1, x2., x3 I 

l 

4 2 4 -1 

\2 ;1 -1 2 

+ x 1x 3 
-· x2x3 

r) 2 -t- c:.X 
3 

\ XO XO 1 

! X 1 
I 
i 
' 

x2 I 
I 

x3 ' I 
' 

2. Voorbeelde11 va11 kwadra·tische programmeringuproblemen 

- 1~ -

+ 2 1.10 

+ 
2 

-

1.11 

1o12 

1.13 

Het kwadratische algorithme kan bijvoorbeeld toegepast worden 

op de volgende problemen: 

a 

We beschouwen eerst een produktiemodel van een automobielenfabriek 
- - - - -- ... .-. PMII 

Het hier genoemde voorbeeld is ontleend aan: Ro DORFMAN, 
P.A. SAMUELSEN en R .M. SOLO\tJ - 1'Linear Progr,amming and Economic 
Analysis 11 

- MacGraw-Hill New York 1958" 
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die produceert voo1: een ri1arlc·t~ 1r1et volledige mededir1ging d.w.z. de 

verkoopsprijs v~n ecn a~to~obJ_cl is onnfhankel:LJk van de grootte 
' 

v a n de e i g e n prod u l-: ti c ) o D i ·l, r·n :J. l" let .le ·y p e g e e f ~ ~ b i ;j he t hie r be s c ho u w de 

produktiemodel aanleJ.di11g tot ~en lineair programmeringsmodel. 

Door 11u de r12rl{tvort11 te ver3.i:-1c~eren i11 ee11 rr1onopolistisch 

d ,..,. r r-, 
p \( !I O t,;_._J 0 

-iP V~1·r1r0 -1·)'='•··7,-, .,,_, L. ,.... ,..., l \,. CJ t.- i .. l. .• ..I. Li ,J is aft1ankeliJk van de grootte 

1, l ·L ~J l:i: cl. 8 t 11t-=: t programme 1,, j_ ngs mode 1, ond er 

bepaaldc voorwaarde11J 1,,::,.,~:~J.d:r8t1_scl-1 v'!o:·dt. 

De genoernde fc:11Jrj_el{ 11eeft vier1 af1 delinge11.; 1AJaarvan de grand­

s .le o f f'I e r1 o n 1) 1
~ f> e r l ·ct t o e r.J e 1. e \/ E-: ~. d l ,.,-: u n n e 11 VJ o 1-- cl e 11 " 1.) e pr o du kt i e be s t a a t 

U i t 7 , ,, ... ""°J •'.) l. 7 )_ 0 t r., """;-i t- --r,·l] r· l-;'" ,:, T-..J '.:) 1r-1 0 IJ . _ -I.. vLJ'._ i.,_; L-. ~ l_, , ,.._, •· . l l 1 ... • _, \. 1.J ·• \ (..l. C . . · 
. ~ 

bij de marlct met volledige 

tTI e a e d i 113; :L. Yl g J 1' e s 1J • '...: e "t"l r1 e t t O \Ill j_ 11 ~ ·t p e r s t "ll l{ g e r11 a a kt v\T Ord t V an j 0 3 0 0 • -

en f 250.-. 

D 0 '1"1 8 v ·1' YY' l 1 m (' '=" l") ,-.. (' l" t e l' .1 -., · l.;,,., .• ..1... ... ~ i .- u • 1 • ..,_,, ~l. ,-, Cl ..r \..,; 1na3~d vsn iedere afdeling is in tabel 
' . 

r_r_, ab e :i__ 2 (l I 
• .. " =-.. ·~•--· ·-

ProduktiecapacitRiten per maa~d van de afdelingen van - - ,....,___ _ ____________ ___,;;-,...;,.._-___ _ 
. f' ~ . l . .. . . - . (. "') '"' "Vi -, e r 

I • • L J.. ' • _) . . CJ ;.J -· --- \_ -- ---- - ~ ,, .• ____ - ---·- -

____ ... , .. -•-•-• ~•<,,~~ ~~•-••• ••-•- »•-• -•---•---- .. •• h .. -. .. - ... -- ... -•--•••---•• .. ••.0- .................. 5 .... ,. __ -----• _.,.,._ ... ,..,_,,_., -------•-- - • --- ---• .. •~•••---• •--------o,-•---•-•--•-...J.-------.-.... __.. __ ,,.__H __ .,. ___ , 

Lu:;::e auto' s 
+----·-··----.. -·~-~ ... , _____ , --~ .. -----~-~-·-.. -- .. --~·---· .. ~· ... ----··-·---- ....... , _______ ,.. ____ ..... _.,._,. ...... , -- , ------ ... -----·-~---- __ ... __ ,.,.....,.. ..---~--... -- .. -~-·-- - -----1 

I 

II 

III 

l 

I 

l'/1 Cl t a ., l ,. • t· ~:inn 'r 1 ·, •• · ., -:; 
.l. .,_ ·-' ( (_. -- . .) <...A,• _. • l . t ,,, 

• 

I 
I 
! 
i 

' ' ! 
• 

?50000 35.,000 

'16.667 

-
IV I Trl1r:; 1{ ass 8111!) 1 a[:;e 

'---- ----~-- ----·-----·------.. -·~------~----· ---·------. ··-- ---·-------__;_·-··- ···--· -----·. -·----- ---- --·--··----·------------l-.. ·-·-······---·············-··--' 

u it de z 8 .Jc ab ·2 1 b 1 i rl ~-:· .le; d a Jl,~ er r;1 n:·: i m 3 a 1 2? 0 5 0 0 1 ux e au t O f s Of 4 5 • 0 0 0 

t r u c 1{ s p e r 111 s 2 1--i (3 Ei f") e; e J. E: · 'le 1"7 cJ l \~ 1 J. 1·111. r·: 11 ·~/\J or ,:.1 e n 0 

,I / 

Voor de 1;rod1~1l-:tie ·\1-::.1". 2cn :.L1.:xe v\l(3get1 

1 G , 1 8\ _ 
tnen ---- -- - '"'c11·1 c1 c ·tc1 tale 
af6e7i'ng I l'10(~J"c·:· f\_., ... ]or"'\('' .. r·j··1r1 i·· ,·,•,~ 1,-1 '=Joor 

-'- :) - ·.A , <._) 0 J:" • ~ . .._J, • \. I ,'.:.:.) V _,_ L ,\. l / \ 1 > \.:: C \ 

true l<: pe1~ ma and hee ft 

r:) rod 1_1 l{ -'c ~L. e c a pa c i t e i t v an 

2fdeling II de breuken 
'1 ✓1 

--- onder bovenstaande restric-

ties, naar de produkcieco1nbin8tie, V!aarbij de winst optimaal is, dan 

kan stelt 

het 

truc1{S voor • • 



1 

,... 
' ,, 

- u -

- deel gebruikt Vodo produktiecap.van afd.I < 1 

I I r I I t t I t l ! I 

produkt1e van afl.1eli11g III < 22 o 500 

rt r l 

De totale winst bij een 

bedraagt: gulden. Bovendien 

In formulevorm luidt dit probleem: 

Maximaliseer f 

onder de restricties: 
250000 

x1 
----330333 

I I IV <:15. 000. 

If II <1 

tru.cks 

2.2 

De nevenvoorwaarden 2a2 kunnen grafisch uitgezet warden. Uit figo 

2~1 bliJkt dat de toegelaten oplossingen binnen het gebied OABCDE 

constant - vormen een 
stelsel evenwijdige lijneno De iso-winstliJn door e geeft de maxi-

male winst, en punt C de optimale produktiecombinatie aan. 
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I-Iet gebied van toegelate1·1 p1'lodul{tiecc···1bi11aJcies en de iso-
-· ' ., 

wins t 1 i ,i ne ~1_.....__-_- ~: .. ) .. vC: .. tJr e e 11 ~a.r k_· ·_t _m~_ . ..,_i~_v_o __ l __ l_~_s1 ige med e dinging 

--

Door berekening, bijv. 

dat de optimale waarde 
door middel van de s:LmpJexmethode, vindt men 

• . r- ,...,.,.~ 11 . 8 \ v a r1 .f =-= T • / ..,) 1 .. '-t 1 , aanger1omen wordt voor 

Vervolgens beschouwen we een markt, waorop de winst v 1 per 

1 uxe auto afhanke li jl,<: is v a11 het a ant a.l f£e p11 oduceerd.e --verl-cochte 

luxe auto 1 s, 

afhankelijk is van het verkochte 

V 1 625 - en 

per truclc cleze11·~ae blijft, dus on-

aantal trucks~ Stel bijvoorbeeld: 

De winstfunctie krijgt dan de vorm: 
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f -;;..--:: V X + 1.J X :::: 
1 1 2 2 625 2.4 

De iso-winst lijnen z~_Jn nu kromme lijnen waarvan de vergelijking 

luidt: 
• 

-

Uit fig. 2.2 bliJkt - de restricties zijn dezelf'de gebleven - dat 

de optimale iso-winstlijn BC raakt in Pen dat P dus de optimale 

produktiecombinatie is. Het optimale produktieschema luidt nu 

bedraagt" 
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De opt in·1a le IJ.r~oct tll<t: 1. e c: ornb 1 r1a t ·Le v ti r1 r·1e i: i<w adr at i. sc he mode 1 be -

ho,e.f•t·- - ·_in tPcre··n1 :--1tp""Ll ;i 'f"'i{:,' r·.(1t- '"·1e· i" ·.1, 4 t~1ea·1 ·~e· mroa·~,-::.1 - niet samen te 
t' V - ,..._. ~.. .J. ~ -/,,,# ..... "'" ,,..&.,, .,_ 1, L r-,~-"~\ 'l;p '" V l J, -; _,_.. ;\, ...., -4,,.. ,.., 't t ~ ,.,,_) ~_,.. 

Een voetbaltotowinncar wil 

in vier ondernemingen C e1·1 D 

belaetingvriJ is e 

Drl. 1s ad~ 1 OClO 000 -
1. ' 1,; ,,I ., • • 

aangenome~1 wordt dat de 
"--' 

beleggen 

prijs 

De JaEirliJkse di\1ic1e1·1.dt,tit.kerit·1ge11 per 1()0 gld~ lc1.,111nen warden 

v o or g es t e l <::l door v i e r·~ s t: o c 11 as L: i s ch e ~· o nd er 1 i 11 g o 1·1 a fr-1 an\{ e J_ i j k v er -

•" 

van respo 4, 5, 6J 3 en 1, 2, 2, 1 gulden. 

De belegger \,,Jil mins·t:ens 4,5~:5 11 erite va.n z1.Jn \<a1)itaal maken., zo 

weinig 1nogelijl<: r1s1co lope11 e11 1.n de bedr,i,Jver1 E\ e11 C niet meer dan 

6 ~b v a r·1 z ·1 J 11 k a pi ta f: 1 i 11 v e s t: ere n • Z o v\J e 1 n i g mo g e 1 i j l{ r"' :1. s i c o 1 open 

zullen wij hier interpreteren als het zo klein mogelijk maken van de 

variantie van de to~ale JaarliJkse dividenduitkering vgl. oak voor­

beeld ·1 .4 rnet hoof~cistui{ VII ~ De to·t.:ovJ·in11ar1r ,Jraagt zich nu af, l,oe­

veel gulden hiJ in elk bedriJf moet belegge11 om dit doel te bereiken. 

Stel hij belegt x 1 coupures van t1onderd gulden in bedrijf A, 

uitkering wordt dan voorgesteld door de stochastische variabele d. 

2.6 

Volgens stelling 4.3 var1 hoofdstuk III is de verwachting van d: 

of in getallen: 

• 

De eis dat minstens 4~5~ rente gemaakt moet warden betekent dus: 

4x ·+ 5x,,..., ~t-1 c:. 
2.8 

Uit stelling 4.4 van hoofdstuk III volgt, dat de variantie van dis: 

+ v 2 CX X , + · 2 2 
CX X 

4 

of' 



- 10 -

2 r, ,/""'"'\ f,,, .... , t""\ f") if'/"'\,, , •• ) r· c i: ,7" 41:"_ 
-?'" 

d 
(_,,_ - L. 

(j X (''f (J<.,1 
• X 0 ex..-_ • X ,~a a .• ~ -t- X a ,~x. -· --f-- T N'"""' - 1+ £1 ~-,·· , .. .., ' . -

,;I ! = ·- ff"' "- • ·- ~,./ J'' -· 

Vullen 1,,~,1 .•. J de cla r1 

f') 

ere. d .. 

Het totale 

dus: 

l<,➔ pitaal 1 .. l i ·t, 1 r --•-"(' 11 (J()'} 
'""" le!! - ' -e....-, 

coupures va11 l1onderd gulden, 

In B 

X 1 

H-e t· kw ~ d' I"l! a t 1· C'I C 'l,"'\ e . -. !"" --'"' (l" "'~ ::I '11 m , -r . . 'Vl o·• ("' r·-- r1 c· b ] e e n·1 - -v c J: C) I.i t-> ·l~..1e✓ r- a1 .it:. 1 .. 1 f:;,UJ:---' ). _ , l 

'tl .') ,., II 

m1.n1 .. ma.1iseer 2 
X 1 ·r-

W O YI d' e r1 a~ , 1 ,:--, .. 
J. -- ... , -.,,.t~ • 

• 

l ,u1 a1·-......... '\,,,, .,_. 

ender de restricties: x1 . ., .. x2 ··r- X rs 
.,J .. X4 

___ ,,.. 1 (j 00() ; -,~ 
<II 

' ) _,, 

·+· 5 X ,:) · !- 6 X ,..i ·~-
L.. ,) 

-~ { > ) 
-~ \.. 0 

2.11 

2 .12 

2 .10 

2.11 

2.8 

H-_et- probleer,n 1{ ... ..l'llrl ·~re~r,i:::,l.rl;-e.::i·1 ·L i 1
JP real..'! C' 1··1c.•cher _ r CJ t 1 L::, ! , • <-• r\.. t "" • . tJ t\. - .l.. u l; C> 1,. 

koerswaarden in te voeren en de voorwaarde 

gemaakt warden door bijv. 

van onafhankelijkheid van 

0(,1 ' ..• ., __..- te laten vallen. Dit heeft alleen tot gevolg dat de con-

st ante n van het probleem en de functie f de totale variantie iets 

veranderer1. 

Een riJksbureau voor verkeersveiligt·1eid wil ee11 tabel publi­

ceren, die bJ_:j gege\1en aequidist,Jnte s1,·1ell1ede11 de let1gte van de rem­

\~eg ,,an een luxe auto uj_G de zogenaa1nde midde11lclasse aangeeft. Door 

middel van proeven, verricht met auto's uit de Rijksautomobiel­

centrale, heeft men het volgende waarnemingsmateriaal verzameld: 

ten rem~1eg in m aangeeft. De beambte, be last rnet de samenstelling 

van de tabel, probeert door middel van een lineair verband tussen 

de verwachting van de remweg bij gegeven snelheid en de snelheid de 

tabel op te stellen. De voor\Plaardelitjl<:e verwachtir1g van .Y. .. hangt dus 

als volgt van x af: 



tingen voor ~.en~ 
\ 

,.., 
I. i. -~--·-
~ 
[ £ ___ ... -

te minimaliseren als 

uit hoofdstuk V ~ 

- 11 -

0 1·4 c_ .. ·• 

Het ligt ,,001~ aar1 n~ffien dot de remweg niet afneemt bij ,,.,., .. ,,/ 

toenemende snelheden. De ricl1tit1gsco~ffici~nt zal d11s moeten vol-

Na bepaling van~ en~ kan 2 1 '). . ) 
~ 

Vt)Or 

gevraagde tabel gebru1_kt worde11. ct en 

de san1er1stelling 

volger1 uit het 

-, 

van ae 

\<wadra ti-

sche programmeringsprobleem: n1inimaliseer 

waarde 2 .15 . 
f kan ook als volgt 

') ,e;. 
(j 11<X ' - . T -- \ 

Probleem 2.14, 

- 2o:.y, 
l 

r1 {) 

L-· c_ 
x. --· l ' 1 ,, == ... 

' -.+-
' 

•"') ,_ 

gescl·1reve11 v1orden: 
\,.,,., 

t1 
r·-(.X r.., 

\ " 
-· 

:L ::.::: 1 

l') 

+ (Xe... ·l- f) ,-..., ('':l 
,_ '-·'\. J X , 

\ 1 

X~ 
l 

r1 

-
i=:1 

-½- ~~DA+E. \" 

-

1 u id t d c111 : 
r) _,.. 

+ 

("") 

c::.. 

Mir1imalisee1" f 

onder de restrictie: 

A0 '- -t- 2IJ °'ti + 2C u ~4,- 0 D (''l 
I L. I") 

' 

onder de voor-

2 2 x, 
l 

r·1 
(Jl- X y + 

n 2 

1 -·" 1 
Yi 

2.16 

2 .17 

Een func t1.e van noemt men convex concaaf als 

iedere koorde van de grafiek y=f x boven onder de grafiek ligt 

ten opzichte van de x-as het samenvallen va11 de koorde met de 

grafiek is ook toegestaan . Als voorbeeld kunnen de bekende para­

bolen uit de schoolwiskunde dlenen. 
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I 
I 
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I 
I 

f'ig • 3 C 1 

f 3 2 3x X l :X - ...l .• 
j 

", • a ' ·t 
f 

., 
X lS convex 

7 

Ieder punt E op de koorde AB 
-

-x 
2 

E:; ..:/-\ of 

X 2 
1 

er1 EC 

• 
' 
I 

l 
, 

. 

I 
I 
• 
' 
' • 
' • 
i 
t 

' 

l 
I 

{0,1) 

I 

• • 

f X 
u_, 

.c-
j_ 

• 
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• 

fig. 3o2 

3 2 
+ 3x + 1 -- - '.)! .. X 

~ concaaf X lS 

tot coordinaten 

Aangezien in fig. 3o1 

3.1 

Uit fig. Jo4 blijkt., dat de rneetkundige defi11i•cie van het begrip 

convexiteit en de inhoud van formule 3o1 aequivalent zijn. 

Analoog volgt uit fig. 3.2 voor 0< 

-1- < + Q 3.2 

Bij functies met meer variabelen definieert men de convexiteit 

concaviteit meestal met behulp van een formule analoog aan 3.1 

resp. 3 "2 • Bijvoorbeeld z = f x, y is convex als voor O < A.< 1 en 

1 Om ha ken ui t te sparen word t ( "1- X soms ges chreven als 1- . 
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f\·leetlcu11dig dru1:c (3oJ) 1J.i.i: ciat. ieder pt.1nt E va~1 de verbindings­
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Een convexe functie van twee variabelen 
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De algemene definitie luidt nu: 
, 

Definitie 3o1. Eer1 gedefinieerd voor alle waarden van 

X --· X..-1 t, .... ,,X 
I ., ., 11 

II I • 

c 011vex f.1 ]_ s 

concaaf als f 1-

en X -· ••• ., X n 
X -;: X e11. (~)< 1.<1" 

De functie f X is strikt convex strikt concaaf 

als onder bovenstaande voorwaarden alleen het ange­

l j_ J kt e k e r1 g e 1 d jc o 

Verder volgt uit bovenstaande definitie: 

a Een lineaire functie 1s convex en concaaf. 

b De som van twee convexe 

concaaf . 

func tj_es weer convex 

strikt convex is, dan is -f X strikt concaaf en 

" vice versa. 

Het bewiJS van deze eigenschappen kan eenvoudig door substitutie 

J.4 resp. 3.5 geleverd worden. 

Definitie 3~2. Ee11 symmetrische nxn-matrix is positief definiet 

als ,;oor iedere X =-· 0 geld t: 

Y C X o· -"!..,o " > , 
respec""cieveliJl{ sE::·:1:I .. -defi11iet lJosiJtief als voor 

iedere X ·. 0 geldt XoCoX~C)o 

Voor het positief definj_et zijn van een matrix bestaan diverse 

criteria, die hier1 echter 11iet besproken zullen wordeno 

Definitie 3 .3 o I~e11 syn11nctrj_sc11e 11J:11-matrix j_s ir1dei~iniet als er 
/ / 

tninstens een paar vectoren X e11 y X 
!) 

.. y - , bestaat 

zodot Xo C .. X > 0 er1 Yo C oY < <Jo 

Voorbeeld 3~'1: 

0 0 ' 1 \ \ 11 0 0 I , I 

\ I -1 -1 • , 

I I 
I 

fi1 
.;i "" ,. (_) 2 0 *2 

,·- 1 I 

fi4 0 -1 0 ' 

-1 -'1 
0 0 3 ' 

\1 1 4 \0 0 1 



' 
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1 is positief definiet, 

• • •• 

2 + 2x 0 
'-

2 + 3x,.., 
j 

0 0 \IX 
1 

\ 0 2 0, X 
2 

l ;~": 

IQ 0 3 X3 

iedere X --

11 1 1' 

1 1 1 
: I 

1 \ n~ / 
J 

kwadraat is 

altijd niet negatief, terwijl de waarde nul ook aangenomen kan 

Worden, biJVo voor X 0., 2J -2 . 

ne g_a_t le r .. , 

.. indefiniet, want 4 
lS x1x2x3 

---- o,4:;o 

X 

X AX 
3 

0 

0 -1 

0 0 

-1 -~ 
x1x2 

~ 0 voor bijVo X; 3 ~ -3 ° 

0 \ 1 X 
--1 2 2 2 

0 + 1 x 2 
-- x1 - x2 

\ 1 \XJ 

s~,~t~e~l~l~i~n~~~·~1o De functie g X = X4C Ox) waarin C een symmetrische 

11xn-matr1.x \roorstelt; is strikt co11vex als C posi­

tief defin~Let is(/ Is C semi-definiet positief., dan 

is g X convex ... 

B~w_i j s .. 

Stel X Yen O< .. < 10 Nu geld·c: 
• 

~ - r ' 

g ( ) = __ C 1 - A) .X . C . X 

' 

+A/CY 
• -·-•--•··•· WO •·•----.. •--•••"••-•·• ... -.,-..-... -... •--.,•---.. --------•••~•'•••~---•.->••-"'-•-"'-... __ _._ "-•♦ ---""«•+ ~ .,._,., -·---•..,-H-----•-~•--•r,• - •--- ......... - • ~ ••• ., .. , ••~·'<'- ..... ~ --•---- .... __ ,•.,"'•~-- ... - --... •~••••--• '<•-..---•~~•••~• ~~ ~--~••--,.~-- ~•--•--••••--------

. C. X - A 1-

Imme rs O < < 1 , > 0 en X-Y ~c X-Y > 0 v1a11t x.c X > o, X 

willekeurig .. 

Voor het geval C semi-definiet positief isJ volgt het gestelde uit 

bovenstaande redenering, als men onder het ongelijkteken een 

~= teken plaatst. 



I 
I 
I 

I 
I 

Voorbeeld 3 .. 2: 

2 

Neem C =-= 

uit 

C -·-,_,.. ..... 

I 
l 
! 

l 
I 

' l 

0\ 

1 
4 

I 

;) 

1 
X g _,,, ·w 

X e1fX -~~ -

bliJt<t dr3 t 

\ 

I 
I / 
I 

I I 

I 
! 
I 
I 
I 
I 

I I 
I I 
I I 

B 

g 

---· 

:( 

1 2 
C ' 

1+x lS • 

• convex lS. 

... 

• 
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positief definiet, 

Hetzelfd.e voor: 

3.5 • 

1 ~(~) 
i 
i 
1 

' l 
' ! • . ,.-+- .. 4 ____ ,,...,. __ • --·· . --. . .., __ -"·~- ,_ . . . ' .•. -------···•· ' • • 

terwij 1 

I -----~ I ,..._ 
• I 

I 

,, .• .. 

__ ___,1.., __________ ._, __ , .. ~ ~- --·--' ---..l.--~ -;x, 
C 

•• 

I 

fig. 3.4 
1 2 

g __ x_...:..,__---1..+-:x:_ 

g x is convex 

• . • 

l .... ·· 
'. "-.. 

r···•'c ., . 

fig. 3.5 
1 2 1 2 

g _x ____ .. ----...:+lT?<°: .. + . :l:~ · ___ Y_ 
• ,. 

..; x 1.s convex 
:--:> -------------

De letters A, B, C 5 Den E hebben dczelfde betekenis als in figQ 3"1 

t m 3o3o 
Neemt men in 

dan ziet 

Tt matrix 11 

1 2 het eerste ,,oorbeeld ioPoV., g X = 4x 

gemakkelijk in, dat h X concaaf en de 

negatief definiet iso 

--zrx , 
bijbehorende 

~tellin.,g .3.1:.,,?.c Een locaal minimum van een convexe functie .f X 

gedefinieerd voor alle waarden van X 

is een absoluut minimumo 

• 



I)at ee·n locaal 

gemakkelijk 11·1 

fig. 3 .6 . 

minimurr1 is, 

variabele; 
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valt 

zie 

rna ...,lr ,1·e en abs I~ l l"! 11t t"r'I in~ -,, .. u C) V . -l ,.. ti.l II, .J,,,, 

mum, want er bestaat no~ een 3nder locaal minimum B, dat lager is; 

... J wel ...... n t:t . 

I 

C 

' 

A 

U. -; 4 .. f ·1# 0' 
.. \, D • 

_,,., .. -~---•·»-,4'1-1>,j" ·--- t • ,·,t @ii 1 l"u fl I > X. 
! 

I 
I 
I 

l 
' e 

fig. 3.6 
s oms c on v e JS 1 . ... s o ~.~1 f?,,, .. C? _on c a a 1---

3.6 blljkt ook dat f X 

niet overal convex isJ zodat deze functie niet voldoet aan de voor­
w a a rd e van d e s t e 11 in g . I~ u 11 c~ t ·J. e s , c1 :1. e ,,.: e l T, o 1 do c r1 a a n de v o or ~J ,~ a r -

de va.11 de die tiit de figux1 en 3.1 en 3.3. Het bewijs 

van de stelling l~idt: 

S tel f X 11 e em Jc e e t1 1 o c a a 1 rn in i r11 un1 rr1 a an J_ r1 X . Vo or m =·= - co 1 s de 

stelling evident. In het geval n,>-oo is er biJ een willekeurige X 

altijd een .. , 0< <4, tt~ vindEn, zodnt geldt 

mini rr1urr1 . : 

m~f 1- X + f X + 

of voor willekeurige X. 

want Xis een locaal 

m + X 
• 
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Bovenstaand bewijs gaat ook op, als X in een convex gebied R zie 

blz .. 11~ en ... 15, hoofdstu1: XII ligt. Immers als X en. X in R liggen, 

dan lig.lc ('1-A x~ -t-Ax:; C) <A<1, ook i·t1 R .. Hieruit volgt, dat het 

locale n1i'ni"n1 1 ·1m. f"l X\1 " b" d ht b 1 t · 0 

is ~- J_n ecn convex ge J.e e a sou e minimum . 

4 .. 1 In 1 e id i 11.~~ 
. -·-

I-Ie 1c 1ninj_1n1 __ 1~n ,,,.t11 ee11 func•tiA ·v3·~-'} tneerde1,,e variabelen kan - als 

er e; e e 1-i b :1 .. j z o ·L-... J e re c o t11 ·l! l i c. a t i e R of, t: :,'."1 e de n - m c ·t:; b e h ll 1 p v an de 

different:..8a] 1r:ckcn1.·"1g v1'1iJ eenv,.ou:1i[r, ber9lccnd i\lorden zie par .. 6 
hoofdst1.1l{ IV) .. !\ls de➔ va::iabeJ.en ecl1ter R~.leen maar1 niet-negatieve 

waarden nc)n:er-i :.12nne:11t211 e11. boven(1ien aan 2en aqntal lineaire restric-
--' 

ties moeten vol6uen, dan kan h2t voorkomen, 

minin1um a;_;_Jns(::no.n 1-::n 1·rordt in een nunt buiten -

het bovengenoemde 

toegelaten gebied. 

He t algori thrr2 van BEALE gee ft 11u een me th ode aan.9 hoe in di t geval 

een ·toegela~.:"':·11 n1i n.:111u1~1 be1 .. ekend i-can worden. Er wordt echter steeds 

vero1-:ders·i:sld dot de functie co11ve:< is vgl. 

we, om de gedachten te bepalen, aannemen dat we het minimum moeten 

berekenen van 3en convexe differentieerbare runctie van twee 

variabelen; du~s 

or of 
ex x 

beide nul zijn voor X 0,0; dan neemt f 
.. ~ :1 .. 2 

ZlJn 1-n1n1r~1um aan voor X zie ook 

Zijn echter beide 
I' I' of een der - parti~le afgeleiden niet nulj} dan 

kan f ( 0, 0 vermj_nderd 1v·1orden door ee11 varia tie vanui t nul van de 

waa.!:7voor r 0, hetgeen gemakkelijk blijkt uit 
... 

x 2 nict-negatieve variabelen zijn, kan 

uit nulo 
Bovenstaande gedachtengang, waarbij wiJ eerot onderzoeken of de 

1.~aarde va11. clF: f>-1nctie in O VF.;rminderd kan worde11 en zo ja deze ver­

minder~Lng trach tet1 te bereiken door s lechts een v aria be le te ver-
- .......... - ------ --
1 Voor een -'voelichting var1 dE:: 11oodzakelijkheid van deze voorwaarde 

zie de opmer1(ingF;n 4 .1 en 4. 2 aan het einde van deze inleiding. 

2 Het op blz. 39 van hoofdstuk II genoemde voorbeeld betrof een 
f~unctie, die niet convex was in 11et pu11t X = O,O; zie ook 
opmerking 4. 1. . 
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anderen, zal nu uitgebreid en toegelicht warden met behulp van 

enkele eenvoudige voorbeelden. 

/ 

' 

'j= f(;_x: 1 , X2) 

' •• -· 

,, I 
A ii 

.. -

• ,, 

... I/ 
// ., ' . ' 

// 
l j • • 

_I I 
•' ' I I 

,: I 
I , 

• J 
/ i ,. ' 

• I 
,' / 

// / 
l ' • • • 

_, I ,./ 
f ., 

,, 

I 
,• 

/ 

•' 

,• 

✓• ,.-• 
• • • 

, . • • 

.././ 

, •' , 
I I ~ 

,/ / -··••"" ___ ,. .l'.~----lf---------:J--------:- ~1. 
~ --~ __,.-., _.,. ~•~' 

~~ ---~--
/' 

I 
' I 

I 

rc:,..._ _________ _.v 

______ .,.. 
A 

! 

X;,. ·( '' ' - WWW ------ --- ·--··~ .. ,..- .... .,.,-.~--•-I----
-- •-- , __ ..,. __ _.... . .,.~,..-.. .. --~-••--·••• .. ••••-•--™-• _,., ----)➔ .:X:.1 

Voorbeeld 401 
,. 

' . 

verminderd warden 

Met behulp van de differentiaalrekening 

zie hoofdstuk II blzo 39 uit: 
• 

, 

2 
• 

kan het minimum zonder meer 



1 or 

1 '() f 
2 ?)2 

X -16 1 

-- X +4 
2 
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-- 0 

-- () 4.2 

berekend warden. Het minimum nul = =-4 aan-
genomen. Aangezien f bestaat uit een som van twee kwadraten is dit 

antwoord ook zo wel in te zienc 
De berekening met behulp van bovengenoernd principe verloopt als 

volgt: bepaal eerst de waarde van de functie en de partiele afge-
1 of 

leiden in X== : f 

'1 of 
2 ox '1 

negatief blijft, kan f verminderd 

vanuit nul, waarbij x 2 =0 gehouden 

van 403 o Uit 4.3 volgt: 

X 1 :::-.:.: 

zodat substitutie 

fl 

De 

.. 
ln y leidt 

2 

11.eemt voor 

tot: 

") c< X 2 

4.3 

warden door een toename van x 1 

elimineren wij x 1 uit f met behulp 

4.4 

4.5 

van 4o4 inf kan nu op f 1 weer hetzelfde proc~d~ toegepast warden, 

als reeds op f is toegepast. Wij berekenet1 de waarde van f' en de 
Vf 1 of r en 

u1 c x2 
parti~le 

resp. f' O,O ==16 -~-
J 2 

·c.)f I 
o, 1 or 1 

ou1 u1 0 2 ·ox 0 
f..... 

X 0 -·O 
c.. 

derd worden door een negatieve variatie 

want: 

en dus blijft 

Na substitutie 

u ---
2 

1 c)f 1 

2 -Ox 
2 

V811.=X 2 

1 

O, x 2 =0 en vinden 

4 0 
--~ -

Ll"1 =0 
f kan dus vermin-

x2 0 

is o 

f 1 over in 



• 

waarde van r'' 
geleiden van t·· 11 

VOC)r 

naar 1.,1 1 e t1 l.lr, 
,,-· J ,_ 

meer verminderd warden ~n dus 
"''I, u . 'lA1 JI 2 . 

De 111e '1., l10 de 
• aangezien Vo or bee 1 cj 4 i> .rl 

4- o e 1 a · ... ,~ ''t) "" a r I . , < .#"1 #. • 
~ - .... ~?v ~~-• 

De 

- forrnule 

alleen verminderd 

i. t1 di t 
, ,r t'"" l· g, t· . ,.,_, . ."' . I -

de l ' 
. ·i . . . ~ 1.,1~e rn.,... 

vc)orl:)ee ld 

" '"' ' , . e ., ;1 C 

rest;ricties 
,,, ,, l 

X X "' { \, ge·· cf ' ' r . , "'~' \, j' ,,. J I J t£ 1 1 . 2""""' . ..i..-,-\. 
aan '16 en 

er1 
,v,-... 

X·, ··j '\ - ,.,...,,, " V 0 ., 
L.. 

"fJ oorbee ld 4 ~ ·i 
. ,h«IMIM _ hff .:: 1 

;, m 

t= ··, r 1 1·nt1 rr1 lll . .l l l A.I 

or1der de res tr~ic ties: 

- 21 -

C)(_) k cle i:,art i~le 

t<:an dus 

af-

e11 c:iat min 

toelsepas t 
f"'\ p 1 0 c"' c• ·i l'~l o· 1.,..1 ,, 0 v ·'- 1, 0 

f-. ' -

2 

warden, 

nu on-

xr)+4 
c: 

l<an e c 11 te r nu 

vat1 x 2 , t"iie 

clus ender de 

aangenoti'1en voor' 

Dit voorbeeld kan ook geschreven warden aJ~s: 

M1.ni.mal:lseer 

ender de restricties: 

,,.. ".) 
-·- '- + ·-

X X X :,:,,,, '(' 
1 ;) . •") J . "".l ·,:.;'.,.;/! .I • 

c:_ .I -

.-1 

4.8 

4.9 
4 .. 10 

De mL1l t 1 ~)l ic a tore 1·1rr1e t hocle v a 11 Lagrange · z 1e }'1oof c1s tt1 \{ I I, b 1 z. 4c, 

toeRep~ast warden, 
·~~ 

,-
x 1 -1b ➔-

2 + 

c)f' --l!IJ• Ii - I Iii p ; ¼4 I A\ .,_""I' 

·ox,1 

oF 
()x~ 

I;.,-

oF 

'(')F 
·c5'~·-

. 4 . 
~ I e· . ,,, 

11..1 - . 

=2x+1t 
2 

~IIM> 
~ = 0 

- 8, -- ,.,, 
;;;.;; (; 

.... 1 a· nge,.,,., e· n C,; • ::::> ,t,,., ·•· de Ol)lossing niet voldoet 

en: 

4.12 

' 

2 



De oplossing van 4o12 

aan 4.10. 
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Uit voorbeeld 4.1 volgt dat f alleen verminderd kan warden door een 

positieve 

x 1 moet er op gelet warden dat: 

0 1 of 
X -16 niet posit ie f wordto 1 u1 ' ·--· 1 

20 8-x X --0 bij de variatie ro niet negatief "'1or d t . --
1 2 

Me 11. zie t nl. voor 

-
• 

X --
1 - X3 

en uit 4.8 0 Aangezien de grootte en he·t teken van 

de variabele u 1 niet van belang ziJn 

der weggelaten wordenD Het probleem 

vervangen warden door: 

Minimaliseer f' 2 -· + _,_,. 

onder de restricties: X 1 -- 8 x2 -··-~ - -

x1.,x2,x3 ::::,... 0~ 

voor het probleem~ kan u 1 ver-

4.8, 4.g en 4.10 kan dan 

2 4014 

X3 4 .. 15 

4 .16 

In het punt is de functiewaarde van f 1 gelijk aan 80, terwijl 

x 2 =x"' ==O 
j 

geleiden ziJn dus positief, zodat 

negatief~ o Het minimum van 

en bedraagt 80o 

8 is. Beide partiele af-

ft niet verminderd kan 

beide 

Bovenstaande berekeningen zijn gemakkelijk meetkundig te interpre-
. 2 2 teren, als n1e11 opmerkt, dat de lcrommen = constant --

C > O cirkels voors.lcellen met middelpu11·~ 16, -4 e1--i stra.al R= C. 

De meetkundige formulering van de drie voorbeelden luidt dan: Tracht 

een cirkel met middelpunt 16,-4 en een zo klein mogeliJke straal 

te vinden, waarvan minstens ~~n der punten in ee11 vooraf bepaald 

toegelaten gebied moet liggeno 

In voorbeeld 4.1 - zie figuur 4o2 - wordt de 

1 · X =x,.....=0 
s---'el-el 

en x..-----·8 levert direct ee11 toegelaten oplossing van 
4.9 en 4.10 op. 
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Het minimum wordt dus bereikt via O, E, Men de oplossing is een 

nulcirkel met middelpunt 16,-4 een nulcirkel is een cirkel met 

straal nul o In voorbeeld 

vermindering van f is niet mogelijk, zoals meetkundig gemakkelijk is 

in te zien. In voorbeeld 403 kan bij 

gegaan warden dan tot punt A. Een grotere variatie zou tot gevolg 

hebben, dat men b1.,1i ten het toegela.ten geb ied OPJ3 komt . 

4~1 Als de differentieerbare functie f niet convex ' lS, en alle 

part1e·1e afgeleiden inX== o,o nul ziJn 3 da11 1{811 f soms toch 
,, ,, 

wel verminderd warden door een kleine varia.tie van een der 

variabeleno Hieruit volgt dat in het algemeen het nul zijn van 

de part1~·1e afgeleiden in O wel een noC?d .. z~_~e.litj~_e ma.er geen 

voldoende voorwaarde is voor het minimaal zijn van fin 0. 

Zie voor verdere toelichting figo 4.3 en paragraaf 6 van hoofd­

stuk II. 

A 
-·-·-·--

··-----·---.----.J...------- X 
0 

fig o l~ . 3 

uf -- O e11 ;ux · 
, • 

f 0 
,, 

bui ~- punt lS 

I 

I 
! 

,A 
l 

I 
-~·- __ .. ,.. ... ,,.,..,. .. -...... ~ _, _ ____.__ -·-------

0 

··or 
-· O en ux 

minimum f 

4o2 Algemeen geldt: Een differentieerbare convexe functie is mini-
• 

maal in 0, als alle parti~le afgeleiden in O nul zijn; zie fig
0 

4 .. 4 en 4.s .. 
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figo 406 
f x is niet convex en 
·-

X 

\ 

f 0
, n 

is minimum van 1 x -~---------------:~-:!,,_, 
f · o' is nie·c het n1inimum van ·· x ~·-=-L---=..:.:::__.:..::..::::_:_..:..,_...:..:...::.........__....:..:::.......:...:.::::__;___ _________ ~__.:. 

4.3 Zijn echter de variabelen 11iet-negatiefJ dan behoeven de 

parti~le afgeleiden in o niet nul te ziJn~ als de differentieer 

bare convexe functie f minimaal is in cr; zie figo 406 en fig a 

4.70 

: (~) 
' I 
• 

I I , 
, 

• 

I 

' I 

--™-----""'------ - -----·-·---
0 

fig. 4~7 

-of ->O;x20en 
~x 

. ' 

is minimum van f x 
. 

4. 2 Nata.tie 

--· -----... ·--··---··-·-----+------
0 

! 

uf -·- - O . x >- O en ox .J 

f O' 
. , 

is minimum van f x • • 

• 

Voor de beschrijving 

volgt genoteerd: 

van het algorithme wordt het probleem als 
I 

n 
Minimaliseer 

i., j .... o 

onder de nevenvoorwaarden 

-
C ., .. X .. X . 

n 

lJ J. J 

a . ..x . =a i" 0 lJ J 

X. ~ 0 
J 

X --'1 
0 

; 

4 .17 

, 

i =1 , 2., 0 0 C :) m 

ao O ~ 0 
l 4 .18 

j =1 , 2 J ,. •• , n. 
4 .19 
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Evenals bij de simplexmethode nemen we aan, dat de laatste m kolommen 

van de matrix :fl- -- a. , een eenhe·idstnatrix vorme11. Macht dit niet het 
lJ 

geval ziJn, dan voeren we verschilvariabelen in zie hoofdstuk XII a 

VergeliJking 4.18 kan dus gescl1reven warden als: 

X n-m+4 

X n-m+2 

.. 
0 

0 

• 
X n 

• 
• 
0 

C .. 
--- a -- -""\ m tJ 

.. 
11 

0 

• 
Q 

c3 X 
rr11 '1 

e c er o o 

OOOl)G 

- a X 1n-m n-m 

- 8 X 2n-m n-m 
• 
Q 

• 
C 

- - a X 
Oa Oo G mn-m n-m 

Met behulp van de m-vergeli~1king 4 .20 kunnen v;Je de fu11ctie f zie 

.. Als 

we bovendien de notatie als volgt ~J:LJZigen: -· ., 

...... ,x 
m 

I r 11 

11 I f 

..... - - - - - - - - - - - - - - - - - - -· -- - - - -

• • • 

0 

• J -
8 t1111 - m 

11 I f 
8 111.-m' ., 0 .... ) 8.mn-m 

dan kan stelsel 4.17 t m 4 .. 19 geschreven warden als: 

Minimaliseer f X -· 
n-m ' .. L __ 

i ;i J ::-..:: 0 
c, .z .. z. 
lJ l '-1 

n-m --

ahO~ 0 

z ~ () G 

J 

o .. ., m 

J ==1, 2, o • (I , n -m 

Uit de voorbeelden 4.1, 

nevenvoorwaarden 4018 
~·.2 en 4.3 bleek al, dat de functie fen de 

en 4 .. 19 aan het einde van iedere iteratie 

in de vorm 4.21 en 4.22 gescl1reven kunnen warden. Zie bijv. 4.5 

en 4.14, 4.15, 1~o16 . Bovendien kunnen er onder de z-variabelen 

ook variabelen, die alle reele waarden kunnen aannemen - de z.g. 

voorbeeld 4.5. yr!je .Y.a~i~~elen - voorkomen. Zie bijv. 
= 

- Allllli - _, .... ,...,_ 

1 Door de bovengenoemde substituties 
ren kan men gemakkelijk verifi~ren 

m.b.v. 4o20 inf 
dat weer geldt c. ,,= 

lJ 

uit te voe-
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De x-variebelen noemt men ook wel de oesisvar1abelen en de z-
, 1PiiMi1'1 f .. , 11 $ t( $ Ill Ji iiUIII 1•H1I 1,1,._,{,'-"li'tt I I; PA ' . · .- I. "· 

' ' 
' 

4.3, Beschri vi 

De baaisvergelijkingen Zijn 4.21 1 4.22 an 4o23 • Voor 
bas1eoplo•sing 

De afgeleide van f near zi voor z •z • , •z =0 bepealt 1 2 · • • 11-m ' ..... 

uit te achrijven en daarna naar 

' l 
' ¾ 

' 
' 
' 
1 

~0 ,t,. (. i, i l'. I 1- ' • · • · + 
' 

' 

l. 
+ + C,,z~ . . ' ' l\ l 

+ +, C -., 
• • ' 01 A" 

l 

I 

' 
i .l 

+ ... + c~1.z, 

~c "~ z i. + . .. . . . + 
• 
' ' 
' 

+ ... + 

i 

' I 

Formule 4.25, kan., daar alle termen twee keer vooricQ(D8n 

- 0 m ij 

()f ,' n-m 
"(2 I II Pl · 

2 L 

De genoemde afgele1de is dus 

n m 

j•1 

betekent dat 

We defini~ren nu: 

f efneemt door een 

ove:rige z ,i,' var iabe len 

men door f 

4. 24 

'4.25 

4.27, 
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de hand de 

meest negatieve te kiezen. I1r1rr1ers me e i: l<ut1d i g; - z ~Le f
.,, ., 

: ig. " 
·' 

(4.9 - is 

c . de i<) 
'v [111 cle 

kromme van het oppervlak y=f 

is J 

fig. 

kleine variatie van 

Kies rn 1.1·1 

C _,, () < 
],. ·~ 

= inax 

voldoen da11 neemt 

gevallen voordoen, 

Voor de bespreking 

4 °8'' '4· ' • · • C · ·_. 811 -. -·. - • 29 : 

te ste1.ler 

• I 
• 

c. 

h 
., 

1ervar1 oe 
de 

' 

de 
., 

ger1c)e rriae r a,: e) \,t" 1· i '), 1"'1 
( __ ,.,\.. •- L 1 

,ro·r~ry11·~1·der~i•·1gY ,,·1r1 r ~JJY v..._, 1 .ti.. __ i. c;:,., .t. UJ.. - een 

r·neerciere C.;; (·") 
.L -

n,e ,-
•• V de tc:le i r1s te 

v a1A1 z v a1,1ui t r 

t1ieraan 

i-index. 

+t:x) drie 

vervolg aangegeven door en C. resp. A, B 

vergelijkingen gevallen hebben we de 



C + C Z ro rr r 

B Z hr r 

- 29 

4.28 

h 1, 0. o,m 

nodig. Deze ontstaa11 door i11 4022 en 4.2r7 z .--0 voor j:-t:-r te 
tl 

substitueren en voor i te 

lingen van het probleem vglo 4.18; tot c ~ 0 concluderen we door rr 
op te merken dat een convexe functie in n-variabelen ook convex is 

in ~~n variabele als we de overige variabelen nul stellen. In het 

n-111 

geval fx = . 
.. 

C 7. r• 
"" L,.J r'l L.J dus f= 

~ 'I':', 

convex ZlJn. 
i, J=C) l J l ~l 

Hieruit volgt he t ges te 1.de. 

Dit betekent dat biJ variatie 

en 4.29 nul kan warden. 

van geen der vergelijkingen 4.28 

Uit f dat het '"l ~ rr1 in i mum in di t geval - ()0 is o 

.,. 
_i_s __ n_u_l_v_o_o_r_d_a_.,c_u_r en de o.~--~ r -~g~ 

basisvariabelen nul worden. 
. . 

De 111.dex p van de ba.sisvariabele die nul 1.tvordt voordat u < O en de r 
overige x-variabelen van teken veranderen, vindt men door het vol-

gende betoog: 

Uit 4.29 volgt, dat: x --C> voor ,1 z 
a 1 O 

-r a 

Aangezie11 z r 
a1c·, 

t J c· me - -- < ) a ir 
variatie va11 

daar a.~~ 0 lU~ 

te ki J l,ee11 ~ 

l 
I 

I 
i 
I 

x --o voor n1 

' l 
t 
• • 

' z· 
1.., 

1r 
a mo -
8 

1nr 

in positieve ricl1ting gevarieerd wordt, kunnen de x. 
l 

nooit nul wordeno Bovendien wordt de grootte van de 

z bepaald r door de kleinste positieve waarde van a. 
ir 

is behoeven we allee11 maar naar de ql10.1cie-l1:ten met a~ < O 
lr 

- WWW a lo 0 
dpr 

a 
fig. 4 . 10 

• 

-- a_ ko 

6!kr 
- cl.so 

. I- . . 

A 

van de variatie van z r 
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l3o·ve11staa11d betoc)g lcar1 sa1r·1e·(1ge,1,it vJorden c1oc)r t·i1idciel van formule 

4-030 0 

I r, \ 8 . I 1 
. ; (J 11 ""') 

J ' 
.., "\ I 1 

4 30 ·" l. ' ',J ~/ 
' 

' ' ',l; rn l 1'1 I l --- - • ·-- -- 0 ! ,., " 8, 
a t1r < l) 

\le voegen nu z r 
variabelen toeo 

a p~) z - ., ---r a or .. 

Substitueren we 

t 

' ' 
\ 

, 

' n1,, 
! 
' 

aan de 

Uit de 

+ 
1 

r, 

cJ or • 

X 

cl 
)') Y1 L- _..,,, 

basisvariabelen 
de p vergeliJking 

a 

et1 X 
D .t: 

V8!1 

aa11 de niet-basis-

op. 

lJJ 4 .31 r:::· - - .;..., 

" r·, p J "' Cl 
J . :::r 1~Jr ,,. 

inf, dan neamt f voor 

x =0 IJrecies die waarde aano die p ✓ 
., ., 

f bereikte voor de substj_;cl1··t~ie vsr1 ,1 o or z 1 -·~ z 2 -- .. Cl o z r _ 1 z r + 1 

:,_:: ... :::::, z ;:.:Q 
n-m 

en z r a nr .. 

Als we 4~31 ook substitueren in de overige vergelijlc1ngen van 

4.22 en de 

X 1 --x X t =X J1 '1;J 000
' p-'1 p-1-' 

x 1 
- z x t =-=x . • .. • ,. x ' ........ x . d a n z i J·i n f e 11 de 11 e v e n v o or \.'IJ a a r de n IJ r 2 lJ + '1 p ; 1 .,, :1 r1 - m r·1- m _, 

weer in de vorm 4.21 en 4022 gekomen~ 

De fut1ctie neemt echter voor 7 I -•f·\ l. __ /i 0 'V') m 
_. ·, --·•, .... ...- ·-- I j C .. J ct C Ct;; 1.J.-

l 
in het algemeen een 

,I' / 

kleinere waarde aon don voor de substitutiea Op deze nieuwe vorm van 

fen de restricties kunner1 we i1eer eenzelfde iteratie toepassen 

zie iteratie N etc .. ~ totdat alle dit 

Zie 

voor illustratie hiervan de voorbeeJ_den 4 .. 2 en 4.3, 
De substituties va11 1~~31 in l.t.Q21 en 4022 verloper1 aldus: 

De .. nieuvJe 

a' 
hJ 

a I " 
PJ 

.. ' . 

8 hr 
a 

-·)-r 1- -

a 
11)~' 

8 ,, . r S 
lJ 

... e, d 
~....-:1. Jn us " - ~ 0 

a . 
- '"' ,l? J 

a pr 

a hr 

a 
-_P J 

a 
pr 

-t- 2_ 
J -r 

a . --a 
hJ hr1 

a . 
PJ 

44 I I z" 
J 

4. 32 

4.33 



at 
lrr 

at 
pr 

-· 

--· -·• 

a 
hr 

a pr 

a pr 
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h-:p 4.35 

" 4.36 

Teneinde een,,oudige trB.nsformatief'ormL1les voor f te verl(rijgen, 

schrijven we f weer als volgt: 

f + • 0 • + c"' z ur r 
. '' ..... , .. ~ .... ~·-···-••·•~-.,., ........ ···•~·····•···•·••··-- .. ,- .. -•· •·•·••-······· .,, .. - .... 

C .. 0 . 1. + C e • + C .. Z ir r 

+ 
............. ,. *••·••··• , ....• ,. ·•· ·•+••··· ....• , ..• ~ .. , ,, -•••· . . . . . . . . . ' . . 

+ " 0 " 
-t c. ' z 

l:;1'1-m n-m 
·••••' .. ~--~·- .. ~ .. ·····~•-· ····••"<•· •· ... ,.,,, ...• ,,., . ,.., .. ' .......... , .. , ...... , ..... ··-·•-·••····-· O •••·•»• ·•· ••••ow••·••••·••••••••••T+ .. ·•••••••••••··•· ... ,, ... , +•• 

. C O + • • • n-m , + C Z Z n - m., n - tn 11 - m 11 - n1 
-t- C Z + 11.-m;r r " 0 • 

binnen de l1aken met !~cJ1 
a C 8. 

+ 

+ 

po or· ~ ,n-rr, _ 
f == C - -- C or + . .. . + -- X p -1- " • ., -t- C - -- C O . Z ri _ n-i -l-oo a r a . r (},n-r-r1 a or i 

n P ~. . ...... ····~--~- •··• .... -···~ .............. ~ .... ~ .. ·-···•"·• .. ·•··· ·••··•·-· ···•---····· •,o.~• ,.,._,,,,.~•••~~••• .. •••"•"~•z••••• ,,,, ....... .,,,.,. •~•••• •••• ••••••~•~>•· ,,, . .,,. •••~•••••••" ..• .,. • •••• •• • ~ •· ' • 

apo C ii- ap,r).rri 

C- - -- C t. r + o o • + -- X p + .. • o -1- C · - -- C • ... Z '"' ,.._,... Z i + t.O a a l J n. m a .. l ' ••••• 

. pr . pr ... . .. ........ ~ ..... Pr. ..................... ~ ........... ~-······--··········· ~,.,,.,~"•' +o•.ss• ♦ ~••••••••••••u • ••• •• .. ••••••••••••• •••••••~•••••~•••••"•"•••••••"-"• .,,•••• .. •••••,..•••~•• .. ••••••~-•~•~•••••••• • ••••-~• • • • 

C a ri-rt,r' pt . 
+ .... + 

C n- m .r-

l 
l 

Hieruit volgen de formules 

C ! , ;:.:: C ~ 
1.J lJ 

c! ir 
---

C, 
ir 

-

• 

aPir).-IT) 
' • 

C a o, t1-m ,r 
I 

4.38 

4 .. 40 

Na substitutie van deze waarden in 4 .. 38 en vervanging van 

z 1 , ... ,z ~,x ;Z +~' ... ,z , die binnen de haken staan, door r-, p r I n-m 

f .. 

• J z t , r 

c' 
00 

C .1 
... o 

Z t 
• " " J , 11. - rr1 

+ C t ...,,t 
0 I LJ l 

+ C _f z I 
1.-0 l 

kunnen we 4. 4C) sc 11ri jve n als : 

+ ·t ,n I z I 
• 

0 0 .....,, or r c#! z ',· n·· ,. , ~n - rr1 , ·· . 1 + 

-t- • .. • -1- C .1 Z 'r-
t r-

-t- +· ct zt = 
" • 

0 t. r-i ~in n .. rr1 L.J t. 
) 

+ 
• .. j .. • a • • • • ~ ~ ' •• ~ ... • O ... O O ~ .... ~ - • - .. ~ O ' • ..... • > O " •· ••• ,,. iO ;, • O •. , • O ~ • " ..... ~ > • ...... • • > O •• • .. O * • .. ~ • ,0 •• ~ • • • F • O • O .. • • ,0 .. 4 " O < • ~ ... '< O • ... O O > • " > • p • '> ' • ~ > .. O • O • ~ • ~ • ' " ; • ' I O 1' ' 0 • , 0 .. • • L .. ~ • .. • 0 .. > • , 0 • • < ~ • , 0 > + • .. > < • ~ ~ • • ~ < 

+.., •• + C 1 z' + ... .,+ r,- n, r i-
) 

C r Z 1 
r1 •. n, , 11. 1y,. , , . r·r1 

Door de haakjes weg te werken, 

brengen wordt 4.41 : 
en daarna de z! buiten hankjes te 

l 



f l ' ! ·t~ i ' f'"; • r~· '., ·l .. ,''; f.. 'I • ~1:-" . I ' 
rdy 

.,)l;," \. •. _,,.,. ... 

De 

v oc, 
. . . 

C ! 

C ~ 
1.J 

Ol 

,..,§-!A-

l 

' + 
' 

U:tt 4.39) 
geldt: 

Door 

',..,..;· 

:0'''1 

t~"'' 

. •' 
t() ~.J 1 

1 . .-. ,. ..... • 

I I., i 

(4 

wordt 

a pO 
' 

t:½l. ; PP' <# 

• 

., .. ' . -«~•· ,,, .. ··- ., " 

f. C \ ' . 

t 

Ot 
··~ 

-

.. 0 

-~ 
• "' lo "' 

V ,J.n 
( '1' ,··. .,.1 ·:J ,, 
-· C. l 

ro 

\,,,. • .¥ ••t'• ., I •• 

-1,.. ,~ ' • I . ..., 
if••· l ' 

+ 
' " 

J.~.l 

,' --~11 ... 
• ;;; .. ~:i 

t·· 
' 

f 

r .o 

t 
' 

' -· +· 

. ,1 1119: er #lttr 

• • • 

' ' .. ,. " 
1· 

.. }( (' ·+· w ', 
' .. I 

.. , ,I>"';. "'( 

• ' . ' . 

'. ~ l 
\"'""' . ... .... '· ! . 

•. .. ' 

• • 

Hieruit volgen de f 1ormules: 

' ·, 

v ar:t o ·r\ '\,_; • ! 
l 4· 11 r-. \ · ~ t V 

,. 
1.L .;ii 

f' 
• • 

y~·, 
• . 

,,./...,,.1 

. ' 

mer1 gemalctte :li. jk 

4. 39 . en 1i. 4() 
rrien 

toe·r,:1a~5se11 

tiezelfde .. 

rr1e r1 

C f "' 

ji' de 's bli :1ven 
"'"' 

In een getellenvoorbeeld 

j gee11 rr1oei te, daa.r C ,,. . 
J l. 

tr1en ·tenminat;e de indices 

da11 

OD I., 

tle 

t ' . , 
Btt .. ()fll8 "Cl SC i,1 

de z e ]~~f' de 

- -

' \ 0 ,, t 't l,~ L. 
n • l,~-.... f"'\ " • 

l'·" , t ' ' ... • 
,;( •. ,1 ' j;' '• s \' 1 ' 

' . " 

. ' ., ""' ' e·· ·"!• . r • . ; . - t A. V . -

cl c) t)r 

- ..,,,,.. lt 
l,, lt ! 

- t ;I 1; 1( I <':e ljlllill ... 

> ~ •. ' 
. . . . . ' . . .. 

-

,, . ., . . . . . . ' , a ' 
' , ~ . . " 

'"" d ().,f'; M1 
., 

-

e11 lt } I t:'7.. . . -+ l 
JI ·, -~ 

~-~ 

tI~~·r~ 0 ror~•n· ~~-1e· f'orrnuleq C. .l ~ ,_ ! + C,~ V .J..,. ..,,,-,r * . ! ~ 

de C. 
l .J 

de 

.. 
0()01 .. de 

i 

C ! , 
:l J 

indices 

\i,1ord t, gelezen 

be1,, ~ al ·t·~ . ;'-"'~' ""· . J als bij de 

en 

mits 

r1urnmering van de elementen va1·1 eer1. ,natrix. 



De coe-fficitfnten 

A 

a. 
lJ 

811 C. l ·1 
,J 
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kan men in tableaux opschriJven nlo: 

C I 
I 

j I • 
' l I 
j I • 

l l ; 

; C --- - - - .. ~ - - -·• -~ - ........ C ; n - m _, (; 1-1 - n1 ., n - m 
I 

• 

Het A-tableau wordt 

t m 4 .. 36 . 

/ ,,, 
een keer getransformeerd met de formules 4.33 

Het C-tableau wordt getransformeerd met .,. 

getransponeerd of gespiegeld te11 opzichte van de hoofddiagonaal. 

e le men ten \A1orc1e11 l1er11l1mr11erd c ' , \,•, or d t ge 1 e z e 11 als c! en daarna 
J ·i _, lJ 

nog eens getransformeerd met 4.39 en ~-.40 . dezelfde a~ . 1 s en 
lJ 

de hernummerde c! rs~ Door substitutie kan men bewiJzen 
lJ 

dat het 

twee keer ge~r~Q~fQrme~rde C:~ableau weer symme~risch is. 

C .. De var·iabele 

tl\Jord ·c • 
nul voordat een der basisvarinbelen nul ----------.. ----~---·-------------

Uit formtLle analoog aan het betoog van 4.30, dat 

dit geval geldt: 

,:, 0 C (.lh() .,,..,;' 

1~ (.J \ rO ~ 

1n ~L r1 ) -- - - --
81 

, 0 

C C < 0 a r·)r rr rr r1r 

BiJ. verder'le t - o e 1121 tn e v c:i 11 z z cl .l :f"' r1 i e t me e r a 1 .. n e me 11 
~ 
' 

fur1ctie 1{an gee11 t)1.Jif:sfJUntcn l1eblJen; zie fig o 4 o9o 

1 

I 

l 
l 

• 
' 
' ' 

,~ 
,1 /1 

/ /' .' I 

' ' I ' , j . 
. I . ' 

' j t , 
- I . -4 

' ;· ' 
' ' 

' ' ,-" 1' 
/ ,/ .. 

,• ., -' 

! ," -' ' 

' • 
' ' 
l 

;/' 
. /; I 

I 
I 

,· ,·; .. · 
I , , 
I . ·/1 ... · I 
' , . . . I 
I / .·· I 
; ; . l 
' ' .. ' i I i { 

' ! 

I 
i 

I 

' 

I i ; I • 
t ~ / 

~o••~-,,.•···-·····-~ ·-·~ _____ t/ .. ... ..,."'-~--J-.. . •---•· __ .l .. ¥••-----~-------~ ... ,,_ ... 

A C 
' 

f~lg o 4 . 11 

• 
• 

• 

een convexe 

• 

De 

• 

B is een 
•:tJ Pi I it) ii P U 4t< It I I I I 

9.,~igp~nt C 
• 

Tussen A en Bis f concaaf tussen Ben C -.,. ·-------· -·· ----·----·-,-----:2; _________ _ - . ; •: ct '''" 'I n'ot o tllt1'" 

is r co11vex o 

• 



T 
I 1-,,,_ .I. c.1.i t vJordt~ de 

rne11 de 

C o··, r l • 

Q_(; 

"" ~-. 
'I> ;; ,.... /·l 

I ,; 

de 

bJ.ijkt, 

4.33 

l 

v a 1>: i t~l be :1. e ·l.l 
·"1 • - 01,; z - 4 ,,. ·,~ ...;o; !e ,_,.m,,,, ,.,_, o ,.,_,_?. l .... 

VOO~"' 

1 ~ 

Z "j··. ~ ·- ~;: ' 

Ji; ,, 

111e e -,,.,, 0 r.l ... I'~ . "r 1 ~, C J. ·• V _, lo,;; 4 'J ' 

d ~a ' l'i ('.l ,Ii <•Y~ v"e n " I ·7 ('.:I tJ -., ' l., ,t:,,. ·~~ '~ $~~ 
t .. ,,,. ¾. ,. 

voor 

C-table f1Ll 

n.tll 
' 

I 
f'. ' ' ' l ' ' , . ..,, 

j 

' 
I 

. -. ,,~,. •-•-a•,~,.,,,~>•• 

l ' 

( ! 
! ' 

r-w ·1 ' ' .-' 1 -~""'"' 
I 

1~'~ 0 ,,__ ,a ,,., .. , . ' ' 
;.,_, 

~ ;l"-~ 

,,.,, .. .J _,,,,..\ 
~~ 

•" 

) ' ,. 

#I J' ...,. 

cet1 

• . ' 

,~ 

7 
-1,, 

1'' i-- 4-

t'l ' ""'.:) ri 
ti ...,./it,,-1 

(le 

• 
3 

.,.,., •'i 
l' • 

' ,,,,~-~ 

"'l i ., 
fJ J. \.,.A ''"' 

' ' ' ~ '' 

l 

. . i i l,1'.r,_,,.i~ ·~ l·{,rfca>,. 
t ig ' .,,/ "'""' \ _.· ' .. ,! 

,, ·1 r, ~--~-, t)e ., ''" }""1 ,•-l r: (,,, \,,,,ef """'"'° n" ,;/ii ••• 

/ """' <J l:· ' I..~) \ 

I 

8 
0 
,,, 

,, 

., 
' ,.~ l 

' ·~1 
' ' 

'·::i ~- _,;. 
' ,... 

0 

0 
(", 

J 

,.,.., \ • • 

J/' 

-j-•""1', 
, ,? 
,,(,...; 

u ,. r.P 
- , r ·,:j:'. r 1 .-, b· e 1 e !"'l I l. ,i. ..,. C, · 

'l,;' cl r1 

t1 • ! ., 
e 1·1 ..., e • • !,· ' ,--, ( "-'<j 

! I . ··- .,) ~;1 . ~-'¾ 
...,,.1, .,,,,...., ·" .... 

,, ,, J " /' ,.._ ., 
' l , ' ' ·"' '" y't, (""~ ,I".') 

t } ,J t,.) l, ._, ',,..,- .. 1 ... ,,Ji,- ' l t ., I,¾. c 

-> 

,,_ '. ·<,. 

l ! 

.... 
1 l f)' @ 

'\_ .. ' . 

l r··1 
~~ :J.. L 

·, 
') 
' 

,,,_, -,,.,~..... . . ..,, ... ---

~--·;s 
' -~ I 

! 

0 
r·r 

l 

de 

" l r• • 4~~, 'l-' ' .. , • ' ,e• 1 
' . t.J ¾I • ,JI,. 

''1 

() p r1 ct y ' \,/ 1.~ 

' ,;r l 
e 

d .e 

V ,.- ·1 ' i 

.;;. ...1,.. 

de 

v.ri 

C .. ::·::: () V O (.) :r1 

.. -~1 r--------

' ' e ! 
V 

\J1 a· ·1,-,, ..: a """ e 1 e"' l 1 i~· 1 1 , · •"l ---%~ ;f; 

Cl(: 

r1t1.l len 

dat ge 1 :L 
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' . I I ' I 
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1 
I 
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' r7 ;·"' \ 
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f"11 ' ' 

l ; l f \ .. ~ -l \,,.) ,,%' ,.,,_.; 

2 l -· 
" 

i 0 (' \ 

( i 
' z ! \ u 

3 
'"'';' . .J 

17 9 () ll (:,) lt tLd ; ....,. 

z 1 ,;) 
,,, 

(''\ ,t' . ' l; C::. ' I ' 
5 

,_ '~ 

4 ~ 13 
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vri~e variabelen 
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d a ·t b ~ 

1 -~ 
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(j 
~1 t l 
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I'") , .. 
' ,A..,J ,•- P'""-, 
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rw" , l ~1 
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:, 
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Itera.t ie N 

Als basisvergelijl{J_ngen die1-1en de vergelijl<:i11gen 4 .21 e11 

4o22, met dien verstande, dat het aantal basisvariabelen nu 

groter da.n m kar1 zi Jtl e11 er ee11 of meerdere ,,ri J8 z-v ari abe len 

kunnen voorkomen. Deze worden door de onder C genoemde transfor­

maties ingevoerd. In het geval de onder iteratie 1 genoemde z~ een 

vrije variabele is, kan f altiJd, 
a 4 Ii i :a I : ..ca •• I 

=z = 0;) o --z -:::-:0 verminderd 
2 n-lTI 

r r 
kan men f verminderen 

door va.riat ie 

voor i r. Zie 

van z vanuit r 
hiervoor fig. 

'") '"\ 

o naar -- (X_") J 11.ierbij weer 

4 .14 . . 

I 

tf 
I 

I , 
I 

' 

' i 

' 
; 

I , l ., , . 
i ,-:", 

. . ,, 
./ •• 

L 1 . 
"L1 == ', -, ~-== c .. . > () v o c; r ~~ --O ,; f' n e e mt ,.:l f' 
-Y,-·• ....... /,, __ 4rr7 __ 11 { i-------] .. ---------... ¾.. .;...; .,,_, ., 

1~~ ... 

1-·1.. ·i" e r 1 ll -1 t l:·, 1 ·1·· --, 1,r t' ·• ( '.j 3· t 
• _ U . ~ -~ J ~l ~ 

.L 

z.==0 latend 
l 

• 

deze uit deze variabelen te verwiJdereno Immers de functie kan in 

dit geval door variatie van de vriJ·e variabele z Q z .. ==0 voor i ra I.,.,, l .,, 

altijd verminderd warden. Dit verwijderen van de vrije variabele 

zr uit de niet-basisvariabelen l{an niet direct, nadat deze aan de 

z-variabelen is toegevoegd~ plaatsvJ_nden want na de toevoeging 
~ 

l r 

Evenals bij de eerste iteratie 3 kunnen we bij de variatie 

van zr weer dezelfde gevallen A, Ben C onderscl1eiden, die, onge-



ach·t de 

formules 

een tli et 

aard van de 

opleveret1 

11egatieve 

\'"oor 

een 

onder iteratie 1 ,Ye 1e,c 1 1c·~e,,1 
0 t l J l.. .A t 

Voor z 
l"'l ' 

een " vriJe variabele 
toe,,oegingen b ' ' lJ 011,der 

aangebracl1t te v~order1. 

Stel ("' 
C:?: Qi,-_> __ ',:-~. ~ 

C ,,,_ .,-) e 1·~1 a"' 11 e a· ,.,·.:.. , -~) 
~c-",'2' ~ "' 1 . . ..:;;_, \...,,_, !It --r r-----------------nr- av''"""--

] .. J 

1.J it en 

willekeurig kan afneme11 
van teken verandert Het 

0 ' 1 S" -· dus 

de .. 
~l J 

\1:.""' .. ·,.r·· ~~t -1e · ,~ lc1·,)t: · .. 

c11e r1e11 

on<:ier I ·. 
J: l, 

11 2· (1 
I Ii>. J ··r~, ' . 

/4, 

( F'lfr 
t" ' ~.., 

u 

B en 

·-() V (~) ....,,,.,,~...,, ' ···-· 
7 
,,,1.. ,. 

;'';!I 
""''>;;, 

,,. e { ) ! 
<F~\c .... r,·•1 

B. E~n der basisvariabelen wordt nul voordat de over1~e --------~·---------------••-•n-• p~--m--1•-• .,,,..,,; i :<Ile rtl'$mr r bl wi.,..,,,,.,,,,,..,.,,..,,,,,_.,_,.,, •.w : Ii -."~ ••~.,,., r , ,,__,,;iww tfJ 1,tt1u1m!tW ':ii to'l ,,..., : re-~••-• - ,ua. 1:11 !111¥¥,,..,, __ ,,__,_", .. Q ~'ii¥a I ,,_,. ,,.._ ,., 
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----•A4-44i-..... •------------------
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\ 

programmeringsmodel is het optimaliseren van een kwadratische 

onder lineaire approximaties van de 

1{1..1. 11 ·l1 e n o ., a Q de A o ·: I O en A "B . a 1 s 

een benaderende oplossingsmethode van bescl1ouwd worde11. Er 

zijn echter ook wel algorithmen die een betere oplossing van 101 

geveno 

ZOUTENDIJI'f IS [,-7 ...... _ :~ methode van de toelaatbare richtingen is een van de ·-
meest algemeneo Veel programmeringsalgorithmen - ool{ lineaire pro­

grammeringsmethoden - kunnen nla als biJzondere gevallen hiervan 

beschouwd warden. Deze methode is zelfs van toepassing 

voorwaarde11 van differe11tieerbaE:rl1eid a,ls de fu11.c·ties 

011.d.er ze kere 

f X'1J. o •:;Xn 

11iet a1-tijd 

zeggen of f in l1et zo gevo11den punt absoluut minima,:'l is o v-oor 

praktijkproblemen is dit niet zo bezwaarlijk, daar men va~~k door de 

aard van het probleem wel weet, of hel zo gevonden punt een locaal 

of absoluut minimum kan zijno 

HILDRErrH [ 4] 11 educeert probleerr1 1 .. 4 , 
• 

maliseren van een convexe kwadratisct1e functie met niet-negatieve 

varia.belet'lo De bepa1i·r1g va11 het 01Jtimum gescr1iedt - analoog aan het 

A.B. - door co~rdinaatsgewijze optin1alisering Univariate method . 

Bewezen kan warden, dat deze procedure convergeert het optimum zal 

i . r1 • a • n i e t :L n e e n e ~l r1 d i g a a. 11 t a 1 J. 't e r c~ t J. e s b ere i kt \tJ or de 11 0 

D 1 ESOPO r21 besoreekt van bovensta2nde methode een generalisatie: l. _1 .. .., 

hoe k i g z i J n d . i.f! • 2~ o a 11 f' c 11 11. e v e 11 v o o 1 ~ v-J a o 1"1 de 11 v a n de v or m ex._, ~ x .. ~ . ..,;; ., 
r - .L - l l 

, zijn toegestaan. In !_4_ wordt bewezen dat een stelsel lineaire 

restricties tot een stelsel rechthoekige nevenvoorwaarden gereduceerd 
ka n tAJ or de 11 o 1-Ie t~ 

en gk x 1 , .•• .,x 
~ t1 

convex 

lineair ziJn, toepasbaar op 1.1 0 Een andere 

e r·1 de o- 1 x r1 .. • ., <l , x ~K ,., :1 11 

van t1un kwadratisch 

hetzelfde artil{el wordt besproken., 

geert echter vaak zeer langzaam~ 

hierin 

convex D Deze methode 1s een 

programmeringsalgorithme, dat in 

Laatstgenoemde methode conver-
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