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j=1 niet bij een opleiding betrokken

j=2 1in opleiding

j=3 opleider bilj de cursus ziekenverzorger

Jmhf 1 't ( ¥ ins tructeur ziekenverzorger A

J=> " THT ! instructeur ziekenverzorger B.

De index k vermeldt het betreffende jesar (k=1,...,5)-

De grootheild xﬁjk geef't nu het aantal personéen aan, dat aan
heT eind van het kQé jaar de status 1 heeft en het daarop volgende
jaar 1n de functie j is tewerkgesteld. Zo geeft bijvoorbeeld x234
het aantal instructeur ziekenverzorgers A aan, dat in het vijfde

jaar opleidt tot ziekenverzorger.

Ga zelf na dat geldt:

_ o) . _

X,}BK—_O XE,‘KWO :XB,ILC-“-U X)_}.,]k—--o
X0 Fo =0 X3 =0 x5 =0 (2.1)
X15K:O X25kﬂo x35k:0 (k=1, ...,5)
Xm.on = 0O

27 @

J O (J:’:/lﬁn*ﬂﬁri) (2'2)

Xmoon = X o = O

337 332

Kortheidshalve schrijven wij voortaan:
0.

*1 k% "'"“‘%—;7 %19k (2.3)

UlT de vervale formulering van het probleem volgen de relaties:

@ , * ; de .
Aantal ziekenverzorgers aan hetv eind van het k== jaar = aantsal
S Te

ziekenverzorgers aan het eind van het (k-1) jaar verminderd met
ﬁ ﬂ de . . s
net aantal ziekenverzorgers, dat in het k— jsar een opleiding

volgt Tol instructeur zlekenverzorger A en vermeerderd met het aan-

tal inheemsen, dat een opleiding tot ziekenverzorger volgt in het

kgg-jaar.
M.a.w.
1.6 T F1x-1 T Fok-1 T 2| Fo3k-1 T ¥z T X43k*/] k=1, - 053]
- | (2.4)
waarpbi ]

TN e pep e DONK VIR gy

is. Immers zi1]J] kunnen toch altijd beter inheemsen tot zieken-
verzorgers opleiden. Dit volgt uiteraard ook uit de oplossing.
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het opvoeren van het aantal "verplegingsjaren' . Op het moment, dat

wij de instructeurs voor de laatste keer over de opleidingen zullen

verdelen worden hun aantallen vastgelegd door de grootheden

Xy A(imﬂjag.ﬁﬂ)ﬁ De optimale waarden van X5 5h bezitten dus de vol-

gende eligenschappen:

10) aan de voorwaarden (24)t/m (2.11) wordt voldaan

o ﬁ | | ﬂ
27) de uitdrukking (2.12) is onder deze voorwaarden maximaal.

Het{ 1s zonder meer duideli gk, dat onze keuze zal z1]jn
X = Xq 0y (2.13)

qu4 = O (1#1).

De keuze van de overige waarden XijM (i=2,3,4) is van geen belang.

Wij vinden dus voor het max. van Z 0y

(2.14)

Zq = mEX 24 = Xggqq T Xgqn T Xgqgy T Xq 0y

*4 54

Dit antwoord behoeft ons niet te verbazen. Immers in het laatste
jaar kan men niet beter doen dan alle ziekenverzorgers 1n de ver-

"verplegings jaren' te ver-

pleging sturen om het grootste aantal
Krijgen.

Het maximum wvan ZO

door (2.14). Uit (2.14) volgt, dat het maximum een functie 1s van

X .
1.4
Wig hebben nu het volgende probleem opgelost:

wordt ongeacht de waarde van X, ) gegeven

Gegeven een aantal ziekenverzorgers, instructeurs A en B en vijf

blanke 1Instructeurs. Gevraagd deze instructeurs zodanig over de
opleiding te verdelen, dat @an het eind van het komende jaar het
maximale aantal verplegings jaeren wordt verkregen.

>lechts de fterm XAl in (2.12) is afhankelijk van onze keuze.

>chrijven wij nu voor het maximum wvan XAy
By(xy43) = max xqqy = x4 y (2.15)

dan geldt op grond van (2.4):

_ N ]
Hﬂ(xijB) = X445 +~51,.x233 +-x333 + Xy oa |- (2.16)

. -~ |




N At
7, = X P + X oAy L. (2.17)
d 111 112 1173 1V 3 [

Streklken wij onze 7org ook ult cvar het voorlaatste Jjaar, dan dienen

wig de waarden xijﬁ To pbenal_n m vl codrnlo aavg
./

O , ) |

17) aan de voc wunsed=n (2.0 +/m (2.71) voldaan wordt,
O ~ } ! 4 A . o "4 , o . - .

27 ) de uitdrulzlzine (2.2} o z7 deme vocrracrden

maximaal 1s.

v : ] R ; CL . e ! R R T / ‘ - ! T 1
Dit laatste kv n~o wig zver:s v ensons (0.74%) btereiken door de
ultdrukking

| @ 2.18
Te maxygmallsersenr., i )

Indien wo]y 2, als krifterivm e c.. dra 18 et vrobleem waar-
t

vVOoor wig ons gesteld sien vir, Ga:nelfidn vorm o) het voorafgalade.,

Uit (2.17) o (2.73) wolgh 4: % vor » de optirale keuze van
X . . elat:
133 S

g smemose S—
2:’{: M /i 3 hf* 5 .}; ,-3 f"’"} r:} - :{ .r:\, m - -l - -
i | =) j _ t 3

|
i

— SR | (2.19)
=< e “1 . . wy 7
= -'J E T ¥

: . e p g e~ ey ) e * ! S - \
is maximaal ondexr dz voorwaardenrn (2. ) L/m (2.1

Ook nu kan m2n eenvoudis nagaan, da2at voor de optimale keuze
geldt:

X ' = b ?{'ra ’ e ;t:-x -
ﬂi/lB /*”3 j.fﬁ:} 319:)

‘ g D AV ¢ m_m;-_ff 9
2 j D 2 s ) }—] 3 :; li . :) Y,

Wig vinden derha ve voouss beC i, vaa 2,0

L o3

Zo = MAX Uy = g b Hgan oty o+ DX, g+ g g+ 5 (2.21)

i b L
X. . N
193

ochrijven wij nu:

H2(Xij2) m-maﬁ :beBW%{Lf;{fiﬂ (2.22)



dan geldt:

4 + Ho(X, ~) - (2.21)

o0 T Fq9q T Fqq0 142

Wanneer ook de keuze 1n het derde jasr ons niet onverschillig

laat, dan zullen wij; X .~ zodanig moeten kiezen, dat geldt:

L j £
1°) de waarden . voldoen asn de voorwaarden (2.4)t/m(2.11)

0 | f ﬁ |
27) de uitdrukking (2.21) is maximasal.

De term in (2.271), welk:s afhankeli gk 1s van de keuze van XijE
wordt gegeven door:

X + X ) = X, + 2% OB %K, .+ X .+ 2 .22
112 2( 132> A2 1.3 gﬁfﬁaj T 3.3 ?J ( )
en dus volgens (2.4) t/m (2.11)¢
= + 2 + 5(= + = DX, 5 F Xy 4 X + 3
*112 Faqp t 5, XMBQ] OFee T Fa2T Tanz T2
= 10X + 10x% + 5% + 5x - DOx + 25 . 2.2
“Xo30 h3p t %o o T 0¥ o 112 T =7 (2.23)

Na een vluchtige beschouwing van (2.23) lijkt het of de optimale

kKeuze van X, .o BEgeven wordtc door:

3
#0322 T oo

Xh3p = Fy o = (2.28)
X490 T ©-

De keuze voldoet ~chter niet far de voorwaarden (2.4) t/m (2.11).

Immers xqquo impliceert

Xans T X4 o (2.25)

3

|

en bljgevolg:

< e Q= { -
X4 0T 3%y ys (2.20)
of
ANy | e (2.27)
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Als g 4= 15 don zal de vptimale kecuze voil X, kleiner of gclijk

) %
-~ —
aan{;m%fiﬁ moeten zign. Kirest men Xy )4 kKlelner dan ol gelijk aan

{;41;11 dan volgt uit de vorm (2.34) dat de optimale keuze van X4
geligk aan 3x,,., 1s. Beschouwen wij uit (2.34) de term 44x124—15X&445

die voor deze keuze van X Ao gell gk wordt aan ﬂ@xuqu dan volgt on-

middelll gk deat voor de opLLm ale keuze van S zeldt, dath41 g -

) G . ~ -+
_ , 11 Tt ,
11j» is aan | 3 of; 5] In het laatste geval moet op grond van

(2.3L) =x Ainq B8 llyﬁgﬂﬂﬂhﬁjlvwﬁfmﬁl88D.Xq [ '1ij heébben dus de vol-
gende keuzéen:

y AT
Lhq T L TR
1T _
#1271 m'jL 3 (2.35)
X == W _ fﬁr}{f‘l a/‘“‘"‘"'”“
111~ “1.1 7 2L 3L
) Xa "
SR Fppq T W”?”“_J
X404 T *q.1 (2.36)

De term ﬂﬂxqoq - WSEMMq in (2.34) is voor de keuze gegeven in
(2.35) gelijk aen:

~X - ~X - -
33 ~5] - 15 =5 (2.37)

en voor de keuze gegeven in (2.36) gelijk aan:

- )
;“""_e’::. - 71

4 g /‘ a/] jé -
Vx4 - 15— (2.38)
O N P N e I
Als | Ea m:Lm ;w1 don 2zl n velde uvitdrukkingen gelijk. Indien
~~ - X -
| /i /w :r /E a/i | - . : A
echterL mmmm! = | s - | -1 18 dan en slechts dan de uitdrukking

(2.37) groter dasn de uitdrukking (2.38) als geldt:

X, 4.7 5
_.__....,3....“ _anm-gmmj {-;,r;‘- o (2**39)

X X 4
3 T LT3 ) T3 (2.50)
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Indien wij z21ijn maximale winst aangeven metl wq dan geldt

!lm

Mq = msxaqgaggag} = 83, (2.47)

Bij een tweejarig contract zal de kolenhandelaar in het

laatste jeaar als hij mag leveren cen winst maken van de grootte qu

Levert hij in het cerste jasar de igg-wolensoort dan bedraagt

de verwachting van zZijn winst in deze tTwee jaren:

a8, + (4~pi)wq . (2.48)

Voor de kolen welke hij 1n het eerste jaar het beste kan af-
leveren geldt, dat (2.48) meximasal is. Indien wij dit maximum aan-

geven met H23 dan vinden wi ]
= o _ o
2PN mix{éi - (7 pi)hq : (2.49)

il

S>trekt het contract zich over drie jear uit, dan geldt voor de
opTtimale keuze, dat

3 + (1ij)w2 (2.50)

maximaal is. Het maximum wordtl gegeven door

—
W, = max la, + (1- Wa | . 2.5
3 3 EJ ( DJ) D (2.51)

Op deze wijze kunnen wi]) voortgean en wij vinden tenslotfte voor

j= S

het maximum

‘W6 == MiX{%k -\ (thk)w5:l’ (2¢52)

waarpi j WS op een analoge wijze 1s gedefinieerd.

Van bovenstaand resulteat zullen wi] nu een toepassing be-
schouwen. oTtel dat

aq = fﬂ 435#" pq — O§2
a, = f  790.- p, = O,U (2.53)
a~, = Ff 1.050,- @ = 0,0,
3 f » 93 056

Voor de ultdrukking (2.48) vinden wij dan

a, + (1-p )W, = F E35.- + 0,8 x £ 1.050.- = f 1.275.-
8 + (’!mpg)w,] = f 790.- + 0,6 x £ 1.050.- = £ 1.420.~- (2.54)
ay (1~p3)wq = f 1.050.- + 0,4 x £ 1.050,~- = £ 1.470.-.



HeT maximum wvan (2.48) wordt dus bereikt voor i=3.
De kolenhandelsar zal dus in het voorlaatste jaar huishoudkolen
leveren. Uit (2.54) volgt tevens w2 = £ 1,470.,-.

Voor de uitdrukking (2.50) vinden wij nu:

|

aqkm%(ﬂmpq)wg = f£ U35 ,- + 0,8 x £ 1.470.- = £ 1.611.-
85 + (M-p )W, = F  790.- + 0,6 x f 1.470.- = f 1.672.- (2.55)
83 T (1”93)1‘*12 = £ 1.050.- + 0,4 x £ 1.470.- = £ 1.638.-.

|

Het maximum van (2.50) wordt bereikt voor 1=2.
De kolenhandelaar zal dus in het vierde Jjaar de zgn. kwaliteits-

Kolen leveren. Uit (2.55) volgt voor My Wy = f 1.672.-.

Voor het maximum by ovan

2 + (1-py)¥y = f  B35.- 4 0,8 x f 1.672.- = F 1.772,60
82 - (’}—-pz)l’ZB = f TOC ., - + 0_96 X f 146721,“ = f /}5793,920(2"56)
35 + (’}mpB)IJ,{B = f 1.050.~- + 0,4 x £ 1.672.- = F 1.718,80

vinden wigj £ 1.793,20. D1t betekent, dat de optimale keuze in het
derde Jjaar wordt gevormd door de kwaeliteilitskolen.

Voor het maximum ‘Z*JB van

a, + (1-p ¥y, = F 435.- + 0,8 x F 1.793,20 = 7 1.869,56
a, + (1-p)l), = Ff 790.- + 0,6 x f 1.793,20 = F 1.865,92(2.57)
ag + (4mp3)w4 = £ 1.C00.- + C,4 x £ 1.793,20 = f 1.767, 38

vinden wij f 1.869,56. Dit betekent, dat de optimale keuze in het
tweede jasr wordt gevormd door de superiiolen,

Voor het maximum ’2%36 van

8, -+ (1wpﬁ)w5 = f  435.- + 0,8 x f 1.8069,56 = Ff 1.930,065
a, + (1Hp2)wg = £  790.- + 0,6 x f 1.869,56 = £ 1.911,74(2.58)
£ 1.797,82

ay + (1mp%)u5 = £ 1.050.- + 0,4 x F 1.869,56

i

{

vinden wij f 1.930,65. Dit betekent, dat de optimale keuze in het
eerste Jjaar wordt gevormd door de superkolen.

3. Het n-staps d.p. probleem

Adlvorens e€en terugblik te werpen op de beide voorbeelden uit
de vorige paragraal zullen wij eerst een aantal begrippen omschri j-

vern.,
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Het eerste begrip, aat wi) zullen invoeren heet gysteem. Het
SySteém is veelal het object van onze beschouwingen. 420 kan b1]
een wachttijdprobleem het systcem gevormd worden door de ri]
wachtenden voor het loket., Bij een voorraadprobleem zal met het
systeem meestal de voorraod worden bedoeld. In het eerste voor-
beeld uit de vorige psragras? duidt nen met het systeem "het ver-
plegen van zieken" asn, terwijl in het laatste voorbeeld met het
systeem "de verkoop van kolen' wordt bedoeld.

Aangenomen wordt det het systeem zich in verschillende Toe€-

—
4

standen kan bevinden en dat deze fLoestanden beschreven Kunnen wor-
den door een aantal kwontitatieve prootheden. he

n toestand wordt
dus gegeven door een rij van getallen, de waarden vaen de kwantl-
tatieve grootheden voor deze fToestand.

Een dergelijke rij van getallen nnemt rmen cen toestandsvector.

De toestand a2an het eind van het i—= jsar van het systeem "het

verplegen van zieken' wordt gegeven doow’

a) het aantal miekenverzcrgers X

L1
b) het aasntal instructeur ziekenverzorgers A X 4
C) het eantal ¥ I B XB s
d) 1 " hlanken }:"l? s 0

De mogelijke toestanden ven het systeem "kolenleverantie'

(EQE-Voorbeeld) Z1lJn:

O L & |
1) contract is geldig voor het komende jaar

O ﬁ 1 ﬁ . @
27) contract is niet merr geldig voor het komende jaar.

Deze beide toestanden kunnen worden beschreven dcor één kwantita-
tieve grootheid, die voor dez beidz toestanden recp. de wnarde één
of nul aanncemt.

>tel dat de toesgstandz=n van ecepr 3ysieéem beschreven kKunnen wor-
den met behulp van m kwantitetieve grootheden, dan kan icedere toe-
stTand geidentificeerd worden met cen punt in <¢2n door m orthogonals
coBrdinaatassen opgespannen ruimtec of met de ftoesfandsvector, dile
de verbinding van dat nunt met de ocorsprong van het asgsenstelscl
is. Op de assen van het assenstelscl worden Gz cerdergenoemde
kwantitatieve grootheden uitgezet. Deze ruimbte zullen wij de
toes tandsrulmte noemen.

In elk van de voorbeelden ult de vorige paragrasf moet op een
eindig aantal discrete Tijdstippen cen peslissing worden genomon,
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Tndien in ceen d.p. pDrohlao2m on n alLscrzve vidrclopen eén nNeslis-

sing genoren dient te wond~n. 1o @precktT men van

probleem. Zodra de eerciz2 Yool nins genomun Ly gaat hetl n-staps

cn n-staps d.p.

probleem over in een (n-1)-stenas d.p. praobleen, We zullen asnnemen,

dat ook iedﬁy:f?mwy?tigkﬁ woolo oy i vastpgelopa kun worden met behulr

_ - . i vy , Sy vy RN P .. | 4. po e |
van een aancal ¥~.nb satinve crenthadan., o bl coergte voorbesla

wordt dc op h- v V¥ w*;lgﬁ;gfw (oo T henlisaslng oogeten door Xijkﬁ
L

o Ce o | D e . S L 1 .- ~ N
i‘;_}__“'i.; DI BT S A R .. RV R RO STUTS L ‘Jﬁ‘llﬁs—l 219 L WATITC T

-, __ L
. . - B R S e nry AN L. * - A 3
worden bhaschreven et *en kwentitao . evs pgroctheio, wnollkke slechcos ac

waarden 1, 2 =211 3 bhehosi o e foon

i
carhtdulex k!‘ i

terwijl in het Tweed.o

!,,,
LS

-

Veoor het gaval mm-n oo bﬁﬁll%gingertxflf”wﬁhnmPW1rm?t’behulp varn

r kwant.tatieve grooths v

~

S T O Nolch
cvnowmondeRrt e daere 3lissing
j * o . e - . BL‘ ia- llﬂ-' — gt f t ! i*nf-i ‘ twj - = s'2‘-'%«- 1&"‘»4" P N i" u —j-r

e o - . ~ R TN L N B A ~ % d A e
een puns in cen 7 oangonsiondale rivaie . )0 VIOTnhLTInTZAT N van adag

Oy

punt met A2 corveprorge zullen wis do beoligsarepvector noerin, TEr-

b3 ry ’ ™ ﬁ ) - . * ] - :

‘ m - '%'— - - ;' PR %ﬂa; IR, {' ' or o
W i J }m d e w‘é-n ’}'tww] ém ;1:.1 Lﬂ'& Ii‘j 1 {Té v ¥ t ;-un F * "}' -l ” .
i T, g 114V

- - r — oW e gEs 2 o

Y i - . dy

nﬁ““uﬁwﬁg;““wnﬁ: aongeaurd.,

L I S e e Y i - W Tt e A il

Y . PO P n LA N .
Bij ec 1??fM”NJLQMﬂW HaschoJuinge ven e preoviemnn uil de

bt N
™ i o - : | 4 . _ o J.. ¥ - - - P ;
paragraasf valt het onz op, 2448t wl Toes

Lo wors e van nelt systecem op het
volgende tijgdatin van heslicsan otosl wordt peinvioed doerr do oo -

stand cp het hurdine tirjdaoip van Heoslissen en door de beslissing

VOrLfe

zell en echiter niet door de toesatanrncan |

NOEN CNn PesLLsaingsen op vocreaonan
Cigdstipnon., nn het egrgt2 727t~ i verat de toneatund 7an het

: -;#n 4. vy . r*:& 7 R L ” g 5 \ B T 1 o - , 4 Ay k
systeem aan g cint. van not bhrends joar volledlizr vastggeolezd coor

3 s o . g - g ?_&M - i oy . . _ﬂ ~ . o 'e! o , P~ - £} }‘_ - _! 53 o e ;} 1 t" =
de huidige toestaing ~n d op dat cijgantip ¢z wenen Hesllissing (zle
' o i e
(2.4) t/m (2.1,

In het Twvecde voorhnald canrrnyegen bestaot ook ne de beslissling
onzekerncid omtrenc Jdn to2stvand van heot sycterm on het volgence

beslissingstiydstlipy. 22 Kalgsen o vrariserine van de verschillends
mogeli gk Toz~svantey vorann ceorwzy w2t Lepaald deocr O wmidize toz -

S

P -
"1\
o
£

) .y . o de g, , g ey Y S
atanu el Qo Teée nemern presglic

Vererr kwonn=n Ji, constater:n, deb ton onvoliaos van een beslis-
- » by

f‘)
sine in elk von d2 bhordn a2 srall? Lp vrn o cen opbrenpst.

R R T Y N .
-3z

-w«% o . .- o , . T 1. , | a - T o om e ey A ! . . . ~F O~ Q% Ty . -~ 1 ™ -1 . i
e omMyvany ran deze€ cPNrangst nirngs To vol Aoz openom:n hbeslissing en

de toestanc wasvrin deze "orsligsing 19 gonoman

- 0

Mg el St W IR gy g W S

1) Er zijn d.p. problemen, waea Thij de opLren st stochastisch is.
In cdie gevalilien b2schouvwt wrn le verwechting van de opbrengst.
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Bij het oplossen van een n-staps d.p. pronleem wordtt hefl oor-
spronkeli jke probleem dus vervangen door een reeks van in eenvoud
afnemende problemen, welke worden opgelcst voor alle mogelljke

begintoestanden.

Tndien wij de tocstend van het systeem en de beslissing op het
de : ﬁ o b .
m— beslissingstijdstip resp. aangeven met X, en dw enn als wilj ver-
der schrijven voor de bijbchorcendc opbrengst h(x

3)

enz. dan geldt voor 2en n-staps d.p. probleen:

mjdm) cn de toe-

. * nesten ﬁ L ptimale | 7€ van a
komstige~”’ opbrengsten H__ (x ,d ) big optimale keu Q12 Qo

Sl iliny

e | o at iy - e
}%Tﬂntxmﬁdm) - mahlf’ﬁﬂ+ﬂ”=Fh+i%vwmﬁﬁ”%ﬂ+ﬂﬁdm+13j (nlgrl’i) (3°1)
m -+
waarbi ]
Hoixnﬁdn):x(ﬁ ﬁ (3.2)

Uit deze bheschouwing volgt tevens, dat bijg een n-gtaps d.p. probleem

de eerste opitimale peslissing d,,l vordt bepaald door de torstana X 4

4

(D

Men zou ook kuuncn zeggen dat door de optimale keuze aan een toestands-

vector in de toestandsiuimbte een heslisginzosvector in de beslissings

ruimte wordt tocgevoegd. Deze tozveoeging kai men ool als volgt ulit-

drukken:

A, =8 (x.) . (3.3)

Rellmen heeft door gebruik te maken ven het abstracie begrip Functie-

ruimte de zgn. strategicruvimtse incevoerd. lLeder punt ultl deze rulmte

S g T i

igs een functie met behulp waarvan asr ledere toesgthandsvector cer

A - il Y. =y . N O VBTN B i o T T I e B -

beslissingsvector kan worden toegevoegd. Oolk de functie Sfﬁxﬂ in (3.3)
is een punt uwlt dezg rulmbe en wordt een strategie-functle oif ook
wel kortweg strategire cenoemd.

4, Het oo -staps d.r. probleam

¥ - kg o L ATl Fa S o NI - A N e T W o i, Mg S 4 o - A e gy -

In de vorige paragrafen heortzecn wilijy ors weoverkt tolt d.p. pro-
blemen, waarin slechlis een einCig cantal beslisgingen wordt genomen,
In deze paragrasf echter zullen wiy ons hezZig houden met situaties,
waarin het sanival te necmen berligsingen onbegrensd 1s. Het 1sg zonder
meeyr duldelil jk, dat de oplossing van deze problemen niet verkregen

wordt door eerst de beslissing van de "laatste’

Sewuny Wheas SRR - G SONE el axise

stap te bepalen.
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_ N P - ]} 4
I £ (x,) = e {h( 1) g fEa(xg.ag) (4.3)
| als zowel a) als c) van toepasgsing 1is.
K—’“' N
e o . | Ne 44
II f (x,) = gdx {h(x,,ljdﬂ) T fg(xq,dql} (4.4)
L als zowel a) als d) van toepassing 18,
IIT £ (x,) = rga:x: [ (Kq,0,) B {fn (x5) /%454 qﬂ (4.5)
| als zowel b) als c) van toepassing 1is.
B - " . I f* ' > N
v £ (x,) = o n(xq.d4,) R (2 (x5)/ X,ljd/]}—[ (4.6)
d

als zowel b) als d) von toepassing 1s.

Beschouwen wij nu de rij vean functieg 1 () dan zullen, als

9

deze rij voor ledere x convergeert tot een functi f(x), de relaties

(4.3) t/m (4.6) overgaan in: 3)

T f@xq):xifm:{h(xqjdq).wj?wftJXﬁ;dqi¥§ (4.7)
g

1T f(xq) = gax {h(xqﬁdq) +-¢%ffx (x X4 1)'} (4.8)

o

11T itxq):xzfm:L?(qudq)*+iﬁ{ /kqjdq}J (4.9)
/l i

IV f(x,) = }dm h(x, . d,) + ok K .igf(g_«_j_,g)/}{/‘;d,}} (4.10)
f‘% N —

Indien de opbrengstliuncivires fn(x) behorende blij de overeen-
omende n-steps d.p. problemen convergeren tot de functie (x),
darnn wordt de oplossing van et oo -staps d.p. probleem verkregen uit

3

de oplossing ven (¢ corresponderende funcitionaalvergeli jking
(B.7) t/m (B0) |

- Het owdé*”oe{'na a7 de ondubpelzinnignelid en de existentie van
de oplossingern van deze funcitionoslvergelijkingen vormt een wezen-
1igk deel van de dynaniscne pf@grammeringa flan dit belangrijke
onderdeel ven de theorie der dynamische programmering zullen wij
ecnter geen andacht bhesteden au)

e e it e T TR, R PR S e - Y S -

sSTe S - ﬁ
d Lteratie methode, Indien de rij van opbrengstfuncties fn(x)
van de overeenkomende n-staps d.p. problemen convergeert voor

ledere X tot de opbrengstfunctie {(x) van het oo -staps d.p. probleen

dan kan deze functie uiteraard ilteratief worden bepaald. Heeft men

3) De relaties (4.7) t/m (4.9) zijn bijzondere gevallen van (4.10).

L) X%J verwljzen hiervoor nagar R, Bellman: Dynamic Programming blz.
6 e.v.
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Soms is het zinvol te beschouwen de rij van functies >)
o ) (4.19)
%H(X) - :

Indien de rij van opbrengstifunctles fn(x) van de overeen-

komende n-staps d.p. problemen niet convergeert, maar wel de rig

. {m o - ' i : :
van strategiefvncties sn(x) | zle (SﬁBXJ dan kan men ondanks de
divergentie van de ri] fn(x) toch de optimale strategie

S(x) = lim S_(x) (4.20)
l—c0

bepalen. Veelal wenst men slechts de optimale strategie tTe kKennen
en 1is dus hiermede het probleem opgelost. In dergelijke situaties
komt het ook veel voor dat de limiet

£ (x)
lim ———— = lim g (x) = g(x) (4.21)

bestasat.

De functies gﬁ(x) stellen de gemiddelde winst per beslissing

voor bij een n-stap d.p. probleem. Dij menig probleem convergeert
deze rij van functies tot een functie g(x).

In par. 5 zullen wij voor een klasse van d.p. problemen een
me thode bespreken, wasrmee men de functionaclvergell jkingen op een
meeyr directe wijze kan oplossen. Deze methode 18 slechts Te gebruli-
kKen als de functionaalvergelil jkingen van een bepaalde structuur
z1ljn.

Fen ultgebreide groep van o -staps d.p. problemen kan worden
opgelost met behulp van de theorie der Markov ketens. Bij deze 4d.p.

proolemen geldt dat de toestandsvectoren, behorende bij de door het
systeem tTe doorvlopen toestanden, voor een vaste strategiefunctie
S(x) een Mlarkov-keten vormen. De verwachting van de opbrengst voor

een veslissing in d2 limiettoestand van het Markovproces is dan het

Kriterium voor de beste strategie., Van deze d.p. problemen hebben

wij reeds een drietal opgelost in hoofdstuk IX (waarschijnlijk-

heldsreltenen )., De oplossingsmethode wordt in dat hoofdstuk ultvoerig

ocesproken, zodat op deze plaats slechts met een verwijzing kan wor-
agen volstaan.

Rl WY S WSS amas  owell VRN woWh

5) Wij gebrulken in dit hoofdstuk vaak de termen soms, veelal, etc,

zonder precies aan te geven onder welke voorwa arden de ultspraak
wacr 1s. Ook hiervoor geldt 4).
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1°) fo(e X, oY) =otf (X, V) (5.2)
2°) f’l(XﬁY) is continu in X en Y.

Indien hij tweemeal gaal vissen dan wordt de verwachting van

de totale opbrengst gegeven door:

fQ(XsY) = max {H"p’t)r’lx " (q"p’l)f’iu/lmr")xﬂj ; (5.3)

g@m

(1-pp )1 ¥+(1-p,) 24 [ X5 (1w )Y | L

Uit (5.3) volgt dat ook voor fg(xﬁy) geldt:

12
2°)

Indien hij n maal gaat vissen dan wordt de verwachting van de

oA, Y) = oA ?2(}(} Y) (5 ‘L‘_)

X,Y) 1is continu in X en Y.

gegeven door:
= max { (1-p, ). X+(1-p ) 4 [ (1-r )XY | ;

(1-p,)r Y +(1-0,) 0 [ (-0 ) Y]

(5.5)

behulp van de methode der volledige i1nductle Kan men voor

8

ceheel getal n >0 bewljzen:

e (5.6)

: @ % iy % 2 - . v
2°) £ (X,Y) is continu in X en Y.

pewijzen dat de limiet f’n(XﬁY) VOoOrY n— o0 voor iedere

1)

en Y bestaat en dat de relatie (5.5) overgaat in

el o

£(X,Y) = max { (1-p ). X + (1-p)f | (T-r. )%, ¥ | ;

-

W-"

| , A =y (5*7)
(”img}Q)I’QY +- \’i-—-pg)I’E{;(’i-rz)Ym}a»

Deze functionsalvergell jking heelf een oplossing

S - 1= mwmm-au:%mnn-wmm_ e . - : W et R 5D I SN N TRV,

functie ©(¥,Y) geldt:

5.

O\ afv v\ o
27y £{X,Y) is continu in X en Y.

beslissing om in V, te gaan vissen aan met D, .

beslissing wordt dan met D, aangeduid. De keuze

=

bewljs van deze uitspraken wordt verwezen naar R.Bellman,
=?murammiﬂg blz. 64 C.V.
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tussen beide beslissingen wordt bepaald door de toestand van het

nen gaan welke beslissing optimaal is. UlT (5.3) volgt dat deze

keuze ook optimaal is voor alle punten op de verbindingslijn met de

oorsprong. Uit (5 .8) volgt bovendilien, dat als 1n een punt D,} te

verkiezen is boven D. dit dan ook geldt voor een kKlein genoeg ge-

2

kozen omgeving van het punt. Wannser men deze feiten combineert dan

moet de toestandsruimte te verdelen zijn in sectoren, waarvan de

e
V O P m a a n .' ‘i* e ) » + ®
// ’
~
H’f -
D
--------- Hi
e X

K I -

r'ig. 5.1
PRSP |
HEeZ1CNL

mmmﬁmﬂ xai-‘.; m&ﬁm E ] w-

mogelil jke verdeling van de toestandsruimte

¥

In ieder van de secloren 18 steeds dezelfde beslissing opti-

nagaan voor welke punten in de toestandsruimte

oL men eerst ‘e beslissing D’! , daarns D2 neemt
vervoigens optimaesl verder gaat dan wel dat men begint met D

en
2
D,,% alvorens optimaal verder te beslissen. De verwachte op-
brengst zullen wij a2ongeven met i~ .. (X,Y) resp. f (X,Y). Men
DD, DD ?
kan eenvoudig nagoan, dat dezs functfes gegeven war%eg aoor:

X, Y) mv{impﬁ)?fxa+(thhﬂ(4mp2)rgf + fiiﬂmrq)xj (1~r2)%]

“ (5.9)

= (1-py)r,Y + (1-p,) (1-p )T X+ £ (1-r,)X, (1-r,)Y].
(5.10)

pbovenstaande Coestandspunten geldt:

fDD (X,@Y) = I D (XsY) (5511)

170 LoDy
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of (’i-pq)r,l}(-l—(’!wp,])(’l-pz)rzY — (/‘“pg)rgY“%(q“pq)(1”p2)r/lx (54-12)

B ( 1 "p/] )pglﬁfi

of Y X . (5.13)

Uit deze relaties volgt, dat de gezochte punten liggen oOp e€e€en
rechte 4. door de oorsprong en welke is asngegeven in fig.5.2.

_.z.f

2 7 f
* e i £ _
. 5 & #
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ooy (£0Y) > £« (X,Y7) (5.14)
Dol Vaba

vestaatl, waarin de‘beslissingiDq te verkiezen
dat er een punt PG bestaat beneden de 1&4&142

(i{ )3 YC}) waarvoor geldt dat DQ de optimale beslis-

ce L vervolgens dat P@ zodanlg gelegen 1s dat het punt
rstellende de toestand op het volgende besliss ings -~
covengenoemde sector. Uit deze eigenschappen
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£(X,Y)

Uit (5.21

£(X,Y)
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