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1 . Inle idirig 
• I t\mt l1il I I 1 IPO:-W 

Het matcen van een scherp onderscheid tussen de dynamische 

programmering en de over1ge programmer1r1g 1s geen eenvoudige opgave. 

De term Dynamische Programmer•ing is afkon1stig van Richard 

Bellmanl die hierover • • 

11 '1.'he problerr1s \~e treaJc are ·i)rogran11·111·ng I)robletns to use a 

termir1ology r1ow popular .. 1rt1e acljective '1cly11amic 11
, t10\'1e 11er, indicates 

tl1at we are interested i11 prc)cesses 1.n "J11ic~ri .lcime play·s a significant 

r o 1 e and in \~ r1 i c r1 the order of' ope r a t 1. t:> 11 s 11··t a y be c r u c i. a 1 . '1 

Nu bestaat er echter een groat aantal zeer ingew1\<kelde produk­

tieproblemen, \\Jaarin de t1~Jd ee11 zeer•; bela11g1~·.1 Jlce rol speelt en die 

met lineaire programmering kunnen warden opgelost. Zijn deze 

produktieproblemen nu oo\( Dynamische Programmeringsproblemen? 

Vervolgens zegt Bellrna11: 11 Hc,w~ver, ar1 esser1·t;ial feature of 

our approach will be the reinterpretation of many static processes 
as dynamic p1,.,ocesses 1·r1 w11ich t1r:1e can be artif~icially introduced o 

1
' 

Elk hou\1ast is ons dc>or~ deze uitsrJra:3lc 011tnorr1en! Op deze plaats 

kan 

d.p. een techniek is met behulp tiaarvan een klasse van programmerings­

problemen kan worden opgelost. 
Het bel1oeft ecl1ter~ 11ieL: de enige tech11ielc te zijr1 met deze 

eigenschap. 

In de volgende paragrafe11 zullen WlJ nagaan, welke kenmerken 

het d.p. probleem bezit en op welke wiJze het wordt opgelost. 

Veronderstel dat eer1 koloniaal gebied wordt voorbereid op zelf­

bestuur, hetwelk over vljf jaar zal warden verleend. De beherende 

mogendheid wil in de nog resterende jaren ~rachten een gezonde basis 

te scheppen voor de onafhankelijkheid. Daartoe zijn verschillende 

plannen uitgewerkt, waarbij een betrekking heeft op de gezondheids­

zorg. In het door deskundigen samengestelde rapport kan men lezen, 

dat het wenselijk is drie cursussen te organiseren en wel die op­
leiden tot 

....... -. _., 111■ 

1 R. Bellman, Dynamic Programming., Princeton Uni ver1 si ty Press 1957. 
2 d.p. ~ dynamische programmering. 
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z ie kenve1., zor~ge 1·1 

in~, t:r1J.C! teur 

i r1s tr1tic t:eur' 
., ,; 

c ti r' s us s e 11 <j 'l .. 1 re 1·1 e 1 k e e t1 , ; a C:3 r; e n k ll r1 r.,1 e n s 1 e c r1 t, s 1. t'1 c1 e hi e r --

boven gegeven volgorde warden doorlopen~ De uit te zenden blanke 

1nstructeurs kunnen alle drie de opleidingen geven, terwijl de 

instructeur z1eker1verzorger A inheemsen kan opleiden tot zieken­

verzorger en de instructeur zielcenverzorger B de bevoegdl1eid bezit 

leerlingen op t;e lei.de11 zowel :ot zielA:et··1ve1,,zor~ge1"' als 'tot it1struc-

tet1r z ie ke r1'ver zorlge l"' 

In de ople1d1ng tot z1ekenverzorger kan iedere instructeur 
_:_" ,,€ ,, ' -u,,eo, . o..» ~ ~ w 

maximaal viJf leerlingen instrueren. 

In de opleiding tot 1nstructeur ziekenverzorg~r Akan iedere 
•M bl > • 111111 I % kwww::&.o I I 

instructeur maximaal drie leerlingen opleiden. 
In de OJ)le id ing tot it1structeur 

I T 1 tR C 

ziekenverzor~er B 
~' :,, ., ... , 

blanke instruc~eur maximaal twee leerlingen opleiden. 

1\ange11ornen i11ordt dat het lee1~1ingenreservoir onbe1Je1"'kt is en 

dat iedere leerling geschikt is om elke opleiding te volgen. 

De deskundigen vrogen zich in het rapport af, hoe de instruc­

teurs in de verschillende Jaren over de opleidingen moeten warden 

verdeeld om r1et maximale ac1ntal 11 \rerplegi.ngs "aren 11 te verl{rijgen in 
"') 

de no,g res terende ,1 i Jf~ ~jcJre ,r1 ,1 an he 1_., t)e l1eer ·:> , al s ver")der ge geve n 

is dat voor dit doel viJf blanke instructeurs beschikbaar zijn. 

Laten wij eens proberen of' wiJ dit probleem niet in een meer 
wiskundige 

Deze 

vorm kunnen gieten. Hiertoe voeren wiJ 

symbolen geven aantallen personen aan. 
in de grootheden 

Stel dat de xijk. 
index 1 de status aangeeft van Jr betrolckenen en wel als volgt: 

1=1 ziekenverzorger 
-· • •. ,I 1,. -
LO,n,. t:::.,._ instructeur ziekenverzorger A 

.. 3 l== instructeur 

i=4 blanke instructeur. 

De index j geeft de functie aan et1 wel als volgt: 

3. Een ''ve:rplegings jaar 1
' is een jaar., waar1 in een zieke11verzorger 

gedurende een tjaar 8,eh,e~ .. ~, ter beschikking van de verpleging 
staat. Men spreekt va.n 10 verplegings'"jaren als 5 ziekenverzor­
gers gedurende 2 jaar geheel 'cer besct1ikking vat"1 de verpleging 
staan. 



j=1 

j-·2 

niet bij een opleiding betrokken 

in opleiding 

opleider bij de cursus ziekenverzorger 
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j--3 

j==4 

j--5 

I J 

JI 

l I t l 

11 11 

I I 

l I 

instructeur ziekenverzorger 

instructeur ziekenverzorger 

A 

B. 

De index k vermeldt het betreffende jaar k .... 1, o o o J 5 • 

nu het aantal personen aan, dat aan 
d -. J 

het eind van het k- Jaar de status i heeft en het daarop volgende 

jaar in de functie j is tewerkgesteldo Zo 

het aantal instructeur ziekenverzorgers A aan 3 dat in het vijfde 

jaar opleidt tot ziekenverzorgero 

Ga zelf na dat geldt: 

4 X .. -() 
41k 

. ... 0 
2.2 

-· 0 

Kortheidshalve schrijven wiJ voortaan: 

5 
x .. k l o j=1 

2.3 

Uit de verbale formulering van het probleem volgen de relaties: 

s te ziekenverzorgers aan het eind van het k-1 · Jaar verminderd met 

het aantal ziekenverzorgers, dat in het - Jaar een op ei ing 

volgt tot instructeur ziekenverzorger A en vermeerderd met het aan­

tal inheemsen, dat een opleiding tot ziekenverzorger volgt in het 

Mo8,oWo 

waarbij 
-- - -· - .,.,. -- -- -

• 

k='1, .... ., 5 · 

2.4 

• 

Bedenk dat het niet gebruiken van instructeurs altijd nadelig 
is. Immers zij kunnen toch altijd beter inheemsen tot zieken­
verzorgers ople iden. Di t volgt ui teraard oo k uit de oploss ing. 
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•.· .,\. 
'"''~ ., -~_,,,... ·~ .' ,.,,,, 

~-'"''""""'}, 

' ,, , . .. 
l ""I $<' i 

:- .t,, lt. l.l 1.r _ "'1 1 
1 'tt·\., ~ t 

.............. ~-~l 

(4 

(Jple 1de r·1 tot 

- 4 

d ,~, z· 
• 11"11' • • 

-

zi jt1 

aan 

zieken-
verzorger res tJ .. Uit de probleemstelling volgt nu 

De ziekenverzorgers in 

l•~a 11 

totale 

moet ZiJn dan de opleidingscapac1teit. 

aelde "'1 0 i. 

2.8 

--

-r ) . 

,.:. X 4 r~ l _,. '1 
) t"" -, .. ' 

2.9 

en X. : .. :; ( '_) 
~ #"''- '>,., ' 

l • l.J 2.6 

X,..,, . 
j I ,.. 

-. K 
~ 

2. 10 

x? i .. _.,,.,, 
... _.,\ i 

2.8 

X4 i .,. -1 
• t\. - ' 

'""'" 5· ., .,,,, 

? 11 .,__ . 

Het probleem luidt nu in ZiJn wisl{undige formulering: 

Bepaal het max. van de uitdrukking 

2 .12 

Stel dat wij de eerste vier jaar ons niet met de opleiding be­

moeien. In het vijfde jaar echter zijn wij bereid mede te werken aan 
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het opvoeren van het aantal 11 verplegi11gsjaren 1
' o Op l1et moment, dat 

wij de instructeurs voor de laatste keer over de opleidingen zullen 

verdelen warden hun aantallen vastgelegd door de grootheden 

gende eigenschappen: 
• 

1° aa.n de voorwaarden 2o4 ·t m 2.1·1 wordt voldaan 

de uitdrukking 2o12 is onder deze voorwaarden maximaal. 

Het is zonder meer duideliJkJ dat onze keuze zal zijn 

-- X 
1 o lj. 

:=.: () 

De keuze van de overige 

Wij vinden dus voor het 

wa arde11 x, "4 lJ 
maxo van zo: 

2 .13 

1==2,3,4 is van geen belang. 

+ x1 .4 · 2 .14 

Dit antwoord behoeft ons niet te verbazeno Immers in het laatste 

jaar kan men niet beter doen dan alle ziekenverzorgers in de ver­

pleging sturen om het grootste aantal '1verplegings jaren 11 te ver­

krijgen o 

Het maximum van z0 wordt ongeacht de waarde van x 104 gegeven 

door 2.14 e Uit 2o14 volgt, dat l1et maximum een functie is van 

X .. 11 • 
l • "'t 

V:ij hebben nu het volgende probleem opgelost: 

Gegeve n een a ant a 1 ziel{enverzorgers:; ins true teurs ·1\ e11 B en vi jf 

blanke instructeurs. Gevraagd deze instructeurs zodanig over de 

opleiding te verdelen, dat aan het eind van het komende jaar het 

maximale aantal verplegingsjaren wordt verkregeno 
~ 

lS van onze keuze. 

2.15 

dan geldt op grond van 2.4 : 



Tenslotte volgt uit en 

. , x-111 

I-:) ✓15 
(._ Q " • 

\ ... ,. . .,.' .. ' 3 ) . 
l ."l 

•--' 

6 -

S tr e k l,c en vJ i j o 11 z e 7, o ~i"l g o c) l c 1,1 i. t o v ·:: r he t v C) or J_ a a t s t e j a a r ;) d a n d i e n e r1 

WiJ d e \1 a. a r de r1 :-c . . ,..., 
·1 J .,( - .) 

'" 

7 ~ a an o e v or· .· ✓l :·1 :-·~ r c ~ n 

de l 11" .t. f" i r•., ·1 ! ,- 1 T 1·• n ( .' 
.-t LU. l.4. ...• _ l_,) 

maximc1 a 1 
, 

~l. S • 

• ,- ) .· ) \ c:. o , .--• I 

, -~ r- r1 : '1. ]. 'J' c·· ;::: -
• '-· -· l • t • l ::::1. L, 

' I ·r / m 
' 

' - "\ r·, -~ c'.1 e ,·, e ( . • • -1 <. ' ,_. 

..,,_, ~-. ' •.. J 

•• 

\1oldo.an "'10::d t :1 

--_,or-.·v,,.r.-:-i ··•r,a~en • \..._ . ,_.I, L,. . .. _ ~ . 

l . .r·, , , . n _..-::-i .• 1 .... , J J_. J . 
~ L, . ~ •. 

~, . l {",) .,_.. ·, , 1 ,.. C •. ' ' C,"1 - ' - • I ,- '. 
.. ,.,.✓ v, .. 4' •• --.,-._, •.• ~ •••• .--,1,.~, C(-;reike11 door de 

ui tdruv:ki r1()~ ~-

,,.. -l- - • I " 1 - •- , 
•• • • - " 

J. f· 
-- .i l. -' 

. 

'1 ./1 ,-" 
, 

0 • 'l ,·· l ,1 . ,,., I •• • i • , 
. I j 
' ·- _., I 

::::-.:. X r1 ., , ✓,I 
I j 

. ~- '"",... 
.l ' . ,. ,,., r) 

I t _ • 

t e 1·., ::i "'< j. m r1 l i s c: r 2 -r_ " 

_., ' 

voor WlJ 

Uit 

?'. 
• ....1 /', 

1lr.,,.., i" i·- e-·r ·i, ,,1-1 1 '"1 r:- ·· ·,,..,. ,,.::,i :- · -. 1.....1. . _. i.. ..,,_ .......... I.' .ll 
l 

ons ()' e c1 i- e 7 r ·: r· • 7 C L.--
t) u J __ \...I. • ., l 

r · : ".':") r "-:) • · ,-i ~ ·1 ~- ·1 V ( r_ Ct ., ,, 1 'v _. J_ C 

f") /'7 C:.. o I 
n .,.., 0 
c:. " •...) 

r-

' -

-- 'V -' -,,;,1'=< 
. _, • 

I ., ·• -- . ..i \ ,· • 

• 

• • 
l V . , 

. I · 1 . 
'" ' ( .... 

-- I • 
. • I 

• 
• I -- , 

1 

, --

is maximaa~- onder ( { \ l I 
\C:.--a··- l"'V 

' ' • I - .. i • 

' 

I - . 
' 

< ·1 -
( ' ..... t t 

r 

1~~t proble(Jm waa.r-

() ('"' i; ·i r· 8 l _ e l<: e u_ Z e Van -

Ook nu kan m·'J1.1 ee11vc)ud:i.,(·: r1r1g_,)a1·1, dc.1 t \'.'0011 de optimale keuze 

geldt: 

vl i j v i 1.-1 d P. .,~ d e :i."l 11 a ., . v :· 

z 0 
L-

Schrijven 

max :~ 1 :::.-= ""r ...{\. ,,., . 1 / 
I I . 

l1U: 

~--~ t11 ax 
X .. , ~ 

=- J _., 

.. ... --.... 1 
V -~ L '" 

..J_ 
I 

·2. 22 



dan geldt: 
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2.21 

Wanneer oolc de keuze in het derde Jaar ons niet onverschillig 

1 a a t , d a. n ?~ u 11 e 11 

de w a a rd en x . . -·· 
lJC: 

:~odanig moeten kiezen, dat 

voldoen asn de voorwaarden 

,. 

geldt: -

De te11 m i11 2.2'1 van de l{euze van x., .. 2 lJ 
wordt gegeven door: 

X 
_L. J .. 2 
- ·-· 

-· X J_ ') 1'" _J .• ... • • ,.,~ 1 2 I (.. - •• 'i. 1 C r~ I 

-~ 

en dus volgens (2.4 

-.; ,-
.i'. 03? 

C. ··-

-­• 

' 
r.:, X -l--
.-' I'") ,...) I 

( __ c._ o _) 

,-·-

5 
. J 

-t- 5 ...... t- X A . -
2.2 1.2 

+ 25. 

2.22 

x112 + 5 

2.23 

Na een vlucl1tige be □ chouwing van 2.23 liJl{t het of de optimale 

l{euze van x .. 2 gege°'ver1. ivorcl·t c1c)or1
: 

lJ 

X232 M• ~{2o2 

·- r:: 
-- J -· 

x112 =-..: O. 

De keuze voldoet ~cl1ter nj_ei~ 2a~ ~~ voorwaarden 2.,1~ t m 2o11 Q 

Immers x 112=o impliceArt 

X.-1 =.:-; X/1 ? . ,?2 I oL-

e11 biJgevolg: 

of 

- - ■l,olll& ... - - - -

5 
a 
b 

a 
._b 

-+ 

-
-

·-

(2o25 

( 2 0 26 

5) 
0 2.27 

• 
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aan dan of gelijk aan 

--x --

die voor c1eze keuze van x 121 e~eli{Jk vvorcJt aar1 volgt on-
• 

middellijk 
~x ✓- - --x 7+ 11 .. 1011 . aan -I .,, ! ··- :> -

li . 1 .. . J :( J_S 

ge11de l{euzen: 

X 1 2 1 t_ _ 3 _, 

x-111 = 

e11 

grond van 

de vol-

J)e . 

l l1 is voor de ke11ze gegeven in 

2.35 gelijk a2n: 

·- ' -•-·- I . c ', j -· .,/_ - ) ·--
2.37 

en voor d2 1{euze 

,.., 
., 

...... _) -

1-· X -1 , • --1 -l-

-· 1 -•: i
11 

_!_ / d 811 Z :L i.J 11 l)e ids l,ll t ar~~1.kki 11ge n ge 1 i j k o Ind ie n 
L_ .) _ _J _, 

"'. X J 
• - .1\. 1 0 i - rP•• ____,__, -1 •i-

2. 3 7 groter dan de uiJcdr1.1l{l{i 1:1g 2 0 :3t1 c1ls gelc9.t: 

2.39 

Dit laatste is slechts het geval als 

-- ,r - -
-'i.. 1 01 

-
·- 3 
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= rri •'.".) x· 'l (J, . 

r ;we ··1 • ,·1 - -

• i ' 
I , . 
¼~ ,4i; __ ,, 

X -
i--, #1 ,1-1-
, . . 

J'"'!¾, 

,. _) ., 
--1 . 
~" 

( 2 .41 

Het maximale aantal verplegingsJaren wordt gevonde11 c'.loor de 

func t :i.e 

dOO!': 

X!+'1() 

X ) I "3 ,,,,, 
~ l I 

• 

,,.,,,,.... ~3 -~~ ~ 

~" 

Het maximum bedraagt 390 verplegingsjaren. 
A I.U 741 I .. ,. 

\;roar te 

wordt dan gegeven 

·2.42 

(}eldt claa1~er1tet1;en x 1 1. > 15 dan 2~al OI) grond van 
" ' 

de opti-

die vc)Ot' deze 

d +­a ti 

geldt, dat x441 gelijk is aan 5. 

Men vindt dus als ,,r14. v 
J. ..i .. i ·1 1 

' ,.,, 

; ·1 .,,i -r· ix -, .. 121 

.. 
• 

-·--

Het maximale aantal verplegingsjaren wordt nu gevonden door de 

te maxirnl;1liser11 en. ~le11 <lier1t e:r~ echter voor te 

2.43 

J '"' 
zorgen dat geldt dan 

gegeven dt1or': 

X 4 q>l 0 ·-· t '1 . ...,,,,,.,, \., 

2 .44 
X430 '""'-"'" 5 .,. E tll • 

Het maximum bedraagt · 40 ve1,plegings jaret1. 

Vergelijken witj nu de maxima, welke voort\1 loeien ui t de keuze11 

··2.42 reap •. 2.44 deti. zien ~1ij onmiddellijl<:, dat de \ceuze · 2.44 
te verkiazen is boven 2.42). 

' 
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gepacht 
·10 i,,;:J, 

\{ole11hande la ar 

tegen een 

ln geval 

ir1 

van 

De soorten l{olen en wel de ,1olgende: 

C 

ry .. ~11el'·• de .t,,i'-,,l l..L '' 

.. 

b ' 11 tJ 

.r)e 

<le 

V t1or1 ge talle r1 

de kar1sen p, ., 1 ge 1.d t 

De kolenhar1de la ar, 

soorten in de 
Stel dat 

er1 

d (:) ., 

ee11 h,,rde • z ,1 t{e ·r1rr1a !"l 3 

'"' 1 d OJ)een,,o gen· e 

reisbureau r1et hotel 

te 

in cle 

de "') '!,··1g"' Cl 1. ·1 ··1 '<he 1 ("1 • \_,, 1 ~ .• .. ~ ~ 1 1 • .~ ·- • 
" •,~-

] ,::i V €· r~ 1'' 1"1 o· . ""' . • e, van 

voor ell< 

vraag~t z~icl·1 af welke 

1·1ote 1 

niet voor 6 
zal 

ja.ar 

de cie 1 

Voor 

2.46 

kolen-

1 jaar heaft 
11.et 

gepacht~ De i<olenha11de lt1 ar zal 011.ge tv.,:i. ~ire ld 

afleveren. 

maar voor 

in dat 

geval l1t1i.sr1oudkolen hebber1 afge 1eve1~a ~ 
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Indien wiJ zijn maximale winst geldt 

max a 1 ;a 2 ;a3 -
2.47 

·- -

Bij een tweejarig contract zal de kolenhnndelaar in het 

laatste jaar als hiJ mag leveren een winst maken van 

de verwachting van ziJn winst in deze twee jaren: 

a .. + 
l 

de gr oo tte \'\I 1 . 

dan bedraagt 

2.48 

Voor de kole11 \tJelke hij i11 het eerste Ja.a.1" l1et beste kan af­

leveren geldt, dat (2.48 maximaal iso Indien wiJ dit maximum aan­

geven met v-! 0 ., dan vinden wj_ J 
'--

--
max a .. , -I-

~ l 
l 

0 2.49 

Strekt het contract zich over drj_e jaar uit, dan geldt voor de 

optimale keuze, dat 

a , + 1 - p . v.r 2 J (J 

maximaal is. Het maximum wordt gegeven door 

max 
' 

J 
a .. + 

....._ J 
• 

Op deze wijze kunnen wij voortgaan en wij vinden tenslotte voor 

het " maximum 

--- max ak -:­
k 

Van bovenstaand resultaat zullen wij nu een toepassing be­

schouwen. Stel dat 

a1 -- f 435.- :.J1 0 2 , 

a2 jt 790.- P0 o, ll~ 2o53 -- ·-· .. j 

c.. 

a3 f' 1.()500- p 
3 

o, 6 0 

Voor de uitdrukking 2.1~8 vindcn wij dan 

a.., + 1-p 1 
\'<[ 

1 f 11·35 0 - + 0,8 X f 100500 ' - JJ 102750-

a2 + ~ . f 790.- + o,6 X f 1.050.- r~ 
J 104200- 2o54 

a + 1-p w ;f 1.050.- + o,4 X fJ 100500 ..... J 1. 1~70o-• 3 3 1 
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Het maxi.murn van 2o1+8· \\Jordt dus bereil-ct \7 oor i-3. 
De kolenhandelaar zal dus in het voorlaatste jaar huishoudkolen 

Voor de ui t drukking 2. 50 vi11den vJi j l'1U: 

a1 + 1-p f 4 :3 5 0 - + o,8 X 
f./ 10 1+70.- f 106110--- cT --1 

a2 + 1-p ~\J j~ r7•9 Q o - .t~ o,6 X 
r- '1.4700- j: 1.6720- 2.55 -- J -- --I 

2 () 
C. 

+ 1-p \i·[ f 1 "0') 0 0 - (), 4 j 1.4700- j" 1 .6 38 . + 
. ·- -..r - .I' .. • 3 2 • 

Het maxi_mum van 2.50 1.AJordt bereil,ct voor j_--2., 

De kolenhandelaar zal dus i11 het vierde jaa.r de zgn. kwaliteits-

1.672.-. kolen levererJ.. Ui t ( 2 .55 
• 

Voor 

1,T 
V. 3 1~35.-

j' 1 0 050. -

-f- Ci 8 X ;) j" 

X f' + OJ6 

·1- () _, 1~ X f 

1.6720-

1 0 6 72 9 -

1 06rr'2. - f 1.718,80 

vinde1:1 wi.j 

derde jaar 
f 1.793,20. Dit betekent, dat de optimale keuze in het 

wordt gevormd door de lcwaliteitskolen. 

Voor het ma.xirr1um v,lh van 
'.) 

a1 + '1-n ,. '4 ,f ~-~· ' •, 
~-.. 1 

• 

a2 -t- 1-p 2 
1 .. ,r 4 ,f 

+ i ,,,i /• 

,j • , l~ --

435.-
790.,--

1 0 ()fj O O -
~ 

+ ()., 8 f' "'10793 -9 20 f 1.869,56 X 
' 

+ o 6 , X j' '10793,20 f 1 .865, 92 2 C 5'7 
+ C 4 f~ '1 ° 793> 2() f 1 . 767, 38 X ·---, 

• • 

vinden wij f 1.869,56. Dit betekent, dat de op·timale keuze in het 

tiveede j a ar i~ordt g;evormd door de superl:ole11 0 

.,. 
j l} 35. - 0,8 j} 10869,56 f '1.930,65 a. 1 -1- • -+- X I ' -·· --

82 + 1-p ,.r .J_"J 7900- l o,6 X f 'I O 869 _, 56 f 1 0 911, 74 2.58 ' -- J" T . '"~ --2 _,, 

a3 -t- cf 1. c:15c~) 0 - + ("), 4 X cf' 1.,869256 ..(: 1.rr97,82 ,J 

vinden w~j f 1.930,650 Dit betekGnt, dat de optimale keuze in het 

eerste jaar worc1t gevormd door de superkolen o 

3. Het n-s ta2s d. po prob leem 
____ ,pl • .- 0 4 ,·•~-....a..------

Alvorens een terugblik te werpen op de beide voorbeelden uit 

de vorige paragraaf zullen wij eerst een aantal begrippen omschrij-

ven. 
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Het eerste begrip, dat wiJ zullen invoer8n heet systeem. Het 
• 

systeem is veelal het object van onze beschouwingeno Zo kan bij 

een wachttijdprobleem het sysi;cem gevormd worder1 door de rij 

wachtenden voor het loketo BiJ een voorraadprobleem zal met het 

systeem meestal de voor1·•aod wor1 den bedoeldo In het eerste voor-

b e e 1 d u it de v or i g e par a.['.; 11 a a :t~ l·111 j. ct t r. t e r1 me t 11 e t s y s t e em '1 he t v er -

plegen van ziel<0:n 11 aa11., -~e1.,v1ijl j11 1-1et laatste voor1)eeld met het 

systeem 11 de verkoo1) va1·1 1coJ.en 11 vvor::lt bedoeld o 

Aangenornen wordt dat he·t systeem zich in verschillende toe­

standen ka.n bevindett en d.L,t deze ,,coestD11.de11. beschreven 1--cunnen war­

den door een aantal kwontitatieve Groothedeno Een toestand wordt 

dus gegeven door een rij van 

tatieve grootheden voor deze 

it e t o 1 J_ e 11 " (Je ,.,1aar·den van de l-cwant i-
'---' .,, 

toes tand o 

Een dergelijl{C ri:J van geto.lle11 11oerr1r 

van l1et systeem ''het 

ve rp 1 e ge r1 \7 Bl'"1 z i e l{en 11 word -L~ ge2;e v en c100~,.1 

a het aantal ~ie kenv e1,zc1~gers X . .. 
,, I l 

I " 

b het aantal ins t11 ucteur z i e 1{e "1ver zor ge rs 11 .,_,. 
A 2 ' ol 

C 11et B1 antal l I f I B x
3 

ff 

ol 

d hlanken -< ,. 

l l t I ~ .. ) l • 0 

ol - . • 

De mogel i jke .!Goes tander1 1Jan r1et sys teem 11 kole::1.lever an tie 1' 

voorbeeld ziJn: 

contract 

contract • 
l e, 

}.) 

g~ldlg voor l12t komende jaa~ 

ri.:Let mer ~r ge lrl.ifs voo1~ het kornende jaarc 

Deze beide toestanden kunnen wcr1 den beschreven doo~ ~~n kv1antita-

tieve grootheid, 

of nul a.at1nr::emt. 

d i e -v o o r a. e 
.I' / 

beid2 toee, tanc1e11 resp o de ~ .. -~,·1arde een 

den met behulp van m kwantitatj~eve g:roott1eden, da11 ka11 iedere toe-

s t and g e i" de r1 t if ice e r cl.. 1:.1 or cl en me t l~ P ,'1_ pun t ~l- 11 E.: -2 n o o or m or tho e: on a J e 

coo1~dinaatassen opgesp;:Jnnen r•uj_mto o~C., mr::t r1e 1:c)estandsvector, die 

de verbinding van dat punt met de oorsprong van het assenstelsel 

is. Op de assen van het assenstels~l worde~ 12erder,genoemde 

kwantitatieve grootheden t1itgezet. Deze ruimte Zl-lllen 11'1i j de 

toestandsruimte noemeno ·----
In elk van de voorbeeJ.den uit de vorige paragraaf moet op een 

eindig aantal discrete tijdstippen cen besliss1.ng warden genom~no 
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BiJ het oplossen van een n-staps doPo probleem wordt het oor­

spronkelijke probleem dus vervangen door een reeks van in eenvoud 

afnemende problemen, welke warden opgelost voor alle mogelijke 

begintoestanden. 

Indien v'1iJ de tos:3t211cl. ,ra11. hP.t systeem en d2 besli.ssing op het 
de m-- beslissingstijclsti1J 11 esp O ::1E,11geven met x, en d e1:1 als wij ver-,n rr. 

der schrijve1'1 voor de bijbcho1"c11c1c opbreng·st h x .d en de toe-
in-' rn 

opbrengsten H x 5 d 11-rn m 111 
biJ optimale keuze 

enz. dan geldt voor cen n-staps dupo probleem: 

1-i x d 
11-m tn 1 n1 

waarbij 

-- 1·n a "">'-- l , . ..,\. 

--1 

. -+· ·rr { -x,: rl 
,_,,,._J l ·-1 -·11-..-1 ,- n,~-1-1;) ·,•m+/1 

1 I L.. [ I •• , • , l 
n1 :-:S n-1 

---

() " 3.2 

Uit deze beschollWing volgt tevet1G, dat biJ een n-st3ps doPo probleem 

de eerste optimnle beslissj_ng a 1 v1ordt bepaald door de to8stand x 1 . 

Men zou ool{ ku11nc:n Z8g[~211 c1a.rc c1oo~r de 0p,1cir11ale lceu.ze aa~1. een toestancls­

vector in de toesta11cisJ.1 1.1j_1n-1:e ee11 1:)es:l_issin~;f3vector in c1e beslissing8 

ruimte l_,101,,c.t tocge\roeg;cl .. :L)e ✓~e tosvoeg~i-ng 1,c211 t11e1-i oolc als volgt ui t­

drukke11: 
• 

" 

Bellman heeft door gebruik te m3lcen van het abstrac·ce begrip Functie-· 

rui1~nte de zgn. strategicr11ir1t,~ ir1r~2\1 oerd o Ieder· pu11t ui t deze rl1im 1ce 
-- .._... • ,_~'> .. , --.. - -

is een flinc tie met ~ehulo 1~aarvan osr1 iedAre toestandsvector een 
---~· ,·,,r - - -- ... , ,. .... ---

G\ 01---· • • .-I • \.. d ,::::, f· U l1 C -1 .• l, e ("'t .,... . .. L .__::i 
11 

X 
.. 
ln 

is ee11 l)Ul1t: ·uit c1ezc 1·1.,tin~te c-:r1 "v"loJ::clt ee1--i stra.Jcef~ie-functie of ool-<: 

wel kortweg strategie genoemdo 

bleme11.:. 

I11 deze P ...... r ag.,r -:i ·- f a <...; (.:J • 

meer duidelijk, 

3 evt .. gewogen 

l)ezj_g r1ouc1er1 rr.ct si tu3ties:,) 

de oplossing van deze problemen niet verkregen 
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a 1 s z o \\J e 1 a 81S C van toepassing is. 
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II f max h I c,( f X 4 .4 
X 1 -,-- n-'1 2 n 

0~1 
l zovs1e l '"' ( "t a CJ. IJ 

-
III r + 

'!" ,_, 

X 1 r- max t 
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d1 
,__ 

~ l c, zowel b {" •.. ...,.. ;_) 

IV '"' 

f x., max x 1 ;ct 1 
...i.. ol.... ---·- • 

!1 
. 

d 1 
81S ZO\\Je 1 b 

Bescl1ouwer1 l1ll cle l 1 i J 

8.1 <:) c1 V8l1 

f 
11-1 ~-2 

als C V 8.11. 

--=,,. -1-.... f i X .L .. . .J 

11-1 2 
,-. 1 c:• 
c..":1 ~:i cl ..- T r·) 1•1 V C ., 

I •• -coepassing lS .. 

4.5 

toepassing ' l~ u " 
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4.6 

f 
-1 

./_ oe Da (._'t ~ i ·1.g • 

lS L, . uO [ -, 0 
l. 

f' x da11 
tl 

zullen.!i als 

deze 

4.3 

rij voor iedere x convergeert :'' ... •-·· ~ 

1 "Ll i.1 c ·c i e 1 x, de relaties 

I 

II 

III 

IV 

--- ·1··l··1 a·· x 
-·· I. 

d 1 

::::: rr1ax 
cl 1 

1·--

r·­
' h 

de oplossir1g 
., 

V811 ,: C 
J"'" • "' --' 1 

l o 
I 

- .. J 

- . 

--

..... ·-

4.8 

4 .. 9 

X .--1 -. 1 ; ~., 1 + o< :E 4. 10 

f x behore11de biJ .. de overeen-
11 

convergeren tot de functie f x, 

cor'responderende functionaolvergel1Jking 

Het 01~1de1"~~l;e1{ r1aar· c:lc:1 c)1·1d1-J.l)belz1r·11·1:1_£J;l-1eJ_d er1 de existentie van 

de oplossin~en va11 deze 
4 '--

i\ 11 1,--i,-) J. ·, ()(lr ,..., -i ,1er,~ .... e-1 ;l·· J. ]r·L-·1r,·e·, \ 7 C)rmt een T•Jeze11 
.c. \_,.{. . l. 1,., j j_ ... (l '.• _,L · ., • • l::-:,. ,. . . . .\.. .. l L~ ·.:-., ! -· , . 1 V\ -

d. e d 'y t1 8 ,~I 't l0 

(:! (""l I1 ('":) ,-) r: ("') r;• r"'I 8 m me r i" 11 t· ·' - • • ,,; •·-' L I,..., ~ '- .· .•. , , 1 . ..) o t !,, \,,._,_.,. 
l'" a t1 cl :1_ t ·t) el a 11.gr ~L J ke 

1 ste 
---· "*" "Ii 

X 

van de overeenl,<ome11de n-s taps d O ·tJ O prob lernen convergeert voor 

iedere x tot de opbrengstfunctie f x ' .• r a 11 1·1 e t oo - s t a p s d • p o prob 1 e e r11 

dan l{an deze functie uiteraard iteratief warden bepaaldo Heeft men 
,___ ______ ..,.... 

3) 

4 

De rela.ties 

1'Ji j veri'll i J ze11 
-116 e.v. 

zijn biJzondere gevallen van 4010. 

R. Bellma.11: Dy11ar11ic Program1ning blzo 
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4.19 

Indien de riJ van opbrengstfuncties X 
ft ,, 

va.11. de overeen­

komende n-staps d.p. problemen niet convergeert, maar wel de rlJ 
f' - ~ 

zie dan l<an men ondanks de 
,_ 

d . t J! e .,.. d O 

" f x ·1-och de opt imale strai.:;egie ivergen J. van e rlJ n v 

-·- l i" m w ... 

bepalen. Veelal wenst men slechts de optimale strategie te kennen 

en is dus hiermede t1et probleem opgelost. In dergeliJke situaties 

komt het ook veel voor dat de limiet 

f X 

lim n 
n n- ➔ oo 

bestaat_ 

De functies 

voor bij een 

va11 

n-stap d.p. probleem~ BiJ menig 

functies tot een functie g x . 

winst per beslissing 

probleem convergeert 

In par. 5 zullen wi.j voor een klasse van d.p. problemen een 

me t i1ode be= -"'-.... ekeY1 t • i,;:,::; h-' .1... • .... ~ s v1a::=-1rtr1ee tnen de functionac1lvergelijl{ingen 

meer directe wijze k3n oplossenG Deze methode is slechts te 

op een 

gebrui-

\{ e n a l s d 0 i'\1 l 1'1 c t 1 o 1·1 a cJ 1 v e l" g e J. i J t{ i ng en v a 11 e e 11 be p 8 a 1 <=1 e s t ru c t u ur 

Zijn. 

Ee11 uitgebreide groop van~ -staps d.po problemen kan warden 

opgelost met behulp van de theorie der r1arkov ketens. Bij deze dop. 

probJ.emen geldt dat de toe~ta1·1dsvectoren, behorende bij de door het 

sys teer11 t;e c1001 1 lope 1·1 toc~s ta11c1e11, v'<)or een vc1 s te s tra te gie func tie 

S x een Markov-keten vorm~no De verwachting var1 de opbrengst voor 

ee1·1 beslif;s:Lr1g in d3 lirnj_ettoestand var1 het i\·1arl<:ovproces is dan het 

t{r1 ite1·iur11 voor de b0st-,e st1'1ategJ.e. Van deze d.p.~ problemen hebben 

wij reeds een drietal opgelost in hoofdstuk IX waarschijnlijk­

heidsrel{e11en . De oplossingsmethode wordt in dat hoofdstuk uitvoerig 

besproken, zodat op deze plaats slechts met een verwijzing kan war­

den volstaan. 

5 ~ij gebruiken in dit hoofdstuk vaak de termen soms, veelal, etc. 
zonder precies aan te geven onder welke voorwaarden de uitspraak 
waor is. Ook hiervoor geldt 4. 
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In deze paragracif 

door hun speciale vorm 

resultaten te behalen. 

"! ,, 

\Ai 1 ,,) 

Als prototype van deze 
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. ',t . ' 
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de 
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"¾,_,, 

doc)r 

a e 1 ,.1 o. · ¥'t d· e• .. ·!"'1 0 Inf ..L i l 

V c111 

·+· ""' t· •··1 e· \ 
( l · :.1 

W' ""_,I!' . '! j~ 

gekomen overweegt 

" 
- J W , I • . f rr" e ·,.... ' ·r· ,.,,. t kJl, .,. t . •J ¾, .Ja . .,:.,,_... - l t=) 1 

a c111 

·in • * 

zeey, 

·~ . 
ci ie 

te 

'IJ r· :::-. P m ""3 e·· 1"" i: t·1 £f .- ,_ "1, ~ t ~1 -~ l J, -,,,,
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Een. oo -st a fJt.~ r1robleem or1tstaat, t- ., 
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dus opgespannen door 

8 8l'."1We Zig 

dat de 

verwachte vangst gegeven door 

lll -4 t" ,i ' . ~ .. · 

X y· , 

relatie "' ' o· 1 g ,.,. %it 1 
~) I ' ' ~ 
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5.2 

is continu in X en Y. 

Indien hij tweemaal gaat vissen dan wordt de verwachting van 

de totale opbrengst gegeven door: 
(' ·-

.... ma.x 1-p r X -r 1-Y) X,Y "' , 
1 1 L 1 5 .. 3 

r. .. 

1-p0 r Y+ 1-p 1-r y 
2 2 2 C. 

Uit volgt dat 001< ,1001., geld.t: 

10 f,:, c;,( X o{ y c:/., f 0 
X V 5 .4 ,.,, .,,. _ _,.., 

J ..... , 
c.. c.... 

0 
f2 X, y ·. is contin1.1 

,-, 

X \ir 2 1r1 en - .. 

Indien hij n maal gaat vissen dan wordt de verwacht1ng van de 

totale vangst gegeven door: 
-r 

f ~{ y n , 
0 ., 

'1-r 
2 

IVlet bet1ul1J vat·1 de rr1etl1c)de der volled~lg;e inductie kE111 men voor 

e 1 k ge he e 1 g e t al t1 > () be t~J i {.J z e r1 : 

f~ (' _, :.·.,~ ,.. ....J y·• +--. "\ r· V n ~ -~·- ·' 1-""- :. ; c;1,_ .1. 11 .1\. ' .J.. 

lYl e n k a 11 b e \'.J i 1.i z e t ·1 cl El t c1 e 1 ·1 m i e t f' n X .; Y ,, o or 

l'il a c::j r~ de 'fv an }: e 11 Y be ~-3 "c c] a t e 11 d a i: de 1., e 1 £➔ t i e 5 . 5 overgaat 

n --➔ O<) voor iedere 
1 

-
f X, Y -= rnax "/ 1 ,,.. r 

1 
.. ,~ ~1- / -p 

1 
1· 

-
" ., 

5.7 
( 1 -·f)i) r 'JY 

'- c.. 
y 

Deze 

Ook voor de t""ur1c tie 1· X, Y g;e ld t: 

0 f d.X,ot...Y f X y 1 __ ,. 
(;",.I(_ -· :J 

,1 0 X y, 
5.8 

.(" " contit1u ~ 

X Y. lS 111 e11 C. ,J.. J , I 

• te 

alternatieve beslissing wordt dan met 

gaan vissen 

De 

.................. ---

1 · Voor het bewijs van deze 
Dynamic Programming blz. 

uitsnraken 
61.~ e ... V • 

wordt verwezen naar RoBellman , 
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tussen beide beslissingen wordt bepaald door de toestand van het 

systeem op het beslissingstijdstip. Voor ieder punt zou men na kun­

nen gaan welke beslissing optimaal is. Uit 5.8 volgt dat deze 

keuze ook optimaal is voor alle punten op de verbindingslijn met de 

bovendien, dat 

kozen omgeving van het punt. Wann~er men deze feiten combineert dan 

moet de toestandsruimte te verdelen zijn in sectoren, waarvan de 

vorm aangegeven is in fig. 

·D 
l 

I 

__ ;o_..... . . . ~-••1•i,· .. -· ----· -~--•-••"----.. ·--·-~,,-·--"'--•------------- X 

Een 1
' 9.1? .... r}.~ -~- .. ~ .. ~rs t e verd~ling. van de toestandsrtumte 

In ieder van de sectore11 is steeds dezelfde beslissing opti­

maal. 

Laten wiJ eens nagaan voor welke punten in de toestandsruimte 

he t on v er f5 c h :.L 11 i g i. s o J~ r11 e t1 e e :t" s t , ,~ e b e s 1 i s s in g neemt 

en vervolgens op·ti.rr1c1c1J. ,,erder1 gaat dar1 vJel dat men begint met 

:::: f1-T). r :{ + 
' t- 1 1 

f . X, Y · = 
D0D1· 

IC... 

1 -I) \J ,,, -p 1 I 2 

1-p 
2 

·+ 1~ 

+ f 

Voor bovenstaande toestandspunten geldt: 

f X , Y · -- . f X , Y 

~-. 

De verwachte op­

Me11. fD D X~Y o 

1 vJor · en door: 

1-r Y 
2 

5o9 
-

1-r Y 2 -.I" 

5 .10 

5.11 
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of 5 .12 

of y -· X. 

• 

• 

I 
' 

, 

' i 
I 

, 

' I 

Verder blijkt uit 

~eldt: ,.,:'.:) 

r·, 
T . "J" 
.L I 1., ·- i-, ,. .... 

terw1Jl voor de punter1 onder 
,,._ '"" ~-~, t·· "1 ,, •. , u , " t e l' ➔~ r·, e i g e r") ~ ,~~ \·1 a: p l') e r~ \! *.:'/ ·r1 """'Ot:.. .Lit ..... . 1,,.i::; ...... -, 1u'-., l c .. , 1 u 

----

/ .• , 

• 

een 

_ ( 1 .. -: e:1 )_ ei..~., . x = o 
(1- Pi) P, r1. 

)( 

5.10 dat voor alle punten boven 

y y .. ~, 5.14 

het omgekeerde waar is. Uit de 

volgt; dater een sector 
grenzend aan de X as bestaat, waari11 de beslissing D1 te verkiezen 

met cotsrd.inaten 

sing is. Stel vervolgens dat PA zodanig gelegen is dat het punt 
u fll./{ -

tijdstip ligt in de bovengenoemde sector. Uit deze eigenschappen 
F 1 41-v a r1 . , O ,.\i,. o .,1.g L : 
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en < - 5'" '1 ,;:. ")-- • ~u -
¥ 

Deze beide relatiea ziJn echter strijdj_g, zodat er geen P0-~ 
' 

besta.at met bovenge_noernde e1genacha.pper11 I3iji~evolg zijt·1 eI~ geen 

punten beneden de lijn, waarvoor de beslissing D~ optimaal is. 
,~ ,_ p 

Op dezelfde wijze kan men aantor1en, ciat V<Jor c1e f)tlr1t;er~\ bc1ven ~ 

De o timale beslissin 7 wordt dus ---------~ 
- 2 

pe s ~ ~'~ r~ei~ .. ! .. 

Ga viase11 in '' 1 ala Y< 

V ·1 Y_>-Ga. visser1 in 2 a .s -

stant - ,.,, - - ~ -, -, ·z~· d z i J n. o 11· c r 
eer1 ver{\e lir1g. I l' , ' .1 

a lt3 

•·:i 
- 'J A "'p ·-1 r-• · - - ' 

- ,,, _' 

! 

1r) \_ ' 
,Al '!"' \ I,., - ' ' ··-· t') .J 

waarbij a e11. b cJe 

·r)~ gr· -o- ,o i·· h•• e ·d, -- en r· - en r·1 +"_}' 1 ~1 ,·1·- 1~· ; ·, ,-, 1"') ,,1 '~ t --1 )-·1 t· e "" . ,g_ __ __ _ __ v _ • I'"' .,,,; •. i.. ; a t l \A ,.,,,, -.. 1. ..... o • _ i _J.., 
,; ¾_@! ! I I . 11 I lt!:,i I 1 4wt1% :av :; .wtL rn1 . ,,. a; IN .. J.-a ! . , • 4 ,llllf/4 !!1 I I I I ~, II{ It 11;1_ 'lll@f'.U,\IPF"& If "- . I I 1'11 11 lWli.l+ JI!.'~~'. ;..,, ..... #01 .4 iA !'11tlr '. :llil(w1, ... tl!'''~--,"II-W,-c-••JO,-·-.,~,..,.. "'" ..... .2; ~..,,..,.~~-,, f # '""llr"1!\,"Wil #lq w Art ·-~ 

om de 

punten, 

te 

z i t:jn 

(]() (')!" 

Lll t 

5 .1E3 

w:i. :1 \111eder -

De hie1~bc>·ver1 gesc;t1etste 1,ve1:~k~J:t:jze kat#1 f~evolgd. itJ()rde1·1 tJij die pro­
blemen, welke de volgende functionaalvergelijkingen voortbrengen: ,,,, 

I 

l (. 

1. 
.. 

- "' 
4.~ . <ti ' dH·w-

) .• 

ir1 deze !~tine ·t j"c1naa1 vergel 1 j \,cj'" ng 



lijnen 
J 

volgens de 

worden gevorrnd 

bes lis1"'ege 1 

doo1~ die punten, waarvoor 
' ,, 
i? ·• e· "" e· n· f)., ~ '. 4,,& e?1 de 

zijn. De 

dat men 

voor de j+1 
ste keer zowel D 1 

maal 

Dr::i c. 
als 

' i 
' 

0 

De 
j "IP' ¼, geven c1oor ,t# 1 

11;/f, .. e' . nl 1 ,.. o r1 .w, ... r\,v••,' 

'l >"' '!':) f '' k\, ii;;& l 

' • 

I 
• 

I 
1' 
I 
I 
I 

,,.,,,,,, ., .. 

,, 

cle 

'"'I' s ' -l ··.,i ., 1 ·1;.,--
1 '.LJJ· • • • 

~ . $, -'I,, •• 

' .f ,, 
I 

I 

(j e 

ii y 
i 

-- .....,_ 8 It 11¥ iQ I J:11) ;ill i t t,Pllila 8 » '. _ '"fl!•~ h)bi 8!j,1clRM r 11 ~iil1' '~si'"''~li 4'\i J I -il"lii4 t ; .I < i >nc~ 

Voor alle 
tweemeal orn 

p 1,1 r1 "iC er, 

een D1 

p.,,)r .1 t.:.. 

de 

bes l 1 s s 1 r1g·· 
"" 

') r1e, 
"1-,,,4 i.W 

+-e, w neme11 

f) 
t::" 

en 

e € i.'l 

datlrria. 

·""> 

11.L 

- -

ge ldt 

en 

ge-

o·eg·even C) ~,,,, 

optiinaal 

beslis-
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Uit 
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of 

f 

men 
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x., y 
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De 

als 

en 

---

5 .18 

r X 1 

,, a. n gedaante 
volgt. S·tel. 
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1 p - 1 
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1~ ·.·. X 
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Op A!Ah'. ·. ·.·:t· · •rbov:. •n· •··• u,g ,., .w. ~ ·we· · r· ll1<1w 1' J~ ~· e . - . ~ I·• , , 
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. ·. 4 -_ .,:. .' .. '. . > • :_. kan me11 vot,r alle ., . ' 
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bepalen. 
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.·~•"' .. ·.~·O· . ., !If=~ :1,··~ . ~~ - . . .-, 
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,, ; •. . 

ge ... ·d... a,ei·. ·ar ·1""·· "" e:111 . ·,, ll,, •. ,. 
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de 

worden 
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X J ·y 
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