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Len klasse van statistische grootheden met asymptotlische normale
~~~i;zin; naar parametervrije toetsings-

methmdenvooronaiiznkeli jkheid.

1. Definitle van een || -statistische grootheid.

.......

Stel X, , v=!, -0 is een steekproef van m vectoren
- | o} _)C{r)
(,l) Xv“()(v 3“"""'““""3 4 )
en Qb(x.,mm, Xm} een functie van m (£m) vectorargumenten. De

functie van de steekproef

(2) (=L

i - }
(1“ - ) ):n):m TZ(??“!)“""’“ (n-m-+ 1)

/
i
waar 2. een sommatile over alle permutaties (o2, == oXm) Van
gehele getallen aangeeft zodanlig dat
(3) | £ X, <= N } N 7% O(f (1S ‘L#j ; (g]lf ““““ ,Ti)}

grootheid wordt ;enoemd@[l is het gemiddelde
in de verzameling van gerangschilkte deel-

een U ~-statistische

van de waarden van &

verzamellingen vanmm elementen van de steekproef (4)$Ll is sym-
metrisch in X, Xn (een functie f= f(x, ---Xn) wordt symme-
trisch genoemd indien deze invariant 1s ten aanzien van alle
permutaties van zijn argumenten).
D (x, ----,Xm) die aan (2) voldoet, wordt een kern
de statistische grootheid |] genoemd.

Steljf) is een deelverzameling van alle verdelingsfuncties
(v.f.'s) in de 7T -dimensionale ruimte waartoe F=Fwm =

= F(){_“z -.....-..?Xm} behoort. Q(P} wordt een functlioneel van F
gedefinieerd op :D , genoemd indien aan iedere | dile tot 1) ve-
hoort, een grootheid GO(F) wordt toegekend. Stel verder dat
voor een functioneel @*‘@(P) van F (x) een steekproefgrootte

TN dbestaat waarvoor een zZulvere schatting van © voor iledere
v.f F in D vestact Dit wil zeggen, als ;,}m~-~a§n n onafhan-
Kelljke stochastische vectoren met dezelfde v.f. F zljn, aan

Een functie

Vdrl

bestaat er een functie (», -~ ¥n vann vectorargumenten (1)
zodanig d
(4) é §(x-mxn) // (02 I Gy~ dF ) = O (F)

voor iedere f  in -D @(x, -~~,%n) 1s dus een zulvere schat-
ting van © op D . Een functioneel O(r) van de vorm (%) noemen
wij regelmatig op D

Stel m(<n) 1s de kleinste steekproefgrootte waarvoor een
zuivere schatting & (x,--- %m) van de regelmatige functioneel

g on D) bestaat, d.w.z.

(5) ©CF)=/[¢ (%, %m) dFe)---dF )



vOoOor ledere . M wordt de

tioneel Op
(D (%, ---+%Xm) die aan (5) voldoet, wordt de kern

is cen symmetrische kern in X~ Xm  van

van

cenoemd.

(5)

} 7
waar dc¢ som 2= zich over slle pern
(Y, *--;m) uitstrekt.
Voor M= , rc¢dusce

rt de statistische grootheid U zich dus
tot de¢ symmetrische kern (O) van G(F).

Halmos [3} neoft zekere optimale elgenschappen van u -g8ta-

tistische grootheden als zulvere schattingen van regelmatige
functionelen bewczen, n 1. dat, wannecer @(F) cen regelmatige
, die allc
geheel en al dliscontinuce verdceclingsfuncties bevat, 1s, U dan

op c¢en verzameling {J

functioncel van de m® graad

de enigce zulvere schatting op LD 1s aie symmetrisch in X ---, Xq
is en Ll hceft de kleinste variantie ven alle zulvere schattilin-
gen oo ] ), met anderc woorden, L is de doeltreffendste schot-
ting van O@F) op D .

Uit (2) en (0) volpt nu dat wij een uwstatistische groot-

held 1In de volgende vorm kKunnen schri jven:

(1) U )= (R T D, e o %)

daar de kern @Q symmetrinsch 1In zijn m vectorargumenten 1s n
/

de som 2 zich over ~lle¢ indices o ultstrekt, zodanig

dat

|
2. De varliantic van een LL -statistische grootheild,
Stel X, ---, Xn zijn n onafhankell jke stochastische vecto-
. (1} (r)
ren met dezelfde v £ F)= F(xX,---, X" ] en stel

-t
(8) U:u 2"(””“’%”):127 Z@ﬁ:m,)”“”’;am)

daar (b (xg‘,wnl’m) symmctrisch in X,-----,Xm 1is en 2. dczelfde
betekenis als in (7) heeft. Stel dat de functie @ N niet bevat.

Nu 18 5g55 ,;*~~*:;m):9::,.@CF)..
Stel

daar X, X wille
ten opzichte van de stochastische vectoren Xesw,---,Xm genomen

Keurlig wvaste vectoren zijn en de verwachting



Nu 1s ool

(%) W (e X

(15) £ WL (%, X9=EWE, T ER) =0 v

Veronderstel dat de variantle van V/C (Q.Cs;"”]—?éc) bestaat
en stel

(16) }a: O » }( :é Wcl(x";__‘¥c>

) (C:: !,w-*,,m\)

Nu is

_ 2 -
}(_ — 6 @ (}:“;mmmr;(‘“) o @ *

Als voor cen zekcoere oorspronkell jke verdeling f’ZF; She!
ecn zekKer gechecl getal d }d (F;) = O is, betekent dit dat
Hud (9...(:,““, X,)=0 i3 met een waarschijnlijkheid 4. Uit (14)
en (16) volgt dat J;=(O betekent dat f = ---=f =0 1is.
Als f; (R)= 0 1is, is de regelmatige functioneel Q(F)
statlonnalr voor F= f; . ALS

(1) J(R) == R =0} (R) >0

is @(F) stationnair van orde d voor f=F,.
Als (e, ~--- on)  ¢n (B -, Bn) twee verzamelingec
bestaande uit m verschillende gehele getallen 14 0‘*’-;,81 <71 en

C het aantal gehelc

i

getallen 1s dat belde verzamelingen gemeen
gt ult de symmetrie van ¥ dat

hebben, vol




(18) a:<\7[/@‘"‘i"““"""' Let) V/(L,g T x, )} =1

Als de variantie van Liaestaﬁt dan ismdeze gell jk aan
2 2
Uy = E(U) - EW) 1
n o\~ A <

:‘(7;\; &{Z QSCQ-—CO(. S ;—‘;ocm } - @}

waar :Z‘ de sommatie over alle indices aanduldt, zodanig dat

£ & < <= o <TL, //S(“””</é)

en preclies aan ¢ vergelijkingen

& :ﬁj

{<)

wordt voldaan. Uit (18) volgt dat elke term in 2, celijk is
aan J, . Het aantal termen in Z:R) 1s geliljk aan
m) - m) ( )....._ n(n | ==t (N-21m +C+1)
m—C (m-~¢)! {(m- ¢!
(Dem «'s kunnen op (1)) manieren uilt de getallen (2,----.n ge-

kozen worden, ( val dem o!'s kunnen op c) manieren gekozen

worden. Nu ziljn ¢ waarden van de § 's gekozen en de overblij-
vende m-¢ 4 's mogen niet galiijk zlJn aan dem « 's. Dus kunnen
de overblilijvende & 's op Cm manieren gekozen worden. Let goed
op dat de & 's enxf 's alle onderling verschillend zliljn.)

Omdat jo = (O 1is, 1is

Een overeenkomsftige 1ormulering kan gemakkell jk afgelelid wor-
den voor het geval dat de verdelingen ﬁj(x) van X V=1~--N

-~y 3 )

verschillend zijn.

Hoeff'ding [5] bewl jst vervolgens de volgende twee stellingen

aangaande de groothedenhj ~www,j;1 en U”l(LL),
Stelling A. ) |

De grootheden.f}wmvgﬁ‘ zoals gedefinieerd in (16) voldoen
aan de ongelijkheden
(20) Oéﬂé&“é;}fﬂ (115 1\{C<C{€m.
Stelling B

1( * LJ : : -

De variantie U ;>van.een. -statistische grootheid L%ﬂ“

LL (2_4,) -, Xy ) , waar X, --- Xp oOnafhankelljk en identiek verdeeld

is, voldoet aan de ongelil jkheran



r zlJjn

ziJn bovenste grens M f - aanneemt en naa

die voor N=m

2
}3 nadert als n toeneemt:

onderste

(23)

p d*l voor de

0 J(Lfn) < Kn(m,d) fm

ﬁ

.'::-‘.-_:l..'-'t:: i l '=. :
A : E;
Yio T %‘
¥ 5,
i , i L 3
3 -
:
i L ) i - d

Voor j > O

Als ¢
als aan (17) voldaan 1s, dan is ¢ (Q} van de orde 7m
Alleen wannecer, voor een zekere F=F, , ©(F) stationnair is van
de m* orde, waarbij m de graad van &(F) is, krijgen wi ] Fl(g)@
en g is dan gelijk aan een constante (5/32" O)

(n‘t pd 1e O . a @ Verg ( 21 ) ) »

is {’U}

6 (F) statlonnair 1s van de 4% orde voor F=F , Gd.w,

w{d+0

3. De covariantie van twee u -gtatistische

I A Y Il

grootheden.

een verzameling vang (l-statistische grootheden

- X ) ; (a/:g?_,_**}ﬁ)‘

()
‘waar i_:i een functie van dezelide n onafhankelijke gell jk ver-

deelde stouhasti@? e vectoren Xy, ---,%, 1s8. Ult de veronderstel-
7 o] } symmetrisch in zljn mw ( 5) argumenten




De rechterkant 1is symmetrisch in g’en d; )
Voor )= o 1is (33) de variantie van C[g(zie (19)).

I TR

Uit (24%) en (32) volgt dat

correlatie f

(33)

4. Limietstellingen voor het geval van gelijk verdeelde . ‘'s.

. g S rvonpaiomuiiigy,

Hoel'fding bewljst de volgende viJl stellingen in verband

met de asymptotische verdeling vanggi*statistische grootheden

en zekere aanverwante functies.
Stelling
Stel x ...... x Zijn m onafhankeliljke, gelijk verdeelde

}

n
ctoren

stochastlische ve




Stel verder

()

zijncf.reélemwaarde functies die » niet bevatfen en waarbij<pé{
: . 4 | (1) ()
symmetrisch in zijn m((\/) (£ m) vectorargumenten JZ(:(J& yeaeey X, cT)

A = /.. ..}m(ar); Xr}"”“”j) is., Definieer nu

oy, o
wu /w(w > CP X(:an,* . .,_H)_.C_..dw(g)) ) ()f: /;)

waarblj de sommatle zich over alle indices uitstrekt zodanig
dat /=« <. ... <« , < m . Indien de verwachtingen

)
o _ 8{?3,22,,"--,&%@))} (X:/j.,*.,i)

-/

€T

bestaan, dan nadert de simultane verdelingsfunctle van

() (1) () (q)
V (4..4 e ),...*.,H,\/’n (ﬁé}j.—aéj)
VOOY Mm-—>ce o, TOT deélwdimensionale normale verdelingsfunctie
() 9/ (Y.d)
met gemilddelde O en'[wuﬁdmnﬁﬁ)f? ,]’ waarbil ) T* door

(30) gedefinieerd is, als covariantiematriXJ)De limietverdeling
(),
1s niet singulier als de determinant ! ? 4 l > Q0

Opmerkingen: Voor -/ volgtT uit de steﬁling dat de verdeling
van een.éémstatist sche grootheid onder zekere voorwaarden tTot
de normale vorm nadert. Voor wm -/ 1s ({/de som van m onafhanke-
11 jke stochastische wveranderli jken en is stelling 1.1 dus de
Centrale Limietstelling voor zulke sommen. Voor m>¢ 1is (L de
som van stochastische veranderli jken die in het algemeen niet
onafhankelijk z1]Jn.

De stelling toont aan dat in het geval van onderling onarfl -
hanke%ijke en gelijk verdeelde 5¥a‘8’ het bestaan van
& {@ (,__Jgﬂ ,,,,, ,;gm)} voldoende voor de asymptotische normaliteit
van ééiso Aan de functie q; worden geen regelmatigheidsvoor-
waarden opgelegd.

Volgens stelling B overschrijdtCTﬁﬂgj z1ljn asymptotische
umwufnggiﬁ voor ledere elndige m . Als wlj dus stelling 1.1
gebruilken als een benadering van de verdeling vanfglvoorfn e1root
maar eindig, dan onderschatten wij de variantie van (L. In vele
toepassingen is dit ongewenst en moeten wij liever de volgende

stelling gebrulken:



Stelling 1.2:
Onder

.
den

nadert de simultane v.f. van

1(T(ng

voor qL%?itOt de ¢ -dimensionale normale v.f. met gemiddelde O
Eﬂlligigf :} als covarliantiematrix,

(5@7

. CEEL I_. .
. . T
NI * ..
:‘. . 5% #» . Y
¥ & )
f 3

: De stellingen (1.1) en (1.2) betreffen dus de asymp-
,'5}die zuivere schattingen

cen statistische
totisch

Opmerking

totische verdeling van { |, ...

*JfB(J
grootheld speelt natuurllijk geen rol bij het asymp
drag. Stelling (1.1) kan ui
se van statlstische grootheden, vandaar
Stelling 1.3:

AR T ; I AR LTS A

_ {1 J | %
zlJn van €3,,*H . De zuilverheid van

tgebield woraen tot een

(y) *
waarbilj é{ A/i.n stelling (1.1) gedefin 2erd is en
aselecte veranderllijke 1s. Indien aan ¢ voorwaarden van stel-
ling (1.1) is voldaan en fé%ﬂ ‘é,{

dan nadert de simultane verdeling

e (w- o), v

tol de normale verdeling met gemiddelde O en {Hm(g)mqﬁﬂf(fﬁy
!

als covariantiematrix.

otellling 1.4

Stel I.,,“,:L??is een aselceccte steocorproef ult een ¥ -dimen-
— ST \
r— { ) {“ﬂr}?
sionale verzameling met fo)m “(x A @ / als v.f. en

stel

symmetrisch in de vectoren x , . ...
Als nu S(x) de v.f. van
variantie van

* b ’}LW (

de aselecte steekproef 1s, en indien de




Stel ({ ,) (YZ , (L0 jj) is een stochastlsche vector,

waarbi j aféjin stellinw_m 3) gedefinieerd is en veronderstel

dat 2an de voorwaarden van stelling (1.3) voldaan is, Indien

de functie ’){) / y /’ _ -

parti&le afgeleiden van de

) (%U 69;? *~;“{gﬂ) continu 18, dan nadert de verdeline
van de stochastische veranderlijke Vn {4 ~-h(6 )} tot de nor-
male verdeling met gemiddelde O en

}) nniet bevat en evenals dc¢

als variantie.
Opmerking: Stelling
stellinge
tle vaniézm of é{ -statistische grootheden.

Aangezicen ileder moment waaruit de variantie bestaat in de
vorm é;lm£965)!eschrevenkan worden (zie par. 5 A en stelling

(1.4)), is stelling (1.5) een ultbreiding van de stelling oven
ecn functie van momenten. |

g van een func-

De hilerbovengenoemde limietstellingen kunnen ultgebreid

worden tTol het geval waarbi] de;gd‘s verschillende verdellingzcen

hebben, HbeffdinaFSJ zet ulteen hoe de uitbreidingen kunnen
geschieden.

5. Speciale van tatistische grootheden.

A. Momenten en functies van momenten,

SR AN Wk R TR I Ny TR el BN SORN APy N sk VI D UL DM aniny Gl ATIE Yo auie Gnem  dOWlE A SDTIE R I A Wil RSO SO

Stel S. S(x)is de verdelingsfunctie van de steekproef (1).
Substitutiec van S voor F in (5) geeft

(A.1)

Als m=; 1is 6(5)=({ . Bls w-2 , dan is



en 69(5)18 cen lineaire functle va
met co&ffici¥nten die vanmn afhange
In het algemeen is 8(S) echte
Indlen de verwachting
iQD , dan 1s

¢ { (é)} = 8(F)+ O(m

en dus kan de schatting

)

geldt voor ledere m .
S t t '. (/ f 7 .
vankéiﬂi)@chtﬁr bestaat voor iedere /£ in

Dit
ecn unlivere

(zie ook (%))

’ffi)ﬁan.ﬁ(7j’83ymptotisch zulver ovel

Fenoema worden,

De steckproefmomenten hebben de vorm (A.1). Hieruit volgt
(( -statistische

dus dat de zuivere schatifingen van de momenten
grootheden zijn.
Uit de stellingen (1.1), (1.2) en (1.4%) volgt dat de st

proefmomenten asymptotisch normaal verdeeld zijn en uit stelling

1.5) volgt hetrmelfde voor een functice van die momenten indien
aan de vereiste voorwaarden voldaan 1s. Dit resultaat 1s bekena
(zie Cramér: Math. Methods of Statistics).

De steekproefmomenten hebben de vorm (A.1). Hun kern @ kan

als volgt verkregen worden:

Momenten t.o.v. d& oorsprong:

o - " - |
/u,’ o jj(l)( n))ﬁr,., (X{%i) ‘t(‘sé;(x’,{!)“‘, x(w)
v,

NS

Wt

Momenten t.o.v. het gemiddelde: Een moment t.o.v. het gemlddeldc
is een veelterm in momentenyﬁa't.oﬂv‘ de oorsprong. Voor % =/
(d.w.2z. in het geval van een ééndimensionale verdelingsfunctie)
18

waarbii/a,
Geefl met B
Dan 1s

o " _ Z )
L =, e '

N



Het is gemakkeld j)

kKrijgen, die parametervriie

% Jwordt ecn parametervrije zulvere

6(F)genoemd indien g > SENN 35_”) - O(F ) wanneer (
_ —
ook al bestaan, waarbii ., n onafhankell jke stocha

tische vectoren zljn.

Ook de¢ -K-statistische grootheden van Fisher z1lJjn ({ -sta-
tistische grootheden. Dit volgt ook uit hun definitie als zui-
vere schatlingen van de cumulanten, symmetrisch in de steek-
proefwaarden (Kendall I, blz. 256). Zij zijn dus ook asympto-
Tisch normaal verdeeld,

B. Gemlddeld verschil en concentratie-co&fficiédnt,

“ﬂM““M“”“mﬂﬂ*““““““m!-nw““m*“”““n“““M“'nﬂﬂﬂm“HM”ﬂ

Als §§,1~w§§ »n onafhankell jke, reé€le, aselecte verander-
1ijken zijn, dan wordt het gemiddelde verschil van Gini (zon-
der herhaling) gedefinieerd door
ol = 1 2 /’; - ¥ /

m(m_ ) A 5= 3 IR

Indien de _#H;s allemaal dezelfde verdeling F hebben, is het

gemiddelde van 4

W

s Bk s Wl gums cWKR ek Wl e Pwaal SICSR eI Atuah EMMDE Wl AEay WEE Pains  wlls Yeoh

1) Als de steekproefmomenten van de m
door

™

n
j'm (.}C“.,, ,xh):_%..% (I';“ x)

waar X = 4 Z x., dan bewijst Halmos dat, als

( P R ﬁ)
[wm !

gemiddelde
van de oorspronkell jke verzamellng ziljn, deze gegeven wordon

' y TR ! n

b )m._fﬂ_- - 9
27 Y /

zulvere schatting@n van de momenten t,o.v. het

door

(<

met rationale cc@ficiéntan, waarvan de noemers,@o
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ o ('T}ﬂ...“:’f’”i%-i) z1 in.



en de variantie van 4 is

wWaar

(B.1)

en

(B.2)

} [/(/9 “52)2"‘;@')65/‘@ )....JZ, 20"2(1)._...5,

De notatie } ( J) f (cU dient om het verbamd tussen de
functilonels van F“en de functionel cf(f) aan te dulden; ins
alleen het symbool van de functionel en niet een bepasalde waar-

de daarvan,., soortgelijk 1is gﬁ (y y /J) /ff /

Nair f’lO] heef't & (/c{) voor verscheidene speclale verdce-
lingen berckend.

Volgens stelling (1.1) is Vo' (g’,, J) asymptotisch normaal
indien :fz (cf) oestaat.
De concentratieco&éfficiént van Ginl wordt wvoor niet-necvn.

tieve waarden van Yoo Y gedefinleerd door

waarblj 3 = 2 —iﬁ : fq 1s hier een functie van twee g@ ~-statlis -
tische grootheden. lndlen de y_ 's gellijk verdeeld zijn, indilen
e { 2} bestaat en Indien :E {g})(), dan volgt ult stelling
(1. r) Ckﬂ:\/myg’ : asymptotiachﬂnormaal 1s met gemiddelde O
en variantie

waarbilj m(d)=2 en wm(u)=1,

-t § (9 -2 2 7(%&)




waarbi j

C. kens _van_verschillen tussen ver
anderlijken,
DefinieerﬁS(Uj aoor

<
( C . 1 ) S [ ) g {é = O

D
en stel

O
(Cc.2) C () :_2:.[/+S(u)}: L
| o, :;;

Als

een steekproefl van m vectoren met r componenten elk 1s, def'i-

(L) ()
ni€ren wij de rang WE \Y x, door
L ¢4 i (i) (1)
R =p o3 Cfxy —x ) (i=iioit)
o 9 B oA J< ‘
(C.3) = () (¢
=Ml LD S(x - X )
2 Z Ix! £ /s
(i) (<) {C) . o
Indien de¢ pgetallen x| >, ,......., %, allemaal verschlllend zijn,

heeft het kleinste de rang 1, of op één na het kleinste de rone
2, enz. Als sommige gelijk zljn, wordt de gemlddelde rang doorv
(C.3) bepaald.
Tedere functie van de rang 1s een functie van uitdrukkin-
() (<) (<) £¢)
gen C(x, ""X/? )of S(xw(__x )

& (<) () _
Omgekeerd, aangezlen ﬂ(x /?) .S(R R , 1s iede-
re functie van ultdrukkingen < x - xﬂ ) of c(ng"_, xﬂm een

functie van de rang.

Beschouw een regelmatige functionel 6(?7 waarvan de kern
gB (x! L ;xm) alleen afhar
tussen de veranderlil jken

ot van de tekens van de verschillen

~ . (<) ¢
(C.4%) S(:gc ()) (fg{;/ﬂ_fzr.,.ém;i.-:z,,,“}n)



is8 een func-

;elijk V@fd@elf
(1.1) tot een

Dus bestaat
zijn, nadert de v.Tf. & 2
normale v.f., die niet-singulier is voor }7;> Q .

Een voorbeeld van een zodanig functionel 1is

grensd.

D. De correlatie tussen tekens van verschillen,

TR e e NS A SN M) UL G W S GSCN wme WS VRS o SN VAN S ANNR AW amn oo B Gl Wl DO amy Pl wevds Wl SN TR GUS DO TNEA WA DU WIOR ANaR ANy TR

Beschouw de tweedimensionale steekproef
D."1
( ) (x;“%),(S%,jB)J‘ L }(5%35%)
VAL, {a) - {4) (2/ (+) (2)Y |
[Of \x:~x,1f)z(12;ra)3"“"3(xv’xw)]'

MeT ellke twee waarnemingen van deze steckproef komen er
cen paar teltens van verschillen tussen de desbetreffende ver-
anderlil jken overeens

(D,g) 5(1@{ — x,ﬂ) , S(Lmyﬂ) ,. (ol#-/s;o{,/azé.,..,'}?)k

van »(m-:) paren van tekens van ver-

(D.Q) 1s een verzameling
schillen.

Omdat 2 s {x, _ ;3):0*2 S(L"'y/a)

is de covariantie T van de tekens van de verschillen (D.2)

(D.3)

of t = _S , wearbij S de Svan Kendall {7‘] is,

n(n-1)
We noemen T de verschiltekencovariantle van de steekproef

(D.1).
Als alle x's en alle E{'s verschillend zijn, dan 1s

Z 52 jadmxﬁ)m ‘??("?'?—J)*-“: (‘:;( ff/s)

d;ﬁ-ﬂ

en is T de nroductmomentcorrelatie van de tekens van de ver-
schillen. ¢ is een lineaire functie van het (minimum) aantal



itnversies i1n e

18 een functie

(L -statisticsche
cdus een zulvere gchatting ven de

verzameling

functionel

en 1S

van de tweede graad

(D.4) I -

; o ’. :-I

=sNne van de
en (x,.y,) in

i

{ i3 de covariantie van de tek

de overeenkomstige compo

oucsf )

T 41 ~ ) _ N 4"
m L1 jke vectoren (x gﬁ) (X, .y M}
met gelijke v.l F ( X, Y ) . Als Flx .,() continu is, is ¢ de produc -

momentcorrelacie van de tekens van de verschillen,
Stel nu

enten van (x,.y,)

zamelling van paren van onafh

( D " 5 ) F ( X, :'f) — ?é__ 3

dan 1is

in het disconti-
nue geval .

A‘%‘E = F(X-HCQ)

| 3 ,
(A+C) = F(eo,q) |
A*‘B*C‘f‘D:l, |

Verder 18 L =




(D.9)
Als f(x y) continu is, den is

f (9 -

en f (x ) 1t (D ©) kan vervangen worden door £ ( X, 3) :
Als x en 4 onarhankell jk zijn en een continue verdelings-
functie hebben, dan is (T=o)

I(r)a

f/[zf(x) T [2 Ftg)-1] dFes) d Fey)

zoals volgt uit (D 6) voor het onafhankeli jke en contlinue g

val
Nu 1s

OQok 1s

pus

(D.10)

D1t stemt overeen met Kendall [(] , waar 6'2(§}w7§__'n(ﬂm z)(.z«-n ~5)
en t - _2S5
nlm_+)
In het geval (D.10) is de verdeling
de ééndimensionale verdelingen van x en y .Dit 1s echter nuet

iy
w——

meer het geval als de onafhankelljke veranderlijken discontinu
zljn. Dan hangt o] (t)af van 'P{ X = m)_g_l} CF {1; = _'iz} en
‘P{L:x*“’&z _..351...3 > P{i“j 53}

Uit Stelling, (1.1) volgt dat de v.f wvan V:(hi:,.-. I) naar de
normale vorm nadert . Vergelijk ook Kendall [’l’i] voor het s.o-
ciale geval dat alle permutaties van de rang van x en gy even
waarschijnlijk zijn, hetgeen overeenkomt met de onafhagkelijk %
heid van de continue (stochastische) aselecte veranderlijken x

van t onafhankelijk var

-,

en y .
- In het algemene
L bewezen door Daniels en Kendall [?] en door Hoeffding f%_/
De functionel Z‘(F) is stationnair (en dus 1s de normale 11i-
mietverdeling van Vm(t Z“)dan Jinul‘ier) als Lj < o6 13 In het
continue geval betekent dit dat X,y j’f.“"),_-;.. ¢ of dat aan

(Dw’i’l)’ QF(I g):EF(}_QC@)+2F(m‘i)w!+T,

ceval ig de asymptotische normalitelt van




wordt voldaocn met een waars Dit

val wanneer y cen toenem

met waafschignlijkh@iﬁ 1 en

kEen voorbeeld van een g
0 (t)>a 138, is het volgende:
interval (0,1) en

(D 12) y = x -

verloop” ("trend").

e AN WA Dame P o wmm*#ﬁm““m“mm#“ﬂnMMme gidg el temis M wooal Wepm wm willhn  aeems ey

, Stochastiscnc

Stel Y. Y, z1iin m onaifhankeli jke, re&le

veranderlijgken, waarbilj y dec continue v.f. F,o(y), (o( ooy M)
heeft. Wiy willen de hypothcse H, toetsen dat de 4
LA

(A =1,...,m) alle dezelfde verdeling hebben, dus

Q

1

tegen de alternatieve hypothese H, van een “stijgend verloop
dus

H . f(f{)<€(/‘1)<*“*<€(f1)*

/

Mann [ ] heeft eecn toets van H_ tegewover H,

die gebaseec 1s op het eantal,’ ongelil jkheden i‘ < jp , waa o1}

A<:/3“iﬁh Nu 13

- n(n-) mgﬁ (S - 4.} (Kendall[ 7 7, ?ir;))

= Z— 3(;“"}) S(g “iﬂ).

w‘ld/} -

De U -statistische groothe1d

t - 4T ) 2 2 sa(--ﬁ)s(i‘wiﬁ)

- n(n -4 n{n- 00(({3

is degzelfde als (D-B) voor het eweclale zeval waar eén comdo--

nent geen stochasticsche veranderlil jke 1is.

Stel _
T neenffi - )L )2 )
5 (=) {‘?f’; (4) 44 (g) - ,} .

Indien 4, geldt, 1s T - s(a-p)f2 [Flg) e Fly) - 1] =
Indien H: celdt, 1S Z;*/@ < 0 , want S (oé......ﬁ):: -4 €n { o ‘}>@‘

Aangezien (Z) = «%;3 oy

volgt dat .
(E.1) £ (t) -0 onder H

onder Fi )



Veronderstel P(/ < a,m‘Ha);;.._* £ , waarbl]j a_ het groots
getal 1s dat hieraan voldoet, dan wordt £ de onbetrouwbaar-
heirdsdrempel penocend.

Dit betekent dus dat de waarschijnlijkheid dat een
lecte steekproef een waarde van € zal geven kleiner dsn Q. 1
indien HG Juist 1g, ten hoogste gelijk is aan & , de onbetrouw-
PWE .-

baarheldsdremncl. & is dus de kans op het ten onrechte ve

oen van de Jjurste hypothese (fout van de eerste soort).
wilj kunnen ook een fout van de tweede soort maken, d.w.z. Hg
wordt niet verworpen, terwijl een alternatieve hypothese

H =+ H, geldt Dit wordt gegeven door

(E.2) P/:zfg a /f{] = f3 waarbi j /{;;L—.- Ho geldt .

Het 1i: uiteraard ook gewenst dat B zo kleln mogediljk zal
z1ijn. Het onccrscheidingsvermosen van de toets van de hypothesc
H, tegen de alternatleve hypothcse ¥, wordt gedefinieerd door

(E.3) Plt<a [H]=1-p,

dat 1s de waearschijnlil jkheid dat Hm terecht verworpen zal wor -
den wanneer H =£=H geldt.

Uit de definitlie van a volgt dat a _» o VOO m_poe €N
omdat o (2) = O (L) (want ¢ is een U -statistische grootheld),

volgt uit de ongelijkheid van Tchebycheff (Cramér [11, biz.
132) dat P[§< a. )H:] >4 , d.w.z. dat de toets bruikbaar 1a
en dientengevolge asymptotisch zuiver 1is.

(Let wel dat onder H: 1'% = £ [£) =0

en onder H: Tﬂ:£[$)<a .
Volgens de ongelijkheid van Tchebycheff 1s
Plit-,| = k«} = L5 waarbij K > o

of ' T_<o ander H

en [’E‘“‘>\aﬂ\ {_
voor voldoendc

d.1.

- grote =
0.,“ — ‘Eﬂ > 0

. | [a. )
Hierin 1s 7T = o en & —»o VOOTY % —3c0

dat P{t<&th,} — 1)

, waarult volgpt

dat de toets asymptotisch zuilver

Mann heeit ook
gegeven waaronder

asymptotisch normaal 1s




X
___________
ol

ische veranderlijken x, y. €cn
Wij willen de hypothesc H,
l1jk 2ijn, d.w.z.  dat

continue simultane v.f. F(x,;)

toetsen cat X en jenafhanxw

F(X 'j) F(:x: co) . F(¢o, y}

grootheld, die
van de veranderlijken bevat onder de hypothese
H, niet van de v.f. ve afhangt, 38 gesuggerecid
"order statistics'. o.a. ook de verschiltekencor-
11 jkhei1d te toetsen
agsymptotisch
id,

Omdat de verdeling van ledere statistische

alleen de rang

n de very

»M@linf

verscheidence

relatie £, te gebruiken om voor onafhanke

Uit d¢ voorgeande resultaten kunnen wi het

en van de toets voor onafhankell jkhe
geldt, is
yrootte € van de

OndCP“ChGlQinﬁﬁveme;

dat op £ gebaseerd is, verkrijgen Indien H,

?{;}m t-o0({vgl. nar. D) en dec kriticke zone van
t ~toets kan .cdefinieerd worden door [t[ > ¢ _, waarbij c het
ell jkheild

kleinste getal is dat voldoet acn de ong

(F.1) Plit[>c |H} =&

drempel genocemd. Volgens stelling

“n , waarbij J_ tot

een positieve constante X nadert, die van;}s atfhangt.
Aangczien O’Yk)::c>@$) , nadert het onderscheldingsvermo-.

Ptz 222 | H}

tot 1 als m_ye 1in de alternatieve hypothese H met T(F) == O

&€ wordt de onbetrouwbaarheids
(1.2) en (D.10) kunnen wij schrijven C, =

(uit ongeli jkheid van
Tchebycheff)
Als T=0 en j'(q)< $ , Krijggen wij zelfs

eén Ten opzicnte van deze alternatieven is de toets asymptotisch
geval van de verdeling (D.12) geldt b.v. dat

onzuiver. In het

geval 1s er een functionele betrekking tussen de
veranderli jlken, en de verdeling
van onalhankelil jkheid.

verschilt dus enorm van het geval




rame t hQ d &N i N 3 ¢ g% ..

cen statisti-
gen omtrent de functio--

van

cemaakt. Een al-

Nnlieu
ontwikkeld en het ziet ¢r naar uilt of er geen bevredigende

definitie van een "beste" parametervrije toetsingsmethode ver-
PP L

] ; !.

Kregen Kan worden. Wenselil jke el M een

genschappen v

parametervrije toetsingsmethode zijn zuiverheld en bruikbaar
heid. Een toetrs van een hyvothese fi wordt bruikbaar ten op-

genoemd,
n H,

wanneer een hypothese = H, van die klasse geldt, tot nul nade:.c

zichte van ecn oepaalde klasse toelaatbare hypothesen

indien dc¢ waarschijnli jkheid van het niet verwerpen va

met toenemende grootte van de steekproef.
Een asclecte steekproef van grootte n 1s gegeven en daar-

ult willen wij bepalen of de twee stochastische veranderli jken
x en y onafhankelijk zijn. Wij nemen aan dat de v.f. F(xy)
xna1(521) continu is. Stel £2 is de klasse van continue v.f.'s
F{x 3} en 51“ is de klasse van v.f.'s die continue simultanc
ginale wacrschijnli jkheden hebben,

Hoe o Fx.y) = FYiﬁ%ffrﬁw;%) is de hypothese die getoetst moet
worden
fﬁalgj is dus een twecdimensionale v.f. en wij schrijven

D(’x, ;{) = /C(Iij) — F(x,c:o). F(w. :{)
en
(F.2) A =4 (F) :sz(x,y) dF(/J:,t() , waarbli] de integraual zich

(ﬂﬁﬂ?‘Rl (zie Cramér fﬂ]) uitstrekt.

De stochastische veranderlijken x,y mel de v.f. FYx,g) L

Stelling (F.1):
Als F(x, y) tot £2 behoort, 18 A(F):wo dan en slechts dan

%o . tengezien F(x,y) in '
continu. Nu is
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oestaat er een rechthoek @ in R? Z

(I,q) Q 18

en

= 0 » hetgeen de stelling bewi

Als F{x, y) discont nu :s, kan AfF)=a zijn terwtijl
D(x,y)#a. Dit 1s b.v. het

= = P { X = f, j’ = Q} =

Het is nog onbekend of D(x, c,)“- o 1s als A (F) = 0 1s voor con-
tinue of absoluut continue F(x,¢).

geval voor de verdeling

Uit stelling (F.1) zien wiJ dus dat alleen wanneer de sio

chastische veranderlil jken X ankelijk zijn A(F)=0 1.

e ¥

Y onafh

WiJ kunnen schrijven

- Cee xg,yr)df(x“%) .. d F/Iy.jf) .

(I) ’: OOj'd q * Stel (m; #j)i e ‘P(xm > jﬂ} 13
een aselecte steekproef uit de verzamelling met de v.f F(x. Lf) |

nm=5 €en stel

(F.5)

waarblij 2 de sommatie over alle « aanduildt zodanig dat
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In het geval van onafhankeli jkheld is f_@ = O0(want 4 = O
voor onafhankelijkheld zoals voigt uit (F.3) en (F.4)) en dien-

tengevolge kan D zowel negatieve als positieve waarden aannemen.

Het zal bewezen worden dat -z &= D, = ;& , waarblj de bovenste

grens §%~ voor 1ledere m bereikt kan worden, terwijl het mini-

mum van D 4 . blijkbaar toeneemt met »

De stochastische veranderlijke 2 zoals gedefinieerd in

(F.5) behoort tot de klasse van U -statistische grootheden.
Hierult vol T dus onmiddelli jk dat:

Pan is de varitantie wvan

-I--

(F.7) ( ) ()( 5) 7

Verder 1s 225‘3 é:vzvum,hﬂq 5 }
w{\ﬂwujgj is een afnemende functie van n en
(F.8) Ao m Vax D_ = 25:{

T —p O !

Volgens stelling (1.1) is de stochastische veranderli jke
\ﬁ?(gm,wzi) asymptotisch normaal met gemiddelde O en variantile
25 T .

| Het zal ook bewezen worden dat in het geval van onafhan-
kell jkheid }i:cn 18 zodat\ﬁ?_gn een ontaarde normale limieT-
verdeling heeft. ( A = © voor het geval van onafhankelijkheid.)

Hoeff'ding heeft ook aangetoond dat m D, een niet-normale limict-
verdelling heeft, maar aangezien het bewiljs daarvan tamelljk ge-
compliceerd is. wordt dit hier niet gegeven.

(II) De berekening van D . De rang van XxX_ wordt gegeven door

SChI’ijf nu T

ch C. = & C(Ed“"£ﬂ>‘c(34“ﬁﬁ)”/'



en iﬂ < 1@( ) ( Omdat F ( X,
als ol £ p .) Schrijf verder
23 b/ﬁ

uit (F.3) en uit (F.
lende gevallen

(F.10)

n{m-)(n_2)(n-3)(n-4)

Om dus D te berekenen voor een gegeven

ten

steekproef, moe

eerst getallen a, en C voor elk element van de steel-

en C uit (F.9) en dit substi-

proel bercekend worden, dan A
tueren in (F.10).

(III) De vs
Omdat F(x,y) volgens aanname continu is, is ook F(x,e
Flen 5) continu. Dan zijn de ongelijkheden x < x, en
;(35,%}<F{x1,@Qmivalﬁnt behalve als F(I;’,m) = F(x, .») . Hetzelfde
geldt voor y <y, en F(mﬁgf) < Fleo, 32) . Dit toont dus aan dat
de functie (@  (F.3), niet van waarde verandert indien X, Y,

iantie van D in van onafhankell jkheid.

. i

ger ver-

door F(x , es), Fleo, y. ) vervangen wordt (-gpr o ,behoudens
t waarschijnlijkheid nul). A en D zijn dus invariant

en Flx , y

i

1§ _
kheid 1is8 4 . ©

 fh*nkelij




>

_ , ‘ ,
van de getallen 1, ..,5 en ((z) - o} voor z =T O.

b

De som.Z"strekt zich ulit over alle

vindt de volrende waarden voor 7; :

2@0.302} = boa. 302}’ = 14
2 3 3

P

% \
’ 2 -4

3 . 1b% L3 = 12, .
600.30 )" Lyr 120 .30 }; 2

(?k'kan er niet in slagen deze bepeaalde integralen te verifi¥ven)

Uit (F.7) volgt nu

Vo (30D,) = 120 §E-5Un- o7l v 4 fr-5Ur-E) g5,

1(?‘114—5")‘7 ~31)

(F.10') = S UL LI
gm{m_t)(m.In_-4)

7
even in de volgende paragraal

te bepalen 8 om VOOor n=5, O

als

»

de asymptotlsche verdeling

5)

:t_geval van onafhankelijk-

berekenen en -lm
T oy ©O
(zie Hoeffding

% kproef uit een
2rdelingsfunctlie. Wij beperken

is een stee




ong dus tot steekproeven met x .3 X en ¥ *

; J "

(%, gﬂ ) sy, ) is cen herrangschikkiig oy
»( ) zodani dat x, <x,<....< x, en y, <y <<y

De permutatie /= (/3, Ve /3,,,) van (f, Ce 'n) wordt de rangschik-

van de steekproef S genoemd,

D, hangt slechts van de rangschikking van de st
Wij sch igven dus D =D (77T)=D (B........,A,) - Als(f,....
zodanig dat P<B<......<fp, . dan defini¥ren wlj D, (/3
~— .D—m (0(: y oot dm) . Als Wij in (F ; 5) (-K—a( ’ jﬁ)
Krijgen wij

(F’V‘) ”D-nm ‘Dn (/Jr’“”-’/&w):(?)“ ZI'Ds' (/2‘;"””"/3'(5)

waarblj 2 | de sommatle over 2lle @4 aanduidt zodanig dat
=, < x, << ... <A = N,

Als we met 77’{“ de vermutatie aandulden, dile verkregen
wordt uit 7/ =(p,.. . ., p,) door weglating van }g. ,
wi]j de herleidingsformule

‘Dw (7"—) = (;’)JZ‘D; (ﬂd, ' "“*ﬁms) IS <. . <ol Em

dan Kriljgen

Dn_., (17) m("’?? Z D 5 (/Bda*"“’p"s)

(F.12) a i. T D (77"):(7, 5)2 Dm“(ﬁ-(&)

=

bDus

-9, )- Cl, ek i%ﬁc'/’w Lo YV (B o )

o, . .,e_ zijn dus alle mogelljke permutaties van de getallen

Allen wanneer «,. 3 . 13

T

i

Ty

=D A&

L Y .

' }

+

»
N & o
it Ve’ Sr” S



.

(F 13) 601-}(/‘,/3,)= 2  as By =3 en A < 3 of ﬁuﬁ3_>‘3

—{ as Bi=3 en B<I A>3 of A3 A<

Voor m=5 wvolgt dit uit (F 13) en voor algemene » uit (F 11)
t D uniet van

Uit de symmetrie van D, t o.v x en g volgt ook da
waarde verandert, indien in de permutatie {A ..... , /3") de getal-
len 1, 2 of de getallen wn-/, » verwisseld worden of als de verv-
mutatie coor zljn inverse vervangen wordt .

In het geval van onafhankeli jkheid hebben alle »! mogeli jke
rangschikkingen dezelfde waarschijnlijkheid ;317 ,Om dus de ver-

deling van D te vinden, moet het aantal rangschikkingen be. oald

L

worden dav een bljzondere waarden van D,

Voor m=5 zljn er 5/-720 rangschikkingen. Volgens (F 14)
behoeven wij slechts de rangschikkingen te beschouwen met
P<p . A<Pp . B < B, Hun aantal is A2C = 15 ‘Die rengschik-
Kingen onder deze 15, wasrbry A,# 3, geven Ds = @  Er blijven
dus de volgende drie permutaties over

(1, 2.3, &, 5), (1, & 3.2, 5), (1, 4, 3, 5, 2)
Uit (F.13) vinden we als respectieveli ] waarden ven 60 D

Ej mqﬁ "“',B : Dug fi_;i

5
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Analoog kunnen de verdelincen van Déﬁ D ,... berekend worden
door gebruik te maken van de betrekkingen (F.41) en (F. 14)

70 1S VoOOor 7 =

0111

Hoeffding geeft ook een tabel voor het geval m= 7.
Uit (F 13) en (F 11) volgt dat - L =D = & =4 voor

n= 5,06, ...

De bovenste grens L wordt bereikt voor 7 = (1, ..,n) en

iedere m Volgens de jpevallen m = 5,0,7 1ijkt het alsof het mi-
nimum van D, schijnbaar toeneemt met » , (-4, - g5 - L)

-7 e

Uit € D =4, volgt dat A= L

30

(V) Uitvoer van de D -toets op onafhankel. jic-
hela.
Als een aselecte steekproef uit een tweedimensionale ver -
deling met een continue v.f cegeven is, dan wordt als volazt
onafhankell jkheid getoetst:

f‘); : F(:i‘y):F(’:\ch).F(w‘g)

Stel ¢ s het kleinste getal dat voldoet asan

(F.1%)

waarbiy X (O<o < 1) de gekozen onbetrouwbaarheldsdrempel 1.
berelkken D zoals 1in par. F(II) is aangetoond. Als il~>’$n

verkregen 1is, dan wordt de nulhy-

grootheden x en y onalhun-

20dls uirl Ge exacte verdeling
pothese H , dat de twee stochastische y
kelijk zijn, verworpen Voor mn = 5,0,7 kan;jﬂ uit de berekende
tabellen verkregen worden.

'elijkheid van Tchebychefl en (F.10') volgt

ULt de ong

waaruit vol;s:




(aJ
30
IIA

—_—
V 2 7‘?14- 30 4 32)
(M-} 3 Mmig) o

omdat S?n hetl grootste getal is dat aan (F.’IS) voldoet. Dus 1

Als A>0 , 1s A ..Si >0 voor voldoend grote m . Dan is

PID:>S, [H}2 Pljo,-aj< a8} 2

’q

Dus volgt hieruit en uit stelling (F.1) dat de D -toets
bruikbaar is ten opzichte van de klasse 0" , en dus
zuiver 1s.

(VI) Enkele opmerkingen.

Volgens Hoeffding 1lijkt het alsof het onderscheiding
mogen van de D -toets in vergelijking met de productmomentcorre-
latletoetTs voor een normele verdeling met een correlatie f ;

enigszinsg laag is voor kleine waarden van /S’/ en voor m_ co
Het resultaat is misschien niet geheel bevredigend voor waarden
van m waarin wilj geinteresscerd zijn. Aan de andere kant 1s

te verwachten dat een toets, die bruilkbaar is ten opzichte van
een grote klasse van alternatieven, een lager onderscheidings-
vermogen zal hebben met betrekking tot een deelklasse van alter-
natieven dan een toets, die optimale kenmerken ten opzichte van
de deelklasse heeft. Dit werpt dus het probleem op om ult e¢en
gegeven klasse van parametervrije toetsingsmethoden (zoals die,
welke bruikbaar zijn ten opzichte van Q") een toetsingsmethode
te kiezen, die het grootste onderscheldingsvermogen heeft ten
opzichte van zekere parametrische alternatlieven (b.v. normale
verdelingen). (Zie Hoeffding: Optimum Nonparametric Tests).

(VII) Een paar verdere stellingen.

oTtel dat 77-;1} (v= 1,2,.4.5 m!) de m ! mogell jke rangschikizin-
gen van steekproeven (grootte n ) ult een tweedimensionale ver-
deling met continue v.f. F(x, y) z1ljn (vergell jk par. F(IV)).

Als F(I,y): F(x,m) F(m,&) . dan 1s
(o769 2T} ver,

voor 1ledevre 7

Als (F.16) gegeven 1is, VvoOlf
zekere v , de veranderlijken x,y onafhankelijk zijn? Dit geldt
niet voor m-2 , want dan 1s (F.ﬂ:l6) equivalent met P {(!,1)} = 4
Indien de verdeling een waarschijnlijkheldsdichtheld

heef't, is

t dan daaruit dat, voor een




ndy

hetgeen = ; 18 wanneer .;' m/(__ X, 3) :

Nu hebben wij echter
Stelling A Als F(x,, y) tot de klasse Q” behoort en (F. 16) voor
een zekere m=5 geldt, dan is

(F.17) F( =, y) = F(x,c0). F (co. ﬁ')

Bewl js: Omdat (E_f D - A , wunnen wij schrijven

—m

uN

(F.18) EEF*Q’ EQU)F%TWZ;}:: A

Vel

Als (F.10) geldt, heeft het lunkerlid van (F.18) dezelfde
de als wanneer (F.17) gelcdt.
N =0,

Uit (F.10) volgt dus dat A= 0 en uit stelling (F.1) vol.t
dat dit voldoende is voor (F.17). Hiermee is de stelling bewe-
zen. Als dus de oorspronkeli ke verdeling tot .flﬂ behoort en

Maar wanneer (F.17) g

als voor ecn zekere m=5 de waarschijnlijkheden van de n | rangy -
permutaties gelijk zijn, zi1jn de stochastische veranderlijken
onafhankclijk.

Stelling B. Er bestaan geen toetsingsmethoden voor onafhanke-
1ijkheid. die alleen van de rang
afhangen ¢cn zuiver zijn bij elke onbetrouwbaarheidsdrempel ten
opzichte van 4o klassenﬁfzéofﬂflﬂ,

Bewijs: Elke critieke zone van e¢en rangordetoets (d.l. een toeis

volgorde van de waarnemingen

diec alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhangt) voor

S”W}m.lz;ut}.""’/{tﬂvm} Va’h
m rangschikkingen. In het geval van onafhankelijkheld 1is

cnafhankeli jkheid 1is cen verzameling

N1J kunnen ons dus peperken tot onbetrouwbaarhelidsdrempels o .
m= 1,2, ..., n/-1, Teneinde de stellling te bewiljzen, zal het |
voldoende zijn om aan te toncn dat voor ledere m = 2,3, ....
voor een bepaalde m (1= m= m!-1) en voor iedere S , een

v.f. F in £2 bestaat, zodanig dat

Wi, bewljzen echter een iets meer algemene stelling dat dit
geldt voor m = 1,2, 3.

£ £ .y
iHopr i i

defini¥ren de tweedimensionale verdeling A_ zodanig

rell jkmatig

(uniform) verdeeld

segmenten



(Fal]m) i:..f..(xé._!fﬂ ' 5_.,1--““2"
T - {

(k:: 1,2,..'.}1‘7-—!)

en nul 1s in elk gebled dat geen deel van deze segmenten bevat.

Stel _B,n 15 een verdeling die gelijkmatlg verdeeld is over
de m-t segmenten |

(FQEO) % <x£% > X+ & = 2K-7 (k:fai,...}'h-f)

e

en een verdelingsdichtheid zelijk nul bulten deze segmenten.

De verdeling van de segmenten (F.19) ziet er dus als
volgt ult:
Stel 7 = 10

naloog Kan de verdeling van de segmenten (F.QO} overzichtelz jk
gemaakt worden.

De v.f.'s van A_ en B, is continu, met

F(x,e0) = Fer, x) = x (0= x=/)

De waarschijnlijkheid dat (;_z_:.,y) in elk van de segmenten
(F.19) of (F.20) 1ligt, is 7'5'-.{'7 _ De waarschijnlijkheden P(F/A.,J
en P( TT} B 7}) kunnen gemakkelijk verkregen worden in termen van de
multinomiale verdeling met (m-: ) gelijke waarschijnli jkheden.

In het bijzonder is

(F»QQ) P(!,?_,..,.mlﬁl) = ! en P(‘t’?‘?’)“t‘..,,,ligl)w!

(Want voor m = 2 in (F.19) is O < x= 1 en Y= . x,....,%x, lig~-

¥

gen dus tussen O en 1. Als de x ~waarden in volgorde 1,..., m vol=-



gcens rangnummers geranschikt zijn, zullen de g ~-waarden ook in
voloorde staan (= x) Let wel dat {I de rangschikking
nummers van de ¢ -waarden als de x -waarden volg

de rang ens

rangnuminers gerangschikt zign., Dus P(1,2, ... _mf A, )} 1s de
schijnlijkheid dat y < y, < < Y wanneer x <xX< ....< X
voor de verdeling A_. Voor B ls 0<x = 1 en y= 1- X . )

Ook 1is

(F 22) P2, .m|A)=Plons .., 1B )=(ni)s) = Pﬁ)m,

en (x,y) verdeeld

5 -

(Er zign (»-1) segmenten waarover de m punt

kunnen worden. De waarschijnlijkheid dat het punt (x, 1) in een
bepaald segment voor x v&lt 1s £ . De waarschijnlijkheid dat

alie n punten (:x. ) 1n hetzelfde segment voor x valt, 1s {W )””"

1d dat alle
m punten (x,y) in eenzelfde segment voor x vallen,
{w“;)(%{_; )ﬂ” . Een rangschikking (1,2,...,n), d.w.z.
< < e < 5. als x<« X, < . e X is alleen dan moge--
1ijk als alle m punten ( x, q) in hetgelfde segment voor x val
adit volgt onmiddellijk uit de tabel op de
m-1

n = 10. Dus P(1,2,...,v sA) (WW)) . Evenzo p(w,fn-n;,,“j;

"M/ -
= [ ) . )

TV ]

Omdat er (n-.) segmenten zijn, is de waarschijnlijkhe

Verder is P(w, m=1, 4., )Aﬁ) =P (1,2, ..,

(Want » punten (%, 3:) (neem b.v. m = 10) kunnen als

niet zodanig over »-/ (d.i. ©) segmenten worden verdeeld dat
de ransnummers van de y -wacrden 1n een dalende volgorde staan
bij stijgende volgorde van de rangnummers van de x wwaarden )
In net algemeen krijgen wij dus: als 7, alle permutatics
van 1,2, ...,n voorstelt, s of 73("17' iA ) =0 , of p('ﬁ } B ) =Q .
want elke I met P( T ; ):,l:o bevat ten minste een sti]
ran cetallen (algemeen

ging 1Lt

gvolgorde van twee of meer opeenvolgende

t,¢r1,...,i+k) die niet voorafgegaan worden door kleinere ge-
tallen of gevolgd worden door grotere getallen. Aan de anderc
T | Yy } e g - T

kKant, als een /7. met P(’H‘n )=%= O
bevat, wordt die of voorafg '
gevolgd door grotere

Bl .
r. -2
. .-" [}
! ]
- ; % o
.
-3 13

zijn.

8 ) = 0 en soortgeli i

Uit ( B.21 ) vol
schikklngen

('.n ﬁ“ ok y v % ® 3 ‘1 )
zones. Voor v = 2
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e

Ten slotte, als /I ledere nmermutatie met uitzondering van

(1,2,....,m) of (n,m-7, ,.,1) voorstelt, krijgen wij uit het
voorgaande betoog voor A of ook voor 5

p(!,?_,“.i,,h)-f*p(’)’?,ﬂ“l, ..... ,i)fp{7Tﬂ):~L—)ﬂm,<_§.

Dus 1s ook 73(33Hi%<;% . Hiermee 1is dus het bewljs voou
de v.f 's in ' voltooid.

Teneinde de stelling te bewljzen voor v.f.'s in 51“, Kun--
nen wij de¢ verdelingen ﬁ% en B% vervangen door verdelingen»4;
en E; die continue marginalce en gezamenlil jke dichtheden hebven
en zodanig zljn dat de waarschijnll jkheden *PﬂU/A;)en FWWT}B;)
willekeurig weinlg verschillen van ?HWTfAn)respectievelijk
7)(UJB;y 20 D.Vv. kan /g‘gedefinieerd worden door de continue
dichthei1d

/(I,y):K(f_g+l) VQOE 0= ‘ja_ﬁc;fmf‘i , X = J}-& |, ‘j%&;

w‘f(fmxwg{) VDOT  —EE y_xX=E0 , X E & , Y= 1-¢€
=K (x+yq-¢) U0aQT X+y =8 , X=E , Y =i

=K (2 -€-x-yg) U0 X+yH2-8, xZ2 /-6, gy =I-t;

= 0O overal elders,

waarbij K = :?;%:?; cn 0 < £= 4. Voor voldoend kleine &, vol-
aocet de verdéling acn de cisen.

Het bewilJjs van de stelling voor () toont ook azan dat er
geen zuivere toetsingsmethode voor onafhankeli jkheid, die
alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhangt, voor
n = 2 en iedere betrouwvacrhcidsdrempel (wij behoeven slechts
& = é te nemen) bestaat. Volgens Hoeffding kan ook bewezen woir-
den dat voor m = 3 iederec m= 1,2,...,5 en iedere S_, de onge-

11 jkheid P(&m){fﬂi ten minste voor een van de verdelingen A,

-
3.’

%352313153 geldtﬁ‘Het is nog onbekend of er rangvolgorde Toet-
singsmecthoden voor onafhankelljkheid bestacn die zulver zijn
voor bepoalde steekproefgrootten n en bepaalde onbetrouwovaar-
neldsdrempels m , ten opzlchte van de klasse ). van verdelings -

"
functies F .

(VITI)
Er bestaan dus geen toetsingsmethoden voor onafhankeli jk-

Enltele opmerkingen.

neid dic alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhan-
gen en dile zuiver zijn op ledere onbetrouwbaarheidsdrempel ten



opzichte van de klasseuleofi:f,van verdelingsfunctles (zie
par. F(VII)).

Er bestaan echter wel toetsingsmethoden voor onafhankeli k-
held die alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen alhan-
gen (Ait zijn parametervrije toetsingsmethoden) die bruikba:sr
zijn en dus asymptotisch zuiver, ten minste ten opzichte van de
kiasse () van verdelingsfuncties (zie einde van par. F(V)).

G . Rangcorrelatie en gracdcorrelatie.

il Ty AR Hm““"““““M“*“““““mi““““"t_“”“n“

Hoeffding [5] is er verder in geslaagd om de rangcorrela-.
tieco&ffici&nt van Spearman (Y) (zie Kendall [7]) met behulp
van de graadcorrelatie K (zie Yule+Kendall [12]) en de rang-
correlatiecoéfficiént ¥ van Kendall als een ({-statistische

grootheid uit te drukken.
(1) (2)

L. X, , (= 1,.,..,n) gegeven 18

Als een steekproef (X

(1} 2 Ja
met alle x, 'S en alle ];w?s verschillend, dan gefinieerc

Hoetf'f'ding

' (1) (1}
" (ﬂla.,..z'::) ; (Ro( o ﬂ;j)(po( o r—iﬂ) (Zie ook par. D ‘6)
netgeen equivalent 1s met Spearman’'s f.
Substitutie van (C.3) hierin geeft

A (1) (1) (2) (2)
k'e 3 2.2 L s{x"_ %) s{x, - x )
7"?3,... MM Azt ﬂ::l J::! o ﬁ g

hetgeen geschreven kan worden als

(G.1) k' = (n-2K 3t

v o+

waarbij T de rangcorrelaticeco&fficiént is (verg. D.3) en

/

]
— {1} (f} (3 (1)
' ...":._......_.............__......‘_3......._.....,, L L S(xd —_— X S(:}CG{ }__, p 4 )

n{n_i)fmn-2) 3 J

en de sommatie zich over alle onderling verschillendesxﬁ/zkg
uitstrekt.
K is een ({-statistische grootheid, en als een functie

Mgy

van een aselecte steekproef uit een verdeling met v.f. F , is
K een zulvere schatting van de 3e graad regelmatige functioneel

) - | ] N
(G.2) K - 3ji /S JC” x:) S(:zc.i ' )C(g )c(,[(t()d/:{xl) cérf()ié)

, —

Hoeffding vindt voor continue en onafhankelil jke verandei-
. o (i) a2)
11ijken X jggf

I‘k_

(G.3) G (x) = =3

"ﬂ(ﬂ’)wf)('r‘?m_ijﬂ




IR
(G.4) 5 (t,k) = _2nr2)

waaruilt volgt

- (o r1)?

- ..._.L-
——— Tl — N

| g R

hetgeen overeenstemt met het resultact door Kendall [7] af'ge-
leid voor Spearman's 33

Volgens stelling 1.1 is V»’ (_l_{_.... k) asymptotisch normaal vci-
deeld met gemiddelde nul en 9 }; (k) als variantie. Hetzelf'de

]

geddt voor de verdeling van de rangcorrelatieco&ffici&nt K,
zoals volgt uit stelling 1.3 tezamen met (G.1).

Uit stelling 1.3 volgt ook dat de gezamenll jke verdeline
van Vn' (t_T) en Vn'(k_k) (of Vu'(k'-k)) tot de normale verdeling

nader met varianties }; (T) en 9& (K) en covariantie & i (K ) .
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