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~,en k,l asse,, v"'an .,. s,t.a ~1st i,s.~l}.e,,, g~,oo,~~~;ien, m.e,,t a~ymptt:ti s,,9,h~ .. ~O.,~.~.~-~ .. e. 
~e,r~,ct~.l~ .. 1!g .~et,,,.,~.r.,e.'?.,iale verwi ·zin· naar · arametervri e toetsln·.,s-

me thoden voor, ..... <?.f?..~.f~~-~.l<:_~_l ~.Jkhe ~.d ~ 

1 $ Definitie van een I·· -statistische rootheid. 

Stel Xv , \,-. ,; --·, n 1s een steekproef van -n vector·en 

1 ) 

en een fu11ctie van (~11) vectorargumenten .. De 

functie van de steekproef 

2 :,t' , - - - --- ' Xn I 
n(-n-1)-- ---(n-m;-1 

· X -··- 1 Xoc 
-<, J "" I 

,, 
waar "Z; een sommat1e over alle permutaties ~ • - - - -- r,/ . . '\..1' t l,,,,,,A,. (Y\ . 

) ) 
van 

gehele getallen aangeeft zodanig dat 

IL CX· < n <.. l 
. -1.. . i, 1·== I -~--~,n ()._ 5 t f- J j I • ) 

een -statistische grootheid wordt genoemd. is het gemiddelde 

van de waarden van in de verzameling van gerangsch1kte deel-

verzamelingen vanm elementen van de steekproef 1 . is sym-
metr·isch in X,,,-- ·-) x..,, een funct ie { = fc.x.,

1 
- ---, X-n wordt symme-

trisch genoemd indien deze invariant is ten aanzien van alle 

permutaties van zijn argumenten. 

Een functie __ (x,>--·-,Xm) die aan 2 voldoet, wordt een kern 

van de statistische grootheid _ genoemd. 

Stel ~ is een deelverzameling van alle verdelingsfuncties 

Vvf .. 1 s in de I -dit~1enE1ional,.....e ruimte waartoe ::=. (X) -

x(I) ·----tX(r)) behoort .. r wordt een funct,ioneel van 
I • 

gedefinieerd ope , genoemd indien aan iedere die tot D be-

hoort~ een grootheid ~ P wordt toegekend. Stel verder dat 

voor een func tioneel G-::G P van (-x..) een steekproef grootte 

n bestaat waarvoor een zuivere schatting van G voor iedere 

v .. :r. in - besta~~,t Dit wil zeggen, als x,,----l~n n onafhan-

kelijlce stochastische vectoren met dezelfde v .. f. r zijn, dan 

besta,et er een func~tj_e (x,,~ .~~-, X:n) van n vectorargutnenten 1 ... 

zodanig dat 

e F 

voor iedere in is dus een zuivere schat-

ting van G opD. Een functioneel e P van de vorm 4 noemen 

wij re~ el~.?~~g op·­

Stel m(!5; n) is de kleinste steekproefgrootte waarvoor een 

zuivere schatting van de regelmatige functioneel 

bestaat., d .. vv .. z~ 

G P - ---~ (x. - - -



voor iedere 

tioneel op D gEnoemd. 

Iedert: functie (x .. --~·,X111) di€ aan 

van de regelmntige functione0l 9 F 

5 voldoet, wordt de kern 

genoemd .. 

is l.:Ln symmetrische kern in :x:,,----, xi""\ van 

8 t lnt1.1en 
II 

,• 
.. ,.., u Ix ·v -

0 l_ ,,---,->-m ~. -m-! 
\ 

X - - -- ) XO(_ 
Ot',c , .,_ ' 

w aar· cl\,; sorn z 1 c h o v c r· r.i 11 (; p e 1·~m u t fl t 1 e s ( cc, , --~ -.. , oCrn van 
(l 1 ·--, m 

Voor n- m .. 1 r··0duscer~t de st£1tistische grootheid zich dus 

tot de symmetrischc kLrn 6 van 

Halmos J heLft z~k~re optimale eigenschappen van .· -sta­

tistische groothedcn als zuiverc schnttingen van regelmatige 

function~lEn bewczcn, n 10 dat, wanneer ~ een regelmatige 

function~~l van dE me graad op een verzameling , die allc 

geheel en al discontinue verdelingsfuncties bevat, 1s, _ dan 

de enigc zttivere schatting op ....... 1s die symmetrisch in :x:,,---w,1'n 

is en 

gen o~) 

ting van 

h~eft de kleinstL var18ntie van alle zuivere schattin-

i met anderL woordcn, is de doeltreffendste schct-
-'(f) OP D .. 

~ 

Uit 2 en 6 vol~t nu dat wij een 

held in de vol~cndL vorm l<unnGn schriJ·ven: c_.., 

-statistische groot-

' 

m X. --- 'X o er, \ l <irrt1 

daar de kE·rn 
0 

symmet1--:1nch in zijn m vectorargumenten 

o'-1\"..:r: :)lle inc·:1:i.l:es o( uitstrekt" zodanig 

i -. .- n b L' 

"'C' I 
de som L zich 

dat 

2. 

r€n 

I L °"( < 0( -:l < -- ~ --< O< m .c:::. n . 

De variantie van een i -stati~3tische 

S t e 1 ~' 1 - .. - , ~ n 

met dezelfde v.f. 

zi jn n on8fhankelijkt: 
(1) x<rJ ) p ("t) :! f" ( y_ s - - ~ j 

~,} - - - ) ~ rt - ~ 

... 

" 

ro~theid. 

stochastische vecto­

en stel 

• 

daar 

betekenis als in 7 heeft~ Stel dat de functie 

duzclfde 

n niet bevat., 

Nu is 

Stel 

. .X., • 

l - I - - -- rT1 - J I 

) 

daar= X~ __ ,, .... Xe willeke1..1rig vaste vectoren zijn en de ver·wacht.ing 

ten OiJZichte van de stochastische vectoren Xc.+1 , ... --- >:Xrn genomen 



wordt. 

Dan is 

· ,-, x., - -- :x.«-1) :::: 

en 

x ... -·- X --', j_c. -

• 

:t-Ju 1s ool{ 

C -1 

l 
c::: 1

1 
- --, 111 

-)if' - - ... x..-r"\ >,l I 1•• 

:x, - --- ., x" . 
I • ) ' 

) 

-v - - - X c:::, , 1 - m 0 

Verondcrstel dot d~ variantie van 

en stel 
C 

X, - ... - ~c 
- ' J 

best.ai1t 

16 

een 

- 0 _, .. 
0 

-
C 

-y_ :._ __ X 
;.... I I I - ( 

) 

Nu is 
1 

(. 
)l --- Xe.. 
- 'J , - • 

Als voor een zck0re oorspronkelijke verdeling ·· 

dit dat 

is met een wa8rsch1jnl1jkhe1d 1e Uit 
en 16 volgt dat _J :..: 0 betekent dat - - - -- .. =- 0 

(I . \ d- l 
is " 

Als • Po~ O _ is, is de regelm2tige functioneel r 
stationnair-: voor 0 . Als 

-... -.--... - ' - -. 

• =O 
l d+, 

is F stationnair van orde d voor 
Als or, ---- C)(m 

) . - ~- --
• I I 

bestaande uit m verschillende gehele 

Chet aantal gehelc getall0n is dat 

hebben, volgt uit de symmetrie van 

l f. ~rn • 
) 

- to . 
twee verzamelingen zijn 

getallen l ~ OC.: . ~ n en ... ~ _, ... 

beide verzamelingen gemeen 
dat. 



X ---- X ....... -a<,\ ,1_0(()1 - - - - -
I . ~rn 

··-
l 

Als de variantie van dan is deze gelijk aan 

..... 

' } - CX,n 

X -- ---· ex, J t -- D< m 

n -.2. m "(t.) 
\ ..,.,.,, 

waar de sommatie over alJ_e indices aanduidt, zodanig dat 

.1 <- -­ <-----< 

en precies aan C vergelijkingen 
• 

wordt voldaano Uit 
--. (CJ 

dat elke term in~ gelijk is 

aan C . Het. aantal termen ir1 
...__ {c.) 

is gelijk aan 

-rn. n n ·n-1) - - - , -- - D-:J..m+c+,) 
C m -c . C ! ( Trl - C .1 ,n - C. I 

• 

Dem o:'s 1•cunnen op ~· ma11ieren uit. de getallen fJ:l,----,n. ~e ... 

kozen worden o \"'a".1 de m o.: 's kunnen op ~ manieren gekozen 

warden. Nu zijn c waarden v3n de 's gekozen en de overblij-

vende m-G 8 rs mogen 11.~e 1: g2li.ik zijn aan de m a' s. Dus kunnen 
I' 

de overblijvende ...... 'S OD t goed 

op dat. de cy rs enJ] 1 s alJ.e onderling verschillend zijn. 

Omdat •• n 0 ,.,_ 
0 0 

lS 9 l3 .. 

\- I ;y, 
n "TY:. n- ;n "'I J 

L """' - J 19 'rn 1'. ~I Lj rn- C C .• -- --
C =--1 

Een overeenkon1s-sige 1'o~tn11lerj_ng l{an gemakkelijk afgeleid wo11
-~ 

den voor het geval dat de verdelj_ngen 

verscl1ilJ.end 

Hoeffding 

"' .. z_i Jn o 

5 bewijst 

aangaande de grootheden 

Ste 11 ing ... fl: .• 
a 

I 

vervol;:1,ens de -
- .. _,.. - ) m en 

) 

• 

V )( 

volgende 
(J J.., • 

\:. "" 
7'1"' 

zoals gedefinieerd in 

aan de ongelijkheden 

0 ~ 
' 

___ t_~ -

d 
a s I~ C < 

Ste 11 i ne;, ~- Q 

twee stellingen 

16 voldoen 

De variant-ie -n van een -statistische grootheid -

is, 

onafhankelijk en identie verdeeld 

voldoe·t aan de ongel i jl,{l1e,:1~4!,.1 



n m . 

een afnemende functie van n • 
.1 

(n +' a- u 
- Pl I 

die voor1 11- m z1.jn t;over1stt~ f:::r'ens m ,,, aanneemt en naar zijn 

d t V"t""'J :l. on ers e grens ''L 1 nadert alf3 n t,.oeneemt: 

23 

• ,m n • • 
n ➔ oo 

Al e . "',) 

v. f. van XC(, kan 21 · verv·t1ngen warden door 

25 

waarbij 

2(1 ) -> o• m n -··· . , 

' h t b t voorwaa1'"lae ,roor· e · ;es aa11 

- , m ,..,, )- ) n•m ' 

t: -, 
c.~d 

m-c • 

volgt dat een nodige en voldoende 
van cr:i. ti het 'bestaan van 

l. 

2':,, ( ' 

r . . x, ----l~m 
,1 

o1 .. van 
"r :l 

Voo1"' 

de m~ orcle, i1aarbi j rn de 

en 

3. De covAriantie van twee --··-- -statistische grootheden. 
"-* 1 I ii I 7 7 

-

Besc1.,1ou\.\/ ee11 verzarneli11g van ~-statistische grootheden 
' ( d'J 

• 

{ ¥_1 I .. J 

= I l • ' .. 

st.el 

,,- II Si 11 
. mf ~·J 

- t ' (If) 
, X --~- X 

. ('(, > o(m('I) } 

.... t --- -, , 

een functie van dezelfde n onafhankelijke gelijk ver-

is. 

,., ....... _, 

1s. Uit de veronderstel­
,, argumenten 

-
X. a 4 •• 

o;.,# I .~ rn( ) 



(4'') I . il , 

'-',, . .A. • 

' 

29 -
X. 

• I., 
--

X. •.. 
' 

< r> -- e :: '• . • • I 

l,. :!.!!' '· • • • • I 'Y'l-'\ ( , ) ; =- I I • • . # 

ji 

C 

Voor ✓ =cf is 
( t) 

• 

~ (() 
X . . . . X. 
._, + • • ... /;ml 

( .. 

·c C C 

Stel 
' <'!) 

(> LI_ ) -~ --

is de covariantie van ~ en 

.J 

ft!} 
X .... _ X · 

.. . -- ' I ,_, II • (!. 

I (cf) 

--

• 

Soortgelijk als voor de variantie, wordt voor 
gevonden 

32 

De recr1t-e1~k,1nt is syrnmetrisch in 

3l. de variantie 
32 volgt dat 

Voor = cf is 
' 

Uit 24 en 

" - """""""' • I l I 

(Y) {cf) 
l{ ' · = 'n'' 

V""""'- ,'11,.AJ.., ,·n .. ;i,,co 

'YI - "Yn(J 

-C C 

en 

van zie --

I 

' 

.. . t J =I, .. ·• 

• 

0 en 
(J) 

=f:-0 productmoment-Als dtis 

correlatie ( . 
t 

t.ussen 
{~ 

en {( naar de limiet 
---- ' 

33 , ,, ... __ _, __ 

(cf) 

-

--· 

(f,cf 

....,,... jiJ" 

• 

4. Limi_etstellingen voor het . eval van .• eli k verdeelde ~~ ts. 
Hoeffding bewijst de volgende vijf stellingen in verband 

met de asymptotische verdeling van_ -statistische grootheden 
en zekere aanverwante functies. 

Ste 1 x. ........ ~ zi jn )') onafhanke 1 i jke, ge 1 i jk verdee lde 
, 'l'1 

stochastiache vectoren 



X .... 
o< 

Stel verder 

(1) 
X of ) . . . . . , 

(-t,) 

.:x. ~ 

X ' . I 
. . . . , X 

..,,(j) 

functies die~ niet bevatten en 

• 

waarbij zijn re~le-waarde 

symmetrisch in zijn ..c.. rn vectorargumenten 

iso Definieer nu 

X = 
cl. 

(1) (0) 
"7,( , .. - . , x.c{ 

d.. == - J \ . . . . . ) 

....... -
-/ - I 

·-:.::::: 
,L__ 

) 

waarbij de sommat1e zich over alle indices uitstrekt zodanig 

en 

-

,X_ l . . 

' 
)C. -() . , '}-n a 

-1 . ... ,.) 
- I 

bestaan, dan nadert de simultane verdelingsfunctie van 

(,) 
u 

(1) 

e , . . . -- . . . . , 

voor r> _ ::> co , tot de 

met gemiddelde Oen 
I - I 

30 gedefinieerd is, als covariantiematrix. De limietverdeling 
( 'cf) 

is niet singulier als 
- I 

Op~~r~i.~.~.e~.: Voor _, volgt ui t. de st-elling dat de verdeling 

van een ____ L -st.atist sche grootheid ender zekere voorwaar1 den to·t 

de normale vorm nadert. Voor 'YY1 == 1 is L de som van ,,-, onafhanke­

li jke stochastische veranderlijken en is stelling 1.1 dus de 

Cent-rale Lj_mietstelling voor zulke sommen. Voor rrn>t is Ude 

som van stochastische veranderlijken die in het algemeen niet 

onafhankelijk zijn. 

De stelling toont aan dat in het geval van onderling onaf­

hankelijke en gelijk verdeelde x 1 s, het bestaan van 
~2 ~ 

x. . _ ... x voldoende voor de asymptotische normal i tei t-
-, l •-m 

van iso Aan de functie ~ worden geen regelmatigheidsvoor---
waarden opgelegd9 

2. 
Volgens stelling B overschrijdto' ~~ zijn asymptotische 

,. .....,, 
waarde m 

I 
voor iedere eindige n . Als wij dus stelling 1.1 

o/1 -

gebruiken als een benadering van de verdeling van ~( voor 'Yl groat 

maar eindig, dan onderschatten wij de variantie van~~- In vele 

toepassingen is dit ongewenst en moeten wij liever de volgende 

st.elling gebr~uiken: 



Stelline· 1. 2: 
r r ti• 1 i r rita 1 • I - 1;: ::. 

Onde1" cle voorwaarden van stcll1.ng 
<tJ 

' > 0 

'1 .1 e11 ala 

• ,. ' ' •• i 

I 

nadert de simultane v.f. van 

(1) (1) 

... - e 
.. ... ,. .. " I 

) ; 
-

... ·-··· 

voor 

en 
~ ➔co t.ot. de -dirnensionale normt~le v. f. met gemiddelde 0 

er .,,, ' . , , ~-
--- _.,, ' ,.._, l l,o ti I I l!t: ~,..- ..--...... 

f (,J) 

-

. J ..... )} . . . . . ) 

Opmerkin~: De stellingen 
s, r 11 I a sea I L It 

1.1 en 1.2 betreffen dus de asyn1p-
,,1 I ) 

totische verdeling van U , ..... , ~:( · die zuivere schattingen 

grootheid speelt natuurlijk geen rol bij het asymptotisch ge­

drag. Stelling 1.1 kan uitgeb1 1eid 'v'lo~cien tat. een grotere klEJS-

se van statistische grootheden, vandaar 

Stellin~ 1.3: 

Stel .. " ... 
l 

waarbij Stelling 1.1 

:::: 1 • ... , 

aselecte veranderlijke is. InJJ_en aan c3·) v0or~-v:1arden van 

een 

stel-
ling 1.1 is voldaar~ en 

, . 
--lr'o/n 

"1 -➔ 00 

, 
(II 

'fl 

f , ... 
V . \ .i. 

' . J I • 

..... rt 

tot de normale verdeling n1et gemiddelde Oen 

als covariantiematrix. 

: 

::::: I, . . . , 
.. 
l.S, 

• 

I 

Ste 1 v -v is e en as e 1 cc~ t e s ,- c c1 
·.,:: r,J roe f u it e en "l -d 1 men~-

.A- ,·. "J .;.--..I'- t 
I ' 'Y) ,- (i) {"l,) l 

s ionale verzaine 1 i ng met. x. = ,. x. •...... ·x.. ; als v. f. er1 
• 

stel 
(j) 

e F __ )l , ) cl F x 
I ·--· dF,x . 

'n1 ( ) 

= I• . . . . .. 

zijn regelmatige functionels van , waarbij 
I l .,..,., . ) 

,,·. ) 'Yn -;,, niet bevat. 
, 

symmet,risch in 

Als nu 5 x. de v.f. van de aaelecte s eekproef is, en indien de 
variantie ,,an 



n 

--, .. , 

bestaat, dan nadert de simultsne v.f. van 

) . . - • . > 11 ... 

-dimensi nale normale v.f. met gemiddelde Oen 
( i 1 

--m cl als covariant.1ematrix. 

S t e 111 ng 1 • :5 : 
I 

I (1) I ( ) I 

Stel tJ = _ 1 . ... , ( is een atochaa·tiache vect,or, 

waarbij 1.3 gedefinieerd is en veronderstel 
.. ,.,..,,. 

dat aan de voorwaarden van stelling 1.3 voldaan is. Indien 
' 

van de stochastische veranderlijke 

male verdeling met gemiddelde Oen 

::/ J:::1 
) m cf 

als variantie. 

' n 
• la, 

,9P~e~_k_i_l),S,: 
stellingen 

Stelling 1.5 is dus een u1tbreiding 
en betreft de asymptotische ve:rdeling 

tie van 
I 

- - of~- -statistische grootheden. 
Aangezien ieder moment waaruit de variantie 

I 

kan warden zie par. 5 

tot de nor'•· 

I 

van de vorige 
van een func-

bestaat in de 

A en stelling vorm 

1.4 

0 .S geschreven 

, is stelling 1.5 een uitbreiding van de stelling over 
een functie van momenten. 

De hierbovengenoemde lir11iet.stellingen kunnen uitgebreid. 

warden tot het geval waarbij de x~•s verschillende verdelingcn 

hebben. Hoeffding 5 zet uiteen hoe de uitb~eidingen kunnen 

geschieden. 

A. Momenten en functies van momenten. 
---~-------------------------. ....... - ...... -.-.------...,■ 

Stel S ::e 

Substitutie van 

.· A .1 

\ 

x) is de 

S voor F 

A (" s - ~ 0 .. 'Ml' 

' 
I 

verdclingsfunctie 

in 5 geeft 

van de steekproef 

.x. of j • • • • > x°' 
' n, 

Als 711 =I is e 5 ll . Als 'Y'n : 2 , dan is 



.,, _,.. 
C .l ... 2.~ 
J , 

• 

I. 
"' :: I -'1 If ' n I 

"'-,)I zoo / __ ,,_ ,-1...-

?'l t 

., ,, .. 1:L-:- I ll + I 
t')1 ?1 

.x.c X.t 

' I.. 

..L 
n d.::: I 

' 

. 

+- I 
n -'-

11 c:<:1 

) 

en 5 is een lineaire functie van -statistische grootheden 

met co~ffici~nten die van l1 afhangen. Dit geldt voor iedere ?'Yi • 
·,¾ 

In het algemeen is 8 5 echter geen zuivere schatting van 0 F. 
Indien de verwachting vc:1n 0 -~ echter best-aat voor iedere F j __ n 

, dan is 
' -I 5 e F + 0 '11 zie ook 4 

I W.. 

" 

en dus kan de schatting $ S van F asymptotisch zuiver ove1 

genoemd ,~orden. 
De steekproefmomenten hebben de vorm A.1 ·• Hieruit volt3t-

dus dat de zuivere schattingen van de momenten 

grootheclen zi jn. 

-statistischEJ 

Uit de stcllingen · 1.1, 1.2 en 1.4 volgt dat de stc:· 

proefmotnenten asymptot.isch normaal verdeeld zijn en uit stellj .. :1g 

1.5 volgt ho~~~clfde voor een functie van die momenten indien 

aan de vereiste voorwaarden voldaan is. Dit resultaat is bekena 

zie Cram~r: Math. Metl1ods of Statistics • 

De s t-ee1tproe1~moment.en hcbben de vorm A .1 . Hun kern 

als volgt verkregen warden: 

Momenten t.o.v. de oorsprong: 

if · ·1 J 
J ' ""(. 

---- • • • :x: 
(,) -"T, 

• • • 

..,;:_ 

X ( "(.) "(. oL F ( 1) (t.t.) 
x,. ' .. ,) X. 

Momenten t.o.v. het gemiddelde: Een moment t.o.v. het gemiddelde 

is een veel t-erm 

d.w.z. in het geval van een ~6ndimensionale verdelingsfunctie 

is 

waarbij het gemiddelde van de oorspronkelijke verzameling 1 ~ 
A 2 

Geef met. 

Dan is 
-:x... - :x:. 

,( waarbij 



.. 

2 
Nu is . 

'n- I 
=-CT" zo a ls bekend is • 

Het is gemakkelijk om U-stat1st1sche grootheden te ver­
krijgen, die parametervrije zuivere schattingen van de momenten 
t.o.v. het gemiddelde van enige orde zijn 

X ) .... . )x. worldt een parametervrije zuivere schatting van 
I ?1 , 

,. -\. ·.--

o o k al best.aan, waarbij .?.;. •..• ):x: n onafhankelijke stochas-
' 'l? 

tische vectoren zijn. 

Ook de ...,.,..- -statistische grootheder1 van Fisher zijn l -st(1•·• 

tistische grootheden. Dit volgt. ook uit hun definitie ala zu~t ... 

vere schat.tingen van de cumulanten., symmetrisch in de steek­

proefwaarden Kendall I, blz. 256 • Zij zijn dus ook asympto~,,. 

tisch normaal verdeeld. 

B. Gemiddeld verschil en conccntratie-co~ffici~nt. 
-. ....... - ... ,_. ...... - - - - .... - ..... _. .._ -- -- -- -- - - -- Pl & a ... ._., .. _.. .. - ..... - ...... ,_ ...... -. $ 2 .. ..._ 

Als ~ , • • · .~ -r n onafhankelijke., re~le, aselecte verande1"1"'. 
' ,., 

lijken zijn, dan wordt het gemiddelde verschil van Gini zon-
der herhaling gedefinieerd door 

C I 
rn('YJ _ I 

Indien de 

gemiddelde 

allemaal dezelfde verdeling F hebben, is het 

---
--

........ _ ... ___ _, _____________ ..., _______ ___ 
; I II .. I 

- rLF 

• 

1 Als de steekproefmomenten van de m8 orde gedefinieerd wordE~~ 

door 

X > .•• 

' • 
L -::I 

x. - X. 

' 
' 

waar X=...L Z x., dan bewijst Halmes dat, als ~ x,., .• ·1 .x.,,, 
~ i ~ ~ 

zuivere schattingen van de momenten t.o.v. het gemiddelde 

van de oorspronkelijke verzameling zijn, deze gegeven warden 
door 

en voor m > 3 

.,,."· :x:. -
> •• ' • ,.- . -· 

I I l"t 
X. . ' . . ) :x.. 

I . 1' 11 

==-:a " ..,.,_ I 
2 

x..., ... ,x. t ,, 

kan ~·· nog in termen 
1'1l 

van de 
, 

J 

's uitgedrukt . ~,,,n 
warden, maar niet meer ala een constant-veelvoud van de 9 's. 

() "ln 

In het algemeen is een lineaire combinatie van , .... , '-at 

~ I .~m 

met rationale co~f ic i~nten, waarvan de noemers ,.,_ 1 n_ ) . , 

. . . . . • . . . . 'Y\ 4- f'\,y·, + 1 z i jn. 



• 

en de variant,ie van t;l is 
►lie,.. 

.l cl. er 
1'- m 

2 • 
,,.. 

2. 2 ?1-2 
• waar 'n (.,, - ,J_L :~ -,_ 2. 

B.1 

-

en 
--

B.2 
--

2 

I 'i 
I 

2 

2 
.:iF 

waarbij "Yn:2. is, 

t 

2. 

-

·• I Tit 

De notatie , · J dient om het verbamd tussen de 
I 

functionels van F en 
2. 

de functional F is aan te duiden; 

• 

alleen het symbool van de functionel en niet een bepaalde waor-

2 ' I I J. 
Nair 10 heeft cs -~ voor verscheidene apeciale verde-

lingen berekend. 

Vo~lgens stelling 1.1 is n d_ - asymptotisch normaal 
indien bestaat. 

J. 
De concentratieco~ffici~nt- van G1ni wordt voor n1et-neu8· -· 

tieve waarden van y gedefinieerd 
1111 '"'° ~ 

door 

d 

-1· is hier een functie va.n twee Ll -statis-
• t... 

tische grootheden. .....ndien de lj ~' s gelijk verdeeld zi jn, indiet·1 
• 

bestaat 
-

1.5 dat. n 

en variant-ie 

asympt-ot-isch normaal is met gcmiddelde O 
~_./4( / ' 

m >-, I 

I 

waarbij m cf = 2. en ryn ( := I , 

2 

l J J + s - ' . ::. 3\i- , ,. '1 /(, ...,, , 
I 



waarbij gegeven wordt door B.1 en 
- ' 

·' 

Ll = / 
I ,,,/ 

r . 
t ~ 

lt. d -
I / ) -

C. 

anderlijken. ------- ................. .. 

Definieer S ti door 

C.1 

en stel 

, 

C.2 ·U =..L 
2 

• • 

-· I 

= ( 0 

I 

I -r 5 U --

0 
J_ 
2. 

J 

Als 
(,) (~ 

X eJ.. :: ~ , . . . . . . ) X_.( 

. ,. 

< 
{l = o 

> 

:::0 

> 

een steekproef van 

ni~ren wij de ~896 

vectoren met r componenten elk is, defi-.. 
........ ( i.) !...~) 

van :x. J door 
e>( °' 

{.i) (i) 
- ...L + C .)( -

2. /3:- I 
di 

C.3 
o/i + I +- _J_ c; -2 /3:. I 

gctallcn 
(i) (i') 

X X ···••"· / I l. ) Indien de 

heeft het kleinstc de rang 1, of 

2, enz. Als sommige gelijk zijn, 

c.3 bepanld. 

{lJ 
:x. 

/9 

(:.) (l) 

Xd X • 

/9 

op ~fn na het kleinste de r2ng 

wordt de gemiddelde rang door 

Iedere functie van de rang is een funct1e van uitdrukkin-
{~) (.") li) (c') 

of 
/3 (._)· (~} 

Omgekeerd, aangezien 
ts?I\ . 

re functie van uitdrukkingen s ( 'J {,') 

functie van de rang. 

( t) 

s Re1 
of c. 

{ i. , 

R , is iede-
<~,P (1.'} 

Beschouw een regelmat-ige func tionel $ F waarvan de kern 

.x. 
1 
••. ~ x. alleen afhangt van de tekens van de verschillen 

I 'h1 

tussen de veranderlijken 

C .4 · ( ,:) 
X. fl 

ot . 
I 

• 
: I,. .•.• J 711 ; l = I• • . .. > fl 



' 

• 

De func-

tie van de rang van de steekproefveranderlijken. 

De functic · kan alleen een eindig aantal waarden 
C:, ..... 1 CN aannemen. Als lr = P = C. > ( i = ,) ..... 

1 
N , 

~ ~ 

krij-
gen wij 

, 

e = c ll t- . . • . . . .. + c 1r 
I I N N ) 

• 

L :J 
n: - J ' . -

' 

tl. is een re;~t.:lmatige functionel waarvan de kern 
I,. 

X. ...... ' ~ i ,~ # i.,., 

gelijk is aan 1 of O al naar gelang = C of • 
e .. Dus is 

=c 
' 

+ ····· ,..c 
N N 

' ' 
• 

Wil e F bestaan, dan moet C. e1nd1g zijn en dus is be ... ~ 
2.~ " 

grensd. Du.s bestaat _ ~~--. _ _ verdeeld 
zijn, nadE::~t de v.f. van Vn ll-Ovolgens stelling 1.1 t,ot ee11 

normale v.f. die niet-singulier is voor > O . 
• Een voorbeeld van een zodanig functionel is 

D. De correlatie tussen tekens van verschillen. 
~ ~--~~-~-~---~-~~--~-~~~~~~-~--~~~~~~-~~~~ 

Do 1 

Beschouw de tweedimensionale steekproef 

X :f·. 
I • 

I 

of 

) . . . . . } x..., ) y")f 

(,) ( J.) 

x
2 

» xi. , . . . . . . 1 

. (,) 

x.'1 j 

(2..) . 
.x. 

71 • 

Met ell{e twee waarnemingen van deze steekproef komen er 
een paar tekens van vcrschillen t,ussen de deabetreffende vcr­

anderlijken overeen: 
, 

D.2 5 ( )(o{ _:t: • s :f -'j 
/3, o( /3 

o1. =t 3 ; ol.,/3 ;I, ... . ,, n · 

D.2 is een vcrzameling van ~r~-,) paren van tekens van ver­
schillen. 
Omdat 

- 0 -- -

is de covariantie t van de tekens van de verschillen D.2 

D.3 ·- I S x~ 

of , waarbij S de ,,an Kendall 7 is. 
11('t1- 1) 

We noemen t de verschiltekencovariantie van de steekproef 

D.1 . 

Als alle x's en alle ~ 'a verschillend zijn, dan is 

2. 
s .. .,_ ')1 ( rt, _ I) · · .v 

o< */3 

i 
s 

en is t de i,roductmomentcorrelat,ie van de tekens van de ver­

schillen. tis een 11neaire functie van het minimum aantal 



inversies 1.n de 0ermutatie va11 de rang van~ en 1 

bJ~z. B. 
Kendall 

tis een lL -stati.t3ti:Jcht~ 11.:t~ootheid. t is een functie V£ir~ . ....,. --- .. •-tt, "' ~•' /,loo.,. 

een aselecte £\teekproef uit een tweedimensionale verzameling 

en is dus een zuive1:'e schci1:tine., van de regel.matige functione~L 

van de tweede graad 

D,4 --
, 

S X _ x" 
i ,t - <.t )1 

d F(x u ... . .. :;, ei.hx iv). ,_ ))_. 

Tis covari.ant j_e '"i) ,r~n cie V "· t -~-. te\<ens van de verschillen \r pi··. 

de overeenkomstige componenten van 

zameling van paren 
met. geli jke v., f. 

-

x . , en I _ t 

momentcorrela•tie van de tekens van de verschillen. 

Stel nu 

........ 
D.5 F X,<f == 

dan is 

D t: \ 
- '-·' j -, I 

-----------------

A·= F 

0 
,~. 

J,_, 

]) 

,'i:: ' tJ ) 
' I I 

j_ n he t d J_ Ej con .le i -

n1..,1e t:~eval, 

A t- .B =- F. x,, c.o) ' 

-... 

--.. , " 

--

' 
/ 

5( X - )( 
I 2 

'F O{ -

l,l <. ;x I 

(.( ti'~ ~· 
.. 1 / 

-

= J ..... 2. F 

dF 

dF 
:r., < x, ,. . 

.. ,,. I .. .,,,. .I 

-
clF 

~, 
Y' .... o· +-
' ...... 

u 1 t l) . i-; . 
. •' ·-

• 

Ver·der 

Nu is de variantie van t 

D. 7 .· 
2 -I , ·n . 

J (t: =. "' 
\ L .· 

l. : I 

,.,_ 2 '"--( 

2 I!)(' I - l. ") (. l .;/;. n-2 t· 
.14,. - "' 

o/1(71- 1) 2 I 
, -

v1aarbij 

l . _, .. 

.., 
...,_2 
l 

I I 



Als 

-·"" l. 
J.. 

continu 

2. 

4&144 -

is, 

-r ..... 2 
'- = I - l 

in D 6 kan vervangen warden 

• .,) ( fJ - 4 ·. 
J, ..ria 

Als x en~ onafhankelljk zijn en een continue verdelings-
• ¥ ;q Fl 1..,,lt Ii 

functie hebben, dan is (r:~ 

--
I ' 

I 

_2. 

- 5 x - x S( v -tJ 
' t. J, J,_ 

_2 t. 

2F x, ... , ti.Fi X ·. ti F('j 
I I 

zoals volgt uit D.6 voor het onafhankelijke en continue ge-

val 
2. ' 

Nu is 2 lL - I d.t.L = 
3 1 

!:L Ll - !:L U. -,.. lL 
3 2 

Ook is 

Dus 

D, 10 

( ~) = 

• 
• • = _L -

I 'J 

_ 2 ( 2 n + .5) 
-

9Y>·'n-t) 

D1t stemt overeen met Kendall 7 1'1'l +-5) 

en 
'>"1. 'n-1) 

In het geval . Dt 10 is de verdeling van t onafhankelijk vE11; 

de ~~ndimensionale verdelingen van x en ~ .D1t is echter n1et 

meer het geval als de onafhankelijke veranderlijken discont·l.nl·1 

en 

I ..;;.1 -3 
-:f::.

1
::: .X.2.= x 3 > 

.., 
• 

Uit stelling 1.1 volgt dat de v.f van ,, t_r. naar cle -
normale vorm nadert. VergeliJk oak Kendall 11 voor het s .. JE.)· 

• 

ciale geval dat alle 

waarschijnlijk zijn, 

heid van de continue 

en ':1 6 

-

permutat1.es van de rang van~ en~ even 
-

hetgeen overeenkomt met de onafhankelijk· 

stochastische aselecte veranderlijken x 

In het algemene geval is de asymptotische normaliteit_van 

bewezen door Daniels en Kendall 2 en door Hoeffding 4 · 

De functionel r __ F is stat1.onnair en dus 1s de normale li,, 

mietverdel ing van n t - L dan ::3 i.11gul ier ala < D is In he·t 

continue geval betekent d·i t dat . :1' \ ':1 r = l of\ dat aan 
I -

- I.,. L . 



wordt volcJac1n inet een wac3rsch1 .. jnl1jkhe1d 1 .. Dit is b.v. het 1;:e~• 

val wanneer 1:f een toenemende t"ur1ct ie van .~. is.. Dan is -t.. z: = I 

met waar1 sch:1~,jnlijichei<) 1 en <S'1.(t) = o . 

Een voorbeeld van een geval waar aan D.11 voldaan is en 

D. 12 

= Q 
I 

+ ..L 
2. 

Hier :ts L = o 

voor· a,.;;.....c.-=. x. < f - J.. l 

uit D.7 met 

E De toets van Mann tegen '1ver"'loop 11 
· ' 'trend'• . 

- - ,-. - - ~ If ................. - ... --- - - ....... - ........... ~- ~ •t• ---- -- "' '!I ...... - - ..... .., 

$ 

Stel 'J, .... > '1.,_ z1_~jn -n onc::lf'hankelijke, re~le, stochastisi_l1i2 
- I - •1 

I . cA ::tr I,. ••• J ?1) 

heefto WiJ Willen de hypothGse Ho toetaen dat de 

alle dezelfde verdeling hebben, dus 

0 
• 
• 

's 

tegen de al·ter·natieve hypothese • van een ustijgend verloop'' > 

dus 
/-I : 

I 

-
Mann heeft .. 

d i e g e b as e e :· ~ c~l is o i-) 

o1.. < p i s , Nu ~.Ls 

2T-. ·- .!1 <11 --: .!l 
2. 

eEn 

het 

toets van H tegenover 
C 

aantal.~ongelijkheden 

5 pt. - . 

of.< f 
s '-1 -'j • 

-Of ---/1 

De ll-statistische grootheid 

t == Lt T ·-

J./ voorgestelc1 
I -· 

is dezelfde als D 3 voor het s::>eciale geval waar een com·po-• 

nent geen f=>tochastitiche veranderlijke is, 

Stel 
5 (c1. ... t) 5 'j - 11 'f,. --

I 

s (o{ - 2 
/3 'f • I • 

5 (d.. -J d. Fi 'i Indien J../ geldt ... is l 2 I - 0 --
Ct 

JJ ci.p 

' 

Indien H geldt, is L < ~,., 0 , want 5 (o1. - p) = .• I en • • ' . . >a. 
I 

Aangezien 

volgt dat 
E. 1 • .. · t · ~ 0 -· 

t. _,,,. i· 
•. ., 11 

2 
••ir -~­-

n{n-1) o<<p 

onder H en 
0 

L 
-'P 

' ' 

onder H. , 



Verond.erstel , waarbij a.. het grootste ,., 
getal 1s dat hieraan voldoet, dan wordt Ede onbetrouwbaer-
he ·.Ldsd1--iem1)el genoer11d .. 

Di ·t be.,ce\cent dus dat de \A.raarschijnlijkheid dat een aae ... 

~1.ndien H0 j1..1:LrJt J.fJ, ten hoogste gelijk is aan l. , de onbetrou\¾f·· 

t)aarhej_dsdr·ei-11·:·>cl. l is cius de kans op het ten onrechte verwe:ri .... 

pen van de juiste hypothese fout van de eerste soort . Maar 

wij kunnen oak een fout van de tweede soort maken, d.w.z5 H0 

wordt niet- verworpen, tervJijl een alternatieve hypothese 

H, =J::= H
0 

geldt Di t wo1·dt gegeven door 

E .. 2 ..... waarbij fl =I= H geldt. 
, 0 

Het is uiteraard ook gewenst dat zo klein mogelijk zal 

zijn. Het- onc~o1'lscheidingsvermoc)en van de toets van de hypothe:·_~L; 

1-10 tegen c1e alternatieve hy1)othcse J../, wordt gedefinieerd doo:;· 

E.J p t <:a., 1-1 = ,_ 
1'l , ) 

dat is de vvc:.,arschijnlijkheid dat J../
0 

tevecht verworpen zal wo·r-:._ 

den wanneer II, =I= H
0 

geldt e 

van a.. ,, voJ_gt data.. , ► o voor n,.)roo en ,. 
omdat want t 1s eenU -statistische grootheid, -
volgt uit de ongelijkheid van Tchebycheff 

1<-32 dat t<a, H ➔ J , d ... wt)z .. dat de 
')1 I -

en dientengevolge asymptotisch zuiver is~ "' . 

LE: .,c i,1e ~l. d at onder J-/: r = 
- "'11 

t:: = D -
en onder J-1: L -

I "n -

Volgens de on15elijlcheid van Tc:hebycheff is 

p t: _ r > k-. < .. ,I 1· 
- .,., k 

of p l:t-T'Y\ > k •·::: 

d. i .. 

• . ' 

I-Iierin is r -=f= 
')') 

da t- P -t < a., H 'h , 

o en 

"" ) / $ 

ti 

Cramer 1 • blz. 

toets bruikbaar 1r; 

• 

waarbij k > o 

i: < o ender fl 
..,, 1 

en r: > a.._ 
"I'\ '\ ' 

voor voldoendE: 

grate 71 

.. ·. a... _-c- >o 
t1 "f1 

, waarui t. vol.13t 

Mann t1ee1-.t oak aangetoond dat de toets asymptotisch zuiver 

1·s en heeft bovendien voldoende voorwaarden gegeven waaronder 

de toets zuj_ver 1s voor eindige n. 

Uit de algemene theorie van de l -statistische grootheden 

voor het seval waar de 

dat de verdeling van 

x •s verschillende v.f.'s hebben, volgt 
otFi o ; """ ~ 

- l - asym· ':Jtotisch normaal is 
' 4 

<J(t:) -. 

' 



• 

F. Parametervriie toets voor onafhankeli kheid. 
- - • , .... -- -- -- ... - .,. - ... 1'. - - .... -- ... - ... -- -- - -- ... ti• - - .. ,.,,. ........ -- ...... -- ...... - ........ - - -

Veronclcrstel dnt de_st<)cha0tische veranderlijken '!:, _ cen 

·toetsen dat ~ en 1 onafhankeltjlc zijn, d .. w.,z. dat 

• 

Omdat de verdeling van iede1~e statistische grootheid, die 

alleen de rang van de veranderlijken bevat onder de hypothese 
H0 niet van de v f) t~ ~ van df:: verzomeling afhangt, 1 B gesuggerec1:cl 

verscheiclene ''order stati.sticr3 11
• o, a,, ook de versch1.ltekencor·-., 

relatie .t ~ te gebruiken om voor onafhankelijkhe1d te toetsen 

Uit de voorgsande resultaten kunnen w1J het aaymptot1sch 

onderscheid:Lngsver~mogen van de toets voor onafhankelijkheid, 

dat op--~ gebaseer~a is_, verk14 iJgen .. Indien f/0 geldt, is 

_ t = r-:o vgl. f.)ar" D en de kri ticke zone van g1-.ootte E.. van de 

C bet ,., 
kleinste getal is dat voldoet a~n de ongelijkheid 

F .1 

l wordt de onbetrouwbaarheidsdrempel genoemd. Volgens stellin8 

1.2 en D .10 waarbij ~ tot 
" 3 " ' ~ 

..... 

gen 
t > 2. .l"f'\ I 

. ,. 3 V ,..,·• 

to ·t 1 ...,, le ad "n,.,).C") in de al tcrnatieve hypotheae 1-/ met 7: F ., o , 

H I uit ongel1jkhe1d van 

Tchebycheff · 

Als t = o en , kriJgen wij zelfs 

en ten opzichte van deze alter,natieven is de toets asymptotiscl1 

onzuiver~ In het geval van de verdeling D.12 geldt b.v. dat 

In dit geval is er een functionele betrekking tussen de 

veranderlijlcen, en de verdeling verschilt dus enorm van het gevDJ~ 

van onafhankelijkheid. 

De vraag is nu of er :i::iarametervrije toetsingsmethoden voor 

onafhankelJ.Jkheicl bestaan die Zlliver zijn of asymptotisch zuive:t1 

Zijn. 
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y~~~~E~-~~~!r~~-Y~~-E~£~~~!~r~E!J~-!~~!~!~6~~~!~~g22.!~-~!t_G£·· 
• 

val van onafhankeli kheid. 

In een ·i:-,aramctervrije t,oets:I.ngsmethode van een statist.i­

sche hypother;e wordE·n gesn onderst.ellingen omtrent de functio•­

nele vorm van de verdeling van de verzameling gemaakt. Een al­

gemene theorie van parametervr1je toetsingsmethoden is nag niet 

ontwikkeld en het ziet er naar uit of er geen bevredigende 

defini tie van een '1beste' t parame·tervrije toetsingsmethode ver'­

krc:gen kan wor ... den~ Wenseli\jke eigenschappen van een •tgoecte•• 

parametcrvrJ.je toetsingsmethodc zijn zuiverheid en bruikbaar­

heid G Ec:~n ·toe·cs van een hy1:.>othese H
0 

wordt bruikbai1r ten op­

zichte van e8n bepaalde klasse toelaatbare hypothesen genoemd, 

indien de waarschijnlijkhe5.d van het niet verwerpen van 0 

wanneer een l1y1)othese =t= H0 van cl:Le klasse geldt, tot nul nadei• ;~~ 

met toenemende grootte van de steekproef. 

Een aselecte steekproef van grootte n is gegeven en daar-­
uit, willen w1_j bei)alen of de twee stochsstische veranderlij\<E·n 

~en~ onafl1ankelijk zitjn,, Wij nemen aan dat de v.f. F x.y - --.. I 

continu is. Stel _ is de klasse van ~, ':f -
F Xi '1 .,. 

en 

en mar .. ginalc 

is de klasse van v~f, 's die 

waorschijnlijkheden hebben, 
l 

_ a r x.. yJ 
) X = • 

van cont 1 nue v" ft 1 
::.~ 

continue simultane 

·. ti R 
1. J 

I J-/ : j_s de hypothese die getoetst moe c: 
0 

worden 
~ 

is dus een tweedimensionale v.f. en wij schrijven 

en 

F.2} 
2 

]) xt dF -Y-.l( , waarbij de integranl z:ich 
.,; 

, C , z1e , }:"'amer 

De stochastische veranderliJken 

dan en slechts dan onafhankelijk als 

St-ell in- F .1 · ; 

x. lf met de 

.Als F .x.lf 
16 

tot il behoort, 1.s '1 F = o dan en slechts dE1n 
-

a 1 s D x , ':/. .:::::,:,, o . 
Bewi s: 

Als == o , dan is 

Omgekeerd, veronderstel 

/j F --- 0 ' 

is, is de functie . t le!:) ~ 1 Y 

-
!I 

ol u v d.u. dv > 

-co -

~ Aangezien F x, 
continu. Nu'is 

.. 

in .{2 
ii 



Voor D x. .. o is d( x, Q en aangezien 

/ 

.C.t# 

..... 00 • I - I = O 

bestaat er een rechthoek in 
2 zodanic; dat 

in Di.enteng:evolge 1:~· 

en in Dus is 

> 
-

overal in 

21 

indLen 

=po 

0 > hetgeen de stelling bewijstd 

discont~nu ~s~ kan = o zijn terwijl 
"J Q b V 0 "' a het geval voor de verdeling 

• 

X=0 1 =' ~::l)'j=O· ;;:.. .. • 

-

Het is nog onbekend of J-' (":x:.> 'i o is als L1 F = o is voor con•· 
-

tinue of absoJ~uut c 1:1ntinue F .x~ 'f .. 
-

Uit stelli.ng Fe1 zien w:1.j dus dat alleen wanneer de stc 

chastische \reranderlijken x > 71 onafhankelijk zijn il F ::: o i,:i 

C --

WiJ kunnen schrijven 

- ~ -

• 

I 

0 

-

0 

Stel XI • J, • . ' . . . ' 
een aselecte steekproef uit de verzameling met de v.f 

.,,~5 e11 stel 
,, 

F.5 

fl 

waarbij ' L de sommatie over alle ~ aanduidt zodanig dat 

o(l :: 1, ... , . , o/1 i 

Orr1dat het a ant al termen in 

F~4 dat 

. F $6 ·. -.,, ... ' ' ;:.• 

• • 
'* 

.. . 
L. , = ,, ..• > 5 " 

"(rt-1 ... 11-l/ is. volgt uit, 
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In het. geval van on·afhankelijkheid is :: .:::.. = O want Li = 0 

voor onafhankelijkheid zoals volgt uit Fo3 en F~4 en dien­

tengevolge kan ~ zowel negatieve als positieve waarden aannemen. 

Het zal 1)ewezen vtorden dat .. ...,..t...> ..:::::: ~Tl~ -fa, !) waarbij de bovenste 

grens fc;- voor iedere ,,, berei1{t kan worden; terwijl het mini-,. 

De stochastj_sche veranderlijke ~ zoals gedefinieerd in 

F.5 behoort tot de klasse van ll-statistische grootheden. 

Hieruit vol~t dus onmiddellijk dat: 

• 

.x.,u; .... ;x )lr::: 
' :.,, le .J I< 

• • • x l 'f ; ...• ; x , 11 ~ x. • ':J ~ • · • ; .:x.J._ l ''s 
J I /\ J,r /f'+, J I('+ I ~ J 

-/r:1, ... ,.5 

- • • • X 1 1j; ... ;x ;'-' 
/r I I fr Jk 

. .... 

Dan is de variantie van D~ 

F.7 D ..... 'Yl 
--

Verde1~1 is 25 

-I 
)1 - 5" 

!J .... - k 

rn V Cl./t.- D =~ 5 
-Yl 

'rl. \/~ D is een afnemende functie van n en 

25 

-.'l1 

• 

l/>'n 
71 ., .. ·➔ C-0 

• 
I 

Volgens stelling 1c1 is de stochastische veranderlijke 

--- ~ a asymptotisch normaal met gemiddelde Oen variantie 

" 

Het zal ook bewezen warden dat in het geval van onafhan-

kelijkheid = o is zodat n D een ont-aarde normale limiet-•• 
-,'l') 

ve1,,deling heeft., '6. == o voor het geval van onafhankelijkheid., 

Hoeffding heef·t ook aangetoond dat n P.,, een niet-normale limiet ►-

verdeling heeft 3 maar1 aangezien het bewijs daarvan tamelijk £:e-~ 

compl iceerd is,• wo1~ctt di t hier· niet gegeven 41 

De berekening van lfl De rang van x°" wordt gegeven doo_;•-: 

• 

Schrijf nu 
C Ct.._j = - -~-.( - X. fo - I 

~ 13::1 

- I 
/3: ( 

en C -.. ~ _, -
0-.. j3::1 

. -· X ft 
. C ':J - ~-· I • _ . .t f., 
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Hier is ~ +- 1 en _ ,,.. 1 

is het aantal elementen uit 

• 
·« 'fJ _.,, 

A = - I 
"' 

F. 9 ·. 
ot-1 -

~ - I. 

== _ C C _). 
o<::/ °'. Cl( 

II 

dan is 

I; 

--

C 

uit F.,3 en uit F.5 en geeft na rangschi\cking in versch11-
lende gevallen 

A • 

.. F .10 · 
• 

• • 

?1 ( ?1 - I)( "YI_ 2.)(71 - 3)(71 - t.J) 

Om dus n te berekenen voor een gegeven steekproef, moeten 

eerst de ge·t-allen ~ .l .,{ en Co< voor elk element van de steel{-~ 

proef berekend worden} dan A~ B~ en C uit · F.9 en dit aubsti­

tueren in F.10. 

III De va:r'}iantie van ]) in het eval van onafhankel1 kheid. ----------. ·------- -------------- ----
Otndat Fx,':f· \rolgens aanname continu is, is ook F·x. .. e-0) en 

Fico,'j continu., Dan zijn de ongelijkheden x.,<x..t en 

F x,C<l}<hx ooeq,~tivalent behalve als F x. e-o -=- F x. • • o-o) • Hetzelfde , lt - ,• • 

aan dat 

de functie "'+--' , · F ~ 3. , niet van waarde verandert indien x., b tJ, 

door F x.:,oo), Fco,~, vervangen wor1dt . . ·fpr o ,behoude!1s een ver-

zameling met waarschijnlijkheid nul . ~ en D zijn dus invariant 

voor de transformatie 

iL::Fxoo 
t 

J 

. : .. . .. . 
0 

t 

I 

en 
1 

du. d4r . . . . ol..u 
I I I( 

\iaarbij·. ··.·. g·edefinieerd wordt. door ··.· met x.. , v en F x. u : 
. Jr · I( 4 # J,,: C a Ii, 

door uc: J ~ en u..: ~ resp. ·· Voor onafhankelijkheid is ~ .. o _ 
Hi.er is dus 



I - I 

-- ' "' .. "' 

k 

fl 

-- . - . L. 
.5- . 

en u1 t F 3 1 .. s 

• 
• • 

--

I 4 . 5 . 

I 

• • • 

2 

I 

I 

o -4.s.' 

I 

0 Q 0 

~ - u_,_ 
' t 

f I 

. . . X 
0 

_ c(u...,, _ u_, 
• ~J 

ti. LJ. • V 
- - -'IJ,(,r· ""' ' .;:, 

C(~ _ ~ · _ C ~ _ ~ · 
• 4/ • r-

• d V: ' . ' . cl.Lt,. d V 
• le I< 

II 

De som I strekt zich uit- over 

van de ge·tallen 1, ... ,5 en C {z) .. ' 
0 

alle permutaties 
> voor z ;;_ o., 

Hoeffding vindt de volsende waarden voor • • 

, 
I 

' 2. 
00. 30 

2 
2 00. 30 

a 
· oa. 30 

/ 2 0 . 30 l :: / 2, . 
5 

- jj_ 
- ] I 

• 

2. 

Ik kan e1:· niet in slagen deze bepaalde integralen te verif1e1,en'. 

.. 
• • 

Ui~ F.7 volgt nu 

..... .,., 

F .10 1 

s-.l ---------- .,.. 1. n_s O 11- t . /l 
I. 3 lt it 

• 

- /t.O ---~------_...;..;:;..;...__;.,;_ ____________ _;;....; 

(} 'rl ( 71 .... I){ >"1'l - 2) { "1 - 3 )( n - 4} 

i 1. 
., _ 211 +- ,,, - 8t,?1+-128 

9~(~-1){'11- l}(~- !;)/'Yt-4) 

2. ( n,. +- S' ,., _ ! 1) 
9 _.,.,, ( ')'t_ !)(tt. 3)(,t_ 'I) 

Een andere methode on1 de co~ffici~nten in het geval 

van onz,1~hanke l i jkhe i.d te bel)alen ~ .. s om 

uit de exacte verdelingenJ als gegeven 
te berekenen en _.. .. tmt -n1. V~ ._ ui t de 

.,.,➔ CO 't1 

p'" voor ,, 7 
111 de volgende paragr~aafJ 

asymptotische verdeling 
van ,-,lJ-va z1.e Hoeffding · 6 · .. , blz, 552., par·~ 8 

De exacte verdelin;~ van __________ __,;,, ·---- in het eval van onafhankel:1.1lt··· 

he id v9or w . .,.. 5 . 6, ·7 ~ 
•• ur l!Jt1t:q1au J 11n:•••••••'••:1, r :l,,,1n,2c ◄ tt111•111 

• 

St.el is een steekproef uit een 
verzamel:t~ng met een cont.:1.nue verdelingsfunct1e. Wij beperken 
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, f I I •" "J 
x.., ~ , ....... , x."n , ~. is een herrangschlkking van . x:.) ',', . ) ... . 

f), 13.,., ' ' • 
• I I .~ I ... ~ , x t v en 

.,, ) T1 

De permutatie II== p, ..... ,.) . Y1. van '» .... , n wordt de rangschik•·· 

king vat1 de steekproef S genoemd . 
• 

van de steekproef af 

. Als W1.j sch iJv·en dus D
11 

= D,, 11 

een ~ermutatie van m <n van de gehe le get allen I, .... , ,-, 1.s 
I I 

zodanig dat fJ, < A < . ..... < I ' I 
,.,., :; dan defini~ren wij .D •. . ,,· .. ,.· 

n'"'t ... 
11 

o<
1 1 ••• ~ Q(-rn • Al s wi J in F . 5 

krijgen wiJ 

= .D . . ..... 
l") 'J'1 I , 

.,. - I I 

; I 

I 

waarbij I cie sommatie over 21lle a,( aanduidt zodanig dat 

1...c:: ex, < °'1 < .... < o<s n ,. 

wordt ui t / == p., > •••.• , p..,, door weglat ing van ;. , dan kri jgen 

wij de herleidingsformule 

di. 

11 

5 

11 .... I 

s 

- I I 

D s 

D . 7T t•J 
. .,,_, 
' :: I 

Uit F~5 en F~3 volgt 

I:.
,, 

- J 71.,;I I 4 

s. 

Dus 

waarbij 

Dus 

ui tgestrekt is ove:r,-: alle permuteties van cl,_ .... , o<~- . 

ol, • . . . , o< s- z i j n 

1, .... , 5 ~ All en 

en wel met de 

3, 1, 4 J 2, t=, -
3, 1., 4, r- 2 '1 .,., ~.,. J 

3., l.J. 1 2 5 , ' ,.) ., 

3, 4 '! 1., (' .. 
2 Ir"• 

:J j •" 

dus alle mogelijke permutaties van de getalle11 

wanneer ot :: l .. is , "' 

volgende permutaties: 

+1 3., 2., 4 1, 5 +1 3, 1, ,•➔ 2, 4 +1 .) ., ., 

-1 3 j 2, 4, , ...... 
1 -1 3, 1, 5, 4, 2 -1 _;; '., 

' -1 3, 4 2, 1, 5 -1 3, 5, 1, 2. 4 -1 ' 
+1 14 2 5, 1 +1 3, 5, 1, 4' 2 ➔ .. 1 . J 3 ,, , , / 



3, 2, -
3, 2, 

3. ·' 5~ 
3j 5 

Nu 1s 
zodat 

of 

F 13 

,-- 1 " ~) J .; 

r ~· iJ. :) ') 
~ ) 

0 1 t::.,; .. 
2, 4. .; 

Nu .• {"'f 
• ' i:) 

• 

4 +1 

1 -1 

4 -1 

1 +1 

, • , .. • r's 

-

0 as 

2 as 

-I as 

~ * 3 

3 -3 -

- 3 3 

en 
I "'l, < 3 

Voor -n = 5 volgt dit uJt F 13 en voor algemene n uit F 11 
niet vat1 Uit de symmetr:1.e van 

waardc 

len 1, 
verandert, indien in de 

2 of de getallen r1-1 1 n 
IJ er mu t at i e . A . . . . . . .. · " 
verwisseld worden of 

mutatie door zijn inverse vervangen wo~d~. 

D,,, 
de 

als de :J e ·c· ... -

• 

In het geval van onafhankelijkheid hebben alle n! mogel5.cJkc 

rangschikk:1.ngen dezelfde waarschijnlijkheid -'-;, • Om dua de ver--~ 
11. 

deling van D te vinden, moet het aantal rangschikkingen be~ 1 i:,c1J.(l 
-11 

warden da·t een bijzondere wa2rden van D geeft. ,, 
Voor1 1-1 ~ 5 zi jn er 5.1

• 120 rangschikkingen. Volgens · F 14 

behoeven wiJ slechts de r-iangr,chikkingen te beschouwen met 

, < /32 j . y < 5 :; , < " .. Hun aantal 
kingen onder deze 15; waurbJ.J /3

3 
+ 3 , 

dus de volgende drie permutati.es over 

is 120 ~ 15 
l.2.2. 

., 

geven D = o _ 
s 

Er bl :1. jver1 

1., 2-' 3, 4; 5 , 1, 4-,, 3> 2, 5 , 1, 4, 3, 5, 2 

Uit F.13 vinden weals respectievelijke waarden van 
2 , - 1 , · -1 .. Dus i s 

m ::: 5 

• • • 

• 

) 

1 

0 

2 

601) =: -1 - 2.. • P 6oD ::: o ____ z:- . - I $' , , -., •. r . 
MM'> ~ ;,} -

- LL 
- I~ 

1s-P 6oD = x.· _,; 
"" 

2 1~0000 

12 0.8667 
1 0 .. 0667 

' 
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door gebr•uJ .. l< te maken van c1e betr~ekkingen F., 11 . en F, 14 · 
Zo j_fJ ·vo{1r n 

.• 
' 

•- I ) " ,. . 

X. 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 
' " 6 

• 

90 p J80 p6 :::.: X 

4 
2:; 

36 
,.., 

10 

1 

4 

1 

• p ,eop6 
> • I 

X l:'.?li , 
' ' 

' ' 

1 0000 
• 

0 ~)55() 

o.6444 

0.2444 

0~0667 
0 OS56 
0.0111 

Hoeffding geeft 

Uit F 13 

oak een tabel voor het geval n = 

en F 11 volc~t dat - .o .... : D-n..c:. voor 

De bovenste grens -fc; wo1·dt bereikt 

iedere n. Volgens de cevallen n = 5,6,7 

nimum van p'YI sch1.jnbaar toeneemt met n , 

voor lT = 1, ... , n 

lijkt het alsof het 
I l _,.. , .... I , I J ...... =, ¢J • '· 

· 0 90 IIS-

Ui t D A , VO lgt ·•1 r-, ,!,_ /\ - ,,,,.. l Ll I... Cl L Ll. . · .. 
• • 'Y1 30 

en 

rn:t-

V u~,.tvoe~,~lnf£ van_ ,ct,~. P .... ~t9~.t~. 9m te. to~~~~'~' ~E ... C?.i:1~.f-~~a~ku~~t~rJ.,t,:••·· 
I 

he J.d .. 

Als een aselecte steek1Jr,,oef uj t een tweedimensionale ver,,. 

deling met een continue vvf 

onafhankelijkheid getoetst: 

:.~~egeven ' 1S 1 

Stel i.s het kleinste }~,etal dat voldoet asn 
-._; 

F ~ 1 ~-' P D > H . I ,.._,.., n o 

waarbiJ o < o< < 1 de gekozen onbetrouw·baarheidsdrempel ·14
~, 

f;e1'7elcen On zoals in par .. F II is aangetoond ., Als DT\ > , 
"l1 

zo£ .. ls u1.·t c4e exacte verdeling verkregen is, dan wordt de nu.:Ll1y·~-

~)othese H
0

, dat de t\,.Jee stoct1astische grootheden .x en :J ona.fh;:.,n-• 

keliJk ZlJn, verwor~pen. Voor1 n ., ... 5..i6,·7 \·can ) uit de berekenclE~ 
·'}'1 

tabellen verkregen worden, 
Ui·t de ongelijkhej~d van Tchebycheff en F. 10 1 volgt d"···t 

P · .· 3o D _ 30 b.. > . Va4 ~o D) . l ... ,:,. n 

maar tl == o bij onafhankelijkheid., dua 

It 

waar*U1 t voJ .. r· t -' 
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3() ::::::: _2. n 1 +5'h-32) 
'M 'Y1-1)('t1-:i) -n .. 'l)o<. 

on1dat het grootste getal is dat aan F.15 voldoet. Dus is 

:: 0 (~ . 
Als fl> 0 is ~ - > o voor voldoend grote 11 • Dan is .,, 

~ I_ 

·--) I n. > ~ uit F. rJ 

waar'lbij H de alternat·1_eve hJr·.)othese Ll > o voorstelt~ 

Dus volgt hierui t en ui t stelling F .. 1. dat de D -toets 

zuiver iso 

VI Enkele opmerkingen~ 

) 

Volgens Hoeffding lijkt het alsof het onderscheidingver­

mogen Vfin de D -toets in vergelijking met de productmomentcorrc--

latietoet-s voor een normale verdeling met een correlatie , 

enigszins laag is voor kleJ.ne waarden van en voor ,, .. · ➔ C<> .. 

Het resultaat is misschien ni_et- geheel bevredigend voor waarden 

van~ wanrin wij ge!nteresseerd zijn. Aan de andere kant is 

te verwacht-en dat een toe ts, c1ie bruikbaar is ten opzichte von 

een gro·te klasse van alternatJ.even, een lager onderscheidint:s­

vertnogen zal hebben met bet.rekl{ing tot een deelklasse van i1.l ter•A 

natieven dan een toets, die optimale kenmerken ten opzichte van 

de deelklasse heeft. Dit werpt dus het probleem op om uit een 

gegeven klasse van parametervrije toetsingsmethoden 
........ ,, 

welke bruikbaar zijn ten opzichte van_ een toetsingsmethode 

te kiezen, die het grootste onderscheidingsvermogen heert ten 

opzichte van zekere parametrische alternatieven bcv. normale 

verdelingen. Zie Hoeffding: Optimum Nonparametric Tests . 

VII Een paar verdere stellingen. 

Stel dat V= ,,.,, 2 'V'l, de n.1 mogelijke rangschik1c·1r1~~ ,, , ..... ,11. 

gen van steekproeven grootte n 

deling met- continue v,fo F x~~ -
Als F-:x.)lf = hX.Cl'J F Ml'f 

~ 

F .16 p TT 
nv = -L, n. 

voor iede1'7e n o 

ult een tweedimensionale 

zijn vergelijk par. F IV 

. dan 1s ,,, 

V = I 3 ••• • n .I 

Als Fo16 gegeven is, volgt dan daaruit dat, voor een 

ver-• 

• 

zekere ~, de veranderlijken x,~ onafhankelijk zijn? D1t geldt 
niet- voor · F .16 ( 111) = _,__ i; 

2 

Indien de 

hee.ft, j_s 

verdeling een waarschijnlijkheidsdichtheid 



hetgeen 

Nu 

c. Co X 

p ' •.:= -
-co -C.O -co -CO 

wanneer = 
. 

hebben wij echter 

tot de klasse 

een zel:<er·e 11 ~ 5 geldt, dan 1s 

• 

behoort en 

Bewi s: On1c1at kunnen wij schrijven 

""·' 
·F.18 

v:I 

TT p 
'>'IV ttv - 6 . 

F .. 16 · voor·, 

•" 

Als F .. 16 geldt., heeft het l:1~11l{erlid van 

geldt .. Maar wanneer 

F .. 18 - de z e 1 f de w ;;: a 1:· •·· 

F.17 geldt, is 

F .. 16 vol gt dus da·t ~ = o en ui t stelling · F 'I 1 

dat dit voldoende is voor F.17 . Hiermee is de stelling bewe-
- It 

zen. Als dus de oorspronkelijke verdeling tot~ behoort en 

als voor een zekere '>1;;:: 5 cle waarschij11lijkheden van de -n J r1 an1:::·· 

permutaties gelijk zijn, ziJn de stochastische veranderliJken 
onafhankclJ.jk .. 

!?. .. ~ e, ~ ~"~ .~'"& _ ~- . Er b e s t a an €:~ e e t1 

lijkheid; die alleen van de 

toetsingsmethoden voor onafhanke-

rangvolgorde van de waarnemingen 

afhangen en zuiver zijn 

opzicht-e van de klassen 

·o j_ ,j e llce onbet:r:,,ouwbaarheidsdrempe 1 t e r·1 
...- ' ti 

of_ 
" 

Bewijs: El\ce critieke zone van een rangordetoet-s d.i. een ·toel:s 
I ii :U I I U 

die alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhangt voa1~ 
' 

onafhankel :i. jkhe id is ecn verzarnel ing S~ at TT , •.... t II 
V't\J 'l"lV-r 

' t ' 

rangschikkingen. In het geval van onafhankelijkheid is 
.__, s 

• 
. - 'YV'I 

--
......... 

,_..· 7T E. s ---- "n "ll '("n 

- 'Yn - '-n! 

Wij kunncn ons dus oeperken t-ot onbetrouwbaarhe1dsdrempels . ' 

1 ., 2 > ., • • , n .1 - , .. Ten e ~'- n de de s t e 111 ne~ t e b ew i j z en , z a 1 he t 

voldoende ziJn om aan te toncn dat voor iedere n 

voor een bepaalde m en voor iedere 5 een 
"n" J 

v,,,f,, Fin 
- ff 

bestaat~ zodanie dat 

f < "'t \ 

WiJ bewijzen echter een j_ets meer algemene stelling dat dj_t 

geldt voor m ·· 1.,2,3. 
• 

dat de waarschijnlijkheidsmassa gelijkmatig uniform verdeeld 

is over de r, -1 segment en 



k_, <x:S k 
'l't-1 'YI-I 

• 
J 'j- :x. :::-. 'Y>- lk 

"r1 - I 

(k::: I, 2, .. .. ) ,,,_, 
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en nul j_s in elk gebied dat geen deel van deze segmenten bevat, 

Stel is een verdeling die gelijkmatig verdeeld is over 
de Tt-1 segmenten 

F.20 K- 1~ < x < i 
71 -I 7"1-1 

• 
> - 2.K-1 -

n-1 
k = I., 2. • .. . . , "'n - I 

en een verdelingsdichtheid ~elijk nul buiten deze segmentenb 
a 

De verdeling van de segmenten Fo19 ziet er dus als 
volgt ui t.: 

Stel -n - 10: 

,, 

.,,. 
• 

I / • 

., ,, 
/ 

/ 

• • • 
• 

~ : 
9 : : 

/ 

,, 
, 

/' 

/ 

;' 

/ 

• • • • • • 

,, . 
/ 

/ 
/ 

.,. 
/ 

,,. 

/ 

/ 

/ 

/ 

,,, 

/ 

/ 
/ 

.... 
~ ... 

/ 

/ 

/ 
/ 

.,, "- ,., 
/ 

/ 
/ / 

/ 

,,, 

✓ 
/ 

/ 

/ 

" 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

,; 

/ 
/ 

.,, 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

,I 

/ 
/ 

/ ,, 
/ 

/ .,. 
/ 

/ 

/ 

/ ,, 

/ 
/ 

/ 

/ 

/' 

,. 

,, 
/ 

,/ 

" / 

. / . 
r : 

• 
/ ' . 

• • • • 
• • 
• • 
• • • , 

/ / 
/ 

/ / 
I' 

/ 

/ 
/ 

; 
I' ,, 

/ . . '« • ·/ • 
• • • • • t::I • /• • /• 

7 • • • . ,, .. . " • 
~ . r . • • • .JI ' • ., 

/ • ti, ,,,. • , ,. 

/ .. ;. ="• 
'1 : :" : 1/ : 

• 
• 
• • • • • 

,/ 

.,, 
,, 

-<; : ~.. • ✓• • /. 
p JIii ♦ II to ~ 4 

• •✓• .,,,_ • .. "' .. .-"' . . . .,, . . 
.,: = ,,,.r = ~ : .,,.,.. : 

/ : 11 • ✓ • • ' " •/. : .... .. ~ .. 

/ ,. 

,, .,, 

• 
• • 

, 

,, 
/ 

/ 

,, 
, 

/ 

.. . ,- . ,. ._ '" ',. .... '' ) .. ' 'I .. " 
//\ .,..~'\ //~ ,✓, I 

/ / / / 
/ / .,. ,, ,, ,.. 

/ .,. ✓ / 
,; ;' ,, ,, / 

/ / 
,, ✓ / 

/ ,,, 

" / 

> ,, 
,. ,, 

/ 

/ 

✓ 

,,. 
/ 

/ 

,, 
/ 

/ 

/ 
,I 

✓ 

/ 

./' 
/ 

/ 

✓ ., 

=•···· ➔ x.. 

X 

l 

2 X-t-

.. 
:; 

s 

1 

• 

Analoog kan de verdeling van de segmenten F.20 overzichteliJk 
gemaakt 

De 

warden. 

VO f O I s Van A-n. en .B is 
'Yl 

F. x.co - h<✓->.,X ·••' X 

De waarschijnlijkheid dat 

of F.20 ligt, is /. 
n-1 

continu, met 

x,o/ in elk van de segmenten 

en 

mul t inom:t.ale verdeling met 

In het bijzonder is 

verkregen warden in termen van de 
~-' ·. gelijke waarschijnlijkheden. 

F.21 P ,. 2 \ .... _ '" A 2 I en P . n , n _ , \ . . . . , 1 .· B
2 

. = I 
• 

Want voor 2 in · F· 10 . ...,, is O < :x: c.:: 1 en 'j. = :x. • ,ct . . . . . , x.'\"1 lit~-

gen dus t-ussen o en 1 0 Als de x -waarden in volgorde 1, .•• , 'l'1 vol-



31 

gens rangnummers geranschikt zijn, zullen de~ -waarden ook in 

vol13orde s taan <.(= x Let wel dat I de rangschikking :1.s vc1n .., 

de rangnummers van de y -waarden als de x -waarden 
rangnuml11ers gerangschikt zj_ Jn i Dus -P 1,2,~ .. .,n·A 2 . 

volgens ht.1r.1 

is de waar-~ 

schijnlJ.jkhe·1d dat ~ < v <· ...... < u 
I J2 J~ 

Ook is 

· F. 22 

Er zi Jn ('YI-, segment en waarover de n 

kunnen worden~ De waarschijnlijkheid 

wanneer 

punten 

dat het 

:X:., < 'X. l < .. . . ~ < "X "\'l 

1- x~ 

,.,.,_, 

. X 'J ,. ,... . , verdeelci 
-

punt in een 

bepaald segment voor :x.. valt is --1,_ • De waarschijnlijkheid c1c:it 
n-1 · 

Omdat er n-, segmenten zijn., is de waarschijnlijkheid dat allE: 

-.1 punten x, <J in eenzelfde segment voor x vallen, 
"n-1 

71_ J 1 • Een rangschikking 1,2, .•. ,n, d.w.z. 
"n-1 

x < x < ........ ~ :x. , is alleen dan moge---
. l n 

lijk als alle ,-, punten x, l/ in hetzelfde segment voor x. va.llen ·-.,,. 

dit volg·t onmiddellijk uit de tabel op de vorige bladziJde voor 
-n-1 

10 ~ D'LlS 'P 1, 2, ... , n A ~-.. 1 .. Evenzo .,, .· I B ", I . . I , --nJ'n- '• .. ·, I . "1, .. ,_ 

I 
'Yl-1 

Verder is P r1, '11-J) ... , , 1 · A 

Want 1-1 punten :x,'f neern b.,v. 
-

-" p 
11 

- 10 

' 

1.,2, ..• ., "fl ....., 

kunnen als A n 
·. 

ge ge ver1 :1. ;J " 

niet zodanig over ~-1 d.i~ S segmenten worden verdeeld dat 

de rant~;nummers van de :f -wac)1•den in een dalende volgorde sta,~tt'1 

bij stiJgende volgorde van de rangnummers van de x -waarden 

In hct algemeen l-criJgen wij dus: als 77;, alle permuta·t .tcs 

Van 1., 2., ' •• ' n voors t e 1 t < ~t.S of p 1T A .. , 0 J of p rr B .. -• t) " 
.ii "l"I n -n "" 

Want- elt<:e 11 met P ·rr .· A =1=0 bevat ten minste een stijging; 11·1 
n n 11 

rangvolgorde van twee of meer opeenvolgende getallen algemeen 
-
,, ir1, •• . yi+k die niet voorafgegaan warden door kleinere ge--

tallen of gevolgd worden door grotere getallen. Aan de andere 
kant., als een TT• met P )/"' ·. =t= o een s ti jging in rangvolgo1~~ci.e 

l") "t1 ,., 

bevat, wordt die of voorafgegaan door kleinere getallen of 
gevolgd door~ grotere get all en., .Als dus P lT.., A.,...· =I= o I is 

=-:~, o en soortgelj .. j'.'k als A = < .. ) 
11 '1") "n · n Tl TI , 

zijn~ 

schikkingen die niet 1, 2, ~. •J11 of . -n,"n-J, .... , 1 bevat, is 
• 

= o of 
"1'1)"' 

zones t.e beschouwen die zowel 1,2, ..• ,~ ala ~,~-, ~~ •• ,1 be-
vatten. Voor m 1 beataan e1'; geen zodanige zones. Voor ,,.-.., - 2 
i f , . 

s ,er een. Uit F.,22 volgt dat voor ,-,> 2 
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• 

,,, 
YI, n -1 • .... -~ 1 A..,,, 

< 2 / 
'Y) YJ - I 

I 
"n ... I 

"Yl - 1 

o/1 - , 

2 
-n ! 

Ten slo·L:·te_:; als II.,, iedE.ire fJe1'"lmutatie met uitzondering van 
1 :; 2 .)l Q • • :; -n of YJ , 11 - , , .. • • :; 1 v o ors t e 1 t , kr i j gen w i j u it- he t 

voorgaande betoog voor A11 of ook voor 13-n 

1,2, ..... )n + p 11,-n-l 1 • •••• , I t- 7T n 
= ,/ 4-•• 

'YJ - , 

Dus is ook P 5... F < 3 • Hiermee is dus het bewi js voo:1:· 
:> 11.' 

de v.f"'s in voltooido 

Teneinde de stelling te 

nen wij de verdelingen A en 

bewijzen voor V af. ls in .::,.. , kun~· 

11 
I 

l 

en B die continue marginslc 
y; 

en gezamenlijke dichtheden heb1Jen 
I .-, I 

n 

willekeu1.·ig 

"P 7T B ,. Zo 

weinig verschillen van 7T An respectieveliJk 
' 

?'l 
b.Vo kan A., gedefinieerd worden door de continue 

dichthe1d 

x. y = f. - '-(+ X 
I -

= ~ (E_ X.+-'j 

= }(,, ( X -'- 'j -· £ ) 

-

-- )(, ('l - t -Y--lj) 

Q overctl e~lders:, 

::::- t . 
J 

• 'f I- f... . 
) 

• 'j > 1-t- .~ 

waarbi J 

doet de 
K == 

3[~- 4£! 
3 en O < E. ··=. ~ .. Voor voldoend kleine l. :> vol-• 

verdeling a£~n de ej_sen .. 
_,, d t Het bew1.js van de stell:1..ng voor _ toont oak az~n a - er-· 

geen zuJ_vere toetsingsmethode voor onafhankelijkheid, die 

alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhangt, voorz 

n = 2 en iedere betrouwb86rheidsdrempel wij behoeven slechts 

½ 1c-e nemen bestaat .. Vol.gens Hoeffding kan ook bewezen wo1:·•-

den da·t voor 11 3 iedere m = 1, 2, .... , 5 en iedere 5....-n' de ongE.:•· 

lijkheic1 

singsme'choden voor onafhanlce J_ 1 jkhe id best ac·.n die zui ver zijn 

voor bepoEtlde 
• 

he ids dr1 et11pe ls -
functies F " 

VIII 

steekproefBroott-en n en bepaalde 

W-, ten opzichte van de klasse 
"Yi t 

• 

• 

onbetrouwbaar•• 
-.. fl 

van verdelJ~ne~s-

Er bestaan dus geen toet-singsmethoden voor ona.fhankelijl<:~~ 

heid d~LG alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afr1an ... 

gen en die zuiver zijn op iedere onbetrouwbaarheidsdrempel ten 
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" 

opzichte van de klasse of van verdelingsfuncties 
~ zie 

par .. F VII 

Er bestaan echter wel toetsingsmethoden voor onafhankelJ.jlc­

heid dJ.e alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhan--

gen dit zijn parametervrije toetsingsmethoden 

zijn en dus asymptotisch zuiver, ten minste ten 
..-. 11 

klasse van verdelingsfuncties zie einde van 

die bruikb a ;~.r 

opzichte van de 

par. F V 

Hoeffding _ 5_ 1 s er verder in geslaagd om de rangcorrelcl·· 
• 

tiecoefficient van Spearman zie Kendall 7 met behulp 
.. 

van de g1 .. asdcorrelatie k zj_e Yule+Kendall 12 en de rans• .. 

correlatj_eco~ffici~nt ~ van Kendall als een Ll-statistische 

grootheid uit te drukken~ 

Als een steekproef 
{,) 

XQ( l 

(l) t 
xo( s 

,~) . 

-xc:;,( ; o< ·- 1, ... , n gegeven is 
(,} 

met alle :x 
o< 

'sen alle verschillend, dan aerinieert 

Hoeffd:lng 

hetgeen equj_valent is met 

· Substitutie van Co3 

(I) 

Yl .,. / 

'l 

Spearman's ;::,. 

hJ_erin geeft 

hetgeen geschreven kan warden als 

k' 1 ;:.: ( '11 - 2-) k + 3 t. 
'YJ + I 

zie oak paro ~5.C 

s 
(l) - (1) 

waarbij t de rangcorrelatj.ecoefficil:!nt is verg. D. 3 en 

'\ .... II ( ,) 

x: - ____ 3 ___ .,(_ -~ S .:x:o( -
'"n (-n ._ I )("'Y> - 2} 

( t} 

x./3 5 
(:l} - (1) 

en de somn·1a.,c ie zich over alle onderling verschillende cl., /1 > 

ui ts t1..,ekt~ . 

. Xis een ll-st-at.istische grootheid, en als een functie 

van een aselecte steekproef uit een verdeling met v.fo F, is 

keen zuivere schat.ting van de 3e graad regelmatige I'unctioneel 

/,/ - ~ fl.. - ..., 

• • 

" .. . " . 

.~ 
, , (1) (,) . 

5 X _ X S 
, 2 

('.l) ( 1J 
.)C. - X 

I ,3. 

Hoeffding vindt voor continue en onafhankelijke verander-
1 .. Gk (1) (1) 

1 J en _;x: ; _):_ 

• 
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- 2.. ( 'YI r l) - • 

3'YJ(tY)-1) 
• 

waaruit volgt 

~ I 

c·---) k --
( r1 +-I) 1. 

- _ _j_,_ 
n - I 

hetgeen overeenstemt met het resultact door Kendall 7 afge­

leid voor Spearman 1 s ") o 

Volgens stelling 1 .. 1 is V~, k _ K, asymptotisch normaal VC!j:-:-

deeld met gemiddelde nul en (~ als variant-ie. Hetzelfde 
I 

ge~lt voor de verdeling van de rangcorrelatieco~ffici~nt kJs 

zoals volgt uit stelling 1.3 tezamen met G.1 . 

Uit stelling 1c3 volgt ook dat de gezamenl1jke verdelin~ 

van rn t· - L en V1nl k ·- k, of v~· K'~- ll tot de normale verdelin['.; . ... 

en ' 
I 

en covariantie 6 · ~Jr 
I 
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