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C HiF Pe I 

WiJ gaan uit van groepen stochastische grootheden 

fl ' , .• , 

" 
• 

k I ) • • • , 

In , 
' 

• 

De verwacrit ingen van cleze grootheden voldoen aan de vol-· 

gende relaties: 
• .::::: I,, • . . :, "rv I , 

• 
I. . I(;. , , .. 

I 
:z ,, ... ' J'l;,k . 

Hierin stellen oli en ,.I'S"· 
I 

,:::: ';,···> konbekende parameters voor, 

wordt ondersteld, da all~ 's onderling onafhankelijk en nor­

maal verdeeld zijn met dezelfde spreiding (T. Hierin is dus 

·. verde 1 ing hE bben. Onder c1e voorwaarde dat :t- i: , de waarde >:,· · 
heeft aangenomen, is -·i · dan immers normaal verdeeld metals 
gemiddelde een lineaire functie van ~,.: · • Wij stellen nu t-oet-­
sen op voor de volgende hypothesen: 

.A 
I\< 

met als toegelaten hJrpothesen will.,,--;ekeurige oc • s 

B ot1 :::: • . . -;:p1_k en , .. ·81 :::: ... -~-~ · k 

met als toege la ten hypothesen willekeurige oc 's maar gel i jke 
1 s en 

C 

metals toegelaten hypothesen willekeurigeo<'s en 's. 

1 Dit memorandum dient alechts ter ori~ntatie en streeft diet 
naar volledigheid of volledige exactheid. 

2 De eerste van de in dit memorandum besproken toetsen wordt 
ook in memorandum S 73 M 37 
enigszins andere notatie. 

~ 

behandeld met gebruik van een 
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ME1t A toetsen wij dus de evenwijdigh.eid van de re--

gressi~liJnen u1tgaande van het model 1 . Met -~~ toetsen wij 

of de lijnen samenvallen, aangenomen dat ze evenwijdig ziJn 

en met C toetsen wij direct of wij slechts met ~~n regressie­
lijn te maken hebben, uitgaande van 1 . 

Wij voeren de volgende afkortingen in: 

-· .. 

"1 t-' ' ,J'.,., I 
' I Ii 0 

'h, 

">1.,." . 

• 
:::: I 

~t: . 
• 

1.::1 
• 1

-

n,: ' 
'?'\ ,· 

""'' 
• ?'1., .,,_ "" • • • • 

'I t,. • ,:.a!. - 1'11MI ■ • • • • • 11.. ,: - , (,. • t. • L. ,,.,,,,,: .::: I ..::: I 

1A • • 

• '""i I(.,, v' 
'.r:'. '""'" . .. 

'hi,.. 
lit J 

'h . 
~-L,.. 

• • • 
(.. t.. • -1 •-::: I 

~. ' ~ • • , (... ..-,..,.. . 
I (.. 

• 
l,,.= I 

' 
• . - t,,. ' 

I,... - I 

•• 

X ~1/" • c.-. .7: I w ' 
,,,, ~I 

?t ,: ~- I 

G, • •::: I 

k~ 
t,, ..::::-I 

"" ,. ; 

~ "JC r • (., ,..,,_ . ., 
t,., .:=:- I 

• G-
1-.=I 

ti1. ,· 
'h.; 
L • 

(, I t 
• l, " • • 

t.-.al .:::: I 
.,, . • t 

' T l., • f 
( 7# I ltt / -1 t'y\...• 

" 
k k • 'h.: 

tl1 i' ... 
J )t . ' • • 

'-J • ... , 'l • · .. , '--•' c...:at/ 
JC . -, .. , • ' • • 

}C 
.. , 

L, 
t,, t T • • i,,...:::: I I.:::. I ..,,,.... 

(._. 

i.=I 
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De som van de kwadraten van de afwijkingen van de waar-• 

den van de geschatte regressielijnen binnen de afzonderlijke 

groepen:; gesommeerd over de groepen is 
k ,,...., .t. 

-X i 
- • 

• 
G,.,./ 

een - verdeling met 

.. 
l,s:r I 

Wij kunnen ook zo goec1 mogelijk evenwijdige regress:i.e-• 

lijnen in de verschillende groepen schatten. De som van de 
' 

kwadraten van de afwijkingen van deze lijnen is 

.: :: ., 

k - -t 
-• I 7e 

• t;=I 
an I a 

• 
(, • 

"h,.: De ze som 

·- l<-1 

~ 
gedeeld door O-~heeft een -verdeling met 

• 1,, s -r I 
vrijheidsgraden als hypothese B of C waar 

.. 
1S. 

Als hypothese A geldt, 

wijkingen van een lijn 

-3 = •• 

gedeeld door er,., een 

den. 
---

de som van adraten van af-
' 

, 

met .. ~ vrijheids•·• 

-., 

r._ de h 
• 

g.ebruiken,. wij de toetsin5 
Iii ... 4 

~ ... ,. I 

die onc1er 

. -, ·-
Als 

2 

-I 

de hypothese A een 
vrijheidsgraden . 

" . 

-B 
welke grootheid een F-verdeling 

heidsgraden heeft, Cc--··· 3 
Hypothese C taetsen wij 

;....?'t,.•-2 
,:,,c I '-

. , .. ""' 44 \...,iii 

' , 
s, 

F-verdelinc; bezit met •.• I 

de hypothese dient 

k 
• • 

met -I en 
• G .. rr I 

vrij·· 
• 

L/4 . 

t€nsl_otte 
-I 

met 

, 

met ~ k-1) en ~"- -;, vrijheids ... 
,1.'=/ 

c . 
• 
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• 

Als de betreffende hypothesen niet vervuld zijn, hebb~n 

de bijbehorende ~•s geen F-verdeling, maar zijn grotere F 

waarden meer waarschijnlijk. Als kritieke z8ne gebruikt men 
daarom onbc • • 

trouwbaarheidsdrempel £ opgezocht kan worden in tabellen van 

de F-verdeling met het juiste aantal vrijheidsgraden. 

Literatuur over de achtergrond van bovengenoemde toetsen 

kan men vinden in MANN 4_ en KENDALL 3..,,. H_et rekenscl1em8 

is grotendeels ontleend aan DIXON en MASSEY ~1 . Al deze bockcn 

bevattcn tabellen van de 

uitvoE.:r:1_gst getabelleerd 
F-verdeling .. 

j4n FISHER en 

Deze verdeling is h:Jt 

YATES 2 0 

I - vi • J . DIXON en 

F.J. MASSEY, 

L R.A. FISHER en 
• 

F. YATES, 

3_ M.G. KENDALL, 

4 H.B. MANN, 

Introduction to Statistical Analysis, 

Mc Graw-Hill Book Company, Inc., New Yor:k, 

Toronto, London, 1951, Chapter 12. 

Statistical Tables for Biological, Agr~L·· 

cultural and Medical research, 3d ed., 

Oliver & Boyd, London 1949, Table Vo 

The advanced theory of statistics, Vol II, 

Analysis and Design of Experiments, Dover 

Publication, Inc., New York 1949. 

' 
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Rapport S 168 M 59 
c1oor 

R ., 

Maart 1955 

Een toets vo~r de kl~inste v211 een aantal ge .. 

schatte_varianties van normalu v~rdelingen 

Stel wij hebben ,. steekproevc::11, iG1der van .ctez..e.lfdt ..ui e­

breidheid h, afkomstig uit normal<J V(jrd~lingen: 

• 

• 

• 

Wij toGtsen, evenals bij de to~ts van Eartle~t h~t geval is 

de !4.Y thesE:, dat de v2riantic·.s va11. a~ normale vc?rdel i- __, :in 

geliJk zijn, hier E..venwel s-peciaal tegen h.et alternatief, dat 

de steekproef met de kleinste varian·tie afkomstig is uit een 

verdeling diA een kwinePe 

dc.lingeno 

;;.escP..at-te v,ar...i...,u.nties z· n: 
/7 

2 
~~~ ~ - .. :C, 

·- l.l l,,, 

S ••r ~· -... 
...; A. r.,· -;.l_.... .. *•-- -.d -----I,' .... • ·-- ..... ---..,,.._,_,a 

wa 8Z' j ,1'.J JC.t •. -
(.,"' 

l{ J.c i nste o 

eid is nu: 

2. s. 
(... 

-·-

h-1 

. 

noemen WlJ 

""--.. .__,k,___ ___ ,_ . 
~--- ~ ~-- s ~ 
'- :;;;.· / 

De w a 21rs.c hi j nl i ,j khe. ids v e rdi::.~ ling 

• 

, 

prae:r ia... De: 

......- " t.o-e t e .i ng s -

waarui~ deze waarde een 

trekking is, is slLchts hij benaderj_ng numeriek te berekenene 

D j_ Jc he e f t t o t g e v o l g , d a t i n d e }1 ~1
• C.' ~r o r1 de r s t a and e· ·t ab e 1 v a n 

kr1 j_tieke waarden de bijbehorend2 onbetrouwbaarheidsdrempel 

ni~it exact hekGnd is. Wel weten wij zeker, dat dez~ ligt 

.. _.,,. ..... - " ~ - .... - .... ~ .... -
Dit n1emorandum is slechts bec1oe:.iJ.c~ -'cer orientatie en streef' 

niet naar volledigheid of naE1r vo~l-~1~edige exactheid . 

.• 

• 
' 

.. 
' 

' 
' 

' 

" ,, 
' 
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' 

tussen 0,05 en 0,04875" Indien de gevonden waarde van dus 

klcincr is dan het in de tabel vermelde getal, kunncn wij de 

hypothes~ bij de onbetrouwbaarheidsdrcmpEl 0,05 zeker verwer­

pen De even waarden van h lev8rcn rekentechnisch veel grotere 

moeilijkheden op dan de oneven waardcn; vandaar dat de tabel 

WC:.:l berekend is voor ,?::::. ;; maar n:1_(~J·t voor h= Om veel nullen 

achter de komma te vermijden, is 0,0000046 afgekort 
. .., ·:1 z e i. -

flll!::'.""' 

k 

2 

3 
. 

• . 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

n 
~ 

Tabel van kritieke waarden van r➔ bij een onbetrouw­

baarheidsdrempel::::: 0,05; voor verschillende s~teek­

proE·fuj_tgebreidheden h en ac..-t1tallen gro0pen 

. " . • • • 

2 3 4 5 7 
~ " . • 

0,02500 0,06083 0,14663 
; . , . . . 

• 

0,00837 0,02489 O. 04262 ., 0,07331 
. ' .I . . ' . ' • • 

ojo 964 0,00418 0,01401 0202546 0,04647 

o, o·-· 444 0,900251 0,00916 0,01736 0,03306 
• • ' ' ' I • 

• l 
' 

ojoo167 0,00653 0, 01280 l 0,02518 ~2 1+ 1 
• 

! 0, 0 
• 
! 

I 
\ l I 

• l • • 

0;00493 0,02008 I o, o '145 \ 0-900119 
\ ' t 

• 

' • 
• 

I 0,00387 0200799 0~01654 
i 

; 5 0, 00 31 1-!- 0 2 00661 0,01395 
l 
! 

"f' 

0, o '46 0,00261 0;00558 ' 0,01200 
• . 

• 

' 
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; 

Rapport 8168 M 61 
• 

., 
' 

' 

' 1 Een paraitl(J·t·="rvri e toets teg:.:..n verloop voor w a a r n em J_ i1£s .. n ~ · 
-

\-.Jj_j bescl1.ouwen k ondE;rlj~ng onafhankelijke stochastisch<:: 

groothedcn ~, ~ -:s~ a ••• , ~---= k . Van de grootheid -::c...i. zijn '\"'\.~ 011.c
1 

:J.:·· 

De hJi-~)othesc: H
0 

die wij willen toetsen luidt, dat ~.,.,.. > o.sK 
dezelfcle v..raarschijnlijkhej_dsverdeling bezi tten, terwijl d:­

alterna·c:1_evE:: hypothesen inhouden; dat de stochastische groo·t•· 

he den -oc. 1 l, ••• ll oc: \.<. een stijgenc1 of dalend verloop vertonen., ge•• 

de f 1_ n i e er\ :. do o r : 

1 
• • .-\, < '1 

-:x.. < 'X. - r' ~- > -:)(;. -.... - 1 ""' .. ., 1 

De toe Jes ~.ngsgroothej~d ..... word·t als volgt gedefinieerd .. Stel vc)o1-. 

• 

"' J 

• • ,1v<1 
"-a~ _.._:s 1• 

me·t 

', ~ 

\ ' u_ < , - 5~ ;.- ·,·· .-1 v e rd e r .;"'\, i ¥ '1'\,.'\, ~ ,- -"'\'1,~ .._,, V...., 

u .. - '\.,i 
u .. 

dan • ' 

1.S 

3 
w d~t \tJ. • 

3 z "", 1 • • 

• 
¼al ·- .t < -i rn..~ mi 

• 

Als 0 n {-7 (::i r-:c \..l_ .. _ 
·1 

CI C..) - '-' waarnem:,_ngen h. groepen gelijke waarne •· 

mingen optreden en als 1.ehet 
geldt " lS dan 

4 

Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streef·~ 

niet naar volledigheid of volledige exactheid4 

u .. 
. - "\.,1 

is dus de toetsingsgrootheid van de toets van WIL·· 

COXON J toegepast op de waarnemingen van ~~ en ~ 1 en lJ.1;. = 'li.~'11.i - \J"',i 
3 De hjer• 1Jeschreven toets is een wijziging van een door ToJ" 

TERPSTRA ontwikkelde toets voor dit prob le em~ Hij gebrt.1~1.lc.!c 

de toetsjn~sgrootheid 0 Door de toetsings­

dat de toets bruikbaar )_s 

voor een klasse van alternatieve hypothesen, die niet afhangt 

van de verhoudingcn der steekproefgrootten zie ook 5 

• 

' 
' ' 



- 2 ... 
.. 

• 

5 N~ Et.,. (N2- "C"' ~) ' ~t'I.) N(N~ ~tli 
. 1., - 3 - L-. ti "n.L - 2, N - L. t. - 3 - .c... .t,, 

I 

~"'1"\ ________ _:__.::.___ __ _.:;.::_ __ ...,.: --· 
3 N ( N - 1 ) ( N - 2.) 

~ 

voor iec~E~re 

en: 

I 
...... "'S • 

Als H 0 juist D 

lS, is de grootheidW voor grote waarden van 

N biJ 1)enadering normaal verdeeld met gemiddelde en varian·t·j_<=: 

volgens 4 en 5 o 

Het is duJ.delijk, dat in het algemeen grote positieve waareen 

zal aannemen als er een stiJgend en grote negatieve als er een 

dalend verJ_oop is; de tweezj_jdige kritieke z6ne bestaat dus 

uit grate waarden van W. 

Opmerki11gen .. 

1. Als k= ~ s dus als wij twee stochastische gro~theden ~c, ;~"n 

~a heb1Jen met respo ~, en ~a waarnemingen, dan geldt: 

W:: -

waarin lJ: d,e toets ingsgroothej_d van de toets van 

toegepas ·c op de s te t:'kproeven van C(!\ en ~ '2,., Ui t 
WILCOXON is i 

4 en =' volg·t: 

memorandum 
S 47 M '( 

Als er in dit geval geen gel1Jke waarnemingen optreden, kan men 

de exac·te ov:erscr1r1.jtiings~aQ-S o·f)eoeken,•i 1n·;, tabellen van de f;;cac~ c:~ 

V e r <1 E: l. ~L 11 r ; ~ v cl r1· - U.· \ · = z i e , : b · .· :v , ·1 : • = : . • . 
·• 

A ·Ls"i "" voor iedere .. 'Y).4,- = ~ cla11 is 

W - ·· LL 
• • 

' . . 
• • 

' 

....... < 4 
• •• ")i ,,' 

wa ar J_ 11. 

t o..ls z > o 
clef 

S 'Y\..Z.,= 0 o.ls z. "=- o 

-1 o..Ls 2- <o. 
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Ui•t 4 en 5 volgt: 

De toets is in dit geval identiek met de rangcorrelatie 

methode van KEDALL voor het geval, dat een der rijen bestaa·t 

uit de get8llen •~~~-.,. \<. a zie memorandum S 47 M 13 .. 
Treden er in dit geval geen gelijke waarnemingen op en is ki~o 

dan kan n1~n de exacte overschrijdingskans opzoeken in de ta•• 

bellen van de exacte verdeling van de toetsingsgrootheid S ·van 

KENDALL z j~e [ 2 • 

Is k tf' \o en tt ~ '5 voo11 iede1~e -l dan kan men gebruik maken van 

de tabeJ.lcn van de exacte verdeling van§. van SILLITTO 3 

Literatuur, ---- _,_ ... 

1 Van der Vaart, HcR., Gebruiksaanwijzing voor de toets van 

vJi ·1coxon, Rapport S 3 2 M 4 van cl\·~ 

Sta·c~Lstische Afdeling van het Matl1e-­

matisch Centrumc 
2 Kaarsma1{Er, L~ en 

A .. var1 VJJ __ jngaarden, 

4 

5 Van EeGen, C.~ 

Tables for use in rankcorrelation, 
• 

Rapport R 73 van de Hekenafdeling van 

het Mathematisch Centrumo 
The distribution of Kendall's coeffi-• 

cient of rankcorrelation in rankings 

containing ties, Biometrika 34 191!-7 ., 
3 6 ·~ 11-0 0 

The asymptotic normality and • cons ·:,.s ... 

tency of Kendall 1 s test against tren( 

when ties are present in one rankingj 

Proc.KonoNedoAkb 55 1952 . 

A test for the equality of probabj_J_l·· 

ties against a class of specified aJ_ .. 

ternatives, including trend, Rapport 

S 157 VP 3 van de 8tatistische Afd.c::·· 

ling van het Mathematisch Centrum, 
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• 

Stel wij hebben een steekproef van 

schikt naar opklimmende grootte: 

waarnemingen, gerang-

Wij willen de hypothese toetsen dat deze steekproef afkomstig 

is uit een normale verdeling, tegen het alternatief dat de 

grootste waarneming .c~ uit een andere verdeling komt dan de 

andere .. 'tf1aa1?n-emingen ~- _ \·fij gebruiken hiervoor de -toetsingsgroot­

heid 

II z 

s 
-,.,.. I')\. 

a•-

waarin :l:' .::::- -L - ;t._ ., ..... c:. .. Deze toet-

s~ngsgrootheid is het eerst voorgesteld door E.S. PEARSON 

C Cl CHANDRA SEKA_R 1936 ~ terwijl de exacte verdeling van 

is afgeleid door F.EQ GRUBBS 1950 ~ Om te toetsen of de 

en 

klein-

ste waarne1ning een "Ll~i.tb~Ljter is, gebrui1{t men als toetsings­

grootheicl 

...... 
I -·-

= ., :t.; 

s 
• 

Ir1 tabel 1 v1.nden wi~J kritieke waarden van ~en I getabel­

leerd voor versch~i.J.=l_encJc~ onbetrouwbaarheidsdrempels en meerdere 

waarden van ?-1,Q Deze tabel is een deel van tabel IA van GRUBBS . 

• 

-· '',. •1 • ., •• , ........................... -- ... -- ....... - ...... 

Di t memorandum :1.s s J.echts be doe ld te1 .. oriE?ntat ie en s tree ft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 



0 
-c_-

Tabe 1 -1 

Kri·t~eke waard2n --------------- -. . . ~--- ----------------=:-----:--~-..,... trouwbaarheidsdrempel 
fflJI .._ •• , 

o( 0 01 0.1025 0.,05 0 10 .... 
'h., - ,, 

' 
.., 

~ 

3 1 ' 
414 1 414 1;412 1.,, 1~06 

4 1 7')';). 1;;710 1!}689 1) 6L!-5 j (-J 
I I 

5 1,955 I 
1 917 1.'l 86,9 1.791 • • 

• 
• • • • 

6 
I 

067 1~996 1.,894 '130 
• 

2 • 
' - . 

• I • . • : . ., 
• 

• 

• 7 
,·, 265 ' 182 2 QC)3 1;974 ,..J • 

I 
. -

'-- ' - . J ~-,, 

. . . • . 

l 
; 

8 I 2 / 3 7 L~. 
,· . 

1(_i~7 3 2 172 2 0 1~1 ,I 

' " ! ' • • 

i 
• • 

. . .. .. . .. . .. • I • 

l.1. 6 Li. ~~ ~· 349 ! ! 0 2 2;237 2 097 • 
• • 

I ;1 I I • • . • J - I • • • . 

10 2~540 ! '1 414 2,294 'J 1L~6 I 
,· c_ 

I <--- .,, , 
• • 
I 

• 

2 ., 66 3 -
519 

. I 1-:) 387 2 2 f')(; I 1 ,-) ' i J • 
• 

( 
, ,- I 

I 
c_ ., - c__ ~ -- .. 

• • • 

I • 
l • 

I 
• 

14 
I 6or·1 2. 461 I') 75,·, • . ,:) '"'..J97 • ' • • C. . . • • L . c.... c. . • • • ~-- -~· . • _, 
• ,. 

! 
• • • i ' I • 

l • • • 

16 2.,837 I r·) 670 ') c::23 ;:~: ;, 3 51} • • (._ c_ ;; :J • 

I • 

l ' • 1' 

I 18 2)?03 -· 728 2j577 ·;.:j . l\-0 4 t ' .,, l • I_ , , ~ 

' I - _, .,, 
I . 

I i 
, 

::~ 778 
I 

2.623 4-47 20 2., 95 ,~;: • t::) • , ' I • • L. 1 

f 
• . , .,, 

-

r;:>5 
'-· 3;071 '.~~ 880 , 2J717 ~'..., 537 

• 

Men l{a11 

l!ore11. a J_ 

' . of toetsen 3 

,--~an n ·1 (::) t 1) ,·• l r .. ,,•10· ·1" s n,...., . l. r l• 7 E l 1r 1.::, 1...,,, __ ,_ · • -~ • -... __ t . ""' Cl c.1 vv I:'-... 1.., 

al naar gelang ~ante 

kant uitbijters eventu-

• 

e e 1 v o or l-<:u n n e n l--c o r11 f::. n B i '-J t w E.7: e z i. J cl .: . g f~ ·to e t s in g mo et c~ n de on be -

trotnATbaarl1e: .1.dsdrr-:rnpels van de t abc-: 1 me:·t 2 warden verm-enigvul-

d igd 

• w a a r J_ ·r). 

Een 

.. 
C ;_ •, ~.-,- twee grootste waarnemingen te groot zijnJ 

-# M 

• 
t.J.:.:::- / 

; -.2.. 

?c ::r ..,__ ,._ /' •?c ~ I 

1n - / ) 1'1 r I ·- -.;., t,~/ 

r· ·1 '• e gr· 0 0 .J •• 1·1 .~. . d 8 n cl . 0 f'!:: . ' . G 1 - (~:. _I._ 

I 
l '?<.: i, -

.... -

...... 

I 
• 

I -- i 
( ?(_ (..L • S • ?c, J 

(.,., :::: I 

) 

• 

' 

• 

• 
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waarbij Z ::a,-~ ;.._ :n1.· l{an ,1'forden gebruik.t om de twee kleinste /l ;i, '/1-;l._ t~:= 3 

waarnemingen te toc.::ts,:n Deze toetsen zi;jn voorgesteld door 

F.Eo GRUBBS.:- die oo1c h~1.ervan een tabel gt::eft. Enige kritieke 

waarden zijn in tab(~_-J_ 2 verzameld. 

'rabe 1 2 
........ , • .,:: 1•••r11• 

trouwba·arhe1:dsdretn1:)el 0( en omvang van de steekpraef t1. 

' 

o( 
OJ01 0)025 0.,05 oj 10 

l"h. 

ll- 0,0000 0~0002 
• 

0,0008 0)0031 

5 0,0035 0;0090 0,0183 0;0376 

6 0,0186 0.,0349 0,0565 0;0921 
. 

' .. 

7 0,0440 0;0708 . 0, 1020 0~1479 

! 8 Os0750 0 11041 o, 1478 0~1994 ' 

! ~ 

I ,, _ ... 
! 

0) 1082 
! 

0;1492 oj190~1 0$2454 9 
• 
' 

I 
• • : 
• l • 

0 5 1415 o ., 1865 0,2305 0;2863 10 I 
' 

! I 

I i l 

12 0, 204~- 0 __ 2536 o, 2996 
I 

0,3552 I , 
r 
' ' I 

' : 
I I 

1 11- 0,2605 0;3112 
l 

0.93568 
I 

024106 ' I • 
' I ' • ' • 
' ' I ' 

16 0,3098 o '")603 I 
o,4o48 0;4562 • 

l 
• 

• ,, ) I • • • ' ' 
i -

• 
' 

0 .. 1!-025 oy4455 o~~-944 ' 18 
• 

I 0.93530 I 

l • • 

I l 

00 L~ 0)3909 o~l.1.391 0)4804 0;5269 
' 

• 

Hier g:eldt we::,er <~ .... 2;03lfd1:: opmerking over een- en tweezijdige 

toetsing als bij ta~Jsl 1 Tabel 1 geeft rechtseenzijdige kri­

tieke waarden; ·ta1)t~·:i .. 2 linkseenzijdige. v~J.j verwerpen de getoet­

ste hypothese dus 1.n het eerste geval als ')1 of I groter zijn dan 

de overeenkomstigc v,aarde uit de tabel, terwijl in het geval wij 

twee uitbijters toets·.;n juist lage waarden van de toetsings­

groothe id. worden v0?r\1Jorpen 

' • 

titeratuur~ 
F o E.. GRUf1BS 1950 ,, Sample criteria f'or testing out lying obs er­

vat ions) Ann of MathoStata21 1950 ,PP 27-580 

E.S~ PEARSON and C4CIIANDRA SEKAR 1936, The efficiency of s·ta­

tisticaJ_ ·tools and a criterion for the rejection of 

out lyj_ ng observations!) B:Lometrj~ka, 28 1936 ; pp 308-3 20"' 



MATHEMATISCH CENTRUM 2 

2e Boerhaavestraat 49 3 

A m s t e r d a m - 0 

Rapport S 168 M 64 

door He 'Kesten en 

Jo Tho Runnenburga 

Het aanpassen van een 

'1a Het probleemJ 

Laat en r;_ twee variabelen zijn, die voldoen aan de 

be trekking 

:=- e ;.. 0( J 

aantal 

() , 

N 

oZ en onbekende constanten 

aequidistante waarden van 

zijn. Laat verder een 

gegeven zijn en wel 

x. = C + i. ci 
(. 

c en d be ke nd; i = 1.1 . . . . . , N 

Bij iedere x. behoort dan, volgens 1 , een waarde 
(..,. 

• 
'-

van 

3 --~-:: 0 +- ex 10 
(,, 

( i =- I., . . .. .) N . 

Deze ~i warden nu waargenomen, waarbij echter toevallige 

afwiJkingen optredc?no Noemen wij de waarnemingen ij~ , dan geldt 

dus 

2 
{ i. = I.> . ' .) N . 

Over de WEJ ars chi jnJ_ ·1 jkhe idsverde ling der u.,.. is vaak vJe 1 
{.. 

iets bekendQ Meestal wordt ondersteld, dat de~- onderling onaf-
(.. 

hankelijk verd£eld ziJn met verwachting 0. Sams oak dat zij ge-

lijke s·preidir1g€~11 lJEzittcn en normai:l verdeeld zijnc 

Het probleem is nu,een methode aan te geven, om de onbe­

kende parameters GJ ~en. te schatten op grand van de waarne-

mi11.gen x, j 4 , o ... 1 x ) u ,, In dit memorandum wordt een een-
~ JI ~ J~ 

voudige methode daartoe beschrevenD De eigenschappen van dE 

verkregen schattingenj die afhangen van de over de L-L. gemaakte 
(.. 

onderstellingen, worden hier niet besprokena 
----- ...................... _ ... 

Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheido 

2 Onderstreping van een letter duidt aan, dat de grootheid 

stochastisch is; dezelfde letter z.,-•nder onderstreping wordt 

gebruikt voor Een door de stochastische grootheid aangenomen 

waardeo 



2~ Schatting van 

Laat N een even getal zijn 

Is N oneven~ dan wordt het laatste punt niet gebruikt voor de 

s ch at t i ng v a 11 

E,eschouw nu 2 

--
Stel verder 

7 --

en vorm: 

8 

Dan is dus 

9 

• 

vc.Jor J ,:'fi ,,.-, !) het verschil 
-(3 (c ,. i: ol) -13 r (_~ -r ("'1 +- *) ol 

:::: (?{ IO - IC) 

_ /3 ({.! r 1d) -?rn cl 
= d . /0 I - IO 

-

10 

-· -

C + 

/0 
o< +-

X 
·{ :: I 

·­-

/0 
--

I - /0 
-13 '>1 d. 

:::I 

X',/ - X 

o/1 
,~~ 1 

-

• 

1. 
• 

---

) 

-, _ 10 --

Op grond hiervan 

te nemen: 

J.J.gt het voor de hand, als schatting 

voor 
i--·-··----·-..---·- .... _, ___ ,. . ..,., .. _ ... _ ..... ,_._.,_~--··-·~··-·- .. -· .... ~--,.,.-·,.., ... ----·--.. -<~... ....-~. -----·-·•"''''•-··•·' ---...... . .... , ....... ----·- ---~---·---·--' 

')'7 

10 
- x·) z. t 

:;.- I ---!.\..,;::..:,__ ______ ____:::___ ) 

met 

Z Je( 

J 
.. 

•-------·-••·'"'-~ - ••---------....,.,..,. __________ ,.,.,,.--u..-___________ ---1. 
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30 Schattingsmethode ~oor e en~ c 

Na bepaling van b kunnen wij 0 end met behulp van de 

methode der kleinste kwadraten schatteno Wij zoeken daartoe 

de waarden ten a van 0 end J 

·1 ., aie 

N - bx . .t 
C 

• 
L .:: t 

':/. - 0 - o(. 10 
t. 

minimaal makenJ waarbiji ook als N oneven isj alle waarnemingen 

gebruikt kunnen warden. Derhalve moet gelden: 
N 

/\1 t _ a. 
- b X. 

L 

10 () ., 
i :: I 

en 
N 

_'-- j. I() r. _ t . 
l ::: I t. '- :: I 

- b :x. 
C. 

10 

N ---1.b x:.. 
I l) ==- 0 .. 

i. :-:: I 

Oplossing van deze verge li jl{inge11 geeft als schattingen t en 

of 

13 

en 

of 

14 

t = 
• 

{ .:: ' 

.,._N _N 

Jo 
-.b X· 

lo c.. 

- .by_. 
IO '" 

~N - b X· 2. 
l. 

10 
i.. = I 

,------ •-•------w-..... -.-- _. ----•~---•- --•-~•-----------------

N 
tJ 

2 _bx. 

t -- i.:;/ ':_Ji. i.:..I i. ::: I 

ID '-
' - ---------------··-····--------------------

• 

4- l .bx . 
i 

N 

I{) 
• • (_ = I L ==-I: 

--·---·-··- ·-·-·--·---- _....,,_...-,_,_~·---·-· ..... --- - -------------------1... -- --, -~--~--H•n•-- ,,.., •-- __.... .. .,;; ----... • 

a= 

N N ;-
~- 4 JO -- lf. 
i=l -'i. i..=J ....-t.. i.,;::/ -----------· __ , _____________ _ 

N 
N 2--

10
-ibx.i 

• 

- h x.. I. 

10 

·-
_,-.1 - b :x . 2. 

I{) ,._ 
::;,.__ 

l. ;: ) • 

L - I -

--·---• .. _ _., ,~, .. --·---· ,., __ , ______ , ......... ,.,_,._...,.. __ ..... ,_,_ _________ .. __ .._ --··------·· .. ···· ... -.. _-----·------------

l 
=- 10 . 

l:: I ' l. ::- I 

L--~·-·· --•--- ~-----.. ·--------·· ----------·~---·------·--.......... ---------1-

• 

De teller en 
,, (', 

noemer ziJn., om en te verkrijgen, met 

vermenigvuldigd j_n de formules voor ten ~ om te voo~komen 

dat negatieve machten van 10 ioCo opgezocht moeten 

wordena De exponent 1+ is aangepast aan ons getallenvoorbeeldo 

In andere gevallen zal misschien een hogere exponent gewenst 
.. " 

ZlJn6 

' 

• 0 
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4 .. Opmerkingen., 

De betrt-:k1cing --
- _; 5 

->- oi... 10 is aec~uivalent met -
• 

. e. 
• 

In dit mumorandum is allecn de eerste uitdrukking beschouwd 
10 

omdat tabell0n van ,. x beter beschikbaar zijn dan tabellGn van 

'' :x. . Het is verder aan te bev2len de ~-schaal zo te kiezen 

dat 

X = O 
I 

(c=-ol)on xL =(i_,) cl J eventut:;el met d = I • 

In dat geval is d precies het verschil tussen de eerste wabrd~ 

van en de asymptotische waard~ '> 00 van 

hi8rvan de schattingo 

De aangepaste waarden of: regressiewaarden 

gegevon r1oor 

50 Voorbeeld. 

v.faarnemingen: 

• 
l 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 

11 

x. 

0 

1 

2 

J 
4. 

5 
6 

(., 

7 
8 

9 
10 

- b X· 
=tr Cl., 10 '" 

• 
L 

met 

46,5 
l.~ '..:j } 5 

4oJo 
Jf3, 0 

36,5 

36Jo 

35 J 5 
34,5 

33,5 
32,5 

32,5 

e ::1.. -I. d = 1 N:::::.11) 
> 

i ::: ,.> , . _ ) N . 

~ 

j en cL is 

warden 
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T3 e re k G n inc,.· v an b 0 n 

i:' .-::: I 

1= + 

Indien 

10 J.og 
10 log 

10 log 

?{ 

120 

1t6 J 5 - 36, 0 
1+2:J5 - 35.95 
4o_jo - J4s5 

38.,0 - 33.95 

36.95 - 32.95 

1,021 

0~845 
0,740 

0;653 
0.,602 

- 2,060.9 -

0.9'103, 

-4 

-2 

0 

2 

4 

IY1 !;: s 
'Yl ( 'YI t. - L) = I 2 o 

maximale fout in b t~ngevolge van afrondingen bij de bereke-

ning 

grater 

:-r 3 _ . 1 O - ~ ., De S t O C h 8 S t i S C h t2 f OU t === _b _ 
2'Yt cl 

., .~, 

ZlJno 

Berekening var1 t t:;n a_ C 

' -b-:x... 
2 -bX· \ 

1 X · f t- a. JO 
t, 

:x. 1 - IO c. ':Ji, • -I. ! L -
(,. .. 

46,5 
. 

0 2,000 100.J () . ., . 1+5 ~ 9 
1 1,897 ·78, 9 4235 f ) 1. ~:} }J I , - / 

r) 
c_ 1,794 62,2 4oJo ).~ () $ )4 

3 1,691 l.t- 9 .1 1 38Jo ') : ·1 5 
.J _.I j 

• 

4 1;;588 
~ ) 

36 J 5 J6' <:) Jo,7 . 'j . 

5 1.9485 '30 6 ~ , 36 i o ' 
~) =) ~ r7 

6 1,382 24 -~ 1 35,5 ' · 't 8 ) ··• 
. y 

7 1 J ~:79 19,90 34,5 3) .. ~., O 

n 1,176 15.90 33.,5 ,~ i ' -J )4. 0 :) • 
) , . -• 

9 1,073 11 J 8 3 (~ r:: ' i 0 r.!,:) ' 
.i j . . - ' 

. 

10 0:1970 9,3 3 .. 5 J: .', 6 ; ·, 

r.:.. J 

N ' 2 - £, X '-. 

2_ lJ 3 8. 10 --
• 
I,. = J 

1'-l 
L; - l ..D :C,: 

2 {, 3 3 I 0 }) yS j • 
c.. :: J 

N 

--
' 

(.. :: / 

• 

2 -· .b X.: e .. !f. = 
<., = I L, 

kan echter 

' 
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408;0 X 17570,5 - 17570,5 X 4J8.,7 

11 ;~_ 17570, 5 - 408,0 X 438;; 7 

11 X 26331,45 - 438,7 X 4J8,7 

• 

31,23-9 

14, 70 · 

Indien 0, ~ en ongcveer de waarden hebben die hier gevonden 

zijn, 8n a~ berEkcning gemaakt wordt zoals hier is aangegeven, 

zal de fout int ~n Q, die door afronding veroorzaakt wordt, 
L 0.905 Zljn .. De fout in dL aanpassj_ng is dan c 0,1o 

i' i, (~ :t· <.: : tl (-. t 11 f', d t·. r1 b (·, r1 c) l1 cJ f: 1 (1 ,."JO r ct e. n : 

D ., J ... C o "" {J. e r1 5 

• 

( ' __ . r· n· r . . T • T )_ 
1
--, C ·1 1 r V e ,..... • . !:·:_, ' i. • v \J l; l .,_ : JC .• 0 ., Journ~Am.Stat.Asse 

l ' r, 
. ' . . , 

I - . 

/\ c--. ·1· rr• ··, ·1· r, 1·· c·· -- ,~,Cr·· t·· ,· c·, +· 
1 .... ·- t''' L ·· 1 1 · • "l .. t .. J . . ,- . ·; ' J. ' ' .~ ( ~i. :l, / ' ~-~' ./ --

,-, 
• - i .. ) "'r .l. - . 

",. . ,·-. - - ·- l 
... ,.1 )I_ 

r, ,.-l i' 1'11,- t 1.- r--. t- .. , . ~-; r __ 1· 

} '\ L . 1. l ~ l. ·· • c ; .L l . 1J , ,: l. , r 1951 

r, ,-. · ; ''' 1-l ···1· 1
---. :1 C ' · ' V""'\ ( 1 ·· ·) }·-\ ,:::) L. r---. ··- L .\.. _., (' J. t .., I ---

.. , .- ("'~ ~ ( -· _· . , . .,, .,(_,,;. 

("1 --t·• . '. - . , l 0 (_~, ·' ,, 19 ).: ,..( 

-.- ........ •~·"'· ... ~· ......... _ 

·t·· (-; ('I ·c' .. 
-1 •• 1.J 

-- · · · , ._, :::-~ t ·1· ·m c-:_-_; ·:- ·, : ··) n :'i_ ·r1 t r.1 t-. · E.1 r 1. ( ,._ '-' ._. v .1.. -· 

·, r r a re: c• C' ·1 <'> n '------ ,-.-. '- .._J v . - .. , -
• ("'6 roo '.) _) ·- 0 • 

• • 
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• • ' ....... • • .. 
r, · ,.... t ........ r · · · · 

< •• '• - • ( 

f ·, 1 f l 0 r "-~ • ··· • C. 
-,. . •') - \ 11. -../, 

' • 

• •• ' ' • 

' 

S ~68 M 66 
• 

' Een toets tegen kettin~correlatie bij lineaire regressie van 
-------------

, 

J. DURBIN en G-S~ ,,rATSON 1950 en 
• 

, 

'1. Inleiding 

Indien er in een reeks waarnemingen correlatie bestaat 

tussen opeenvolgende waarnemingen en geen correlatie of een 

veel zwakkere tu.ssen verder~uit elkaar gelegen waarnemingen, 

dan spreken wij van kettingcorrelatie Engels: serial corre­

lation • Een onderzoek naar deze correlatie is vooral van be­

lang bij tijdreeksen waarop variantie- of regressieanalyse 

toegepast zal warden, zoals bovo bij economische problemen 

v aak voorkornt. 

~Jij gaan uit van het regressiemodel: 

0 + 31 .x 1 i + . . . . . + • 
k .:(.l<i + ~ ; l = 1) .... ~ ) n ) < 11.. ') 

" ' waar1n 1 1 • ••••• , K de onbekende regressieco~ffici~nten zijn, 

X 1 i. , • ~ · · · · - , -x-KL de w a a r £~) en o rn e r1 w a a r cl e n van de on a f hank e 1 i J k e var i a -

belen x 1 , ...... .,:ck.die wiJ niet-stocr·1astiscr1 onderstellen en Yi. de 

stochastische aft~ankelijke variabeleno De stochastische groat­

he den V;. z i LI r'l on·b eke nd Cl 

Opdat de kleinste-kvJadraten-schattir1gen voor ,v1 , ..... ,. ,...,1<.. • 
• 

\ 
'\ 

de beste linE?c"1:i.re zuivere sc}·1attingen zijn 

de kleinste variantie bezitten en voor het 

thesen over de 's de t -toets STUDENT en 

''bester' wil 

toetsen van 
de F -toets 

zeggen :' 

hypo­

FISHER 

gebruikt kunnen warden, moeten de grootheden ~ onderling onaf­

hankeliJk N o>a- -verdeeld zitJn. Met de toets van DURBIN en WAT­

SON wordt nu de onderlinge onafhankelijkheid getoetst tegen het 

alternatief~ kettingcorrelatie zoals deze wordt weergegeven in 

r1et mode 1: 

V,. 
_t, 

waarin < 1is en u.~ onderling onafhankelijke N 
grootheden zijn. De nulhypothese luidt dus: _o; 

O)(J -verdeelde 

;> o betekent 

1 Dit memorandum is slechts bedoeld als ori~ntatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2 N ~o- : S~1·mbool voor normal.€ verdeling met gemiddelde _ en 

spreiding o. 
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• 

• 

positieve correlatie en -< o negatieve correlatie. 

' 

Om de toetsingsgrootheid biJ dez~ toets te berekene~n moeten 

eerst de klei11.:~;te-kwcJdr(:::1.ter1 -schc-:ti~ingen 60 ) ......• , 61<. voor o>····> , .... k 

b~paald worden4 Deze schattingen zijn het eenvoudigst uit te 

drukken met behulp van de matrix notatie~ Hiervoor definieren 

wij de gemidde1.den: 

e11 de 

Jef 
• • ••• 

..... 

d'-( -1 n 

matrices: 
t1 

• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

Yn -

) ..... ' .. ' .. XK = 

• 
• 
• 
• 
' 
• 

• 
• 

' 
' 
• . ' -

-., n. - x ..... 
. 1 "t t :: 

---

x 1"' - .. -r1 xi_n -x~ . . . . . . . . x.l<Yl - x ~ 
Dan vindt rr1en met c1E: met ... ode der klE:inste 

-1 
n y 

.. II<' 

y, 
i.: 1 - t 

ert 
d.ef 

-

-
' ' • 
• 
• 

' 
• 
• 
• 

~J( 

kwadraten: 

• 

T ~1 
XX: 

I 

0 I A£4 

-· .. --
en 

1;$ .. 

waarbllj 

men en 

XI 
ui t X ontstaat door verwisseling van rijen en kolom~·· 

X'x de inverse van iSo 

Noemen wilJ de residuen Zi 
clef 

;t . 
t .... -

--y -

dan is de toetsingsgrootheid: 

l'1 

:r.,~ 
• 1 .__.l 
L:::. 

0 

" 

t l l • -

\ 

--

,_. I<.. :x I< ( - X k, . " ... 

Best ac. t er een posit i t~ve l{e tt i ngcorre latie tus sen de 1f'". 
. l .. -

p>o dan zullen de kleinere wa&rden van d waarschijnliJker 
' -

worden. dan onder de nulr1y·pothese; het kri ti eke gebied bi j de 

eenziJdige toets tegen positieve kettingcorrelatie zal dus 

uit kleine waarden van d bestaan~ BiJ een negatieve correlatie 

~<o warden de grotere i;aarden van d waarschijnlijker. 
I -

Het blijkt dat de verdeling van d beperkt is tot het inter-

val o; ~ 
• 

• 
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3 , Gr c n z (:: n v c) o r r_J -. 1{ r i t: .l. c-;· ~cc: \"1 fJ 3 r cl e 11. v a n d ~3 t o e t s i n g s gr o o t he i ct , 

t CJ e t s t e g; (~: n l) o ::: i t ·i. (:~· v (:; k E;· t Jc i 11. rs c o r r e 1 a t i e 

w a s rd e n v a 11 d. c:: o 1·1 b c~: t r .,} u v-1 b E➔ a r 1·.1 e J. d : () , 0 5 ; 

e 1--i b o v E.; t-1g r (1 r1 z e n 2 r c: ,3 l~) .. c1. L e n cl u v o o r d . · 

dus j bij drie 

0,01; onder-

kritieke waarden van 

VC)Or 

belen ~' 

= 1, ..... , 5 ziJ noemen dit aantal onafhankelijke varia-

en voor h = 15 1 L,o 5 100 C Er zijn d.us biJ een be-

paaldr: c)n1)E:.)crouvJbaarheid (:_,r1 :::-:-ifl·1,:.~nkcjlijkhe·ld van de WE1arde dir;; 

v o c) r d w or c 1 t r_; c:: v c) n cl en cJ. r i c:: l11 8 g c 1 i J k e re s u 1 t: a t e n v an de t o e t s : 

1 

') ,, ... 
'-·• 

3 

~ < .I 
u.. == °'l 

u 

De t~cnziJdigc: 

~ 

: c:,. e -=O wordt verworpen ten tunste 
I"' ... ~ -i - -·- t ·, , " r \ ~... ..,_r _J V c..t n O \_) 0 l ; l E. V E .• C<)rrelatie .. 

.. (:, .. 
0 _,t t:' 

::1 : ae 

nuJ.11::;·r-)othes(::} wordt niet verworpen en 

tocts eindigt onbeslista 

a:i ,...... r c d •:::i ·r1 ,..::J --. t ') -, t r, . c:: u (."J \...1 t. ·: '-- (·: 1-.) 

toets tegen negatieve correlatie is niets an­

·tcgen positieve correlatie toegepast op de 

,,vaa.rdE' 4 - d ~ 

De t we e z i ,J cl i p~ f:: t o e ·t :=J J. ~3 e e n c om b i n a t i e v a n de ·t we e e e n z i j d i g e 
c• ' ·, ,, .. , ,·· ':) '') ... C· • . c·: ,I ' • t t D b J b 

. ' ,, . ., 
0 e j,) e n .. e O n . ,.:- v r () U i/J <:, c·. r l 1 .. .-:: J (,1 l ~.:, 0 r. .. 11 natuurlijk de som van de 

toetGsno De verschillende onbf~trouwbaarl1ede11 va11 d8 ~8nzijdige 

3 

J b " I a u i· · ··· r-:.., n l.. -· 

• 

(':.' :·.:; n· 1 E· 1-- v ;.·_: Jc_ ; · (:, 1,,., t ( ·1 1c 0 
~J .... :! • I ... _ .. 11 ., a 

1-i c·-· .• ... 
i J. ., l~ 

• ~ .... -.. t''"'\ ,, t J J.r1 t:-.rVc~l._ 

c1 (~ nu -J_ r1 y· ·1;J r; ·1: r1 (_ :s (=: w o rd t v e rvJ or p en , 

c i n 11 f.: .Jc i n t : _; r v EJ 1 

c1
~ E.-: n11 ~L J:1y~:.)\:J t r1 es e vJo rd t n j_ et v e rwo rp en en 

.--, r---•. V 8 1 -i ~ n ° ,_i - c· I 1···"' ('''·"'-..J ~ ,.\., ... ,., ·-· 

" 7 ;, t , ·1 ~ t (; J_ 1'1 Cl ]. g . , 0 n O e S . l S · ,, 

4a Nader onderzoek ind1.en c~e t<Jets onbeslist ge~indigd 
, 
l e 

u " 

Om in die gevallen waarin de boven beschreven toets onbe-
S 1 •is t G 

l c.• 
I,.) g: c:1 t] i. n c} j_ g d t o ch t C) t e en u i t s 1::> r a a k o v e r he t a 1 d an n i e t 

verwerpe11 van de nulhyy)othese te komen wordt aan de waarschiJn­

liJkheidsverdeling van d een bekende verdeling aangepast~ Omdat 

beprkt is .. "' 
tot het interval 0;4 dus 

0 ; 1 wor(it hiervoor een B -verdeling 

passing warden de eerste twee momenten 

cL •. I I ' "'1 tc)t het i11terval 

gekozen. Voor deze aan­

van ~ gebruikt dj_e met 
¥ I; 

behulp van sporen van enkeJ.e matrj_ces bepaald kunnen warden. 



--4-

HEt spoor van een vierkante matrix is de som van de elementen 

Op 7 l, ·J·r1 hoo~c~o~· 1 ~a0r1'1 ~·1 r_, c.. .... ,l . , , , 1:::-.:; , . (.-l <. .J. ., 

Met de eerst8 Vf~rschillen 

en de tweede verschillen 

d e f i n i e r (~ 11. w ·1_ j d f-.: m a t r i c e r~3 

Ll X11 ... ' . 6 X k'2, 
• • 
• ' • • 

• • • • ' . 
♦ ' • • 
• • • 
• • • 

. ' . .. A~ :l_ 
u X,n ....... a X1<rt 

De matrices waarvan wij de sporcn nodig hebben zijn dan 

1 en.. 

De eerste twe,0 mornenten van d ziJn dan: 
- L;, 

d ~- n - I< - 1 
.... 1 " C Z n - 1) + Sp _)1 

crl C( - ;( 
- n-k-1 h - /(-+ 1 

-1-
2,. 3 n - 4 - n- k -1 

1. 
d -Z f -

~ 
}Ii e r in j_ s s p 1 g e 1 i j 1'.'C a cJ n (1 e s o rn v an de k1,; ad r 3 t e n v a n a 11 e 

c.l 
Onderstellen wij nu dat 4 een ~-verdeling bezit~ dus 

dat de waarschijnli.jkheidsdichtheid gegeven wordt door: 

en 

-1 

ct ~ .. 4P - --­•1 I a 
en 

dan geldt v,:ior en q.: 

...,+q,+1 X d -

q-1 

-f 
d - o :J. d 

' 

• 

• 

1 

Voor het bepalen van de kritieke waarden van deze verdeling 

kunnen de tabellen van CATHERINE THOMPSON 1941 gebruikt worden 

~f tabellen van de: F-verdeling boVG FISHER and YATES 1949 

voor de grootheid 
-# 

-- . , .... qd 



' 

met n1 - 29., E'n n2. = ~P vri(jhej.dsgraden bij de toets tegen 

positieve correlatie zitJr1 voor F ju·ist de grote vJaardt~n krit.iek: 

~f, indien Z en 2~ geen gehelc getallen zijn de benadering van 

4 ~-i t CARTER '19 7 vc)or cie kritieke waarder1 var1 ~. = t:- rt na uur ·• 

lijke logarthmE O Deze laatst0 )Jenadering is, bij de onbetrouw··· 

baarhedencx=0 5 05 en ex= 0,01 voor de toets tEgen positieve 

correlatie : 

waarin 

is en 

+ 
1 

29. -
1 

2p - + 
s 

3 
-

2 :t_ 3 
, 1=: s en. --

en) de volgende waarden bezitten: 

• 

O<. 

1,6449 

ojo491 

0,01 

2,3263 

0:;4020 

Bij de toets tegen negatieve correlatie verloopt de benade­

ring Vc)lkome11 analoog 9 rnits overal ~-din plaats van d gebruikt 
.. " -

wordt; voor de parameters en 

vonden v1orden 
., 
~1mrners 4 -·d 

5o Enkele opmerkingen 

zul J_en 

d 
' ., .. 

dan andere waarden 

en 0-i ~-d .::Oi. d 
' 

1o Zijn de onafhankelijke variabelen directr~ functies van de 

tiJd vooral mc)notone functies dan kan in vele gevallen ook 

een slec·hte aanpassing een slecht gekozen regressiemodel 

leiden tot kJ.einere warden voor dan men bij een betere aan-

passing zou vindenc In deze gevallen verdient het dus ac111beve--

b ~v. passen. 

20 De toets tegen kettingcorrelatie kan oak toegepast warden 

in variantie-analyse problemen, voor het onderzoeken van een 

eventuele kettingcorrelz1·t1e in de tij'dsvolgorde der waarnemin·• 

gen en bij de aanpassing van orthogonale polynomeno BiJ varian­

tie 

woonlijk bekende eenvoudige waarden die direct met de proefopzet 
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• 

..... •· m r: ·n1,· ··· n p c·· n '- f 1 \ .. , l c· ··· "-...J \. ... J - . ' " ' .. , _- 0 ·-
rri(d ,, t , 1 1 · • :, 2r1 u _ ui oru{~en in Cte 

de aantallen groepen per 
1
·.1 f· t~ v·I (·:: e v 0 u c1 i 8:.' (= v a r i a n t i e a n a l 1· s c:: " 

62 t,rorc1, r1 u1··· . .l..Q•t•·'·:1-.l1 lr·t V V ~. . L .. L -, ,_ . ,_ C ,L . "--~ J.n grr::~1oth£:c.tt::n die met behulp va11 ta~• 

be 11<:-::n V r:1 n c·1 ,.. ·.. r·, . 
C·, . ,-' ,. l'·. 

"' • ,I. ,_.. Lr...J. • f) c) i. :rn r) m £' n t e b el) a 1 e n z 1 j n c D URB I l\T 

en vJ t., TS ON g i·: v f:. n z <.) v\T E: ·1 v c) or e n k e ~l. - e n t we e v o u d i g e v a r i a n t i e an a -

1 Y c_, r.:::. 
..:i ,·. 

' 

3 De J[O(~·t:s van J)TJI~,rr,J r:.rl w J\rl1S()}.J l[-3 s lE:?Chts vo0r zeE;r SPEC ia lE 

re ~re s s :.i. e E3 ;,i'· s t c: rr1,:: 11 s :·J f'. : c. i ;J l c:·; r·z e c: c1 a n t e n v an X , d i e t\7 i j' h i e r n i. c=; t t:~ - ~-

na de r z,ull(:-::n 1Jesr)r(::tcer1:. u11·1j:';·.)1")rn tnees t C)ndersche id.t:nc1 ten op-· 

zichte van allc mogeliJke ~~l1ivcre toetsenc Een toets is zuiver 

indien zijn ond0rscl1ej_dingsv€rmogen,althans onder alternatieve 

h y fJ o ..,c h. 1=: c=:; e n cl i I : v,1 f:; j_ n i g v cl 1-1 c1 e r1 u l h yr.> o t he s e v e rs ch i 11 en hi e r c} u ;s 

voo~ waarc1(;1-:i va r1 in rl<; lJuurt van O, ni8t kleiner is dan zijn 

CJ n l') e Jc r C) u w 1·J f~ ( B r ht.·: ~1- ci onc1E: r 

J ,, DURBIN f.;11c~ G QS. i•,J/\rl,~30l'J "1950.9 1951 , Testing for serial cc)rre•·~ 

C 0 'l7 LT'E1 R TN-~' rvr .t·\ 11 _ _ J_, ~ ., 

-l. cl 1: i ,~ n i ·l·1 1 E~ Et s Jc f3 q t:i_ cl r E:-; s r e gr e s s 1 o n 

P ;.-\rt: I J B 1 om e t ri. le ::) .? 3 7 1 9 5 O J pp 4 0 9 -· 4 2 8 .. 
Pr:,rt II~ Diometrikaj 38 1951, pp 159-178. 

r--, ··. 'f () '\11 P ~-·; r·) l·J .L .t . . _ 1 .•. ,---' ,. _ rr ,.. 1,-.. 'i f:- S ' I ' . > ci.._;_• ..• , of 1Je re ent age poi 11 ts or· tl1e 
. -, J .. /·. t f t > 
' ~•'. ,, I, ' . -•'1, • ,,-~ .,.,., ,.,- ,.,_ 1· - r·· v~- - · i~, • • . 

.L .. 1 "'· .. , , n , .) 1_ • L . . u '-' ... , ,_, . u n c , l o n c j - - • ' I • • - - .--, o-

L 

~-,, . t " ·i l· I ,. ' n ( ·. - r ,· . ..) J .. 1 __ ; t 1 • , _ r l ... ( .. t ., ·3 r· .) 
. { ... J 

RC /\ ' F I ('1 •· r ·r~;-, R , . ..., ,..;.1 F ,.) .t-.1. J.~ , .. Cl 11. '-

1)1! '15"1-'1810 

St21tistical t ab 1 e s for b i o ·1. o • • 

g i c o 1 :3 fi- r ~'. c 1-l 1 tu. r a 1 and r11 r:.:: ci 1 c a 1 re s e arch . 
. ,. ·1 ... , 7 
i i _, L. " J <J 1. i ver & Boyd> London, Table V,, 

ApproxJ_mat1on to percentage points of the 

-d ~Ls tr i but ic) n" 

B i r_) rn 0; t r i 1{ a ., J 11· ~ :J p 3 5 2 - 3 5 8 Q 

G EitD A I(L]~Sf-{}( •*· G ROBB Et~ 1955, E~n toets tegen kettingcorrelatie 

bj_j toepassing van regressiemethoden bij tiJd­

reeksen. Verslag van een collo~uium voordracht 

over een art-1l-cel var1 J .. DURBIN en G~SQ WATSON, 

Ra1)port S "174 M 62 van c1c~ Sta·tistiscl·1e Af'deJ.ing 

van het Mathematisch Centrum, AmsterdamJ 1955~ 
Ve rs c l·l _L j n t v e rm o e d e 1 i J k in S t a t i s t i c a .s 19 5 6 ~ 
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Sequente toets voor het gemiddelde van een normale verdeling 

mrit gegeven spreiding, of voor het verschil der gemiddelden 

van twee normale verdelingen, waarvan de spreidingen gelijk 
• 

Wij variabele 
normale verdeling bezit met gemiddelde p en spreiding ~ . Men 

/ 

wil voor gegeven waarde de hypothese l < Q toetsen tegen 

oo Bij de hier te behandelen sequente methode verricht men 

waarnemingen )c.1 ) xi , x 3 ) • ... van*- o Na iedere waarneming wordt 
' nagegaan of de som van de gevonden waarden van x tussen twee 

• 

nader aan te geven grenzen ligt of nieta Zadra de som ~~n van 
deze grenzen overschrijdt, is het experiment beeindigd en kan 

de hypothese_ 
0 

worden aanvaard of verworpen. 

De hier te behandelen methode is ook van toepassing op het 

volgende geval: de stochastische variabelen u.. Pn 'V" hebben nor-
"" $ .... 

~ 

II I ma le verdel i ngen met gemidde lden ...,,. 1._L - I'.-'- en v :·: en dezelfd.e 

gegeven spreiding u' 1 
; 

hypothese 
I 

-·-, ., 0 
/ 

Men verricht nu paren 

u. en v-. Indie·n men nu -· .. 

men 

te 

wenst voor een gegeven waarde 
,--

toe ts en tegen de hypothese -

L de 
0 

II > M-O 

w a arnemi ne~en: u....t) -v-1 , LL2 > -vi , enz . van 
r ti t x · --- u , .... v x :: ,: u. - -v: • ... · en ~ ~ ~ \Ii_ s t e 1 t ., :.._ •• - ) 't. "\... '\.> 

is dit geval herleid tot het voorafgaande. • 

Het is niet mogelijk om een sequente toets te 

waarbij men slechts een kleine kans heeft om ~ 

construeren, 

'-""'0 te verwerpen 

voor iedere waarde van 

een kleine kans om < .......... _I ..... 
Q 

die iets kleiner is dan O , en tevens 

te aanvaarden voor iedere waarde van t 
~ clan lS 

0 
die iets grater Wel kan men bereiken, dat behoudens 

een kleine kans, hoogstens cc; ~ I\A,,,a aanvaard wordt als ...... ~ 1.< 
< -

0 
is en behoudens een kleine kans, hoogstens ~=_ a ver-

• 

moe-
ten door de onderzoeker vooraf vastgesteld worden . 
..................................................... 

1 Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2 Stochastische grootheden warden door onderstreepte letters 

aangeduid. 
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De toets kan dan als volgt ui.tgevo(-:rd wordeno 

Bereken~ a... 

1 - 1 - tx.. 

i -/l 
.... -

Tek~n in een rechthoekig co~rdinatenstelsel met de assen -· 

de evenwijdige rechten: 
• 

1 

• 
• ..... Cl%+ 

1 -

en7... 

de V\Jaar11eming ,c'l uit i11. het punt: -Z="l ,-t =x1 Men zet nu hierin 

T,igt di t pu11t ...... ~ O ; ]_ i f?: t~ 

hF_:t bov(::n of op 1--'
2 

, dan verwc:rpt men """'' < 

beide lijnen, dan verricht men een tweede 
0 

; ligt het tusser1 de 

paalJc dan het punt: 7.,-= ~ ) 

Ligt dit punt onder of 

• waarneming 

"Xl + X.'J.,;. 

op~ , dan aanvaardt men 
1 ...,. 

-x en be­
i 

0 

9 , 

ligt het boven of op 
~ 

, dan verWt:rpt mEn < Q ; ligt het 

lijnt"n dan verricht men een derde waarneming enz. tussen b:- ide 

De to(~:'ts n n 1... ... x + x.+ .... .,..x:1 
J 1 l ~ 

het eerst punt is het punt, dat niet tussen de 

ligto Men kan bew·ijzen, dat dit steeds na een 

waarn<·.:ming.en het gE:Val zal zi(jno 

Litr:ratuur: 

A. Wald, Sequential Analysis 1947 chapter 7. 
• 

" " . i Jnen 
'1 

• 

eindig aantal. 

• 

I 

Statistical Research Group, Columbia University 

tial Analysis of statistical 

1945, Sequen­

data, Section 1+ G 

Hierin vindt men een aantal voor de toepas­

sing nuttige tabellen 0 

• 
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1 

We gaan uit van de veronderstelling dat de grootheden 

de groc)tr·1eden y.1 een 
·1r-.. f ,, __ , 
'-- .....__ 

(1 
--- t- ./ 

4 -- {. 
J J.. • 

L - ' 

. ) wt::1.a r ·111 \T 
-t - verdeeld zijn 

en P<"1. ~
1 e n 0 r, r r· e -L r::i .; . l0 e J..:.i ._, \_ . . ,, - (,,.1. "' ,, 

\,. an -~e ,.., e, V' t;;, - l.,L ., •✓-., - noemt rnen eerste , 

orde kettingcorrelatie first order serial correlation 

Kettingcorrelatie 

model wordt dan vaak gebr1uikt lndien men kan veronderstellen dat 

de C 0-) r)r'e 1 ~ t· ·1~ .-, ' c.,. J c:: tus c~• er1 ; i_ ..... ) _,... 

C te ·r1rp Y, .,) '\.. . .,, - Q ; .. d 1., .. ) . an verder van elkaar 

wa.arnemingen belangrijk 

gelegen waarnemingen. 

('1951 leidt nu een exacte toets voor de hypo-

t11e se 

abelen rnet oneven 

r,·1 , .. , ,-. ····1 . ,• , . .,. 
Os .. ,i. '·-~..... -••• ,_ -

Gemiddt? ldc-' 

en 
(

-., .Cl 
l. l ., . 

en vsrin11t·ie 

( CJ -·- ') (;, --~ ..... 
I (.J 
\ _J -·· 

2.S.-,., 

-

1 :Lnkf.:: r'- e r1 Tel len \AJe de 

lijkr1eid CJP dan on ts tacl t: 

dus 
f:J -
--- 2 S 

J -

Hieruit volgt 

. ' 
~ T' , ' '"t,"'~. J "1' ' 

I.~, ' ., . 
., 1'1 ·-~--.. -.,,.., .,., 

. . 1 . r, r.::> l+ :l)-'I 

d ("" . ') ._)or de voorwaardelijke 

+- ttr 
•• ,, ... , ~ 'C: 

A -

·!- N 
--2.S+J 

"1-r 
-

4

•• 2 S .;. I 

~· • I 
•• • 
' / 

V E1.l1 (J.e ee rt~ te 

' _2 

,i•ar1 cle vari-

,... 1,... 1 e -'/ c·1 .... r:· • --i - l l ...... l (. . ,,...., .l.11> 

E:n cle r 1de ge -

- p 1)/" -·-..,s ) 
.4 • + ; 

·~ I 
/.,..,- I')>"",.. t·v· -1 'V . 

···2s 2S+I" 

:d.. l S ..,, 3. ·· 1 ?? -r I 2 S ~- I 1 5 + I 

Di t memorand1.1rr1 slechts bedoeld als ori~ntatie en streeft 



en 

'\/\Jaa r Ln <1 llS : 

l.~ 

.. 
lS, 

5 
en 

6 

te r•1,v i j ~l de 

i 
-­•• 

--
., 

1 fJ" -, 

-- l \ 
0 

/ 

t , 
-- 2 ,.'> 

r ~ '' c:~ /'. ,-, r· 7 -J \1' e r~ ,., ~., J. - I J. l -

I - 2 f 

( I 
\ 

2) - I 

I 

5 ·-"'2$--1 +· 2$+-I 

E~ t O (~ r·1a S t; j__ !::i C r1e fl; r;(J (") t r1e cler·1 -~·· 

,..l 1 c-< • (.~ ' ' i,..) .. 

.J 

1 ing 011a1·h:.:1nke 1 ·1. j k t~ o ·" er 1 (11 _ 1? 2 - .. 1. __ , 
I .,. I,,, 

-2-

V l 2 5 .a- J _, 
--

., n 

1,.rerdee lcl z ijn 

onder­

we 
()01{ i!i 

C':! 
als gegeven en dus 

- '··· ,_ 1...,) ~..,, 

als niet-stochastische grootheden 

In 
vJaarbij 

:i ae v c) rrr1 

z .. het s .., 

3 
,reel 1'1 

V _.._ - cie 

het lieaire regressiemodel, 

voorafgaande en volgende waar-
"'· 

dl'.l.E:> 

bele f'ungeeri.: .. 

Y. 
,, ,. 
1.)r1 ~•• 
I" ·•· - I 

-1-- ""T ' \ 
I J ,-·, r; ' •1 ✓I> j •"J ..,.., .. , -r- - als onafhankelijke varia-

<-· I, .) I (_...) 

Daar· onderling onafhankelijk 

normaal verdeelde fsrootr1ede11 
I 

v' met gelijke varianties 
~ C . 
,i, -✓ 

kun11.en 

we " in dit regressiesysteem met de methode der kleinste kwadraten 

n1eest 

den: 

aanneme 1. 1. j' ke --, n .. . -· • ::\ h t t " Sv a ,. 1.ngen voor de onbekenden en vin-
I 

7 
8 

-0 waE.1.r ir1 
-~ 
l/ --• _,. 

\I 
• 

()c 

-
11 

2· l/ 
I . J 

(, c·1 1 .. t:?' e e· f' t·· r ·1, E·~ .) ·• .I'."\.. ,_') • -·· V '-

-· ••• 

2. <:. -

- 2. 
- X. 

-n 
l 

' 
l 

' .·" .. ~, "'-; J 
I n t r l 't. I 'r? .t... --- L . 

I 
-~ . - • 

t ,(, -~ 

' exac-ce 

le nte r·e c::i c:• e·, r'l Y-t " ,.....) ....,,, .. ~ c:.: ...,_ 
., 

C') n 0. a e·:::. . ½.,) ... Lr1 ·rr1ode 1. 

I1--i 

( 3· 
\ 

r1et. t)ijzc)nder 

betelcer1t dit 

, n V. l t -- ~ - P'"",_.. ---- ,. ., \....; 0 r lC · gebruil.<.:en we dar1. 

a 1~3 

9 

die 

n -

to·e·t-qier·a~ar,oot-~e·t(J_~-'-' lt·· .)t .. ,- L- .L. • ,_,' ...,.,,-,, 

2~' ~ •"l .1 
..... ( I ·- ✓.._ - -· ,.~ , - - 0 .,r... -

· I 5 I __ 'J 5 . ii.~ _I $ 
· .-. ,"\ 1 -~- · - -·- 2. "' 2 ~-- • 
')'? ·- 2 / L.. { 7 e. _ Z J _ ·-''~ (,: 

· ' - ..:1. 1 5 - .;:. ' 5 
·---

onde1, <1e r1yi:1otl1ese y -- C) 
~ L-· u I ee11 F-ver1deling Fisher 

2 vrijheidsgraden bezlt, ') ·f '--· . 

- 2 
.J -

met 

,. ..... , .... ~~,.,-·-"""' 
·"' J 

__,,,.._,_ __ ,_,,.,.,-..,,_~ .,. _,_,,,,,.,.,_,_,. ••-• •' '"<'·-•----~~,,.._-,_~'+--• .,,.,..,,,~•"•'-'~' ,.,. 'o -'"''"'"•~'-'"' •-•• •~ -~o<,vh~- --""v•~••- • w• "·< •-~ •-..•-~ --• • , ~ ... , ......... ,,,-. ..,..,_-,..., •~~--,,-- ,. .. j O~ ........ ~--., __ ,...,•,--•--••---• .. ~ ____ ,,.._ 

'10 t 
-11-1 

-- F 
.... I ,, ., rn _. /.... 

die onder de hypothese 

be zit 

/' I 
::::::- . I 

. I I . ..I-,,, ·, 5 <:;. 
-""'-- - - ....... --· 

·-~ O een t-verdeling Student 
van H.B. Mann vrij he idsgraden 

of memorandum S 73 M 34 -

s te 11 ir1g ~- ~ 1 

met n 1 == n 2 = ill ,. ... nh -·- 1 

n-2 
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en de li_neaire v·ergelij1,eir1gen waar·ac1n cle 1.-cleinste kwadraten--­

schattingen moeten voldoen gnan over in: 

Hierin is 

\ .I 1 \I' (l \/ I 
/1.. /\ 1:'.- = /\ y . 

'v' ,1, . -l /\ j{, J e e ri kx k - ·ma tr ix ., I ;::3 
r, 

f,:' . I V ' V ·- ( \I I ' y:::::(,,-'\ A A!! 
--

niet singulier dan [;eeft 

de ge z o c hte k le ins te kvJaclr·a ter1s c 11at tin gen voc)r ...,7 > ... >l/jk • Orr1 

te bereiken dat X')< een inverse bezit, moeten we eisen dat 

X de rang k bezit, hetgeen overeenkomt met de eis dat de re-

gr e s s i e V e C t O r e n )( 71 - x1 J . . . .) X ·t 'n - I(, .) )~ 1 1 - 5; J . • . J :x ,. 'YI - ;.::--,_ ) .) . . . :, x~ 1 - 5?~ .i . . . ., X K.,., -·:?"' . 

linf.:air onafr1ankeli,jk zi
1
jn, cJ.LlS niet. vria. lineaire betrekkingen 

in elkaar uitgedrukt kunnen wordeno • 

Dit betekent ooao oak dat n > k is. 

De kleinste kwadratenschattingen zijn de beste zuivere 

lineaire schattingen d.w.z~: ze bezitten van alle mogelijke 

zuivere lineaire schattingen de klelnste variantie. 

I-Ie t min imurn_ van ) dat voor de waarden van 3 bereikt wordt, 
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= l.( 'I _,, _. 
V 1 VI-TVI · tv 

/\ .,1J /\ J - ~I ,,, 
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= 'j 'j 
4. 

0 I .t 

~,erwacrLt·ine;e11, ·,1ar·i,:1nties Vcln ..!- j, ••. > t Q 

t a C 4 I • I = 1 I 111 •• t l "l I l D ,, ., ... di a $ I • 5 I I :a I : ,., ,., u: I u~ d I u I .1,. ' . ta ; .. -I!. 4 
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.A X 4. • -'"1j '1 -
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\I /\ ~ = • 
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<"I"') 
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"'fl. - 1 ->_ --- k:; . ')'\ 

--d = 1 ' IJ 1 J ({ _.; 
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i.. d ) I : 1 a (J 
·,t ' \/ - ' , 
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in 1 t algemeen wanneer we En 
e e r1 i j en k ko lotn. vr1n Z doc)r 

cle 

2 
i. k 

minor van het element in 

voorstellen: 
l () 

rvlen kan aantone11 

1 {J ,_ 
.f.xi- . 1..r = (J" . 
·-t. J -k:'J 

dat 
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