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1, Inleiding

De toets van WILCOXON is de meest gebruikte "verdelingsvrije'
toets voor het problecm van twee steekproeven, 'Verdelingsvrij'
wil zeggen, dat geen onderstcllingen gemaakt worden over de vorm
van de verdellingen, dle aan de twee te vergelil jken steekproeven
ten grondslag liggen., D1t 1s het belangrijkste verschil tussen
deze Toets en de tocts van STUDENT voor twee steekproeven, daar
de laatstgenoemde Tocets alleen van toepassing 1s op sTeekproeven
uit normale verdelingan met gelijke spreldingen, hetgeen de toe-
pasbaarheid uiteraard aanzienlijk beperkt. Daar het wenselljk leek
voor een zo belangrijke, maar relatiefl nog welnig bekende, toets
als die van WILCOXON over cen duldeliji™, ook voor niet statisticl
bruikbare, handleiding te beschikken, werd in 1950 een door H.R.
VAN DER VAART geschreven '"Gebruiksaanwi jzing voor de toets van
Wilcoxon" uitgegeven (zie [8] ). Intussen i1s de toets op verschll-
lende punten verder ontwikkeld, waardoor behoefte aan een nlieuwe
versie van de handleiding ontstond. Dit leldde tot de ultgave van
de huidige. Deze bevat bovendien uitgebreidere tabellen dan Tot nu
toe beschikbaar waren. De berekeningen hiervoor werden ultgevoerd
door J. BONNINGA, Mevr. E.C. BOS-LEVENBACH, J. KOKKES, RINA KORS-
WAGEN, J. ROOSEN en J.J.F.M. SCHLICHTING.

e

Een globale kennis van de gang van zaken bij het toetsen van
hypothesen wordt vocronderwte .a.

2. Hel waarnemingsmaterinal en de getoetste hypothese

Het waarnemingsmateriaal bestaat ult twee onafhankelil jke
steekproeven

m:;xg: A xf};m il Lji: Lj;z_x"*'} Lj"‘r"!.*s

terwljl de te toetsen hypothesc ., inhoudtT, dat deze steekproeven
ult dezelfde populatl: aflkomstig zljn.

Men kan d1tT ook als volgt Tformuleren: gegeven 1s, dat

x, %, ..., %, onalthankell jke waarnemingen zijn van een stochastische
mmmmmmmmmmm grootheld g;q)ﬁ

1) Een stochastische grootheid iz een groothelid, dlie een waarschi jn-
l1jkheldsverdeling bezit, hetgeen gewoonlijk blijkt uit het feit,
dat hi] herhaalde waarneming onder dezelfde omstandigheden verschil-

lende ultkomsten verkregen worden. Stochastische grootheden worden

door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde letters, niet onder-

streept, worden vaak gebruikt voor waarden, die zij aan kunnen nemen
of' aangenomen hebben.



... onafhankell J‘{ﬁ waam;@mingen zijn van een stochas -
‘:5151-5?.‘ ‘Lﬂ’m
tische groctheid y ,

terwljl Tevens de x -waarnémingen onafhankelijk van dey -waar-

nemingen zijn. De getfoetste hypothese W, houdt nu in, dat «

Anpaes iy

en y dezellfde waarschignliljkheidsverdeling bezitten.

Voorbeeld 1
Men wil de tTreksterkte van twee partijen metaaldraden

vergelljken en men necemt daartoe uit partij A een steekproefl

van m = 8 draden en uit B een van m = 6 draden. Men bepaalt
van deze draden do treksterkte en men verkrijgt de volgende

ulitkoms ten:

A: 62,9 68,1 64,6 67,9 65,3 67,4 66,9 67,23
B: 68,2 66,3 65,7 65,4 68,0 67,5.

Deze twee reeksen waarnemingen (die in eenzelfde, niet ter zake
doende, eenhecid zljn uitgedrukt) komen nu overeen met de beide
Steekproevenoe e«,, . .., SP. y..y,., ... .y, - D& getoetste hypo-
these kan men nu als volgt interoreteren: de draden van de beilde

partijen zign geligkwaerdripg wat hun treksterkte betreft.

Oomerking 1: Men kan ook de hypothese toeftsen, dat de ver-

deling van y wel dezelfde vorm heef't als dlie van «< , maar
dat de ecrstgencocmde over een bepaalde afstand 4 verscho-
ven 1. Dan hebben occ+d  ¢n y dezelfde verdeling, hetgeen
men toetst door de toets toe te passen op og+d, o +d,. . .,x_+d
€Ny, Ly, . . . Ly, - Pe verders beschrijgving van de toets

geven wij voor d=o 3 zlj geldt geheel analoog voor dso. .

3. Wanneer leidt de toets Cot verwerping vanH, ?
De toets leidt met grote waarschijnlijkheid tot verwerplng

van t, , indien de kans, dat = een grotere waarde aanneemt dan
y ongelijk 1s aan de kans, dat = een kleinere waarde aanneemt

r——

dan y (zie [4: en [7] ). In formule:

'P[g_gy%;];é— P[g;-c}d] :

In practische bewoordingen kan men dit uitdrukken door te zeggen,
dat o« systematisch grotere resp. systematisch kleinere waarden
aanneemt dan y , hetgeen echter niet betekent, dat o« altijd gro-

CTere resp. kleinere waarden dan g aanneemt.



De kans op verwerplng van H, neemt in dit geval Toe met

toenemende m en m en nadert tot 1, indien men deze aantallen

beide onbegrensd laat toerniecmen.
Opmerking «: Als H, Julst 1s dan geldt:

(1) Ples>y] =Ple<yl.

Als echter Placsyl=Pla<y] dan behoeft W, niet vervuld te
zljn: e (D is nl. by, voldost ols 2% eén y belde symmetrisch

ten opzichte van 0 verdeeld zljn met verschillende spreil-

dingen.

4. Berekening van de toetsingsgrootheld W
De toetsingsgrootheidWw 1is gelijk aan twee maal het aantal

paren waarnemingen (o, y ) , Waarvoor x>y, 18, vermeerderd met
het awntal paren (w«,,y,) Waarvoor Xy =Y, 1s.

Het 1s duldelijk, dat w een klelne waarde aan zal nemen,
indien de¢ o« ~waarden overwegend kleiner zijn dan de y -waarden,
een grote, Indicn het omgekeerde het geval 1s en €en interme-
diaire waarde, indien geen van dceze beilde situaties zich voordoet.

™

De berekening van W (de door W in een bepaald geval aange-

iy

nomen waarde) kan o2 velerlel wijzen ultgevoerd worden, Eéen der
in de practijk zeer handig geblcken methoden demonstreren wlj
aan de hand varn voorbeeld 1. De hieronder beschreven werkzaam-
heden zijn voor dat voorbecsld in schema 1 ultgevoerd. De be-
schreven werkwijze ondergast enige kleine,later te vermelden

wijzigingen, indien c¢r gelijke wdarnemingen zljn, hetgeen b1 ]

dit voorbeceld niet het geval 1s.

7. Rangschik de waarden y ,y_, ...,y naar opklimmende grootle
in de tweede kolom van een schema, beginnende op de tweede regel
en telkens één regel overslaande.,

2. Nummer de regels in kolom (1) van O tot 2wm. Het nummer
in ledere regel is dan gelijk aan twee maal het aantaly -waarden
1n vorige régelsﬁ vermeerderd met het aantaly -waarden in de be-

trokken regel.
3. Noteer vervolgens de waarden x,,<,,...,<, 0p de regels

tussen die y -waarden, waar zij tussenin liggen.

2 ) Gewoonli jk wordt voor de toets van WILCOXON de toetsingSgroot-
neld y = -;7 W gebruikt. Om gebroken cetallen te vermljden, wordatc

hicer W 1ngevoerc. )



4, De bijdrage tot W van 1cdere rcecgel waarop een « voor-
komt, wordt in kolom (4) genotecrd; geze wordt verkregen door
het aantal x-waarden Iin %olom (3) te vermenigvuldigen met het
in dezelfd. regel stainde getal Iin kolom (1)¢‘

5. Door sommeren van de bedragen in kolom (4) krijgen wij

de blj deze steekproeven behorende waarde van W .

Schema 7
Berekening van W bilj voorbeeld

| | waarnemingen van
T N i X
O 62,9 64,6
g 65, 2
2 | 05,3 . *"“‘
3 ‘ 65,4
i
5
A 18
I
" &
10
‘Fotaal, =6 m=E3 W=38

Voorpeeld =
Door cen wijgziging in het productieprocegs kunnen weer-

standen sncliler gefabriceerd worden. Men heef't nu 2 partijen
wecrstanden (édn volgens het oude (x) en één volgens het nieuwe
procedé gefabriceerd(y) ) en men wil onderzoeken of de elec-
trische weerstand voor de belde partijen verschillend is. Hlier-
toe neemt men van belde partijen een steekproef en men meetT

de weerstanden van de ¢xemplaren daarvan. De resultaten zign
(in Ohm) :

1e steckproct (x): 147, 150, 150, 153, 148, 144, 155, 151, 146, 151
2e steckprocf (v} 140, 45, 47, 447, 138, 444, 149, 150.



De te toectsen hypothese H_, , kan nu als volgt geinterpreteerd
worden.

De twee Dartljen weerstanden zijn, wat hun weerstand betrel t,
gell gkwaardlg.

De berckening van ae Toetsingsgroothelid W , gact, nu er
slechts klelne groeples van gelijke waarnemingen optreden, na-
genoeg analoog aan voorbeeld 1 (zie schema 2).

1 Rangschik de waarden Yy Yay - -+ - 4y, naar opklimmende
grootte 1n de tweede kolom van ceen schema,beginnende op de
tweede regel en Telkens een regel overslaand. Gelijke waarne-
mingen komen op cezellds regel.

2. Noteer in kolom (3) de osc-waarden, dic niet geligk zign

atn ecn y -waarde, op de regel tussen dey -waarden waar zij Tus-
sen an ligmen, en noteer de o« ~-waarden die wel gelijk zljn aan
eeny ~waarde op dezellde regel als die y -waarde.

3. De getallen in kolom (1) verkrijgt men nu door voor

ledere regel twee maal het aantaly -waarden erboven te nemen,
vermecerderd met het aantal y ~waarden op dezelfde regel. Op de
laatste regel in kolom (1) komt dan het getal 2w te sftaan
(contrdlic).

4. De biljdrage tot W van iledere regel waarop €en o VOOI-
komt, wordt in kolom (4) genoteerd. Deze wordt verkregen door

het aantal x-waarnemingen in kolom (3) met het getal in kolom (1)

dat op dazellde regel staat, te vermenigvuldigen.
5. Dooyr sommeren van de bedragen in kolom (4) Krijgen wij
de waarde van \wf

5

6. In kolom (5) notercn wij de aantallen gelljke waarnemiln-

gen in i1cderc regel. Door sommatie moeten wij het totale aantal
waarnemingen krijgen (N= m+m ),

7. De derdemachten van de getallen in kolom (5) noteren
wiJ in kolom (6): wij sommeren deze derdemachten en noemen
hun som 3D

Pe kolommen (5) en (6) hebben wij vooralsnog nilet nodig

doch inewn der volgende paragrafen zal het nut van deze ko-
lommen blijiken.



waarnemingen van

Schema 2

Berekening vanw bilj voorbeeld 2

bijdrage| aantallen
celi jken(t)

10
12

50 |

O

g 1383

2

3 140

il 1 ;
) 5 144 | 140

6 |

7 | 145

3 | 146

10 i 147 147 17 ,
12 i 43 |
§ 13 149
‘ 14 |
- 15 150 150 150

16 151,151,153, 155
n=8 | om0 |

Voorbeeld 3

1 1

g 1

o 3 i

1 1

g 1

3 27

1 1

1 g

3 27 |
2,1, S, 1,71
N=18 D=T78

In dit voorbeeld stelt x de lengte van de mannen van een

bepaalde bevolkingsgroep voor, en y de lenglTe van vrouwen van

dezelfde groep (lenpte in meters). Zowel van « als van y 2zljn

ccn aantal waarnemingen verricht.

Waarnemingen

<: 1,72 1,68 4,77 1,73 1,68
1.83 1,75 4,772 1,79 1,38%

y : 1,56 1,65 1,60 1,69 1,74
1,53 1,89 1,68 1,66 1,63
1,83 1,61

Men wil nu onderzoeken of in deze bevolking

1,59
1,04

1, TH
1,72

1,73 1,81 1, TH
1,65 1,65 1,74
1,63 1,67 1,66

de lengte van de

mannen svstematisch verschilt van de lengte van de vrouwen.



De nulhypothese H_, Juidtl:

De mannen cn de vrouwen van deze bevolkingsgroep verschil-

len niet systemat.sch in lengte.,

De berekening van W ga.t analoog aan voorbeeld 2, (zie sch:ima 3) .
Schema 3

Berekening van W bij voorbecld 3

_ ™

- b1 jdrage |aantallen

waarnemingen van
Y S x | tot W |gdliken(®)!
g 1,53 1|
2 i
3 | 1 56 | ' 1 ‘ 1
I i 1,59 1 g
5 1,6 | | 1 |
5 f |
7 1 1,67 . 1 1
5 | 1 g
B+2 = 10 | 1,63 1.63 ; > | 3
12 1,64 a2 1 g
1043 = 15 | 1,65 1,65 1,6 3 o7
13 | | - |
1542 = 20 E 1,60 1,066 | . 2 | 3
op ;
23 1,67 ’ ’
| oyl ; ; |
é 25 1,68 | 1,68 1,68 50 3| eT
- 26 | ‘ |
‘ o7 1,69 | g 1
2 ‘ % ; |
~9 1,78 | 1,72 1,72 58 _ 3 | 27
} 30 | 1,73 1,73 60 2 | 8
3043 = 33 | 1,74 1,74 1,74 1, TH 133 . ok -
36 1,75 1,77 1,79 1,811,382 | 180 11,1,1411,1, 1,1,
37 1,83 1 1
383 | 1,88 33 1 1
39 1,89 i T
40 |




Voorbeeld 4
Gemeten 1s de tijd s 1n seconden nodig voor een bepaalde
psychnloglsche test. Het wa:.rnemingsmateriasl besteat uit:
€

wgarnemingen bij personen van 30-44 jaar (= =, .. . ,x

o, )

en waarnemingen bij personen van 45-60 jaar (%u?h~~~ C Y )
Men wil onderzoecken of de tijdsduur afhangt van de leeftijd
van de proefpersonen. D¢ hypothese H, luidt nu:

De Tigdsduur 1s onalhankelil jk van de leeftijd van de proef-
nerscnen en verschilt dusniet systematisch voor de beide groe-
nen., HetT materiaal 1s geclassificeerd als aangegeven 1is 1in

canel 1. Tabel A

lTijdsduur (in seconden) van een psychologische
test b1ij personen van 30-44 resp. 45-60 jaar.

Klasse i1ndeling

Aantal waarnemingen

VOOr o van y
120 - 149 1 7 1
150 - 179 12 1
180 - 209 f 15 T’
210 - 239 2 | 3
PU0 - 2606 f 173 ¥ L
270 - 209 14 ? 11
300 - 329 171 6
330 - 359 f 5 6
360 - 389 - 2 2
>

390 - 419 3
U1t deze tabel ziet men dus b.v. dat 7 personen tussen 30 e€n
b4 jJaar voor deze test een t13]d nodig hadden die ligt tussen
120 en 149 saconden, ctc.
Nu 1n de waarnemingen groepen van betrekkelljk veel geli jken
voorkomen, gaat de bovenbeschreven methode ter terekening van
W over in de volgende (zile schema 4):
1. Noteer in kolom (2) (zonder regels over te slaan) het
aantal waarnemingen vany , dat in de verschlllende klassen valt.
2. Noteer in kolom (3) het aantal waarnemingen van « 1in

il

dlie klassen.



3. In kolom (1) noteert men nu op iedere regel twee maal
net aantal y -wacrnemingen, dat boven die regel staat, vermeer-
derd met €dnmaal het azntal y-waarnemingen, dat op dezelfds
regel staat.

hen snelle wijze van berekenen van deze aantallen 1s de
VO lgende :

Op de eerste regel komt dus 1

Op de tweede regel komt T+ 1 + 1 =

Op de derde regel komt 3+ 1 + 7 = 11

Op de vierde regel komt 11 + 7 + 8 = 26
eNng .

In schema 4 geven de pijlen de optellingen aan. In de on-
derste regel moet twee maal het aantalEj«waarnemingen Ko -
men te sta:n (1072 = 2 x 51).

4. Vermenigvuldig nu de getallen in kolom (1) en (3) met
elkasr en noteer het product in kolom (4); tel de producten op.

Dt peoftW= 3482,

Indien men over een reckenmachine beschikt, krijgt men W
direct door accumulatief vermenigvuldigen, zonder dat dus voor
iedere regel het resultact van de vermenigvuldiging genoteerd

behoef't te worden.

5. Noteer in kolom (5) en (6) de waarden van t en t° en
bepaal de Tofalen MNzmi+rm en D
Schema +
Berekening van W bij voorbeeld 4 (geclassificeerde waarnemingen).

(3)

Klasse - . waarnemingen van bljdrage . aantal |
X tot W |gelijkent

1 7 /135.7 — 7

1 c 3x12= g6

( 15 - 11x15=105

S 2 | 26x29=546

5 13 | 38x13=494

B - | 53%x11=583

5 : 11 70x11="T70

5 D - 82x5 =410

: 2 50x2 =180

| > 3 - 97x3 =291
3 N
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D Deverdelingvan\y'onderdesgetoetstehypotheselis

Indlen de hynothese H_julst is, dus als de twee steekproeven
ult dezelfde verdeling afkomstig zijn, kan de verdeling van de
toctsingsgrootheld W berekend worden. Voor am=4 €N m=5 b.V. €n
voor het geval er onder de waarnemingen geen geliljken voorkomen,

zlel de verdeling van W er uit als in de onderstaande figuur.

P[ WMWI Hﬁ] 100

o 2 4 &6 & 10 iR mxé:» 8 20 22 :u,;z& 30 B2 a3y ab 38 4o W —>

ffiguur 1

De verdeling van W onder de hypothese H, voOr mm=4€n m =35
(geen ge-

ijke wasrnemingen) .

Op de X-as zijn de weaarden dic W aan kan nemen, ultgezet en op

de Y -as, de kans dat w de betreffende waarde aanneemt als 'Hg
Julst 1s. Biljvoorbeeld:

?EW = \2-‘ Hg] == G,Q&‘

Dit betekent: de kans dat W de waarde 12 aanneemt, 1indlen 0,

juist is, is gelijk aan 0,006.
P[w ; 36‘ Hg] —_— P[\ﬂ{ :-:.36‘ HQ] ¥ p[‘\dMEa‘ Hm] '*“-P[\f_{ml-le‘ HQ] —

= 0,016¢g + 0,0079g +Q,00F g =0,0317,

Dit betekent: de kans dat W een waarde 36 of groter aanneemt,
als H, Julst is, 1is gelijk aan 0,0317.



1~

nhigenschappen van de verdeling van Ho Julst 18s.

4.

De verdeling van W 1s discreet, want W kan alleen gehele

Mgy

waarden aannemen.

De verdeling van W is in het algemeen niet symmetrisch,
behalve,

als m=m,

als de omvang 3) van de 1e groep geliljke waarnemingen
gelijk 1s aan die van de laatste, de omvang van de tweede
groep gelijk is aan die van de op één na lastste, enz.
Sotellen wly het aantal waarnemingen dat de kleinste
waargenomen waarde bezit voor door +, het santal dat de
op €én na kleinste waarde bezit door t, , etc., en wor-
den e¢r in het toftaal £ verschillende waarden aangenomen
dan 1s de¢ verdeling dus o.a. symmetrisch als

to=t, ,t, =t eNnz.

£ ~1

De verwachting (het theoretisch gemiddelde) p , van de
verdeling van W is gelijk aan het product der steekproefl -

A——

grootten o= .

De variantie van de verdeling van W wordt gegeven door:

e———

L e { NT = D)
I NN =)

Bevatten de¢ belde steckproeven geen gelljke waarnemingen

dan wordt D=N en dan 1is dus

HE'“*'D = Na - N = H(\H-—t)(ﬂ*‘!)

en In dit geval wordat de varlantle

r 4

e

g st mm (N+) (geen gelijke waarneminger) .

6. Kritieke gzones en overschri jdingskansen (algemene beschou-
- , L JILlE 1 DV CIL JUlllgohdlloell § dletlitile MVEoLiiUu

wingenzg

Wij zagen reecds in par. 4 dat de toetsingsgrootheid W een

kleine waarde aan zal nemen, indien de x -waarden overwegend Kleil-

ner zijn dan de y-waarden en een grote waarde indlen het omge -

Keerde het geval is.

Wenst men nu de hypnthese H, Te toetsen tegen de alterna-

tieve hypothese, inhoudende dat x systematisch groter af kleiner

18 dan Y

R

, d.w.z. tegen de alternatleve hypothese
H: Ples>ylsPle<yl,

3) het aantal elementen.



dan kilest men een tweezljdige kritieke zone Z voor W , bestaande

uit grote ¢én kleine waardcen van W . Wil men de hypothese H, allecn

toetsen Ttegen de alternatieve hypothese dat = systematisch groter
1s dan y , dus tegen de alternatieve hypothese
H,: Plxsyl >Plx <yl

dan kiest men cen rechtsédénzijdige kritieke zone Z_ bestaande

ult grote waarden van W . Een linksécnzijdige kritieke zone Z,
gebrulkt men als men H, wil toetsen tegen de alternatieve hypo-
these

Hy: Ples>y] < Plx<yl],
Worcdt een waarde W gevonden,; dic in de gebrulkte kriltleke zone
ligt, dan wordt H, verworpen. Ook indien H, Jjulst 1s, kan dit
gebeuren, hetgeen dan een ten onrechte verwerpen van H, inhoudt.

De kans op dit ten onrechte verwerpen wordt de onbetrouwbaar-

held van de kriticke zone (of ook: van de toets) gencemd en de

kriticke zone wordt zo gekozen, dat deze onbetrouwbaarheid niet
groter 1is dan een van de te voren gegeven grens o« , de onbe-
trouwbaarheidsdrempel,

Wordt HW, verworpcen omdat W in een rechter-kritleke zone

valt (dus "te groot'" 1is), dan trekt men de conclusie, dat:
Plesyl >Ple<y] ,

of ,in practische bewoordingen,: dat x systematlsch hogere waar-
den aanneemt dan y . BiJ e€en waarde 1n cen linker-kritieke zone
18 alt Jjulst andcrsom.

Het resultaat van een toets kan nog lets vollediger uitge-
cakans op ‘Te geven.

drukt worden door dco¢ overschrijdin

Een algemene definitic van een overschrijdingskans 1luldt: de

onbetrouwbaarheid van de klcinste kritileke zone, dle de gevonden

waarde vanw nog Juist Dbevat. Daarblj worden dan ook kritleke

zones met een onbetrouwbaarheid >« 1In de beschouwing betrokken.
Voor de rechts- (resp. links-~) éénzijdige toets wordt de

overschrijdingskans met ﬁw ( resp. ﬂf ) aangeduld en de definitle

komt dan neer op: de kans op het optreden, onder de hypothese Hg

van een minstens even grote (resp hoogstens even grote) waarde

als de werkelljk gevondene.

In het tweezijdige geval wordt het symbool £ gebruikt.

In vele practijkgevallen kan men volstaan metT voor 4 twee maal

de kleinste ééngzijdige overschrijdingskans van de gevonden waarde

van W te nemen. (vergelijk echter par. 9). Het vinden van een
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gebruiken, dan vinden wij o*% 3béce , dus o=boe en

]W:.}J“‘:__.L,, = 2,2 3.
o

Voor de overschrijdingskans vinden we dan

A =2.0,0129 = 0,0254.
De invloed der gelljke waarnemingen 1s hier dus klein.
Gebrulken wil] een onbelrorwbiarheidsdrempel 0,05, dan wordt,
daar de overschrijdingskans kleiner is dan 0,05, de hypothese
R, verworpen., H_, houdt 1n, dat mannen en vrouwen niet systema-
Cisch 1In lengte vercchillen., en deze hypothese wordt dus ver-
worpen ten gunsce van de hypothese dat mannen systematisch lan-
ger zijn dan vrouwen (de gecvonden waarde van W is n.l. groter

dan mm ),

Opmerking 9: Als er gelijke waarnemingen zijn dan geldt

Wl

3
%’\fnﬂm(_(\i-ir-!)‘:ﬁ' e (M -D)
SN (N =)

Dus als wij, in de formule voor de variantie van w , de

AN

gelijke waarnzmingen niet in rekening brengen, vinden we

een te grote waarde veor deze variantie en dus een te

grote waarde voor de oversgschrijdingskans., Is deze te gro-

o R

te waard: voore d: overschrijdingskans €« dan wordt M,
dus vervorpen en heoeft men de berekening der derde machten
niet ult te vooron,

Ultwerking van voorneeld U

: T | Tl el YR AN w4 TN o WY Gl Y 5N oL P ol ¥ WY ugde

De Toets wordt woeer twen7ijdig uitgevoerd met o =00 .De
berekening van de overgcechrijdingskans gaat als volgt:
W = AL,

M = 15

¥

D = 60!3?3

Hmﬁﬂ%m 5‘003
5 _
2 MmN -D)

U‘m"m e A R BN ) 4L O
uN(N“E) - QC '

T =850389.

Dus

In een tabel der normale verdeling vinden we voor de tweezijdi-
g€ overschriljdingskans

& = R.0Q,000 = O,&c0l,
Brengen we in de formule voor de variantie de gelil jke waar-
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In gevallen als die van voorbeeld 6 zal men, om de over-
schrijdingskansen te vinden, de exacte verdeling van w onder
de hypothese H,Z moeten berekenen. Hoe men deze exacte verdeling
berekent en hoe men in deze gevallen de tweezljdige overschrlj-
dingskansen defini&ecrt zullen we hier niet uliteenzetten; dit
valt buiten het kader van deze handleiding wn wij verwijzen
hiervoor naar [ 2].

Bij voorbeeld 4 heeft de exacte verdeling van W , als

juist is, de in fig.? getekende vorm. Uit deze figuur ziet men
dat de verdeling in dit geval een zeer onregelmatig karakter

heef €.
L Plw =wlH,]
o1 5 T
2.1 0
C o8
|
6 vy % 56 30 43 44 47 aqbe 83 85 505qtr by bbby 7a 72 T 9 g5

figuur 3

Verdeling van W onder de hypothese H, VOOr m=5, m=10o,t =1, t,=8,
tbmtqm 3&

10. Enige opmerkingen over de keuze tussen €én- en tweezijdig

toetsen

In par.6 hebben wij reeds opgemerkt, dat men de hypothese
H, kan toetsen tegen de alternatieve hypothesen
H: Plxsyl#Plx <yl



D7

of Tegen
HI:'P{Z}_‘.}%‘} > Pl <yl

of tegen
Hy Pl w s 4] < Plx <yl

Men gebrulkt dan cen tweezijdige. een rechtséenzijdige, resp.

T

linkseenzijdige kriticke zone {overschrijdingskans). Bij rechts-
i
.

éénzijdig (en mutatis mutandis bij linkséénzijdig) toetsen kan
men nimmer beslulten Tot: v 1s systematisch kleiner dan y ,want
een kleine waarde vanw {d.w.z. kleiner dan mm ) kan bij rechts-
ééhzijdige toetsing nooilt in Go Kritieke zone liggen.,

Hiermede zal men rekening moeten houden, indien men overweeg?t

cenzijdig te toetsen. Anderzijds zal, bij rechtséénzijdige toet-

silng sneller ontdekt worden, dat x systematisch groter 1s dany ,

A,

indien dit het geval is; immers de rechter kritieke zone is dan
groter.,

1

od v s o . .
De rechtscenzi jdige teoets kan men dus toepassen als men er

R

ultslulitend in geinterescteerd 1s H, te verwerpen ten gunste van

e A NN . AN e DRSS} Nl G - AN - SR,

de alfernatiecve hypothesc, dat o systematisch groter 1s dany ,
dus tegen H,: P{x >y] > P{x <y].

Dit zal b.v, het geval zlijn, indien men, onafhankelijk van het
gegeven waarneminggmaterianl, weet dat o« niet systematisch

“ N el TR Jam v uiiiaes -V et i

Kleiner is dan W Oolt practische overwegingen kunnen echter

tot deze keuze lelden ‘zle voorbeeld 7 verderop).

%

" : ara - m ﬂ
Men gebrulkt dan een rechoscenzijdige kritieke zone en men be-

L 8]

sluit tot: o« 15 systimacisch groler dan y , als de berekende

Ayn—y,

waarde van W in de Vritiacioc zcae _igt,

Opmerking 10. Het ig c¢chioer onjulst cénzijdig te toetsen

naar aanleiding van <2 gevonden waarde van W . Zou men n.l.,

*

omdat b.v. Wy wuw gevonden s, ecn nechtsdéénzijdige kritieke
zone nemen ‘omdat W toch nict in een linker kritieke zone
ligt", dan dient men %e overwegen, dat men, als Wep gevon-
den was, hetzelfde met cen linkséénzijdige Zone, zou hebben
gedaan, In felte werkkt mcn dan dus toch tweezlJjdig, maar
zou men nu de rechtulidnzijdice (resp. linkséénzijdige) kri-
tilieke zone de onbetrouwnaarheid o geven, dan werkt men

dus eigenlijk met een tweezljdige kritieke zone met onbe-

U

trouwbaarheid 2o . et feit, dat W»>u (resp. <y ) gevonden
is, doet zich gelden biJj de conclusie, indien H, verworpen
wordt. Immers men beslult dan niet alleen, dat H, onjuilst
is, maar oek; dat « systematisch groter (resp. kleiner)

Slifvmus

dan Y 18,



Indien men éénzijdig kan toetsen verdient het aanbeveling dit
inderdaad te doen, daar de éénzijdige toets,zoals boven reeds
vermeld, bilj dezelide onbetrouwbaarheidsdrempel een groter on-

C)

derscheidingsvermogen bezit dan de tweezijdige (zie par.11).

De tot nu toe gegeven voorbeelden zljn allen tweezijdig getoetst
omdat nergens redenen aanwezlg waren, die het besluit van dén-
z1jdlg tToetsen zouden rechtvaardigen.
Bij het volgende voorbeeld kunnen wlj echter wel éénzijdig toet -~
sen.
Voopbeeld "

Een Ttextiellabrikant wil door toepassing van een prepareer-

methode A zijn garens sterker maken.

Trekproeven, verricht op monsters onbehandelde en met A behan-
delde garens, gaven de volgende resultaten (uitgedrukt in een
of andere sterkte-eenheid).

Met A behandelde garens (o) Onbehandelde garens (y)
11,79 10,34
11, 21 11,40
13,20 10, 19
12,66 12,10
13,37 11,46

De hypothese dile wijwlllen toetsen luldt: de behandelde en de
onbehandelde garens zijn even sterk,
Aangezlen de fabrikant de prepareermethode voor deze garensoort LCh-
ter ~liccniwll dnvoeren indien deze methode de garens sterker maakt,
is hij er dus alleen in geinteresseerd H, te verwerpen ten gun-
ste van de alternatieve hypothese dat de met A behandelde ga-
rens systematisch sterker zijn dan de niet behandelde. De twee.
mogelijkheden: a) de prepareermethode helpt nilet en b) de pre- |
pareermethode gschaadt, leiden beide tot dezelfde beslissing:
deze niet in te voeren, en zijn dus bij dit probleem, practisch
gezlen, aequivalent, zodat zij niet van elkaar onderschelden
behoeven te worden. Het linker deel van een tweezijdige kritie-
ke zone zou dus doelloos zijn. |

We toetsen dus rechtséénzijdig en nemen als onbetrouwbaar-
heldsdrempel 0,05,
Voor de toetsingsgrootheid vinden we hier W=42en in tabel
vinden we blj sam=m=svoor de rechtséénzijdige overschrijdings-

6) Het onderscheldingsvermogen van een toets 1s de kans op het
verwerpen van H, , indien K, onjulist 1s,



el

kansg ‘Ec&:: 0,04 8.

Daar de overschrijdingskans kKleincr dan de onbetrouwbaarhelds-
drempel 13, verwcrpen wijde hypothese H, ten gunste van de hypo-
thege dat de prepareermethode de garens sterker maakt.

Indien wijhicr tweezijdig getoetst hadden, hadden wilj voor
de (tweeziJdige) overschrijdingskans &k —2.0,048 =o0,09b gevVon-
den; de hypothesce H,hadden wlij dan, blj dezelfde onbetrouwbaar-
heidsdrempel, niet kKunnen verwerpen,

De onbetrouwbaarheidsdrempel « van de ééngzijdige toets heeft
in dit geval de volgende practische interpretatlie: de kansiop
het ten onrechte invoeren van A (als dit niet helpt of zelfs

schaadt) is hoogstens gelijk aan « ,7)

11. Het onderschelidingsvermogen van de toets van WILCOXON,

vergeleken met dat van de toets van STUDENT

HeT onderscheidingsvermogen van de toets van WILCOXON 1s
voor speclale gevallen onderzocht., Men zou verwachten, dat het
bij Ttoepassing op twee steekproeven ult normale verdelingen met
gelljke sprcidingen aanzienlijk geringer zou zljn dan dat wvan
de Toets van STUDENT, daar bij eerstgenoemde Toets van het ge-

geven der normalltelit geen gebrulik wordt gemaakt.

VAN DER VAART [9] heeft het onderscheidingsvermogen van beide
toetsen vergeleken voor zeer kleine steekproeven (n.,l.m+msb)
en daarbl] bleek, dat het onderscheidingsvermogen van de toets
van WILCOXON slechts weinig kleiner is dan dat van de toets
van STUDENT,

Voor grote steckproeven (%xmnm eNn m e ) bleek ult (niet gepu-
bliceerde) onderzoekingen van G.E. NOETHER en E.J.G. PITMAN,
dat de verhouding: von de aantallen waarnemingen, dle nodig zijn
om de toets van WILCOXON en die van STUDENT in de buurt van H,
hetzelfde onderscheidingsvermogen te geven, tot 24 =z~ c,g55
nadert, Tevens beweczen zij, dat het onderscheldingsvermogen

van de toets van WILCOXON voor scheve verdellngen - waarvoor

dus strikt genomen de toets van STUDENT niet tToepasbaar is -
aanzienlljk groter kan zijn dan dat van de toets van STUDENT.
De tcocets van WILCOXON heeft verder een belangrijk voordeel
boven de toets van STUDENT, n.l. dat ver weg liggende waarne-

mingen, die wellicht (of wellicht niet) door een vergissing van
enige aard veroorzaakt zijn, welnig invloed hebben op de uit-
komst van de toets. Dit behoedt de onderzoeker voor het vaak

7) En wel, indien A niet helpt, doch schaadt, zelfs veel klei-
ner dan o« .



zeer onaangename dilemma: een waarneming, die er onaannemelljX
uitziet, doch waarvan men niet weet, of hij "fout" 1s, al of

niet weg te laten.
Litteratuur over verdere onderzoekingen vindt men in par.-z
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N

U =0 |
~J N QO
A OOUTHY
=N~
N —~J U1 |

1

- 0,125000

0, 250000
O , 375000

0,500000
0,625000

00 =3 |

0,571129

2

0,027773

0,055556
0,111111

0, 166667
O , 250000

05333333
O, 4hhlhy

3555536

m
i

0,011 05

0,023810
0,047619

O 083333
0,430952

03190476
0,273810
0,357143
0,45238"
0,547619

3

O 008333

0,016657

0,033333

O, 058333
0,001667

O, 133393
0,191667
0,258333

3533535
0,41666

0004765
0019048

0,033333
O:©571M3

0,085714
0,12857"1
0, 176190
0,238095
0330@762

0,380952
O,457142

05542857

i

0,003030
Q, " 006061
0,012127
Os 024242




TABEL I :

linkséénzijdige overschrijdingskansen (vervolg)

n = 6O

6

0,001082
0,002164
0,004329
0,007576
0,012987

0,020563
0,032468
0,046537
0,066017
0,089827

0,120130
0,154762
0, 196970
Q,242424
0,294372

0,349507
0,409091
0,46861L4

| 0,531385

0,000583
0,001165
0,002331
0 ,004079

0,006993

0,011072
0,017482
0,02564
0,036713
0,050699

0,06876k4
0,090326
O, 117133
O, 147436
0, 182983

0,222610
0, 266899
0,314102
0,365384
O,417832

O,472610
O:527389

0,000291
0,000583
0,001166
O,002040
0,003497

0,005536
0,008741
0,013112
0,0138939
0,026515

0,036422
0,048660
0,064103
0,082459
O, 104312

0,129662
0, 158800
0,191434
0,227856
0,267483

- 0,3100273

0,355187
0,402389
0,450758
0,500000

0,549242
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TABEL 1

0,00033 3
0,000666

0,001332
0,002331
0,003996

0,006327
0,009990
0,014652
0,021342
0,029637

0,040620
0,053946
0,070929
0,090576
0,114219

0,141192
0,172494
0,206793
0,245421
0,286380

0,331002
0,377289
0,425307
O, 474858
00,5254

e

i

0,000155
0,000311
0,000622
0,001088
0,001865

0,002953
0,004662
0,006993
0,010256
0,014450

0,020047
0,027040
0,036053
0,046931
0,060295

0,075991
0,094639
0,115928
0,140L82
0,167832

0,198446
0,231702
0,267910
0,306294
0,347164

0,389433
0,433255
O,477544
0,522455

linkséénzi jdige overschrijdingskansen (vervolg)

Al
——

3

0,000078
0,000155

0,000311

0,000544
0,000932

0,001476
0,002331
0,003496
0,005206

0,007382

0,010334
0,014064
0,018959
0,024942
0,032479

0,041492
0,052448
0,065190
0,080264

0,097436

0,117249
0,139316
0,164102
0,191142
0,220901

0,252680
0,286869
0,322688
0,360450
0,399223

0,439238
0,479565

0,520435



TABEL I :

]

0, 100000

Q,200000
0,300000
0 ,400000
0,500000

0,600000

2

0,018182

0, 036364
0,072727
0,109094
0,163636

0,218182
O, 220202
O, 3

0 islshs
O, 545”55

n = 9

,

0,004545

0,009091
0,01818¢2
0,031818
0,050000

0,072727
1045@5
140909
186364

o 240909

o 300000
63636
31818

o 500000

0 568482

4

 0,001399

0,002797
O, 005594
0,009790
0, 016783

0,025175
O, 037762
O 053147
0,0754126
0,099301

0,130070
0,165035
0, 206993
0,251T748
0, 302098

0,355244
0,412587
0,469930
0,530070

>

O, 000999
O, 001998
O, 003496
0, , 005994

0,009490
0,0154486
0,020979
0,029970
O, 041458

0,055944
0 073426
0, 094 05
0,119880
0,4h8854

0,181818
o 218784
0, 259240
0, 303496
0, 349650

0,398601
0, , 119054
0,500000

-3 -

linkséénzijdige overschrijdingskansen (vervohg)

0,000500

' 0,550949 |



TABEL 1 :

6

0,000200

0,000400
O ; OO0T799

0,001399
0,002398

0,003796
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0,005769
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0,01145
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o£234878
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0,00004"

0,C000862
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0,000288
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0,Ch63c0
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O, 000021
O, 000044

O, 000082
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0,000247
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O 00388?
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0,003496
0,006993
o ,013986
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0,234266
0, 286742
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0,000999
O 001998
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0,000666
0,001332
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0, ,003996
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0,009657
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o . 027639
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049617
O 08Q602
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0,154845
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0,219730 |
O, 256743

0,237036 |
0,339327
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0,476523
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