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1o Inleiding 

De toets var1 WILCOXON is de meest gcibruikte 11 verdelingsvrije 11 

toets voor het problectn ,,an t~i11JE:'2 steekproevenc, 11 Verdelingsvrij 11 

wil zeggen, dat geen onderstcllingen gemaakt worden ov~r de vorm 

van de vcrdelingen, di~ a8n de twee te vergelijken steekproeven 

ten grondslag liggeno Dit is het belangrijkste verschil tussen 

deze toets en de tacts van STUDENT voor twee steekproeven, daar 

de laatstgenoemde to~ts alleen van toepassing is op steekproeven 

uit normale verdelingGn met gelijke spreidingen, hetgeen de toe­

pasbaarheid uiteraard aanzienlijk beperkt. Daar het wenselijk leek 

voor een zo belangrijke, maar relatief nog weinig bekende, toets 

als die van WILCO~ZJN ov8r cen duidelijk-1
, oak voor niet statistici 

bruikbare, handleiding te beschikken 3 werd in 1950 een door HoRo 

VAN DER VAART geschreven 11 Gebruilcsaanwijzing voor de toets van 
-----·-·--·•·' ... _....,.. ......_,.t 

1ATilcoxonr' ui tgegeven zie 8 0 Intussen is de toets op verschil-

lende punten verder ontwikkeld, waardoor b~hoe 

versie van de handl~iding ontstondo Dit leidde 

de huidige. Deze b6vat bovendien uitgebreidere 

~ . aan een nieuwe 

tot de uitgave van 

tabellen dan tot nu 

toe beschikbaar warenp De berekeninge11 hicrvoor werden uitgevoerd 

door J<) BON1'1"INGA, Mevr., EoC. BOS-Ll:!~,TENBACH, Jo KOKKES., RINA KORS­

WAGEN, J~ ROOSEN en JoJ.,FoMo SCHLICHTING. 

Een globale kennis van de gang van zaken bij het toetsen van 

hypo these n we) rd t ,;oo ro·ndc r:.:.:~ t e '_ (1. Q 

2o Het waarnsmingsmat£riRal en de getoetste hypothese 
. __ , ~ --\-- •. .....,... ••t•- .......... ' , .. -~------..---------,Q-.-

Het waarneming3materiaal bestaat uit twee onafl1ankelijke 

steekproeve11 

terwijl de te toetsen hypothsse ~la inhoudt, dat deze steekproeven 

u i t d e z e 1 f d (:;' po p u 1 a -t:L :_: c: :1-l 'f c () rr1 s t i £~ ~~ j_ ,j r1 0 

Men kan dit ook als volgt formuleren: gegeven is, dat 

cc, ~ x,.) . . . ,x~onafhankelijk~ waarnemingen zijn van een stochastische 
/'\ ' 

grootheid o: 1 J __,.._.._ _____ .... _____ ,,.,_,...,. ·- , 
1 Een stochastische grootheid is 

lijkheidsverdeling bezit, hetgeen 

dat bij herhaalde waarneming onder 
• 

een grootheid, die een waarschijn­

gewoonlijk blijkt uit het feit 3 
.,. 

dezelfde omstandigheden versehil-

lende uitkomsten verkregen wordeno Stochastische grootheden worden 

door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde letters~ niet onder-
• 

streept, warden vaak gebruikt voor waarden~ die zij aan kunnen nemen 

of aangenomen hebbeno 



/'J -c.-

Y Y u onafhankeliJ"ke wa2rnemingen ziJ·n van een stochas-
.) 2." •• ·1 :JI\'\, 

tische groc,thcid ~ , 

terwijl tt;vens dE' x -waarnt:.;rningen onafhanl{elijk van de y -waar­

nemingen zijr10 De getoetste hypothese H
0 

houdt nu in, dat ~ 

en~ dEzelfde waarschiJnlijkheidsverdeling bezitteno 

Voorbeeld 1 

Men wil de trekst~rkte van twee partijen metaaldraden 

vergelijken en men neemt daartoe uit partij A een steekproef 

van ,rn, == 8 drac1c-::n en ui t B el=.:·n van /'y"\, - 6 draden.. Men bepaa 1 t 

van deze draden d~ treksterk·te en men verkriJgt a~ volgende 
ui tkorns ten:. 

A: 62,9 
B: 68,2 

6456 67,9 65.93 
6 5 ~ ~) 6 5 :; 1+ 6 8 > 0 

Deze twee reeksEin waarnemingen die in eenzelfd~ niet ter zake 

doende, eenheid zijn uitgedrukt komen nu overe~n met de beide 

s teekproeven oc ~ - r sp _, 
\ \ ._._. '2. "t • • • • ,_..,, ''•'\. - ":J l '- ~ 2 ~ • • • ~ y '1'1. ., De g e to e t s t e hypo -

these kan men nu als volgt interpreteren: de draden van de beide 

partiJen ziJn geliJkwrr6rctig wat hun treksterkte betreft, 

Opmerking 1: Me11 kan ook de hypothese toetsen, dat de ver­

deling van~ vJC:.:'l d 1'·_zelfdc: vorm heeft als die van-:~ J maar 

dat de E:erstgeno(::tnde over een bepaalde sfstand cl verscho­

VE:n is c Dan l1ebb(::n ~+cl en~ de:zelfdc verdeling, hE:tgee11. 

tn e n t o e t st d o o r d e t o c:_., t s t o e t c p a s s e n op -:::-ic1 +cl> ~ + d.,.. . .. ~ x.'>"n + d 

en 1.J y u "DE~· VE:rdert-~ bescr1riJ.ving van de toets :J\ ~ ?." • ~ ~ l-:)'Y\. 

g<:.:Vt;n vJi,J voor cl= o ; zij geldt geheel analoog voor df-o. 

3 <> Wann(:~er lE.:::1_c1t (J(:, toc:ts ·tot verwerping van H0 ? 

D2 toets leidt met grate waarschijnlijkheid tot verwerping 

van \-\~ J ind.l<::;n_ d.c' kans :1 dat ~ een g:rotere waarde aanne emt dan 

~ ongeliJk is aan dt kans, dat x een kleinere waard8 aanneemt 

dan ~ .zie en 7 ~ In formule: 

? ~).~ p X.<~. 

In practische bewoordingen kan men dit uitdrukken door te zeggen 1 

dat ~ systematisct1 grotere rc-:;sp .. sy·stematisch kleinere waarden 

aanneemt dan ~ , hetgeen echter niet betekent, dat ~ altijd gro­

tere respo kleinere waarden dan ~ aanneemta 

• 



-~-_,1 

De kans op verwerping van H neemt in dit geval toe met 
0 

toenemende rrY\, en 'Y\, en nf3.d(:'rt tot '1 2 indien men deze aantallen 

beide onbegrensd laat toenemcno 

Opmerking 2: Als H
0 

juist l o 
.0 dan geldt: 

Als echter -P[~ >~ -!t{Fl~ < \rl 1 dan bE_jhoeft Ho niet vervuld te 

Z l• J·' n ., r·:;~-, 1·-1 • --1 i c• 1·., ·1 t, ... r ·v "·, .. L 1··~ •'. '.. •··1 '.:- l (:" ,-.,,,;- ,.::,.· n 
0 c, • (_ • ._ ..i., ., i L •• ) ., l - ,- (,~ , ) • V ' \ ,✓ .. 1..,, .{ .._"' J. •-. ~ . i ( . .. . _ l-.-.. ) .JI,.,,, '- hJ beide symmetrisch 

tc::r1 opz~r_chtE: van O V(:::rcJeeld zijn. met verschillende sprei­

dingen, 

4c Berekenin~ van de toetsingsgrootheid W 

De t:oE:t[~:i1--igsgroothEJidW is gelijk cJan twee maal het aantal .. ~ ... 

2 
is" 

isJ vermeerderd met 

Het is duidelijkj dat ween kleine waarde aan zal nemen, 

ind i e n d c-:.- x - t111 c?t 3 r cJ en C) v t::· rw e g e n d k 1. e i n er z i ,j n d an de y - w a a rd,: n > 

e E=~: n gr o t e > -:'l_ n cl j c: n h <::? t o mg c:: k E:' E; r cl e h (.: t g e v a 1 i s e n E' e n i n t fJ rm(:: -

diaire waa.rc1e, 1.r1cJ. 1c,n g:E:)c:_in \Jan c1c~ze l~>eidE:: situaties zich voordoE3t, 

De berekening vanW de dc)or Win een bepaald geval aange-

no mE n w f3 ,=1 r,cl E:: 
/ 

kan 0) VElerlei wijztn uitgevoerd wordeno Een a~r 

in de practiJk z2er hand:ig geblek8n methoden demonstreren wij 

aan de hand van voorbeeld 1~ De hierond~r beschreven werkzaam­

heden zi_jn voor dat voorbe~ld in schema 1 uitgevoerdo De be­

schreven werkwijzs onderga8t enige kleine~later te vermelden 

wiJzigingen~ indien er geliJkE~ waarnemingen zijn, hetgeen bij 

dit voorbe~ld niet het gcval J_s3 

1. Ran~sch1k de waarden t.::, t'> 'l,·~·1 'l"I., ~ -

in de tweede kolom van een schema 1 beginnendc~ op de tweede regel 

en telkens ~~n regel overslaandeo 

2o Nummer de regels in kolom (1 van O tot 2~~ Het nummer 

in iedere re3el j_s dan gel1_jk aan twee maal het aantaly -waarden 
• 

in vorige regels, V8rmeerderd met het aantaly -waarden in de be-

trokken regel .. -
3 .. Note8r vervo J.gens d(::· waarden -::c, 11 cc 2 ~ _. ~ ,oc"~""" op de r egels 

tussen die y --waarden, waar zij tussenin liggenc 
- ...... - ......... _._ --- _....., __ .... 
2 Gewoonlijk wordt voor de toets van WILCOXON de toetsingsgroot­

wordt 

hier W ingevoerdo .) 
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komt J worclt :L11 k<) -lorn LI 
I 

van icdere reg~l waarop een ~ voor­

gE~r1otec~rd; aeze wordt verkregen door 

het aantal x-waarden 5_11 kolom 3 te v~rrnenigvuldigen met het 

in de z e 1. f c1 \: r c:·: [s E: 1 s t c:) ,·:. n d. (·~: g c t a ·1 1 n k o l om 1 ., 

50 Door sommer~n van dE bedragen in kolom 4 krijgen wij 

de bij deze steekproeven bLhorende waarde van~ C 

Scl1ema 

Berckening vanW biJ voorbeeld 1 

~ 1 
\ ' 

, 'J 

' C. 
'4 
' ' 

1--------i---.----~----------+----_,. 

0 

1 

2 

3 
4 

5 

7 
E3 

'10 

11 

waarnemingen van 

y X 

68.,o 
68,1 

• 

bij­
drage 
totW 

0 

2 

18 

8 

10 

;------1----------1--•-----------;----
tn·--·8 

1.-----------'--··~ ______ _._ __ , _________ ,.-1 ___ _. 

Voorbeeld '.2 

Door c.:;er1 witJziging in het productieproces kunnen weer­

standen sncJ_l1·;r gefabriceerd wordeno Men heeft nu 2 partijen 

·wecrstan<jen 
.,. .,, 
(:en volgens het C>ude X ..... 

., ✓ 

en een volgens het nieuwe 
,, ,,, 

proccdc gefabriceerd ~ en mE:;;n wi.l onderzoeken of de elec-

trische weerstand voor de beide partijen verschillend iso Hier­

toe neemt rnu11 van beidtj partijen een steekproef en men meet 

de weerstanden van de exemplaren daarvanq De resultaten zijn 

in Ohn1 : 

-1 e ;J t t; L; 1{ 1) r O l~ f X 0 14 7 !1. 150 3 150., 153., 11.~s, 144., 155, 15"1~ 146, 151~ Cl ~, -
2e st ee 1-:pro c· f -... r "" 

,_/ 0 1 1~0, 11~ r.s - , 147, 14-7, '138, 144.1 '149, 150. - •• 

' • 

• 
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. 

De te to<-~tsen h~rpothESt:> \-\
0 

, l,can nu als volgt geinterpreteerd 

vJord(~fn" 

De twee partijen wEerstanden zijn, wat hun weerstand betrcft) 

gel i jkv,, ac.:J rd ig o 

De berekening van de toetsingsgrootheid W, ga~t, nu er 

slechts kJ_eine groepJ~s van ge·J.iJke 

genoeg analoog aan voorbeeld 1 zie 

waarnemingen optreden, na­

schema 2,; 

1 R a n gs c :·)_ i l,c d e v,J a a rd e n y t ) y a ) ~ . .. • '-1 'h, naar opklimmende 

grootte in de tweedc kolom van een schema~beginnende op de 

tweede regel en telkens een regel overslaand~ GeliJke waarne­

mingen komen op dezelfdf rcgelc 

2" Noteer in kc1lom 3 de ~c -vJaarden, di(:: niet geliJk zijn 

aE-n een ':;; -i\Jaardc:::, 01') dt.:: regel tussen de y --waarden waar zij tus­

s c n. J. n ·J. ·:i_ i; g <~: t1 .:, e n no t e e r d e cc ~· ,/IJ a a rd c:.: n d i e w E.: 1 g e 1 i j k z i j n a an 

een y -waarclc op dE.:zelfds· reg.cl als die y -waardE o 

30 De getallen in kolom 1 verkriJgt men nu door voor 

iedere reg(:l twe(,' maFJl het aantal 'd ~-waarden erboven te nemenj 

v e rm e e rd (:~ rd_ m (~~ t 1·-1 E ·L, a an Jc a 1 ':7 ... w a a rd.en op d e z E:: 1 f de re g e 1 p Op d E· 

laatste regel in kolom 1 komt dan het getal 2~te staan 

CO n t ro ~l. t:; ,, 

40 De bijdrage tot W van iedere regel waarop een "::c voor­

komt, wordt in kolorn 4 genoteerdG Deze wordt verkregen door 

het aantal x-waarnemingen in kolom 3 met het getal in kolom 1, 

dat op df~ZF:lfde r~gel staat, te vermenigvuldigeno 

5o Do·)r sommeren van a~ bedragen in kolom 4 krijgen w1j 

de waardf_:: van. '"' ., 

60 In kolom 5 noterc~n wij de aantallen gelijke waarnemin­

gen in icder~ rt.gelo Door sommatie moeten wij het totale aantal 

waarnem•i.ngen l{rijgen N== -'Y\.+~ 0 

7" De derdemacr1ten van dt~: get a llen in ko lorn 5 noteren 

wij in kolom 6 ; wij sommerf:n deze derdemachten en noemen 

nun som .D " 

De kolommen 5 en 

doch in c(··:n (_ler vo J_ge;r1clt~: 

lommen blijken,, 

6 he,bben 

paragrafen 

~ 

WlJ 

zal 

vooralsnog niet nodig 

het nut van deze ko-
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Schema 2 

Berekening van W bi(i voorbeeld 2 

, ' 
2 , 4. 

' J \ . 
"' waarnem1ngen van bijdrage aantallen 

y X 

138 

140 

145 

147 147 

149 

'150 

144 

146 

147 
';48 

150 150 

151J151,153J'155 

' 

5 

8 

10 

12 

30 
64 

• 

1 

1 

2 

1 

1 

3 
1 

1 

3 
2,1,1 
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I 6 • 
I 

1 

8 

1 

1 

27 
1 

1 

27 

i--------+-------•· _. __________ .....,._ ___ ~------+---...., 
totaal n=8 m=10 W==129 N=18 D==78 

Voorbeeld 3 
In dit voorb(:eld stelt x dE' ler1gte van de mannen van E~en 

bepaalde bEvolkingsgroep voor, en~ de lengte van vrouwen van 

dezelfdE:: groep leng,te i.n meters .. Zowel van o.:. als van ~ zijn 

8en aantal waarnemingen verricht. 

WaarneminRE;n 
' ' 

1 83 
~ 

1;68 

1 .s 75 

1-965 
1j89 

.-1 6r, 
I , ,.: 

1,73 
·1, 79 

1.969 
1J66 

1J,68 
,1 gr, 

I , (':_ 

1, 73 

1,65 

1,63 

1,81 1,74 

1,65 1,74 

1,67 1~66 

Men wil nu onderzoeken of in deze bevolking de lengte van de 

mannen systematisch verschilt van de lengte van de vrouwenc 

• 
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8+2 

• • • 

,1 . ; J_ ,.-,,,, 
I 1..) ·r r::.. 

• 

• . 
I 

I 

I 

I 
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De nulhypothese H
0 

Juj_dt:: 

De m2nnen c17. d. 1~, vrouv\Jen van deze bevo·lkingsgroe·l:i verschJ.1·­

len nj~et systemajcj_sch in lengte .. 

De berekening van W ga~t analoog aan voorbeeld 2 2 zie schema 3 , 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 

10 

12 

15 
13 

I~') 
C,,, c.. 

23 
24 
')5 L. -
r)6 ( __ 

07 r_ 

30 

33 
36 

37 
38 

totaal 

Schema 3 

Berekening van W bij voorbeeld 3 

' --) ' 
:> .. ' 

, 4' 
' ' 

I 6 I 

, 

• waarnEmingen van 
y X 

b 1 j drage aant ... · - en 
t o t ~J geJ:"j{o1 ~ 

1 > 6 ~) 

1,66 1J66 

1J68 

1 j 69 

n=20 

• 

1.?68 1,68 

1,721.972 

1;73 1,73 
1 ;., 74 

1;} TI 1,79 1 :;&11, 82. 

1.,88 

m=15 

4 

12 

50 

58 
60 

33 
180 

38 

w ..... 4 35 

• 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

3 

2 

1 

3 

1 

3 
2 

4 

•· 

(1 
.... '\ u 

1 

27 

1 

r)7 c:. . 

1 

27 
8 

64 

-11,1,1,11,1,1,1,1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

N=3 5 D.-.. -18 5 

' 
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• 

VcJorbeeld 4 

Gemeten is de tiJd sin seconden nodig voor een bepaalde 
' 

p s y c h '.1 1 (~) g i s ch e t e s t .. tl 1 :: t ,tJ a ,:. r 11 em in gs m a t er i a a 1 b e s t a a t u i t : 

ww_arnemingen bJ_J· oerso~€·n van J0-41+ J·aar ~ .-~ ..·, \ -x,., . . . . ............... 

en waarnemingen biJ 1,1E~:rsonen van 45-60 Jaar y\ .. y 1 , .•. )Y"t'\. 

Men wil onderzoeken of de ·tijdsduur afhangt van de leeftijd 

van c1e 1Jroefi)ersonen" Dt h~,pothes e H~ luidt nu: 

C 

DE~ tJ_jdsduur is onafhankelijk van de leeftijd van de proef­

~ersonen en verschilt dus~et systemat:1sch voor de beide groe--

l~E.l'l o Het materiaal J_s gecl0ssif"i.ceerd als aangegeven is in 

ta 1J {:: 1 1 .. 

Tijdsduur in seconden van een psychologische 

test bij psrsonen van 30-44 resp~ 45-60 jaaro 

klassf; ~Lndeling 

voor s 

1~~0 - 149 

150 - 179 
180 - ~?.09 

210 - 239 
2L~o - 269 
270 - r)(\9 C -1 - , -· 

300 - 3~~9 

330 - 359 
360 - 389 

390 - 419 

Aantal waarnemingen 

van x 

7 

15 
21 

'13 
11 

11 

5 
0 (.. __ 

3 

van y 

'1 

1 

7 
8 
4 

11 

6 

6 
2 

5 

Ult deze tabel ziet men dus bcVo dat 7 personen tussen JO en 
1+4 jaar voor deze t0st ee11. .lc·i_Jd nodig haclden die ligt tussen 

120 en 149 SE~canden~ etco 

Nu in de waarnemingen groepen van betrekkelijk veel gelijken 
.. 

voorkomen 5 gaat de bovenbeschreven methode ter berekening van 

'vJ over in de volgende zie schema 4 : 

zonder regels over te slaan het 

• 

1o Noteer in kolom 

aantal waarnemingen van 

2o Note0:r in kolom 

die klasseno 

~ dat in de verschillende klassen valt~ 

het aantal waarnemingen van ,:x. in -

• 
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3.. In ko lc)rn noteert men nu op iedere regel twee maal 

het aantal~ -wac1rnemingen, dat boven die regel staat, vermeer-
.1' ~ 

derd met eE:inrr1aal r1et a,~lntal y -•-waarr1emj_ngen 5 dat op dezelfd.:~ 

regel staat~ 

Een snelle wijze van berekenen van deze aantallen is de 

vo lgc::ndc~1 ~ 

Op dt; eerste regel komt dus 

OD de twE?ede regel komt t 1 -!-· 1 + 1 

1 

3 
11 ·1 d Op OE. Prdf~ regel komt 

Op de vierde regel komt 

3 -t- 1 

11 + 7 

+ 7 
_i_ 8 

I • 26 

In schema 4 geven de piJlen de optellingen aano In de on­

derste regel moet twee maal het aantaly -waarnemingen ko-

4 () Vermenigvu1.dig nu c1t:~· getalJ.en in 

elkaar en noteer het 
D ~\. ·L: t-; r c~ r· t W =-:. 3 4 8 ~~ u 

procl.uc t l• ,,. 1.r 1 "! (-'TT,1 • L L , 1t.. • ., .1 •. .! ·• 
)-4 

kolom 1 en 3) met 
; tel de producten op~ 

Indier1 men over een 1~el{e11machit1e beschikt, krijgt men W 
direct door accumulatief vermenigvuldigenJ zonder dat dus voor 

' 

iedere regel het resulta2t van de vermenigvuldiging genoteerd 

behoeft te worden~ 

5o Noteer in kolom 5 en 6 de waarden van ten t~ en 

rJepaal de tota.len N:: "rli-t-'Y'n. en :n " 
Scherr1a 4 

Berekening vanW bij voorbeeld 4 geclassificeerde waarnemingen~c 

. ' 
1 . ' 

/ 0. 
(_ ' . 

I ~ ' 

' _,) 

, 4' 
' ' • • _.,__ ____ ...;.-______________________________ _ 

l{lasse -
indeling 
vans 

120-149 
150-179 
180-209 
?10-239 
24-0-269 
270-299 
300-329 
330-359 
360-389 
390-419 

1 
3 

1'1 
26 
38 
53 
70 
82 
90 
97 

.. waarnemingen van 
y X 

'1 
1 
7 
8 
4 

'11 
6 
6 
2 
5 

7 
12 
15 
21 
13 
11 
11 

5 

3 

bijdrage 
tot W 

1)r7 = 7 
Jx 12 ·· 36 

11x15-165 
26x21-546 
J8x13-=494 
53x11=583 
70x11=770 
82x5 =410 
9ox2 =180 
97x3 -291 

aantal 
gelijken A 

8 
13 
22 
29 
17 
22 
17 
'11 

4 
8 

.. 
512 

2197 
10648 
24389 

4913 
10648 
4913 
1331 

64 
512 

i----------~-----------+---------r------1 ... --iaoo---t 
102 

• 

• 

n=51 m=100 W== 3482 N=151 
--·-__..,,.·_.i-..; .. _... ' --.,,;..' ---------------s--------_,___ ____ ___,__ __ ---'-

' . 
• 
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5o De verdeling van W on.der de getoetste hypothes~ Ho 

Indien dE hypothese H
0
juist is, dus als de twee steekproeven 

uit dezelfdc verdeli_ng afl{omstig zijn, kan de verdeling van de 

toc~:tsingsgroothe•icJ W bere1{E:jnd wordeno Voor 'Yn.=~ en rn..=5 b .. v .. en 

voor het geval er onder de waE,rnemingen geen gelijken voorkomen, 

ziet de vc~rde 1 ir1g van W er ui t a ls in de onders taande f iguur o 

-

• 

0 

f°'iguur 1 

De verdeling van W ondE'.r de hyl:iothesc~ H°' voor 'YY\.==i.,en ~=-5 

geen gelijke wa2rnemingen ~ 

w-> 

Op de X-as zijn d~ waE1rden,diE W aan kan nemen, uitgezet en op 

de~, Y -as :J dE kans dat W cle betreffende waarde aanneemt als ·K 0 

juist 1sQ Bijvoorbeeld: 

~[ W =- \:<..! H()] -- o.ob. 

Dit betekent: de kans dat w de waarde 12 aanneemt, indien Ho 

juist is, is gelijk aan 0 3 060 

P[ w >- 361 Ho]= 'P['ft = 36l Ho]+ ?['tf = 38\ Ho]+ --P[ 'w ,4 H~] = -

Dit betekent: de kans dat 'ti een waarde 36 of groter aanneemtj 

als H
0 

juist is, is gelijk aa11 0,0317., 

• 
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Eigenschappen van de vErdeling van~ indien H0 Juist is. 

1~ De verdeling van Wis discreetJ want w kan alleen gehele 

waarden aannemenc 

20 De verdeling van w is in het algemeen niet symmetrisch~ 

behalve :J 

als de Omv ~na 3 (",, 0 van de 1e groep gelijke waarnemingen 

gelijk is [3an die van de laatste, de omvang van de tweede 

groep gslijk is aan die van de op ~~n na laatste, enz~ 

Stellen wiJ het aantal waarnemingen dat de kleinste 

waargenornt-=:t1 vvaarclE:: bezi t voor door t, 
I' ,,. 

op een na kleinste waarde bezit door 

den er in het totaal -il verschillende 

, 

het aantal dat de 

t~ , etco, en wor­

waarden aangenomen 

dan is de verdeling dus o.ao symmetrisch als 

3~ De verwachting het theoretisch gemiddelde , van de 

verdeling van w is geliJl{ aan het product der steekproef­

grootten c:: ~'"YL,. 

40 De variantie van de vcrdeling van W wordt gegeven door: 

,yy\, rn. ( N 3. - 'D) 

::S t'l(N-t) 
• 

• 

Bevatten de beide stcekproeven geen gelijke waarnemingen 

dan wor1 dt D::. N E:n dan is dus 

N-s.-u N~- N - N(N-,)(N+t) 

~n in dit gcval wordt de variantie ,_. 

geen gelijke waarnemingen . 
• 

6 " l(r it ic l-<: c zones en overschri,Jdingskansen al emene beschou•-
Q 

vJln en-" 
Wij zagen reeds in paro 4 dat de toetsingsgrootheid Ween 

kleine waarde aan zal nemen 3 indien dex-waarden overwegend klei­

ner zijn dan de y-waarden en een grote waarde indien het omge­

keerde het geval isQ 

Wenst men nu de hypothese H0 te toetsen tegen de alterna­

tieve hypothese, inhoudende dat x systematisch grater ~f kleiner 

is dan ij , d.w~zc tegen de alternatieve hypothese 

H: P[~>~ =1=-P[~<~ ) 

3 het aantal elementerlc 



• 
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• 

dan kiest men een twetzijdige kri tiE;ke zone z voor w, bestaEinc1e 

uit grot~ ~n kleine waardcn van W ~ Wil m8n de hypothese H0 allecn 

toetsen tegen de alteruatiEvc hypothese dat x systematisch grater 

is dan ~, dus teg~n de alternatieve hypothese 

H, ~ P[~>~1 >PC~<~]) 

dan kiest men een rechts~~nzijdige kritieke zone z bestaande 
~ 

uit grate waarden 

gebruikt men als men H
0 

wil t:)etsen tegen de alternatieve hypo­

these 
Hi:P~>-'::J <"P[~<~,. 

Wordt een waarde W g0vonden, die in de gebruikte kritieke zone 

ligtJ dan wordt H~ verworpeno Ook indien H0 juist is, kan dit 

gebeurc:n, 

De kans 

heid van 

hetgeen dan een ten onrechte verwerpen van H0 inhoudtq 

op dit t€n onrechte verwerpen wordt de onbetrouwbaar­

de kritickt: zone of ook: van de toets genoemd en de 

kriti~ke zone wordt: zo gckozen, dat deze onbetrouwbaarheid niet 

grater is dan een van de te voren gegeven grens ~, de onbe­

trouwbaarheidsdrempelo 

Wordt H0 V8rworpcn omdat Win een rechter-kritieke zone 

valt dus ''tE: groot 11 is !) dan trekt men de conclusiej dat: 

P[~>\j] >P[~<~], 

of)in practisch8 bewoordingen,: dat ~ systematisch hogere waar­

den aanneemt dan ~ 0 Bij esn waarde in een linker-kritieke zone 

is dit juist andersomb 

Het resultaat van een toets kan nog iets vollediger uitge-

drukt warden door de ovcrschri, din skans op ·te geven .. 

Een algemene defir1itic van 0en overschrijdingskans luidt: de 

onbetrouwbaarheid van de klcinste kritieke zone, die de gevonden 

waarde vanw nog Juist bevat. Daarbij warden dan ook kritieke 

zones met E·en onbetrouv-rbaarheid >ci... in de beschouwing betrokken o 

Voor de rechts- r2spo links- ~~nzijdige toets wordt de 

overschrijdingskans met l aangeduid en de definitie 
It, 

komt dan neer op: de kans op het optreden, onder de hypothese H0 

van een minstens even grate resp hoogstens even grote waarde 

als de werkelijk gevondenec 

In het tweezijdige geval wordt het symbool t gebruikt 0 

In vele practijkgevallen kan men volstaan met voor ~ twee maal 

de kleinste ~~nzijdige overschriJdingskans van de gevonden waarde 

van W te nemeno vergelijk echter paro 9 o Het vinden van een 
I a •t 

• 
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' 

~~n- en tweezijdige toetsen 

Vooreerst bespreken wi,J hoe 
I' ., 

zowe l ,2en- als 

b ~,p~~lrj 1ru~ne~r1 IA'~~~p·r·1 '-·· . ,. "" "·' i. .. r-. •. I i ,. ·~ \ . w"' ,.. .. ..... ...1 ..... . ii'! 

TabellPn ~rc~o·r lr~1·t·~olrp ?nr-·1°~ f)·r, .~,r~rQ,~h-rlid"in.-sk~r1 Qe· n. ~ - v .,.if r ... • . l i"""" "'½< ..._. ~ ~--t - ~ ~"" ~ : - i-1> \._.., v -~- b.J ~ J -..,,,. • • s -~ .s. u o ____________________ .;.._.;.._....;...._,;;.....,;_....;;;;;. ___ ...;..._;,,,,- __ ___ 
De tabellen voor overschrtJdingskansen en kritieke zones, 

aan dit rapport zijn 'Tabel I en II, z i e ·pa g • : 26 
g e l. al ;.::, ·r, v ,~1 ,,.,...,, r h '-"• 1' • -.~ l V '-·' .,_ ,, geval er geen gelijke waarnemingen zijn. 

De verdeling vanw onder de 1s dan S\mn1etrisch ,, -
@ zie pare 5 opgenomen behoeft te worden. 

Hiervoor is cl€ 1 1,· . r ·"' ,, I 4-.. , . l 1 ~ f 
·"'- .l,. 1 1 ·\ .. ,. · r r 1 t-: 1. L, 

Tabel links~~nziJdi5e over-
, ... ,. J ; ; Ifs Ill I 1:17 :rw1,211••t1lll ffJP 141 011:11 11r1nr 111 

s chri din "S l{a·n:::i er1 v :1r·1 W ~ Is :1. rl E.~E· n b epa cl ld gev a 1 ""1.. > 'r'\., dan 

kunnen I'm en 1"\. J.~11 c:i.e tal1i3l ver\"liSSi: ld e.~ecJacl-1t worde·n4' De tabel 

Voor een waarde van W die . , . 

> ~ "\"'\r 1s, wora t 
de rechteroversct1rijdLngskans gevonden door in de tabel de lin­

keroverschri jdinf~ska11s van ~ IYl't~ -WClf.') te zoeker1. De tweezijdige 

Overs C 'nr'lt ·1• ] fl ·1 nt·r ~ l.r -:-:. nc • • --1 .l.. . , i.., i '\. ,,;.{ 0 - ,,,._. 

., 

lS a~n twee maal de kle1nste 

T, ab· e 1 I .,.. g ,~. 1 · J t· ,, ·· , ,...._ r + ~ , . '>, , ,,L .. , t J.. \j \ J \..J ' ~ "'Y\, ~ "'-t O I Jf't'\., ,._ \ \ --- Hierin staan echter 

niet de overscl1r1 iJdingskansen, doch alleen de linker kritieke 
waardtn. 
•• Ul Hilb l ,, U 11P I. behorendc bij drie 

~ = 0,01; 0,025 en 

6tnziJdige onbetrouwbaar­

Di t beteke11t, 

de linker kr1tieke zone Zt rr1et de gekozen onbetrouwbaarheids­

drempe1. bestaat t11 .. t alle \\1£1.srclen v·ai1 W ~ wl j als Wi. het in de 

en ' ,~ r, 
! ' ,,... ' 
'~¼. ~-

" ,, C: 
-L ~J e De 1"lt: c: ht. E? r l<r it 1 eke w a ar(i e, l:, t.· t~1 ~-·_. r· <:: ;1~.i :_, 

aan 

dan uit alle waarden van 

drempel 2ot i•1ord"c ver·ikrEg;er1 door Z,e er1 2~ tezarr1en te nernen. 

Toetsen wij b.v. twEeziJdig met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 

clar1 worcJt He) verworper1 als de gevor1cien waarde van W ~ WJV.,en als 

w-. wt is., wa;7rbij W~ r .. esi:) ~ Wt de rc:cht.E~r resp. linker 

kritieke waardenj behorende bij ~ = OJ025, is. Toetsen wiJ links-
, " 
eenzijdig met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05, dan wordt ver-

'· • 

~<2!:E!~!}_a?:s W a w,. de linkerkri.tieke waarde, behoren(:ie bij 

4: Deze kritieke waarden z1jn gedeelteliJk berekend met behulp 

van de exacte verdeling van W, gedteltelijk met behulp van de 

benadering met d(:: norrnale verdeli.t1g · zie par. 8 .• De benade·rde 
waarden zijn in de tabel onderstreept. 
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• 

V()Or 

veelal 

O£ml:;rk1ns 
ill Iii Itta:; I ~ - - I 

l i t.jk 

volstaon. 

voor and """r'~. ~ C ,; 

kunnen nu dt? 

btall JltflSI •• 1175 :•r::n 

Bij dlt 

t O ··"" t s e·· n t -w~ ,.... e 7 1·' ; ... ·•, •1· ,-\:: ' ., ' 1 t-· ·• ,- ' \ ' . 
'i ,_,. ,.,.,,_,,; 1! f _;.,. •, -~ ...,._ 

-.,.; '" .. 

"'- = 0, 05. In 

N • B • -111·«1.. en 

tabcl 

zijn 

rJus aan 

de 

Voorbeeld 

VcJor 

cL :=,; 0, 05. 

, ... 

l ·i ·\"lir._ 
j i ! ~· t-__ ,i\.. . "' ' -~ 'k ,,:. 

,,J 

,,.. 
j_ 

' , l r r·· \ .,_,,, ' .i 

,.. .... "'" l { .•· n ·l ·a·',, ... : ~· ?· \. 
. 4 ~ --- ' '1t 

:· 1··1 t,,,, ' 

• '"' 1,,··1 • i ' 
.J,~ l , 

, '] 1' ·1 
"' ~ i/..) 

., r , 
' 

'\ 

( l( 
.. A, ~ .... 

. . ~ ' , . . •' I - . ~ .... . ., . l 
I - fr""'" .'" .,.,. 1:_.., - ·'- J., ·~1 \. t .. , 

f·i1:···' ·--,-r1 ,,.,_.., _, 

2 ot~ 

is 

1 it - . 'r" .-

opg<2nomen 

3 

is.. Gev1oon­

<jc=1c 1rna let'1 

,11 tslt1itend 
'"', ! ··•-,, t b 1 

... 
a e ien ook 

precisie r1odig 

onbetrouwbaarhe1dsdremoel .. 

" z1e de 

W == 3~ bt:: -

• · ' ,r · · • r·i ,;:" """ l,,l -. .. "t' J"j· .:; r·1 g· , .. , 1 ,,. ~:. "1 s·· i ! \l . ' ' ' ., f • \ s ' :"'·, K ,--.i ' ' ,, .,c· J' 1 . • i;,,,.,,J . .....,,,1 ,.t , ,,I,., -~ ....1,.. , ~ 'i;- ,ii, van 'v.J_o8 

· hi" dus 0_p~c·.1t·e~~~ dPn 1S · ~ t-2.1,. .. . <""'.i... .a. -

'fy,""'· 
/ i 
J t 

. -) · 1· . 1 '" 1· '\ . "'"" -' . - l - r i l .i_ t l i! t ,,,.., ' ' . . '!_j t.. ' '• ' 

., 
(1 t: \r~1eer 

Hoewel bij dit v0orb~eld cnlc~le g~liJke waarnemingen ~oorkomen 
maken \1;11 j 

slE:chts klc.in 

berekene11 wi ~j 

niE:)t voor ~1 

\. 1' - 8 
\N ·- "l, .. 0 

de naderir1g va11 

gemiddelde vr:ln 

w-. ?>2 • 

gelijk 

De 

aan 
• • 

de aantallen geliiken 
V 

g e t a l W = , ~ 9 i s gro t er cl a r1 '1n rn.. = 8 o , dus 
\'1aarden l{omt in de tab el 

30 \4ij nernen nu 'b F·1 
-'..,. als 

het overschrijdingskans van 

overschrijdingskansen var1 W::.3o et1 

overschrijdj_ngskans van ls dus 
overschrijdingskansen van 

, 
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Gt~hci)_t(J s 
10,1; 11 ii ~ 

, ' J 

'11· i l,J . • . ,:_,; 

.b . .. \ 1 ' J, u 

! . . - •· y'lr;, .. j ··• a· ... .. l..) L ,.. ... .. 

~r f . 1,,11 r.'J } 1- • 
..... , ¾...,., u . '-'' , __ , 

' ' r·11· c;_ t "' . ·t.... i._? -

'1 t") l9· " ,, -~ ". 
I L ') . 'j ., .. 

·1 ) I . r"I( •• "t j ' , 

R 

D :i J,'' ,.J.... 

-, 
(~· . ··. t'""':) ,. l l ' ,, t·' ..., .. ,t, .,.) ..,,., 

·'L' ,~1 .. ~-,!.~, 
• 

1
., 

,, 
l 'l' 
<>.,, -~~--

11 , ,-~ .. 
' ) c;~ (_, 

t1(·, t· ~ ''•"' 
.. ~ 1 

"' • 

'-·· r•·, 5 ' ,. . 
I l j' 
' ; " ' '"""' J ..,,~/ . 

i'''' ·t -f s ,,. ( ' 
¾ .. ) \.,,,,/ 

' t" t, 4 J k·L1 nr1E n 

1. h E::. +., ~ . n -

·1 '~l 4 ,. 
(,, :, . , 

aan S 

b ].oEd 

verschilt van dit 

d a 'l: ziekt~t= A d 't 1. •' 

vinden t"1ij: w=- 51 

. ., .. 

\P;J l .. J cJ r11~1 (~· t 1·1 ()tl~ib ;J c1rhe ids dre mpE; 1 Ir1 

tab(: 1 

Dt . .; 

T ·, ' ' 
l J (- . r"ll""" 

.;.I ' ( ,l \... ~ 

c1 ,111. S b l n e·:::i (-~; . \...,' ..... 

Bi .,1·· 
l. 

.-~, ,, ., 
, § , I ,., 

U l,'i. ._,; 

'J()O r 

cJt: ze bedra ,1gt : 'w2 e= s ~. 

dan " 

. •" . ... \,r (- fl C1 . 'lr'l (_'{,,,' \ ~t··t 
f '; ..,,_,..,. "'_,/ ,A \,_.- ~ 
t~ ... , 

Varl , ... , ,•.,r(\t ··r, 
i::: VV t;:; C ,,. (:, . dar1 44, 

8 .. E d ' l • ~ 1 j0na lrin~ voor ~r1t1eKe zor1es ' l''l t.~ t ' 

)')/ g ""}'11n ,.,,.·1 ,t.., v" t.i .. () 1'1 (:] l: l' 1 1 ng niet te veel verschillen 
en ".:;i , s 

!'.:), .J. bovendier1 d ,-·, 
t:: r_s:.rc,cpe r1 

kat·1 

1:- ••. , 1 J' k· ·, ... -' • . .. , r ... , 
,, ..• ),_ ""~ ,,.J,.. ' \..;.,, 

.,.,._ "' 
w a arr1E:m i 11ger1 

1r'l omvang 
grootheid W 

ver·sch1 l lc:n 

a 1 , ... .- ~ ,..:) 

., 

at.:' 
;; 9; IMI 

m-·n t; . ' gebruik n1al{en 

H0 jtl :i S t 18 , 

maal VErdeeld is mGt gcmiddelde 

en '""ariant~it:: 

V8I1 

bij 

niet te 

het felt da.t de 

benadering r1or-

• 

zie parfl 

,, 
\, 



dan bij benadering 
het oppervlak der 

#'·1 l it'1kc:t vri-n 
- 41 i,;_a, ~-"'"" 1 i 

en kan dus in een tabel der normale verdeling warden opgezocht. 

Opmer•\{ing r{: Dr1;;Jr hier~ eer·1 c·11sc!~ete verdeling t~enade·t"d 

wordt n1et een continue, wordt de z.g~ continu!teitscor-
. " rect1e ,... iQ e .r~r e p. '') s t· l,1 . f .• , (.. • ··- Hic?rvoor neemt men de halve afstand 

tussen de opeeovolgende waarden der toetsingsgrootheid. 
Deze ofstand is hier, als er geen gelijke waarnemingen 

r"'e 1 i ~ 1 · {-:;·-~ _ JK aan 

fo1:-irlule. 

de correctie dus 

1. Dit is de 1 ir1 de teller van bovenstaande 

Treden er wel geliJl<e waar11emingen op is de a !"stand 

tusser1 

kons 

111 het algemeen 

regel voor de correc­
Het verwaarlozen der 

zodat men beter doet ook 

hier 1 als correctie te nemen. 

gclijke waarnemingen zijn, 

, 
dan Ot)eenvolgende waarden van W 

en gelij'k .::1an N 
t'.i . .,, ""'"" ,.,.. C· V .... 1 ' I I t.' I .. , ,. < 

.ti.,.. ...... ~ )F ']i \.,..,J. -

benadering het oppervlak der norn1ale vcrdeling met gemiddelde 

0 en spreiding 1 rechts van 
\ & ' w-

-•· 1$11 ..... 

en de tweezijdige overschrijdingskans bij benadering twee 

maal het oppervlak rechta van 

5 

t~\~.: ~l-' 
cf 

·- . 

In dat gcval gaat het schema der waarnemingen over in een 

2x2-tabel. 
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0 'f')ffi' . 0 n k l.l! n a: ~a. " :) ' I 1· , r··i k ·C"' r 1,r I'"') ·\ t' . '1 .('. 'j _,. ,, ; , ,.,;r ".';i :·:i r ,a. /'.:'~ V ;::i n \ ~ f rr1 .C'\ r, e e n z i J"' -• .t, ~ -4: ,r,■~ D £w'l, I 1 d ~f • .J,,,_ ,, . ., - . ~ ,! ,j ¾ ~ ~ l'>u, -t~ J ~- ~ ~Jw ~ t J {._)'t ~,,,..-,;, . ~ "<~- vv J l > ~ ¥ -

digc onbetrouwbaarhcidsdrempel ~ is dus biJ benadering de 
[jrootste \"-1[3,J I 1 (:ic: ~v,l!~l w V?Z1;) !~',,Y()Or c:lf3 t)enadt~rdt: 11.nl<seenzij­

d ige overs,::, r·1 r i ,j ci i!1g s l.<c·:111 s i ol :l. s, cj us c1 e g roots te WC:3 l: rd e 

v a r1 W , vfa a rv o or 

w -.. µ +\ """""'""' .,., .... ,,, ...... ~ ... ~-----*--·-

waa rbi .i -12 .... s~ behulp van een tabel 
der normale 

~ 

I , \ -½-t..\l\. ---==-- J .e. du.._ oc. 

«. 

0(. 
I I 

.... ' 
.,J It i, 

_________ _......_-,;c_., _,"'.,_' 1 _,w,,.,,_,..., - ... -~--1-•--•• '"' ,..,1~ v fl'"•""'JL.,,~,. ;1• ,wttefl!'sJ ,, .,,,, ______ ~i..J.· _,..,.,, :4 11 ,, .,-__.,,,.,,._,_,:-;,Ht-•-•: Qtll-lh~4-u,t1,w1-t1:11 

u fl :t:~ 

een rio·r:n1a le verdeling. 

berekening van de overschrijdingskans bij voorbeeld 3 
gaat nu als volgt: 

\. t -w ·--

N *- 35, 

n ___ 18.s. 

;i.. ...,.. . ' 
3 

~,n(N -il) 
V -

... ,~"-···-.........,_,,,,,.. • ~" ..,,,.,.,!'>'., ' • ' ft -

3 \"-\ ( t{ - \) 

ct::::. 5 9,9. 

maal het oppervlak 

spreiding 1 rechts 

.. ac·r 

var1 

~ It .,1,.. ••• ~-"' 

a" 

is dus bij benadering twee-

Hiervoor vinden we in een tabel der normale verdeling 

o - ~ O· o·""" .. 15 .... m O o~5. 1t.. _,.., ~ 1it ) f: ~ -- a,..tMJo4a• J- · 

Indien wij, de variantie van W. de -- ,,,, ge-
lijke waa rneminge11 r1itit :tn rel<enir1g; brengen, a. iiv. z. als wij de 
for1:nule 
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gebr1..1iken, dan vinden vJij cra._ 3600.;; dus ct- 60 en 

_J ~ - bi -· i ·- -
a~ 

Voor de overschrijdingskans vinden we dan 

-/;: = :-i. 0~0 l ~I 9 =- o,o ~St!). 

De invloed der gelijke waarnemingen is hier dus klein. 

Gebruiken 1.AJ·i"i een onbet1 .. 01~,.,l,Jb0arhcidsdrempel 0,05., dan wordt, 

daar de overschrijdjngskans kJ_einer is dan 0,05, de hypothese 

H
0

verworpen. H
0 

hou~t in, dat mannen en vrouwen niet systema­

tisch in lengte vcrschillen; en dezc hypothese wordt dus ver­

worpen ten gunste van de hypothese dat mannen systematisch lan­

ger zijn dan vrouwen de gevonden waarde van W is n.l. grater 

• 

Opmerking 9: Als er gelijke waarnemingen zijn dan geldt 
' 

~· fyy\_ '\'\.. ( N + I ) > 

Dus als wij 3 in de formule voor de variantie van W, de 

gelijke w·aa 1·n:::::·i11ir1gcr1 nic:Jc in rf::kening brengen., vinden we 

een te grate wgarde voor deze variantie en dus een te 

grate wacJ rde voor"l c1e ovc~rschrijdingskans. Is deze te gro.,., 

te waa11 ~l;; \.T0~e1 rl.:: O°\JC;rschrijding;skans ~ ot... dan wordt H
0 

dus \ 7 e r\·,o:~~lJt n fJ:~ 110,~.: f 1 t men de berekening der derde ma ch ten 
n i e t u i t ~- ( · , :r c1 , , ·v ... (- , ·r-l.,, , _, . -, "" \""'~ d 4-, 

-~ IY•""-jlll ,.--w, •• ,,, "-''""" ' •·• .,,.._,,.,. ·- . .,;o ~ * ., •.. ._, 

De t O e ·t f3 11; 0 }_""l d '1G ~✓v r; () l, t V.J (: r; r?: i .j d i g U i t g e V O e rd me t ol = O,. o I • De 

berekening v3r1 c:~ o,r :::..'">Gcl1.r1 ~i-.jdinr-:;sl{ans gaat als volgt: 

Dus 

f'( - .. 

D 

I .5 i > 

601~,, 

.,,.., = 'YY'l.."1-1...= 6.l oo., 

a~= 'Yh. J')'\ 4 ( t-'\ ";! - :0 ) 
-

~ f'i (J'1 - I) 

W-~ -1 
Oh ¥ to kO .. 1-1"•• = 3,2 ~ r 

cf 

• 

· In een tabel der normaJ.e vcrdeling vinden we voor de tweezijdi-, 

ge overschrijdingskans 

• 

Brengen 1tJe j_n de formule voor de va riantie de gelijke waa r-



r-, e g ·- l 1." J-11 k e·· u~- Ee .. .~ dus geen invloed. 

Daar de overschrijdingskans kleiner is dan de onbctrouwbaarheids-

drempel verwerpen w1J de hypothese Ha ten 
se dat jon~ere mensen ~y 0 te~m~t·1·~0\1 m·1·r,~e-r• 

gunste van de hypothe-.... 

C) t,q,# ~.:l l ~ !Ii. \. .. .,: ~ ~ i "* ,, J; ¥, ' . Ji '\,;..d tijd voor de test no-

dig hebben dan oudere mensen. 

9. C}evallen waarin de exacte tabellen en de benaderin niet te 

S.~ bru_~_ken z 1"~1.!1, 

WanneertyY\. c:n ,,f\. l.,~lei1#1 zi.~jr, €:1·1 1:1over1<j i.en dt'.; groepen gelijke 

waarnemingen veel in omvang verschillen, kan men noch van de in 

par.7 genoemde tabellen, noch van de in par.8 beschreven bena­

dering gebruik maken. Dit gcval doet zich voor bij het volgende 

voorbeeld: 

Voorbeeld 6 

~1en wil twl.~e geneesmiddc:len ./1 .. e11 B ver,.gelj .. jke11 wat bet1~ert 

hun uitwcrking bij de behandeling van een bepaalde ziekte; 5 
pati~nten lijdende aan deze ziekte krijgen een injectie met ge­

neesmiddel A en 10 ooti~nten een in,jectie met B. Twee weken na 
• ¼ 

deze injectie wordt voor iedere pati~nt de graad van verbete­

ring genotcerd; deze verbeteringsgrand wordt aangegeven met: 

1. geen of geringe verbetering, 

.-. 
) . 
4 • 

Verbeterings.raad van pati~nten behandeld met .eneesmiddelen ;....._ __________ _. 

A en B: 

verbeteringa­

graad 

aantal pati~nten met de 
fende verbeteringsgraad 

,......Si,eneesmiddel 

A B 

lJetref'­
bi.j tot.aal · 

------------~.----------~------------------.....i 

" . . -- . . 

' . 

1 

2 

·3 ~ 

< 

1 

3 

0 

2 

10 
. 

' . 
' 

1 

8 

3 

. . 

5 
, • . , • _ . ~~q,i ---~- ,r-~~ lf'.'1\11'r41'"1«11•ck:J:~,..flW~-~""'"1"-·w.,..,.~~--~y,,_,, . x-.~-. _...i-.,~~~,•-~1'fit-J1.:•i«!l~!!"••-~"'• ,!:la:.;.;,~~~-...+--,--_,;;;;;,,,---totaal 15 

' 
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w 

Oil 5 

-
' 

' 
' 

' ' 

' 

• 

In gevallen als 

schrijdingskansen te 

die van voorbeeld 

vinden de exactc , 
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de over-6 zal men., om 

verdeling van W onder 

de hypotheseH moeten berekenen. Hoe men deze exacte verdeling 
(), 

berekent en hoe men in deze gevallen de tweezijdige overschrij-

dingskansen definieert zullen we hier niet uiteenzetten; dit 

val t bui ten het kader van deze handleiding L:n wiJ verwiJZet1= 

hiervoor naar 2]. 

Bij voorbeeld 4 heeft de exacte verdeling van W ~ als 

juist is, de in fig.3 getekende vorm. Uit deze figuur ziet men 

dat de verdeling in dit geval een zeer onregelmatig karakter 

heeft . 

== W Ho. 

' 
' 

' 

I • 

25 ~1 

figuur 3 

Verdeling van~ onder de hypothese H0 voor 'Yl=-o)IYY\..=to)t 1::.,> t:i-=a:. 
t?) '"t"-4 r- 3 .. 

10. Enige opmerkingen over de keuze tussen ~~n- en tweezi di­

toetsen 

In par.6 hebben wij reeds opgemerkt, dat men de hypothese 

Ha kan toetsen tegen de alternatieve hypothesen 

H: '"P[-;.c > ~ ;f-.-P[* < ~ . 
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of tegen 

of tegen 
• 

H~ : ?[ ~ > ~ ~ -P( ~ < ~ J • 

Men gebruikt dan cen t~.reezi.jdige, een rechts~inzijdige, resp. 

1 / ,,, / inkseenzijdige kritieke zone \o'rerschrijdingskans • Bij rechts-

eenzijdig en mutatis mutDndis bij linkseenzijdig toetsen kan 

men nimmer beslui te11 -tot: :! is systematisch kleiner dan ~ ,want 

een kleine waa rde var1 W ( d ii VJ., z. kleiner dan ,yn~ kan bij rechts­

eenzijd ige toetsing nooi t i11 l~C 1-cri tieke zone liggen. 

Hiermede zal men rekening moeten houden, indien men overweegt 

eenzijdig te toetsen. Anderzijds zal, bij rechtseenzijdige toet­

sing sneller ontdekt V'IOrden, d('3t ~ systen1atisch grater is dan ~ , 

indien dit het geval is; immers de rechter kritieke zone is dan 

groter. 

De rlech tseenzi jd ige toets lean n1en dus toepa ssen a ls men er 

uitsluitend in ge!nterec~eerd is H0 te verwerpen ten gunste van 
_____ .,"""",..,1l• \t•¥QC I 4w cw I "ii.-, • ..,,. ___ _ 

de alternatieve hypothesc, dat ~ systematisch grater is dan ¼ , 

dus tegen H\: -P( ~ ::.i ~ :> -P[ -J __ t < l:J • 

Dit zal b.v. het gevol ~~ij11_, indie11 rnen, onaf0,~ .. n_~e.~i.J~.--Y .. ~~" h_~-~­
gegeven waarnemingsn·1aterio:Jl, weet dat ~ niet systematisch 
.....,_......,.... _________ fi_•-•"·-·--' --=• •&1rm, ,,_ -

kleiner 
• 

tot deze keuze Jelde~ :~ie voorbceld 7 verderop . 

Men gebruikt 

sluit tot:~ .. 
lS C> ,T c• -,- I • t-; 18·· .. ]'' c:_i ''• ~1 ('!' ··"") ()' ~ .~.;; r--- d a n IJ,Ju,1-.. ,L -..i .,,._l /..:~;L ~._..,. C 

Waarde V ~n '·/ in a- 1·"'1' 7 +-·"' (', ....... l ,.-,,c·-.n -~ l~ r.r·:-
< a v,,, J. i( ' · • _ . v _L. . : .... , .. • L, -~ 1 t.:..;. _ i.::;; v • 

~ 9 als de berekende 

Opmerking 10. Het is echt,Jr onjuist ~6nzijdig te toetsen 
• 

naar aanleiding van ,4-J gevonden waarde van W. Zou men n.l., 

om d a t b • v " \.✓ > , ... L g e "',_r o rJ c 1 E1 r1 -~ s , e on 1,") Cj ch t s e' ~ n z i j d i g e k r it i e k e 
• 

zone ne1nen r'omd3.lc W tocl·1 r)iet j_n een linker kritieke zone 

' 

den was, hetzelfde met cen linksJdnzijdige zone. zou hebben 

gednan. Tn feitc.1 vverlct 1nc;·11 dc:tn d11s toch tweezijdig., maar 

zou men nu de rechtcS~n2ijdige (resp. links~~nzijdige kri­

tieke zone de onbetrouw8aarheid ~ geven, dan werkt men 

dus eigenlijk met ee,i·) tvveezij'dige k1-->itieke zone met onbe-

trouwbaa rheid ~ o:.. ., iiet fei t., da t W> resp. < """' gevonden 

is., doet zich gelden b'i j de conclusie., indien He) verworpen 

wordt. Imme rs me1·1 besl ui t dan niet a lleen., da t \-\ 0 onjuist 

is., 
dan 

maar ook., dat '.JC - systematisch grater resp. kleiner· 



Indien men eenzijdig kan toetsen verdient het aanbeveling dit 

inderdaad te doen, daar de ~~nzijdige toets,zoals boven reeds 

vermeld, bij dezelfde onbetrouwbaarheidsdrempel een grater on­

derscheidingsvern1ogen 

De tot nu toe gegeven voorbeelden zijn allen tweezijdig getoetst 

omdat nergens redenen aanwezig waren, die het besluit van een­

zijdig toetsen zouden rechtvaardigen. 

Bij het volgende voorbeeld kunnen wij echter wel eenzijdig toet­

sen. 

Voorbeeld 7. 

Een textielfabrikant wil door toepassing van een prepareer­

methode A zijn gorens sterker maken. 

Trekproeven, verricht op monsters onbehandelde en met A behan­

delde garens, gaven de volgende resultaten uitgedrukt in een 

of andere sterkte-eenheid . 

Met A behandelde garens Onbehandelde garens 

11,79 10.,34 
'1'1.,21 11,40 

13,20 10,19 

12,66 12.,10 

13,37 11:;46 

De hypothese die w~willen toetsen luidt: de behandelde en de 

onbehandelde garens zijn even sterk. 

Aangezien de fa1Jri1{ant de prepareermethode voor deze garenro)rt ..:.ch­

·tcr ·:.~Ll·-.--~L1··.··iil i.nvoere1:1 indien deze methode de ga rens sterker maa kt., 

is hij er dus a lleen in geinteresseerd Hci te ver1"1erpen ten gun­

ste van de alternatieve hypothese dat de met A behandelde ga-

rens systematisch sterker zijn dan de niet behandelde. De twee. 

mogelijkheden: a de prepareermethode helpt niet en b de pre-

pareermethode schaadt, leiden beide tot dezelfde beslissing: 

deze niet in te voeren~ en zijn dus bij dit probleem, practisch 

gezien, aequivalent, zodat zij niet van elkaar onderscheiden 

behoeven te warden. Het lin1{er deel van een tweezijdige kri tie .. , 

ke zone zou dus doelloos zijn. 

We toetsen dus rechtset6nzijdig en nemen als onbetrouwbaar.,. 

heidsdrempel 0,05~ 

Voor de toetsingsgro,otheid vinden we hier W=-4~en in ta.bel 1 

vinden we bij ~=~:svoor de rechtseenzijdige overschrijdings-

6 Het onderscheidingsvermogen van een toets is de kans op het 

verwerpen van H 0 ., indien H~ onjuist is. ' 

• 

\ 

' 
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kans ¾."' = o,o ~ a. 
Daa r de ovcrschrijdingskans kleiner dan de onbetrouwbaarheids-• 

drempel is., verwcrpcn v;•ij de hypothese H
0 

ten gunste van de hypo­

thc.: se da t d0 propcJ reermetl1.odc d8 ga rens stcrker ma a kt. 

Indien wlj hier tvieezijdig getoetst hadden, hadden wij voor 

de tweezijdige overschri,jdingskons ~ == /4• o,c 4a o,o ~ 6 gevon­

den; de hypothLSG H0 hadden wij dan, bij dezelfde onbetrouwbaar­

heidsdrempelJ niet lcunnen vcrwerpen. 

De on bet rouwbaa rheid sd rempel c-J.. van de eenzi jdige toets heeft 

in dit geval de volgende practische interpretatie: de kans op 

het ten onrechte invoeren van A als dit niet helpt of zelfs 
• 

schaadt is hoogstens gelijk san 

11. Het onderscheidingsvermogen vdn de toets van WILCOXON, 

vergeleken met dat van de toets van STUDENT 

Het onderscheidingsvermogen van de toets van WILCOXON is 

voor speciale gevallen onderzocht. Men zou verwachten, dat het 

bij toepl1 ssing op twee stee1-cproeven ui t norma le verdelingen met 

gelijke spreidingen aanzienlijk geringer zou zijn dan dat van 

de toets van STUDENT, daar bij eerstgenoemde toets van het ge­

geven der normaliteit geen gebruik wordt gemaakt. 

VAN DER VAART 9~ heeft het onderscheidingsvermogen van beide 

toetsen vergeleken voor zeer kleine steekproeven n.l.%+~i6 
en daarbij bleek, dat het onderscheidingsvermogen van de toets 

van WILCOXON slechts weinig kleiner is dan dat van de toets 

van STUDENT. 

Voor grate steekproevcn 'Y'n.... •oo en rn. ➔ oe. bleek uit niet gepu­

bliceerde onderzoel{ingen van G oE. l'JOETHER en E. J. Go PITMAN, 

dat de verbouding:vnn de aantallen w8arnemingen~ die nodig zijn 

om de toets van WILCOXON en die van STUDENT in de buurt van Ho 

hetzelfde onderscr1eidir1gsvermogen te gevcn, tot 0 '1"'( ~ c.,g5o 

nadert. Tevens bewezen zij, dat het onderscheidingsvermogen 

van de toets van WILCOXON voor scheve verdelingen - waarvoor 

dus strikt genomen de toets van STUDENT niet toepasbaar is 

aanzienlijk grater kan zijn dan dat van de toets van STUDENT. 

De toets van WILCOXON heeft verder een belangrijk voordeel 

boven de toets van STUDENT, n.l. dat ver weg liggende waarne­

mingen, die wellicht of wellicht niet door een vergissing van 

enige aard veroorzaakt zijn, weinig invloed hebben op de uit­

komst van de toetso Dit behoedt de onderzoeker voor het vaak 
- ill • - llli i ... - ._. .-, 7 I -

7 En wel, indien A niet helpt, doch schaadt, zelfs veel klei" 

ner dan e<.. 



• 

zeer onaangename dilemma: die er 

uitziet, doch waarvan men 

niet weg te laten. 

Litteratuur over verdere onderzoekingen vindt men in par.12 
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T. ,·,.B .. ·1.".:l.·L I .· 11 1 ""' .. d'i r"I. • sC. n1{SCenz1, i?"E: overschri,dingskansen voor de tacts 
van lJJj .. lcc,xor1. 

n'. 
,.., 

- , .. , .4. -- ) .,/ 

-

n1 ~1 I") 

3 c_ • 

vJ 

I''\ 0 t')t:· 0000 {'"'\ ·10()000 0,050000 V , c.:J ~' \../ J ,} .) 
r, 0,500000 ,- ,~)o Ar-.,oo 0, 10()000 c l,) C \ JJ I , "' ,, 

4 .0,750000 o 4r)r"o ·,o 0 f~ 0~0011 , •• , ,,,J (,1 ,..., ,,,, , C: ~ u ,. '"'' 
6 • r·') Fi C) r, ,, C) 0 0, 350()0(') \.., '-·. \J-...,;. 

8 (), 5()00()() 
I 
• 

10 0 Fir;ocJOO :J'-·_, ' •. 

I 
t1 ::: Lt 

rn 1 :3 v,J 
'------+----------------------------· 

0 0,200000 
2 o,400000 
4 · 0,600000 
6 
8 

10 
'12 
14 

r 
10 

t'1 

0 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
'14 
16 
18 
20 
22 
24 
26 

n1 
i 
I 

• 

1 

o, 16666,.7 
0,333333 
0,500000 
o,666667 

.. 

0 06-.{;6")6 ... 7 
:, J,,_ ~· l 

O, 13333~i 
o, 2666tS7 
i:) ,400000 
0,600000 

2 

i 

r1 

o,42857~1 
O., 57,1429 

-- 5-

3 

·1 .... 0, 01755 (,t 

0, 0357~14 
O ,071i.~29 
0,125000 
0;, 196!1. ~~:9 
0.,285714, 
0,392857 
(), 5()0000 
0 60 '7'14#) 

ti ,)II:) 

0,014286 
0 02c85791 J .,,.. I 

0,()57143 
o, "'100000 
0, 1711t29 

0,242857 
0,342857 
o,442857--

' 
• 

0,557143 

' 
l~ 

(y, 001-(936 
0 OAt::::87 1~ :, . ,_, .,I 

0, 0:3 ·1746 
o, 05~355t) 
0,095~38 
o,r142857 
0,206349 
o, 2"{7778 
O, 365079 
0.,452381 

0 J 51~7619 

5 

(), 003968 
0 0 "" !"jr a 3· · 6, , 0 t J · · ,· 

0,015873 
0 j 02r'/7r{8 
0,047619 
O ,07539rr 
0,11111·1 
O, 154762 
0.,210318 
0,273810 

o,· 45?38 
O, 20t)35 

.. 0,500000 
o_.579365 

' 

• ' . 

' 
• 
' 
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TABEL I : linkseenzi~ ~di~ge ---~.=..! ~~..::__.::..a v;..;.e:::.:r:....::s::..:::c:..:...:h::.:.r..:::i..!:!..j .:::.d i~n~g2.!:• s::.!k~a'..!.:n'..:::s..::.e :.:..n 

vJ m 1 

0 0,142857 
2 0,285714 
4 o,428571 
6 0.,571428 
8 

10 
12 
14 
16 
18 

20 
22 
24 
26 
28 

2 

0,035714 
0,071429 
O, 142857 
0,214286 
0,321429 

0,428571 
0, 571 1+29 

n = 6 

3 

0,011'..105 
0,023-10 
0.,047619 
0,083333 
0,130952 

0,190476 
0.,273810 
0,357143 
o,452381 
0,547619 

4 

o.,oo4r"76 
0,009:-2! 
0,019048 
0,033333 
0,057143 

0,085714 
0,128571 
0.,176190 
0~238095 
0,304762 

0.,380952 
o,457142 
0.,542857 

-27-

vervolg. 

5 

0.,002164 
0,004329 
0,008658 
0,015152 
O ,025974 .. 

0,041126 
0,062770 
0,088744 
O 12_-J~. 376 , . 
o, 1641-502 

0.,214286 
0,268398 
0.,33116 
0,39610 
o,465368 

• 

• 

. 

. 

30 0,534632 

n = 7 
. 

v,l m 1 2 3 4 5 

0 0,125000 0,027778 0,008333 0,003030 0,001263 
2 0,250000 0,055556 0,016667 0,006061 0.,002525 
4 0,375000 0.,111111 0.,033333 0,012121 0.,005051 
6 0,500000 0,166667 0,058333 0,021212 0.,008838 
8 0,625000 0,250000 0,091667 0,036364 0 ,(>15152 

10 0,333333 0,133333 0,054545 0,023990 
12 o,444444 0.,191667 0.,081818 0,036616 
14 0,555556 0,258333 0,115152 0,053030 

0,157576 0,074495 16 0,333333 
• 

18 b,416667 0,206061 0,101010 
• 

20 0,500000 0,263636 o., 133838 
22 0,583333 0,324242 0,171717 
24 O ,393939 0,215909 

o,463636 0,265152 
• 

26 
28 0.,536364 0.,319444 

30 0.,377525 
o.,438131 32 

• 

O 500000 34 ~. 

0,561869 36 , 

. . 

• 

• 
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TABEL I : linkseenzijdige 9y~rschrijdtngs~a_n?,~ .. P. vervolg 

r I I Ol "' o 0111 00 ,,.. ' ' • I> I< > o ; &a i 4 

n 6 
• 

w l 6 

0 0.,001082 
2 0.,002164 
4 0.,004329 
6 0,007576 
8 0,012987 

10 0,020563 
12 0,032468 
14 0.,046537 
16 0,066017 
18 0,089827 

20 0.,120130 
22 0.,154762 
24 0,196970 
26 0.,242424 
28 0,294372 

30 03349567 
32 o,409091 
34 o.,468614 • 

36 0.,531385 

n 7 
' 

ll 6 7 

0 0.,000583 0.,000291 
2 0.,001165 0,000583 
4 0,002331 0,001166 
6 0,004079 0,002040 
8 0,006993 0,003497 

10 0.,011072 0.,005536 
12 0.,017482 0.,008741 
14 0,025641 0.,013112 
16 0,036713 0,018939 
18 0.,050699 0,026515 
20 0,068764 0.,036422 
22 0!)090326 0.,048660 
24 0,117133 0,064103 
26 O, 1471+36 0.,082459 
28 0:,182983 0.,104312 
30 0,222610 0,129662 
32 0.,266899 0.,158800 
34 0,314102 0,191434 
36 0.,365384 0,227856 
38 o.,417832 0,267483 

4o o.,472610 · 0, 310023 
42 . 0,527389 0,355187 
44 o,402389 
46 o.,450758 
48 ' 

0,500000 
' 

' 
50 0,549242 

' 
' 



0 
2 
4 
,-
t) 
8 

10 
12 
14 

I 
J 

1 

0 ;")?? 0 22·' , c;..__,e:. -

_ 0,333333 
• o ,44441+4 
0,555556 

• 

" 

' ✓) . •"''>. 

5 J li '- ,,,,) " 

0,022222 0,006061 0,002020 0,000777 
0,04li41~il.;.. 0,012121 0,00404() 0 1 00·1554 
0,088889 0,024242 0,008081 0,003108 
0,133333 0,042424 0,014141 0,005439 
0,200000 0,066667 0,024242 0,009324 

0,266667 0,0969·70 0,036364 0,014763 
0,355556 0,139394 0,054545 0,022533 
o,444444 0,187879 0,076768 0,032634 

16 0,555556 0,248485 0,107071 0,046620 
18 0,315152 0,141414 0,063714 

20 0,387879 0,183838 0,085470 
22 o,460606 0,230303 0,111111 
24 0,539394 0,284848 0,142191 
26 0,341414 0,177156 
28 o,4o4o4o 0,217560 
30 o,466667 0,261849 
32 0,533333 0,310800 
34 0,362082 
36 o,416472 
38 o,471639 
4o o 528~61 i-----1--------------------------

~ 

' 

' 
' 

I 
' 

' ; 

' 



n 

0 0,000333 
2 0,000666 
4 0,001332 
6 0,002331 
8 0,003996 

10 0.,006327 
12 0,009990 
14 0.,014652 
16 0,021312 
18 0.,029637 
20 03040626 
22 ' 0.,053946 
24 0,070929 
26 0.,090576 
28 0.,114219 

30 0 3 141192 
32 0., 1721~94 
34 0,206793 
36 0,245421 
38 0.,286380 

40 0.,331002 
42 0,377289 
44 o.,425907 
46 o,474858 
48 0,525141 

50 
52 
54 
56 
58 
60 

' 

62 
64 

8 

7 

0.,000155 
0,000311 
0,000622 
0,001088 
0,001865 

0,002953 
0,004662 
0,006993 
0,010256 
0, 01 1+452 
0,020047 
0,027040 
0,036053 
0,046931 
0,060295 

0,075991 
0.,094639 
0,115928 
0,140482 
0.,167832 
0.,198446 
0,231702 
0,267910 
O ,306294 
0,347164 

0,389433 
0, 1tJ3255 
0,? 4 •rF7544 
0., 5221~:')5 

8 

0.,000078 
0,000155 
0,000311 
0.,000544 
0,000932 

0.,001476 
0,002331 
0,003496 
0,005206 
0.,007382 

0,010334 
0.,014064 
()., 0'189 59 
0,024942 
0.,032479 
0.,041492 
0,052448 
0.,065190 
0~080264 
0,097436 
0.,117249 
0,139316 
0.,164102 
0.,191142 
0,220901 

0,252680 
0,286869 
0,322688 
0,360450 
OJ399223 

o,439238 
0.,479565 
0,520435 

• 
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vervolg 
• 



W m 1 

0 0,'100000 
2 0,200000 
4 0,300000 
6 o,400000 
8 0,500000 

10 0,600000 
12 
14 
16 
18 

20 
22 
24 
26 
28 

30 
32 
34 
36 
38 
40 
42 
44 
46 

2 

0,018182 
0.,036364 
0,072727 
0,109091 
0,163636 
0,218182 
0,290909 
o, 36': 6~.6 
o, 45---5-5 
0.,545455 

11 == 9 

3 
0.,004545 
0.,009091 
0,018182 
0.,031818 
0,050000 

0,072727 
0,10451+5 
0,140909 
o,186364-
0,240909 

0,300000 
O,j63636 
o., 31818 
0,500000 
0,568182 

• 

4 

0.,001399 
0,002797 
0,005594 
0,009790 
0.,016783 
0,025175 
0,037762 
0.,053147 
0.,074126 
0.,099301 
0,130070 
0,165035 
0,206993 
0,251748 
0,302098 

0,355244 
o,412587 
o,469930 
0,530070 

• 
5 

0,000500 
0,000999 
0,001998 
0,003496 
0,005994 
0.,009490 
0.,014486 
0,020979 
0.,029970 
0.,041458 
0~055944 
0,073426 
O 094co5 , '-

o, 119 -- 80 
0,148851 
0.,181818 
0,218781 
0,259240 
0,303196 
0,349650 
0,398601 
o.,449051 
0,500000 

, 0,550949 
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TABEL I : linkseenzijdige over~c_l-1rijd~!"}g~kansen vervolg 
4 & 11 Iii o $ I QI LO 

n 9 ~---r--------------,;::__ ____________ _ 

0 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 
24 
26 
28 

30 
32 
34 
36 
38 
40 
42 
44 
46 
48 

50 
52 
54 
56 
58 
60 
62 
64 
66 
68 

70 
72 
74 
76 
78 

m 6 

0.,000200 
0,000400 
0,000799 
0,001399 
0,002398 

0.,003796 
0,005994 
0,008791 
0.,012787 
0,017982 

0,024775 
o,0~3167 
o.,oi3956 
0,056743 
0,072328 

0,090509 
0,111888 
0.,136064 
0.9163836 
0,194206 

0:;227972 
0,264335 
0.,303496 
0,344455 
0.,387812 
o,431968 
o.,477322 
0.,522677 

7 

0,000087 
0,000175 
0,000350 
0,000012 
0, 00101J-9 
0,001661 
0,002622 
0:,003934 
0,005769 
0.,008217 

0,011451 
0.,015560 
0.,020892 
0,027448 
0,035577 
O,OL~536,..( 
0,057080 
0.,070804 
0,086888 
0.,105245 
0,126136 
0,149563 
0.9175524 
0,203934 
0,234878 
o s 26800'r' 
o, 303232.t 
o., 31to29r-r• 
0 .9 3 r-{88L~6 
O, 4185;\2 

o.,459091 
0.,500000 
o., 540S09 

8 

0,00004"1 
O,C00082 
0,000164 
0.,000288 
0 OOOL~9l~ 

j -

0,000782 
O, 00123 )_~ 
0,001851 
O, 002··7 56 
0 ., 0039 2+9 
O,C05553 
0, OO'r6'10 
0,0'10325 
0.,013698 
O _, 017976 
0:,02:200 
0,029618 
0 ~If 03 ·7228 
O ~, 01;.63(SO 
0:056972 

0,069395 
0,083587 
0~099794 
OJ117935 
0,, 138297' 
0,160633 
0, '185191 
0;211724 
0 ~" ~~ l.;. 0 3 51 ·~ 
(~) ._ ~ · r· o r· 1 2 .,, 

0 ~02c~ 20 , _.,, •.. -J 

0 , 3 3 6 l.j. 8 7 
0,371Lt93 

' ) ! r- . I 0, Li O ( , 0 r· 
Q 4 ) ) 1 1 .-"'O J ~ .. "-1· . ( ;:; 

0 li. 8 "1 2 R ') 9. ! __ .__,,.) 

o · h 1 r,., 1 E~ -• ::> ._) r ... , 

9 

0,000021 
0:,000041 
0,000082 
0,000144 
0,000247 

0,000391 
0,000617 
0,000926 
0,001378 
0.,001995 
0.,002818 
0,003887 
0,005306 
0,007096 
0,009379 

0,012217 
0~015734 
0,019992 
0,025~54 
0.,031263 

0.,038503 
0,046956 
0,056746 
0,067956 
0,080749 

0.,095125 
0.,111209 
0, 129042 
0, 11+8663 
0.,170054 

0,193254 
0,218141 
0,244714 
0.,272851 
0,302406 

0.,333237 
0,365220 
0,398087 
O, 1+31654 
o,.465714 

80 0,500000 
82 - 0,534286 1--::;;_;,::;__-1--_...,..,_ ·--·~ ... ---··, ......... --_________ , ____ ------::....;;;;,,..,.;:-----&-

' 
\_ ' ., 

. , . 
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w 

0 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 
24 
26 
28 

30 
32 
34 
36 
38 

40 
42 
44 
46 
48 

50 

m 1 

0,090909 
0,181818 
0,272727 
0,363636 
o,454545 

0,545455 

2 

0,015152 
0.,030303 
0,060606 
0,090909 
0.,136364 
0,181818 
0,242424 
0 ,303030 
0,378788 
0,454545 

0,545455 

n .. ~- 10 

3 

0,003496 
0.,006993 
0,013986 
0,024476 
0,038462 

0,055944 
0,080420 
O, 108392 
0,143357 
0,185315 
0,234266 
0.,28671-: 
0.,34615 
o,405594 
o.,468532 

0,531469 

4 

0,000999 
0,001998 
0.,003996 
0,006993 
0,011988 

0.,017982 
0,026973 
0,037962 
0,052947 
0,070929 

0,093906 
0.,119880 
0,151848 
0,186813 
0,226773 

• 

0,269730 
0,317682 · 
o., 66633 
O, · -19580 
o,472527 
0,527472 

-33-

5 

0,000333 
o,·000666 
0,001332 
0,002331 
0,003996 
0,006327 
0,009657 
0,013986 
0,019980 
0.,027639 
O ,037629 
0,049617 
0,06~602 
0,082251 
0,103230 

0,127206 
0.,154845 
0.,185481 
0,219780 
0,256743 
0,297036 
0,339327 
0,383949 
o,429570 
0.,476523 

0,523476 
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w m. 6 7 8 9 t----_,;-1-------------------------------· 
0 
2 
!i 
;,r' 

b 
8 

10 
12 
14 
16 
18 

22 
24 
26 
28 

30 
32 
34 
36 
38 
40 
4 0 

{:._ 

44 
46 
48 

0 0001 ~~ o ~ono.~1 !I ~ t::. _) . , \.J .,_ •~' \., _,I . 

0,000250 0,000103 
0,000500 0,000206 
O.ooorc~74• O ()·003~n ., - :, ' •, •. ' . t.) \,,! 

-0,001499 0,000617 

0,002373 0,000977 
0,003746 0,001542 
0,005494 0,002314 
0,007992 0,003393 
0,011239 0,004833 

0,015609 0,006787 
0,020979 0,009255 
0,027972 0,012494 
0,036339 0,016505 
0,046703 0,021544 

0,058941 0,027663 0,013323 
0,0'73551 0,035119 0,017140 
0,090285 0,043912 0,021710 
0,109890 0,054401 0,027264 
0,131743 0,066536 0,033800 

() , ()()00 11 
(), 0()0()22 
:) ,00001+3 
0,000076 
0,000130 

0,000206 
0,000325 
O, ()()0487 
(), 000""(25 
n c· 1r) 1 o· r.:)· 01 .. . ~, " . , -- "- ~ 

(), 001494 
() ('()"'.lQhr( J ;J C~ . 1'~µ,·1 -

O, 00283(5 
0 003. 011'\ 
,.,, . V './ 

O ,0050t56 
() ,0()6636 
() ,008606 
0,011009 
() (' 1 ·3. Ci 64·•. * ,,,,.r ,a: - ~J "'!>,¢ J." ,..,,, ,' 

("' 017· .' 93 ,J , .· . · ... ' .• '·. 

0,156593 0,080625 0,041570 0,021737 
0,18381€5 0.,0966·16 o,c,5055·1 0,026738 
0,213911 0,114767 0,060994 0,0326~7 
0 0h61n9. - A·34·•90J1 0 Q7~0r~ o~ .• (~ ... 3~,9.••··~} , ,_ t' C: l,l Jt f . . L. "1" ~- J .·· . ' 1 G (,j :J _:) "' ,,J ""t "'1' ~ 
0,281093 0,157394 0,086407 0,047360 

50 0,317682 0,181921 0,101536 0,056377 
52 0,356393 0,208659 0,118492 0,066650 
54 1 (), 3962~?8 O, 23 7350 0, 13 7-1 11,0 ') .,07820() 
56 o,43r7Ji3'7 0,268099 0,1~577()8 (),091157 
58 0,478896 0,300442 0,179967 0,105512 

() ?CJ'l 1 ·1?? ,o·.· 1~1403·· 

0,000005 
'"' ·O· · · 00011· V j . , ·.. . . : 

0 C)OOO.··· 2.··· ,., .· I' .J ' ,c;; ,, 

0,000038 •. 
0,000065 · 
o, o;, 2 103 , 
0,000162 •.• 
0,000244 
;0,000362 

• • • 0 C,o· o··i:::2·5 , .J ? .· 

-..,.,J , ,,..~ 'f ,._ - ., . c. ' ¾,, ' 

62 o,36980E) o,~2298rf8 o,~138;7:5Ei c,,0027··~ 
64 o,406262 0,257·393 0,157689 0,09-158: 
66 0, 1+4 3 3t37 () ~' 28f5JC)2 ('), .. , 781 ~16 Ci, '10878'1 . 
68 0,481129 0,316719 0,200090 0,123725. 

70 
1 

0,518870 0,348233 0,223484 0,139930 I 

72 , o.,38•0913 o,21+8349 0,#1574'.9 i 
74 O, 41,ti~?,78 c,, 274480 0, &176:i c, 
76 o,448375 0,301890 0,196524 • 
78 0,482700 0~330360 0,217936. 

80 0,517300 0,359847 0,240625 
,8. •. ·f')c_ 0 ., 9 O" on if) 0 2· ,6,. · 4 41 4

') . 
··"\ "· ! '"".11 t.:. .. ., ' . ' ' ' 

, ✓ i J, I. . . . 

84 o,421052 0,289370 
86 o,452412 0,315264 
88 o,484119 0,342105 

• 
• 

90 0,515880 0,3696~2 
9·2.·.. o :9?968 , ,,· f ·. ., 

94 •· O, ~26711t 
9· ... 6· .·. • o 4'l58(9, 8 JII , .. ' ,,. 

98 Q J 485256 .. 
100 O 14•4~ 

, , -· .-• ·.:,,., • _,. • ., ___ - -~·- ,_,."-• .,, --.~ •• """"·-· • ___ ••y· -· ·-·· ·--~-·--· -·-·· --· . --· . -· -··· -· -. ___ .!'1iiiffl!ii~~-~Ol(I Ml1f.'l!liffill'..JlMJ-#¥~--. ---· ~-· ·--"'--· . --· -· , -·· --- ~- "_,,,.. 



TABEL II : 
•~·~•ttii:!1$/J: t'.ift&lilii:iili rs& 1w '""4@:d 11111.& \; rtm:/Qj~o,'JJlii\1,Ll,l!iwiJM\ltl,UNi@:lt,ilt!\C~lr \f ·.11•~ ?# PP1i!t;!,f 1t lfl}t$1 -' i 3 Ii_., .. ~. I i; ,t .d t'lttfiJ I Fi"1111i.lltA ~ 4 9 I I ±'1_. I li fliw.? t11$L r'i,if i719Jit at-: #lii!J*-...U t JA• ;fPn Ae.#.:1 0/3 Q . !'.1£ I 7 !i@MW111'1M~ ill J Ji} T ) :lln!I lf!Jii t AUi lief)' 11 iJi 2: lij! tRI I '1 ~tJ: _ £::i!!ik i!.!id •. t 1 fili~--l!f; Fihd f' tilt 1i LMilll.M'diiZ p iliii. !'11 iii 41 i t' 'Still I'_;; 1 

n 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
.A9· r, ... :·, 

i . 

20 

21 
2,:, 

f" 

. -
2 .. 

. 

. 

,~.J:J 
c!"T 

25 
, 

2·. ···b""' ., 

27 
28 
?9· -
30 

31 
"""f"j, 

jc 

33 .""', 4· .( • • .,,, 
35 
3/ 

0 
'27· J. 

38 
39 

8 

m 

i 
11 

;;i 

I 
j 
i 

I 

I 
I • i 
I 

I 

1 

-
-
-
-
-
.. 
·-
-
-
-

-
-
-
-
• 

-
-
-
-
,..,. 

-
-

-
-
-
-
-
-

~ = 0,01 eenzijdig 

2 

-
-
0 
0 
0 

0 
0 
0 
2 
.I") 
~ 

2 
2 
0 ,_ 
2 . 

? 
~ 

2 
4 
4 
4 
4 

1+ 
lL • 

. 4 
6 
6 

6 
6 
6 

3 

2 
4 
4 
4 
6 
h 
',J 

8 
8 
8 

10 

10 
12 
12 
12 
14 

14 
14 
16 
16 
18 

10 
tel 

18 
20 
20 
22 

4 
--
8 

10 
10 
12 
14 

1J+ 
1{. 

0 

18 
18 
'?Q 
~ . 

?~ 
~~ ~ 

I")") 
G. .e;;,.. 

24 
r-,/" . ,,#f'~ 
.,_ *\Ill") 

26 
·2·8 ' . '_,-

30 
32 
32 
34 

3ri ._) 

r-: C 
jtJ 

38 
40 
40 

t'"',t"'; 4-. J ·"'"' . . ,;# ~- . ~ 

2'",:) ~·C. 

5 

14 
16 
18 
20 
22 

1'4 ,_ 

26 
28, •#' 

30 
32 

34 
3 t::\ . ' --· 
38 
4r~ ,.} 

1+2 

41+ 
il ,:::, 

f ;,,._..,.r 

4 ;"'>. 

0 
r-r ,-, ' J 
,..,/ ~., 

52 

54 
r- ,, 
II-)' J,--. 

. ' 
,· ~-· - . 

'""' t~~ ,.,;{.) 

6(\ ' ' 
·""'"'l ,..,.i 
/"' I""; 
Oc 

6 
-· 

18 
9r:, 
t...C 

24 
r'\6 r' -
30 

30 
£.. 

36 
P, 3 ,._J 

1+ 0 
44 
j. ,,­
L' r'\ t ,,,.,.,/ 

48 ,- ,.,., 
,.1; ' ) _.,Jc: 

S4 ..,..,.,, 

c· Q 
.Ju 
.-f, r) 

, I l . ""'·-"· ·,~_, 
-#' ,..,, 

r,,..; 
!;..JL,._ 

66 
,,,.,.. P¾: 

l H' ,,..~ 
, l , 
.",J, ~ 

I r, f) .. 
( . 

'<.. 

•'""'1 t I 
{ "-t 

,-
7l•-·, , 

80 
82 

,. .• 
( 

21+ 
28 
,,, 2· ) 

34 
38 
42 
46 
48 
s~ 
~·' C 
C::.01"' 
,I 

,;0. . . l 
'-' . 

6? !;.,,:.,.,.\, 

l . .--f-r• i -,~,,l V 

7rl ,J 

70 c_ 

76 
Q I ,0, .._, . 
04·1 { '9:, 
V 
() ✓-
r"!f"'I -..,V 

9() 

94 
98 

100 

8 

30 
34 
40 
44 
48 

52 
r 

C:: F"· .-__; v 

60 
F4 ~-) 

c_Qo \ _ _) . 

72 
. r 
7,, ... 

,.) 

Bo 
f)4 .. .) 

90 
91+ 
.. \_,.,J, 9
. r, 

i,_ LJ 

'102 
1r. ,-. )f·~-l 

\, \ .. , .. 

1 ·1(:i 

1 --14 
118 

11
-'' betekent dat voor de betreffende 

d t i~A* k z 1 j ige overs c i1 t" J •J :t11gs , an a ~. oL is • 
···- ~ " • ' ,-~- . .,,., #' ---1 b ~.d ,·~r··-ma e er1 d " € r ..L Je • 

9 

36 
4-2 
46 
52 
56 
h'J ,._) c;_ 

hF ,.., .J 

72 
76 
80 

8(< 
,. . ) 

90 
9 :=: 

\,,,l 

1 "''f l..JJ 

'106 . _, 

11() 
r 110 

1 0(\ ,,. i 
s ~ V 

-1 0r-; I~ 'b,!!" 

·130 

1 ,-·, '' j lf. 
w; I · re 8'l4il -trol -I~ 

10 -
41t 
48 
51+ 
•• 

60 
66 

72 
'76 
82 
St> 

0 

94 

100 
106 
A 1 r·•1 1 •.J 

'"116 
11)2 ,e:_ 

1'14'8" 
• I s:,affi&rsiiP'lilll' IF 

11 
...,_, .,, .. ,, 1 -

50 
56 
62 
68 
74 
82 
88 
94 

100 
106 

114 
1 r)r1 

C \..,;' 
r 

"12b 
'"13 2 
138 

12 

62 
70 
76 
84 

92 
98 

106 
112 
120 

128 
134 
11+() 
. · 11"'K 1.'-" 
·113·zr 

illllii1 o•• ;y @t.12&. <I~ I;; .,u- PHP\lliJf 

144 
1'10 _, 
-·1-s-E 
'1bl1 
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