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0. VOORWOORD

Deze scriptie kan worden gezien als het resultaat van een poging
om, zonder expliciet gebruik van maattheoretische methoden, onder zo
rulm mogelijke regulariteitsvoorwaarden, afdoendheid en noodzakeli jk-
heid te bespreken, en een manier aan te geven om noodzakelijk en af-
doende functies te wvinden.

De behandeling op deze wijze wijkt in belangrijke mate af van de
magttheoretische, in mindere mate van die met regulariteitsvoorwaarden
zoals 1n DYNKIN [7] » en FRASER @] en [‘l OJ . Veel uit het derde hoofd-
stuk 1s op FRASER [1 O] gebaseerd.

Het tweede hoofdstuk 1s in het bijzonder afwijkend van datgene
wat m1J bekend is uit de literatuur. De aannamen in de drie genoemde
artikelen ( [7] ) [9] en [1 O:[) z1Jn wat strikter. Een gevolg hiervan is
dat de geleverde bewijzen soms nieuw, soms aangepaste versies van be-
staande bewijzen zijn.

Nlet-gedomineerde families van verdelingen zijn niet behandeld.
De theorie over dergelijke families is nog niet ver ontwikkeld. Zie
echter BURKHOLDER [20] .

Verdelingen met een discrete en een continue component (waarbi]
de discrete component voor elke verdeling in de familie tot dezelfde
aftelbare verzameling is beperkt) zijn op eenvoudige wijze geheel
analoog te behandelen. Ze worden echter niet genoemd omdat de gene-
ralisatie vrijwel triviaal 1s. Zie FRASER [9:1 .

De regulariteltsvoorwaarde die hier aan families van verdelingen
van het continue type wordt opgelegd i1s topologisch van asard en heel
eenvoudlg: continue dichtheden met als drager een open deelverzameling
van R . Samenhang van dile open verzameling wordt niet geéist. Aan de
dichtheden wordt geen regulariteitseis i1n de indexverzameling opgelegd,
zoals men soms santreft bij de behandeling van de KOOPMAN-PITMAN klasse
van verdelingen. Zie hierover ook 3.1.

Naast het bekende factoriseringscriterium voor afdoendheid (het
FISHER-NEYMAN criterium) wordt een tweede criterium ingevoerd en van
een naam voorzien: het klassificatiecriterium. Dit criterium blijkt in

veel gevallen gemakkelijker te hanteren dan het factoriseringscriterium.



1. VOORBEREIDENDE OPMERKINGEN

1.17. Functies en voortgebrachte klasse-indelingen

Zij X een verzameling met elementen x, t een functie op X. Aan het
waardengebied t(X) = {t(x) : xeX] leggen we geen beperkingen op. Zo kan
t aan elk punt xeX een vector of een functie toevoegen.

Punten x en x' in X noemen we equivalent onder t als t(x) = t(x').

Dit is natuurlijk een equivalentie-relatie op X en de relatie splitst
de ruimte dus op in een aantal disjuncte klassen. De collectie van deze
klassen heet de door t voortgebrachte klasse-indeling.

Elke functie op X brengt zo een klasse-indeling voort, maar ook wordt
elke klasse-—indeling door tenminste &én functie voortgebracht. Kies
namelijk in elke klasse D van de indeling een punt x(D). De functie

t(x) = x(D) voor xeD voldoet dan.

Last € en € klasse-indelingen van X zijn.

DEF. 1: £ heet een vergroving van 4 als geldt:

behoren x en x' tot dezelfde klasse De® dan behoren ze tot een-

zelfde klasse Eef.
@9 heet een verfijning van ¢ als £ een vergroving van & is.

7ijn t en u functies op X, @ en £ de door t en u voortgebrachte

klasse-indelingen, dan is het volgende eenvoudlg na te gaan:

STELLING 1:
4 ‘een vergroving van § d.e.s.d.a.
(1) voor elk paar x,x' in X geldt: t(x) = t(x') ==> u(x) = u(x')

en ook, d.e.s.d.a.

(2) er een functie ¢ op t(X) bestaat 25 dat ¢(t(x)) = ul(x) op X.

We kunnen dus zeggen: u 1s te schrijven als functie van t. ZiJn u en t

als functie van elkaar te schrijven, dan 1s =9 , We noemen u en t

dan eguivalente functies.



VOORBEELDEN :

1. Z13 X =-R1. De functies |x| en x

klasse-indeling bestaat uit {0} en voor alle a > O de klassen {-a,a}.

= z1jn equivalent; de bijbehorende

2. Zij t = (t1, Eos enes tr) een vectorwaardige functie op een verzame-

ling X, dan is elke component t, (1 <1 <r) te schrijven als functie

van t; ti brengt dus een niet-fijnere klasse-indeling voort dan t.

Hetzelfde geldt voor functies t = {tl : €A} op X, bij willekeurige

index-verzameling A. Elke t, brengt een niet-fijnere klasse-indeling

A
voort dan t.

3. Z1) U = {uA

ling X. Een lineair onafhankelijke basis voor deze ruimte is equiva-

A €N} een lineaire ruimte van functies op een verzame-

lent met U, als functie op X beschouwd.

e, xn)eRn. Laat t(x) = (t,(x), t (x), ..., t (x))

L, Zijxm(x,',x o

29
een functie op X met zijn continue partié€le afgeleiden naar

Xi5 Xps eoes X 1n een omgeving van Xy € X en met determinant wvan
Bti
Jacobl J = 0§§gli=1,2,...,n # 0 in X In een omgeving van X, 1s
J=1 4324000 402

dan x equivalent met t, d.w.z. t heeft in een omgeving van X, een

eenduidig bepaalde inverse. (Zie bv. COURANT [5], p. 142 vv.)

Belangrijk 1s het nu volgende voorbeeld. We laten het voorafgaan

door een lemma, dat voor het bewlijs nodig 1is.

Definieer de volgende functies:

), waarin x€R ', x < X < tee <X
) (1) (2) =

t(x) = (x(1), X(p)s +ves X(p n)*
n n 5 n n

u(x) = () X s ) ) xi).
1=1 1=1 1=1
n

v(x) — ( Z xl, Z Xi Xi o ' ZS . Xl Xi Xi g ¢ o 8 g X1 X2 ¢ o0 xn)a
1=1 11<12 1 72 11<12<13 1 72 73

LEMMA :

Tussen de functies u en v bestaan de volgende relaties, de identitei-

ten van Newton, voor k < n, als u. en v, de 1-de component van u en v

aangeven:



BEWIJS:

vy, T 8y al1,waarinah=2xl? Z xi Xi ...xi

1l K- + 1 . . B

1 11<12<'”<lk—-h 1T 72 k-h
1. # 1
J
en 1 < k=13
- - o

U1V T B T Mg

Met behulp hiervan blijkt:

k‘V’k=k ‘ Z . Xi }Ci o @ @ Xi “8.,‘ =U1Vk“1 "‘ae: ¢ o @ —_

1. %eee<l 1T 2 k
1 K
k-2 k-1
— ¢ o @ — + —

WiV = WV o 7 + (=) Ty oV (=) ey _qs

waarult het gestelde volgt.
STELLING 2:

De functies t en v ziJn equlvalent.
BEWIJS:

Merk eerst op:

Voor zeR1 1S

k k-1 k-2 K-
- - ¢ o @ - e - + -— e e @ + w— -+
(2 x1)(z xg) (z xk) 2 -2 v, +Z v, _ (=) 2V, s

1. Z1Jn x en x' equivalent onder t, dan eveneens onder u, want
t(x) = t(x') houdt in dat x en x' dezelfde componenten hebben,
waarbl] slechts de volgorde kan verschillen. Elke functie die
symmetrisch 1s in deze componenten heeft dan dezelfde waarde
in x als 1in x'. In het bijzonder geldt dit voor u.

2. Z21jn x en x' equivalent onder u, dan ook onder v. Nu is nl.

u(x) = u(x'). Uit de identiteiten van Newton blijkt:



u1(x) =y, (x') = v_.(x) = v1(x').

Stel vl(x; = vl(x'; voor 1 < k < n, dan volgt uit (a):
'vk(x) = vk(x‘). Dus v(x) = v(x') en x is equivalent met x'
onder V.

3. Zijn x en x' equivalent onder v, dan ook onder t. Zij v(x) = v(x').
De nulpunten van (b) stemmen dan voor v(x) en v(x') overeen, in

waarde en multipliciteit. Het zijn X15 X vees X Dit wil juist

23
zeggen dat x en x' dezelfde componenten hebben, zodat x en x'

equivalent zijn onder t.

1.2. Llineailre rulmten

Uitgangspunt 1s de volgende situatie:
gegeven z1jn twee verzamelingen X en © en op X X © 1s een reéelwaardige
functie u(x,6) gedefinierd. Om de gedachten te bepalen: deze functie
zal in eenvoudige relatie staan tot een familie van kansverdelingen
PeQ§=” x) op X en voor 6 &0, of van waarschijnlijkheidsdichtheden
£(x|8) op X en voor 6 &0.

De functie u(x,8) willen we nu eens beschouwen als functie op X,
dus als een functie die aan elk punt xeX een functie van 6 alleen
toevoegt, dan weer als functie op O, die dus aan elk punt 0 €0 een
functie van x alleen toevoegt. Om het accent aan te geven schrijven we
in het eerste geval wel u(x,.) of {u(x,8) : 80} op X, in het tweede
geval u(.,0) of {u(x,8) : xeX} op ©.

We breiden {u(x,6) : 8 €0} uit tot een lineaire ruimte Ux op X
door alle functies ? a.u(x,ei) VOOY S = 1, 2y esay, a. € R1 ) eie S

PR §
1=
toe te voegen.

Op dezelfde wijze krijgt men de linealre ruimte U
S

sommen Z biu(xi,e):met reéle coéefficienten.
1=1

g ©OP © door

Z1) de rang van Ux r, die van Ue

steeds functies u(x,e}\) met 6, €0 en u(xu,e) met x & X nemen.

2
Gemakkelijk is met behulp van 1.1. stelling 1 (1) na te gaan dat

r'. Als basis kan men natuurlijk

een basis voor U_ equivalent is met U_ en met {u(x,8) : 8 €0} = ulx,.).
Verder geldt:



STELLING:

rs, de rang van Ux en r', de rang van UE zijn beide oneindig of
beide eindig en 5elij..k.

BEWIJS:

Als r < = en v, (x), vg(x), oo vr(x) een lineair onafhankeli jke

basls 1s voor U , dan is elke u(x,6) te schrijven als:

x’
T
u(x,8) = j‘_; ci(e)vi(x), De functies C. (8), c2(8), coes Cr(e)
brengen nu U, voort en er is een r' < r zo dat c!(8), c¢'(8), ..., c]'?,(e)

6 1

hieronder lineair onafhankelijk zijn.

2

Ultgaande van r' < « blijkt evenzo dat r < r', zodat r = r'.
Tegelijkertijd is duidelijk dat als een van de rangen, bv. r on-

eindig 1s, de andere niet eindig kan zijn.



2. AFDOENDHEID EN NOODZAKELIJKHEID VAN KLASSE~-INDELINGEN VOOR FAMILIES
VAN KANSVERDELINGEN

2.1. De ultkomstenruimte; de drager

2.1.1. Families van discrete kansverdelingen

Onder een familie van discrete kansverdelingen verstaan we een

collectie @ = {P 0 € 0} van kansverdelingen, die alle gedefinié&erd

z1jn Op dezelfdeeverzameling X, die hoogstens aftelbaar veel elementen
bevat. Bovendien kiezen we X z&, dat voor elke xe&X geldt: P, (x = x) >0
voor tenminste eén 6 €©®. X heet de uitkomstenruimte; 6 indiceert de
kensverdelingen, O heet de indexverzameling en elke functie g(6) op ©

heet een Earamet er van ¥.

21) 6&€0. De verzameling Xe = {x  Po (x = x) > 0} heet de drager
ven P . Daar voor alle x X geldt dat Pe(gc__ = x) > 0 voor tenminste
één 6, is X = (U X, -

0e 0O
Verder is er klaarblijkelijk een ri] 1indices 9,5 82, ..o 1n O, zd dat

x = {J X, -
k=1 "k

2.1.2., Families van kansverdelingen met een dichtheid

Voor families van kansverdelingen met een dichtheid kiezen we

collecties P = {P S, e@} van waarschijnlijkheidsmaten, elk gedefi-

v
niéerd op de (meetbare) deelverzamelingen van een verzameling X C.Rn,

en dle voldoen aan de volgende regulariteltsvoorwaarde:

REGULARITEITSVOORWAARDE R:
Bij elke Pe,
negatief op X, 26 dat voor elke meetbare verzameling ACX geldt:

J f(x|6)dx = P (A).
A

6 €0, 1s er een functie f(xle), eindligwaardig en niet-

De dregers Xe = {x : f(x|e8) > 0} moeten open deelverzamelingen van X zijn.

Oocok nu kiezen we X als U Xe, zodet X open 1s en voor alle x&€X
0€0l

geldt: er is een 6 €0 zd dat f(x|6) > O.
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Bovendien 1s X te schrijven als U Xe voor een geschikte rij indices

k=1 k

61 > 855 o in ©. Dit is de Lindel&f-eigenschap voor tweede axiomaruimten

(zie bv. PERVIN [16], p. 81).

2.1.3. Algemene opmerkingen

In de voorbeelden zal men bij beide typen familie de ruimte X wvasgk
n

kunnen opvatten als de produktruimte II LXivan n kopieén van eenzelfde
1=
ruimte. Dat 1s bijvoorbeeld het geval als X de uitkomstenruimte is bi]

een steekproef van de grootte n van identiek verdeelde grootheden.
Dit wordt echter niet geéist.

Is Xe = X voor alle 6 €0, dan spreken we van een familie met

constante drager, of met een drager die niet van 6 afhangt. Is X # X

voor een 0€0 dan zeggen we dat de drager van 6 afhangt.

Aan de regulariteitsvoorwaarde R voldoen de bekende families van
continue verdelingen zoals normale verdelingen, ['- en B-verdelingen,
Cauchy-verdelingen; verder de homogene verdelingen op (0,8), 6 > O,

op (81 ,82) , =° < 6, <8, < =, exponentiéle en lognormale verdelingen

met of zonder variabel beginpunt (op (a,»)) en alle families van n-

voudige produkten van deze families.,

In het vervolg willen we beschikken over disjuncte splitsingen

van de ruimte X van het volgende type:

DER 1:

Als Xe . Xe . s+ €en rij dragers 1s die tezamen X overdekken en
1 2 k-1
= on >€
als voor K = 1, 2, «.¢o Xk = Xe \ (iL=J1 Xei), dan heet {X,’ . Xga. }

een disjuncte splitsing van X door dragers.

Op grond van de opmerkingen aan het eind van 2.1.1 en 2.1.2 is de

S

definitie zinvol. Duidelijk is dat de verzamelingen Xk disjunct zijn

en X overdekken.

ol . . . . .« »
Onder de Xk kunnen lege verzamelingen voorkomen; dit is in het bij zonder

steeds het geval als de dragers niet van 6 afhangen. De enige disjuncte

splitsing van X door dragers is dan {X, by Oy oo .}.



7ij ¢ een collectle van waarschijnlijkheidsmaten van het discrete

type of met dichtheden die aan R voldoen: {Pe : © e@} of
{fr(x|6) : o€ o0].

>¢ >E

Z1) verder {X1 . Xe, ...} een disjuncte splitsing van X door dragers.

Dan geldt:

STELLING 1:
7ijn x en x'e X z6, dat voor alle B P(_:gc__ =x) >0 d.e.s.d.a.
_P_e(_:;_c_ =x') >0 (of f(x i) > 0 d.e.s.d.a. £(x'|6) > 0), dan is
er een k met X en xX'é& Xk'

BEWIJS:
Uit de definitie van dragers Xe volgt direct dat voor alle 6 €0,
x en x' hetzij beide in X, Sf beide buiten X liggen.

Z1] nuxe.XZ. Dan 1s x &€X en:‘céXe voor 1 = 1, 2, eee4y K=1,
k 1

Hetzelfde geldt dan eveneens voor x', zodat x' eX;.

O

2,2, De functies L(.|x) en 1(. lx)

Voor elke 6 &0 hebben we een kansverdeling Pe(_:g_ =x), XEX of
een dichtheid f(x|6), x&X. Beschouw de hele familie P = {Pe : €O}
of F = {f(xle) . 9 €0} als &é&n functie van x. De waarde die bijvoor-
beeld ¥ in X 5
nadruk op te leggen dat zo'n functie F = {f(xle) : 6 & 0} als functie

. )

€ X sanneemt is dan de parameter f(xole), 6 €0, Om er de

van x wordt beschouwd schrijven we: f(x

DEF 1:

De aannemelijkheidsfunctie L(.

L(6|x) = log Py(x = x), 6 €6 of door

L(6|x) = log f(x|6), 6.£0,

naar gelang van het type van de beschouwde familie.

x) wordt gegeven door:

1}

Voor L(6 lx) wordt de waarde -« toegelaten.

Kies vervolgens een ri] dragers Xe . Xe s «o. dle X overdekken en
vorm daarult de disjuncte splitsing van1X docear dragers {XT, XZ, e o } R

zoals aangegeven 1n 2.1.3. def. 1.
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o
P (x=1x)="P_ (x=x) als xé}(_hof

e
f(xleh) als xéX.n voor h = 1, 2, cee &

=
o
D

_¥
{

L(8*|x) = log P *(5 = x) resp.
6

L(e |x) = log £(x|6 ).

GEVOLG 1:

P *(x = x) en f(xle*) zijn positieve functies op X.

0 ..
L(B*ix) is een eindigwaardige functie op X.

OPMERKING 1:
De schrijfwijze P _(x
0
in het algemeen geen sprake van een kansverdeling of van een dichtheid.

X) en f(xle*) 1s zuiver formeel. Er 1s

DEF 3:

1(.|x), het asannemelijkheidsverschil, wordt gedefiniéerd als

>&

1(.]x) = L(.|x) - L(8 |x).
OPMERKING 2:

Op X geldt:

P(x =x) =P (x=x) - exp(1(.|x)] in het discrete, en

e *‘ [ & »

f(x|.) = f‘(x!e ) * exp [l( . Ix)] in het continue geval.
OPMERKING 3:

Is x = (X, X 5 e0ey X ) een steekproef uit verdelingen

22 n
Pé1 )(_.‘}_s_.’._.l = X, )s eees P(n)(x = x ), dan wel uit verdelingen met

) 1 (1) ° (n') -
dichtheden f (x1 [6) e (xnle) , waarbli) 6 een vaste maar

onbekende waarde uit een indexverzameling © i1s, dan 1is

T (4) (1)
1(.|x) = Z 1M (. xi), waarbij 1 * (o |x) =
(13 .
P. (x. = x.) . £ (x| )
= log —pr——2- o 11 (L |x) = log —r—t—— .
Pi(gc_i=xi) £t (xi‘e )
v,

Dit heeft tot gevolg, dat men i1in het geval van een steekproef slechts

de marginale verdelingen hoeft te betrekken in een onderzoek van het

aannemeliljkheidsverschil.
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2.3. Voorwaardelijke waarschijnlijkheid op een eindige verzameling

7Zij P(x = x) een discrete kansverdeling, f(x) een dichtheid, continu
op een open verzameling en daarbulten O. Laat E een eindige deelverzame-

ling van X zijn en wel zd dat P(x = x) > O voor een xeE, dan wel f£(x) > O

voOor een X € L.

DEF 1:
De voorwaardelijke waarschijnlijkheid P(x = x |E) van x gegeven E

wordt gedefinieerd als:
P(x = x)

P(_}£_= XIE) =W of als
P(x = x|E) = 0 voor X & E.
TOELICHTING:

Zij in het continue geval met d(x,y) de afstand tussen x en y in X

in E bolvormige omgevingen
x|E)

aangegeven. Men kan nu bij de punten x en X,

Be(x) = {y : a(x,y) < e} en Be(xi) op dezelfde wijze nemen. P(x

1s dan te beschouwen als de limiet voor £ - 0 van

f(y)ay/( )

J J f(y)dy). Dit is voor elke € > 0 een
BE(K) xf&E Be(xi)

"gewone" voorwaardelijke waarschijnlijkheid.

Het 1s duidelijk dat ook in het continue geval P(x x|E) zich
op E als een discrete kansverdeling gedrasagt. Dit rechtvaardigt tevens

de notatie.

Is er geen x€E met P(x = x) > 0 of f(x) > 0 dan is P(x = x|E)
niet gedefiniéerd. Hebben we een familie van kansverdelingen ¥, of van

dichtheden ¥ die aan R voldoen, dan is er voor elke eindige verzameling

EcX tenminste eé&n 6 €0, waarvoor Py (x = x|E) gedefini&erd is. Hiervan

maken we 1n het volgende gebruik.
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2.4, Afdoendheid en criteria voor afdoendheid

7ij ¢ een familie van discrete verzamelingen, ¥ een familie van
dichtheden die aan R voldoen. X is weer de ultkomstenruimte, O de

indexverzameling.

DEF 1:
Een klasse-indeling ¢ van X heet afdoende voor P of voor F als
voor elke De? en elke eindige verzameling Ec D geldt:

Pe(__}g_ = x!E) hangt niet van 6 af in de zin dat voor alle 6 waarvoor

Pe(x = x|E) gedefini&erd is deze functie dezelfde is.

DEF 1la:
Een functie t op X heet afdoende voor y(voor F) als de door t

voortgebrachte klasse-indeling afdoende 1s voor 12 resyp. .

GEVOLGEN :

1. Is & afdoende voor g (voor ) en is Dé@, dan geldt voor alle

0 & O hetzi] DcXy of D CXé = X \Xe.

Anders gezegd: oOf Pe(_gs = x) > 0 voor alle x&D of Pe(_zg_ = x) =0

voor alle x&D, en analoog voor f(xle).

BEWLJS::
We geven het bewijs voor f(x16).
Stel er is een xeD met f(x|6) > 0 en zij x'&€D willekeurig.
Er is een 6' in 0 waarvoor f(x'|6') > O. Pn(_:_g = x Ii{x,x' }) is

voor N = 6 en voor n = 6' gedefini€erd en de twee zijn gelijk,

f(x'|6) £(x'|6") . .
dus F(x18) + F(x"18) -~ F(x16") + £l=x"18 7" De tweede 1s posi-

tief en dus ook de eerste zodat f(x' [8) > 0 voor alle x'eD,

en DCX . Is er geen x €D met f(x|6) > 0 dan is DCX{.

s » * * & 2 & *
2. Zij (X1 » Xps o .) een disjuncte splitsing van X door dragers.

Voor de klassen De& geldt dan bovendien: er i1is een h met D CX.':.
BEWIJS:

2.1.3. stelling 1 is voor elk puntenpaar in D van toepassing,

gezlen gevolg 1. Zijn dus x en x'€D dan is er een h zodat
Ak

X, X' }% Dagar de Xh disjunct zijn 1is dan Dc:Xh
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3. Op X kan een positieve functie r(x) als volgt worden gedefini-

eerd: Kies 1in elke D&@ een punt x Zoek een 0&€ 0 met

DQ
Po(x = x,) > 0, of f(xDle) > 0 en schrijf:
P (x = x|{x,x5})

P8 X = IXZD X X

Uit gevolg 1 blijkt: r(x) > 0 op X en r(x) hangt niet van

r(x) = voor alle x€D en voor alle Dé@.

D

(de keuze van) 6 af.

Voor we de betekenis van afdoendheid nader toelichten geven we

twee criteria, equivalent met afdoendheid.

DER 2:
Voor de familie & (¥) geldt het factoriseringscriterium (FISHER-
NEYMAN-criterium) ten opzichte van de kla.sse-—indeling@ van X als
op X functies van het volgende type bestaan:
(1) voor alle 6 €0 een functie k(x,8) > 0, constant op elke klasse

Def;

(2) een functie hi(x) > O
terwliJl voor alle 8 &0 geldt:

Pe(_)_c_ x) (of f£f(x|6)) = n(x) x k(x,6) op X.

DEF 3:
Voor de klasse-indeling ® geldt het klassificatiecriterium ten op-
zichte van & (t.o.v. %) als voor elke klasse Def geldt:

zijn x en x' punten van D, dan is er een c(x,x') > 0 zd dat voor

alle 0 €0:
P (x = x) = c(x,x' )Pe(_zg_ = x') dan wel f(x|6) = c(x,x') « f(x'|6).

STELLING 1:

De klasse-indeling €D is afdoende voor ¥ (voor d.e.s.d.a. voor

?( het factoriseringscriterium geldt t.o.v. en ook d.e.s.d.a.

voor @ het klassificatiecriterium geldt t.o.v. P (3.

BEWIJS:

We geven het bewl]s weer voor dichtheden, het discrete geval wordt

bewezen door f(xle) door P (gc__ = x) te vervangen.

0
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a) Zij QD afdoende voor ¥, r(x) de in 2.4 gevolg 3 gedefiniéerde

fuentie.

Neem D& en het vaste punt X als in de definitie van r(x).

Is x€D, dan is hetzij f(x|6) = O en dan ook f(xDle) = 0 of

P (}__:Xl{xa })
f(x|6) > 0 en r(x) =m=% "

r(x) - f(xDle), zodat het factori-

In beide gevallen is f(x|6)
seringscriterium geldt met h(x) = r(x) > 0 en k(x,0) = f(xDIB) .
niet negatief en constant op D voor alle De&f.

b) Geldt het factoriseringscriterium voor & t.o.v. D en 1s D e,
X en x' 1in D, dan 1is:
f(x|8) = h(x) * k(x,0) = h(x) * k(x',6) = %—%,)—7- + f(x']0) =
= c(x,x"'") * f(x' le); hierin is c(x,x') > O zodat het klassifi-
catlecriterium geldt.

c) Geldt het klassificatiecriterium voor P t.o.v. &, is D &D en

E<D een eindige deelverzameling. We kiezen x_ vast in E en 6

E
20 dat f(xEle) > Q.

P —
f(xile) ) c(xi,xE)*f(xEle)
X.€k X.&ELE
c(x,xE) * *
= als x ¢E; hierin komt 6 niet voor. Merk op dat
) c(xi,xE)
xié:E

ult het klassificatiecriterium direct volgt dat hetzi] f(xl 6) > O
op D of f(x{e) = 0 op D, zodat b1i)] een andere keuze van X s
Pe(gg_ = x|E) voor dezelfde 0 gedefinierd is. @ is dus afdoende

voor .

Def. 2 en 3 zijn natuurlijk ook te formuleren voor een functie t

door voor ¥ de door t voortgebrachte klasse-indeling te nemen.

Wil men in het geval van een familie % van discrete verdelingen
met behulp van de definitie van afdoendheid nagaan of een klasse-indeling
D afdoende is voor @, dan is het niet nodig voor De&en elke eindige
deelverzemeling ECD na te gaan of P8 (__;sg_ = xlE) niet van 6 afhangt. In

dit geval 1s, zodra Pe(D) > 0 ook
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Polx = x)
Pe(_gc_ = x|D) = T (D) als xeD en O buiten D gedefiniéerd.
0
Nu geldt:
STELLING 2:

De klasse-indeling 9 is afdoende voor #d.e.s.d.a. voor elke Ded

P.(x = x|D) niet van 6 afhangt voor die 8§ waarvoor de functie bestaat.

0

BEWIJS:

De voorwaarde is noodzakelijk. Voor eindige D is dat triviaal;

is D aftelbaar oneindig dan neemt men een stijgende rij eindige deel-

verzamelingen A, Ay, «.o. van D met (J A. =D en P (A.‘) > 0
P(x =x) Py(a)
Pe(_)_c_ = x|D) = w— x W X «o. o« Geen van de factoren hangt

van 6 af.

Is nu aan de voorwaarde voldaan en 1s EC Dé?, (B?rwijl E eindig

., - :
en PG(E) > 0, Dan is Pe(_}g_ = x|E) = Pe(_ag_ = x|D) x T (E)
6
PG(E> .
Pe(_:é_ = xlD) en w hangen niet van 6 af.

2.5. Stellingen over afdoendheid

STELLING 1:

Is de klasse-indeling ¥ afdoende voor g (voor en 1s een
verfijning vand, dan 1is & afdoende Voor (voor &).
Zijn u en t functies op X en 1s u afdoende voor P (P), terwijl u te

schrijven is als functie van dan is t afdoende voor ¥ (¥).

BEWIJS:
Een factorisering bij @D is zonder meer te gebruiken als factori-

sering bij €.

OPMERKING:
Voor elke familie & of & is er tenminste €&n afdoende klasse-
indeling, nl. die waarbij de klassen de punten van X zijn.

Anders gezegd: de functie u(x) = x (de uitkomst van een experiment )

is altijd afdoende voor 6) of .
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STELLING 2:

De functies 1(.|x), L(.|x) en P.(x = x) of f(x|.) zijn afdoende

* L. C e
voor & of ¥, ongeacht de keuze van 6 Dbij de definitlie van 1(. ) .

BEWIJS:

We geven het bewijs voor 1(.

x). Daar 1(.|x) te schrijven is als

functie van elk van de andere completeert stelling 1 het bewijs.

Nu geldt:
P.(x =x) =P _(x=x) exp[:l(. 1x)], of
6
£(x|.) = £(x|6") « exp[1(.|x)], volgens 2.2 opm. 2.

Daarmee voldoet ¥ resp. % aen het factoriseringscriterium ten opzichte

van de door 1l(.|x) voortgebrachte klasse-indeling. Beilde gelden onge-
acht de keuze van 8*, dat wil zeggen ongeacht de keuze van een disjuncte

splitsing van X door dragers, ook al leidt zo'n andere keuze tot een

andere factorisering.

STELLING 3:

Is (.?.‘..1 s Xos o900 __}En) een steekproef uit een verdeling behorende
tot een familie of ¥, zodat ook de simultane verdeling tot een
familie van dit type behoort, dan is de '"order stat stic" (_15_(1 ) 3

X(p)s *o0s “q_c_(n)) afdoende voor de familie.

BEWIJS:
i —— s & O ' — ® . ® ¢ @ &
Voor uitkomsten x (x1 s X R xn)} en x' (‘.v.:l1 . xlg, R xln)
met dezelfde geordende ultkomst 1s voor alle 6 &0 f(x]e) =
= £(x,|8) x f(x,]8) x .ou x £(x _|6) =1 x f(xi1|8) x f(xiele) X ee
cos X f(xi |8), zodat het klassificatiecriterium geldt met c(x,x') = 1.

Il

2.6. Grofste afdoende klasse-indeling

DEF 1:
Twee punten x en x' heten gelijkwaardig onder @ of ¥ (notatie:

x = x'), als er een constante c(x,x') > O bestaat 2zd dat

P.(x = x) = c(x,x")P.(x = x'") ofwel

f(x“.) c(x,x")f(x'|.).

{
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De collectie ﬂ')* van equivalentie-klassen onder deze relatie vol-

doet dan san-: .

STELLING 1:

>~ .
Voor D gelden de volgende beweringen:

(1) 2* is afdoende voor & of ¥

(2) elke afdoende klasse-indeling & voor 9 of 9 is een ver-

L L o *
figning van @ o
Beide beweringen zijn op grond van het klassificatiecriterium triviaal.

ﬁ* noemen we de grofste afdoende klasse-indeling.

S @ * * &
Klasse-1ndelingen dlie een vergroving zljn van ) heten noodzakeliljke
klasse-indelingen. fb* kan dus ook genoemd worden: de noodzakeliljke en

afdoende klasse-indeling. We spreken evenzo van noodzakelijke en van

noodzakelljk en afdoende functies.

STELLING 2 (HOOFDSTELLING):
De functie 1(.

en 1s dus noodzakelijk en afdoende.

el
x) brengt, ongeacht de keuze van 6 , @ Voort.

BEWIJS: .
7ij & de door 1(.|x) voortgebrachte klasse-indeling. Volgens
2.5 stelling 2 is & afdoende voor P or Pen dus op grond van stelling 1
een verfijning van D",
Is omgekeerd x = x', dan 1s voor een familie a'(en* analoog voor -‘7)
f(x|.) = c(x,x")f(x'
splitsing van X door dragers, voor x&X en een k
f(xle*) = :E‘(xlek) = c(x,x")f(x' !Bk) = c(x,x")f(x' |8*).
Hieruit volgt dat 1(.|x) = 1(.
ven 9 gebleken, en £ = P .

.), en voor elke keuze van een disjuncte

x'). Daarmee is D ook een vergroving

2.T. Noodzakelljke functies

Tedere functile die constant is op elke klasse van 9* heet nood-

x). Hieruit leiden

zakelljk. Verder wordt @* voortgebracht door 1(.

we een gantal beweringen af:
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BEWERING 1:

Voor elke 6 &0 is 1(6 Ix) noodzakelijks; voor elke deelverzameling
0 €0 is {1(6|x) : © ée*} noodzakelijk. De lineaire ruimte U van
)
sommen Z ail(eilx) met coé€fficienten a €R' en met 6. €0 1s equl-
i=1

valent met 1(.

x) evenals elke basis voor U. De basis en U zijn dus

beide noodzakelijk en afdoende.

BEWERING 2:

a(x) = sup 1(6|x) is noodzakelijk voor de familie ¥ of ¥: de
0&Q

waarde +< wordt toegestaan.

BEWERING 3:

Heeft voor alle x 1(6|x) een maximum a(x), dan is er een nood-

zakeli jke functie 6(x) waarvoor geldt: 1(6(x)|x) = a(x).

BEWIJS:
7ij D& , dan is 1(.

x) constant op D. Voor elk punt x €D wordt

het maximum voor dezelfde verzameling van 6-waarden sangenomen. Kies

hieruit een 6(x) = O, en gebruik deze waarde op de hele klasse D.

BEWERING L4:

Bestaat a(x) = max 1(6 |x) op X 1s er een noodzakelijke meest
0el

aannemelljke schatter voor 9.

BEWIJS:
Bestaat a(x) = max 1(6|x), dan bestaat ook max L(6|x) = L(e*lx) + a(x).
SI=0) X =8
De maxima van 1(6|x) en van L(6|x) worden voor dezelfde functie 6(x) = 6

D
sangenomen.

OPMERKING:

De functies 6(x) in bewering 3 en 4 bestaan, ongeacht de sard van

de verzameling ©. Men krijgt steeds een 6(x) met wasrden in O.



BEWERING 5:

J :
7zij 6 = (6 O e o ey er)eRr. Bestasat L(6]x) VOOr een 1 < r

1?72’ aei
op een verzameling G*C:O, dan 1s {BL(e x) : © é@*} noodzakelijk voor

36 .
gfofg’. *

BEWIJS:

Is x equivalent met x' onder 1(.

x), of: l(elx) = 1(6|x') voor
alle 6 €0, dan geldt op 0 :

d3L(6 |x) _ 91(6 [x) _ al(elx') _ aL(elxt)
aeu aei 86; aei ‘
1 1 1 1

BEWERING 6:

Is x(x,8) de karakteristieke functie van de drager X dan 1s de

e’
functie x(x,.) noodzakelijk voor ?or F.

BEWIJS:

Zij x equivalent met x' onder 1(.|x). Dan geldt:

x en x' €X, Of x en x' € X , voor elke 6 €0, want 1(e|x) = 1(6|x")

S,
en dus 1s f(x[@) = 0 dee.s.dea. F(x' ]8) = 0 (voor discrete verdelingen

evenzo). Dus is x(x,0) = 1 dee.s.d.a. x(x',0) = 1 zodat x(x,.) = x(x',.).

2.8. Voorbeelden

De hier gegeven voorbeelden hebben alle betrekking op families met
constante drager. Voorbeelden waarin families met niet constante drager
optreden worden gegeven in 3..4,

Onder wat sterkere regulariteitsvoorwaarden geeft DYNKIN [7] een
systematische benadering voor het probleem, de noodzakelijke en afdoende
functies voor een familie ¥ te vinden.

Hier zijn de voorbeelden in hoofdzask illustratief bedoeld.

In het geval van families met constante drager geeft het klassificatie-
criterium doorgaans de eenvoudigste methode voor het vinden van de nood-
zakell jk en afdoende functies. Daarnaast laten we in enkele gevallen de
factorisering zien en, in het geval van discrete kansverdelingen, de voor-

s » * & a » - * 4 ®
waardelljke waarschijnlijkheid op de klassen van D , dle dus de 1ndex

niet meer bevat.
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Uit £(x]8) = e(x,x') f(x’ 16) voor alle 6 blJ equivalente punten

x en x' zien we dat gelden moet:

g(i'e; 1s onafhankelijk wvan 6.
1o Z1] (_)5_1 » X5 «++s X ) een steekproef uit een binomiale verdeling

~=O, 1, o 8 q k"""‘"

B(6,k); 6&(0,1); x = (x,', X5s eees xn) waarin X

of k. Dan 1s

n % xi kwxi
Pe(gg=x) = (x ) + 6 + (1-86) voor alle 6 en op X
1= 1
 x- ]
= L Xs = XE
Pglx = x) - ] 8 yi=t T s T
P (x = x' . . O X. x! 1 — 6 )
6 — 1=1 1 1 -
n n
Dit quotiént is onafhankelijk van 6 d.e.s.d.a. Z X, = Z xj!_,
n 1= 1=1
zodat de functie ) X, noodzakelijk en afdoende is voor P,
1=1 n
o N . .
% Ybestast uit de verzamelingen waarvoor Z Xi constant 1is.
1=

Inderdaad is P (x = x) als volgt te factorizeren:

=1 xi 1 = 0

n ] ,
Pox = x) = | 1 (5] {0 - o L (2 Ty,
; *

De voorwaardelijke waarschijnlijkheid vindt men bv. aldus:

n
X X, = ¢ kan gezlen worden als het resultaat van nk trekkingen
1=1

uit een alternatieve verdeling met kans 6 op een uitkomst 1 s en

1-6 op een uitkomst 0, dus

Il
Pe(;z_§1 X; =c)s (:k) 0°(1 - )"

(als x voldoet aan
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(<)

X .

n .
L %)
C

| Q=g o

, 1lnderdaad onafhankelijk wvan 6.

2. 21 (54,152, ""-En) een steekproef uilt een Poissonverdeling met

index 8, eé(osw); x — (x1, X2, > & o 9 Xn) mEt Xi = O’ 1, 2,. o o o 9
Dan 1s
n
5 ox
i=1
_ _=nb S
PB(E‘ = X) e =
!
Rl (xi.)
1=1
n ] ]
_ I (x'!) X. - x!
Po(x = x) _i=1 i=1 t 3= 1
. t I ¢ e &
Pg(ﬁ." X 5 n
T (x.!)
. 1
1=1
n n
Dit quotiént is onafhankelijk van 6 d.e.s.d.a. ) X, = ) xi en
1= 1=1

n
* & * L : &
§ Dbestaat opnieuw uit de verzamelingen waarvoor ) x; constant is.

1=

1 . . . :
Met h(x) = ———————— verkrijgen we de gewenste ffactorisering.

(x.!)

1 1

I a5

1

De som vean n grootheden met Poissonverdeling met index 6 heeft

zelf weer een Poilssonverdeling met index n6.

Dus 1s
n c
P ( Z X. = ¢) = e-ne (n?) , zodat
6 * —"] Ce
1=1
© c! 1 C
Polx =x)| ) x5 =c)=—7 == G o g )
1= C . n 1 72 n
n H (x-t)
. 1
1=1

waarin 9 niet meer voorkomt.
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OPMERKING: (x < © . ) geeft het aantal wijzen waarop ¢ objecten
]

1T 2 n
1n groepjes ter grootte X15 Xps eees X verdeeld kunnen worden, —
n

het totaal aantal mogelijke manieren waarop c¢ objecten in (hoogstens)

n groepen kunnen worden verdeeld.

3. Z1) (54,152, coos 5%) een steekproef uit een verdeling met dichtheid
= 5
van de vorm C(e)e“y s e&(O,m)g Yé(osm) €Il c(@) - 1/(J e-y dy)a
O
oo xn), xié:(O,OD).

N n
6
_ “{ E Xs = Z xée}
f(x|6) _ . 1= 1=1
f(x'|86 '
T 6 _ T .8
Dit quotiént hangt niet van 6 af d.e.s.d.a. E X. = Z xi'._ s VOOr
1=1 1=
alle 6, 1n het bijzonder voor 6 =1, 2, «.., N.

Volgens 1.2 voorbeeld 5 zijn dan (x(1), X(pys sees X )) en

(n

(XEW)’ ng), ceeq X )) gelijk, zodat de geordende steekproef nood-

n
zakelljk 1s voor de familie. De geordende steekproef is echter ook

afdoende (2.5 stelling 3).

Een factorisering stast er als we stellen: h(x) = 1 en in plaats
I 5 n 5

van Z X. schrijven Z > QN
i=1 2 ()

L. Z1] (x1,_§2, .e+s X ) een steekproef uit een normale verdeling

o~ o
N(u,07), tE(=»,»2), 0" €(0,0); x = (x1, Xy bees xn), B = (u,02).
-1 n
T 1
rlo) = 2] - el 2 § oo - 0]
/ 2m= 20 1=1
£(x|6) 1 T 2 3 . y g &
' ﬂeXP-M(Z X. =~ Z x! )+“—-—(Z X, - Z x') .
Tix" o 202 i=1 * i=1 * 02 i=1 T i=1 *
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I I
Het quotiént hangt niet van 8 = (u 302) af d.e.s.d.a. ) xi = ) sz_g,
Il N i..._.-l i=1
&n ) x. = ) x!.
: 1 : 1
1=1 1=1
> n
De klassen van®d 2zijn dus de doorsnijding van vlakken Z x, = ¢
1=

N
met boloppervlakken Z x? =r.
1=1

Een factorisering wordt eenvoudig gevonden door uitschrijven

van de som in de exponent van f(xle).

2.9, Interpretatie van afdoendheid

2.9.1. Families van discrete verdelingen

7ij 40 een afdoende klasse-indeling voor P = {P 8 €0}.

6

1. Het factoris erings criterium

Uit 2.4 stelling 2 blijkt dat, als Pe(D) > 0, Pe(_)_c_ = x|D) =
P.(x = x)
= —-8—1-_.-,——(-]-3—)—— voor x&€De niet van 6 afhangt.
6
We hebben nu de volgende factorisering:

Pe(_?_c_ = x) = Pe(D) X P(“J_g_ = xID) voor x €D. Deze 1s natuurlijk eveneens
juist als P (D) = 0, daar dan ook P,(x = x) = 0. De eerste factor geeft
een kansverdeling over de ruimte 9 van klassen, en deze kansverdeling
1s verschillend voor verschillende 6. De tweede factor geeft binnen
elke klasse De&) een kansverdeling die dezelfde 1s voor alle 6.

Wil men nu 1ets over 6 te weten komen dan kan worden volstaan met
een beschouwlng van PG(D)' De andere factor bevat 6 niet en levert

daarmee geen bijdrage tot kennis omtrent 6,

2. Het klassificatiecriterium

Laat X en x' twee punten zijn in dezelfde klasse D ven4) . Heeft
men blj een experiment x als uitkomst gekregen,: dan heeft men daarbij
P.(x = x) "waargenomen'" veeleer dan alleen x zelf, Op deze waarneming
za.i men ledere gevolgtrekking omtrent 6 moeten baseren. Vindt men x',

d.w.z. P.(x = x'), dan heeft men essenti&el dezelfde kennis over 9,
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want P.(x = x') = ¢(x,x")P.(x = x) en c(x,x') is een constante in het
model ¥ . B1ij de uitkomsten x en x' zal men dus dezelfde conclusies over
0 trekken.

3. De definitie van afdoendheid

We stellen ons twee experimenten voor. Het eerste bestaat uit het

doen van een waarneming x = x. Het tweede uit het doen van een waarneming

D = D gevolgd door het genereren van een waarde x' volgens de verdeling

P(x = x|D).
X en x' hebben nu dezelfde kansverdeling, te weten Pe(§‘= X) en
P,(D) x P(x' = x|D) voor xeDe&d.
Men 1s dus 1ndien men D kent niet slechter af (en ook niet beter)

dan indien men de precieze positie van x in D weet, afgezien van de
mogelijkheid dat men in de eerste situatie nog aselect een x' in D
x|D)). In deze zin bevat D

evenveel informatie omtrent 6 als de uitkomst x (zie HAIMOS en
SAVAGE [11]).

moet kiezen (volgens de verdeling P(x

||

Zonder het begrip "hoeveelheid informatie omtrent 6" te hebben
gedefiniéerd kan men dus wel zeggen: iledere zinvolle definitie voor dit

begrip zal aan punten, equivalent voor ¥, dezelfde waarde toekennen.

Het zal dus een noodzakelijke functie zijn.

2.9.2. Families van verdelingen met een dichtheid

Zij D een afdoende klasse-indeling voor F = {f(x]6) : pe o}.
Het klassificatiecriterium levert direct een interpretatie, vol-

komen analoog aan die 1in het discrete geval.

Een interpretatie van de definitie vereist een andere benadering van
de theorie en wordt hier niet gegeven. Voor een interpretatie van het
factoriseringscriterium geldt hetzelfde; we zullen nochtans laten zien,

dat onder strikte regulariteitsvoorwaarden op eenvoudige wijze een

analogon van 2.9.1.1 te verkrijgen valt.

Laat t(x) = (t1(xﬂ, te(x), oo, tn(x)) een vector van reéelwaar-

dige functies zijn die continue partig&le afgeleiden hebben naar

Xs X5 «ees X_. Laat verder bij t(x) = t inversen bestaan zodat x = ult).
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Voor de eenvoud nemen we asan dat de toevoeging eeneenduldlg 1S Op een

open verzameling & met Pe(ﬂ') = 1 voor alle 6, en dat de determinant van
. o x
Jacobl'j'-: (31: ) #0op&. Is t = (t,l(x),tg(x), .o

J 13J5142,e0e,nn’
ooy tr(x) )s ¥ < n, afdoende voor de familie # van dichtheden
raw
(

{r(x|8) : 6€0}, dan is £(x[8) = n(x) - k(t
, >
functies h(x) en k(t (x),0).
Bij transformatie van X met t(x) ontstaat een dichtheid op t(X) = T,
VR
g(t|6) = h(u(t)) * k(t ,8) - l7|t; |7lt staat voor |7|, uitgedrukt in t.

De marginale verdeling van ’t:1 . t2, ¢« oo s tr 1s dan:

x),0) voor geschikte

= g*(t*le).

Jt L h(u(t))k(t ,6) - l""]lJG dt i e-s 4t

r+ n

_1dl
oo o % l?ly dyr_'_,l...dy‘n

yr+’l yn

g(tle)/g*(t*le) = = H(t |t ).

2>¢ . . .
H(t lt ) hangt niet meer van 6 af en is een voorwaardelijke dichtheid

> . . %,
op de verzamelingen met vaste waarde van t , terwijl g (t 16) als wh.

am
dichtheid over de ruimten van klassen {t B v vast} kan worden beschouwd.

7ie verder. bv. HOGG en CRAIG [13].

2.9.3. Het model

Tot nu toe hebben we steeds verondersteld dat de familie 6, of 5::

dat wil zeggen de functie Pe (_gc__ =z x) of f‘(xle), als functie op X x0

X ) nood-

beschouwd, bekend was. Gegeven dit "model'" besloten we dat 1(.
zakell jk en afdoende was. ' ‘

Stel daarentegen dat we zouden willen onderzoeken of de bewering Pe &
onjuist 1s. We kunnen dan deze bﬁewering beschouwen als nulyypothese HO
en we kunnen daarmee voor elke x €X de verdeling P(x = x|D) onder HO,

die niet meer afhangt van de index 6. Dit levert mogelijkheden voor

toetsen van het model ?tegen verschillende alternatieve modellen.
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3. EXPONENTIELE FAMILIES VAN KANSVERDELINGEN

3.1. Inleiding

Dit hoofdstuk zal worden geformuleerd voor dichtheden f(xle),
hoewel alles onverminderd geldt voor discrete verdelingen.

Tot nu toe hebben we @&n regulariteitsvoorwasrde (R) ingevoerd,
die betrekking had op de dichtheden f(x|6). Men kan zich afvragen of
het niet voor de hand zou liggen ook san © eisen op te leggen. In 2.7
bewering 5 1s bijvoorbeeld een els geformuleerd.

Het 1s echter duidelijk dat, gegeven een familie F ven dichtheden,
een klasse-indeling @ afdoende is voor J’yongeacht de gekozen 1ndicering.
Het 1s om deze reden dat we er de voorkeur aan hebben gegeven niets
over © aan te nemen. Een andere reden is, dat bij de nu volgende behande-
ling van exponentiéle faemilies van verdelingen blijken zal dat bij dit
heel belangrijke type verdelingen steeds een herindicering mogelijk is
die, eventueel na ultbreiding van  met dichtheden die van hetzelfde
type zijn, vanzelf leidt tot een indexverzameling waarop ftxle) voor
elke x aan sterke regulariteitseisen voldoet. Dit laten we 1n 3.2.2
zlen.

Daarna zal het geval van niet-constante dragers voor het geval

van een aselecte steekproef nader worden beschouwd.

3.2. Constante drager

3.2.1. KOOPMAN-PITMAN klassen

DEF 1:
Een familie van dichtheden # met constante drager XCRn heet een

exponentiéle familie of een KOOPMAN-PITMAN klasse als voor alle 6 &0,

f(x|6) te schrijven is in de vorm

S
(1) f(x|6) = exP[c(x) + ¢(6) + Z
l:‘."

1 ci(x)cbi(e)] op X.
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DEF 2:
Een exponentiéle familile F

tot eoee, x €&€X als in (1):

1. ¢(eo) = 0
: ¢1(e), ¢2(e), coes ¢S(e) zijn lineair onafhankeliljk
. (9,005)5 ¢,(85), weny 0 (84)) = (0, 0, ..., 0)

c1(x), ce(x), ooy cs(x) zijn lineair onafhankelijk

is in kanonieke vorm met betrekking

O

i & W o

(c1(x0)’ cz(xo), oo cs(xo)) = (0, Oy 400es 0).

Flke exponentiéle familie kan in kanonleke vorm worden gebracht.

Z1j namell jk:

S
£(x|6) = exp(b(x) + v(8) + ) b.(x)v.(8)], en 0,60, X, &X;
L soq 1 1 O
dan 1s
(6]x) (6]x,) = ? (b.(x) = b.(x.))(y.(8) (6.)) %€ u(x,e)
1 x) - 1 Xy = 3 ;\x) = b.ix, wi - wi 0 =" ulx,9).

Overeenkcmstig 1.2 vormen we uit de u(x,6) de lineaire ruimte‘qx.

Deze heeft klaarblijkelijk een eindige rang s < S. Een basis z1}

c1(x), cz(x), oo s cs(x), waarvoor dus 4. geldt.

Daar u(xo,e) = 0 voor alle 6 is ook.ci(xo) = 0voor 1 =1, 2, ¢ee, S,
zodat aan 5. voldaan 1is.
S
Schrijf nu: u(x,8) = ) ci(x)cbi(e).
1=1
Daaru(x,eo) = 0 en de ci(X) lineair onafhankelijk zijn volgt hieruit dat

¢i(60) = 0, zodat aan 3. is voldaan. Verder blijkt uit 1.2 stelling 1

dat de ¢i(6) eveneens lineair onafhankelijk zijn, zodat 2. geldt.
Definiéer tenslotte ¢(6) als 1(e|x0) en c(x) als L&BOIX), dan 1is

$(8,) = 0 en £(x]|6) = exple(x) + ¢(8) + ? ci(x)¢i(eij is in kanonieke

1=1
vorm.

STELLING 1:

Een familie van dichtheden met constante drager 1s een exponentiéle

femilie d.e.s.d.a. de rang r van Ux eindig 1S.
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STELLING 2:

Is een familie van dichtheden met constante drager van de vorm (1),

dan 1s (C‘! (X), ‘CQ(X) 5 oo o o cS (x)) noodzakelijk en afdoende voor F.

Belde stellingen zijn eenvoudig te bewijzen. Bij stelling 2 bedenke
men dat 1(.|x) = u(x,.) + 1(. xo) en dat 1(.

vorming als een constante gedraagt.

xo)zich b1j de klasse-

VOORBEELDEN :

1. De families van normale verdelingen N(u,1), N(0,0g) en N(u,Og);

de familie van de X -verdelingen, de I'- en B-verdelingen en de exponen-
ti€le verdelingen met vast beginpunt zijn exponenti&le femilies met

constante drager. Vergelijk 2.8 voorbeeld UL.

2. De families van de binomiale verdelingen bij vaste steekproef-
omvang, de negatlief binomiale verdelingen bij vast voorgeschreven

laatste succes, en de Polssonverdelingen zijn exponentiéle families
(2.8 voorbeeld 1 en 2),.

3. Niet-exponentiéle families zijn:

S
Cauchyverdelingen: f(xle) = 0 (8,46 1

e 2.\
n(e,i + (x - 82) )
Verdelingen van het type c(6)exp [:-xe] , Xx >0, 86 > 0,
(Zie 2.8 voorbeeld 3).

3.2.2. Natuurlijke indexverzameling voor exponentiéle families

STELLING 1:

Z1)) £ (x), f. (x) een paar wh-dichtheden dat aan R voldoet, terwijl

de dragers X, en X, een niet-lege doorsnede hebben. Er is dan een

dichtheid fk(x) = %...__ f?()k(x) voor elke A €(0,1) en deze dicht-

A
heden voldoen aan R.

BEWIJS:
—A . :
21 I)\ = J f?(x)fg (x)dx volgens een 1ntegratie-methode.
XO/\X,l
De integrand is positief op de open verzameling X.NX. en I. is dus

0 1 A
positief.
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Verder is er voor positieve a en b en A &€(0,1) de volgende ongelijk-
A, T=A

heid welbekend: a b < Aa + (1 - X)b.,
-—A | .
Dus f);(x)fg) (x) < Af (x) + (‘l-—-D\)fO(x) op X,NX, . Het rechterlid

heeft een eindige integraal,dus ook het linkerlid.
Daarmee 1s gebleken dat f)\(x) een dichtheid isgi; de continuiteit

en de dragervoorwaarde in R zijn natuurlijk vervuld.

STELLING 2:
i_f_‘.)\(x) : A& (0,1); uit stelling 1 is een familie van dichtheden

die differenti€erbaar is naar A, en wel willekeurlg vaak.

Alleen I)\ levert problemen op. Voor een bewijs dat I, willekeurig

A
vaak differentieerbaar is naar X en dat de differentiatie onder het

1ntegrealteken kan worden uitgevoerd zie LEHMANN [1 5] , P. 52-5k,

Zij nu % een exponentigle familie met constante drager X CRn,

waarvoor R geldt, en met kanonieke vorm ten opzichte van x, en T.:

9, O
flx|t) = EXp[C(X) + V(1) + ? ci(x)wi(r)] voor T&T, zodat
1=1
ulx,t) = 1(t|x) - 1(r Ixo) = 521 ci(x)wi(r).

(¢1(T), we(T), oo wr(r)) karakteriseert de verdeling, daar de
1.

waarde van Y(t) vastligt door de conditie J f(xl'r)dx
X

Toepassen van stelling 1 op f(x|t.) en f(X|T1 ) laat zien dat er dicht-

0’

heden bestsan van de vorm

l

I
£ () = - e [e(x) + ap(r,) + (1=2)u(r) + 151 e (x)(p, () +

+ (‘l--)\)tpi('ro))] met A €(0,1).

Het punt (Aw1(r1) + (1mk)w1(ro),...,lwr(11) + (1~A)wr(TO)) doorloopt
een lijnstuk in R° (A & [0,1]) met de eindpunten (1p1 (1:1), cees tpr('cr))

en (w1(TO), coos wr(TO))-
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Verder zijn de toegevoegde dichtheden eveneens van exponenti€le
vorm. Door dit herhasald toe te passen blijkt dat men bij elke 6 1n een
convexe verzameling O CR® een dichtheid f(x 16) kan construeren., De ver-

kregen (uitgebreide) familie is een exponentiéle familie en O met de

punten (61 s 855 eens er) kan als nieuwe indexverzamelling worden gekozen.

Deze wordt de 'matuurlijke' indexverzameling genoemd.

OPMERKING 1:
Men kan eenvoudlig nagaan dat @ een open deelverzameling van RT

bevat, want UJ1 (T), \pe('r), coes wr('r) zijn lineair onafhankelijk en

©® 1s convex.

OPMERKING 2:

(c:1 (x), cg(x) s e ees cr(x)) is ook na de uitbreiding noodzakelijk
en afdoende voor &

Uit stelling 2 volgt verder: f(x|6) is in het inwendige van 0 wille-

keurig vask differenti€erbaar naar ei, 1 = 1, 25 eeey T

Men kan aantonen dat ook alle gemengde hogere afgeleiden bestaan, zoals

Bef(xle)

06.960.
1 J

Zonder enige els op te leggen aan de indexverzameling verkrijgt men dus

in het geval van een exponentiéle familie met constante drager door
ultbreiding ven de oorspronkelijke familie en her-indicering analytici-

telt 1n de 1index.

VOORBEELD:
2

X
Ultgeande van de x -verdelingen f, (x) = {T(k) '2k}_1ka1e 2,

x€(0,2),te schrijven in de vorm:

_ X ..
fk(x) = exp |- log I'(k) - k log 2 - 5+ (k = 1)log x] krijgen we
X
f(x!e) = exp[:q)(e) -5t (6 - 1)log x:l voor © e[‘l ,2), bij geschikte

keuze van ¢(6) dichtheden op (0,»). Dit zijn de [-verdelingen; uit-

breiding tot 6&(0,1) wordt zo niet gekregen.
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3.2.3. Afdoendheid en noodzakelijkheid voor deelverzamelingen van 0

Bij exponenti€le families heeft, zoals te verwachten was, elk van
de functies ci(x) uit een kanonieke vorm een speciale relatie tot de
bijbehorende Bi. Neem bijvoorbeeldkc1(x), kies 8:; coe 8?‘26 dat
{6 : 08, = e:, cees O = e':'} =, # 0.

De familie gﬁ = {f(x]|6) : 6<é®1} is dan een exponentiéle familie, te
schrijven als:

f(x|6) = exP[cb“ )(6) + c(1)(x) + 81c1(x)] voor x €X en 6 €0..

Het volgende woordgebruik is nu duideli jk:

(vooerQ).

CT(X) is afdoende en noodzakelijk voor 6.

Verder krijgt het factoriseringscriterium de volgende vorm:
Voor ei geldt het factoriseringscriterium ten opzichte van ci(x) als er
i1 Bspqs eees er) > 0 bestaat en voor elke
. €0. ] : : 0
61 @l functies k(cl(x),el) op X 2o dat
f(x|6) = h(x; 6,, 6

een functie h(x; 0.5 +e0s 6

13 23 o o0 o ei-—1’ 8i+1, ¢ o o g er)k(ci(x)’ei)'

Het klassificetiecriterium wordt:

voor c. geldt het klassificatiecriterium ten opzichte van 6. als voor

i
x en x' in X met ci(x) = ci(x') een functie q(x,x'; 8., «.v, © 6

e oo er)'bestaat, z6 dat f(xle) = qf(x'ie)a

1=12 1412

3.3. Niet-constante drager

3.3.17. Functies equivalent met de dragerfunctie

We beperken ons tot het geval van een aselecte steekproef

X = (,_351 > Xpo eees -}-{-n) uit een verdeling met dichtheid f(y|6)ed; waarbij

bovendien de drager X beschreven met behulp van de karakteristieke

83
functies x(y,6) van @én van de volgende gedaanten 1s:
1« Xx(y,8) =1 op (-~,08) en O elders, 6 > ==,

2 a X(y,e) = 1 op (6,@) en O elders, 0 < «j

3. x(y,8) = 1 op (61,82) en 0 elders, waarbij 8 = (81,8 ) en == < 6, < 6

2
n

Volgens 2.7 bewering 6 zijn de functies x(x,.) = T x(yi,.) nood-
)

kleinste, x de grootste component van x = (x1, Xys eves X ) aan.

n) n
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STELLING 1:
Voor families & van simultane dichtheden bij steekproeven groot n

ult verdelingen met dragers van de t

1. X (n) is equivalent met Xx(x,.);
X (1) is equivalent met x(x,.);
3., (x(”, x(n)) is equivalent met x(x,.).

oen 1, 2 en 3 geldt achtereenvolgens:

BEWIJS:

Het geval 3 zal alleen bewezen worden. De andere zijn dan direct
duideli jk.
zij x(x,.)

x(x',.) en stel X . Er is dan een 6 = (6_,6_), met

|
) S X 1272

n n)
)s en 6. < min(x(”, xh)).

' — 1 1 ] * . i 2 '
1 en x(x',9) 0, wat niet mogelijk is. Dus 1is X(n) = x(n)

!

en evenzo Xx < X dus x
( (n)? (

= XE . Voor x(,‘ ) geldt een angloge rede-

n) n)

nering.

. — ' - !
Laat nu x(” x(.l), x(n) x(n). Voor alle 6 (61 ,62) geldt dan

1 9 < < | ! ! -
hetzij 6, X(1) £ Xy S 6, en 6, < Xty X0y < 8, zodat X(x,6)
)

2
= x(x',9) <
het interval (81,62) en x(x,0) = x(x',0) =

1 6f er is een component X(qy = x‘('1 (n) = in) buiten

Dit houdt Jjuist in dat x en x' equivalent zijn ten opzichte van X(xX,.)

VOORBEELDEN:

1. X (1) 1s noodzakelijk voor steekproeven van de grootte n uit:

exponentiéle verdelingen: e OP (8 ,) en 0 elders,

lognormale verdelingen: {(x-e)cr Vo exp [—-— ) {log(xwe) u}g_-]

Vvoor x&€(68,~) en 0 elders. 20

2. x(n) 1s noodzakelijk en afdoende voor steekproeven van de grootte

n uit homogene verdelingen: H(0,6) = -;-* op (0,6) en O daarbuiten.

Noodzakeliljkheid wvan x(n) 1s zojuist gevonden. Afdoendheid blijkt

als volgt: de (afdoende) aannemelijkheidsfunctie L(.

met x(x,.).

3. (x( 1) x(n)) 1s noodzakelijk en afdoende voor steekproeven groot n

ult de homogene verdeling:

] :
H(81’e2) = M op (81 ,62) en 0 daarbuiten. L(.

equivalent met x(x,.).
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3.3.2. Exponentié€le families

Famililes van dichtheden met niet-constante drager noemen we

exponenti€le families, als er lineair onafhankelijke functies

C . (x), cg(x), oo cr(x) op X bestaan, zd dat
r
f(x|0,n) = x(x,n)exple(0,n) + c(x) + ) ci(xMi(e,n)].
1=1
We nemen hilerin dragers van de typen 1, 2 of 3 uit de vorige paragraaf.
Bovendien veronderstellen we dat c (x), cg(x) s eees cr(x) een lineair
onafhankelijk stelsel is op elke Xn' Dan 1s ook ¢1 (6,n), ¢2(6,n), oo

co oo ¢r(9,n) voor elke n linealr onafhankeli jk.

BEWERING:

(c:,I (x), cg(x) s eee, cr(x), x(n)) is noodzakelijk en afdoende voor
een exponenti&le familie % van dichtheden met dragers van het type 1 uit
3.3.7.

(c:,l (x), cz(x) s oo e cr(x), x(”) is noodzakelijk en afdoende voor
een exponentiéle familie met dragers van het type 2.

Zijn de dragers van type 3, dan 1is (c:1 (x), cz(x), o oo cr(x), (1) x(z))

noodzakelilijk en afdoende voor F.

BEWIJS:

De tweede bewering wordt als voorbeeld gekozen.

T X is noodzakelijk. Ook elke c.(x) is noodzakelijk:
(1) 1 e

Neem een disjuncte splitsing van X door dragers (X1 » Xy o .). Is nu

: : Y . >
1(.|x) = 1(.|x') dan is er precies @én k zodat x en x'€X en Xkc.Xnk
L » - * * ® .
voor de index n, die bij de constructie van (X1 » Xos o .) gebruikt is.
. >~
Is nu n < N dan 1s ook Xkc. Xn'
£ >
l(e s ‘X) = ¢(ean) - Cp(ek’nk) + '21 Ci(x){¢i(esn) - ¢i(ek’nk)} Oop Xk ”‘(a)
1=
Bovendien is 1(6,n|x') = 1(6,n|x) en dus
r ¢
I (e = oyl D65 (0um) = #;(om)) = 0 0p Ky
lm
Uit de lineaire onafhankeliljkheid van de d)i(e,n) volgt nu:
c.(x) = c.(x'") op XZvoor i =1, 2, +ss4, T €1 VOOr K = Ty 29 ooe o
i 1
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2. Zi] (c1(x), cg(x), . ens cr(x), x(1)) = (c1(x'), cz(x'), .o
' t - ! . ' 3 13 7
ceos cr(x ) s x(1)). Daar X1y = X(q) liggen x en x' in dezelfde verza

meling X_:, en bovendien voor alle n of beide in X. of beide buiten Xn.

T
Zijn x en x' & X , dan is 1(6,nlx) = 1(8,n|x"'") = == voor alle 6.
Stel x en x' eXn' Op Xnnx: 1s dan l(e,nlx) zowel als l(e,nix' ) van
de vorm (a) en dus gelijk voor x en x'. Hiermee 1s de afdoendheid van

(c1(x), CQ(X)’ oo cr(x), x(”) bewezen.

VOORBEELDEN :

n
1. ( E X+ x( : )) 1s noodzakelljk en afdoende voor steekproeven wvan

1=1 -2 (x-3a)

de grootte n uit een exponentiéle verdeling A\e met a &(0,x),

v
A €(0,»), x >a, en O voor x < a. 6. (x-a) 2
2. Voor steekproeven groot n uit een verdeling C(6) -+ e als
Xx >aen 0 als x < a (6 = (61,82), 0, 2 O, O, > 0, aé[O,W)) 1S

(x(”, X(2)’ e o0 4 x(n)) noodzakelijk en afdoende. Dit volgt direct

uit een beschouwing van de deel-~familie met a = 0 en 61 = 1, waar-

door 2.8 voorbeeld 3 wordt verkregen. Voor deze deel-familie 1is

(x(1), ¢ ony x(n)) noodzakelijk, dus zeker voor de gehele familie.

Tenslotte is (x(1), ceey X

(n)) steeds afdoende.
3. Is in voorbeeld 4. 0, een natuurlijk, vast getal, dan 1is
n I n 0
2 2 ey

( Z X: Z Xss eves Z X: s x(”) noodzakeliljk en afdoende.

1="1 1="1 1=

n n 5 n 82-1
Is tenslotte ook 81 constant, dan is ( Z X+ s Z Xisy oo Z X
1=1 1= 1=1

x(1)) noodzekelijk en afdoende.

Voor een andere benadering zie men DYNKIN [T] .
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