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SOMMAIRE

Les méthodes non paramétriques de corrélation, développées par
Pitman, Kendall et d’autres, peuvent éire appliquées dans beaucoup de
situations pratiques. Un exemple est la mesure de la capacité d'un
inspecteur (ou d’une méthode d’inspection), qui juge la qualité d’une
série d’objets. La théorie existante ne dispose pas encore d’un test non
paramétrique pour 1'égalité de deux coefficients de corrélation dérivés
de deux séries d’observations. Dans 1’exemple mentionné et dans des
situations analogues on peut obvier & cette difficulté au moyen d'un
artifice, dont 1'utilité ne se borne peut-&tre pas au cas traité.

Les méthodes non paramétriques donnent parfois des résultats d’une
simplicité surprenante. Lié aux problémes mentionnés un nouveau test
pour 1’égalité de plusieurs probabilités est discuté. Le test, développé par
M®e C. van Eeden et l'auteur est différent du test bien connu, basé sur
%%, quant aux hypothéses alternatives. Celles-ci sont plus spécifides
pour le nouveau test et elles ont comme cas particulier une tendance des
probabilités testées dans un ordre donné. Tl en résulte que sous certaines
conditions un test pour le probléme de deux échantillons, par exemple
le test de Wilcoxon, suffit pour atteindre ce but. Les résultats sont
appliqués & l’exemple mentionné plus haut. Certaines possibilités pour
généraliser ces méthodes sont indiquées.

SUMMARY

This paper describes an application of the rank correlation methods
developed by Piitman, Kendall a.o. to the problem of measuring the
quality of the judgment of an inspector (or of a system of inspection),
approving and  rejecting objects under inspection. This theory does
not, as far as the author knows, furnish a distributionfree test for the
comparison of two rank correlation coefficients, both of which are dif-
ferent from zero. The comparison of the qualities of judgment of two
inspeclors which in our example is the analogue of the comparison of
two rank correlation coefficients, may, however, be effected by means
of a simple artifice, which may be useful in other situations too.

The method treated is closely connected with a new distribution-
free test for the hypothesis that a number of probabilities are equal,

(*) Rapport SP 38 du Centre Mathématique, Amsterdam.
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which has recently been developed by Miss C. van Eeden and the author.
Of this test, the alternative hypotheses of which are more specified than
those of the well-known y2-test, a concise description is given. The test
may be used to test the equality of probabilities against the alternative
hypothesis of a trend of these probabilities and under certain conditions
a distributionfree two sample test proves to be sufficient to attain this
end. Results with respect to its consistency are applied to the above
mentioned example. The possibility of generalisation is indicated.

1. INTRODUCTION

L’application des méthodes non paramétriques est encore
peu répandue, quoique dans 1’industrie, par exemple, il y ait
beaucoup de possibilités pour de telles applications. Le but du
présent exposé est de donner un exemple simple de ces mé-
thodes, basé sur la théorie des échantillons prélevés dans une
population finie avec comme cas particuliers les fests bien
connus de E. J. C. Pitman (1937) et de F. Wilcoxon (1945).
Les applications de cet exemple nous méneront 3 la considéra-
tion d’un nouveau test pour l’égalité de plusieurs probabilités
avec des hypothéses alternatives de caractére spécifié, qui a
été développé récemment par M™ C. van Eeden (1954), en col-
laboration avec 1’auteur,

Le probléme, dont une solution sera donnée, est le juge-
ment de la capacité d’inspecteurs quant au contrdle de la
qualité d’une série d’objets donnés (*), mais on pourra remar-
quer que la méthode proposée est aussi adaptable & d’autres
problémes pratiques de méme espéce. On rencontre ce type de
probleéme par exemple dans la psychologie appliquée. D’ail-
leurs le mot « inspecteur » ne doit pas étre pris au pied de la
lettre : il signifie seulement «un systéme quelconque d’ins-
pection ». Nous considérerons aussi la comparaison des capa-
cités de deux inspecteurs par rapport 4 une échelle, déter-
minée d’'une maniére quelconque, des qualités des objets sous
inspeclion. -

2. DEs COEFFICIENTS DE CAPACITE
ET LEUR DISTRIBUTION EN CAS D INCOMPETENCE COMPLETE

Soient C,, ..., C, un nombre (n) d’objets, dont nous sup-
poserons d’abord les qualités Q,, ..., Q, connues et détermi-
nées d’'une maniére quantitative. S’il est seulement possible

(*) Ce probleéme m’a été posé par M. A. R. van der Burg, du
« Bureau consultatif sur la Statistique appliquée » (« Adviesbureau voor
Toegepaste Statistiek »), & La Haye, qui a écrit sur ce sujet un rapporl
intitulé Judging the Judge, édité par ce bureau. Ce rapport s’occupe
d’autres aspects du probléme que ceux traités ici.
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-de les ordonner par qualité croissante, leurs muméros d’ordre
peuvent étre envisagés comme les valeurs Q;, ..., Q,. Nous
admettons la possibilité que certains objets aient la méme qua-
lité. En tout cas les objets peuvent étre ranges selon leurs
»quahtes de sorte que

U= =...=0.. : (1)

Un inspecteur, qui ne connait pas les nombres Q,, va
maintenant juger les n objets, chaque objet étant soit approuvé
soit rejeté (*). On souhaite dans ces conditions définir une
‘mesure pour la capacité de I'inspecteur par rapport & I’échelle
donnée (1) des qualités.

Or, ce probléme n’est pas compliqué et suivant les mé-
thodes habituellement utilisées en statistique non paramé-
trique, nous introduisons la valeur typique

n

V:Z z:Q; ()

i=1

ol z; est une variable, qui prend la valeur 1 pour les objets C;
approuvés et 0 pour les objets rejetés. La plus grande valeur
possible de ¥, étant donné que

n

= Z x; (3)

i=1

objets ont éié approuvés, est

Vo= Y0, )

f=n-z+1

et le minimum de V, dans cette méme condition, est

:TZQz (6)

Evidemment les grandes valeurs de V indiquent un bon
accord entre le jugement de 'inspecteur et la qualité des objets,
tandis que les petites valeurs de V indiquent le jugement
opposé 2 la qualité.

Si I'on veut avoir une mesure, qui prenne des valeurs
entre 0 et 1, on peut définir le coefficient

Wl :3 Vo Vmin% / ; Vmax_ Vmin( . (6)

(®) Cette situation se réalise souvent en pratique et nous la con-
sidérons A cause de sa simplicité. Pourtant, la plupart des méthodes
utilisées ici, peuvent 8ire généralisée sans trop de difficulté.
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On peut se demander maintenant quelle valeur W, pren-
drait pour un inspecteur incompétent et & partir de quelle
wvaleur on peut dire que l'inspectenr n’est pas incompétent.
Pour répondre A cette question nous recourrons a une défini-
tion statistique : un inspecteur sera dit « complétement incom-
pétent », si son jugement des objets est indépendant de leur
qualité, c’est-d-dire si, pour chaque nombre # donné d’objets
approuvés tous les groupes possibles ‘de z objets entre les n
ont la méme probabilité de se composer des objets approuvés.

Sous cette hypothése H, d’incompétence complete les x
objets approuvés peuvent étre considérés comme un échan-
tillon aléatoire prélevé dans la population des n objets, avec
les qualités Q,, ..., Q, et il n’est pas difficile de trouver la
distributien de probabilité de V et par conséquent celle de
W, (*). La théorie dés échantillons prélevés sans remplace-
ment dans une population finie nous fournit les moments

&\ V|Hyt==p; |V|H{=z(n—2)(n—1)"s* (7)

N

ol , .
p=n""EQ;; ¢’ =nTT(Q:—m)*. (8)
Les équations (7) ont été obtenues sous la condition

Yx,=x et par conséquent ces résultats, compte tenu d’un théo-
réeme de W, G. Madow (1948) sur la normalité de la distribu-
tion limite de V, nous fournissent un test conditionnel de H, .
Ce théordme de Madow, qui est une généralisation d’un théo-
réeme limite de A. Wald et J. Wolfowitz (1944), dit que, sous
I’hypotheése H,, et pour n et z—> co, V est distribué selon la

distribution normale, si les conditions suivantes se réaliserit :
sup RS (Q— )| 1B (Q— PR <o (9)

pour chaque r >0,
en<xz<(1—e)n (10)

pour une valeur quelconque de ¢ >0 et n assez grand.

Ces conditions ne sont pas trés restrictives. La seconde
signifie seulement que l'inspecteur ne doit pas approuver
presque tous les objets mais qu’il doit en rejeter au moins
une fraction positive, aussi petite soit-elle. La premigre con-
dition est satisfaite, par exemple, si les Q; sont uniformément
bornés, avec un écart type positif & la limite pour n-—>co,

() Une variable aléatoire sera désignée par un caractére souligné.
Le méme symbole, non souligné, indique une valeur, qui peut étre prise
par la variable aléatoire.
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si Q;—i (dans le cas des numéros d’ordre), si les moments
des Q, ont des limites finies, etc.
La connaissance de la distribution de V nous donne un

test pour I’hypothése H,. La région critique sera constituée
des grandes valeurs de V, indiquant la concordance entre la
qualité et le jugement de l'inspecteur et, si 'on veut, des
petites valeurs de V, qui indiquent un faux jugement de 'ins-
pecteur. Nous formulerons plus loin avec plus de précision les
hypothéses alternatives pour. lesquelles ce test est consistant.

En concordance avec 1’équation (7) on peut aussi intro-
duire, 3 c6té de W, , le coefficient

W2:¥V_x.u‘i/3vmax_xﬂif 9)

dont ’espérance mathématique est égale & 0 si 1’inspecteur est
complétement incompétent. La plus grande valeur de W, est 1
et les valeurs négatives indiquent un faux jugement.

3. LE RAPPORT AVEC D’AUTRES TESTS

En désignant les qualités des z objets approuvés par
Q/, ..., Q. et les autres par Q”,, ..., Q", ., I’hypothese H, signi-
fie que toutes les divisions différentes de Q,, ..., Q, en ces deux
groupes ont la méme probabilité. Cela est précisément la
situation utilisée par E. J. G. Pitman (1937a) d’apres une idée
de R. A. Fisher (1935) pour donner sa solution non paramé-
trique du probléme des deux échantillons et le fest indiqué
dans la section précédente est alors identique au test de Pit-
man, les qualités des objets approuvés et rejetés constituant
les deux échantillons.’ V

Si les Q; sont des numéros d’ordre, ou s’ils sonf rempla-
¢és par leurs numéros d’ordre, on obtient le test de Wilcoxon
(1945) et dans ce cas la distribution de V est connue exacte-

ment pour des petites valeurs de n et z. Ce test étant un cas
particulier de la méthode non paramétrique de corrélation de
M. G. Kendall (1948), basée sur le coefficient désigné par -,
on peut aussi dire que V est équivalent & ce coefficient ¢, dérivé
des n pairs de nombres (Q,, ;), i==1, ..., n, oit les z; sont 0
pour les objets rejetés et 1 pour les objets approuvés.

On peut envisager le probléme posé d’'un autre point de
vue, plus pratique pour formuler des hypothéses alternatives.
En désignant par p;(i==1, ..., n) la probabilité que 'inspec-
teur approuvera l’objet C;, et supposant que les jugements
des divers objets sont indépendants, H, peut étre formulée
comme suit

H: pi=p,=...=p, (=p, par ex.) . (10)
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La condition de l'indépendance des jugements est une
condition supplémentaire, qui n’est pas nécessairemént réali-
sée en pratique. Si l’on permet, par exemple, que 1’inspecteur
compare les objets en les jugeant, une certaine dépendance
est inévitable. On touche ici & un probléme ressemblant au
probléme de la- «Lady fasting tean», sujet d’une discussion
prolongée enire R. A. Fisher et J. Neyman (cf. par exemple
J. Neyman (1950), p. 285). Nous ne traiterons pas cette ques-
tion plus A fond ici, remarquons seulement que si ’'on veut
employer Hy/, on doit réaliser cetie indépendance des juge-
ments.

Sous cette condition H/ est équivalent & H,. Car la pro-
babilité que x objets spécifiés soient approuvés et les autres
rejetés est, dans ce cas, égale & p,* ¢,"~° pour chaque groupe
de z objets; alors H, est salisfait..D’autre part si H, n’est
pas satisfait, ces probabilités ne seront pas égales pour fous
les groupes possibles de z objets spécifiés et alors H, n’est
pas vrai.

Il suit de ces considérations qu’il est possible de tester
Hy au moyen de V et notamment qu’on peut ramener le test

de Hy 3 un test de Wilcoxon en partageant les épreuves en
deux échantillons, les «succes» d’une part et les «insucces»
d’autre part, les Q)/, ..., Q) étant les valeurs prises dans le
premier échantillon et Q”,, ..., Q”,_, dans le second. C’est cette
idée, trouvée d’une autre maniére par A. Bernard et M™ C. van
Eeden, qui a amené cette dernitre et 'auteur i élaborer un
test général pour H, avec des hypotheses alternatives bien spé-
cifiées. Une bréve description de ce test sera donnée plus loin
et nous en profiterons alors pour étudier les hypothéses alter-
natives pour lesquelles le test de la section 2 et un autre test,
donné dans la section suivante, sont consistants.

4. COMPARAISON DES CAPACITES DE DEUX INSPECTEURS

En eux-mémes des coefficients comme V, W, et W, ne
sont pas tres intéressants. C’est davantage leur distribution de
probabilité sous des hypothéses d’importance pratique, qu’il
faut connaitre en vue des applications. Trés souvent il est
tellement évident que 1’hypothése H, (ou H,) n’est pas vraie,
qu’il n’est pas du tout nécessaire de la tester. Dans ce cas il est
fort souhaitable qu’an puisse comparer, au moyen d’'un test,
deux valeurs de V provenant de deux inspecteurs différents.
C’est-a-dire, qu’il nous faut un test pour ’hypothese que les
jugements de deux inspecteurs sont équivalents contre 1'hypo-
thése alternative, qu'un des deux inspecteurs juge les objets




APPLICATION DES METHODES NON PARAMETRIQUES 99

mieux en accord avec leur qualite que Vautre. Et ce test doit
&tre valable si H, n’est pas vrai.

Or, dans la théorie non paramétrique de la corrélation on
ne dlspose pas encore d'un test pour 1'’hypothese que les
valeurs du v de Kendall de deux populations soient égales; de
méme il n’existe pas de test pour la comparaison de deux
valeur de I'U de Wilcoxon. La solution du probléme actuel
n’est pas fournie alors par la théorie non paramétrique géné-
rale de la corrélation ; mais par un petit artifice on peut rame-
ner ce probldme au probléme traité dans les sections précé-
dentes.

Les deux inspecteurs, que nous considérons, jugent les
mémes objets C,, ..., C,. Certains de ces objets, disons n—m,
seront ou bien approuves par les deux inspecteurs ou rejetés.
par eux. Pour ces objets alors les deux jugements sont égaux
et ils ne nous fournissent pas d’information sur une différence
éventuelle des jugements. Il est alors avantageux de les élimi-
ner et de chercher un test conditionnel, basé sur les m objets:
restants. Chacun d’entre eux a été approuvé par un des deux.
inspecteurs seulement et, en appelant les inspecteurs A et B,
on peut diviser les obJets en deux groupes : le groupe A*,
constitué au nombre de y qui ont été approuvés par A et rejetés
par B et le groupe B*, constitué du reste de ces m objets. Main-
tenant on peut envisager -les probabilités, étant donné les
valeurs de m et de vy de tous les groupements poss1bles de cette
sorte et on peut définir I’équivalence des 3ugements des inspec-
teurs A et B, par rapport aux objets jugés, par D'égalité de
toutes ces probabilités. Cette définition semble acceptable : elle.
signifie que la distribution de ces m objets entre 4 et B, défi-
nissant les deux groupes A* ei B*, est indépendante de leurs
qualités.

Or, on peut tesier I’hypothese H,*, que les jugements de
A et B sont équivalents en ce sens, par le méme test que I,.
Dans ce cas, la valeur typique V [cf (R)] est remplacée par

Yy (12)

i=1

ot Q;* est la qualité du j® des m objets formant les groupes
A* et B* et ol y; prend la valeur 1 si cet objet appartient au
groupe A* et 0 s’il appartient & B*. Les grandes et les petites
valeurs de V* forment la région critique bilatérale, les grandes
valeurs indiquant que le jugement de llnspecteur A est en
meilleur accord avec 1'échelle des qualités donnée que ‘celui
de B et les petites valeurs mdlquant la 51tuat10n inverse. -’

“11 est intéressant d’examiner aussi 1’autre poirt de vue-
me‘n‘tlonne plus haut, ¢’est-d-dire de poser la condition sup-:
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plémentaire que tous les objets C;, ..., C, sont jugés indépen-
damment et .d’introduire pour chaque objet C; deux probabi-
lités p,, et ps, d’étre approuvé respectivement par les inspec-
teurs 4 et B. La probabilité que 1’objet C; soit approuvé par
un des inspecteurs et rejeté par ’autre est alors égale &

P;==ps,qs,— ps,qs, (qa,=1—pa,; qs,—1—ps)

et la probabilité conditionnelle pour C, d’appartenir & A*, 3
condition d’appartenir soit & A* soit & B*, est égale &

P[C,EA*|C,€EA*UB*]=paqs, | P;. (13)

Considérons maintenant 1’hypothése Hy*/, qu’il y ait un
Do avec

Hy* . Py = Pa,qs, /[ I (i=1,...,n). (19

Sous cette hypothése tous les y; de (12) ont une probabi-

lité p, de prendre la valeur 1 et ils sont distribués indépen-
damment. Alors, comme dans la section 3, I’hypothgse H,*
résulte de H,* et réciproquement, et c’est alors H,*, qu’on
teste avec V*. Si 'on a pour deux inspecteurs

p‘\i; pBi (i: 1 3 aee gy n), (15)

ro*’ est salisfait et on peut alors tester (15) avec ce test. Cepen-
dant, ceci est un cas particulier, impliquant que les inspec-
teurs sont de la méme sévérité. En général H,*' est équivalent 3

Hy* : paqn,/psqa,=py [ (L—p)=c (i=1,..,n)
(16)

mais cefte hypothése ne semble pas trés naturelle. D’autre
part nous ne disposons pas d’un test pour une hypothése plus
naturelle : 1’équivalence des jugemenis de deux inspecieurs
n’impliquant pas une équivalence de sévérité. Pour le moment
nous devons nous contenter du test mentionné. On pourrait
éviter cette difficulté en imposant aux inspecteurs le nombre
des objets & approuver, mais alors on perd ’indépendance des
jugements el on peut seulement se servir de Hy*, et non
de H,*.

5. LE NOUVEAU TEST POUR L’EGALITE DE PLUSIEURS PROBABILITES

Considérons maintenant le test décrit par M™ C. van Eeden
(1954) et (1955) pour I'hypothése Hy' [cf. (10)] avec des hypo-
théses alternatives spéciales. Le test est basé sur n épreuves
indépendantes, E,, ..., E,, E; ayant une probabilité p; de don-
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ner un «sucees» (i==1, ..., n). La forme de ce test -est alors
la suivante :
L’hypothése & tester est

Hy: pi=p;=..=Ppa. (10)
En définissant z, comme une variable aléatoire, prenant

la valeur 1 si E; est un «succés» et 0 autrement, la valeur
typique sur laquelle le test est basé, est

VI - gi Zi, (17)
=), o
ot les « poids» g, sont des fonctions données de n

g=gn) (=1, .., n), a8

qul ne sont pas toutes égales.

On est libre de choisir les g; comme on veut; I’ ensemble
des hypothéses alternatives pour lesquelles le test est consis-
tant dépend de ce choix. Cependant, sans nuire 4 la généralité,
on peut imposer, pour chaque n, les conditions suivantes

291:0; igﬂ-:l- ® (195
i=1 i=1

Avec

3)

I 8

i
la variable aléatoire V/ a sous H, et sous la condition =1z,
les moments suwants

E)Y_’[HO’;_:E—_—x(zO, (20)
et
2)l/’fHO’;Ezac{—_—n‘l(n——])“‘ac(n-—:c). (R1)
En outre, la distribution conditionnelle de V', sous Hy,
est asymptotiquement normale si

lim Max |g,(n)]=0 (22)

n-»c 0<isEn

et 8’il y a un ¢ >0 avec

e<n'e(n) <1l—e (23)

®) On peut aussi prendre une autre condition, par exemple
Z]g,/=1. Cela change un peu les formules, sans modification impor-
tante des résultats.
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pour n assez grand, ot z(n); n==1, 2, ... désigne une série
de valeurs de z, prises pour n=1, 2, ... (*). :

Alors, si on trouve une valeur de n™'z, qui n’est pas
proche de 0 ou 1, on peut approcher la distribution condition-
nelle de V/, sous H,/ et sous la condition x==, par une dis-
tribution normale dont les paramétres sont donnés par (20)
‘et (21). La région critique du test est constituée par des valeurs
exirémes de V.

Quant aux hypothdses alternatives, nous nous bornerons
au cas, ot il y a un ¢ >0 avec

e<n Y pi<l—s¢ (24)

i=1

pour n assez grand, 3 cause de la condition (23), qui ne serait
pas satisfaitle autrement. Alors on a

n

&\ V' Ip1, s Pl =) gips (25)
=1
el
3V Py, s Pl = Z 9 D: Qs (26)
) =1

el on irouve que le test est consistant, si

n

L=1lim Z g:pi— +oco. (R7)

ll—»oolz__1

Si la lim Xg,p; existe et est finie, le iest n’est pas consis-
tant pour des niveaux de signification assez petits. En ce sens
la condition (27) est aussi nécessaire et, en omettant les cas
pathologiques ot la lim Xg,p; n’existe pas, le probleme de la
consistance est résolu, sauf a quelques -détails prés, non men-
tionnés ici. ‘

Quelques exemples peuvent aider & comprendre la portée
de ce test. Si Pon veut tester H) par rapport & une tendance
des p; avec i en ce sens que les hypothéses alternatives soient
caraciérisées par

A=Y (p—p)=) (n+1—20p, 28

i<y i=1

(®) Cette condition est suffisante mais non nécessaire. On peut
aussi formuler des conditions suffisantes un peu différentes.
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on peul prendre pour les g,

gi=(n—+1—20/fn(—=T1)/3, (29)
satisfaisant (19) et (22). Alors (27) devient

_3
lim 0> Y (pi—p)) >+ o0 (30)

n-—» oo Y .
1<J
Les ¢; étant équidistants, le test se raméne dans ce cas au
test de Wilcoxon appliqué aux-i des « succeés» relativement a
ceux des « insucces». .

" Un autre cas important se présente, si les hypothéses alter-
natives forment une classe limitée par 1'égalité de certains p,.
Cela arrive par exemple si 'on a un nombre fixé k de groupes
d’expériences avec un p; constant dans chaque groupe, comme
Vindique le schéma suivant :

groupe : 1 2 k
nombre d’expériences : n, ng ... n, (¥n,=n)
nombre de succes : o a, ... & (Sa, = z)
probabilité de succés : p,’ P .. Py (31)
valeur de g; dans V' :  h, hy, ... I,
Dans ce cas on a p,=p,==...=p, =p/, elc., et il est
raisonnable de prendre aussi g,=—g¢g,—...=g¢, =h, etc.,

comme l'indique la derniére ligne de (31).
La forme de V' [cf. (17)] devient maintenant

k
K = Z hv a\, (32)
y==1
et d’apres (R7) le test est consistant si

k

L'= lim n,p, h,= 4 co. (33)
v=1

n— oo

Les h, sont encore & choisir et maintenant il est utile de
prendre des fonctions dé n,, ..., n, (et non seulement de n)

h,=h,(n,, ..., n;) (n=1, ..., k). (34)

Les relations (19), imposées sur les poids g;, deviennent
maintenant

vahvzo ; Zn‘,hf:l . (35)

v=1 : v=41
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La condition (22) pour la normalité asymptotique de la
distribution de V’ devient
lim Max [h,|=0 (36)
n—>c 0O0<<v=En

et (23) subsiste. Quant aux hypothéses alternatives, (24)
devient

e<n‘12nypy'<1——e. (37)

v=1

Remarquons qu’en général on souhaitera que les alterna-
tives (33) dépendent d’une maniére déterminée seulement par
les p/, mais pas des n,. Par exemple, si I'on veut tester
H)/(p/=p)/=...=p,') relativement & une augmentation ou
une diminution des p, avec v, caractérisée par

A= Z (py —p,)<0 ou >0 respectivement, (38)

v

il suffit que L' de (33) soit oo si A'<0 et — oo si A’ >0.
Car dans le premier cas on trouvera une grande valeur de V',
indiquant une augmentation et dans le second une petite valeur
de V/, indiquant une diminution. C’est pour cette raison
qu'il est nécessaire d’introduire (34) au lieu de h,==h,(n).
Si 'on avait des h, dépendants seulement de n on pourrait
dans certains cas choisir les n, de telle maniére, que L' devien-
drait +oco ou —co au choix, quel que soit le signe de A’.
En effet, cela est possible s’il y a trois indices v; < vy <vg
avee

(p\g-—'p%) (pVg_ p\'s) > 0 )

c’est-a-dire si la tendance des p; n’est pas tout & fait stricte.

Pour Papplication il est trés important d’éviter cette dif-
ficulté et on exigera, par exemple, que le test soit consistant
relativement aux hypothéses satisfaisant

k . I
Zvav'>0 ol < 0 (Zwvz()) (39)
yv=1 y=1

avec des w, constants, Les deux possibilités >0 et <0 cor-
respondent dans ce cas & I'=-}co et & L'=-—0c0 ou inver-
sement. On peut atteindre ce but en choisissant les h, comme
suit :

h, = pw,n,™" (v=1, ..., n), (40)

ol p=0(ny, ..., Ny) (41)
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est une fonction de n,, ..., n;, la méme pour tous les v, et
positive pour n(=n,-}...-}n,) assez grand. On dédull
de (35)

0= Znyhy = (:Ozwy ,

relation qui est satisfaite parce que Zw,=0, et

1=2n,h=9¢*Zw,’n, ",

d’ou

¢ = Y wn . (42)

v=1

Ensuite [cf. (33)]

et alors la condition nécessaire et suffisante pour que (43)
conduise a (39), est que
lim o =co. (44)
n—- oo
De (42) et (44) on obtient la condition, que pour chaque
v tel que w,3£0: .

lim n,=oo. (49)
n—> oo .

Considérons maintenant 1a condition (36). On voit qu’elle
résulte de (45). Car

| hel =1 1wy [-¢n,
et pour chaque p
lim<*n,?=1lim } n,Zw,n, {7 = lim ) w,n, {71 = 0.
La condition (37) est trés simple et n’a pas besoin de
commentaire.
Une exposition plus compléte de ce test est donnée par

M™ C. van Eeden (1954) et par C. van Eeden et J. Hemelrijk
(1965).

6. APPLICATION AU COEFFICIENT DE CAPACITE

Retournons maintenant au sujet du jugement des objets
Cy, ..., G, et appliquons les résultats de la section 5 d’abord
a la valeur typique V [cf. (2)] concernant un seul inspecteur.

Pour satisfaire (19) il faut transformer les qualités Q; en

Ql‘,:(Qi_‘U')/Gl;{y (46)
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ol p et ¢ sont donnés par (8). Alors le test basé sur V est con-
sistant, selon (27), si

lim Z Q/pi= (47)
Une situation intéressanle se présente, lorsque les objets
Ci, ..., G, forment un échantillon prélevé au hasard dans une
population infinie d’objets. Sur cette population la qualité Q
et la probabilité p d’étre approuvé par l'inspecteur considéré
ont une distribution combinée et les paires (Q;, p;) apparte-
nant aux objets jugés sont des variables aléatoires indépen-
dantes, chacune d’entre elles ayant cette distribution. Alors

s=n1Y'Q et e=n1)(Q—p)"

p=n") 0 F=n) Qe

sont des variables aléatoires qui convergent en probabilité

pour n —> co vers leurs espérances mathématiques si un

nombre suffisant des moments de la distribution de (Q, p)

sont bornés. Indiquant par le symbole & 1’espérance mathé-

matique dans la population considérée, on a donc :
p—>8&u==60Q et *—>&(Q—8&EQ)*. (48)
Topr - - - pr - -

De la méme maniére, on a

3
Ed

-t Z Qipi—&Qp et n'y pp,=pn

=1 pr =

-
-
[0
ey
=}
1

Alors il résulte de (46), ..., (49) que
nt Y Q/pi—~CoviQ, pi, (50)

i=1 pr
¢’est-d-dire que le test est consistant, si le coefficient de corré-
lation de Q et p sur la population n’est pas égal & zéro. Ce
résultat n’est pas étonnant, parce que le test peut, dans le cas
considéré, &tre envisagé comme une application du test de
Pitman (1937b) pour le coefficient de corrélation entre Q et z,
ol z est une variable aléatoire adjointe & la population, qui,
pour chaque élément, a la probabilité p, appartenant & cet élé-
ment, de prendre la valeur 1 et la probabilité 1 —p d’étre
égale 2 zéro ("). En désignant 'espérance mathématique par

M Pitman n’a pas considéré, dans son article (1937b), la question de
consistance ni celle de la normalité asymptotique de V. D’autre part il

donne des approximations de la distribution de V basées sur plus de
deux moments, gqu’on pourrait également utiliser ici.
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rapport & & pour un élément fixe de la population par &, et
celle par rapport & I’échantillonnage par &, on a pour Qetp

é},Q:@Q et ("élgzég ete. ,

el pour z

Donc
59_95_—@2557_: &, ;9_@2@ ——égéé_p_: @»_Q_B—- 5_(1@3.

Une corrélation de Q et p entraine ainsi une corrélation
du méme signe entre Q et z, soit que la derniére est plus petite
parce que

*{z}><*{p} .

Si les objets C,, ..., C, ne sont pas prélevés au hasard dans
une populalion, mais choisis d’une maniére systématique —
ce qui peut étre souhaitable dans la pratique — on peut exiger
que ce choix soit exécuté de telle sorte que m et ¢ aient des
limites pour n—>co et alors le résultat est le méme que le
précédent : s’il y a, en limite, une corrélation positive ou néga-
tive entre les valeurs de Q et de p pour les objets choisis, le
test est consistant.

Le deuxiéme cas, c’est-d-dire la comparaison des capacités
de deux inspecteurs, est un peu plus compliqué, en raison de
I'omission des paires de jugements identiques (cf. section 4).
Seules les paires différentes complent et en introduisant [cf.
(14)]

p* = paiqe/ (i=1, ..., n), (61)

on pourrait utiliser les résultats des paragraphes précédents en
disant d’une maniére peu précise, que le lest est consistant
8’il y a une corrélation entre les valeurs de Q et de p* pour
ceux des objets inspectés, qui ont regu des jugements diffé-
rents des inspecteurs A et B. Mais l’ensemble de ces objets est
évidemment un ensemble aléatoire et on peut essayer d’arri-
ver & une formule plus compléte; tenant également compte de
cel aspect.

Considérons une population d’objets, sur laquelle trois
variables aléatoires sont données : la qualité Q et les probabi-

lités p, et ps, que 'objet soit approuvé par les inspecteurs A

et B respectivement. De plus ces variables vérifient les rela-
tions suivantes

P=pagstpsgs et pr=paas/L. (62)

Si z est une variable aléatoire, qui prend la valeur 1 pour
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un élément jugé différemment par les deux inspecteurs (pro-
babilité P) et qui est égale & zéro autrement, le nombre m
d’éléments d’un échantillon, qui sont jugés dlfferemment par
les deux inspecteurs, est

m== 9% gz (53)
m=Xx
ol les z; sont distribués indépendamment selon la distribution
de z. La moyenne arithmétique et la variance des Q;* wutilisés

pour le test [cf. (12)] peuvent donc &tre notées comme suit

*

=m -1 Z,Q, ; _0;*2 :_nl_l _Zj(gi*’“_l-’_-_*)z (64)

i=1 i=1

b

L3

et la consistance du test est déterminée maintenant par le com-
portement asymptolique de la quantité

*Ym)™ z,(Q; — p")p*, 55

Jm) }L (Q—p*)p, (55)

‘ot les triples (z,, p, , Q) sont distribués indépendamment

selon la distribution du triple (z, p, Q) dans la population

envisagée. Les Z tiennent compte qu'une partie des objets

jugés est omise parce que les ]ugements des deux inspecteurs
sont identiques.

Sans trop de calculs nous remarquons que svus des con-
ditions assez générales ¢* converge en probabilité vers une
valeur bornée positive. D’ailleurs, comme plus haut, &z= &P
et - -

n'm — 5£ ,

pr

' = &PO/EP,

pr

nt i_Q_B éPQp

et alors (55) augmente indéfiniment avec n, si

&P-&PYp* — &PQ-&Pp* (56)

est positif et (65) —>—oco si (66) est négatif.
L’interprétation de cette formule n’est pas aussi simple
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que dans le premier cas. L’expression (56) n’est pas équiva-
lente & un coefficient de corrélation sur la population dont les
objets ont été prélevés. Cependant il n’est pas difficile d’indi-
quer des hypotheses alternatives pour lesquelles le signe de
(66) est connu.

Si, par exemple, p* et P sont des fonctions de Q et si p*
augmente avec Q, le signe de (66) sera positif. Car, en dési-
gnant

P*=p*(Q) et v=6PQ/ &L
on a dans ce cas

Q@—[p*@Q)—p*M]>0 pour Qzfv

et alors
&EQ— [p*(Q)—p*(M]P>0.

Mais le membre de gauche est égal & (56) & un facteur &P
pres et &P est positif.

Lorsque p* et P ne sont pas des fonctions de Q mais des
variables aléatoires pour chaque valeur fixe de Q, il est évi-
dent que (56) soit, par exemple, positive, lorsque—pour chaque
P la corrélation condmonnelle de Q et p sous la condition
P=P, est positive.

Remarquons enfin que dans cette section nous nous
sommes placés exclusivement au second point de vue des sec-
tions 3 et 4, ¢’est-d-dire au point de vue le moins général, avec
la supposition de 1’indépendance des jugements d’un inspec-
teur. Pour la situation plus générale, ol cette supposition
n’est pas avancée, d’autres méthodes d’investigation seront
nécessaires pour trouver le domaine de consistance de ce test.

7. REMARQUES DIVERSES

Il arrive souvent, que les qualités des objets & inspecter
ne sont pas connues et qu'on peut seulement les déterminer
d’une manitre subjective. Ce qu’on peut faire alors c’est de
juger les objets C,, ..., C, par un nombre d’inspecteurs, un
jury, et d’introduire, comme qualité Q, le nombre d’appro-
bations qu’un objet a recu de ce jury. Les coefficients W, et
W, [cf. (6) et (9)] d’un inspecteur n’appartenant pas i ce
jury sont alors des mesures de ’accord entre le jugement de
cet inspecteur et celui du jury et le test pour la comparaison
des capacités de deux inspecteurs décide lequel des deux inspec-
teurs, non membres du jury, est en meilleur accord avec le
jury. Au lieu du nombre d’approbations re¢u par un objet de
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la part du jury, on peut aussi prendre pour Q une fonction de
ce nombre, ce qui ne change pas la théorie. Cela peut étre
utile dans certains cas, Il est possible, par exemple, qu’on ait
une connaissance vague de la distribution de probabilité de
certaines propriétés des objets, propriétés qui déterminent en
effet la qualité mais qu’on ne peut pas observer sans détruire
les objets ou sans les soumettre 4 des épreuves de longue
durée. Le caractére non paramétrique de la méthode donne
donc la possibilité d’incorporer, vaille que vaille, cette con-
naissance peu précise dans la mesure de la capacité d’ins-
pecteurs. Cela peut se faire, dans le cas le plus simple, lors-
qu’on connait & peu prés. la forme de la fonction de réparti-
tion F de la qualité des objets C,, ..., C,. Si le jury est com-
posé de m membres, le nombre w d’approbations peut
prendre les valeurs 0, 1, ..., m et en supposant qu’il y ait
Ny, Ny, ...,y Ty (2N, _n) ob]ets pour lesquels w==0, 1,
respectlvement on peut estimer les valeurs Qo, Q. ..., Qm
pour lesquelles

F (—719—> = Q,, F (—2—292—_—1—:&\) : Q, ete. ,

et prendre ces valeurs pour les Q.
En ce qui concerne les généralisations des méthodes trai-
tées, il y a plusieurs possibilités. Nous en indiquerons une

seulement. Si ’on ne se borne pas & approuver ou i rejeter
les objets mais si I'on admet plusieurs jugements, disons

Jiy ..., Ji, on obtient le schéma suivant
Jugements
SR
Jy J, e Je
A, 11 T1e <o Tix
A, L1 Lag Lo
o
——
o/
A g
o
Q
An xnl xn2 xnk
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ou les z; prennent la valeur 1 si le jugement sur Vobjet C, est

J; et 0 autrement. Il serait intéressant de rechercher les pro-
priétés et les applications possibles de la valeur typique

Z gihifr‘i (67)
i
ol1 g, et h; sont des poids analogues aux ¢; de la section 5. Une
variable plus générale encore est obtenue en substituant des
poids g; aux g;h; dans cette formule. La généralisation des
résultats donnés plus haut est aisée & imaginer.

Une autre généralisation, indiquée par M™ van Eeden,
conduit & une modification du test de T. J. Terpstra (1952),
test de ’hypothése que plusieurs échantillons ont été prélevés
dans des populations ayant la méme distribution relativement
3 P'hypothése alternative d’une tendance de ces populations
quant a la variable aléatoire étudiée.
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