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SoMMAIRE 

Les methodes non parametriques de correlation, developpees par 
Pitman, Kendall et d'autres, peuvent etre appliquees dans beaucoup d.e 
situations pratiques. Un exemple est la mesure de la capacite d'un 
inspecteur (ou d'une methode d'inspection), qui juge la qualite d'une 
serie d'objets. La theorie existante ne dispose pas encore d'un test non 
parametrique pour I 'egalite de deux coefficients de correlation derives 
de deux series d'observations. Dans l'exemple mentionne et dans des 
situations analogues on peut obvier a cette difficulte au moyen d'un 
artifice, dont l'utilite ne se borne peut-etre pas au cas traite. 

Les methodes non parametriques donnent parfois des resultats d'une 
simplicite surprenante. Lie aux problemes mentionnes un nouveau test 
pour l'egalite de plusieurs probabilites est discute. Le test, developpe par 
MU• C. van Eeden et !'auteur est different du test bien connu, base sur 
x.2, quant aux hypotheses alternatives. Celles-ci sont plus specifiees 
pour le nouveau test et elles ont comme cas particulier une tendance des 
probabilites testees dans un ordre donne. II en resulte que sous certaines 
conditions un test pour le probleme de deux echantillons, par exemple 
le test de Wilcoxon, suffit pour atteindre ce but. Les resultats sont 
appliques a l'exemple mentionne plus haut. Certaines possibilites pour 
generaliser ces methodes sont indiquees. 

SUMMARY 

This paper describes an application of the rank correlation methods 
developed by Pitman, Kendall a.o. to the problem of measuring the 
quality of the judgment of an inspector (or of a system of inspection), 
approving and rejecting· objects under inspection. This theory does 
not, as far as the author knows, furnish a distributionfree test for the 
comparison of two rank correlation coefficients, both of which are dif­
ferent from zero. The comparison of the qualities of judgment of two 
inspectors which in our example is the analogue of the comparison of 
two rank correlation coefficients, may, however, be effected by means 
of a simple artifice, which may be useful in other situations too. 

The method treated is closely connected with a new distribution­
free test for the hypothesis that a number of probabilities are equal, 

(') Rapport SP 38 du Centre Mathematique, Amsterdam. 
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which has recently been developed by Miss C. van Eeden and the author. 
Of this test, the alternative hypotheses of which are more specified than 
those of the well-known x2-test, a concise description is given. The test 
may be used to test the equality of probabilities against. the alternative 
hypothesis of a trend of these probabilities and under certain conditions 
a distributionfree two sample test proves to be sufficient to attain this 
end. Results with respect to its consistency are applied to the above 
mentioned example. The possibility of generalisation is indicated. 

1. INTRODUCTION 

L'application des methodes non parametriques est encore 
peu repandue, quoique dans l 'industrie, par exemple, ii y ait 
beaucoup de possibilites pour de telles applications. Le but du 
present expose est de donner un exemple simple de ces me­
thodes, base sur la theorie des echantillons preleves dans une 
.population finie avec comme cas particuliers les tests bien 
connus de E. J. C. Pitman (1937) et de F. Wilcoxon (1945). 
Les applications de cet exemple nous meneront a la considera­
tion d 'un nouveau test pour l'egalite de plusieurs probabilites 
avec des hypo I heses alternatives de caractere specifie, qui a 
ete developpe recemment par M11

• C. van Eeden (1954), en col­
laboration avec !'auteur. 

Le probleme, dont une solution sera donnee, est le juge­
ment de la capacite d'inspecteurs quant au controle de la 
qualite d'une serie d'objets donnes (2), mais on pourra remar­
quer que la methode proposee est aussi adaptable a d'autres 
problemes pratiques de meme espece. On rencontre ce type de 
probleme par exemple dans la psychologie appliquee. D'ail­
leurs le mot « inspecteur » ne doit pas etre pris au pied de la 
lettre: il signifie seulement « un systeme quelconque d'ins­
pection ». Nous considererons aussi la comparaison des capa­
cites de deux inspecteurs par rapport a une echelle, deter­
minee d'une maniere quelconque, des qualites des objets sous 
inspection. 

2. DES COEFFICIENTS DE CAPACITE 

ET LEUR DISTRIBUTION EN CAS D'INCOMPETENCE COMPLETE 

Soient C1 , ••• , Cn un nombre (n) d'objets, dont nous sup­
poserons d'abord les qualites Q1 , ••• , Qn connues et determi­
nees d 'une maniere quantitative. S 'il est seulement possible 

(
2

) Ce prohleme m'a ete pose par M. A. R. van der Burg, du 
« Bureau consultatif sur la Statistique appliquee » (« Adviesbureau voor 
Toegepas!e Statistiek »), a La Haye, qui a ecrit sur ce sujet un rapport 
intitule Judging the Judge, edite par ce bureau. Ce rapport s'occupe 
d'autres aspects rJu probleme que ceux traites ici. 
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de les ordonner par qualite croissante, leurs mumeros d'ordre 
peuvent etre envisages comme les valeurs Q1 , ••• , Qn. Nous 
admettons la possibilite que certains objets aient la meme qua­
lite. En tout cas les objets peuvent etre ranges selon leurs 
qualites, de sorte que 

(1) 

Un inspecteur, qui ne connatt pas les nombres Q;, va 
maintenant juger les n objets, chaque objet etant soit approuve 
soit rejete (3). On souhaite dans ces conditions definir une 
mesure pour la capacite de l'inspecteur par rapport a l'echelle 
donnee (1) des qualites. 

Or, ce probleme n'est pas complique et suivant les me­
thodes habituellement utilisees en statistique non parame­
trique, nous introduisons la valeur typique 

n 

V=LX;Q; (2) 
f;;: 1 

ou X; est une variable, qui prend la valeur 1 pour les objets C; 
approuves et O pour les objets rejetes. La plus grande valeur 
possible de V, etant donne que 

(3) 

objets ont ete approuves, est 

n 

Vrnax= L Qi (4) 
i=n-x+I 

et le minimum de V, dans cette meme condition, est 

:r 

vmin= E Q;. (5) 
i= 1 

Evidemment les grandes valeurs de V indiquent un hon 
accord entre le jugement de l 'inspecteur et la qualite des objels, 
tandis que Ies petites valeurs de V indiquent le jugement 
oppose a la qualite. 

Si l'on veut avoir une mesure, qui prenne des valeurs 
entre O et 1, on peut definir le coefficient 

(6) 

(3) Cette situation se realise souvent en pratique et nous la con­
siderons a cause de sa simplicite. Pourtant, la plupart des methodes 
utilisees ici, peuvent etre generalisee sans trop de difficulte. 
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On peut se demander maintenant quelle valeur W1 pren­
drait pour un inspecteur incompetent et a partir de quelle 
valeur on peut dire que l'inspecteur n'est pas incompetent. 
Pour repondre a cette question nous recourrons a une defini­
tion statistique : un inspecteur sera dit « completement incom­
petent», si son jugement des objets est independant de leur 
qualite, c'est-a-dire si, pour chaque nombre X donne d'objets 
approuves tous les groupes possibles de x objets entre les n 
ont la meme probabilite de se composer des objets approuves. 

Sous cette hypothese Ho d'incompetence complete les X 

objets approuves peuvent etre consideres comme un echan­
tillon aleatoire preleve dans la population des n objets, avec 
Jes qualites Q1 , ••• , Qn et il n 'est pas difficile de trouver la 
distribution de probabilite de V et par consequent celle de 
W1 (

4
). La theorie des echantillons preleves sans remplace­

ment dans une population finie nous fournit les moments 

&l~IHo!=xp.; cr 2 lVIHo!=x(n-x)(n-l)-1 cr 2 (7J 

OU 
p.=n-1~Q;; a 2 =n-1~(Q;-p.) 2

• (8; 

Les equations (7) ont ete obtenues sous la condition 
~x;= x et par consequent ces resultats, compte tenu d'un theo­
rifme de W. G. Matlow (1948) sur la normalite de la distribu­
tion limite de V, nous fournissent un test condilionnel de H0 • 

Ce theoreme de Matlow, qui est une generalisation d'un theo­
reme limite de A. Wald et J. Wolfowitz (1944), dit que, sous 
l'hypothese H0 , et pour n et x-+ co, _!:'.: est distribue selon la 
distribution normale, si les conditions suivantes se realiserit : 

sup I n-11: ( Q;- P. )' I / ) n-1 ~ ( Q; - P.) 2 !''• < CX) (9) 
n 

pour chaque r > 0, 

(10) 

pour une valeur quelconque de e > 0 et n assez grand. 
Ces conditions ne sont pas tres restrictives. La seconde 

signifie seulement que l 'inspecteur ne doit pas approuver 
presque tous les objets mais qu'il doit en rejet.er au moins 
une fraction positive, aussi petite soit-elle. La premiere con­
dition est satisfaite, par exemple, si les Q; sont uniformement 
homes, avec un ecart type positif a la limite pour n-+ co, 

( 4 ) Une variable aleatoire sera designee par un caractere souligne. 
Le meme symbole, non souligne, indique une valeur, qui peut etre prise 
par la variable aleatoire. 
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si Q;= i (dans le cas des numeros d'ordre), si les moments 
des Q; orit des limites finies, etc. 

La connaissance de la distribution de V nous donne un 
test pour l 'hypothese H0 • La region critique sera constituee 
des grandes valeurs de V, indiquant la concordance entre la 
qualite et le jugement de l'inspecteur et, si l'on veut, des 
petites valeurs de V, qui indiquent un faux jugement de l'ins­
pecteur. Nous formulerons plus loin avec plus de precision les 
hypotheses alternatives pour. lesquelles ce test est consistant. 

En concordance avec !'equation (7) on peut aussi intro­
duire, a cote de W1 , le coefficient 

(9J 

dont l'esperance mathemati'que est egale a O si l'inspecteur est 
completement incompetent. La plus grande valeur de W 2 est 1 
et les valeurs negatives indiquent un faux jugement. 

3. LE RAPPORT AVEC D'AUTRES TESTS 

En designant les qualites des x objets approuves par 
Q/, ... , Q,/ et les autres par Q''i, ... , Q"n-x, l'hypothese H0 signi­
fie que toutes les divisions differentes de Q1 , ••. , Qn en ces deux 
groupes ont la meme probabilite. Cela est precisement la 
situation utilisee par E. J. G. Pitman (1937a) d'apres une idee 
de R. A. Fisher (1935) pour donner sa solution non parame­
trique du probleme des deux echantillons et le test indique 
dans la section precedente est alors identique au test de Pit­
man, les qualites des objets approuves et rejetes constituant 
les deux echantillons. · 

Si les Q; sont des nuineros d'ordre, ou s'ils sont rempla­
ces par leurs numeros d'ordre, on obtient le test de Wilcoxon 
(1945) et dans ce cas la distribution de V est connue exacte-
ment pour des petites valeurs de n et x. Ce test etant un cas 
pnrticulier de la methode non parametrique de correlation de 
M. G. Kendall (1948), basee sur le coefficient designe par ,;, 
on peut aussi dire que V est equivalent a ce coefficient,;, derive 
de!'i n pairs de nombres (Q;, X;), i= 1, ... , n, ou les X; sont 0 
pour les objets rejetes et 1 pour les objets approuves. 

On peut envisager le probleme pose d'un autre point de 
vue, plus pratique pour formuler des hypotheses alternatives. 
En designant par p;(i= 1, ... , n) la probabilite que l'inspec­
teur approuvera l'objet C;, et supposant que les jugements 
des divers objets sont independants, H0 peut etre formulee 
comme suit 

Ho': P1=P2= ... =p,. (= Po par ex.) . (10) 
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La condition de l'independance des jugements est une 
condition supplementaire, qui n'est pas necessairement reali­
see en pratique. Si l'on permet, par exemple, que l'inspecteur 
compare les objets en les jugeant, une certaine dependance 
est inevitable. On touche ici a un probleme ressemblant au 
probleme de la « Lady tasting tea», sujet d'une discussion 
prolongee entre R. A. Fisher et J. Neyman (cf. par exemple 
J. Neyman (1950), p. 285). Nous ne traiterons pas cette ques­
tion plus a fond ici, remarquons seulement que si l'on veut 
employer Ho', on doit realiser cette independance des juge­
ments. 

Sous eel.le condition Ho' est equivalent a H0 • Car Ia pro­
babilite que X objets specifies soient approuves et les autres 
rejetes est, dans ce cas, egale. a Pox q/-"" pour chaque groupe 
de x objets ; alors H 0 est satisfait.. D'autre part si Ho' n 'est 
pas satisfait, ces probabilites ne seront pas egales pour tous 
Ies groupes possibles de x objets specifies et alors H0 n 'est 
pas vrai. 

II suit de ces considerations qu'il est possible de tester 
Ho' au moyen de V et notamment qu'on peut ramener le test 
de Ho' a un test de Wilcoxon en partageant Ies epreuves en 
deux echantillons, Ies « succes » d'une part et les « insucces » 
d'autre part, les Qi', ... , Q,/ etant les valeurs prises dans le 
premier echantillon et Q''i, ... , Q" n-x dans le second. C'est cette 
idee, trouvee d'une autre maniere par A. Bernard et M11

• C. van 
Eeden, qui a amene cette derniere et l'auteur a elaborer un 
test general pour Ho' avec des hypotheses alternatives bien spe­
cifiees. Une breve description de ce test sera donnee plus loin 
et nous en profiterons alors pour etudier les hypotheses alter­
natives pour lesquelles le test de Ia section 2 et un autre test, 
donne dans la section suivante, sont consistants. 

4. COMPARAISON DES CAPACITES DE DEUX INSPECTEURS 

En eux-memes des coefficients comme V, W1 et W2 ne 
sont pas tres interessants. C'est davantage leur distribution de 
probabilite sous des hypotheses d'importance pratique, qu'il 
faut connaitre en vue des applications. Tres souvent il est 
tellement evident que l'hypothese H0 (ou Ho') n'est pas vraie, 
qu'il n'est pas du tout necessaire de la tester. Dans ce cas il est 
fort souhaitable qu'on puisse comparer, au moyen d'un test, 
deux valeurs de V provenant de deux inspecteurs differents. 
C'est-a-dire, qu'il nous faut un test pour l'hypothese que les 
jugements de deux inspecteurs sont equivalents contre l'hypo­
these alternative, qu'un des deux inspecteurs juge les objets 
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mieux en accord avec Ieur qualite que I'autre. Et ce test doit 
etre valable si H0 n 'est pas vrai. 

Or, dans Ia theorie non parametrique de Ia correlation on 
ne dispose pas encore d'un test pour l'hypothese que les 
valeurs du -r de Kendall de deux populations soient egales ; de 
meme il n'existe pas de test pour la comparaison de deux 
valeur de l'U de Wilcoxon. La solution du probleme actuel 
n'est pas fournie alors par Ia theorie non parametrique gene­
rale de la correlation ; mais par un petit artifice on peut rame­
ner ce probleme au probleme traite dans Ies sections prece­
dentes. 

Les deux inspecteurs, que nous considerons, .. jugel).t Ies 
memes objets C1 , •.• , Cn . Certains de ces objets, disons n - m, 
seront ou bien approuves par Ies deux inspecteurs ou ·re.ietei,' 
par eux. Pour ces objets alors Ies deux jugements sont egaux 
et ils ne nous fournissent pas d 'information sur une difference 
eventuelle des jugements. II est alors avantageux de Ies elimi­
ner et de chercher un test conditionnel, base sur les m objets: 
restants. Chacun d'entre eux a ete approuve par un des deux, 
inspecteurs seulement- et, en appelant les inspecteurs A et B,, 
on peut diviser Ies objets en deux groupes : le groupe A•,; 
constitue au nomhre de y qui ont ete approuves par A et reietes 
par B et le groupe B*, constitue du reste de ces m ol;>jets. Main­
tenant on peut envisager -Ies probabilites, etant . donne les. 
valeurs. de m et de y de tous Ies groupements possibles de cette 
s9:rte et on peut definir }'equivalence des juge1hents des inspec­
teurs A et B, par rapport aux objets juges, par I'egalite de 
toutes ces probabilites. Cette definition semble acceptable : elle 
sigriifie que Ia distribution de ces m objets entre A et B, defi­
nissant les deux groupes A* et B*, est independante de Ieurs 
qualites. 

,Or, on peut tester I 'hypothese H0 *, que les jugements de 
A et B soot equivalents en ce sens, par le meme test que H0 • 

Dans ce cas, Ia valeur typique V [ cf. _(2)] est remplacee par 

V*= tyiQ/ ( 12) 
i~ 1 

ou Q/ est la qualite du jm• des m objets formant les groupes · 
A• et B* et ou Yi prend la valeur 1 si cet objet appartient au 
groupe A• et O s 'il appartient a B*. Les grandes et les petites 
valeurs de V* forment la region critique bilaterale, les grandes 
val~urs indiquant que le jugement de l'inspecteur _A e~t en 
meilleur accord. avec l 'e.chelle <;l~s qua lites don.nee que celu_i 
de B et les petites valeurs indiquant la situation inverse. . .. . n est interess!'lnt d'exaniiner aussi l'autre poirit_ de vue 
rn:entionne plus haut, c'est-a-dire de poser la condition sup-
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plementaire que tous les objets C1 , ••• , Cn sont juges indepen­
damment et d'introduire pour chaque objet C; deux probabi­
lites p1,; et PB; d'etre J1pprouve respectivement par les inspec­
teurs A et B. La probabilite que l'objet C; soit approuve par 
un des inspecteurs et rejete par l'autre est alors egale a 

P; = PA;qB; + PBiqAi (qAi = 1-PA;; q8i = 1-PB) 

et la probabilite conditionnelle pour C; d'appartenir a A•, a 
condition d'appartenir soit a A• soit a B*. est egale a 

P [ C; EA* IC; EA* U B*] = PA;qn; / P; . . (13) 

Considerons maintenant l'hypothese H0*', qu'il y ait un 
p 0 avec 

H *'. 0 • Po= PA.qB. / P; 
. t I 

(i=l, ... ,n). ( 14) 

Sous cette hypothese tous les y1 de (12) ont une probabi­
lite Po de prendre la valeur 1 et ils sont distribues indepen­
damment. Alors, comme dans la section 3, l'hypothese Ho"' 
resulte de H/"' et reciproquement, et c'est alors H0*', qu'on 
teste avec V*. Si l'on a pour deux inspecteurs 

p.1
1
=pn

1 
(i=l, ... ,n), (15) 

H/'' est sol.isfaii et on peut alors tester (15) avec ce test. Cepen­
qant, ceci est un cas particulier, impliquant que les inspec­
teurs sont de la meme severite. En general H0*' est equivalent a 
H *'. 0 • (i = 1, ... , n) 

(16) 

mois cette hypothese ne semble pas tres naturelle. D'autre 
part nous ne disposons pas d'un test pour une hypothese plus 
naturelle: l'equivalence des jugements de deux inspecteurs 
n'impliquant pas une eqll.ivalence de severite. Pour le moment 
nous devons nous contenter du test mentionne. On pourrait 
eviler cette difficulte en imposant aux inspecteurs le nombre 
des objets a approuver, mais alors on perd l'independance des 
jugements et on peut seulement se servir de H 0*, et non 
de H 0*'. 

5. LE NOUVEAU TEST POUR L
1
EGALITE DE PLUSIEURS PROBABILITES 

Considerons maintenant le test decrit par Mn• C. van Eeden 
(1954) et (1955) pour l'hypothese Ho' [ cf. (10)] avec des hypo­
theses alternatives speciales. Le test est base sur n epreuves 
independantes, E1 , ... , En, E; ayant une probabilite p; de don-
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ner un « succes » (i= 1, ... , n). La forme de ce test est alors 
la suivante : 

L'hypothese a tester est 

Ho': Pi=P2= ... =pn. (10) 

En definissant X; comme une variable aleatoire, prenant 
la valeur 1 si E; est un « succes » et O autrement, la valeur 
typique sur laquelle le test est base, est 

n 

V' =Lg;~, (17) 
! =1 

ou les « poids » g; sont des fonctions donnees de n 

g,=g;(n) (i=l, ... , n), (18) 

qui ne sont pas toutes egales. 
On est libre de choisir les g1 comme on veut; !'ensemble 

des hypotheses alternatives pour lesquelles le test est consis­
tant depend de ce choix. Cependant, sans nuire a la generalite, 
on peut imposer, pour chaque n, les conditions suivantes 

(19) 

Avec 

(3) 

la variable aleatoire V' a sous Ho' et sous la condition x = x, 
Ies moments suivants 

E l V' I Ho' ; _:: = x ( = 0 , (20) 

et. 

0-
2 l _!:'' I Ho' ; ~ = x ( = n - i ( n - 1) -i x ( n - x) ( 21) 

En outre, Ia distribution conditionnelle de V', sous H0
1

, 

est asymptotiquement normale si 

lim Max j g1 (n) l = 0 (22) 
n-)o-oo O<i~n 

et s 'ii y a un s > 0 avec 

s<n-1x(n) <I-e (23) 

(
5

) On peut aussi prendre une autre condition, par exemple 
~Jg;J=l. Cela change un peu Ies formules, sans modification impor­
iante des resultats. 
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pour n assez grand, ou x(n); n = 1, 2, ... designe une serie 
de valeurs de x, prises pour n = 1, 2, ... (0

). • 

Alors, si on trouve une valeur .de n-1x, qui n'est pas 
proche de O ou 1, on peut approcher la distribution condition­
nelle de V', sou!! Ho' et sous la condition x=x, par une dis­
tribution - normale dont les parametres sont donnes par (20) 
et (21). La region critique du test est constituee par des valeurs 
extremes de V'. 

Quant aux hypotheses alternatives, nous nous bornerons 
au cas, ou il y a un s > 0 avec 

n 

€ < n-1 I: p; < i - € (24) 
l=l 

pour n assez grand, a cause de la condition (23), qui ne serait 
pas satisfaite autrement. Alors on a 

n 

... ' Pn! =I: g;p; (25) 
l = I 

el 

n 

<r
2 l !::_' J P1 , · · · , Pn ! = L g ;" p; qi (26) 

1=1 

Pl on trouve que le te~t est consistant, si 
n 

L= lim L g;p,= + CX). 

n ➔ ool=l 

(27) 

Si la lim ~g;p; existe et est finie, le test n'est pas consis­
tant pour des niveaux de signification assez petits. En ce sens 
la condition (27) est aussi necessaire et, en omettant les cas 
pathologiques ou la lim ~g;p; n'existe pas, le probleme de la 
consistance est resolu, sauf a quelques details pres, non men­
tionnes ici. 

Quelques exemples peuvent aider a comprendre la portee 
de ce test. Si l'on veut tester Ho' par rapport a une tendance 
des p; avec i en ce sens que les hypotheses alternatives soient 
caracterisees par 

n 

6. = L (p;- Pi)= L (n + 1 - 2 i) p;, (28) 
i<J i=l 

(
6

) Cette condition est suffisante mais non necessaire. On peut 
aussi formuler des conditions suffisantes un peu differentes. 
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on peut prendre pour les g; 

g;=(11+1-2i)/V11(112 -1)/3, 

satisfaisant (19) et (22). Alors (27) devient 
3 

lim 11- 2 \1 (p;-- p1)- + oo. 
11-+ oo L..J 

i<j 

(29) 

(30) 

Les g; etant equidistants, le test se ramene dans ce cas au 
test de Wilcoxon applique aux- i des « succes » relativement a 
ceux des « insucces ». 

Un autre cas important se presente, si les hypotheses alter­
natives forment une classe limitee par l'egalite de certains p;. 
Cela arrive par exemple si l'on a un nombre fixe k de groupes 
d'experiences avec un p; constant dans chaque groupe, comme 
l'indique le schema suivant : I groupe : 1 2 k 

nombre d'experiences: 111 112 11k (~11, = n) 
nombre de succes : a1 G2 ak (~av= x) I probabmte de succes ' 

I I 

Pk 
I 

(31) P1 P2 

valeur de g; clans V' : h1 h2 fi k 

Dans ce cas on a p 1 - p 2 = ... = Pn; = pi', etc., et il est 
raisonnable de prendre aussi g1=g2 = ... =gn; =h, etc., 
comme l'indique la derniere ligne de (31). 

La forme de V' [ cf. (17)] devient main tenant 
k 

V' = L hva, (32) 
v=1 

et d'apres (27) le test est consistant si 

k 

L' = lim \1 , h + 
"-+ 00 i...J 11v Pv V = - 00 . 

v=l 
(33) 

Les h. sont encore a choisir et maintenant il est utile de 
prendre des fonctions de 111 , ... , 11k (et non seulement de 11) 

(11=1, ... , k). (34) 

Les relations (19), imposees sur les poids g;, deviennent 
main tenant 

k, k L 11vhv=0; L11Ji/=l. (35) 
v=l Va= 1 
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La condition (22) pour la normalite asymptotique de la 
distribution de V' devient 

lim Max I h, I = 0 
n-?"oo O<v~n 

(36) 

et (23) subsiste. Quant aux hypotheses alternatives, (24) 
devient 

k 

E < n-1 L n.pv' < 1- E • (37) 
v=l 

Remarquons qu'en general on souhaitera que les alterna­
tives (33) dependent d'une maniere determinee seulement par 
les p/, mais pas des n •. Par exemple, si l'on veut tester 
Ho' (pr'= p/ = ... = p 1/) relativement a une augmentation ou 
une diminution des p. avec v, caracterisee par· 

11' = L (pv' - p/) < 0 ou > 0 respectivement, (38) 
•<1'-

il suffit que L' de (33) soit + oo si A'< 0 et - oo si A'> 0. 
Car dans le premier cas on trouvera une grande valeur de V', 
indiquant une augmentation et dans le second une petite valeur 
de V', indiquant une diminution. C'est pour cette raison 
qu'il est neces!,;laire d'introduire (34) au lieu de h.= h.(n). 
Si l'on avait des h. dependants seulement de n on pourrait 
dans certains cas choisir les n. de telle maniere, que L' devien­
drait + oo ou - oo au choix, quel que soit le signe de A'. 
En effet, cela est possible s'il y a trois indices v1 < v2 < va 
avec 

(p,. - Pv.) (Pv, - Pv3 ) > Q , 

c'est-a-dire si la tendance des p; n'est pas tout a fait stricte. 
Pour !'application il est tres important d'eviter cette dif­

ficulte et on exigera, par exemple, que le test soit consistant 
relativement aux hypotheses satisfaisant 

k . 

L w. p/ > 0 OU < 0 ,~9) 
v=i 

avec des w. constants. Les deux possibilites > 0 et < 0 cor­
respondent dans ce cas a L' = + <XJ et a L' = - oo ou inver­
sement. On peul al.teindre ce but en choisissant les h. comme 
suit: 

(v=l, ... ,n), 

OU 

(40) 

(41) 
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est une fonction de n 1 , ••. , nk, la meme pour tous les v, et 
positive pour n (= n1 + ... + nk) assez grand. On deduit 
de (35) 

0 = "£.nvhv = cpl:w,, 

relation qui est satisfaite parce que "£.w.=0, et 

l='J:in,h/=r.p2'1:iw,2nv-l, 

d'ou 

Ensuite [ cf. (33)] 

k 

'f• = ( L w/n,-1 i-1 . 
) v=1 i 

k 

L = lim r.p '\7 w,pv' 
n-)- oo bi 

(42) 

(43) 

et alors la condition necessaire et suffisante pom que ( 4::l) 
conduise a (39), est que 

Jim If= CX). (44) 
n---'>- oo 

De (42) et (44) on obtient la condition, que pour chaque 
v tel que w. ~ 0 : 

lim nv = CX). (45) 

Considerons maintenant la condition (36). On voit qu'elle 
resulte de ( 45) . Car 

et pour chaque p. 

lim 92
111,-

2 = lim l n/~w,2 n,- 1 1-1 < lim l wP-2 nP- 1-1 = 0. 

La condition (37) est tres simple et n'a pas besoin de 
commentaire. 

Une exposition plus complete de ce test est donnee par 
M11

" C. van Eeden (1954) et par C. van Eeden et J. Hemelrijk 
(1955). 

6. APPLICATION AU COEFFICIENT DE CAPACITE 

Retournons maintenant au sujet du jugement des objets 
C1, ... , Cm et appliquons les resultats de la section 5 d'abord 
a la valeur typique V [ cf. (2)] concernant un seul inspecteur. 
Pour satisfaire (19) 71 faut transformer les qualites Q; en 

Q/=(Q;-p.)/crfn, (46) 
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ou p. et ,s sont donnes par (8). Alors le test base sur V est con-
sistant, selon (27), si -

lim t Q/p;= +co. 
n-----;i,- co i=l 

(47) 

Une situation interessante se presente, lorsque les objets 
C1 , •.. , Cn forment un echantillon preleve au hasard dans une 
population infinie d'objets. Sur cette population la qualite Q 
et la probabilite p d'etre approuve par l'inspecteur considere 
ont une distribution combinee et les paires (Q;, p;) apparte­
nant aux objets juges sont des variables aleatoires indepen­
dantes, chacune d'entre elles ayant cette distribution. Alors 

et 

sont des variables aleatoires qui convergent en probabilite 
pour n -?- co vers leurs esperances mathematiques si un 
nombre suffisant des moments de la distribution de (Q, p) 
sont bornes. Indiquant par le symbole & l'esperance mathe­
matique dans la population consideree, on a done 

~-&1==&Q et ~2 -&(Q-&_Q) 2
• (48) 

pr pr 

De la meme maniere, on a 
n n 

n-1 L fl·Pi = 1:.n-1 L f!..i--+ &Q_ · &J!. 
i=l i=l pr 

(49) 
Alors ii resulte de (46), ... , (49) que 

~n-½ :t (]Jf2!--+ Cov) Q,J!_ l, (50) 
i=l pr 

c'est-a-dire que le test est consistant, si le coefficient de corre­
lation de Q et p sur la population n 'est pas egal a zero. Ce 
resultat n'-est pas etonnant, parce que le test peut, dans le cas 
considere, etre envisage comme une application du test de 
Pitman (1937b) pour le coefficient de correlation cntre Q et x, 
ou x est une variable aleatoire adjointe a la population~ qui, 
pour' chaque element, a la probabilite p, appartenant a cet ele­
ment, de prendre la valeur 1 et la probabilite 1-p d'etre 
egale a zero (7). En designant l'esperance mathematique par 

(7) Pitman n 'a pas considere, dans son article (1937b), la question de 
consistance ni celle de la normalite asymptotique de V. D 'autre part il 
donne des approximations de la distribution de V basees sur plus de 
deux moments, qu'on pourrait egalement utiliser ici. 
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rapport a_ X pour un element fixe de la population par &2 et 
celle par rapport a l'echantillonnage par &1 on a pour Q et[! 

&1Q=&Q et &1p=&p etc., - -
el pour x 

Done 

&Qx - &Q&:}_ = &1 I Q&2!___ ( - &Q&p = &Qp - &Q&p · 

Une correlation de Q et p entraine ainsi une correlation 
du meme signe entre Q_ et.:'.' soit que la derniere est plus petite 
parce que 

o-•{~}>o-•{£}. 
Si les objets C1 , ••• , Cn ne sont pas preleves au hasard dans 

une population, mais choisis d'une maniere systematique -
ce qui peut etre souhaitable dans la pratique - on peut exiger 
que ce choix soit execute de telle sorte que p. et o- aient des 
limites pour n~ oo et alors le resultat est le meme que le 
precedent : s'il ya, en limite, une correlation positive OU nega­
tive entre les valeurs de Q et de p pour les objets choisis, le 
test est consistant. 

Le deuxieme cas, c'est:a-dire la comparaison des capacites 
q.e deux inspecteurs, est un peu plus complique, en raison de 
!'omission des paires de jugements identiques (cf. section 4). 
Seules les paires differentes comptent et en introduisant [ cf. 
(14)] 

p;* = PA;qB;/ P; (i = 1, ... , n), (51) 

on pourrait utiliser les resultats des paragraphes precedents en 
disant d'une maniere peu precise, que le test est consistant 
s'il y a une correlation entre les valeurs de Q et de p* pour 
ceux des objets inspectes, qui ont re<.,m des jugements diffe­
rents des inspecteurs A et B. Mais }'ensemble de ces objets est 
evidemment un ensemble aleatoire et on peut essayer d'arri­
ver a une formule plus complete; tenant egalement compte de 
cet aspect. 

Considerons une population d'objets, sur laquelle trois 
variables aleatoires sont donnees : la qualite Q et les probabi-
lites PA et Pll, que l'objet soit approuve par Gs inspecteurs A 
et B respectivement. De plus ces variables verifient les rela­
tions suivantes 

P = I!:l.9_u+ E__B:l_A et £* = .f!.:A.!! _ _B /.!!__. (52) 

Si ~ est une variable aleatoire, qui prend la valeur 1 pour 
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un element juge differemment par les deux inspecteurs (pro­
babilite P) et qui est egale a zero autrement, le nombre ~ 
d'elements d'un echantillon, qui sont juges differemment par 
les deux inspecteurs, est 

n 

m,= ~~ (53) 
i=l 

ou les Z; sont distrihues independamment selon la distribution 
de z. La moyenne arithmetique et la variance des Q/ utilises 
pour le test [ cf. (12)] peuvent done etre notees comme suit 

n 

U,* = m-1 ~z-0, · L _ ~-i~t, 
:!...*• - m-1 L!.i<Q; - f:_*)• (54) 

i=l i=l 

et la consistance du test est determinee maintenant par le com­
portement asymptotique de la quantite 

(55) 

o.u les triples (z;, p/ilt, QJ sont distribues independamment 
selon la distribution du triple (z, p, Q) dans la population 
envisagee. Les z; tiennent compte qu'une partie des objets 
juges est omise parce que les jugements des deux inspecteurs 
soot identiques. 

Sans trop de calculs nous remarquons quu sous des con­
ditions assez generales a* converge en probabilite vers une 
valeur hornee positive. D'ailleurs, com me plus haul, &z = &P 
et 

11-1 m-+ &P, 
pr 

1::*-+ &PQ/&!!__, 
pr 

n 

71-1 L.:!Q;_e/ ; &PQp* , 
j;:;:l 

11-1 ~ Z;p;*-+ &Pp* , £..J- ,__ pr -
i=l 

et alors (55) augmente indefiniment avec 11, si 

&P-&f>(Jp* - &PQ-&Pp* 

est positif et (55) ---3>--CXJ si (56) est negatif. 

(56) 

L'interpretation de cette formule n 'est pas aussi simple 
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que dans le premier cas. L'expression (56) n'est pas equiva­
lente a un coefficient de correlation sur la population dont les 
objets ont ete preleves. Cependant ii n'est pas difficile d'indi­
quer des hypotheses alternatives pour lesquelles le signe de 
(56) est connu. 

Si, par exemple, p* et P sont des fonctions de Q et si p* 
augmente avec Q, le signe de (56) sera positif. Car, en desi­
gnant 

P*=p* (Q) et v=&PQ / &£. 
on a dans ce cas 

(Q-v)[p*(Q)-p*(v)]>O pour Q~v 

et alors 

&(Q-v) [p* (Q)-:-P* (v) J~> 0. 

Mais le membre de gauche est egal a (56) a un facteur &f 
pres et &P est positif. 

Lorsque p* et P ne sont pas des fonctions de Q mais des 
variables aleatoires pour chaque valeur fixe de Q;-il est evi­
dent que (56) soit, par exemple, positive, lorsque pour chaque 
P la correlation conditionnelle de Q et p*, sous la condition 
P=P, est positive. - - , 
- Rem:arquons enfin que dans cette section nous nous 
sommes places exclusivement au second point de vue des sec­
tions 3 et 4, c'est-a-dire au point de vue le moins general, avec 
la supposition de l'independance des jugements d'un inspec­
teur. Pour la situation plus generale, ou cette supposition 
n'est pas avancee, d'autres methodes d'investigation seront 
necessaires pour trouvPr le domaine de consistance de ce test. 

7. REMARQUES DIVERSES 

II arrive souvent, que les qualites des objets a inspecter 
ne sont pas connues et qu'on peut seulement les determiner 
d'une maniere subjective. Ce qu'on peut faire alors c'est de 
juger les objets C1 , ••. , Cn par un nombre d 'inspecteurs, un 
jury, et d'introduire, comme qualite Q, le nombre d'appro­
bations qu'un objet a rqm de ce jury. Les coefficients W1 et 
W2 [ cf. (6) et (9)] d'un inspecteur n'appartenant pas a ce 
jury sont alors des mesures de l'accord entre le jugement de 
cet inspecteur et celui du jury et le test pour la comparaison 
des capacites de deux inspecteurs decide lequel des deux inspec­
teurs, non membres du jury, est en meilleur accord avec le 
jury. Au Heu du nombre d'approbations re~m par un objet de 
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la part du jury, on peut aussi prendre pour Q une fonction de 
ce nombre, ce qui ne change pas la theorie. Cela peut etre 
utile dans certains cas. II est possible, par exemple, qu'on ait 
une connaissance vague de la distribution de probabilite de 
certaines proprietes des objets, proprietes qui determinent en 
effet la qualite mais qu'on ne peut pas observer sans detruire 
les objets ou sans les soumettre a des epreuves de longue 
duree. Le caractere non parametrique de la methode donne 
done la possibilite d'incorporer, vaille que vaille, cette con­
naissance peu precise dans la mesure de la capacite d'ins­
pecteurs. Cela peut se faire, dans le cas le plus simple, lors­
qu'on conµatt a peu pres la form~ de la forrction de reparti­
tion F de la qualiie des objets C1 , ... , Cn . Si le jury est com­
pose de m membres, le nombre w d'approbations peut 
prendre les valeurs 0, 1, ... , m et en supposant qu'il y ait 
n 0 , n 1 , ... , n,,, ('l:n;=n) objets pour lesquels w=O, 1, ... , m 
respectivement, on peut estimer les valeurs Q0 , Q1 , ••• , Qm 
pour lesquelles 

( n0 ) F Zn =Qo' 

et prendre ces valeurs pour les Q; . 
En ce qui concerne les generalisations des methodes trai­

tees. il y a plusieurs possibilites. Nous en indiquerons une 
seulement. Si l 'on ne se borne pas a approuver ou a re.ieter 
les objets mais si l'on admet plusieurs jugements, disons 
J1 , ... , Jk, on obtient le schema suivant 

rn ..., 
(1) ....... 
.a 
0 

Al 

A2 

An 

JI 

:_11 

.:'._21 

.:_nl 

Jugements 
-

J2 ... Jk 

.:'._12 ... ~lk 

_:22 ... .:'._2k 

~n2 ... Xnk -
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ou les X;i prennent la valeur 1 si le jugement sur l'objet C, est 
Ji et O autrement. II serait interessant de rechercher les pro­
prietes et Jes applications possibles de la valeur typique 

L g;h;~ij (57) 
i,i 

ou g; et h; sont des poids analogues aux g; de la section 5. Une 
variable plus generale encore est obtenue en substituant des 
poids g;1 aux g;h1 dans cette formule. La generalisation des 
resultats donnes plus haut est aisee a imaginer. 

Une autre generalisation, indiquee par M110 van Eeden, 
conduit a une modification du test de T. J. Terpstra (1952), 
test de l'hypothese que plusieurs echantillons ont ete preleves 
dans des populations ayant la meme distribution relativement 
a l'hypothese alternative d'une tendance de ces populations 
quant a la variable aleatoire etudiee. 
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