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Vo, V1, V2 
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fJ 
y 

' -
!; 

A = a{Jf A (wordt slechts i11 de hoofdstukke11 2.0 en 3.0 gebruikt); 

C ::.:::: Vg h ; 

de versnelling van de zwaartekracht; 

de diepte; 

de diepte aan de zuidkust; 

het harmonisch gemiddelde van de diepte; 

de variabele van de Laplacetransf ormatie; 

de atmosferische druk; 

q = (p 2 + Ap)i; 

de rotatie van het wind veld; 

s -- Qp½(p + i)-½; 

de tijd; 
h h 

de componenten van de totale stroom, u ==/uzdz, v =Jvzdz; 
0 0 

de cornponenten van de horizontaal gerichte stroom op de diepte z; 
• 

de componenten van de schuifspanning, die ontstaat ten gevolge van de door de wind op 
het wateroppervlak uitgeoefende kracht; 

de coefficienten van een lineair windveld, behorende bij U; 

de coefficienten van een lineair wind veld, behorende bij V; 

de componenten van de schuifspanning, welke bet water boven de diepte z uitoefent op 
het water beneden die diepte; 

de componenten van de schuifspanning, welke door de wind op het wateroppervlak wordt 
uitgeoefend; 

de componenten van de schuifspanning, welke het water op de bodem uitoefent; 

de grootte van de windsnelheid aan het wateroppervlak; 

cartesische coordinaten, waarbij het model bepaald is door O < x < a, 0 < y < b en 
waarbij z = 0 bet zee-oppervlak in de rusttoesta11d aangeeft, z = h de bodem; 

een coefficient, welke de verandering van de diepte bepaalt (wordt in deze betekenis alleen 
in de hoof dstukken 2.0 en 3.0 gebruikt); 

oc = 1 - 2 y /n (wordt in deze betekenis alleen in hoofdstuk 4.0 gebruikt); 

f3 = ½ s n + qb; 

tg y Q(p + A)-1 ; 

de verhoging van het water, gerekend vanaf de rusttoestand; 

de Laplace-getransf ormeerde van (; 
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een wrijvingscoefficient; 

/l =-~ n-1 arctg (Q/ )..) ; 

de dichtheid van het zeewater, welke uniform wordt verondersteld (e -- 1,027 g/cm3
); 

(!a de dichtheid van de lucht (ea - 0,00125 g/cm3); 

<I> (x,y) een stroomf unctie; 

de coefficient van Coriolis, Q - 2 wa sin cp, waarbij <Va de rotatiesnelheid van de aarde en 
rp de geografische breedte is. 
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0.6 SUMMARY 

Mathematical study of the effect of wind upon the waterlevels of the North Sea 

Chapter 2.0 deals with general considerations on the hydrodynamical problem of the n1otion of tl1e North Sea. 
The problen1 of detern1ining the water level of the North Sea due to an atmospheric disturbance in the region 

of the North Se,1 h[1s a meteor()logical and a hydrodynamical aspect. The meteorological side 1) concerns the origin of a 
storm, its structure and the forces which it exerts on the surface of the sea. The hydrodynamical side concerns the 
motion of the water under inflL1ence of given tractive forces on the surface of the sea. The hydrodynamical problem 
has been extensively studied by the Department ot· Applied Mathen1atics of the An1sterdam Mathematical Centre and 
the following is an account of tl1e work done by that departn1ent. In tl1e present chapter the problem is considered 
from a general point ot· view. The results which are of special importance for the North Sea are discussed in the chapters 
3.0 and 4.0 of the present contribution and in Contribution 11.5. 

An adequate mathen1,ltical treatn1ent is only possible at the cost of a number of sin1plifications the n1ajority of 
which hardly affect the final result. In the first place the hydrodynamical equations are simplified. Tl1e vertical com­
ponent of the velocity of the stream is neglected, the equations are linearized, and the coefficient of Coriolis is assumed 
being constant. For the North Sea basin these simplifications are qt1ite acceptable. In the second place the farm oft he basin 
is replaced by a sin1ple mathematical model. This means tl1at the influence of irregularities of the coast and of variations 
of the depth are neglected. The North Sea can be conveniently represented by a rectangle which is bounded on three 
sides by coasts and which borders on an infinitely deep ocean on the remaining side. This means that the influence of 
e.g. the Channel is neglected. The grand tot,\l of all sin1plifications cannot be neglected if it is required to know the 
exact elevation at a given time at a given spot. But by ignoring local circumstances they permit us to obtain a clear 
picture of the overall 1notion and elevation of the surface. 

The rectangular model of the North Sea n1entioned above suffers fron1 two disadvantages. In the first place the 
leak of the Channel is neglected. However, a special stt1dy on this subject has been carried out by LAUWERIER [11 ]. 
In a later phase his results may be combined with those obtained for the rectangle. In the second place the assumption 
of a uniform depth is rather drastic. In reality the depth increases gradually in the direction of the ocean. However, 
as a first step toward the determination of the influence of a non-uniform depth, in 3.0 the stationary state of a sea 
with an exponentially increasing depth under a non-uniform windfield will be discussed. 

The mathematical difficulties would be considerably reduced if the rotation of the earth also were negligible. 
However, it has been found time and again that the rotation is an essential feature of the problem which cannot be 
ignored. 

With the simplifications discussed above the problem can be described by an elliptic partial differential equation 
with oblique boundary conditions. This type of problem has not yet been solved entirely. A number of partial resLtlts 
which were obtained at the Mathematical Centre are reported in this chapter, the division of which is as follows. 

In 2.2 the basic equations are given, (6) and (7). By means of the Laplace transformation (8) they are converted to 
the form (9) and (IO). Then fort, the Laplace transform of the elevation C, an inhomogeneoL1S equation of Helmholtz 
(11) is obtained. The condition of the ocean boundary is of the simple form (13) which is a Dirichlet condition. The 
condition of the coast boundary ( 14) is of the oblique type, i.e. a linear relation between the nor1nal derivative and the 
tangential derivative oft at the coast. Only a few investigations of this kind of boundary problem exist. Hence it was 
necessary to carry ot1t some fundamental research on this subject. Results of this researcl1 are given in 2.3 and 2.4. 
In 2.3 a few conclusions are drawn from Green's theoren1. In 2.4 Green's function is obtained for some simple domains. 
Until now it has only been possible to find Green~s function for domains which are bounded by at most two straight lines. 

In 2.5 the stationary state is discussed. The n1athematics are simple and solutions can be obtained withot1t taking 
recourse to Green's function. An application to the rectangL1lar model of the North Sea is added. For other investiga­
tions of the stationary state we refer to 3.0. 

In 2.6 some reflections are given on the instationary case. Even in absence of a windfield, the water may be in 
motion. This leads to the problen1 of determining the eigenvalues of a sea basin which is solved for a strip-shaped 
(littoral) sea in this section. For the corresponding problem in the case of a rectangt1lar sea we refer to Contribution 11.5. 
Subsequently the influence of a windfield is considered. It has already been shown in 2.3 that knowledge of Green's 
function in principle allows the evalt1ation by qL1adratures of the Laplace transform t of the elevation (. The undoing 
of this Laplace transformation, however, gives rise to considerable difficulties. This is illustrated by the simple case ot· 
an unbounded sea. The transforn1ed elevation C is readily obtained, but the inverse Laplace transformation gives 
intricate expressions for the elevation ( even if the windfield is simple. For 1nore details concerning the inverse Laplace 
transformation we refer to 4.0 in which the influence of an instationary windfield on the rectangt1lar model of the 
North Sea is disct1ssed. 

In chapter 3.0 we shall study the influence of a non-uniform stationary windfield upon a reef.angular model of 
the North Sea. In this model, which is described in Cartesian coordinates (x, _v) by O ..c; x <:.:: a and O •.: _v <:: b, the 
sides x = 0, .. x- -··- a an_d _l' .=-...:. 0 represent coasts and )' "·= b represents the open end at the ocean. The depth h of the sea 
is assumed to be an exponential function of y, viz. /z ··- - /1 0 exp (2i:xy). 

The numerical constants are chosen in accordance with the physical sitt1ation of the North Sea. We take 

a= 400 km 

o/'A = 5 
ho= 33 m 

1) See Contribution I . 

b = 800 km 

= n/(4b). 
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In this ~odel the depth varies from 33 m at the coast .}' "'= O to 158 m at the ocean boundary (see figure 3.1. l ). 
The harmonic mean hm of the depth is 65 n1. For the sake of simplicity the direction of the positive }'-axis will be 
called the northern direction. ~ 

The longitudinal axis of the North Sea n1akes the slight deviation of some 24 ° with the geographic North. In the 
mathematical model the side .v = 0 corresponds roughly to the Dutch coast and the middle (!a, 0) roughly to the 
position of den Helder. 

Therefore we have restricted ourselves mainly to the determination of the elevation at the south coast and in 
particular to that at the middle (½ a, 0). 

In 3. 1 we consider a non-uniform windfield, the surface stress of which is a linear function of .;,x- and .l". This type 
of windfield is given by (2). 

The elevation at the south coast due to this windfield is given in table 3.8.5 and is illustrated for each component 
separately in fig. 3.8.1. 

The elevation at the middle i;, (½a, 0) in particular is given by (3). The same calcL1lation is carried through for the 
simpler model with the uniform depth h = hm. In this case the result (4) is obtained. In order to judge the influence of 
the rotation of the earth in both models the elevation is calculated with n == O. The results are given in (5) and (6). 

From the results a number of conclusions can be drawn concerning the influence of the exponential depth (ex) and 
the rotation of the earth (n ). 

l. For a uniform N-S wind the elevation at the south coast does not depend on the bottom profile nor on the rotation 
of the earth. 

2. For a uniforn1 W-E wind the influence of cx and n upon the elevation at the south coast is rather large. 

3. In this model the most unfavourable directio11 for a uniform wind as regards the elevation at the south coast is 
about 15° NNW. 

4. The influence of ex and n upon the contributions of the divergence terms U1 and V2 to the elevation at the south 
coast is rather sn1all. 

5. The influence of a and n upon the contributions of the rotation terms U2 and V1 to the elevation at the south coast 
is very marked. 

In 3.2 the mathematical treatment starts from the differential equations of the stationary state, see formulae ( 1), 
(2) and (3), and the boundary conditions (5), (6), (7). 

The discussion of the influence of the components V0 and V2 is very simp]e and is given in 3.3. 
The general case is studied in 3.5. It appears that the stream and the elevation can be derived from a potential 

function(/) (x, y). This function satisfies the differential equation (2) of 3.5 and the boundary conditions (5) and (6) of 3.4. 
The solution (12) of 3.5 of this problem involves the determination of a set of coefficients l"n and a set dn, The deter­
mination of the coefficients en is relatively easy whereas the determination of the d1i leads to considerable difficulties. 
3.6 is entirely devoted to the latter problem. Once the coefficients c·n and dn have been determined the elevation 
at the south coast follows easily from (23) and (24) in 3.5. The discussion of the simpler model with uniform depth 
h --- 11,,,1, is given in 3.4 . 

In chapter 4.0 we consider a mathematical model for the behaviour of the North Sea under a storn1. The North 
Sea is represented by a rectangular bay of uniform depth which is bounded on three sides by coasts and which borders 
on an ocean on the fourth side. For the sake of simplicity the longest axis is assumed to coincide with the North­
South direction. The southern border then corresponds with i.a. the Dtltch coast and its 1niddle roughly represents 
Den Helder. The influence of a storm is expressed through the stress it exerts on the sttrface of the sea. This 
stress (U, V) may be dependent on both the coordinates (x, ~v) and the time (t). 

In the first instance this general case will be dealt with. bltt in the sequel the mathematical treatment will be 
elaborated for a uniform wind in North-South direction viz. 

U=O V -- V (t). 

In the numerical applications we have chosen the data in such a way that they agree fairly well with the physical 
data of the North Sea. The applications are given more by way of illustration and do not constitute the goal of the 
investigation. Explicit results have been obtained for the following simple cases: 

Exponential windfield; 

Step-function windfield; 

Sinusoidal windfield. 

In all of these cases we have calculated in particular the elevation at the middle of the southern coast and its 
dependence on the rotation of the earth (0) and the bottom-friction (A). Results are represented in the figures 4.10. l, 
4.10.2, 4.10.3 and 4. J 0.4. For the exponential windfield lines of constant elevation in the bay for different times have 
been drawn in fig. 4.10.2. It is seen that this simple model of a windfield already is in good qualitative agreement with 
the lines obtained experimentally in a particular case. In these figures and in the accompanying tables we have used 
dimensionless quantities, in which the unit of time is about 1.4 h and the unit of length about 127 km. The above­
mentioned windfields have been normalized in such a way, that the maximum of the windvelocity v8 is the same in 
all cases. The given values of the elevation can be reduced to meters by multiplication by a factor which varies qua­
dratically with v8 • For a few cases this factor is given in table 4.10.2. 

In this contribution we have indicated the means for extending the numerical applications at will. Obviously 
we should be cautious in drawing conclusions from the few numerical applications dealt with in this chapter. It has 

• 

• 
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already been set forth in chapter 1.0 that the obtained results only give a general insigl1t in tl1e n1otion of the water 
of the North Sea. This research gives rise to the following conclusions. 

1. The rotation of the earth chiefly causes an East-West skewness of the sea surface. This skewness is slight at the 
southern coast, but increases in northern direction right up to the ocean. 1\1oreover, n brings about a reduction 
of the maximun1 elevation. 

2. For a stiddenly rising storn1 (stepfunction windfield) the elevation at the southern coast rapidly increases and after 
son1e 12 hours has already attained aboL1t 90 ~(, of its stationary value. 

3. For a sinusoidal storm the elevation at the sol1thern coast approximately equals the stationary elevation due to a 
stationary wind with an intensity corresponding to that of the wind occurring a certain constant tin1e earlier. 

4. The elevation at the southern coast due to a sinL1soidal storn1, can be considered as the sum of the quasi-stationary 
elevation (forced oscillation) and a damping term which is due to the lowest negative real eigenvalue. 

0.7 RESUME 

L'etude mathematique de !'influence des champs de vent sur les niveaux d'eau dans la Mer du Nord 

Le chapitre 2.0 traite de considerations generales Sl1r le problen1e hydrodynan1iqt1e dt1 1not1ven1ent de la Mer 
du Nord. 

Le probleme de la determination du niveau de la Mer du Nord du a une perturbation atmospherique dans la 
region de la Mer du Nord a des aspects meteorologiques et hydrodynamiques. L'aspect meteorologique 1) concerne 
l' origine d'une tempete, sa structure, et les forces qui sont exercees de ce fait a la surface de Ia mer. L ·aspect hydro­
dynamique concerne Ies n1ouven1ents de l'eau sous l'influence de forces tractives donnees le long de la surface de la mer. 
Le probleme hydrodynamique est etudie en detail par la Section de Mathematiques Appliquees dt1 Centre Mathematique 
d~ Amsterdam, et cette partie du rapport donne un aper~u des resultats obtenus par la section. Dans le present chapitre, 
le probleme est considere d'un point de vue general. Les resultats presentant un interet particulier pour la Mer du Nord 
sont commentes aux chapitres 3.0 et 4.0 de la contribution presente et a la Contribution II.5. 

Un traitement n1athematique adequat n'est possible que par l'introduction d'un certain non1bre de simplifications 
dont la plupart n'ont que peu d'influence sur le resultat final. En premier lieu, les equations hydrodynamiques sont 
simplifiees. La composante verticale de la vitesse est negligee; les equations sont rendues lineaires, et le coefficient 
Coriolis est suppose constant. Ces simplifications sont acceptables pour le bassin de la Mer du Nord. En second lieu, 
la forme du bassin est ren1placee par un modele mathematique simple. Ceci implique que les influences dues aux 
irregularites de la cote et aux variations de profondeur sont negligees. La Mer dt1 Nord peut etre representee par un 
rectangle borde de cotes sur trois cotes, et dont le quatrieme cote est limite par un ocean de profondeL1r infinie. Cela 
signifie, par exemple, que l'on neglige l'influence de la Manche. Le total de toutes les simplifications ne peut etre 
neglige, si l'on desire connaitre exactement !"elevation a un temps donne et en un lieu donne. Mais en ne tenant pas 
compte de circonstances locales, les simplifications nous permettent d'obtenir une vision nette dtt n1ouvement de 
l'eau et de l'elevation de sa surface. 

Le modele rectangulaire ci-dessus choisi pour la Mer du Nord a deux inconvenients. Premierement on neglige la 
fuite par la Manche. Cependant une recherche a ete faite a cet egard par LAUWERIER [11 ]. A un stade ulterieur, ses 
resultats peuvent etre combines avec ceux obtenus pour le rectangle. Deuxiernement, il est assez radical de prendre 
une profondeur uniforme. En realite la profondeur augmente continuellement en direction de l'ocean. At1 chapitre 3.0, 
cependant, on entreprend l'etude de }'influence d'une profondeur variable; on y discute l'etat stationnaire d'Ltne mer 
ayant une profondeur croissant exponentielle, sous l'influence d'une zone de vent non uniforme. 

Les difficultes mathematiques seraient considerablement reduites, si la rotation de la terre pouvait etre egalement 
negligee. Mais on a trouve a plusieurs reprises que la rotation constitue un element caracteristique du probleme, que 
l' on ne peut manquer de prendre en consideration. 

Apres avoir effectue les simplifications exprimees ci-dessus, le probleme peut etre defini par une equation differen­
tielle partielle elliptique, avec des conditions de limite obliques. Ce type de problen1es n'est pas encore con1pletement 
resolu. Un certain nombre de resultats partiels obtenus at1 Centre Mathematique sont mentionnes dans ce chapitre, 
dont la division est la suivante: 

En 2.2, on donne les equations de base (6) et (7). Au n1oyen de la transformation de Laplace (_8), on Ieur donne -Ia forme (9) et (10). Alors, on derive pour (, la transforn1ee de Laplace de l'elevation C, une equation inl1omogene de 
Helmholtz (11). La condition le long de la limite de l'ocean a 1a forme simple ( 13), c'est-a-dire que c'est une condition 
Diricl1let. La condition le long de la cote, ( 14), est du type obliqLte, c'est a dire qu~il y a tine relation lineaire entre la 
derivee normale et la derivee tangentielle de C a la cote. 11 n'y a qtte peu de recherches faites sur ce type de problemes-
1 imites. II eta it done necessaire de proceder a un examen f ondamental de ce sujet. Les resultats en sont donnes aux 
paragraphes 2.3 et 2.4. Au 2.3, on tire quelques conclusions du theoreme de Green. En 2.4 on obtient une fonction 
de Green pour quelques domaines simples. Jusqu'alors il n'est apparu possible de trouver des fonctions de Green que 
pour des regions limitees par deux lignes droites au plus. Au paragraphe 2.5 on traite de l'etat stationnaire. Les mathe­
matiques en sont simples, et l'on peut trouver des solutions sans se servir des fonctions de Green. En 2.5, on donne 
encore une application au modele rectangulaire de la Mer du Nord. Pour d'autres recherches sur l'etat stationnaire, se 
reporter au chapitre 3.0. 

En 2.6, quelques reflexions sur le cas non-stationnaire. Meme en }'absence de zone de vent, l"eau peut etre en 
mouvement. Ceci mene au probleme de la determination des valet1rs propres d'un bassin maritime, probleme resolu 

1 ) Voir Contribution I. 
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dans ce paragraphe pour une mer (littorale) en forme de bande. Pour le probleme correspondant, dans le cas d~un 
mer rectangulaire, se reporter a la Contribution II.5. On considere ensuite l'influence d"une zone de vent. On a deja 
montre en 2.3 que lorsque la fonction de Green est connue, Ja transformee de Laplace ~ de l'elevation t peut etre 
determinee en principe a l'aide de quadratures. Cependant, 1·annulation de cette transformee de Laplace donne des 
difficultes considerables. Ceci est illustre par le cas simple d'une mer non limitee. L'elevation transformee ~ est aisement 
trouvee, mais la transformation inverse, meme si la zone de vent est simple, donne des expressions complexes pour 
l'elevation C. Pour plus de details sur la transformation inverse, se reporter au chapitre 4.0, ou I'on commente ]'in­
fluence d'une zone de vent non stationnaire sur le modele rectangulaire de Ia Mer du Nord. 

Dans le chapitre 3.0 on etudiera l'influence d'une zone de vent stationnaire non-uniforme sur un modele rectan­
gulaire de la mer du Nord. Dans ce modele, defini dans les coordonnees cartesiennes (.'t, .v) par O < ·'" < a et O < .v < b, 
les cotes x -- 0, x = a et Y = 0 representent les cotes, et y -- b represente le cote donnant sur I'ocean. Pour la pro­
fondeur h, on prend une fonction exponentielle de y: h = h 0 exp (2cc_v). 

Les constantes numeriques sont choisies conformement a la situation physique de la Mer du Nord. Nous prenons: 

a= 400 km b = 800 km 
o/Ji. = 5 

ho= 33 m = n/(4b) 

Dans ce modele, la profondeur varie de 33 m a la cote y = 0, a. 158 m en bordure de I' ocean (voir figure 3.1.1 ). 
La moyenne harmonique hm de la profondeur est de 65 m. Pour simplifier, Ia direction de l'axe positif y sera designe 
comme direction du nord. En realite, l'axe longitudinal de la Mer du Nord fait un faible angle d'environ 24° avec le 
nord geographiqL1e. Dans le modele mathematique, le cote .v ~= O correspond a grands traits a la cote des Pays-Bas, et 
Je miliet1 (½a, 0) a }'emplacement de Den Helder. 

C'est pourquoi nous nous sommes bornes dans ce chapitre a la determination de !'elevation sur la cote meridionale, 
et en particulier au point median (½a, 0). Nous considerons au 3.1 une zone de vent non-Ltniforme exerc;ant une tension 
glissante a la surface~ qui est une fonction lineaire de x et de y. Ce type de zone de vent est donne par (2). L'elevation 
sur la cote meridionale par suite de cette zone de vent est donnee dans le tableau 3.8.S et se trouve illustree a la fig. 3.8. l 
pour chacun des composants. 

L'elevation au milieu , (½a, 0) en particulier est donnee par (3). Le meme calcul est effectue pour le modele plus 
simple ayant une profondeur uniforme h = hm. Pour ce cas on obtient pour resultat (4). Pour pouvoir se rendre 
compte de l'inflt1ence exercee par la rotation de la terre, l'elevation est egalement calculee pour n = 0 dans les deux 
modeles. Les resultats en sont exprimes dans (5) et (6). Ces resultats permettent de tirer quelques conclusions au sujet 
de }'influence de la prof ondeur exponentielle (cc) et de la rotation de la terre ( o ). 

1. Pour un vent uniforrne N-S, !'elevation sur la cote meridionale ne depend ni du profil du fond ni de la rotation 
de la terre. 

2. Pour un vent uniforme 0-E, !'influence, sur !'elevation, de CL et de n est assez importante. 

3. La direction du vent la plus defavorable, pour un vent uniforme, en ce qui concerne l'elevation sur la cote 
meridionale est dans ce modele d'environ 15° NNO. 

4. L'influence de cc et de o sur Jes contributions des termes de divergence U1 et Vt a 1~elevation sur la cote 
meridionale est assez faible. 

5. L'influence de CL et de o sur les contributions des termes de rotation U 2 et Vi a l'elevation sur la cote meri­
dionale est tres grande. 

Au 3.2 le traitement mathematique part des equations di:fferentielles de l'etat stationnaire (I), (2) et (3), et des 
conditions-limites (5), (6) et (7). 

La discussion de l' influence des composantes V0 et V2 est simple; elle est donnee au paragraphe 3.3. 
Le cas general est examine au paragraphe 3.5. Il apparait que le courant et l'elevation peuvent etre derives d'une 

fonction potentielle <1> (.,x-, y). Cette fonction satisfait a !'equation differentielle (2) du 3.5 et at1x conditions-limites (5) 
et (6) du 3.4. La solution (12) du 3.5 de ce probleme exige la determination d'un systeme de coefficients c·n et d'un 
systeme dn. La determination des coefficients en est relativement facile, alors que la determination de dn conduit a de 
notables difficultes. 

Le paragraphe 3.6 est entierement consacre ace probleme. Une fois determines les coefficients en et dn, }'elevation 
sur Ia cote meridionale se deduit facilement de (23) et de (24) du 3.5. Le n1odele plus simple, avec une profondeur 
uniforme h -- hm est examine au paragraphe 3.4. 

Dans le chapitre 4.0 on considere un modele mathematique pour le comportement de la Mer du Nord lors d'une 
tempete. La Mer du Nord est representee par une baie rectangulaire ayant une profondeur uniforme et limitee sur trois 
cotes par des cotes, sur le quatrieme cote par un ocean. Pour simplifier, on adme: que l'axe longitudinal c_o!ncide avec 
la direction Nord-Sud. La Iimite meridionale correspond done notamment a la cote des Pays-Bas, et le m1l1eu de cette 
limite represente approximativement Den Helder. L"influence d'une tempete est introduite par la force glissante 
qui s'exerce a la surface de la mer. Cette force (_U, V) p~ut depe~dre ~utant des coord~nnees (x, Y! que du te1!-1ps ~t). 

On traite en premier lieu le cas general, pu1s on tra1te mathemat1quement le cas d un vent un1forme de d1rect1on 
Nord-Sud, ou 

U = 0, V = V (t). 
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Dans les applications numeriques, Ies donnees ont ete choisies de telle sorte qu'elles correspondent raisonnable­
n1ent ::1t1x d(1nnees physiques de la Mer du No1·d. Ces applications sont surtout donnees con1me illustrations et ne 
C()nstituent pas le but de cette recherche. Des resultats explicites sont obtenus pour les cas simples suivants: 

Zt1ne de vent expt)nentielle; 

Zone de vent fonction brusque unite; 

Zone de \'ent sint1soidale. 

Dans tous ces cas, <.)n a calcule en particulier l'elevation pour le milieu de la cote meridionale, et sa dependance 
(ie la rotation de la terre (!2) et de la friction sur le fond (A). Les resultats en sont donnes dans les figures 4.10.1, 4.10.2, 
4.10.3 et 4.10.4. Pour la zone de vent exponentielle, on a trace dans la fig. 4.10.2 des lignes d'egale elevation dans la 
baie pour (iivers temps. On voit que ce modele simple de zone de vent a deja une bonne concordance qualitative avec 
les lignes obtenues dans un cas experimental particulier. Dans ces figures et dans les tableaux correspondants on a 
utilise des grandeurs sans dimension determinee, ou l'unite de temps est environ 1.4 h, et l'unite de longueur environ 
127 km. Les zones de vent ci-desst1s sont normalisees de telle fa9on que le maximum de la vitesse du vent Vs est le meme 
dans tousles cas. Les valeurs donnees pour l'elevation peuvent etre reduites en metres par multiplication par un facteur 
variant quadratiq uement avec i·.s• Pour q uelques cas ce facteur est donne au tableau 4. I 0.2. 

Dans cette contribt1tion on donne la n1ethode permettant d'etendre a volonte les applications numeriques. Il est 
evident que I'on doit etre prudent en tirant des conclusions du peu d'applications numeriques traitees dans ce chapitre. 
On a deja pose en principe au chapitre 1.0 que les resultats obtenus ne donnent qu'une vision globale du mouvement 
de l'eau dans la Mer du Nord. Cette etude conduit aux conclusions suivantes: 

1. La rotation de la terre cause principalement une deviation Est-Ouest de la surface de la mer. Cette deviation 
est faible sur la cote meridionale, et croit vers le Nord jusqu'a l'ocean. De plus, o entraine une reduction de !'elevation 

• maxima. 

2. Lors d'une tempete surgissant brusquement (zone de vent brusque unite), !'elevation s'accroit rapidement 
sur la cote meridionale, et atteint deja apres environ 12 heures a peu pres 90 % de sa valeur stationnaire. 

3. Pour une tempete sinusoidale, !'elevation sur la cote meridionale est approximativement egale a !'elevation 
stationnaire qui resulterait d'un vent stationnaire ayant une intensite correspondant a celle du vent pendant un certain 
temps constant anterieur. 

4. L'elevation sur la cote meridionale par suite d'une tempete sinusoi'.dale peut etre consideree comme la somme 
de l'elevation quasi-stationnaire (oscillation forcee) et d'un terme d'amortissement resultant de la plus basse valeur 

, . 
propre negative. 
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1.0 SAMENSTELLING VAN DE BIJDRAGE 

1.1 Inleidende fysisch-mathematische beschouwingen 

Om de samenhang te begrijpen tussen een atmosferische storing in het Noordzeegebied en de 
veranderingen van de waterhoogten aan de Nederlandse kust, moeten een meteorologisch en een hydro­
dynamisch probleem warden opgelost. 

Het meteorologische probleem 1) betreft het ontstaa11 van een storm, zijn structuur en de krachten, 
welke op het wateroppervlak worden uitgeoefend. Het hydrodynamische probleem betreft de water­
beweging in een horizontaal tweedimensionaal gebied onder invloed van een storm, waarbij de op 
het wateroppervlak door een windveld uitgeoefende krachten als bekend warden aangenomen. 

Wij zullen ons hier slechts bezighouden met di t laatste probleem, dat door de Af deling Toegepaste 
Wiskunde van het Mathematisch Centrum is onderzocht. In deze inleiding warden van dit werk 
enkele aspecten besproken. 

De gemiddelde snelheid van het water en de verhoging van de waters pie gel, die op iedere plaats 
van een zee met beperkte diepte ( als de N oordzee) voorkomen, voldoen aan een stelsel van drie partiele 
differentiaalvergelijkingen, nl. twee bewegingsvergelijkingen en de continuiteitsvergelijking. 

De bewegingsvergelijkingen leggen een verband tussen de krachten, die van de snelheid van het 
water afhankelijk zijn, nl. de traagheidskracht, de kracht van Coriolis en de weerstandskracht enerzijds 
en de uitwendige krachten, welke de invloed van de zwaartekracht en van het windveld op de water­
beweging aangeven, anderzijds (zie o.a. [32], § 121-§ 128). Voor de volledigheid zij hier nag vermeld, 
dat de traagheidskracht ontstaat bij toename of af name van de stroomsnelheid van het water; de 
kracht van Coriolis wordt teweeggebracht door de draaiing van de aarde, terwijl de weerstandskracht 
wordt veroorzaakt door de weerstand, die het water ondervindt van de bodem. De weerstandskracht 
en de kracht, die het windveld op het wateroppervlak uitoefent, warden in de vergelijkingen vervangen 
door krachten, die op de gehele verticale waterkolom werken (zie o.a. [32], § 31, § 54, § 149 en§ 150). 
In verband met de beperkte diepte van de Noordzee is dit geoorloofd. 

Ten slotte brengt de continuiteitsvergelijking tot uitdrukking, dat op ieder moment de totale hoeveel­
heid water, die in een bepaald volume binnenstroomt, gelijk is aan de hoeveelheid, die er uitstroomt. 

Om oplossingen te verkrijgen van deze differentiaalvergelijkingen, is een aantal vereenvoudigingen 
noodzakelijk betreffende de waterbeweging en de vorm van het te beschouwen gebied, waarvan enkele 
een geringe invloed op de resultaten hebben. 

Bij de opstelling van de differentiaalvergelijkingen kon de verticale component van de versnelling 
van het water verwaarloosd worde11 in vergelijking met de versnelling van de zwaartekracht omdat de 
veranderingen, die de waterspiegel in verticale zin als gevolg van de meteorologische effecten onder­
gaat, langzaam plaatsvinden. Als gevolg hiervan zijn de verticale snelheden klein ten opzichte van de 
horizontale snelheden. 

Verder werd ook de viscositeit van het zeewater buiten beschouwing gelaten. Voorts zien we nog 
af van de veranderingen in de dichtheid van het zeewater en veronderstellen we, dat de bij de bodem­
wrijving behorende wrijvingscoefficient ). en de Corioliscoefficient o constant zijn. Bij de Noordzee 
zijn deze vereenvoudigingen zeker toelaatbaar, in aanmerking genomen de verlangde graad van nauw­
keurigheid. 

De volgende vereenvoudigingen zijn van ingrijpender aard: 

I. De niet-lineaire weerstandstermen in de bewegingsvergelijkingen warden vervangen door 
lineaire termen. Deze weerstandskracht, die volgens de ervaring evenredig is met het kwadraat van de 
gemiddelde snelheid in een punt en omgekeerd evenredig is met de diepte, wordt dus vervangen door 
een term, die evenredig is met de snelheid, terwijl in het algemeen de diepte constant wordt veronder­
steld. Dan wordt verder de getallencoeffi.cient in deze term zo geschikt mogelijk gekozen. 

Dank zij deze linearisatie geldt bet superpositiebeginsel, hetgeen inhoudt, dat uit twee oplossingen 
van de differentiaalvergelijkingen door lineaire combinatie, som of verschil bij voorbeeld, nieuwe op­
lossingen afgeleid kunnen worden. We mogen dan de door storm en getij veroorzaakte verhoging op­
vatten als de som van het astronomische getij en het stormeffect ( dit is de verhoging, welke zou optreden 

1 ) Zie Bijdrage I. 
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bij afwezigheid van getij ). Aangezien het astronomische getij een bekend verschijnsel i~: ku~nen we 
ons voor de berekening beperken tot een bestudering van alleen het stormetfect. In ':erkelIJ kl:e1d treedt 
er ten gevolge van de niet-lineariteit van de bewegingsvergelijkingen een zekere w1sselwerk1ng tuss~n 
storm en getij op, zodat men bij het optellen van getijstand en stormeffect nog een ~ekere c~:rect1e 

de kust ook bekend is uit de getijtafels, vinden we dus met verwaarloz1ng van n1et-l1nea1re effecten de 
totale verhoging, als de met behulp van de lineaire vergelijkingen berekende verhoging wordt opgeteld 
bij de voorspelde hoogwaterstand op de bepaalde dag. 

De vereenvoudigde vergelijkingen zijn weergegeven in de f ormules ( 6) en (7) van 2.2. In plaats van 
de gemiddelde snelheidscomponenten zijn daar de componenten u, v van de totale stroom van bodem 
tot oppervlak in een punt ingevoerd. 

De linearisatie biedt tevens de mogelijkheid om de invloed van de windkracht op het water 
componentsgewijze te berekenen. Voor iedere component moet dan de verhoging van het zee-oppervlak 
berekend worden, waarna deze verhogingen bij elkaar opgeteld moeten warden. 

De vereenvoudigingen, welke de vorm van bet zeebekken betreffen, zijn van nog ingrijpender aard. 

2. Geen rekening wordt gehouden met onregelmatigheden van de kusten; deze worden vervangen 
door rechte lijnen. Voor de Noordzee betekent dit, dat o.a. afgezien wordt van de invloed van bij voor­
beeld het Kanaal, het Kattegat en de riviermondingen. 

3. Zoals reeds gezegd, worden oak diepteveranderingen in het algemeen verwaarloosd. De ge­
leidelijke overgang van zee naar oceaan wordt hierbij vervangen door een abrupte overgang, waarbij 
de oceaan oneindig diep wordt aangenomen, zodat het oceaanniveau onveranderlijk is. 

Om een i11druk te geven van deze diepteveranderingen wordt opgemerkt, dat de gemiddelde diepte 
van het zuidelijke deel van de Noordzee tussen de Nederlandse en de Engelse kust ruim 35 m bedraagt, 
terwijl in een strook van 50 km breedte langs de Nederlandse kust deze diepte 20 a 25 mis, als de zeer 
ondiepe kuststrook van 5 km breedte buiten beschouwing wordt gelaten. 

Deze relatief geringe diepte heeft tot gevolg, dat de wrijvingskrachten van dezelfde orde van grootte 
zijn als de traagheidskracht en de kracht van Coriolis. Hierdoor is de vervanging van de niet-lineaire 
weerstandsterm door een lineaire term, zonder verder rekening te houden met de verschillen tussen de 
hierop berustende oplossing en de exacte oplossing, in dit gebied minder toelaatbaar. 

Het aansluitende noordelijk gelegen deel van de Noordzee heeft grotere diepten en hier zullen 
de weerstandskrachten van aanmerkelijk geringere betekenis zijn. 

De genoemde vereenvoudigingen kunnen niet warden toegepast als men het zeeniveau op een 
gegeven ogenblik en op een gegeven plaats nauwkeurig wil kennen. Maar door af te zien van lokale 
gebeurtenissen, veroorloven zij ons desondanks een voldoend duidelijk beeld te verkrijgen van de globale 
waterbeweging en van de verandering in waterhoogte. 

De Noordzee wordt derhalve vaak voorgesteld als een rechthoek met een constante diepte, aan 
drie zijden omgeven door ondoordringbare kusten en langs de vierde zijde grenzend aan een oneindig 
diepe oceaan. Een dergelijk ,,mathematisch model'' van de realiteit wordt algemeen door hydrody­
namici en oceanografen als zeer bruikbaar beschouwd. 

In figuur I.I.I zijn de grenzen van het model aangegeven in de bestaande Noordzee. De afmetingen 
zijn globaal 800 km voor de lengte en ongeveer 400 km voor de breedte. Er werd dus een belangrijk 
groter gebied beschouwd dan het gebied tussen de Nederlandse en de Engelse kust, waarvan hierboven 
sprake was. De gemiddelde diepte (harmonisch gerniddelde) werd op 65 m gesteld. 

De grenzen van het model bepalen de randvoorwaarden, waardoor de oplossingen van de diff e­
rentiaalvergelijkingen nader bepaald worden. Langs de kusten moet de component van de snelheid 
loodrecht op de kust gelijk aan nul zijn, terwijl bij de overgang naar de oceaan de waterhoogte gelijk is 
aan die in de oceaan, die als bekend moet worden aangenomen. 

Over dit model moeten nog drie opmerkingen warden gemaakt. 
Voor de stormvloedstanden langs de kust is de invloed van het Kanaal, dat als een soort lek werkt 

niet onbelangrijk. Over dit onderwerp is o.a. door het Mathematisch Centrum een 011derzoek verricht' 
waarop we hier niet nader ingaan, maar waarvan verwacht mag worden, dat de resultaten in een late; 
stadium gecombineerd zullen worden met het onderzoek over de afgesloten rechthoekige zee. 
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Aan de gerechtvaardigdheid van de veronderstelling van een constante diepte is een onderzoek 
gewijd'.' dat in 3.0 is weergegeven. Hoewel <lit onderzoek slechts betrekking heeft op de stationaire 
toestand, welke op de duur bereikt wordt bij een wind, waarvan richting en intensiteit niet met de tijd 
veranderen, krijgt men hieruit toch wel een goede indruk van de verschillen tussen een zee met constante 
diepte en een zee, waarvan de diepte bij voorbeeld volgens een exponentiele wet in de richting van de 
oceaan toeneemt, terwijl ze constant is over de breedte van de strook. 

Men zou kunnen overwegen ook de invloed van de aardrotatie te verwaarlozen. Bij herhaling is 
echter gevonden, dat deze rotatie, welke tot uitdrukking komt in de kracht van Coriolis, in ons probleem 
11iet buiten beschouwing mag warden gelaten. Verwaarlozing is slechts mogelijk in omstandigheden, 
waarin de kracht van Coriolis zeer gering is, zoals in de tropische gebieden. 
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Figuur I. 1. I. De Noordzee en het Kanaal 
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In het algemeen is het fysische beeld van de invloed van de kracht van Coriolis en van de wrijving, 
die de waterbeweging ondervindt, als volgt. Bij een plotseling opstekende storm zal aanvankelijk de 
primaire werking van de wind daarin bestaan, dat de beweging van het water in de windrichting ver­
sneld wordt. Naarmate de snelheid toeneemt, wordt de invloed van de kracht van Coriolis en van de 
wrijvingskracht grater. Door de wrijving neemt echter de versnelling af, totdat bij aanhoudende storm 
een permanente stroom gaat optreden, waarbij de kracht, door de wind uitgeoefend, de weerstands­
kracht en de kracht van Coriolis met elkaar in evenwicht zijn. Als gevolg van de kracht van Coriolis 
gaat bovendien op het noordelijke halfrond de stroom naar rechts afwijken. Als de storm gaat liggen, 
zal na enige tijd de evenwichtstoestand van het begin weer optreden. 

Volgens ervaring en in overeenstemming met de resultaten van de berekeningen is nu het verloop 
van de waterbeweging en de verhoging langs de kusten voor het geval van een storm in de lengterichting 
van het model van de Noordzee (dus een noordwesterstorm) als volgt. 

11.4- 1.1 
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Bij het begin van de storm zal het water, dat vanuit de oceaan in de Noordzee wordt gestuwd, als 
gevolg van de afwijking naar rechts aan de Engelse kust de grootste verhoging geven. De verhoging 
neemt naar het. zuiden gaa11de toe, ze bereikt bij de Nederlandse kust haar grootste waarde in verband 
met het feit, dat deze kt1st een deel vormt van de zuidelijke afsluitingslijn van de rechthoek, die lood­
recht staat op de windrichti11g. Na het zwakker warden van de storm stroomt het water als gevolg van 
de afwijking naar rechts voornamelijk langs de oostelijke zijde van de Noordzee weer terug. De ver­
hoging langs de kuste11 van de Noordzee verplaatst zich dus achtereenvolgens langs de Engelse, Nede.r­
landse, Duitse en Deense kust, dus tegen de wijzers van een uurwerk in, zoals oak met de stroming bet 
geval is. 

Als de storm Iang genoeg aanhoudt, zal er een evenwichtstoestand kunnen ontstaan, waarna de 
waterstanden niet hoger worden. Bij stormen van korte duur wordt uiteraard de evenwichtstoestand niet 
bereikt. Dan zullen de hoogste waterstanden optreden in de afnemende periode van de storm, dus na 
het tijdstip van maximale windkrachten. 

VanL1it wiskundig gezichtspunt is zelfs met de hiervoren vermelde vereenvoudigingen de behande­
ling van het probleem van de stormvloeden bijzonder moeilijk ten gevolge van de kracht van Coriolis. 
Het verdere uitgangspunt van de wiskundige behandeling zijn de vergelij kingen, die ontstaan, nadat 
de bekende Laplace-transformatie op de oorspronkelijke vergelijkingen is toegepast. In de nieuwe ver­
gelijkingen komen geen partiele afgeleiden naar de tijd meer voor, maar wel naar de coordinaten van 
de plaats; de tijd is geelimineerd. Na eliminatie van de snelheidscomponenten wordt hieruit voor de 
verhoging van de waterspiegel een niet-homogene, elliptische partiele di:fferentiaalvergelijking van 
Helmholtz verkregen. De bekende term, die in deze vergelijking dan voorkomt, wordt bepaald door 
l1et windveld. De bij deze vergelijking behorende randvoorwaarden langs de kusten zijn echter van een 
weinig bekend type, namelijk zg. scheve randvoorwaarden. De randvoorwaarde aan de oceaanzijde 
is de beter bekende Dirichletvoorwaarde. Het eerstgenoemde type randvoorwaardeprobleem is nog 
11iet in alle volledigheid opgelost. Desalniettemin zijn verscheidene partiele resultaten gevonden, waar­
van in hoofdstuk 2.0 een overzicht \Vordt gegeven. De resultaten, die het belangrijkst zijn voor het 
N oordzeepro bleem, worden in 3 .0 en 4.0 behandeld. 

1.2 lnhoud van de bijdrage 

Aan ieder van de hoofdstukken gaat een inleiding vooraf, waarin een meer gedetailleerde samen­
vatting van de inhoud en de resultaten van de berekeningen wordt gegeven. Voor nadere informatie 
wordt hiernaar verwezen. 

In 2.0 worden algemene beschouwingen gegeven over het hydrodynamische probleem van de 
waterbeweging van de Noordzee. Eerst wordt dit probleem met de in 1.1 aangegeven vereenvoudigingen 
mathematisch gef ormuleerd. Ook ondanks deze vereenvoudigingen is het vraagstuk niet algemeen 
oplosbaar voor een willekeurig windveld. Dit kan alleen geschieden voor door een of twee rechten 
begrensde gebieden, bij voorbeeld het gebied binnen een rechte hoek, dat zich tot in het oneindige uit­
strekt. Bij niet van de tijd afhankelijke windvelden (stationaire windvelde11) treden zodanige wiskundige 
vereenvoudigingen op, dat het probleem kan worden opgelost (zie ook 3.0). Tevens wordt in dit hoofd­
stuk reeds het probleem van de bepaling van de vrije slingeringen van het water in een afgesloten gebied 
aan de hand van een eenvoudig model aan de orde gesteld. In Bijdrage II.5 wordt hierop uitvoeriger 
teruggekornen. 

De wiskundige behandeling, die in dit hoof dstuk voor het algemene geval wordt aangegeven ter 
bepaling van de oplossingen van de niet-homogene vergelijking van Helmholtz, berust op de reductie 
tot het bekende probleem van Green en de nadere bepaling van de functie van Green, die aan de homo­
gene vergelijking van Helmholtz moet voldoen met bepaalde randvoorwaarden. Bij deze methode 
moeten onder andere singuliere integraalvergelijkingen worden beschouwd. Ten slotte moet de in bet 
begin toegepaste transf ormatie van Laplace weer 011gedaan gernaakt worden. 

De oplossing in bet geval van l1et stationaire wi11dveld verloopt op eenvoudiger wijze. Dan behoeft 
de transformatie van Laplace niet toegepast te worden, terwijl de verhoging moet voldoen aan de 
bekende niet-homogene differentiaalvergelijking van Laplace met bijbehorende randvoorwaarden. 
De volledige oplossing bestaat uit de som van een particuliere oplossing van de niet-homogene diffe ... 
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rentiaalvergelijking en de oplossing van de homogene vergelijking, welke beide aan de randvoor­
waarden moeten voldoen (zie nader 3.0). 

In 3.0 wordt de invloed van een stationair, maar va11 plaats tot plaats veranderlijk, dus niet-uni­
form windveld, op het in figuur 1.1.1 aangegeven rechthoekige model van de Noordzee besproken. 
Voorts wordt verondersteld, dat de diepte in de richting van de oceaan volgens ee11 exponentiele fu11ctie 
toeneemt, maar constant is over de breedte van de strook. Bij de wiskundige beha11deling wordt het 
speciale geval van een lineair windveld beschouwd, waarbij dus de windkrachten in iedere richting van 
plaats tot plaats lineair veranderen. 

Ter vergelijking zijn de berekeninge11 nog uitgevoerd voor een analoog model en een analoog 
windveld bjj constante diepte van de zee, terwijl ook is nagegaan welke veranderingen in de resultaten 
optreden als de invloed van de aardrotatie wordt weggelaten. 

Als b.ijzonder windveld wordt nog genoen1d het geval, dat een stationaire wi11d alleen waait in de 
lengterichting van de rechthoek. Dit windveld is weer niet-uniform en kan dan zelfs een geheel wille­
keurige functie zijn van de coordinaat in de lengterichting. Dan is bij de stationaire toestand de ge­
middelde stroomsnelheid in ieder punt van het gebied gelijk aan nul, zodat de stationaire opwaaiing 
onafhankelijk is van de weerstand en de aardrotatie. Deze opwaaiing ka11 met behulp van een cen­
voudige formule bepaald warden. 

Voor de volledigheid wordt nog opgemerkt, dat het water aan de oppervlakte in voortdurende 
beweging is, terwijl het aan de bodem in tegengestelde richting beweegt. De totale stroom over de gehele 
waterkolom is echter gelij k aan nul. In de berekeningen wordt steeds de totale stroom beschouwd. 

In 4.0 worden voor het rechthoekige model van de Noordzee windvelden beschouwd, die niet 
stationair en dus met de tijd veranderlijk zijn. Aanvankelijk geschiedt de wiskundige behandeling voor 
het algemene windveld (zie ook 2.0), maar later wordt overgegaan op het speciale geval van ee11 wind, 
die nu uniform en dus op een zelfde tijdstip voor bet gehele gebied constant is. Bovendien waait hij in 
de lengterichting van het N oordzeemodel. De wiskundige behandeling van al deze gevallen berust 
uiteraard weer op de bepaling van oplossingen van de niet-homogene vergelijking van Helmholtz met 
randvoorwaarden. 

Bij de numerieke toepassing is ter illustratie van de wiskundige methode getracht om voor dit 
geval zo goed mogelijk aan de fysische gegevens van de Noordzee aan te sluiten. Achtereenvolgens 
werden beschouwd windvelden, die respectievelijk op exponentiele en sinusoidale wijze van de tijd 
afhangen. 

Behalve het in 2.0 behandelde geval van een voortdurend constante wind in de lengterichting van 
het model wordt nog beschouwd het zg. sprong-windveld, waarbij vanaf een gegeven tijdstip een con­
stante wind gaat waaien. 

Bij al deze gevallen wordt in het bijzonder het verloop van de verhoging in het midden van de 
zuidkust van de rechthoek beschouwd. Deze zuidkust kan dan warden beschouwd samen te vallen met 
de Nederlandse kust; het midden ligt ongeveer bij Den Helder. 

De praktische resultaten van deze berekeningen bevestigen het verloop van de waterstanden en 
stromen lang de kusten van de Noordzee, waarvan in 1.1 een fysisch inzicht is gegeven. Uiteraard 
verschaffen de gevonden resultaten bij dergelijke stormen alleen een globaal inzicl1t in de waterbeweging 
van de Noordzee, terwijl de invloed van het getij buiten beschouwing is gelaten. 

1.3 Auteurs en medewerkers 

Hoofdstuk 2.0, waarvan de grate lijnen door D. van Dantzig zijn aangegeven, is voltooid en aan­
gevuld door H. A. Lauwerier met gebruikmaking van twee voordrachten welke D. van Dantzig resp. 
te Amsterdam [3] en te Saarbrticken [6] over het Noordzeeprobleem heeft gehouden. 

Hoof dstuk 3.0 is geschreven door H. A. Lauwerier. Het is een samenvatting van de rapporten 
TW 57 en TW 58 van het Mathematisch Centrum [20, 21 ]. De berekeningen zijn uitgevoerd door de 
Af de ling Toegepaste Wiskunde van het Mathematisch Centrum. 

Hoofdstuk 4.0 is van de hand van If. A. Lauwerier en is een bewerking van een in het Engels ge­
schreven rapport [19]. Bij de numerieke berekeningen en de technische verzorging werd veel hulp 
ondervonden van de medewerkers van de Rekenaf deling en van de Af deling voor Toegepaste Wiskunde 
van het Mathematisch Centrum. 

11.4-1.3 



11.4-2.2 

136 

2.0 ALGEMENE BESCHOUWINGEN OVER HET HYDRODYNAMISCHE PROBLEEM VAN 

DE WATERBEWEGING VAN DE NOORDZEE 

2.1 Inleiding 

In 2.2 wordt het probleem met de bovenbeschreven vereenvoudigingen mathematisch geformuleerd. 
De snelheid (u, v) en de verhoging C voldoen als f unctie van de drie variabelen x, y en t aan een stelsel 
van drie li11eaire partiele differentiaalvergelijkingen (6) en (7) van 2.2. Met behulp van een Laplace­
transformatie (8) van 2.2 kan de tijd geelimineerd warden. Voor de Laplace-getransformeerde C van de 
verhoging C kan dan een elliptische partiele differentiaalvergelijking van het HeJmholtztype worden 
afgeleid, waarbij het rechterlid van het windveld afhangt. Zie (1 I) van 2.2. De ra11dvoorwaarde _aan 
de kust, (14) van 2.2, is een lineaire betrekking tussen de tangentiele en de normale afgeleide van ?; en 
wordt wel aangeduid met de benaming van scheve randvoorwaarde. Bij afwezigheid van de aardrotatie 
is deze randvoorwaarde van het Neumanntype, d.w.z. dat de normale afgeleide wordt voorgeschreven. 
Het probleem van een elliptische partiele differentiaalvergelijking met een scheve randvoorwaarde is 
tot dusverre nog maar wei11ig onderzocht, zodat het nodig was op dit gebied ook enige onderzoekingen 
van meer f undamenteel wiskundige aard te verrichten. 

In 2.3 worden als voorbeeld van een dergelijk onderzoek de verschillende consequenties van de 
toepassing van de bekende stelling van Green beschouwd. Met behulp hiervan kan de oplossing van 
het probleem voor een willekeurig windveld afgeleid worden uit die voor een zogenaamd punt-windveld, 
dat wil zeggen een functie van Green. 

In 2.4 worden voor enkele eenvoudige gebieden de bijbehorende f uncties van Green bepaald. Dit 
probleem is in alle wiskundige strengheid slechts oplosbaar gebleken voor door hoogstens twee rechte11 
begrensde gebieden, bij voorbeeld een rechte hoek. Ook in deze paragraaf zijn enkele beschouwingen 
van meer f undamentele aard op gen omen. 

In 2.5 wordt het stationaire geval besproken. Hierbij treden dusdanige wiskundige vereenvoudigin­
gen op, dat het probleem rechtstreeks zonder tussenkomst van een functie van Green kan worden 
opgelost. In het bijzonder wordt in deze paragraaf een toepassing op het rechthoekige Noordzeemodel 
gegeven. Verder gaande beschouwingen betreffende dit stationaire probleem vindt men in 3.0. 

Ook bij het onderzoek van de vrije bewegingen of gedwongen slingeringen treden vereenvoudi­
gingen op. Vooruitlopend op de algemene beschouwingen van de desbetreffende bijdrage 1 ) wordt in 
het begin van 2.6 het probleem van de bepaling van de vrije slingeringen en in het bijzonder die van de 
eigenwaarden aan de hand van een eenvoudig model toegelicht. We keren nu weer terug tot het in de 
aanvang gestelde probleem. In het algemeen verloopt dus de behandeling hiervan in de volgende fasen. 
Met een Laplace-transformatie wordt de tijd geelimineerd. Vervolgens wordt het probleem van Gree11 

· opgelost. Hieruit kan dus voor ee11 willekeurig windveld met behuJp van integraties de Laplace-getrans­
f ormeerde van de verhoging worden afgeleid. 

De laatste fase bestaat uit het ongedaan maken van de Laplace-transf ormatie. Deze fase gee ft 
doorgaans aanzienlijke moeilijkheden. In de tweede helft van genoemde bijdrage 1) wordt dit aan de 
hand van een eenvoudig model nader toegelicht. 

Voor verdere details betreffende de inverse Laplace-transformatie zij verwezen naar 4.0, waar in 
het bijzonder de invloed van een niet-stationair windveld op het rechthoekige Noordzeemodel wordt 
besproken. 

2.2 Het mathematische probleem 

De gelineariseerde bewegingsvergelijkinge11 zijn (zie bij voorbeeld [27]): 

8uz 8( 1 8pa I 8Uz 
--Dvz=-g-- ----
8t 8.,r: e ox f2 8z 

8vz; 
a, + Duz = -

1) Zie Bijdrage II. 5. 

(I) 
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Integratie van deze vergelijkingen met betrekking tot z levert: 

OU r) 8( h Opa I . 
~~v --I- gh - = - - - -1· - ( U.,; -- Vb) 

8t 8.,'= (! ox (! · 

' 

(2) 

--
(! a.v (! -

waarbij u, v de componenten van de totale stroom zijn, d.w.z. de integraal van de stroom van b9dem 
tot oppervlak 1

). De grootte van de door de wind op het zee-oppervlak uitgeoefende kracht hangt n1et 
de windsnelheid samen volgens de semi-empirische wet (zie bij voorbeeld (26 ], blz. 135) 

V Us2 
- -+ Vs2 = k (!a V8

2, (3) 

waarbij k een dimensieloze constante is, waarvoor doorgaans de waarde k - 0,0025 wordt aange­
nomen. We nemen aan, dat de door de zeebodem uitgeoefende kracht evenredig is met de totale stroom 
[28, 30] 

I U .. 
- b = Au, 
(! 

I 
- Vt. --· Ai· -• ., I . , 
{) ._ 

(4) 

waarbij A uniform en constant verondersteld wordt. 
Stellen we ook nog 

I h opa 
U - - Us- -

e e ax 

I h opa 
V = - Vs-- -

e e ay 

(5) 

dan gaan de bewegingsvergelijkingen (2) met behulp van ( 4) en ( 5) over in de vorm (zie ook [31 ]) : 

8 ac 
01 

+ A u = U 

8t 
ac 

= V. 

(6) 

Hieraan kunnen we de continuiteitsvergelijking 

(7) 

toevoegen (zie [26 ], Ch. 2). 
Het stelsel (6) en (7) vormt het uitgangspunt voor de verdere onderzoekingen. Zoals in 2.1 reeds 

is bes pro ken, nemen we aan, dat de grootheden A, Q en glz uniform en constant zij n, d.w.z. niet van de 
plaats en niet van de tijd afhangen. 

Een kleine vereenvoudiging kan men nog aanbrengen door de eenheden zodanig te kiezen, dat 
gh = I is. In 4.2 wordt een voorbeeld gegeven van het gebruik van dimensieloze grootheden, waarbij 
o.a. dezelfde vereenvoudiging wordt bereikt. 

We stellen het zeegebied voor door D, de rand door C, het kustgedeelte hiervan door C1c, het 
oceaangedeelte door C 0 • De randvoorwaarden drukken uit, dat de normale component van de totale 
stroom langs C1c nul is en dat de verhoging Clangs C 0 continu is. Zoals in 2.1 besproken, nemen we aan 
dat het niveau van de oceaan onveranderlijk is, zodat we mo gen veronderstellen dat C = 0 is langs C 0 • 

We stellen ons voor, dat op een zeker tijdstip t = 0 de zee in rust is. We kunnen dan een Laplace­
transf ormatie uitvoeren volgens: 

00 

t (x, y, p) = e-Pt C (x, y, t) dt, (8) 
0 

en analoog voor u, v en U, V. 

1
) Engelse auteurs gebruiken doorgaans de gemiddelde stroom (ii, i"). Men heeft derhalve u = hu en v = hfJ. 

.. 
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Het stelsel (6) en (7) gaat daarmede over in 
-~' ~ 

- o" -(p ---t· }~) zi - Di· +- -....-~---- U 
O.Y 

(9) 

en 
oil ov .: 
a + a + P~ · 0· 

~t l? .. 
(10) 

• 

Tot dit stelsel geraakt men ook indien voor (6) en (7) een oplossing gezocht wordt, waarbij de 
afhankelijk variabelen de tijd slechts in de factor ePt bevatten. Dit is bij voorbeeld van belang bij het 
onderzoek naar de invloed van een exponentieel windveld (zie 4.0) of bij het onderzoek van de vrije en 
gedwongen ~lingeringen 1). 

Uit (9) en ( 10) volgt door eliminatie van u en v een i11homogene vergelijking van Helmholtz voor ! 

met 

met 

- -
(L1 - x 2) !; = F, 

_ def 
F --

-au av 
-+--ox ay + tgy 

-· av 
0 .,"(: 

-au 
• ov 

• 

Vaak noemt men Ux +- Vy de divergentie en Vx - Uy de rotatie van het windveld. 
De randvoorwaarden I uiden in t uitgedrukt 

-
' == 0 langs Co, 

- -a;; a;; _ 
8n + tg y 8s = 1· langs ck, 

11) ( 

(12) 

( 13) 

(14) 

waarbij Wn en W 8 respectievelijk de normale component en de tangentiele component van de vector 
( U, V) voorstellen. Bij het doorlopen van C in positieve zin is n naar buiten gericht. 

Voor u en voor v kan men een analoge vergelijking van Helmholtz afleiden. Deze onderscheiden 
zich van (11) alleen in het rechterlid. 

De grootste moeilijkheden worden veroorzaakt door de ,~scheve'' randvoorwaarde ( 14), dus door 
de Corioliskracht. Verder vloeien moeilijkheden voort uit de ingewikkelde vorm van x, die voor 
Q = A = 0 eenvoudigp zou zijn. Men zou daarom willen proberen een storingsberekening uit te voeren 
met betrekking tot Q. Dit kan echter alleen voor gebieden, die veel kleiner zijn dan de Noordzee. Ook 
maakt de Corioliskracht het onmogelijk de beweging van het water eendimensionaal te maken, zelfs 
als men de Noordzee beschouwt als een oneindig lang kanaal. Daarvoor is de invloed van de dwars­
beweging te groot. 

2.3 Reductie tot een probleem van Green 

Voor de oplossing van de differentiaalvergelijking (I I) van 2.2 met de randvoorwaarde11 (13) 
van 2.2 kunnen we i11 het algemeen gebruik maken van de stelling van Green. 

Eenvoudigheidshalve nemen we aan, dat het gebied D enkelvoudig samenhangend is. We ver­
onderstellen, <lat de rand C stuksgewijs glad is en uit twee delen bestaat, C0 ( oceaanbegrenzing) en C1e 
(kust), die ieder uit een eindig aantal stukken bestaan. Voor het volgende is noch het constant zijn van 
u nodig, noch het stuksgewijs op Ck constant zij11 van -i-(s) = tg y van (14) van 2.2. De punten (x, y), 

(x0 , y 0) enz. worden kort\\teg aangeduid met P, P 0, enz. De afstand V(x~ - x2) 2 +· (y1-y2) 2 tussen twee 
punten P1 , P2 wordt aangegeven mete (P1 , P 2). 

1 ) Zie Bijdrage II.5. 
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We beschouwen nu twee functies cp en 1P, welke met uitzondering van hoogstens een punt in D 
tweemaal continu differentieerbaar en aan de rand stuksgewijze glad zijn. Heeft bijvoorbeeld cp in A 
en 1fJ in Been logaritmische singulariteit van het type - (2n)-1 In e (P, P 0), dan geldt (zie [I], part B~ 
Ch I): 

x 2 cp1JJ r.ix dy === 

cp (L1 - x2) 1JJ dx dy - (1) 
D C 

Omdat het linkerlid klaarblijkelijk symmetrisch is, vinden we na enige herleiding: 

1P (A) = cp (B) + 
D D 

+ 8n 
ocp 

-on 

\81fJ 01j) 8 
(2) 

ck ck 

Is nu 1JJ (P) = C (P) een oplossing van (1 I), (13) en (14) van 2.2 en cp (P) = G (P, P0) een wille­
keurige functie, waarbij dus A = P0 , en is B afwezig, dan volgt uit (2), mits cp-r: 1P op C stuksgewijze 
glad is: 

-C (Po)= - G Fdxdy- G/ds+ 
D D 

-

8n 8n 

0 
s ( r(s)G) ds. 

co ck 

We kunnen nu een aantal gevallen onderscheiden. 

A. Indien G een gegeneraliseerde functie van Green is, die dus voldoet aan 

a. de homogene differentiaalvergelijking 

(Lf - x 2) G = 0 in D 

b. de oceaanvoorwaarde 

G = 0 langs Co 

c. de homogene gead_jungeerde kustvoorwaarde 

oG 
r on 

0 
s ( -r(s)G) = 0 langs C1c 

-dan volgt uit (3) een expliciete voorstelling van ?; (P 0) door middel van kwadraturen. 

(3) 

(4a) 

(4b) 

(4c) 

B. In het geval echter, dat een functie G bekend is, die wel voldoet aan de differentiaalvergelijking 
(4a) en de oceaanvoorwaarde (4b), maar niet aan de kustvoorwaarde (4c), stelt (3) een voor P e Ck 

-
si11guliere integraalvergelijking voor 1; (P) langs de kust Ck voor. 

C. In het geval, dat G bovendien op een deel van Ck aan de kustvoorwaarde voldoet, blijft een 
dergelijke vergelijking over voor de rest van Ck. 

Deze singuliere integraalvergelijkingen kunnen met behulp van bekende methoden [25] door 
toepassing van de geadjungeerde integraaloperator veranderd worden in reguliere, waarna ze volgens 
klassieke methodes kunnen worden opgelost. 

Men kan echter ook direct een reguliere integraalvergelijking krijgen, zij het een tweedimensionale, 
in het geval dat men een functie G = G0 kan bepalen, die voldoet aan de beide randvoorwaarden (4b) 
en (4c) en aan de vergelijking van Laplace L1G0 = 0 in plaats van aan (4a). 

• 

11.4-2.3 
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Voor het geval dat c·0 (dus ook C~t) een samenhangende boog is, heeft LAUWERIER [IO] een der­
gelijke functie G0 gect)nstrueerd door middel van een conforme afbeelding van D op een halfvlak, 
wa,trbi.i C,,0 op de 11egatie\'e reele as wordt af gebeeld. 

Gezie11 de bij de integraalvergelij kingen optredende complicaties is het van belang die gevallen te 
beschouwen. w"aarbi.j de fc't1nctie van Green expliciet kan worden bepaald en hetzij met behulp van 
reeksont\vikkelingen., hetzi~j door integraties kan worden gevonden. Dit nu is gelukt voor een aantal 
eenvoudige gebiede11, \Velke door rechten en cirkelbogen worden b,egrensd. 

De te bepalen functie van Green zal worden aangegeven met G (P, P0)., waa1·bij de pu11ten Pen P 0 

zijn verwisseld. Zowcl ten opzichte van P als ten opzichte van P0 voldoet zij dan aan de differentiaal­
vergelij king (4a) en aan de oceaanvoorwaarde (4b). Aan de kustvoorwaarde ( 4c) voldoet zij slechts wat 
betreft P0, terwijl \1oor Pde homogeen gemaakte voorwaarde (10) telt, of algemener: 

ilG ' BG 
- -- -· + r( ") ·- ··_;:': 0 

("', ' .. , , ... , 
) .. ,1 en c,.f 

op (6) 

De functie G (P, P 0) is dus niet symmetrisch. In het hier beschouwde geval, waarbij r (s) = tg y 
langs de kust constant is, verandert zij niet als de punten Pen P0 worden verwisseld en tegelijkertijd 
het teken van tg ,,, d.w.z. van !J, wordt omgedraaid. 

2.4 Bepaling van de functie van Green voor gebieden, die door ten hoogste twee rechten worden begrensd 

2.4. l Gebiecle11, clie (/oor een rt'l'hte ¾'orden hegren.~,l 

Een belangrijke bijdrage tot de theorie van het probleem van Green van de differentiaalvergelijking 

(.:<1 - x2) G ____ ; 0 (I) 

met homogene scheve randvoorwaarden (verg. (14) van 2.2) werd door VELTKAMP geleverd in een kort 
intern rapport van het Mathematisch Centrum. De grondgedachten zijn als volgt. 

De functie van Green G (P .. P0), die in het gehele vlak voldoet aan de vergelijking ( 1 ), in het ge­
geven punt P 0 (~x-0, y0) een logaritmische singulariteit bezit en die in het oneindige verdwijnt, wordt 
gegeven door de Bes self unctie 

00 
l . l " - 'HO ch u 

,, · Ko (xu) -= 
4 

e .. ciu 
... n n 

(2) 
-00 

Deze singulariteit zullen we, in aansluiting aan de theorie van de harmonische f uncties, een pool 
(in P 0) noemen. Door differentiatie in een gegeven richting naar de coordinaten van het punt P0 ontstaat 
een dipool, door tweevoudige richtingsdifferentiatie een quadrupool, door k-voudige richtingsdifferen­
tiatie een 2k-pool. We beschouwen nu de richtingsdifferentiaaloperator 

~r a a 
D =-~::: cos Cl.. - t sin C"t. -

ex O~Y 01, 
(3) 

De operatoren Doc zijn voor alle waarden van rt. commutatief. Men ziet gemakkelijk in dat zij, als 
we ze alleen toepassen op de oplossingen van de vergelijking 

(Lt - x2) i1-' - 0 

voldoen aan de identiteit 

Drx y DfJ - Dp-y Doc ·- x2 sin (oc-/3) sin y, (4) 
of oak aan 

(5) 
k 

Voor x = 0 is Da.1 ••• DrJ.k = Da.k, waarbij Cl.. -- k-1 I: r:J..i, zodat voor elke k slechts een enkele 
l 

soort har1nonische 2k-polen bestaat. Voor x * 0 is dit echter niet meer het geval. Ten gevolge van ( 4) 
wordt langs de x-as aan de scheve randvoorwaarde Dp f - O voldaan, indien f = D_p g en als gals 

82g 
functie vany oneven is. Dan is nl. g --- 0 voor J' = 0, zodat ook D0

2g = -- = O langs de x-as, ofvolgens 
(4) eveneens Dp D_p g = O. ox2 
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Ten einde een functie van Green voor (1) te vinden in het halve vlak y > 0 met ecn pool P0 (x0, y 0 ) 

die voldoet aan de randvoorwaarde 

Drx G · 0 voor y == 0 (6) 

stellen wij e * 
voldoet 

(x-x0) 2 + (y+y0) 2 ½ en 2:ng -- K 0(xu)-K0(ug*). Dan is g oneven in y; en dus 

(7) 

zowel aan ( I) als aan (6). Deze oplossing bestaat uit twee tegengesteld gericl1te evenwijdige dipolen in 
de spiegelpunten P0 en P0 * (x0, - y 0), waarvan de richting ten opzichte van ex. gespiegeld is (zie :figuur 
2.4. I). 

-

+ 

+ 

-
Figuur 2.4. I. Twee tegengesteld gerichte, evenwijdige dipolen 

Aangezien deze oplossing voor elke pool P0 voldoet aan de voorwaarde (6), mogen we P0 voor 
alle t > 0 vervangen door P0 * (x0 - t cos cx., y 0 -f- t sin ex) en met betrekking tot t integreren. Dan ver­
andert de dipool in P 0 in een bron en tevens verandert de dipool in P0 * in een halve rechte in de richting 
r:1., die gelijkmatig belegd is met identieke en parallele dipolen. Worden deze dipolen ontbonden in com­
ponenten, loodrecht op en evenwijdig aan deze halve rechten, dan is de sterkte van eerstgenoemde 
componenten sin 2cx, terwijl laatstgenoemde componenten reduceren tot een enkele bran in P0 * met 
een sterkte - cos 2cx. (figuren 2.4.2 en 2.4.3). 

• + 1 
+1 

+ 
-cos 2 a:. 

I • 

Figuur 2.4.2. Pool en dipoolstaart Figuur 2.4.3. Pool en ontbonden dipoolstaart 

11.4- 2.4 
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De a.nalytische \'Orm van deze oplossing wordt gegeven door: 

oo h . . ) I • S ( t f- J~ --· x (y t .v0) ch t - ix (_\'-.\"11) sh t 
--- ----- e ~' 

4:r sh (t - i~) 
-0() 

• (8) 
+ 00 

1 • ·- x !.~·--·Vol ch 1 -· ix (.\'-·.\'u) ~h , 
-- e ch 
4:r .. 

-- 00 

Dit resultaat werd tangs enigszins andere weg eveneens afgeleid door LAUWERIER [l O]. 

2.4.2 Gebiecle11, c/ie door ,~,ee evenlt'ijciige rec/1te,1 J1,1orden begrensd 

Met behulp van de in 2.4. l gevonden oplossing kan nu ook de functie van Green worden gevonden 
voor een (naar beide zijden oneindig lange) parallele strook [IO]. Voor de strook !. x < a (een oneindig 
Jang kanaal), waarbij 

wordt 

8G 
. ,·· cosy 

c:,i.t 

8G 
t ,- - sin }' = •= 0 

0}' 
• 

,,,oor .t -= ± a 

l I + <:°i } - k (2a t- .t0 -.t) ch I) - x (2a - .\'0 + x} ch rJ 
G --· ., K0 ( xg) ·t· . . · e + e + 

.. n 8n I 
-00' 

ch ( 17 --t- iy) X (_\" t .\·u) ch iJ t- · · e 
ch (r7 - iy) 

ch (11 - iy) 
-+··· . e 

ch (rJ -+-· iy) 

- ix (.v -Yo) sh r7 

\ sh (2xa ch rJ) Y/, 

waarvoor we ook kunnen schrijven {zie figuur 2.4.4): 

00 

(9) 

I .. 
G=-

4n 
-00 

e 
-· i'X (.~' - Yo) sh tj \ OO - I.\' -(-l)n Xu -2ntl Ix ch ij ch (n + i (- t)ri y sgn n) 

---------- d IO 
-CX) 

• 
• 

' I I I I I 
I I ' 

I I I 

I I I I I I 

1 I I 
I I t 

1 I I 
I I l 
I I I 

I I I I I I 

I I I I I I 

I I • I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I +1 I 

I 
I I I I 

I 
I I 

I I I I I 
I I I I 

I I I 
I 

I I 
I I I 

I I I I 
I I I I I I 
I I I I I I 
I I I 
I I I I 

I I I I I 
I I I I I 
I I I I 

I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I 

I I I I 
I I 
I I I I I 

I I I I 
I I 

X -a X a 

Figuur 2.4.4. Dipoolspiegeling bij twee evenwijdige kusten 

De factoren ch(rJ=fiy)/ch(rJ±iy) veranderen een bron in een ,,dipoolstaart''. Voor de strook 
0 < y < b met Dr:1. G = 0 voor y = 0 en G = 0 voor y = b, zodat y = O een kust (o: = t n + y) en 
y · b de grens met een oceaan voorstelt, vindt LAUWERIER de oplossing: 

• 

• 
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G =--

00 

-00 

-a) ch TJ) 
e 

1 sh (17-iy) 2:-t a ch ,, ( 11) 
ix (x - x 0 ) sh 17 d 

1'} 

die in figuur 2.4.5 is geschetst. 

\ 
\ 

---------------- ------ - ----i•------------------

------------------ - -----------------------· 

---------------------- -----------------------

--- --- - --- - -~--
Y=b 

+1 

ymO 

------------------ -~ --~--------------------

-- ------------------------ --

Figuur 2.4.5. Dipoolspiegeling bij kust en daaraan evenwijdige oceaanrand 

2.4.3 Hoekvormige gebieden 

Het probleem wordt essentieel moeilijker in het eenvoudigste geval, dat een hoekpunt in de rand 
aanwezig is, in het bijzonder in het geval, waarin D een hoekgebied is, bijv. in poolcoordinaten, gegeven 
door r> 0, cp1 < cp < cp2• We zullen in dat geval de oplossingen van de vergelijking (1) beschouwen 
en in het bijzonder de functie van Green, welke voldoet aan de randvoorwaarden 

BG oG 
0 r cotg y1 voor <j)1 or 8cp 

(12) 
8G 8G 

0 r voor <:p <p2 or 
• 

hoewel we eigenlijk alleen de gevallen y1 = y2 (twee kusten) en cotg y1 = 0 of cotg y 2 . 0 (een kust en 
een oceaanrand, in het laatste geval met de nevenvoorwaarde <lat daar w = 0 moet zijn) nodig hebben . 

• 

11.4-2 .. 4 
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Reeds in I 956 heeft VEL~ TKAMP [36] het gedrag onderzocht van een voor r · ~ 0 eindig blijvende functie 
l,t' in de ornge\1 i11g van een hc)eki)unt. die in D is gedefi11ieerd en die hetzij voldoet aan de potentiaal­
vergelijking ,/1 ii· . 0 ( of" ,1lgemener aar1 ,/1 1-t' =· : 0 (r 2) voor r -··->- 0) en aa11 de ran dvoorwaarden ( I 2) 
met ¾' i11 pla<'.1ts van G (vc.1c>r het geval dat )'i :~··.· ,,2 moet r·-2 ver\rangen warden door ,-2+ t·, e > 0), of 
die voc)r x I O voldoet ,tan de bijzondere r,1ndvl1orwaarden ( 12) met y1 :::= y 2 of cos y 1 cos y

2 
= 0. 

Daar het nodig bleek vele gev·aller1 te onderscheiden, was er weinig hoop langs deze weg verder te 
komer1 door beschouwing van hogere benaderingen. 

Kt1rt geleden zijn VAN DANl'Zl<i [5] en LAUWERIER [ I 7], onafhankelijk van elkaar, er in geslaagd 
het h<)ekprobleern v'ol ledig op te losse,1. De methode van VAN DANTZIG berust in wezen op de oplossing 
van een f"'unctionaal\1ergelijking en zal hicronder worden geschetst. De methode van LAUWERIER berust 
op de oplossing van een gegeneraliseerd Hilbertprobleem. 

Bij de eerste mcthode stelt men 
00 

. • -·· i xr sh ,, , 
G (r~ q,), r,i, </1c1) :::::. ½ e {g1 (u + iq>) ·•+« g 2 (- u t icp) du, ( 13) 

waarbij ,{(1 {}i') e11 ~{(2(}t') ,111alytische functies va11 ii) zijn. welke in de twee stroken q)
1 

< Im¾) < cp
0 

en 
'lo~::: Im }l' .:::: q 2 holomorf"' zijn en <)p de rechte Im ii' ::::. <f!o een door de logaritmische singulariteit in 
(r0, c1 1c>) bepaalde discontinui'teit bezitten. Toepassing van de randvoorwaarden ( 12) levert voor g

1 
en 

gz de functit)naalvergelijkinge11 

C 11 ( u ·- i,1 j) .!? 1 ( u t i </,']) = Ch ( u t iy j) g 2 (- u + i cp j) ( 14) 
voor j =.:: I en j ~-= 2. 

Dit stelsel heeft de particuliere oplossing 

.. f?1 ( l~') ::=:: g2 ( }V) == (/J ( ¾'), 

waarbij <I>(¾') een in het gehele vlak meromorfe functie is. te weten 

</> ( tt') .-=.: e ( w - iq;1, y2 ) / e ( ttJ - iq,)2 , y1), 

waarin e (tt1
., y) voor I Im"' l < (J -!- i :r - I y I door 

CX) 

e (w, )-') 
def' .~ I - cos ~\l( sh yt d 

met ··-00 -
def' 

() .:.::::. f/'2 -- </'1 

gedefinieerd is en in het gehele vlak meromorf is. 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

Substitutie van ( 15) in ( 13) levert een oplossing van ( 1) en ( 12) welke, eventueel met uitzondering 
van r :::::: 0, regulier is. Dcze oplossing is nader bestudeerd door LAUWERIER [l 7]. Het blijkt, dat er 
slechts voor -½n ~ y2 "':::: ,,1 ;; ½n een oplossing bestaat, welke in r = 0 regulier is. 

Met behulp van de fu11ctie (/J (ii1
) kan het probleem van Green gemakkelijk worden opgelost. 

Het heeft voordeel de gevallen y 1 ;;:; y2 en y1 > y2 apart te beschouwen. In het eerste geval stellen we 
gl (k') ::.:: <~2 (w) ·-- p (l1-') q) (}t'). (}9) 

De functie P (u) voldoet krachtens ( 14) aan de eenvoudiger f"unctionaalvergelijki11gen 
p (i </)j -- u) ;:c; p (i <j,)j + u) 

(20) 
en maakt een bekende sprong op de rechte Im }i' :.== cp0• Met behulp van de formules van Plemelj kan 
P ( lt1

) bepaal d worden. Het resul taat is ten slotte: 

(21) 
waarbij 

def 
'V == :n/0. 
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In het tweede geval stellen we 

(22) 

waarna op analoge wijze het volgende resultaat wordt verkregen: 

C V u lcp - C V Uo + l<fJo 
(23) 

De oplossing (21) is de enige, welke eindig blijkt in r = 0. Aan de oplossing (23) kan nog ee11 
overal in D reguliere oplossing worden toegevoegd. De oplossing (23) is de enige, welke voor r = 0 
verdwijnt. 

LAUWERIER [17] vindt voor G (r, cp, r0 , <p0) een andere uitdrukking, welke in verband met het in 
de aanvang van dit hoofdstuk besproken spiegelingsprincipe ee11 interessante interpretatie toelaat. 
Het blijkt namelijk, dat bij herhaalde spiegelingen polen met een toenemend aantal dipoolstaarten 
geinduceerd warden. Voor bijzonderheden zij verwezen naar de desbetreffende publikatie. 

2.5 Het stationaire geval 

Het stationaire geval is onderzocht door ScHALKWIJK [30] voor een uniform windveld, terwijl 
het geval van een op delen van de Noordzee uniforme wind onderzocht is door WEENINK [37]. Dit 
laatste onderzoek is daarna uitgebreid door VELTKAMP [34 ]. 

De grondvergelijkingen voor het stationaire geval luiden als volgt: 

AU- -=U ox 

-=V 
ay 

=· 0. 

\ 

. ( 1) 

I 
I 
I 

Aangezien een tweedimensionaal vectorveld (U, V) altijd kan worden beschreven met behulp van 
twee potentialen Pen Q, die resp. het divergentievrije deel en het rotatievrije deel bepalen, 

U=-
8P 8Q 

-oy ox 
8P 8Q 

= -r, ox (2) 

kan de oplossing in het geval van een afgesloten zee warden verkregen uit een complexe analytische 
functie L van z = x + iy. We vinden 

= e A+ z (L + P + iQ), 

waarbij L voldoen moet aan de randvoorwaarde 

P + Re L -- constant 

(3) 

(4) 

langs de begrenzing Ck. Er zijn berekeningen uitgevoerd voor enkele circulaire windvelden boven een 
oceaan, die door een halfvlak wordt voorgesteld. In het geval van een zee met op delen constante 
diepte, vindt VELTKAMP [34 ], dat L vervangen moet word en door een op delen holomorf e functie en 
dat de formules van Plemelj aanleiding geven tot een singuliere integraalvergelijking langs de lijn, 
waar de diepte discontinu is. Indien een ondiepe baai (de Noordzee) grenst aan een oceaan (de Atlan­
tische Oceaan) met een grate, doch eindige diepte, kan een iteratieproces worden toegepast, waarin de 
verhouding van de twee diepten wordt gebruikt. 

11.4-2.5 
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Bij een recl1thoekige baai, welke ongeveer twee maal zo lang als breed is, hetgeen ruwweg overeen­
komt met de vorm van de Noordzee, is de f unctie we Ike de rechthoek op een halfvlak afbeeldt, een 
bijna ontaarde elliptische functie. Indien P en Q zodanig worden gekozen dat P = 0 op Ck, hetgeen 
altijd mogelijk is, blij kt de functie L(z) bij de ,.zuidkust'' bijna constant te zijn, namelijk 

• waar1n 

.. 

a 
" nt 
cotg21' ~ sgn (t - ½a) V (t, b) cit, 

2a 
0 

I t} 
,tl = ~ arctg A . 

(5) 

(6) 

Met behulp hiervan kan , berekend worden in het midden (½ a, 0) van de zuidkust. Voor enkele 
typen windvelden zijn numerieke berekeningen uitgevoerd door de Rekenafdeling van het Mathema­
tisch Centrum. 

In het geval van een lineair windveld (zie ook 3.1) 

I ' 2~X' y U·---W I -t·· w I -
4 b {l 

' 

w ~w 1 
2.:t' V -·--·--~- - -

4 
, 

a 

met b = 2a, zoals geschetst is in figuur 2.5. I, wordt 

gh !; = 1,20 b W. 

=1w 
2 

Figuur 2.5.1. Lineair windveld boven een rechthoekige zee 

Bij het homogene windveld 

U=½W 
V=-W 

(7) 

(8) 

(9) 



is daaren tegen 

g/1 C = 1, I 05 b W, 

terwij 1 bij het veld 

U =0 
V=-W 

geldt 
gh?; = bW. 
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(10) 

(12) 

We zien hieruit, dat de dwarscomponent U -- ½ W de verhoging van het zeeniveau in het punt 
(½ a, 0) ongeveer 10½ % vergroot en dat de niet-homogeniteit daar nog eens ongeveer 9½ 0/4 aan toe­
voegt. 

LAUWERIER heeft, voortbouwend op het werk van VELTKAMP en WEENINK bij het stationaire pro­
bleem ook de invloed van een niet-unif orme diepte bestudeerd. In het bijzonder beschouwt hij het geval 
van een exponentiele toeneming van de diepte in de richting van de oceaan: 

h = h0 exp 2cxy. (13) 

Hierbij heeft hij soortgelijke numerieke resultaten als hierboven afgeleid. Zijn resultaten zijn weer­
gegeven in 3.0. 

2.6 Het niet-stationaire geval 

2.6. l Vrije bewegingen 

Het is in de eerste plaats van belang de vrije bewegingen van het zeegebied te kennen. Een beweging'l 
waarbij u, v en ?; van de vorm 

u = u (x, y) e 1w 1
, v === v (x, y) eiwr, ?; = t (x, y) e1001, (I) 

zijn, is bepaald door het stelsel van 2.2, waarbij O = V = 0 en p = iw. De amplitudefunctie C van de· 
verhoging voldoet d us aan een homo gene Helmhol tzvergelij king. Uit ( 11 ), ( 13) en ( 14) van 2. 2 volgt: 

-
(L1 - x2) ?; = 0 (2) 

- -
--- - = 0 langs ck 

en 
-C = 0 langs Co (4) 

Slechts voor enkele zeer eenvoudige gebieden is het gelukt de vrije bewegingen expliciet te bepalen. 
Voor een cirkelvormig meer kan de oplossi11g gemakkelijk verkregen worden (zie [9] Ch 8, art. 209). 
Het geval van een zich naar beide zijden in het oneindige uitstrekkende strook, welke door een kust en 
een oceaan begrensd wordt, is behandeld door LAUWERIER [14 ]. In dat geval kunnen we voor Ck de 

-
x-as nemen en voor C0 de rechte y = b. Men ziet gemakkelijk in, dat ii, v en C niet van x afhangen, 
zodat (2), (3) en ( 4) zich vereenvoudigen tot: 

d2 -
- x 2 ( .. 0 

dy2 

cit = 0 voor v = 0 dy . 
en -C = 0 voor y = b. 

De vrije bewegingen, welke hierdoor bepaald zijn, hebben de vorm 

Iwr .l ny 
C ()', t) = e cos (n + 2) b , 

waarbij n = 0, 1, 2 .... De eigenwaarde w volgt uit de betrekking 

n2 
x2 = - (n + ½)2 b2 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

11.4-2.6 
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hetgeen een vergelijking van de derde graad in w is. Men vindt zo voor elke waarde van n in het alge­
meen een negatief reele wortel en twee toegevoegd complexe wortel& met een negatief reeel deel. Indien 
echter de wrijvingsterm). afwezig is, is (9) slechts van de tweede graad in w. In dat geval is de aperiodieke 
demping afwezig en is de vrije beweging een zuivere slingering waarbij I w I > Q. Ondanks zijn eenvoud 
vertoont dit model al enige karakteristieke elementen van het rechthoekige Noordzeemodel. LAUWERIER 

[15] heeft ook het model van een half-oneindi~e strook., welke aan drie zijden door kusten wordt be­
grensd, behandeld. Ook hier blijken de vrije bewegingen uiteen te vallen in aperiodiek gedempte en 
periodiek gedempte. Het rechthoekige model wordt in Bijdrage II.5 behandeld. Ten slotte heeft HoF­
SOMMER [8] nog het model beschouwd van een halve cirkel, waarvan het cirkeldeel een kust en het 
rechte deel een oceaanrand is. 

2.6.2 Ged}vonge,z bewegingetz 

Vervolgens beschouwen we de gedwongen beweging van de zee onder invloed van een gegeven 
windveld. De grootste moeilijkheid bij dit probleem bestaat in de uitvoering van de inverse Laplace­
transformatie. Dit wordt o.a. reeds gedemonstrcerd in het model van een zich naar alle zijden tot in het 
oneindige uitstrekkende zee [12]. In dit geval is de oplossing van het probleem van Green in overeen­
stemming met (2) van 2.4 

G=­
_n 

--·---------

zodat volgens (3) van 2.3 de oplossing van (II) van 2.2 gegeven wordt door 

I 
00 

Ko (x V(x - Xo)2 + (y - Yo)2 ) F (~:ro, Yo, p) d.:ro {Zl'o• 

-00 

(10) 

( 11) 

De inversie van de factor K0 (x r), waarbij r de afstand tussen (x, y) en (x0 , y0) aanduidt, wordt be­
moeilijkt door de gecompliceerde vorm van x. In het eenvoudigste geval, als zowel de wrijving A als 
de coefficient van Coriolis Q nul is, is "' = p en vindt men voor de inverse 

K0 (xr) : (t2-r2)-½ t (t-r), ( 12) 
waarbij 

def \ I voor t > 0 
l f = · 

\ 

Indien de wrijving wel in aanmerking wordt genomen is 

K0 (xr) :-- e·-iAt (t 2·-r2)-½ ch(½). Vt2-r2 ) t (t-r) 

en ten slotte is in het algemene geval: 
],_ 

2 1 1 9 n 
- T -!At -At .., • 

------- e - ½.!le J 1 (Q (t2 - r 2)½ cos cp) . 
. I vt2 - r2 -¼:n ... 

- r). 

( 13) 

( 14) 

Het produkt van de factor K0 (>tr) met F (x0, y 0 , p) kan nu met behulp van het convolutie-theorema 
geinverteerd wo.:.den. In [12] worden in het bijzonder een aantal gevallen beschouwd, waarbij de uit­
drukking voor F aeqt1ivalent is met een puntbron in de oorspro11g, en waarbij de afhankelij kheid van 
de tijd het karakter van een sprongfunctie t (t) heeft. We noemen o.a. 
a. geen wind, een rotatie-symmetrisch drukveld; 

b. een rotatie-symmetrisch wervelvrij veld; 

l·. een rotatie-symmetrisch wervelveld; 

d. een dipoolveld met constante richting; 

e. een willekeurig windveld van constante richting, dat, afgezien van een willekeurige tijdafhankelijke 
factor, een van de tijd onafhankelijk rotatie-symmetrische, maar overigens willekeurige verdeling 
heeft. 
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In een vroegere publikatie heeft LAUWERIER [I 1] het geval onderzocht van een op een halfvlak 
werkend uniform windveld, dat door ee11 factor X (t) --= m2 te-mt (t > 0) van de tijd afhangt. Voor kleine 
waarden van t stijgt deze f unctie, bereikt daarna een maximum en neemt ten slotte weer af. De ver­
hoging ( aan de kt1st kan met elementaire middelen warden berekend en wordt gevonden uit de con­
volt1tie van de twee volgende functies 

t 
.. -}~r 

cp (t) = sin a X (t) - Q cos oc e X (t - r) dr (15) 
0 

en 
t 

1P t =e 10 ( 2 t)- ... e e· J1 (!Jr)/0 (½l(t--r))dr. (16) 
0 

Voor dit geval zijn numerieke berekeningen uitgevoerd, waaruit een goed overzicht wordt ver­
kregen over de manier waarop de verhoging C afhangt van de hoek oc tussen het windveld en de kust. 
Het blijkt, dat de maximale verhoging maximaal wordt voor ongeveer oc == 170°, zodat de verhoging 
aan de kust veel sterker afhangt van een wind, die evenwijdig aan de kust is~ dan van een loodrecht 
invallende wind., een feit, dat van te voren wel duidelijk was. Nadat C maximaal is geworden, dempt 
deze functie langzaam met zwakke oscillaties uit; de periode van deze oscillaties is ongeveer 2n/.Q, 
hetgeen analytisch correspondeert met de singulariteiten van de Laplace-getransformeerde bij - A + i.Q. 
Het maximum van de verhoging komt veel later dan het maximum van het windveld. De grootte van 
het maximum van de verhoging hangt slechts weinig af van Q, <loch zeer sterk van rx. 

In de in de aanvang van deze paragraaf genoemde publikatie [14] is oak de invloed van enige een­
voudige unif orme windvelden op de verhoging aan de kust bestudeerd. Zowel voor een sprong-windveld 
van het type X (t) = i (t) als voor een sprong-sinuswindveld X (t) = sin wt t (t) is een aantal expliciete 
resultaten afgeleid. Daar soortgelijke beschouwingen voor het rechthoekige Noordzeemodel in 4.0 
gegeven zijn, zien wij er hier van af nader op details in te gaan. 

Ten slotte willen we nog enkele opmerkingen maken betreffende het in 2.4.3 besproken hoek­
probleem. 

Het is bekend, dat de Noordzee in ruwe benadering de gedaante van een rechthoek heeft. Voor 
de Nederlandse kust zullen echter bij de meest voorkomende stormen noch de oostkust (Duitse Bocht, 
Denemarken, Kattegat, Noorwegen), noch de noordelijke rand (overgang naar de Atlantische Oceaan) 
een grate invloed hebben. Het model van een rechte hoek is dus niet zo erg slecht, vooral daar de invloed 
van een mathematische put ( die de invloed van het Kanaal weergeeft, waarin de kracht van Coriolis 
we gens de kleine af me tin gen kan word en verwaarloosd) reeds uitvoerig door LAUWERIER [13] is onder­
zocht. 

Een depressie, welke zich over de Noordzee beweegt, wordt weergegeven door een verdeling van 
polen, die vrij dicht bij elkaar liggen langs de baan van het centrum van de depressie. Daarnaast hebben 
we de polen, die ontstaan door re:flectie aan de kust en de daarmee samenhangende dipoolstaarten, die 
eveneens in beschouwing genomen moeten warden en die hier in de functies <P voorkomen. De meeste 
moeilijkheden geeft de Laplace-inversie van de factoren <1>. Wegens de demping zullen de herhaalde 

• 

reflecties nauwelij ks meer bijdragen, tenzij het centrum van de depressie het singuliere hoekpunt rake-
lings voorbijtrekt. Dit zal slechts zelden gebeuren, maar kan toch niet geheel worden uitgesloten. De 
reflecties aan de Schotse en Engelse kust zullen waarschijnlijk wel niet verwaarloosd kunnen worden, 
in. het bijzonder niet als de depressie zich tamelijk dicht onder deze kust en parallel er aan naar het 
zuiden beweegt of als dicht bij deze kust een sterke barometrische gradient bestaat. Beide verschijnselen 
traden bij de storm van 31 januari/ I februari 1953 in sterke mate op. 

3.0 DE INVLOED VAN ENKELE STATIONAIRE, NIET-UNIFORME WINDVELDEN OP EEN 
NOORDZEEMODEL 

3.1 Inleiding 

In dit hoofdstuk onderzoeken we de invloed van een niet-unif orm stationair windveld op het 
in 1.1 besproken rechthoekige model van de Noordzee. In Cartesische coordinaten (x, y) is dit model 
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bepaald door O <::. .x- < a en O < wi' < h~ waarbij x - 0, x --- a en y :- 0 kusten zij11 en .}' = b de over­
gang tot de oceaan voorstel t. 

In overeenstemming met het feit, dat bij de N oordzee de diepte in de richting va11 de oceaan sterk 
toeneemt, kiezen we in het hier te beschouwen mathematische model van de diepte h een exponentiele 
functie van y, namelijk: 

h ~ /10 e
2 ':J.y. ( l ) 

We beschouwen in het bijzonder de invloed van een lineair windveld. Hieronder verstaan we een 
windveld, waarbij de schuifspanning ( U, V) een lineaire functie van x en y is, te weten: 

u Uo U1 1 
2.x-

U2 l 
y 

-J··· ·t·-·--- ----
b a 

(2) 
? WY 

V Vo V1 l 
_wX' v., l . ·t· -t--•--··" --- ... b a 

We denken het model gemakshalve noord-zuid gericht, zodat we bij voorbeeld }' - 0 de zuidkust 
kunnen noemen. In werkelijkheid maakt de lengte-as van de Noordzee een hoek van ongeveer 24 ° met 
de geografische noord-zuid-richting. Aangezien het midden van de zuidkust ruwweg overeenkomt met 
de positie van Den Helder, hebben we ons in hoofdzaak bepaald tot de berekening van de verhoging 
aan de zuidkust, ( (-1'.', 0), en in het bijzonder tot die van het midden daarvan, ( (½a, 0). 

Bij de numerieke toepassing trachten we het mathematische model zo goed mogelijk aan de om­
standigheden van de Noordzee aan te passen. Daartoe kiezen we de volgende getallenwaarden: 

a= 400 km 

h . · 800 km 

!2/:A =:: 5 

hm ---- 65 m 

v g hm . 91 km/h 

oc = n/4b 

Hierbij stelt hm het harmonisch gemiddelde van de diepte voor. Volgens (1) neemt dan de diepte 
toe van 33 m aan de zuidk ust tot ongeveer I 58 m bij de oceaan (zie figuur 3 .1. l ). De resultaten van de 
berekeningen vindt men in tabel 3.8.5. 

In figuur 3.8.1 is met behulp hiervan voor elke component afzonderlijk de verhoging aan de zuid­
kust geschetst. In het bijzonder geldt voor de verhoging in het midden: 

Jt 
-·-· g hm C (½ a., 0) ---
a 

1,67 U0 -+- 0,71 U1 + 1,43 U2 + 
- 6,28 V0 - 2, 72 V1 - 4,04 V2 • (3) 

Ter vergelijking zijn dezelfde berekeningen uitgevoerd voor het eenvoudiger model met de uni­
forme diepte h = hm. Dit leidt tot het resultaat: 

n 
·-·· g h m C ( ½ a, 0) = 
a 1,31 V0 + 0,64 U1 + 0,19 U2 + 

- 6,28 V0 - 0,74 V1 - 3, 14 V2• (4) 

Om hierbij ook een indruk te krijgen van de invloed van de aardrotatie, zijn voor beide modellen 
de berekeningen 110g eens uitgevoerd met [) = 0. De resultaten zijn: 

Exponentiele diepte, geen aardrotatie 

-6,28 V0 

Unif orme diepte, geen aardrotatie 

n 
·- g Jim C (½ a, 0) -
a 

-6,28 V0 

- 4,04 V2 ; (5) 

0,26 U1 + 

(6) 
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we rkef ij k bodemprofiel 

exponentiele aanpassing 

Figuur 3. 1. I. Bodemprofiel van de Noordzee 

Het linkerlid van (3) en volgende geeft aan hoe de resultaten gewijzigd moeten worden~ indien voor 
a en hm andere getallenwaarden gekozen worden. Bij de gekozen getallenwaarden is: 

n 
--- g hm = 5,0 . I Q-5 m/sec2 • 
a 

Het verband tussen de schuifspanning en de windsnelheid op zeeniveau v8 is: 

(7) 

'VU2 + V2 = 3,0. }Q-6 Vs2 m2/sec2 . (8) 

De verhoging C vindt men aldus in meters. 
Uit deze resultaten kan een aantal conclusies worden getrokken wat betreft de invloed van de 

niet-uniformiteit van de bodem {oc) en de invloed van de draaiing van de aarde (Q). 

1. Bij een uniforme N-Z-wind hangt de verhoging aan de zuidkust niet af van bodemvariaties in de 
lengterichting en ook niet van de aardrotatie. 

2. Bij een uniforme W-0-wind hebben oc en vooral Q een vrij grote invloed op de verhoging aan de 
zuidkust. 

3. De voor een unif orme wind meest ongunstige rich ting wat betreft de verhoging aan de zuidkust 
wijkt ongeveer 15° naar het westen afvan de noordelijke richting. Voor a= 0 zou dit ca. 12° zijn. 

4. De invloed van oc en Q op de bijdragen van de divergentietermen U1 en V2 tot de verhoging aan de 
zuidkust is matig. 

5. De invloed van oc en !J op de bijdragen van de rotatietermen U2 en V1 tot de verhoging aan de zuid­
kust is aanzienlijk. 

Dit hoofdstuk sluit aa11 bij vroegere onderzoekingen van ScttALKWIJK, VELTKAMP en WEENINK. 

ScHALKWIJK [30] beschouwt het model van een rechthoekige baai, waarbij zee en oceaan dezelfde 
uniforme diepte hebben. VELTKAMP [33] geeft van hetzelfde model een betere mathematische behande­
ling. Voorts beschouwt hij in een volgende publikatie [34] het geval, dat de oceaan een veel grotere 
diepte bezit dan de zee. In het bijzonder leidt VELTKAMP numerieke resultaten af voor o.a. de verhoging 
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aan de zuidkust ten gevolge van een lineair windveld. Hierbij vindt hij vrijwel dezelfde getallenwaarden 
als boven i11 (4). WEENINK [37] beschouwt een geval van een uniform windveld, dat zich slechts over 
een deel van het zeegebied uitstrekt. In zijn proefschrift behandelt WEENINK [38] o.a. het door ons be­
scl1ouwde model met een op exponentiele wijze varierende diepte. Hierbij beperkt hij zich echter tot 
het in zijn vorige artikel vermelde type windveld. 

In dit hoofdstuk worden de volgende punten behandeld. 
In 3.2 wordt het probleem mathematisch geformuleerd, waarbij wordt uitgegaan van de in 2.2 

gegeven algemene behandeling. De invloed van de componenten V0 en V2 , welke zich wiskundig het 
gemakkelijkst laat behandelen, wordt besproken in 3.3. De invloed van de overige componenten wordt 
voor het model met unif orme diepte behandeld in 3.4 en vaor het model met exponentiele diepte in 
3.5. In beide gevallen kunnen de stroom en de verhoging afgeleid warden uit een potentiaal <JJ (x, y), 
welke voldoet aan de partiele differentiaalvergelijking (2) van 3.5 met de randvoorwaarden (5) en (6) 
van paragraaf 3.4. De oplossing (12) van 3.5 van dit probleem berust uiteindelijk op de bepaling van 
twee stelsels coefficienten en en dn. De bepaling van de coefficienten en geeft geen moeilijkheden. Die 
van de caefficienten dn daarentegen leidt tot aanzienlijke complicaties, welke in 3.6 behandeld worden. 
De verhoging aan de zuidkust ka11 met behulp van deze coefficienten gemakkelijk volgens (23) en (24) 
van 3.5 berekend warden. De numerieke taepassing wordt ten slotte in 3.8 behandeld. 

3.2 Het mathematische probleem 

Met inachtneming van de in 1.1 besproken vereenvoudigingen, waarbij echter de restrictie van de 
uniforme diepte is komen te vervallen, kan het probleem mathematisch geformuleerd worden met 
behulp van de differentiaalvergelijkingen (6) en (7) van 2.2, waarbij de termen met o/8t in verband met 
de stationaire toestand afwezig zijn. Aldus heeft men: 

(1) 

V (2) 

- =0. ox 8y (3) 

Hierbij hangt h volgens (1) van 3.1 van y af. Het hiermede corresponderende harmonisch gemiddelde 
hm is bepaald door 

hm = 2 rx b (I-e iab)-1 h0• (4) 

De randvaorwaarden zijn : 

U=O 

V = 0 

=0 

voar 

voor 

voor 

x = 0 en x = a, 

y = 0, 

y = b. 

(5) 

(6) 

(7) 
Het verband tussen de schuifspanning ( U, V) en de windsnelheid op zeeniveau v

8 
is volgens (3) 

van 2.2 en (5) van 2.2: 

. Een kleine vereenvoudiging wordt bereikt, indien x en y warden gemeten in eenheden van a/n. 
D1t betekent, dat f ormeel a = n gesteld kan warden. De numerieke waarde van g hm, welke 91 km/h 
bedraagt, moet in verband hiermede gewijzigd warden inn g hm/a, of 5,0 .. JQ-3 m/sec2 .. 

3.3 Een bijzonder geval 

E7_ bestaat een eenvoudige bijzondere oplossing van het in de vorige paragraaf gestelde probleem, 
waarb1J de grootheden slechts van y afhangen. Dit is het geval voor het windveld 

U=O V=V(y), (1) 
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waarbij V(y) een willekeurige functie vany is. We kunnen nu zelfs toelaten, dat A, !len 11 op willekeurige 
wijze van y afhangen. De bedoelde oplossing is: 

en 
U = 0 V = 0 (2) 

h 

g ( (x, y) == - f h-1 (11) V (1')) dr;. (3) 
y 

In dit geval is er bij de stationaire toestand geen stroom en de stationaire opwaaiing is onafhanke­
lijk van A en Q. Is in het bijzonder V gelijk aan een constante V0 , dan volgt uit (3) voor de verhoging 
aan de zuidkust 

(4) 

Hetzelfde resultaat wordt klaarblijkelijk verkregen voor een model met de uniforme diepte h = hm. 
Dit is dan ook de reden waarom het in de inleiding genoemde model met (1) van 3.1 vergeleken wordt 
met het model h = hm. 

Kiezen we voorts het lineaire windveld 

V=O 
dan volgt uit (3): 

waarbij 
g hm C (x, 0) = - b V0 - b (I-ym/b) V2, 

b 

Ym = b-1 hm J h-1 ('Y/) 17 dYJ. 
0 

• 

In het numerieke geval, waarbij h door ( 1) van 3.1 gegeven is, vinden we uit (6) en (7): 

(5) 

(6) 

(7) 

g hm C (x, 0) = - 6,28 V0 - 4,04 V2 • (8) 

Voor het model met unif orme diepte h = hm is: 

g hm C (x, 0) = - 6,28 V0 - 3,14 V2 • (9) 

3.4 Het model met unif orme diepte 

Op grond van (3) van 3.2 bestaat er een stroomfunctie <P (x, y), waaruit u en v als volgt afgeleid 
kunnen warden : 

8</J 
AU== -

oy 
AV= (1) 

Aangezien de kust, bestaande uit de stukken x = 0, x = n, y = 0, een stroomlijn is, mogen we 
daar t;/J = 0 kiezen. 

Uit (1) en (2) van 3.2 volgt na eliminatie van C: 

ov OU 
R/1 (2) 

Bx oy 
met 

def oV au 
(3) R ox ay. 

Hierbij stelt R dus de rotatie van de windkracht voor. Bij de nu volgende behandeling is het essen­
tieel, dat Reen constante is. Dit is o.a. het geval bij een lineair windveld zoals (1) van 3.1. Het is, althans 
in deze paragraaf, niet nodig deze specialisatie te maken. Substitutie van (1) in (2) geeft voor <P de 
partiele differentiaalvergelijking: 

A<l>=R (~ 

De bijbehorende randvoorwaarden zijn: 

<J> = O voor x = 0, x = n, y = 0 (5) 
en 

ox voor y = b. (6) 
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De laatste voorwaarde volgt gemakkelij k uit ( 1) en (6) van 3.2 en (1 ). 
Zoals in 2.1 besproken is, geeft de scheve randvoorwaarde (6) de grootste moeilijkheden. 
Ter oplossing van het bovengenoemde probleem stellen we 

<I> (:c, y) -- <1>0 (x~ }') ·t- <!>1 (x, y), (7) 

waarbij </J0 een particuliere oplossing van ( 4) is, welke aan de randvoorwaarden bij x --- 0 en x = n 
voldoet. De functie <!>1 voldoet dus aan de homogene vergelijking van Laplace, te weten L1<1> == 0, en 
aan de randvoorwaarden bij .,t = 0 en x -- n. We kunnen <1>1 opbouwen uit de elementaire oplossingen 

sin nx e±ny 

met n = 1, 2, 3 ... 
Voor r/>0 kunnen we gemakkelijk een geschikte functie vinden. We definiere11: 

<po ( X) ::::::::: ! ., ( n-.,,). 

Dan is d us bijv. 

<1>0 __ ,. - R <p0 (x). 

We stellen dus: 

oo 00 -n (b-y) 

<1> (x, .i') = - R <p0 (x) + .E Cn sin nx e-ny -E dn sin nx e 
1 1 

• 

(8) 

(9) 

(10) 

De coefficienten en en dn moeten nu bepaald worden met behulp van de randvoorwaarde bij 
y = 0 (kustvoorwaarde) en die bij ;1 ··- h (oceaanvoorwaarde). 

De kustvoorwaarde geeft: 

00 

.E Cri sin n~x: = R (/Jo (x) -+ 0 (e--b), 
1 

( 11) 

waarbij de ordeterm de bijdragen van de coefficienten d-,i bevat. Hierbij treden de factoren e-nb op, 
welke voor voldoend grate b zeer klein zijn. Hoewel we in dit theoretische deel nog 11iet de specialisatie 
b = 2.n willen doorvoeren, gaan we er van uit, dat b zo groat is,. dat de ordeterm feitelijk weggelaten 
kan worden. We merken op, dat bij de numerieke toepassing e-b = 0.002. lJit (1 I) volgt met verwaar­
lozing van de ordeterm: 

0 voor n even 

Cn = 4R (12) 
--
nn3 

voor n oneven. 

De oceaanvoorwaarde (6) geeft met een analoge ordeterm: 

00 £2 
f n dn sin nx + A cos nx 

Q 
=U(x,b)-R A (½n-x)+O(e-b). ( 13) 

Reeksontwikkelingen van het type (13) zijn behandeld door LAUWERIER [18]. We vermelden in 
het bijzonder het aldaar afgeleide resultaat, dat dn het volgende asymptotische gedrag bezit: 

(- 1) ri-1 J 
(14) 

waarbij 
def} [J 

Jt - arctg 'l 
7i A 

(15) 

Op de oceaanvoorwaarde en op de berekening van de coefficienten dn komen we in 3. 7 nader terug. 
We zullen in het bijzonder de verhoging aan de kust y = 0 bestuderen. Uit (I) van 3.2 volgt voor 

y=O 
( I 6) 

zodat: 

gh C (x, O) - C (O, O) ( 17) 
0 
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Substitutie van ( 10) geeft na enige herleiding: 

CX) 

gh { ( (x, 0) - C (0, 0) 
• 

U (;, 0) d; - L' c·n ( I - cos nx) 1- 0 (e-··b), 
I 

(18) 
0 

waarbij de coefficienten en door (12) gegeven zijn. Het blijkt uit deze betrekking, dat de relatieve ver­
hoging aan de zuidkust vrijwel onafhankelijk is van b, d.w.z. van de positie van de oceaan. De absolute 
verhoging aan de zuidkust volgt door integratie van (2) van 3.2 langs de westkust: 

gh I: (0, 0) = -
0 

Substitutie van ( 10) geeft: 

h ,. 

~8 
,. cp (0, 17) drJ. ox 

0 

CXJ 

,e;/1 ( (0, 0) = - V (_0, r7) d17 - }n bR ··I .E (en - dn) -+- 0 (e-b). 
1 ... 

0 

3.5 Het model met exponentiele diepte 

(19) 

(20) 

De behandeling van dit model loo pt vrijwel analoog aan die van het model met unif orme diepte. 
We voeren weer met behulp van ( 1) van 3.4 een stroomfunctie <P (x, y) in, welke aan de kust nul is. 
Uit (I) en (2) van 3.2 volgt nu echter met inachtneming van (1) van 3.1: 

'l ov OU 
11. - 2a !Ji, = R -+·- 2tX U, ox 

(1) 

waarbij R door (3) van 3.4 gegeven is. 
Substitutie van ( 1) van 3.4 geeft: 

ox oy 
(2) 

waarbij 

def 
A .... r:1.!J/A (3) 

De bijbehorende randvoorwaarden zijn als in 3.4: 

=0 voor x = 0, x = n, y = 0 (4) 
en 

a<1> Q aQ 
= - U (x, b) voor y = b. (5) 

Bij de behandeling van dit model gaan we uit van het lineaire windveld (2) van 3.1. Met weglating 
van de componenten V0 en V2, welke in 3.3 besproken zijn, is dus: 

U = U0 + U1 (1-2x/n) + V2 (1-y/b) 

V V1 ( I 2x/n). 
(6) 

De rotatie R is nu expliciet: 

(7) 

In overeenstemming met de in 3.4 gevolgde methodiek zoeken we eerst een eenvoudige particuliere 
oplossing <1>0 (x, y) van (2), welke aan de randvoorwaarden bij x = 0 en x = n voldoet. Deze oplossing 
kunnen we samenstellen uit de in (9) van 3.4 gedefinieerde functie <p0 (x) en de volgende furctie: 

def n 
CfJ1 (x) = 2 

e2Ax_ l X 
--

e2An 1 • (8) 

11.4-3.5 
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Hiert)nder vermelden we hct resultaat bi_j substitutie in bet linkerlid van (2): 

'/ o ( .,·) • -· ··· ( I t A :r) t 2 A.'<, 

<1·· 1 ( .,·) ·"• l , 

Hieruit volgt dus voor <P0 (:t, _v) de uitdrukking: 

<P0 (.t .. i') === ( R +· 2cx Vo) f/>1 - -- ( f/1o -- -y 
.4Jl 

e2An_ J 2 

De elementaire oplossingen van de bi_j (2) behorende homogene vergelijking zijn: 

met n == I~ 2, 3 .... 
waarbij 

def , ________ _ 

.l l n --· v1
' n2 ·r· A 2 ·+· ti. 2 . 

' 

We stellen nu naar analogie van (10) van 3.4: 

(9) 

(10) 

( 11) 

00 CX) 

<P (;r, )') =::: <P
0 

(.,~ •• J:') ·t eA.l( E l'n sin nx e Y(fln ex> - eA.x E dn sin nx e-<b y)(fln +ct) (12) 
I 1 

De k ustvoorwaarde ( 4) bij J' = 0 geeft: 

CX) 

1. ... Cn sin tl.'< :::: - e--A.\: <P0 (.,\", 0) t· 0 (e-b), 
I 

zodat met weglating van de ordeterm: 

0 

(13) 

(14) 

Uit ( 14) en (9) kan gemakkelijk een expliciete uitdrukking voor en afgeleid worden. Daar deze 
uitdrukking alleen voor de numerieke toepassing van belang is, laten we hem weg en vermelden hier 
slechts het asymptotisch gedrag van er,, namelijk 

(15) 

De oceaanvoorwaarde (5) leidt tot een resultaat, dat in de volgende vorm gebracht kan worden: 
cc 

eAx 
I ,.1 Jl n - Cl. dx I 

1 

- U(.,'(, b) + 

!JLln . 
cos nx + }.n sin nx 

<P0 (x, b) + 0 (e-b). (16) 
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111 sommige opzichten is de geYntegreerde vorm van ( l 6) bruikbaarder, te weten 
CX) 

• 

l: Dn (sin nx - 0n cos nx) =J'(r~) -+-- O (e~-b), 
l 

def 
Dn = /1-n (µn - a)-1 d-n, 

0rt 
def An 

X ,~ 
A l - a 

0 0 r 

waarbij C een integratieconstante is. 

( 17) 

( 18) 

( l 9) 

(20) 

In 3.6 komen we uitvoeriger op de behandeling van de reeksen (16) en (17) terug. We vermelden 
hier alleen het asymptotisch gedrag van dn, namelij k 

{- I )rt--1 D' 
cl n = -·-·----- -+- 0 ( n- J t 2,t'-) 

n2-2fl ' 

waarbij D' een constante is, en waarbij 

ll 
I 

def 1 Q 
- arctg 

2
. 

n ' 

(21) 

(22) 

Voor de relatieve verhoging aan de zuidkust volgt uit ( 1) van 3.2 als in de vorige paragraaf (zie 
(17) van 3.4): 

~ X 0 
U(~,O)d~+ n <P(~,O)d~. 

o o oy 
C (x, O) - C (O, O) (23) 

Substitutie van (9) en (12) geeft de expliciete uitdrukking: 

2 
gh0 C (x, 0) - C (0, 0)} = x (U0 + U2) + - U1 <p0 (x)- -

n b 
0 

X 
CX) • 

- .E (µn - ex) Cn eA~ sin n~ d t -+- 0 (e-b). 
I 

(24 
0 

De absolute verhoging in het hoekpunt (0,0) volgt door integratie van (2) van 3.2 langs de westkust 
(vergelijk (20) van 3.4): 

b 

gho C (0~ 0) =· -

2a ,, ·v (O ) d . e ,'Y/ n--t 
0 

Substitutie van (12) geeft de t1itdrukking: 

b 
• I - e-2r:1..b 

gh0 C (0, 0) = -- ---- V1 -t e 
2a 

0 
CX) 

0 

00 
.... l n 

-+-· n Cn - e- 2':l.b ---- dri + 0 (e-ll). 
----' ,un + a _ µn - a 

1 J 

(25) 

(26) 

De substitutie van (9) hebben we nagelaten in verband met de bewerkelijkheid van deze vorm. 

3.6 De oceaanvoorwaarde 

We bespreken bier enige eigenschappen van de ontwikkeling 
00 

f (x) = E bn (sin nx + 0n cos nx), 
1 

0 < X < n, (1) 

11.4-3.6 
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welke optreedt in de oceaanvoorwaarde ( 13) van 3.4 en ( 17) van 3,5. Een uitvoerige behandeling van 
deze ontwikkeling wordt gegeven door LAUWERIER [18 ]. Hier beperken we ons tot enkele, voor dit 
onderzoek belangrijk zijnde eigenschappen. 

We beschouwen eerst een ontwikkeling~ waarbij 0n niet van n afhangt. We kunnen dan (I) schrij­
ven als 

00 

./' (_ .,r:) :~::: E h n sin ( 11.,"\: t / 1,n), 
l 

(2) 

waarbij we veronderstellen dat O < 
1
l1. < ½- Het geval - ½ < ,u < 0 volgt gemakkelijk hieruit met 

behulp van de transformatie ..,x- >- n - .t'. Indien of fl = 0 of fl = ½ reduceert de ontwikkeling zich tot 
een zuivere sinus- of cosinusreeks. 

Een belangrijk speciaal geval van (2) kan gemakkelijk als volgt verkregen worden. We gaan uit 
van de machtreeksontwikkeling 

l +· s fJ ---
1-s 

-

co 
- i 

0 

De eerste coefficienten zijn: 

el (p) . 2/3 e2 (/3) = 2(32, ••• 

Voorts bestaat de recurrente betrekking: 

11 en (/3) = 2/3 eri-1 (/1) -r- (n-2) en-2 (/3), 

geldig voor n > 2. 
Men ka_n afleiden, <lat vaor n >- oo de coefficient en (/3) zich gedraagt als 

3 t- f3), 

mi ts O < fJ < I • 
Stelt men in (3) nu fJ =· - 21-1 ens -- ei:c dan valgt na enige herleiding, dat 

00 

£ e,;i (-21,,) sin (n.,Y ··t- ,,.n) = 0, 
0 

hetgeen ook als 
00 

sin1in = £ (-I)r,-1 en (2;l) sin (n~x + ;in) 
I 

geschreven kan worden. 

Op soortgelijke wijze kan uit (3) het volgende resultaat warden afgeleid: 
n 

(tg ½t) 1- 2/l sin (nt + ,t,n) cit == 0 
0 

voor n = I, 2, 3 ... 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

De functie k 0(.:r) = (tg ½x) 1 21t is de eerste van het stelsel functies km(x), welke biorthogonaal zijn 
met betrekking tot het stelsel sin (nx + µn), n -- 0, 1, 2 ... 

Zander bewijs vermelden we dat de overige orthogonale functies bepaald zijn door 
m 

k,n (x) = 2 cotg 2,1t ½x .E er,i-J (- 2µ) sin jx, 
1 

De orthogonaliteit wordt dan uitgedrukt door 
Jl 

1 ~ =\O m-:j:.n 

0 ' 
m n 

m -- I, 2, 3 ... (8) 

(9) 

Met be~~lp v~n het ~iorthogonale stelsel km(x) kan voor de coefficienten van de ontwikkeling 
(2) een expl1c1ete u1tdrukk1ng warden gegeven, namelijk 

1 JT, 

b,n = - kn (t) I (t) dt. 
7C 

0 
(10) 
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Zonder bewijs vermelden we de asymptotische voorstelling van bn. Deze is: 

bn =-

Jl 
en (-2,i 

0 

waarbij B' een constante is. 

211 _f ( t) cit ( 11) 

In het algemeen is de ontwikkeling (2) dus langzaam convergent, waarbij bn de subharmonische 
orde 1-2/l bezit. Is echter 

7C 

(tg ½t) 1- 211 1· (t) dt = 0, 
0 

dan heeft bn de hyperharmonische orde I + 2;,. 
Met behulp van (6) en (11) kan nog het volgende bijzondere geval worden afgeleid: 

00 

waarbij 

½ n · x = .E gn sin (nx -+- µn), 
1 

en(- 2 n 
gn =------ 2/l (. ~ ,,-r f f + 2., t, - ------. 

~ 

0 
n cos 1ttn 

We komen nu tot de bespreking van de oceaanvoorwaarde (13) van 3.4. 
Met weglating van de ordeterm kan deze voorwaarde geschreven warden als: 

00 

.En dn sin (nx + /-tn) = U (x, b) cos 1in - R (½n - x) sin 1,:n, 
I 

waarbij µ door ( 15) van 3.4 bepaald is. 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Aangezien het rechterlid van ( 15) een lineaire functie van x is, kan met behulp van (6) en ( I 3) 
voor dn gemakkelijk een expliciete uitdrukking worden afgeleid. Men vindt: 

dri = - 21 _ R gn sin 11.n_ 
£2 U1 n (16) 

00 

Aangezien uiteindelijk blijkens (20) van 3.4 alleen de berekening van .E dn nodig is, moeten slechts 
drie uitdrukkingen bepaald worden, te weten: 1 

n 
• 
(tg ½t) 1

- 211 (½n - t) dt, ( l 7) 
0 

CX) 00 

,E n-1 en (- 2J,t) en L"' n-2 en (l-21t). (18) 
I 1 

Hierbij kan alleen voor de eerste som een eenvoudige analytische uitdrukking afgeleid worden, 
namelijk: 

waarbij 

CX) 

£ n-1 en (- 2;.,t) = 
I 

1/' (½)- .1P (½ + µ), (I 9) 

De eigenschappen van de algemenere ontwikkeling (1) kunnen gemakkelijk uit die van (2) afgeleid 
warden, indien 0n nagenoeg constant is. 

We nemen aan dat 

(20) 

en dat () > O is. Het geval 0 < O kan hieruit weer af geleid worden met behulp van de transf ormatie 
x. > n - x. We kunnen nu (1) schrijven als: 

met 

00 

.E bn (sin nx + fJ cos nx) =h (x) 
I 

00 

h (x) = f (x)- .E bn (0n-0) cos nx. 
I 

(21) 

(22) 

11.4-3.6 



11.4-3.7 

160 

Op (21) kan bijvoorbeeld het resultaat (II) toegepast worden. Nu is Ii (x) weliswaar in x = n 
enigszins singulier .. rr1aar de invloed hier\'an is slechts in de hogere termen van de asymptotische ont­
wikkeling ( 11) merkbaar. Dan is 

( ·-··• I ) ri i B , B' 
h,, ... . --- t .......... +· 

t 111--·2/t . ,1l12Jl l ···~ 

(23) 

waarbij Ben B' van_/.(:,:) afhangende constanten zijn. 
We bespreke11 ten slotte de toepassing van het bovenstaande op de oceaanvoorwaarde (17) van 

3.9. Hierbij is aan de voor\vaarde (20) voldaan, hetgeen in feite de reden is, dat ( 17) van 3.5 te verkiezen 
is boven ( 16) van 3.5. Bij de toepassing van (23) op ( 17) van 3.5 moet men bedenken, dat de integratie­
constante c~ in (20) van 3.5 zodanig is, dat B --· 0. Dan heeft men: 

(24) 

waaruit met een iets slechtere ordeterm (21) van 3.5 volgt. 
Het resultaat (24) is van groot belang voor de numerieke bepaling van de coefficienten dn van (12) 

van 3.5. We zullen op deze numerieke bepaling hier niet verder ingaan maar volstaa n met te verwijzen 
naar een soortgelij ke behandeling in 4.6. 

3. 7 Het probleem zonder aardrotatie 

Om een indruk te krijgen van de invloed van de aardrotatie, is h::t van belang het model met 
l) -- 0 te beschouwen. In de mathematische behandeling, welke analoog is aan die van het algemene 
geval !2 i= 0, treden aanzienlijke vereenvoudigingen op. In grote lijnen verloopt deze als volgt. De 
stroomfunctie <I> (.:r, }') is bepaald door 

o<I> 
,~1 <I> - 2cx ,., = R + 2o: U, 

0}' 

met de randvoorwaarden 

en 

a<P 
- _-.:·• - U (x, h) 
0}' 

voor x = 0, x = :n, y = 0 

\'OOr >' --- b. 

In overeenstemming met ( 12) en (9) van 3.5 stellen we: 

00 00 
<I> (.x-, WV) ::;:: <Po (x, ~v) -+- _}""' Cn sin nx e---y(µn-ix> - .E dn sin nx e-(b·-y)(µ,n + ex), 

1 l 

waarbij nu 

en 

\ 2 2.\'" y 
- U1 + 2cx I - - U2 + 

n b 

2 2 
'Cl..,() 12 -t- 3b ( <po .,\'" + 3!n ) <po (x). 

De kustvoorwaarde bij y = 0 geeft in overeenstemming met (13) van 3.5: 
00 

L, Cn sin n~>:: = -</J0 (x, 0) + 0 (e-b). 
I 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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Ten behoeve van de berekening van de coefficienten merken we op, dat 
:n 
• 

0 

0 

n 
• 

rp0 (x) sin nx dx = { 1 - (- })n n-s, 
• 

2x 
1 - <p0 (x) sin nx dx · 3 I : (- l)'" n- 3, 

<p2
0 (--~) + ½.n2 '{Jo (x) sin nx dx ==== 6 I - (- J)n n-5 

0 

• 

Met behulp hiervan volgt gemakkelijk, dat met verwaarlozing van de termen van de orde e-b: 

Cn 
Sex. U 

nn3 I voor even n, 

8~ u 8 I 4 16oc2 

Crt 2 3 V1 + 2a.+- +- U2 voor oneven n nn3 o nn b nn3 bnn5 

De oceaanvoorwaarde (3) geeft: 
CXJ 

7 2x 2oc 
(µn + oc) dn sin nx = U0 + 1 - U1 + b cp0 (x) U2 + 0 (e-b), 

........ 
1 

waaruit gemakkelij k volgt, dat 

voor even n, 

4 8cx. 
(µn + a) dn = Uo + b 3 U2 nn nn 

voor oneven n. 

Voor de relatieve verhoging aan de zuidkust luidt het aequivalent van (24) van 3. 5: 

gh0 C (x, O) - C (0, O) } = 
X 

0 
_oo , 

Jln-OC Cn (1 - cos nx) + 0 (e-b). 
.........i n 

1 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

( 12) 

(13) 

(14) 

Voor de absolute verhoging in het hoekpunt (0,0) geldt de uitdrukking (26) va11 3.5. Het blijkt 
mogelijk voor de verhoging in het midden van de zuidkust een zeer eenvoudige uitdrukking te vinde11. 
Uit (26) van 3.5 en ( 14) volgt na enige herleiding 

3 
l ( .l ' ) r:J..'Jr, gh0 C, (½n, 0) = 2 n U0 + 2 U1 i U2 + 

24
b U2 + 

l - e-2ocb I 
-

2o:. 
:r,; 
b -t- c1.::n + 

b 
r:x.n 

n 

00 

' µn-CJ. 
-- Cn cos ¼nn - e- 2ocb ... 

0 1 

Substitutie van ( 11) en (13) leidt ten slotte tot 

gh0 C, (½n, 0) = 
00 

n 8 o:. ---. µ n-r.J. - + - 4 cos ½nn U1 + 0 (e-b). 
12 n .-...,J n 

(16) 

1 

Wij zien dus, dat in het midden van de zuidkust de bijdrage van de componenten U0 , U2 en V1 
verdwijnt. 
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3.8 Numerieke toepassingen 

3.8. l Het ,node! n1et un(/or1r1e diepte 

Uit ( 18) en ( 12) \1 an 3.4 volgt voor de relatieve verhoging aan de zuidkust: 

4 R E' _l _::--_c_o_s_n_x_ 
n n 3 

(I) 

waarbij L,, de som mat ie over oneven waarden van n aanduidt. Schrijven we: 

gl11rt C (.x·., 0) - ~ (0, 0) ·-: C0 U0 -t- C1 U1 + C2 U2 -t- D 0 V0 + D 1 V1 +· D2 V2, (2) 

\vaarin volledigheidshalve ook de bijd rage van de in 3.3 besproken componenten V0 en V2 is opgenomen, 
dan kan uit ( l) de volgende tabel warden af geleid. 

Tabel 3.8. I 

De coefficienten van de relatieve verhoging aan de zuidkust bij het model met uniforme diepte 
-··- '-•>--•·---··----------~-•-'-•· ·~-~-~-~------··--· -···••¥•••··· --------·-•--.,----------·- ----- ~-----,,-- ... 

' 
8.,Y/n 

• 
I 
I 

0 0 0 0 0 0 
l 0,39 0,34 0,37 0 0,10 

' 

2 0,78 0,59 
• 

0,71 0 0,30 ' 

3 I, I 8 0,74 1,04 0 0,56 
4 1,57 0,78 1,36 0 0,85 
5 1,96 0,74 1,68 0 1, 14 
6 2,36 0,59 2,01 0 1,40 
7 2,75 0,34 2,35 0 1,61 
8 3, 14 0 2,73 0 1,64 

Uit (20) van 3.4 volgt voor de absolute verhoging in het hoekpunt (0,0): 
00 

ghm C (0,0) = -½n U2 + L (cn-dn). 
I 

00 

De reeks ~ en kan gemakkelijk gesommeerd worden. Men vindt: 
l 

00 

L Cn === 1,339 R. 
1 

00 

D., -

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

De berekening van de reeks £ dn is beschreven in 3. 6. Uit ( 16) van 3. 6 volgt: 
1 

00 

1: dr, 
1 

waarbij 111 = n-1 arctg 5 = 0,473. 
Uit (19) van 3.6 volgt: 

00 

2 
2µ) + 5n U1 

00 

R sin µn E n-1 g;,, 
1 

- l: n-1 en (-2;.1) = 
i 

1P (0,973) - 1P (½) = 1,278 

Uit (14.) van 3.6 volgt: 

waarbij 

00 00 00 
• '\"'I l '\"'I sin ,un"""' n- gr, = - G"""' n-1 en (- 2µ) 7-- 5 .E n-2 en (I _ 2µ), 

1 I l 

n 
" 

G = n-1 sin fin (tg ½t) 1- 2µ (½n - t) dt. 
0 

Numerieke integratie geeft G = - 0, 169. 

" 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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CX) 

De reeks £ n-2 en (1 - 21,t) kan rechtstreeks berekend worden. We vinden hiervoor de waarde 
0,275. I 

Ten slotte is dan 
00 

E dn = 0,256 U0 + 1,160(0,127 V1 -R). 
1 

(8) 

Substitutie van (4) e11 (8) in (3) geeft uiteindelijk 

-ghm C (0,0) = 0,26 U0 + 0, 15 U1 + l, 17 U2 + 6,28 V0 + 1,59 V1 -t- 3, 14 V2 , (9) 

waarbij ter wille van de volledigheid ook de bijdrage van de in 3.3 besproken componenten V0 en V2 • opgenomen 1s. 
Uit tabel 3.8.1 en formule (9) kan men o.a. de verhoging in het midden van de zuidkust bepalen. 

De uitdrukking hiervoor is gegeven door f ormule ( 4) van 3.1. 

3.8.2 Het model met exponentie·te diepte 

Voor de relatieve verhoging aan de zuidkust geldt de uitdrukking (24) van 3.5, die we hier nog­
maals, zonder de ordeterm., opschrijven: 

gho C (x, 0) - C (0, 0) 

X X 
00 

- E (µn - ~) Cn eA~ sin n~ d~. 
I 

0 0 

(10) 

De coefficienten en kunnen met behulp van (14) en (9) van 3.5 berekend warden. Zij zijn lineaire 
uitdrukkingen in V0, U1 , U2, V1, waarvan de respectieve factoren in tabel 3.8.2 voor enige waarden van 

•• n gegeven ZIJn. 

Tabel 3.8.2 

Enkele ontwikkelingscoefficienten 

' ' ' 
Uo U1 U-i 

I 

V1 ck I 
' I - i -~ -- -·-------- --·--~--- -·-· ~ ----·· ·----

l'1 0,094 0,017 0,154 0,239 
C2 0,014 0,016 0,022 0,036 
('3 0,006 0,004 0,010 0,016 
{.' 4 0,002 0,003 0,003 0,005 
C5 ' 0,001 0,001 0,002 0,004 

De integralen in het rechterlid van (10) kunnen in elementaire functies uitgedrukt worden en zijn 
aldus gemakkelijk te berekenen. Schrijven we naar analogie van (2) 

g/10 C (.¥, 0)- ( (0,0) = C0 U0 + C1U1 + C2U2 + D0 V0 -+ D 1 V1 + D 2 V2 , (11) 

dan kan tabel 3.8.3 samengesteld worden. 

Tabel 3.8.3 

De coefficienten van de relatieve verhoging aan de zuidkust bij het model met exponentiele diepte 
. ·--

8x/n Co C1 C2 Do n. D2 
-

0 0 0 0 0 0 0 
I 0,37 0,33 0,36 0 0,05 0 
? 0,70 0,54 0,66 0 0,21 0 -
3 1,02 0,66 0,93 0 0,40 0 
4 1,33 0,69 1,21 0 0,62 0 
5 1,63 0,64 1,46 0 0,86 0 
6 1,93 0,52 1,73 0 1,06 0 
7 2,24 0,29 1,99 0 1,31 0 
8 2,59 0,04 2,33 0 1,40 0 
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Voor de absolute verhoging in het hoekpunt (0,0) geldt de uitdrukking (26) van 3.5 of kortheids­
halve 

gh0 C (0,0) = I + II + III, (12) 

waarbij 
I - e-2r:1.b 

I ~- - ------·- V -+--
2C( I ' 

b 

0 

00 
-1 n 

II= Cn 
....._fln -+ C( 

I en 
00 

III 
n = - e-2cxb -- dn. 

..,__.Jln Cl.. 
I 

Noch de berekening van I, noch die van II geeft moeilijkheden. De berekening van III berust op 
de bepaling van de coefficienten dn. Deze is uitgevoerd op analoge wijze als in 4.6, zodat we op deze 
plaats van een gedetailleerde bespreking afzien. We merken hierbij op, dat bij de numerieke berekening 
van III veel gemak is ondervonden van de asymptotische ontwikkeling (24) van 3.6. De resultaten va11 
deze berekeningen zijn weergegeven in tabel 3.8.4. We zien hieruit, dat de bijdrage van de term III 
zeer klein is. 

Tabel 3.8.4 
De coefficienten van de absolute verhoging in het hoekpunt (0,0) 

bij het model met exponentiele diepte 

• Vo U1 U2 Vi 
I 
I 

I 
I 0,58 I 0,34 0,67 1,68 
II 0,10 0,04 0,17 0,26 

III 0,01 0,01 0,01 0,05 
. 

Hieruit volgt dus met gebruikmaking van (12): 

-gh0 C (0,0) = 0,49 U0 + 0,31 U1 + 0,49 U2 + 3, 17 V0 + 1,99 V1 + 2,04 V2, 

waarin de bijdrage van de componenten V0 en V2 opgenomen is. 

(13) 

Uit tabel 3.8.3 en formule (13) volgt de absolute verhoging in de overige punten aan de zuidkust. 
In tabel 3.8.5 geven we de absolute verhoging volgens 

ghm C(x, 0) = C0 U0 + C1 U1 + C2 U2 + D 0 V0 + D1 V1 + D 2 V2• (14) 

8x/n 
C 

0 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Tabel 3.8.5 

De coefficienten van de absolute verhoging aan de zuidkust 
bij het model met exponentiele diepte 

- -·---- ... -

Co C1 c.) 
~ Do D1 

-

0,97 0,61 0,97 6,28 3,95 
0,24 0,04 0,26 6,28 3,85 
0,42 0,46 0,34 6,28 3,53 
1,05 0,69 0,88 6,28 3, 15 
1,67 0,71 1,43 6,28 2,72 
2,26 0,65 1,92 6,28 2,24 
2,86 0,42 2,46 6,28 1,84 
3,47 0,04 2,97 6,28 1,35 
4,16 0,69 3,65 6,28 1,17 

Een grafische illustratie van tabel 3.8.5 wordt gegeven in figuur 3.8.1 

D2 

4,04 
4,04 
4,04 
4,04 
4,04 
4,04 
4,04 
4,04 
4,04 
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Figuur 3.8.1. De absolute verhoging aan de zuidkust ten gevolge van een lineair wind veld bij het model met exponentiele 
diepte · 
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3.8.3 Het model zonder aardrotatie 

De relatieve verhoging aan de zuidkust volgt uit (14) van 3. 7 of, met weglating van de ordeterm: 

t (I_ I '7Tx2 - _I ,~a ----- h 2 Jt,. 3 -~ 

CX) 
--7 /1,n-rx 
--- c·ri (1 - cos n.,~), 

I. J n 
1 

( I 5) 

waarbij Cn door ( 11) van 3. 7 bepaald is. Hieruit kan de met de tabellen 3.8.1 en 3.8.3 overeenkomende 
tabel 3.8.6 afgeleid worden. 

Tabel 3.8.6 
De coefficienten van de relatieve verhoging aan de zuidkust bij het model zonder aardrotatie 

--·------
8x/n 

··-----:-------
0 
I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

0 
0,3 
0,6 
0,9 
1,2 
1,5 
1,8 
2,2 
2,5 

-

I 

6 
8 
8 
8 

I 

8 I 
8 

I 

0 
6 

-

C1 c., ... 

0 0 
0,32 0,35 
0,54 0,63 
0,67 0,88 
0,71 1, 14 
0,67 1,40 
0,54 l,65 
0,32 l,93 
0 2,28 

-- -

~ .. -
I 

Do I D1 D2 I 

0 0 0 
0 0,09 0 
0 0,27 0 
0 0,50 0 
0 0,75 0 
0 l,00 0 
0 1,23 0 
0 1,41 0 
0 1,50 0 

' I - ·-•--◄ 

De absolute verhoging volgt het eenvoudigst uit formule (16) van 3. I namelijk 

gh0 C (in, 0) = 0,26 U1 - 3,17 V0 - 2,04 V2 , (16) 

waarbij weer de bijdrage van de componenten V0 en V2 opgenomen is. In (5) van 3.1 is bet aequivalent 
van deze uitdrukking met de factor ghm gegeven. 

Indien zowel Q = 0 als a = 0 geeft formule (16) van 3. 7 het resultaat: 

gh1n ( (½n, 0) = 0,26 U1 - 6,28 V0 - 3, 14 V2 • (17) 

4.0 NIET-STATIONAIRE WINDEFFECTEN IN EEN RECHTHOEKIGE BAAi 

4.1 lnleiding 

In dit hoofdstuk beschouwen we een mathematisch model voor het gedrag van de Noordzee bij 
een storm. De Noordzee wordt hierbij voorgesteld door een rechthoekige baai, welke aan drie zijden 
door kusten begrensd is en aan de vierde zijde in een oceaan overgaat. In <lit model nemen we aan, 
dat de baai overal dezelfde diepte heeft (vgl. 1.1 ). Evenals in 3.0 denken we de lengteas van de baai 
gemakshalve noord-zuid gericht. De zuidelijke zijde van de rechthoek correspondeert dan met o.a. 
de Nederlandse kust en het midden van deze zijde komt dan ruwweg overeen met de positie van Den 
Helder. Een storm wordt beschreven door een gegeven schuifspanning ( U, V) aan het wateropper­
vlak, welke van de plaats (x, y) en de tijd t kan afhangen. 

De wiskundige behandeling betreft aanvankelijk dit algemene geval en wordt later nader uitgewerkt 
voor het geval van een uniforme wind in noord-zuid-richting, namelijk: 

U=O V= V(t). (1) 

Bij de numerieke toepassing hebben we getracht zo goed mogelijk aan de fysische gegevens van 
de Noordzee aan te sluiten (vgl. 3.1). Deze toepassing is niet zozeer het doel van het onderzoek dan 
wel een illustratie van de wiskundige methode. I.n het bijzonder hebben wij een aantal expliciete resul­
taten verkregen in de volgende eenvoudige gevallen: 

exponentieel windveld U = 0, V = - 0,27 (e 0, 121 - 0,2 e 0,18t), 

sprong-windveld U = 0, V = - 1 

sinuswindveld U = O:; V = - sin 0, 1 t 

(t > 0), 

(t > 0). 

(2) 

(3) 

(4) 
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In al deze gevallen is in het bijzonder het verloop van de verhoging in het midden van de zuidkust 
berekend en is hierbij de invloed van de draaiing van de aarde (.fJ) en de wrijvi11gsconstante (A) nagegaan. 
De resultaten zijn weergegeven in de figuren 4.10.1, 4.10.3 en 4. 10.4. Voor l1et geval van ee11 exponen­
tieel windveld is in figuur 4.10.2 een aantal momentopnamen van de rechthoekige baai gegeven. 
waarbij telkens enige niveaulijnen geschetst zijn. Opmerkelijk is, dat reeds bij dit zeer eenvoudige model 
van een windveld althans kwalitatief het werkelijk verloop van de niveaulijnen goed weergegeven wordt. 
De in deze grafieken en de bijbehorende tabellen gegeven getallen betreffen dimensieloze groot­
heden. Hierbij staat de tij d in eenheden van ongeveer 1,4 uur en de lengte in eenheden van ongeveer 
127 km. De windvelden zijn zodanig genormeerd, dat bij de bovengenoemde drie gevallen de maximaal 
optredende windsnelheid Vs dezelf de is. Om uit de voor de verhoging C gegeven getallen een resultaat 
in meters af te leiden, moeten deze getallen met een van Vs kwadratisch afhankelijke factor vermenig­
vuldigd worden, welke voor enkele gevallen in tabel 4.10.1 gegeven is. 

In <lit hoof dstuk zijn de middelen aangegeven om de numerieke toepassingen naar believen ui t 
te breiden. Het spreekt vanzelf, dat de op grond van de hier gegeven numerieke toepassingen te trekken 
conclusies met voorzichtigheid dienen te worden beschouwd. Zoals reeds in 1.1 is uiteengezet, ver­
schaffen de gevonden resultaten ons slechts een globaal inzicht in de waterbeweging van de Noordzee. 

De uitkomsten van deze studie geven aanleiding tot de volgende conclusies: 

1. De invloed van de aardrotatie Q uit zich hoof dzakelij k in een oost-west-scheefheid van bet water­
oppervlak. Deze scheefheid is aan de zuidkust zeer gering en neemt in noordelijke richting toe tot 
dicht bij de oceaan. Voorts bewerkstelligt Q aan de zuidkust een verlaging van de maximale op-

• • waa11ng. 

2. Bij een plotseling opstekende storm (sprong-windveld) neemt de verhoging aan de zuidkust snel toe, 
zodat na ongeveer 12 uur de verhoging reeds 90°;~ van de stationaire opwaaiing bedraagt. 

3. Bij een storm van het sinustype kan de verhoging aan de zuidkust redelijk beschreven worden door 
de bij de windsterkte van het ogenblik behorende stationaire verhoging, welke een zekere vaste 
tijd later zou optreden. 

4. Bij een storm van bet sinustype kan de verhoging aan de zuidkust opgevat warden als de som van 
de kwasi-stationaire opwaaiing (opgedrongen slingering) en een van de laagste negatief-reele 
eigenwaarde af komstige dempingsterm. 

In <lit hoof dstuk warden de volgende pun ten behandeld: 

In 4.2 wordt het probleem mathematisch beschreven met behulp van de vereenvoudigde hydro­
dynamische vergelijkingen voor de stroom (u, v) en de verhoging C. Met behulp van een Laplace­
transformatie wordt de tijd hieruit verwijderd. Eliminatie van de stroom leidt tot een Helmholtzverge­
lijking voor t, de Laplace-getransformeerde van de verhoging, met ee11 gemengde randvoorwaarde. 
Dit probleem kan teruggebracht worden tot een probleem van Green. Aangezien voor een rechthoekige 
baai de f unctie van Green niet op expliciete wijze kan warden bepaald, terwijl dit voor een oneindig 
lange strook wel mogelijk is, wordt ter oplossing van het gestelde probleem de volgende weg inge­
slagen. 

Met behulp van de functie van Green voor een oneindig lange strook, welke in 4.3 bepaald wordt, 
is het mogelijk de Laplace-getransformeerde van de verhoging ~0 in de strook te vinden. De Laplace­
getransf ormeerde van de verhoging C in de rechthoekige baai schrijven we als 

t (x, y, p) = to (x, y, p) + t1 (x, y, p) (5) 

De functie C1 is een lineaire combinatie van vrije bewegingen in de strook, namelijk twee Kelvin­
go lven en twee stelsels Poincaregolven. 

In 4.4 wordt deze methode nader uitgewerkt voor het uniforme windveld (1). In dit geval kan t 0 

gemakkelijk rechtstreeks bepaald worden. De coefficienten Aj en B1 (j = 0, 1, 2 ... ) van de Kelvin- en 
Poincaregolven, waaruit t1 samengesteld is, kunnen met behulp van de randvoorwaarde aan de zuide­
lijke ra11d (kustvoorwaarde) en die aan de noordelijke rand (oceaanvoorwaarde) bepaald worde11. 

De kustvoorwaarde wordt besproken in 4.5 en leidt tot een stelsel lineaire betrekkingen I. 
De oceaanvoorwaarde wordt besproken in 4.6 en leidt tot een soortgelijk stelsel II. Het probleem 

is nu teruggebracht tot de bepaling van de coefficienten uit I en II, waarna nog een inverse Laplace .. 
transf ormatie moet warden uitgevoerd. 
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Voor kleine waarden van Q zijn deze stelsels in 4.8 opgelost. Dit leidt o.a. tot een eenvoudige be­
naderde uitdrukking voor t aan de zuidkust (zie (12) van 4.8). Het blijkt hierbij, dat op de lengteas 
van de baai de invloed van f) een effect van de tweede orde is, zodat er in eerste instantie een symme­
trische scheefheid van de zeespiegel om deze as ontstaat. Het limietgeval Q == 0, dat van eenvoudige 
aard is., is zelfstandig in 4. 7 behandeld. Voor de toepassing op de Noordzee heeft dit slechts enige 
kwalitatieve betekenis omdat de coefficient van Coriolis voor de Noordzee eerder groat dan klein ge­
noemd kan worden. 

In 4.9 wordt daarom een benadering afgeleid als Q > > p. Hoewel een mathematisch streng 
bewijs ontbreekt .. lijkt de veronderstelling gewettigd, dat met deze benadering, na de inverse Laplace­
transf ormatie, een resultaat wordt verkregen, dat de toestand gedurende en na het hoogtepunt van 
de storm goed beschrijft. 

In 4.10.1. wordt een numerieke toepassing gegeven voor het exponentiele windveld (2). In dit geval 
zijn de stelsels I en II exact opgelost. Aangezien hierbij de inverse Laplace-transf ormatie niet uitgevoerd 
behoeft te worden, zijn de uiteindelijk verkregen numerieke resultaten voor C (x, y, t) eveneens exact. 

In 4.10.2 en 4.10.3 waarbij respectievelijk de windvelden (3) en ( 4) behandeld warden, is gebruik 
gemaakt van de in 4.9 afgeleide benadering voor C in het midden van de zuidkust. Met behulp van een 
inverse Laplace-transf ormatie, we Ike hier onontbeerlijk is, zijn de bovenbeschreven numerieke resul­
taten afgeleid. 

4.2 Probleemstelling 

De mathematische beschrijving van het rechthoekige Noordzeemodel wordt gegeven door diffe­
rentiaalvergelijkingen (6) en (7) van 2.2, namelijk 

ox ay at 

met de randvoorwaarden 

u=O 

V=O 

=0 

voor x = 0 

voor y = 0 

voor y = b. 

V 

en x = a 

\ 
' 
! 

(I) 

' 

I 

(2) 

Het verband tussen de componenten U, V van de windkracht en de windsnelheid aan het zeeopper­
vlak is volgens (3) en (5) van 2.2: 

vu2 + V2 = k(!a Vs2• 

(! (3) 

Bij het hier beschouwde model kunnen met voordeel op de volgende wijze dimensieloze groot­
heden worden ingevoerd: 

(x, y) > n-1 a (x, y) 

(u, v) >- he (u, v) C · > hC (4) 
(U, V) ~> na-1 hc2 (U, V) b > n·-1 ab. 

Aangezien we voortaan uitsluitend dimensieloze grootheden zullen gebruiken, voeren we hiervoor 
geen aparte notatie in. Substitutie van de dimensieloze grootheden (4) in (1) en (2) geeft de differentiaal-­
vergelijkingen 
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8( 
i, -+- [Ju --+- - =-= V 

' 8 },' 
• 

OU ov 8( 
--+- - + ~t = 0, ox OJ,' u 

en de randvoorwaarden 

u=O 
v=O 

=0 

voor x == 0 
voor y = 0 
voor y = b 

en x = 

De betrekking (3) wordt met dimensieloze U en V: 

h 2 v.~ 
7t() C 

In de numerieke toepassing nemen we: 

Voorts is: 

a =400 km 
b = 800 km 
h = 65 m C 

0,43 h-1 

0,09 h-1 

= 91 km/h. 

(!a/(! = 1,21 . 10-3 en k = 0,0025. 

(5) 

(6) 

(7) 

Substitutie van deze getallenwaarden in ( 4) geeft o.a. een tijdschaal van 1,4 uur. De numerieke 
grootte van de in (5) en (6) optredende dimensieloze constanten is met een geringe afronding: 

Q = 0,6 l = 0,12 b = 2n. (8) 

De betrekking (7) wordt met bovenstaande getallen: 

VU2 + V 2 === 0,93. lQ-5 Vs2 , (9) 

indien v8 in m/sec wordt gemeten. 
De eerste stap tot de oplossing van bet stelsel (5) met de randvoorwaarden (6) bestaat uit de elimi­

natie van de tijdvariabele met behulp van de Laplace-transf ormatie (8) van 2.2: 
00 

_ def 
, (x, y, p) = e-Pt C (x, y, t) dt enz. (10) 

0 

De vergelij kin gen ( 5) gaan over in: 

(p + 1) u-

== V (11) 

= 0 .. 
I 

Eliminatie van ft en v leidt in overeenstemming met (11) van 2.2 tot de inhomogene Helmholtz­
vergelijking: 

(LJ - u 2) C = F(x,y, p), (12) 
met 

-
F(x,y,p) = 

av au 
(13) 
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• waar1n 

en 

def Q 
tg y ·--·-· p · t .l. 

U it de eerste twee vergelij kingen van ( 11) volgt: 
- -81~ 8( 

p-1 x2 u ~= - ~ ·+- tg y - -+· ( 0 -t- t g y V) o~X" oy 

ov -

Hieruit vloeien de volgende randvoorwaarden voort (vgl. ( 14) van 2.2): 

~ /:;:. ~;::. 
U½, u, - I 

r, ·+· t g y 
O 

-~ U -1- t g y V 
ox y 

voor .x = 0 en x = 

-a, 
-oy 

at -
tg y 0~" = V - tg y U voor y = 0 

De oceaanvoorwaarde is eenvoudig (vgl. ( 13) van 2.2): 

t = 0. 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

Uit (12) en hetzij (15), hetzij (16) kan een inhomogene Helmholtzvergelijking voor u en v afgeleid 
worden, namelij k 

(L1 - x2) v = F2 (x, y, p), (20) 
waarbij 

80_8V 
oy ax -p(D+tgyV) (21) 

en 
-_ 8 8V 

F2 (x, y, p) = (p + }.)-1 -ox ox 
au 

- oy 
-p (V- tgy 0). (22) 

De vergelijkingen (I 1) kunnen ook op andere wijze ontstaan. lndien men namelijk een oplossing 
zoekt, waarbij de afhankelijkheid van de tijd uitsluitend bestaat in een exponentiele factor exp(pt), 
dan kan men stellen: 

C (x, y, t) = t (x, y, p) ePt, (23) 

en overeenkomstig voor u, v, U en V. Substitutie in (5) leidt aldus tot het stelsel (I 1 ). Op deze wijze 
kan voor (12) met de randvoorwaarden (17), (18) en (1.9) een aantal particuliere oplossingen ge­
vonden worden, welke niet meer aan ee11 inverse Laplace-transf ormatie onderworpen moeten warden. 
Daar bij deze methode ook U en V de factor exp(pt) bevatten, kan slechts voor zeer speciale wind­
velden een oplossing verkregen warden. In 4.10.1 zal hierop nader worden ingegaan. 

Zoals in 2.0 besproken is en zoals in het bijzonder in 2.3 nader uiteengezet is, vereist de algemene 
oplossing van het probleem (12) met de randvoorwaarden (17), (18) en (19) de voorafgaande oplossing 
van het probleem van Green. In enkele bijzondere gevallen, met name bij een uniform windveld is een 
meer rechtstreekse oplossingsmethode mogelijk en kunnen we het probleem van Green buiten beschou­
wing laten. In 4.4 zullen we hierop nader terugkomen. 

Het is echter niet mogelijk gebleken om voor de rechthoek O < x < n, 0 < y < b het probleern 
van Green expliciet op te Iossen. Het lukt wel voor de oneindig lange strook O < x < n, - oo < y < oo 
(vgl. 2.4) met de gehomogeniseerde randvoorwaarden ( I 7). Het betreffende probleem van Green zal in 
de volgende paragraaf opgelost worden. Met behulp van de gevonden f unctie van Green kan het pro­
bleem (12) met de inhomogene randvoorwaarden (17) zonder moeite opgelost worden. We noemen de -
gevonden oplossing , 0 (x, y, p). De oplossing van het probleem (12) voor de rechthoek schrijven we 
in de vorm: 

C (x, Y, p) = to (x, Y, p) + t1 (x, y, p). (24) 
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-
De functie C1 (x, y, p) voldoet dus aan een homogene vergelijking van Helmholtz en aan homogene 

randvoorwaarden bij x = 0 en x · n en kan derhalve opgebouwd worden uit de bij de oneindig lange 
strook behorende Kelvin- en Poincaregolven. Zijn A 0 en B0 de coefficienten van de op- en neergaande 
Kelvingolf en A1 en Bi (j = 1, 2, 3 ... ) die van de Poincaregolven, dan leidt de kustvoorwaarde (18) 
tot lineaire betrekkingen van het type 

Ai= <1>1 (Bo, B1, B2 ••• ) j =::: 0, 1, 2... (25) 

en de oceaanvoorwaarde (19) tot lineaire betrekkingen van het type 

B1 = Pi (Ao, A1 , A 2 ••• ) j = 0, I, 2 ... (26) 

De coefficienten kunnen uit deze twee stelsels betrekkingen, bijvoorbeeld met behulp van een 
iteratieve methode, opgelost warden. We merken nog op <lat~ indien b groat is, de betrekkingen (25) 
en (26) overgaan in 

A1 = <1>1 (B0) + 0 (e-b) (27) 
en 

voor j = 0, 1, 2 .... In de toepassing op de Noordzee is de ordeterm O (e-b) verwaarloosbaar. 

4.3 Probleem van Green 

(28) 

Het in de voorafgaande paragraaf genoemde probleem van Green voor de oneindige strook 
0 < x < n luidt expliciet 1): 

(L1 - x2) G (x, y, i;, 17, y) = - o (x-~) (y-r;) ( l) 

voor x = 0 en x == n. (2) 

Voorts verlangen we, dat voor I y I >- CX) de functie van Green van de orde O (exp - s I y I ) is, 
waarbij B een willekeurig kleine positieve constante is. 

Uit de stelling van Green volgt gemakkelijk de symmetriebetrekking 

G (x, y, ;, 'YJ, y) = G (?, 'YJ, x, y, -y). (3) 

Zodra G bekend is, volgt t 0 (x, y) weer met behulp van dezelfde stelling van Green, nl. 

waarbij 

CX) n 
-
Co (x, y) = - G (x, y, i;, YJ, y) Ji·(~, 17) d~ d17 + 

-00 0 
00 

G (x, y, 0, YJ, y) f (O, 11) dn + 
-00 

/(x,y) = O(x,y) + tgy V(x,y). 

CX) 

G (x, y, n, rJ, y) / ( :n:, rJ) drJ, 
-00 

Substitutie van (13) van 4.2 en partiele integratie geeft een wat eenvoudiger uitdrukking, nl.: 
CX) n 

- - 8 8 
Co (x, .Y) == -tgy-

or; 
-(X) 0 

(4) 

(5) 

We zullen hier G niet systematisch afleiden, maar op de volgende enigszins heuristische wijze ee11 
bruikbare voorstelling van G aangeven. 

De bij (I) en (2) behorende Kelvingolven hebben de gedaante: 

exp ± (sx - qy). (6) 

De bij (1) en (2) behorende Poincaregolven hebben de gedaante: 

(sin nx + 0n cos nx) e VnY n = I, 2 .. . 

(sin nx - 0 cos nx) e"'nY n = 1, 2 ... , 
(7) 

1 ) Voor dit gebruik van de deltafunctie vergelijke men (23] en [24] Ch 7. 
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waarbij 

•) 2 t 2 'II ... ... ... fl . .. ~ ... ,,, -n --.. -·., '1,,.- en 
11 (p -+-- Ji.) 

01i ~c .. ·c • • 

1'n£2 
(8) 

In verband met ( 3) pro beren we G als vol gt voor te stellen: , 

'-G =:: C e·s (.\' ¼-- .; ----- n) -- q <.v - 1Jl ---t 

CX) 
V ( - 1']) t J; C n (sin fl.X f en cos nx) (sin ng -+- On cos ni;) e- n .. Y voor .}' > YJ (9) 

n c..-:: l 

en 

G =~~;:: C e- .-; <-'-' + ~ - n> t- q <Y - 11) -+-

00 

·t L Cn. (sin nrx - Ori cos 11.x) (si11 ni; - eri cos n~) e- Vn (1'}-Y) voor y < r; (IO) 
n "::. 1 

De continu1teit van G bij J' -= ·,7 vereist 

00 

C sh .s ( x · t - ~ - n) -t- .I: 0 n C n sin n ( x f- ~) ::= 0, ( 11) 
n=l 

zodat 

f) C ··- 2n sh .. 'in C 
n · n --- • 

n (n2 + s 2) 
(12) 

We controleren nu of met deze coefficienten Cn en een geschikt gekozen C aan (1) voldaan wordt. 
Substitutie van (9) en (IO) in (1) geeft met toepassing van differentiatie in gegeneraliseerde zin (zie [23] 
ch 2 en 5): 

• 

(Lt - ,5 (y -11) = 

CX) 

- 2qC ch s (x -+- ! - n) - 2 l: i 1nCn (sin nx sin n~ + 0n2 cos nx cos n~) t5 (y- 17). 
n=l 

Daar door differentiatie uit (11) volgt, dat 

CX) 

2qC ch s (x -+- t - n) -+- 2 .E Vn0n 2Cn cos n (x + t) = 0 
n=l 

leidt de bovenstaande substitutie tot het rechterlid: 

00 

- 2x2s-2 .E (n2 + s2) vn-1 Cn sin nx sin n~ o (y- rJ). 
n=l 

Met behulp van (12) wordt <lit: 

_ 4x2 sh sn C 
npQ 

Het blijkt dus, dat voor 

pQ 
C=----

2x2 sh sn 

00 

E sin nx sin n~ o (y-n) = - ----
n=t 

aan alle eisen voldaan is. Uit (12) volgt dan: 

- ~) ,5 (y - rJ). 

(13) 

(14) 
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Substitutie van (13) en (14) in (9) en (10) geeft de expliciete uitdrukki11g: 

pf) , 
G (x, y, ~' 17, y) = ----- ecr { s (x-t• ~ --- n> ---q (y - -- >-1> .. 1 2u2 sh sn 

s2 oo 'V;n • 

JrX n = I n - 5' 
( 15) 

waarbij 

a - sgn (y-
I Y-111 

4.4 Oplossing voor een uniform wind veld 

lndien het windveld uniform is, d.w.z. niet van de plaats afha11gt, is het niet nodig van de in de 
vorige paragraaf afgeleide functie van Green gebruik te maken. We kunnen namelijk op eenvoudige 
wijze rechtstreeks het probleem voor een oneindig lange strook oplossen. We beschouwen in het bij­
zonder het unif orme windveld 

U=O 
V = V(t). 

(1) 

Het probleem (12) van 4.2 met de randvoorwaarden (17), (18) en (19) van 4.2 vereenvoudigt zich 
met (1) tot 

-x2 t = 0 

x = 0 en 

voor y --- 0, 

t=O voor 

~X = Jr, 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Bij de oplossing t 0 van dit probleem voor de oneindig lange strook O < x < n, waarbij alleen de 
randvoorwaarden (3) gelden, mogen we veronderstellen, dat ( 0 alleen van ~X- afhangt. Men verifieert 
gemakkelijk, dat aan (2) en (3) voldaan wordt door 

en 

- _ tgy sh x (½n - x) V. Co (x) =:: 
x ch !xn -

Uit ( 15) en ( 16) van 4.2 volgt dan voor de componenten van de totale stroom: 

_ ch x (½n ~x-) V 
ch ½""n " 

p 
2 

ch x (½n - x) 
v0 (x) = 1 -t- tg y x 2 · ch !-x:n ... 

V. 

In overeenstemming met (24) van 4.2 stellen we nu: 

ii= u0 (x) + u1 (x,y) 

v = v0 (x) + v1 (x, y) 

C = Co (x) + C1 (x, Y ), 

(6) 

(7) 

(8) 

• 

(9) 

waarbij u1, v1 en ( 1 lineaire combinaties van Kelvin- en Poincaregolven zijn. Voor ~1 zijn deze vrije 
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golfbewegingen door (6) en (7) van 4.3 gegeven. Met behulp hiervan en met de overeenkomstige vormen 
voor u1 en v1 stellen we: 

waarbij 

00 

u1 (x, y) . !)-1 I: n-1 v,i-1 (n2 -+- s2 ) An sin nx e 'VnY -t-

00 
-!)·-1 .I: ,1-1 V1i-1 (n2 ,t- s2) Bn sin nx e- 1'ti<b .v>, 

n '""' I 

v1 (x, y_) -,:;;:: s !,J--1 A0 ch (.s· (x-½n) - qJ,') + s !J-1 B0 sh (J' (x-½n) - qJ1 ) +· 
00 

-+- !)- 1 ,E An (cos n.,x- ·-t- an sin nx) e VnY + 
n=l 

00 

·t- f)-1 .E Bn (cos nx - a.n sin nx) e-vn (b-y>, 

n "'"' 1 

~ 1 (.x-, y) = A 0 sh (s (x-½n) - qy) + B0 ch (s (x-½n) - qy) --+-· 

def pQ 
<Xn 

n11n 
• 

00 

-+- E n-1 An (sin nx ··+- 0n cos nx) e V;tY ·1-
n= l 

00 
+ E n-1 Bn (sin nx - 0n cos nx) e-Pn(b-.v>, 

n-l 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Ten slotte moet aan de randvoorwaarden bij y = 0 en y = b voldaan worden. De kustvoorwaarde 
(4) geeft met behulp van (11): 

sA 0 ch s (x-½n) + sB0 sh s (x-½n) + 
00 

+ E An (cos nx + a.n sin nx) + Q v0 (x) + 0 (e-b) -- 0, ( 14) 
n=l 

waarbij de ordeterm O (e-b) de bijdrage vormt van de termen met de coeffi.cienten Bn, n = I, 2, 3 ... , 
d.w.z. de Poincaregolven bij de oceaan. Voor voldoend grote b kan deze bijdrage verwaarloosd worden. 
Deze voorwaarde zal in 4. 5 nader bestudeerd worden. 

De oceaanvoorwaarde (5) geeft met behulp van (12): 

A0 sh (s (x-½n) - qb) + B0 ch (s (x-½n) - qb) + 
CX) 

+ £ n-1 Bn (sin nx - 0n cos nx) + to (x) + 0 (e-b) = 0, (15) 
n=l 

waarbij de ordeterm O (e-b) de bijdrage vormt van de Poincaregolven bij de kust y -- 0. Ook deze term 
kan voor voldoend grote b verwaarloosd worden. Deze voorwaarde zal in 4.6 behandeld worden. 

In de navolgende behandeling zullen we P = - 1 kiezen, hetgeen zonder verlies van algemeenheid 
mogelijk is. Deze keuze komt overeen met het windveld: 

U =0 
V = - o (t), 

d.w.z. een windstoot uit noordelijke richti11g op het tijdstip t = 0. 

4.5 Kustvoorwaarde 

De voorwaarde (14) van 4.4 leidt tot een stelsel lineaire vergelijkingen van de vorm (25) of (27) 
van 4.2. In verband met het feit, dat tt.n = 0 (n-2) voor n > oo kan een dergelijk stelsel gemakkelijk 
warden verkregen door het linkerlid van (14) van 4.4 in het interval (0, n) in een cosinusreeks te ont­
wikkelen en de coefficienten hiervan gelijk aan nul te stellen. We voeren eerst de volgende notaties in: 



= 2n-1 cos mx e-s·(.x·-in> dx 
0 

n 
.l 1

rn1, = 2n-1 cos mx sin n~"< d_'( 
0 

=- 2n-1 cos mx v0 (x) d:r:. 
0 

voor m = 0, 1, 2 .... 

175 

Men leidt gemakkelijk de volgende formules af: 

m even Sm = 4n-1 s (m2 + s2)-1 sh tsn 
m oneven Sm = 4n-1 s (m2 + s2)-1 ch ts:n 

m + n even I' mn = 0 
m + n OTieVeTI I' mn 4n-l n (n2 - ,n2)-1 

m 

m 

even 
Vo 

Vm 

oneven Vm 

= - 2p x-2 (1 + tg 2y (½xn)-1 th ½xn) 

= - 2p (m2 + x2)-1 tg 2y (½"'n)-1 th ½xn 
= 0. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Vermenigvuldigen we nu beide leden van (14) van 4.4 met cos mx (m = 0, 1, 2 ... ) en integreren 
we tussen O en n, dan vinden we bij verwaarlozing van de ordeterm: 

s0sA 0 = - Q v0 - .E1 I'on Cl.n An 

m even Am = - SmSAo-Q Vm - El I' mn Cl.n An (7) 

m oneven Am = SmSBo - E2 I' mn Cl.n An, 

waarbij, zowel hier als later, .E1 een sommatie over oneven indices 1, 3, 5 ... en .E2 een over even 
indices 2, 4, 6 ... voorstelt. Uit het stelsel (7) kunnen de coefficienten An (n = 0, 1, 2 ... ) vrij gemakke­
lijk met behulp van een iteratief proces in B0 uitgedrukt worden. Aldus leidt (7) tot een stelsel van de 
vorm (28) van 4.2. 

We kunnen de betrekking (14) van 4.4 ook als volgt schrijven: 
00 

.E An cos nx = r:,. (x). (8) 
n=l 

Daarbij is, wederom met weglating van de ordeterm 
00 

- a (x) = sA 0 ch s (x-,½n) + sB0 sh s (x-½n) + .E cx.nAn sin nx + £Jv0 (x). (9) 
n=l 

Uit (8) volgt de asymptotische voorstelling van An: 

An = - 2n-1 a' (0) + (- l)n-1 ex' (n) n-2 + 0 (n-4 ). (10) 

We schrijven dit in de volgende vorm: 

A A , + (- J)n-1 A'' n-2. n~ ( 11) 

De betekenis van dit resultaat met betrekking tot het gedrag van u, v en t in de hoekpunten (0, 0) 
en (n, 0) volgt door beschouwing van de reeksen met de coefficienten An in (10), (I 1) en (12) van 4.4. 
Zonder moeite zien we, dat u, v en t daar continu zijn. 

4.6 Oceaanvoorwaarde 

De voorwaarde ( 15) van 4.4 leidt tot een soortgelijk stelsel lineaire vergelijkingen als de kust­
voorwaarde (14) van 4.4. Het dan verkregen stelsel is van de vorm (26) of (28) van 4.2. We herhalen nog 
even de voorwaarde ( 15) van 4.4. Met weglating van de ordeterm is 

• waar1n 

00 

.E n-1 Bn (sin nx - 0n cos nx) = <p (x), 
n=l 

- rp (x) = A 0 sh (s (x-½n) - qb) + B0 ch (s (x-½n) - qb) + t 0 (x). 

(1) 

(2) 
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resultaten zullen hieronder zonder bewijs medegedeeld worden. We merken eerst nog op, dat voor 

waarbij 
0 :~~ (p --t A)/ Q - cotgy. 

(3) 

(4) 

De eigenschappen van de ontwikkeling (1) zijn daarom sterk verwant aan die van de eenvoudiger 

t)r1 t wikkeling 
co . 
1, bn (sin nx - 0 cos nx) = fJ (x), 0< X < n. 

We zullen ons eerst met deze reeksontwikkeling bezighouden. 
De ontwikkeling (5) is eenduidig en de coefficient bn heeft voor n >- CX> het volgende gedrag: 

b,, ~=: Bn --1 +a +-- (- I )n-1 B' n-1-cx -+- B'' n-a+rx + ... 
waarbij 

Voor B heeft men de expliciete uitdrukking: 
Jt 

B-=----- 1 /3 (x) dx. 
0 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Volgens (6) en (8) convergeert de reeks (5) vrij langzaam, namelijk subharmonisch. Indien B = 0 
is, is de convergentie evenwel van hyperharmonische orde. De functies, aan het stelsel sin nx- 0 cos nx 
met n = 1, 2, ... biorthogonaal toegevoegd, zijn betrekkelijk eenvoudig en bestaan uit een product 
van een trigonometrische som en de factor (tg ½x)a 1• 

Voor ons is slechts de eerste functie van dit biorthogonale stelsel van belang, namelijk, (tg ½x)ix 1 

zelf. Hiervoor geldt: 

n ~ 0 
--- sin n~t - 0 cos nx) (tg ½x)ix- 1 dx =. 

n f-I 
0 

n>l 
n = 0. 

(9) 

Bij deze beschouwingen hebben we ons nog niet uitgelaten over de functie fJ (x). Het is voor de 
meeste gevallen voldoende, dat fJ (x) een in (0, n) continue afgeleide bezit. 

De eigenschappen van de ontwikkeling (I) kunnen we hieruit afleiden, indien we stellen: 
00 

{3 (~~) = cp (x) + 1: (0n-O) bn cos nx. (IO) 
n=l 

In het bijzonder geldt de asymptotische voorstelling (6) nl.: 

B,i = Bnrx -+- (- t)n-1 B'n-et. + B''n-2+r.x + . . . (1 I) 

waarbij B, B', B'' nu andere constanten zijn. 
We zullen nu laten zien, dat het mathematische model vereist, dat B = O is. Dit brengt met zich 

mee, da t aan cp (x) een bepaalde voorwaarde opgelegd wordt, te weten 

.,, (12) 
0 

waarbij ho (x) orthogonaal is ten opzichte van alle functies van het stelsel sin nx-On cos nx, n = 1, 2, .... 
Deze orthogonaliteitsbetrekking leidt dan uiteindelijk tot een lineaire betrekking tussen A en B . 

(0, b) en (n, b) kunnen voorkomen. Uit (12) van 4.4 en (11) volgt, dat voor het hoekpunt (0 b) in lokale 
poolcoordina ten (r, <p )> bepaald door: ' 

X = r COS t:p, 

-t (x, y) = 

y = b - r sin <p, 

1 -+- rx exp i (nre1'P-

(13) 

(14) 
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zodat voor r - > 0: 
-C (x, y) = BI' (e<.) sec }e<.n r rx sin et..<p + O (I). (15) 

Het blijkt dus, dat een oplossing met B =I=- 0 zou leiden tot een discontinuiteit voor tin het hoek­
punt (0, b), hetgeen niet met de fysische realiteit overeenkomt. Derhalve is dus B = 0. Op overeen­
komstige wijze blijken ook u en v in dit hoekpunt nu continu te zijn. We onderzoeken vervolgens het 
hoekpunt (n, b). In lokale poolcoordinaten (r, cp), bepaald door 

x = n-r cos <p, y = b.__, sin rp, ( 16) 

heeft men weer voor r > 0: 
00 

t (x, y) = constante - B' sec ½e<.n E n-1-a exp - i (nre i<p + ½ocn) + 0 (r) = 
n=l 

= constante + B' I' (- oc) sec ½e<.n rr:1. sin ct..cp -t- O (r). (17) 
-

In dit hoekpunt is C dus continu. De afgeleiden van t naar x en y zijn dit echter niet, hetgeen be-
tekent, dat de stroming in dit punt discontinu is. Hieraan valt niets meer te veranderen en dit feit moet 
dan ook beschouwd warden als inhaerent te zij n aan het gekozen model, te weten een ondiepe zee, 
welke plotseling in een ,,oneindig diepe'' oceaan avergaat. We staan nu vaor de taak, uit (1) een stelsel 
betrekkingen van het type (26) van 4.2 af te leiden, zoals we dit voar de kustvoorwaarde gedaan hebben. 
Praktisch stuit dit op moeilijkheden in verband met de uit (l I) voartvloeiende Iangzame convergentie. 
In de in dit haofdstuk beschouwde numerieke taepassing is deze moeilijkheid als volgt opgelost. We 
stellen: 

en 
Bn = (- l)n-l B' n a + B'' n 2+a : (- l)n-1 B''' n-2-rx + n En 

0n = 0- en, 

( 18) 

(19) 

waarbij dus En en en als kleine carrecties beschauwd kunnen warden. Daarmee kan (1) geschreven 
warden als: 

waarbij 

B' P (n-x, 1 +ex) + 0 </J (n-x, I +ex) + E' + 
+ B'' P (x, 3-oc) - 0 </J (x, 3-,ct..) + E'' + 
+ B 111 1P (n-x, 3+a) + 0 <P (n-x, 3+a) + E''' + 

()0 

+ .E En (sin nx - Bn cos nx) = <p (x), 
n=l 

00 

<Jj (x, s) def E n-s cos nx, 
n=l 

00 

P (x, s) def .E n-s sin nx, 

E' 

E'' = 

E''' = 

n=l 
00 

.E (-1 )n-1 n-1 -'Y.. en cos nx, 
n=l 

00 

.E n-3+C1. en cos nx, 
n=l 

CX) 

E (- 1)12- 1 n-3-r:1.. Bn cos nx. 
n=l 

(20) 

\ (21) 
/ 
' 

In de praktijk breken we de laatste reeks in het linkerlid van (20) af bij de Je term. Voor x kiezen 
we daarna j + 4 waarden, welke even zavele Iineaire vergelijkingen opleveren. Daaruit kunnen B0 • 

E1• E 2 • •• E1, B', B'', B''' worden bepaald, d.w.z. lineair uitgedrukt in A0 . 

Op het hier beschreven proces zijn nog wel enkele niet essentieel verschillende varianten mogelijk. 
We merken op, dat bij <lit proces de reeksen </Jen P gemakkelijk sommeerbaar zijn en dat de reeksen 
E', E'', E''' vrij snel canvergeren. 

In de te maken numerieke toepassing zullen we j = 3 kiezen, terwijl voor x de volgende waarde11 
gesu bstitueerd zullen worden: 

(22) 
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4. 7 Het bijzondere geval !,J = 0 

In het speciale geval, dat [2 = 0 is, kan een oplossing van het gestelde probleem gemakkelijk la11gs 
directe weg verkregen worden. I11dien evenals in ( I 6) van 4.4: 

U ••··• 0 ~---

luidt de oplossing van ( 12) var1 4.2 met ( 17). ( 18) en ( 19) van 4.2: 

li · .. : 0 

-,, -~·· - - -t' _,___,, --··· 

p ··+- }. 
ch q(b-;,)) 

- --------- . 
ch qb 

~ shq(b-y•) 
i.., =~=:: 

q ch qb 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Vergelijken we dit met de algemene uitdrukkinge11 (10) van 4.4 e.v., dan blijkt gemakkelijk dat 
door specialisatie de bovenstaande t1itdrukkingen afgeleid kunnen worden, indien voor Q > 0 de 
volgende limietovergangen in acht genomen worden: 

An [J··- 1 -> 0 Br1. [J-1 >- 0 voor n > I 

A 0 -➔ q-1 B0 , q-1 th qb. 
(5) 

-
Voor later gebruik geven we nog de waarde van C aan de kust y = 0: 

-C (x, 0, p) = q-1 th qb. (6) 

4.8 Benadering voor kleine Q 

Indien £2 klein is~ kunnen we heel geschikt ii, v en t naar opklimme nde machten van Q ontwikkelen. 
We zullen ons hier alleen met de laagste termen bezighouden. Overigens zijn aan de bepaling van de 
latere termen geen essentiele moeilijkheden verbonden. 

Een oppervlakkige beschouwing van de kustvoorwaarde (14) van 4.4 en de oceaanvoorwaarde 
( I 5) van 4.4 leert al, dat voor [J >- 0: 

A 0 = 0(1) 

n = even A1i = 0 (.Q3) 

n === on even A 11 ~ 0 (.Q2) 

We merken op, dat 

CX·n = pf) (n2 •1·· q2)-· ½ 

v.n = (n2 + q2)½ 

0n = n (p + A) Q-1 (n2 -t- q2)-½ 

Uit ( 4) en (6) va11 4.5 volgt: 

J'0 -- 2 1 + 0 ( [22) 

= 0 (I) 
= 0 (.Q3) 

Bn = 0 (Q2). 

I + 0 (Q2) 

I + 0 (.Q2) 

1 -t- 0 (.Q2) ' 

V0 = - 2 (p + }.)-1 l + 0 (.Q2) • 

(I) 

(2) 

(3) 

Met bel1ulp van deze schattingen volgt uit het stelsel (7) van 4.5 met weglating van de ordeterm 
0 (e-·b): 

A ··- q-1 0 -- 1 +- 0 (.Q2) 

en voor oneven n 

4,_.,.2 
.,4 n __ _:: - B0 1 -t- 0 (Q2) 

nn2 

(4) 

(5) 

We beschouwen vervolgens de oceaanvoorwaarde (I 5) van 4.4. Deze leidt met behulp van boven­
staande schattingen tot: 

00 

Y; (n2 -+- q2)-½ Brt cos nx -- tg y s (x-½n) ch qb - sh qb A0 + 
,., = l 

- tg y s (x-½n) sh qb- ch qb B0 - tg2y q-1 sech ½qn sh q (x-½n) + 0 (Q3) (6) 
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Daar linker- en rechterlid in het i11te1val (0, n) gemiddeld nul zijn, volgt hieruit, dat 

B 0 = q-1 th qb 1 + O (Q2) • 

Voorts kunnen we hieruit gemakkelijk afleiden, dat voor oneven n: 

4 s2 
\ V n2 + q2 I j 
, n- ... q-

Met behulp van (4), (5), (7) en (8) vinden we bijvoorbeeld voor t (.x-, y) uit (6) en (12) van 4.4: 

t (x, y) 
q ch qb 

(7) 

(8) 

sh q (x - ½n) (x - ½n) ch q (b -.v) 
-~ tg y · - - .l .. 

i ch qb 1 

4 cos nx e·- Y v n2 + q2. 
- q th qb 2.,1 - . -t-
n n2 y1 n2 +· q2 

4£ 1 
+ - i 2 h b n ,n c q 

l 
cos nx e 

n2 +· q2 

In het bijzonder volgt hieruit voor x = ½n: 

C··-••"·"'- ! 
(9) 

I 

(10) 

zodat dus de invloed van Q op de waarde van l op de as x = ½n een tweede-orde-ejject is. De invloed 
van de draaiing van de aarde leidt dus in eerste instantie tot een symmetrische scheefheid van de zee­
spiegel om de noord-zuid-as. In f ormulevorm: 

t (x, y) + t (n-x, y) = 2 t (½n, y) + 0 (.Q2) + 0 (e-b). ( 11) 

Voor ons is in het bijzonder de waarde van t van belang aan de kusty = 0. Uit (9) volgt weer: 

-?;, (x, 0) = q-1 th qb + tg y 
sh q (x - ½n) 

-
q ch ½qn 

+ 0 (.fJ2) + 0 (e-b). ( 12) 

4.9 Benadering voor grote Q en kleine p 

In de toepassing op de Noordzee is Q relatief groot, zodat de beschouwingen van de vorige para­
graaf ten hoogste een kwalitatieve betekenis hebben. Ten einde voor grote waarden van Q verder tc 

-kunnen komen, kunnen we verschillende wegen inslaan. We kunnen trachten ii, v, C te ontwikkelen 
voor grote waarden van de Laplace-variabele p. Indien bet gelukt termsgewijze de terugtransf ormatic 
naar de tijd t uit te voeren, vinden we een ontwikkeling voor kleine waarden van t. De betekenis hiervan 
is twijfelachtig, aangezien dit min of meer betekent, dat we het verloop van C (x, y, t) kennen voor 
slechts die waarden van t, waarvoor de storm nog in zijn beginstadium is. Aan de andere kant kunnen 
we u, v, t voor kleine waarden van p ontwikkelen, hetgeen leidt tot de toestand, waarbij de storm al 

-
afgelopen is. We vermoeden <lat we op deze wijze voor een ontwikkeling van u, v,?;, voor matige waarden 
van p toch nog een bruikbaar resultaat vinden. Immers, de schatting van de coefficienten An en B-n, 
welke we hier zullen afleiden, berust in wezen op het feit, dat Q groot is ten opzichte van de combinatie 
p + A. Hierbij is dus het geval ingesloten, dat p zelf klein is. We vermoeden dat hierdoor na de inverse 
Laplace-transformatie een resultaat wordt verkregen, dat de toestand beschrijft waarin de storm op zijn 
hoogtepunt is en ook de toestand daarna. Een exact bewijs daarvoor is echter nog niet gegeven. 

Beschouwen we nog eens het oorspronkelij ke probleem ( 12) van 4.2 enz., dan zien we, <lat t in 
wezen van de twee parameters 0 en u afhangt. Daar 

x2 = s2 (1 + 02), (1) 

11.4-4.9 
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kunnen we ook 0 en s als onafhankelijke parameters beschouwen. We doen nu <lit laatste en we zullen 
hierbij veronderstellen, dat fJ klein ens noch bijzonder groat, noch bijzonder klein is. Aldus is: 

s 2 

n n2 -t s2 

en uit (6) van 4.5 volgt voor even m inclusief m = 0: 

!J Vm - 8 s111,-
1 sech ½sn l -+- 0 (82) • 

Vooruitlopend op een resultaat, dat we straks zullen afleiden, nl.: 

B0 = 0 (0-1), 

volgt nu gemakkelijk uit het stelsel (7) van 4.5: 

A 0 = 0-1 s-1 sech ½sn 1 -t- 0 (0) , 

voor oneven index: 

An = Sn sB0 I + 0 (0) 

en voor even index: 

An=O(l). 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

We beschouwen vervolgens de oceaanvoorwaarde (15) van 4.4. We zullen hierbij uitgaan va11 de 
veronderstelling, dat 0 klein en Ob ( of qb) matig is. Men heeft dan voor 0 - > 0 wederom met weglating 
van de ordeterm O ( e-b): 

00 

:E n-1 Bn (sin nx - 0 cos nx) = /3 (x), 
n=l 

waarbij 
/3 (x) = - A 0 sh s (x-½n) - qb -B0 ch s(x-½n)-qb + 

00 

+ 0-1 s-1 sech ½sn sh s (x-½n) -~ E (Bn-0) n-1 Bn cos nx + 0 (0). 

In 4.6 is gebleken, dat f3 (x) aan de voorwaarde 
:n 

(tg ½ x) a- 1 /3 (x) dx = 0 
0 

n=l 

(8) 

(9) 

( 10) 

dient te voldoen, waarbij a door (7) van 4.6 gegeven is. Daar voor 0 -->· 0 ook rx >- 0 betekent de voor­
waarde ( l 0) in de limiet, dat 

f3 (0) = 0. 

Gemakkelijk blij kt dat voor n ~ l : 

Bn = 0 (0-1). 

Uit (9) volgt dus voor 0 > 0: 

A0 sh fJ - B0 ch /3 = 0-1 s-1 th ½sn + 0 (1), 

waarbij f3 gedefinieerd is als 

/3 = ½sn + qb. 

Uit (5) volgt voor B0 : 

Met gebruikmaking van de gevonden uitdrukkingen voor A0 en B0 volgt uit (8) en (9) na 
rekenwerk: 

00 

E n-1 Bn sin nx = ----:-----
n= l 

zodat 

4 (ch qb- l) sh ½sn (- t)n-1n2 
Brt = 

n q ch fJ n s 

( 11) 

(12) 

(] 3) 

• en1g 

(14) 
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Met behulp van de gevonden benaderingen kan nu een benadering voor bijv. t (x, y) afgeleid 
worden. We zullen ons beperken tot de waarde van t aan de kust y :-= 0, aangezien deze voor ons het 
belangrijkste is. Na enig gereken blijkt dat voor () -;i.- O: 

~ _ sh /J - sh ½sn 
q C C. 2 S'Jt 

(15) 

Nu volgt uit (1) en (4) van 4.5, dat 

zodat 
sh s (x-½n) -- - £ 1 Sn cos n .. "K, 

ch ½sn - ch s (x-½n) = E1 n-1 s Sn sin nx. 

Hiermede vereenvoudigt (I 5) zich tot 

-
' (~"=, 0) = ----­

q ch /J 
(16) 

Ter vergemakkelijking zullen we de gevonden benadering van t (x, 0) met Z (p) aanduiden, d.w.z. 

def 
Z (p) = q-1 (th fJ - sech fJ sh ½sn). (17) 

Uit (16) blijkt wederom, <lat in eerste instantie de verhoging aan de kust y = 0 niet van Q afhangt. 
Tot dusverre zijn we uitgegaan van het windveld U == 0, V = - o (t). Vervangen we bier de 

deltafunctie door een willekeurige tijdfunctie, d.w.z. 

U=O V=V(t), 

dan is dus, steeds in dezelf de benadering, 

l (x, O) = - V (p) z (p), 

en ten slotte met de inverse Laplace-transf ormatie: 

1 
C (x, o, t) = - -

2ni 
ePt V (p) Z (p) dp, 

L 

(18) 

(19) 

(20) 

waarbij L een in het rechterhalfvlak gelegen verticale integratieweg is. Het rechterlid van (20) kan met 
residu-rekening berekend worden. In de eerste plaats kunnen er polen van V (p) zijn. Interessanter zij n 
cchter de polen van Z (p). Deze analytische functie, welke in de oorsprong regulier is en waarbij 

Z (0) = b, 

heeft polen, welke volgen uit ch fJ = 0, d. w.z. 

s (½n + Ob) = ± (m + ½) ni 

voor m = 0, 1, 2 ..... 

(21) 

Voor elke waarde van m zijn er aldus drie polen~ een reeel en in het interval (- A, 0) en twee toe­
gevoegd complex met negatief reeel deel. 

Deze polen komen kwalitatief overeen met de eigenwaarden van het model. De afwijkin.gen zullen 
des te groter zijn naarmate de benadering (16) minder goed is. Aangezien de benadering het beste is 
als I fJ I zo klein mogelijk is, kunnen we feitelijk alleen overeenstemming verwachten voor de bij m = 0 
behorende polen, welke het dichtste bij de oorsprong liggen. In het bijzonder is dit het geval voor de 
bij m = 0 behorende negatief reele pool. Hierop komen we bij de numerieke toepassing terug. 

De benadering ( 16) kan ook op de volgende wijze geinterpreteerd worden. Schrijven we: 

z (p) = q-1 1 - (en - 1) e-/1 - 2e-2 f1 + (esn - 1) e-3/1 + . . . ' (22) 

dan stelt de eerste term in het rechterlid de rechtstreekse verstoring aan de kust y = 0 voor. De tweede 
term stelt de van de oceaan uitgaande storing voor, welke nab (dimensieloze) tijdeenheden aan de kust 
y = 0 arriveert. De derde term stelt de reflectie voor van de rechtstreekse verstoring aan de kust y = 0 
ten opzichte van de oceaan. Deze secundaire storing doet zich pas gelden na 2b tijdeenheden, enz. 

Indien Q = 0 is, gaat ( I 6) over in: 

C (x, 0) = q-1 th qb. (23) 

Volgens (6) van 4.7 is dit voor dit geval de exacte uitdrukking~ 
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Ten slotte vermelden we nog het speciale geval }.. . 0. Dan is 

z (p) --~ p·- 1 th (~[Jn t ph) - sech (½Qn ·t- ph) sh ½Dn . (24) 

De Laplace-inverse hierv,1n is: 

Z (t) =:: t (t) -· 2 sh ½.!tn c, (t-h) - 2e- n n r. (t - 2b) + 2 sh ½!Jn t (t - 3b) -+- ... , (25) 

waarbij met t (t) de sprongfunctie 

· I t > 0 

bedoeld wordt. 

4.10 N umerieke toepassingen 

4.10.1 Exponentieel ivindveld 

We maken nu de volgende numerieke toepassing: 

Q = 0,6 }. = 0, 12 b =2n 
en 

U=O 
V = - 0,27 (eo,121 - 0,2 eo,1sr). 

Hierbij hebben we dus een exponentieel windveld gekozen van het in 4.2 beschreven type. De 
getallenfactoren zijn hierbij vrij willekeurig. We hebben er echter wel voor gezorgd, dat dit windveld 
een kwalitatief beeld geeft van een opkomende en later weer afnemende storm. Voorts is er voor ge­
zorgd, dat I V max I = 1. Enke le getallenwaarden staan vermeld in tabel 4. 10. 1, zie ook figuur 4.10.1. 
(n tijdseenheden komen overeen met 4,4 uur). 

b.O 
C: ·-b.() 
0 
E 8 
(1) 

> 

0 

• • 

0 

Exponentieel windveld 

-V ( t) 

Tt 
~( 2.0.t) 

t<½.o,t) 

t <1 .o. t) 

c<;.o.t) 

• -. • 
•• •• 

• • 

Tt 21t 

-

b=2n, Q= 0,6 

b=2tt , Q = 0 

b= v.:, • Q = 0,6 

b=~, Q=O 

• • 
-• • 

•• 

. -• ., 

3Tt 

• 

u .·. 
• • 

• • 

• 

•• • 

.. 

4Tt 

• 
• • 

• 

• • 
• • 

• • 
• • 

. . .. . .. • • • • • 
• 

• • 
• 

6Tt 7Tt 

··-.A1 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• • 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• • 
• 

8Tt 9Tt 10Tt 11n 
tijd t --► 

Figuur 4.10.1. De verhoging in het midden van de zuidkust ten gevolge van een exponentieel wind veld 
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Tabel 4. l 0. t 

Exponentieel windveld 

--· V I 
! --~-,,. ·--· - ···- "·• ·-. -•·· -~--- .. , ··••'.. -·~ . 

0 0,22 5 :rr 
n 0,30 6 .n 

2n 0,40 7n 
3n 0,54 8 Jl 

4.n 0,70 9n 
---•m••~~- ••--••-.. -•••-•· • ~.,. ••••~--- _,. ________ ,, • .. ,, --•~' . 

-V 

0,85 
0,98 
0,95 
0,53 
0,73 

Het maximum treedt op voor t = 20, 1. De wind slaat on1 van richting voor t - 26,8. Tot aan dit 
tijdstip kunnen we spreken van een noordenwind, welke langzaam zijn maximum bereikt en daarna 
vrij snel afneemt. Voorbij t = 26,8 gaat de wind over in een zodanig snel in intensiteit toenemende 
zuidenwind, dat het model al spoedig zinloos wordt. In de berekeninge11 zullen we dan ook niet verder 
mogen gaan dan tot t = 9n. Dit is overigens een essentieel bezwaar van het gebruik van een dergelijl< 
exponentieel windveld. Het enorme voordeel is, dat we hierbij de gecompliceerde inverse Laplace­
tran sf ormatie vermij den. 

We werken bij deze numerieke toepassing met dimensieloze grootheden. Zoals in 4.2 is opgemerkt, 
wordt de tijd gemeten in eenheden van 1,4 uur en ?;, in eenheden van 65 meter. Om nu op gron.d van 
(9) van 4.2 aan een maximale windsterkte van v8 m/sec meteen voor C een uitkomst in meters te kunne11 
verbinden, handelen weals volgt. We gaan steeds uit van een maxi male windsterkte, welke dimensieloos 
gelijk aan 1 is, d. w.z. 

VU 2 + V 2 max = I. (2) 

Aan de hierbij behorende (dimensieloze) verhoging ?;, voegen we dan een conversiefactor toe welke 
de in tabel 4.10.2 gegeven grootte heeft. 

Tabel 4.10.2 

Conversiefactoren 

Maximale windsterkte in m/sec 

29 
30 
35 
41 

Conversiefactor 

0,50 
0,54 
0,75 
l,00 

We berekenen nu de coefficienten An en Bn voor enige waarden van n. Uit het stelsel (7) van 4.5 
volgt vrij gemakkelijk met slechts enkele iteraties: 

p = 0,12 A0 = 4,805 - 0,022 B0 

A1 = 0,239 B0 

A 2 == - 0,005 -t- 0,007 B0 

A3 = 0,031 B0 

A 4 = - 0,001 -+- 0,002 B0 

A 5 = 0,001 B0 

p=0,18 A 0 = 3,390 - 0,035B0 

A1 = 0,289 B0 

A 2 = - 0,009 + 0,013 B0 

A3 = 0,038 B0 

A4 = - 0,002 + 0,003 B0 

A 5 = 0,014 B0 

Met behulp van de in 4.6 beschreven methode vinden we met niet al te veel moeite voor p -~ 0, l 2 
in de eerste plaats : 

B0 = - 0,954 + 0,913 A0 • 

• 
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De coefficienten A0 en B0 zijn nu bekend, nl. 

A0 = 4,731 B0 = 3,366. 

Voorts vinden we: 
• 

B' 0,930 E1 •·-- 0, 116 -- u-• 

B'' ··-- 0,033 E2 0,006 • 

B''' 0,232 Ea 0,014. 

In verband met ( 18) van 4.6 vinden we ten slotte: 

Ai -- 0,805 B1 0,847 
' 

A2 0,019 B2 0,721 
Aa 0,104 Ba 0,710 
A4 0,006 B4 0,654 
As 0,037 B5 0,628. 

Voorp 0, 18 vinden we op soortgelijke wijze: 
• 

A 3,294 B 2,702 
Ai 0,782 B1 0,846 
A2 0,026 B2 0,674 
Aa 0,103 Ba 0,669 
A4 0,006 B4 0,657 
As 0,038 B5 0,615. 

Met behulp van de gevonden waarden voor de coefficienten zijn we in staat fl (x, y), v (x, y) en 
t (x, y) voor een willekeurige combinatie (x, y) en voor de twee waarden p = 0, 12 en p = 0, 18 te be­
rekenen. Uit (23) van 4.2 volgt aldus voor bij voorbeeld ( (x, y, t), dat 

C (x, y, t) -- 0,27 ( t (x, y, p1) eP 1 t - 0,2 C (x, y, p2) eP2 t). (3) 

In de eerste plaats zullen we het gedrag van C aan de kust y = 0 nagaan. Uit (6) en (12) van 4.4 
volgen voor enige waarden aan deze kust x = 0 (:rr/8) n de in tabel 4.10.3 gegeven waarden voor t. 

Tabel 4.10.3 

Het gedrag van C voor y = 0 

- -
X '(x, 0, P1) C (x, 0, P2) 

0 4,44 3,80 
l. n/8 4,40 3,76 
2. n/8 4,33 3,67 
3. n/8 4,23 3,56 
4. n/8 4,14 3,46 
5. n/8 4,05 3,35 
6. n/8 3,97 3,25 
7. n/8 3,90 3,17 

n 3,86 3,14 

Voor bet punt x = ½n vinden we dan met behulp van (3) (zie figuur 4.10.1) de waarden van tabel 4.10.4. 

Tabel 4.10.4 

De verhoging in het midden van de zuidkust 

t C (½ n, o, t) t C (½ n, o, t) 

0 0,93 Sn 4,22 
:it 1,30 6n 5,19 

2n 1,80 7n 5,90 
3n 2,45 8n 5,61 
4n 3,26 9n 2,99 
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Voor de andere punten aan de kust is het resultaat maar weinig anders. Interessant is hierbij hoe 
de maximale verhoging in een vast punt van de plaats aan de kust afhangt. Dit blijkt uit tabel 4.10.5. 

Tabet 4. 10.5 

Verloop van de maximale verhoging langs de zuidkt1st 

X Cmax X 
.. 
'-max ., 

0 6.,05 5.n/8 5, 88 
1.:n/8 6.,04 6.n/8 5, 85 
2.n/8 6,00 7.n/8 5, 84 
3.n/8 5,99 Jt 5, 83 
4.n/8 5,90 

.. --- .. .. . .,. '·--------·------·- - ··----------···-· ,., -- -· '·-' ..... -~-------- -

Hierin wordt weer duidelijk de ten gevolge van de Corioliskracht optredende scheefheid gedemon­
streerd. Zoals reeds is gebleken, is deze scheefheid aan de kust y = 0 bet geringst. Men kan op dezelf de 
wijze vinden, dat het maximum voor x = 0 iets eerder optreedt dan voor x -- n, hetgeen overeen­
komt met een in positieve zin rondlopende vloedgolf. 

Voor de aan de kust y = 0 optredende verboging ten gevolge van een uniform stationair windveld 
U = 0, V = -- 1 zouden we C (x, 0) = 2n gevonden hebben. Deze waarde ligt maar weinig boven die 
van ,max uit tabel 4.10.5. Voegen we nu aan het windveld (1) op elk moment de er bij behorende 
stationaire waarde van C (x, 0) toe, dan ontstaat een curve C = - 2n V(t), welke blijkens figuur 4. I 0.1 
maar weinig van de boven voor x = ½n berekende verhoging afwijkt. Het belangrijkste verschil is, 
<lat de twee curven horizontaal verscboven lijken te zijn. We komen bierop nag nader terug. 

De invloed van Q blijkt vooral indien we het speciale geval Q = 0 beschouwen. Dan is volgens 4. 7: 

(4) 

Hierbij is q1 -
1 th 2nq1 = 4,64 en q2- 1 th 2nq2 = 3,86. Het windeffect aan de kust wordt hiermede 

(zie figuur 4.10.1): 

Tabel 4.10.6 
De verhoging aan de zuidkust bij afwezigheid van aardrotatie 

t C(n 0) t C (a 0) 

0 1,05 Sn 4,73 
n 1,46 6n 5,83 

2n 2,02 1:n 6,63 
3n 2,75 Sn 6,36 
4n 3,66 9n 3,45 

Deze waarden liggen wat hoger dan die voor Q #:- 0, hetgeen zou kunnen duiden op een soort 
dempende invloed van het Corioliseffect. In figuur 4.10. I is de verhoging aan de kust in bet punt x = ½n 
onder de verschillende omstandigheden gescbetst: 

A I geeft de op de bovenbeschreven quasi-stationaire wijze uit bet wind veld V af geleide verhoging 
-2n V; 

A2 geeft C voor Q = 0,6; 

A3 geeft C voor Q = 0; 
A4 geeft ( voor Q = 0,6, indien de oceaan naar het oneindige verplaatst, d. w.z. weggelaten is; 

A5 geeft hetzelf de, maar dan met Q = 0. 

We hebben ten slotte voor een aantal over de gehele zee verspreide pun ten de waarden van, (x, y, t) 
op verschillende tijdstippen berekend. Uit het verkregen numerieke materiaal zijn nu in figuur 4.10.2 

• Il~4-4.10 
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enige momentopnamen samengesteld, waarin telkens enige niveaulijnen geschetst zijn. De bij deze 
niveaulijnen behorende getallen spreken voor zich zelf. Als de maximale wind 4 I m/sec bedraagt, 
zodat de conversiefactor I is, dan kunnen we deze getallen als verhogingen in centimeters interpreteren. 
Duidelijk blijkt uit deze serie plaatjes, hoe de scheefheid van het wateroppervlak in positieve y-richting 
toeneemt. Opmerkelijk is voorts, <lat reeds dit zeer eenvoudige model van een windveld althans kwali­
tatief het werkelijke verloop van de niveaulijnen vrij goed weergeeft (vgl. [2, 29]). 

t-4Tt 

0.5 
1 

2 
0.5 

1 2 
3 

1.5 
3 4 

t-6Tt t=8Tt 

1 
1 

1 
1 

2 
2 

2 
3 

3 

3 4 
4 

• 

5 5 
5 

Figuur 4.10.2. Niveaulijnen in een rechthoekige baai ten gevolge van een exponentieel windveld 

4.10.2 Sprong-windve/d 

We beschouwen nu het volgende wind veld: 

U 0 

V O voor t < 0 
V = - I voor t > 0. 

(4) 

We gaan nu uit van de in 4.9 afgeleide benadering voor de Laplace-getransf ormeerde van C (x, O, t). 
~angezien deze benadering het beste is voor x = ½n zullen we hierbij steeds spreken over de verhoging 
1n het punt x = ½n, y = 0. Met een goede benadering is dus met inachtneming van het windveld (4): 

-C (½n, O) ~ p-1 z (p), (5) 

waarbij Z (p) door ( 17) van 4. 9 is bepaald. 
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Voordat we met (5) verder gaan, willen we eerst een indruk geven van de aard van de in 4.9 voor 
An, Bn gegeven benaderingen. In de vorige paragraaf zijn voor p = O, 12 en voor p == 0, 18, wat we 
matige waarden zouden kunnen noemen, de exacte waarden van deze coefficienten afgeleid. Men ziet 
ze in tabel 4.10. 7 te zamen met de uit (5), (6) en {13) van 4.9 volgende benaderingen. 

Tabel 4.10. 7 
Vergelijking van exacte en benaderde waarden voor enkele coefficienten 

p - 0, 12 

exact benadering exact benadering 

Bo 3,37 3,32 2 71 
' 

2,69 
Ao 4,73 4,79 3,30 3,37 
Ai 0,81 0,79 0,78 0,78 
A2 0,02 0,00 0,03 0,00 
Aa 0,10 0,10 0, 10 0,10 
A, 0,01 0,00 0,01 0,00 
As 0,04 0,04 0,04 0,04 

De benadering blijkt dus, althans in deze gevallen, zeer goed te zijn. De verwachting is gewettigd, 
dat voor kleinere waarden van p de overeenstemming_nog beter is. 

We vergelijken ook nog even de waarden van Z (p1) en Z (p2) met de overeenkomstige exacte 
waarden: 

- ~ 
. -

p 0,12 p ·- 0, 18 
• •• ·- ~•--•• -a•--••~•-"--••- ---~~---,-- ••a,-•-- - ••~--•••-------- •-•W 

exact benadering exact benadering 
• -· -- ----·---·- ---

Z(p) 4,144 4,087 3,459 3,439 

Ook hier is de overeenstemming zeer bevredigend. 
We keren nu weer terug tot (5). De inverse transformatie kan hier gemakkelijk met behulp van 

residurekening worden uitgevoerd. 
Het windveld levert de pool p = 0. Hierbij behoort het residu b = 2n hetgeen de bij de stationaire 

wind V = - I behorende stationaire verhoging is. Vervolgens berekenen we de bij Z (p) behorende 
polen. Uit (21) van 4.9 volgen voor m = 0, 1, 2 en 3 de drietallen polen Cm, am ± ibm: 

Tabel 4.10.8 -
De bij Z (p) behorende polen 

m Cm am± ibm 

0 0~0744 0,233 :t: i 0,216 

1 0,115 0,213 ± i 0,736 

2 0, 118 0,2 I 1 + i 1,241 

3 01' 119 0,210 ± i 1,744 

Uit (5) volgt nu (we vervangen het ~ teken maar door het = teken): 
(6) 

m 

waarbij Am, Bm enz. niets te maken hebben met de vroeger optredende coefficienten, maar de volgende 

getallenwaarden hebben: 

A0 == -4,59 

B0 = 2,95 
C0 === - 0,77 

·"h 

A1 = -0,26 
0,84 

C1 =-0,0l 

A2 = -0,24 
B 2 = -0,16 
C2 = -0,00. 
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Figuur 4. 10.3. De verhoging in het midden van de zuidkust ten gevolge van een sprong-windveld 

Uit (6) volgt dan tabel 4.10.9 (zie ook figuur 4.10.3). 

Il.4-4.10 

Tabel 4.10. 9 

De verhoging in het midden van de zuidkust 

-·-·-----------------
t C (½ n, o, t) t C (½ n, o, t) 

' 

0 0 6n 6, 15 
n 2,79 7n 6,15 

2n 5,06 8n 6,16 
3:n 5,73 9n 6, 18 
4 ;n 6,07 IO n 6,20 
5 Ji 6, 18 CX) 6,28 

Zoals we zien, wijkt na een aanvangsperiode van ongeveer 4n of 18 uur de verhoging minder dan 
4% van de stationaire waarde af. 

Ter vergelijking hebben we ook het speciale geval Q = 0 berekend. Dan is exact: 

_ th 2n q 
C(½n, O,p) = =-

pq pq 
- 2e 4:n:q + 2e,-B:nq - ••• ). (7) 

Met behulp van [7], formule (26) biz. 233 en formule (36) blz. 249, kan men de volgende formules 
afleiden: 

1 . te-iJ.r 
pq . 

• 

1 
-e-cq 
pq 

t 
• 

• 

C 
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Hiermede kan de inversie van (7) gemakkelijk uitgevoerd worden. Aldus vindt men (zie figuur 
4. 10. 3) de waarden van tabel 4.10.1 O. 

Ta bel 4. l 0. l 0 

De verhoging aan de zuidkust bij afwezigheid van aardrotatie 

I 

0 

2n 
3n 
4n 
5n 

0 
2,87 
5,29 
7,37 
9, 17 
7,97 

t 

6 .n 
7:n 
8 .n 
9 .n 

10 n 
()0 

I 

C (n "·"~ 0) 

6,88 
5,90 
4,94 
5,45 
5,97 
6,28 

-·----·--'----·--·----'-------·----'--- -·--

Ook hier blijkt weer duidelijk de dempende invloed van !J. In figuur 4.10.3 zijn ook nog een paar 
andere gevallen getekend: 

B 1 geeft de stationaire verhoging 2n; 

B2 geeft C (½n, 0, t) voor [J = 0,6 als boven beschreven; 

B3 gee ft hetzelf de voor £) = 0; 

B4 geeft het allereenvoudigste geval Q = 0 en ). = 0; 

B5 geeft ten slotte een schets van het in B2 beschouwde geval, indien de zee en het windveld zich tot 
in het oneindige zouden uitstrekken (b > oo ). 

4.10.3 Sinuswindveld 

De beste en tevens mathematisch gemakkelijk hanteerbare voorstelling van een opkomende en 
weer wegstervende storm wordt wellicht geleverd door de sinusfunctie. We stellen weer, <lat op t = 0 
alles in rust is en dat dan bet volgende windveld optreedt: 

U=O 
V O voor t < 0 (8) 

V sin wt voor t > 0. 

Bij wijze van illustratie nemen we w = 0., I hetgeen betekent, dat er gedurende een tijdsinterval 
van I On (halve periode) noordenwind is met een maximum I VI -- 1 ten tijde t = 5n (ongeveer 22 uur). 

Nu is 
(9,) 

Inversie geeft als in de vorige subparagraaf 

!; (½n, 0, t) = Im eiwr Z (½n, iw) -t- residuen van Z. (10) 

Substitutie van de getallenwaarden geeft (zie figuur 4. 10.4) 

?; (½n, 0, t) = (5,42 sin wt-2, 18 cos wt) + 0,37 e-0.o74
t + ... (11) 

De bijdragen van de andere polen blijken wel verwaarloosd te kunnen warden. Dit is een belangrijk 
resultaat. Het blijkt dus, dat de verhoging in hoofdzaak bepaald wordt door 

a. de kwasi-stationaire toestand nl. de eerste term in het rechterlid van (10); 

b. de bijdrage van de laagste negatief-ree·/e eigenwaarde. 

Het vermoeden lijkt gewettigd, dat deze eigenschap van algemene aard is en niet het resultaat is 

van het toevallig beschouwde numerieke geval. 
We kunnen bij (IO) nog enige verbeteringen aanbrengen. We zouden de benadering Z (½n, iw) 

desgewenst kunnen vervangen door een exacte waarde. Dit brengt natuurlijk weer de bepaling van de 
coefficienten An en Bn voor p = iw met zich mee .. Voorts kan de eigenwaarde - 0,074 van de benadering 
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gecorrigeerd worden. Hoewel de berekening niet uitgevoerd is, valt te verwachten, dat de overeenkomstige 
eigenwaarde van het model hiervan slechts zeer weinig zal verschillen. 

Het spreekt vanzelf, dat we slechts het tijdsinterval O < t < IOn beschouwen. Hiervoor zijn in 
figuur 4.10.4 behalve de grafiek van ( l I) ook nog enige andere gevallen beschouwd. 

Is [J ~= 0 dan l1eeft men exact 

;:. <tJ th 2nq 
c.. ( !:r, 0) - --··--- ----·-. ( 12) 
. .., p2 i lt>l. C/ 

De bij q·-1 th 2nq behorende pole11 leveren residue11 welke, op het eerste paar na, wel verwaar­
loosd kunnen worden. Men vindt dan: 

C ( ½n. 0, t) -- ( 6, 96 sin cv t- 1,33 cos cot) ·-+·- e-0•06 1 
( 1,32 cos 0,243 t - 2,05 sin 0,243 t). ( 13) 
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Figuur 4. 10.4. De verhoging in het n1idden van de zuidkust ten gevolge van een sinusoidaal windveld 

In figuur 4.10.4 vindt men evenals in figuur 4.10.3: 

Cl de stationaire verhoging 2n sin wt; 

C2 de verhoging ( (½n, 0, t) volgens (11); 

C3 hetzelfde voor [2 = 0 volgens ( 13); 

C4 het eenvoudigste geval Q = A = O; 

C5 een schets van het met C2 overeenkomende geval voor b · oo. 

12 Tt 
• 

---► 

Het is interessant de voor de verschillende gevallen geldende maximale verhogingen onderling te 
vergelij ken : 

Cl Cmax = 6,28; 
C2 Cmax = 5,91; 
C3 Cmax = 7,61; 
C4 Cmax = 9,37. 

' 

• 


