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0.4 OVERZICHT VAN DE GEBRUIKTE SYMBOLEN

A

UO? Uh U2
V(h Vla V2
UZ‘»’} VZ

US:« VS

Up, Vi

X, V, 2

XN Y R R

= a2/A (wordt slechts in de hoofdstukken 2.0 en 3.0 gebruikt);
. — Vah
de versnelling van de zwaartekracht ;
de diepte;
de diepte aan de zuidkust;
het harmonisch gemiddelde van de diepte;
de variabele van de Laplacetransformatie;
de atmosferische druk;
g = (p? + Ap)2;
de rotatie van het windveld;
s = Qpi(p + A)72;
de tyyd; . .

de componenten van de totale stroom, ¥ = fu,dz, v = [ v.dz;
0 0

de componenten van de horizontaal gerichte stroom op de diepte z;

de componenten van de schuifspanning, die ontstaat ten gevolge van de door de wind op
het wateroppervlak uitgeoefende kracht;

de coéfficiénten van een lineair windveld, behorende by U;
de coéfficiénten van een lineair windveld, behorende by V;

de componenten van de schuifspanning, welke het water boven de diepte z uitoefent op
het water beneden die diepte;

de componenten van de schuifspanning, welke door de wind op het wateroppervlak wordt
uitgeoefend ;

de componenten van de schuifspanning, welke het water op de bodem uitoefent;
de grootte van de windsnelheid aan het wateroppervlak;

cartesische coodrdinaten, waarbij het model bepaald is door 0 < x < 4,0 <y < b en
waarbij z = O het zee-oppervlak in de rusttoestand aangeeft, z = A de bodem;

een coéfficiént, welke de verandering van de diepte bepaalt (wordt in deze betekenis alleen
in de hoofdstukken 2.0 en 3.0 gebruikt);

oo = 1 — 2 y/z (wordt in deze betekenis alleen 1n hoofdstuk 4.0 gebruikt);
B =3s7m+ qb;
tgy = L@@+ )7

de verhoging van het water, gerekend vanaf de rusttoestand;

de Laplace-getransformeerde van ¢ ;
2 = (g2 + s2)3;
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A een wrijvingscoéfficiént ;
17 i == -1 arctg (2/A);
0 de dichtheid van het zeewater, welke uniform wordt verondersteld (¢ = 1,027 g/cm?);
0., de dichtheid van de lucht (p, = 0,00125 g/cm?);
D (x, y) een stroomfunctie;
Q de coéfficiént van Coriolis, 2 = 2 wg sin ¢, waarbij w, de rotatiesnelheid van de aarde en
@ de geografische breedte 1s.
0.5 LITERATUUR De verwijzing in de tekst is aangegeven door [ ]
. S. Bergmannand  Kernel functions and elliptic differential equations in mathematical physics.
M. Schiffer New York, 1953.
2. R. H. Corkan The levels in the North Sea. Phil. Trans. Roy. Soc. of London, A 242, 1950,
493-525.
3. D.van Dantzig Mathematical problems raised by the flood disaster 1953. Proc. Int. Congr.
of Math. Amsterdam, [1954.
4. D.van Dantzig Enkele voorbeelden van berekening van waterbeweging onder invloed van
wind. Versl. Kon. Ak. v. Wet. 65, 1956, nr. 3.
5. D.van Dantzig Solutions of the equation of Helmholtz in an angle with vanishing directional
derivatives along each side. Proc. Kon. Ak. v. Wet. A 61, 1958, 384-398.
Ook Ind. Math. 20, 1958, 384-398.
6. D.van Dantzig Einige analytische Ergebnisse liber die Wasserbewegung in einem untiefen
Meere. ZAMM 39, 1959, 169-179.
7. Erdélyi et al. Tables of Integral Transforms I. New York, 1954.
8. D.J. Hofsommer Free oscillations in a rotating semicircular bay. Rapport TW 47 Math.
Centrum, Amsterdam, 1958.
9. H.Lamb Hydrodynamics, Cambridge, 1932.
10. H. A. Lauwerier The motion of a shallow sea under 1nfluence of a non-stationary windfield.
Rapport TW 31 Math. Centrum, Amsterdam, 1955.
11. H. A. Lauwerier The motion of a half-plane sea under influence of a non-stationary wind.
Rapport TW 32 Math. Centrum, Amsterdam, 1955.
12. H. A. Lauwerier The 1influence of a disturbance upon an infinitely large shallow sea of constant
depth. Rapport TW 35 Math. Centrum, Amsterdam, 1956.
13. H. A. Lauwerier The windeffect in the Southern part of the North Sea du to a single storm and
the influence of the Channel. Rapport TW 36 Math. Centrum, Amsterdam,
1956.
14. H. A. Lauwerier The influence of a homogeneous wind upon an infinitely wide North Sea.
Rapport TW 41 Math. Centrum, Amsterdam, 1957.
15. H. A. Lauwerier Free motions in a rotating sea which has the form of a semi-infinite strip
Rapport TW 46. Math. Centrum, Amsterdam, 1957.
16. H. A. Lauwerier A Note on the problem of the sloping beach. Proc. Kon. Ak. v. Wet. A 62,
1959, 229-240. (Ook Ind. Math. 21, 229-240).
17. H. A. Lauwerier Solutions of the equation of Helmholtz in an angle I. Proc. Kon. Ak. v. Wet.

A 62, 475-488, 1959, (Ook Ind. Math. 21, 475-488).



18.
19.

20.

22.

23.
24,

29.
20.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

H. A. Lauwerier

H. A. Lauwerier

H. A. Lauwerier

H. A. Lauwerier

H. A. Lauwerier
M. J. Lighthill

P. M. Morse and
H. Feshbach

N.I. Muskhelishvili

J. Proudman

J. Proudman

J. Proudman

J. R. Rossiter

W. F. Schalkwijk

J. C. Schonfeld

Staatscommissie-
Zuiderzee

G. W. Veltkamp
G. W. Veltkamp
G. W. Veltkamp

G. W. Veltkamp

M. P. H. Weenink

M. P. H. Weenink

125

On certain trigonometrical expansions. J. of Math. and Mech. Vol. 8, 419-432.

The influence of some stationary non-uniform windfields upon a sea having

the form of a semi-infinite strip. Rapport TW 52 Math. Centrum, Amster-
dam, 1958.

The influence of some stationary non-uniform windfields upon a rectangular

bay with a uniform depth. Rapport TW 57 Math. Centrum, Amsterdam,
1959.

The influence of some stationary non-uniform windfields upon a rectangular

bay with an exponential depth. Rapport TW 58 Math. Centrum, Amsterdam,
1959,

Non-stationary windeffects in a rectangular bay. Rapport TW 55 Math.
Centrum, Amsterdam, 1959.

Fourier analysis and generalised functions. Cambridge, 1958.

Methods of theoretical physics, I, 1. New York, 1953.

Singular integral equations. Groningen, 1953.

Dynamical oceanography. London, 1953.

Note on the dynamics of storm-surges. Month. Not. Royal Astr. Soc.,
Geoph. suppl. 7 nr. 1, 44-48, 1954.

Note on the dynamical theory of storm-surges. Arch. Met. Geoph. Biokl. 7,
344-351, 1954.

The North Sea storm surge of 1 febr. 1953. Phil. Trans. Roy. Soc. of London,
A 246, 371-400, 1954.

A contribution to the study of storm surges on the Dutch coast. Meded. en
Verh. K.N.M.I., ’s-Gravenhage, 1947.

Vergelgkingen van een lange golfbeweging in twee dimensies. Intern
Rapport Rykswaterstaat, ’s-Gravenhage, 1954.

Verslag 1918-1926. ’s-Gravenhage, 1926.

Een probleem in conforme afbeelding. Rapport TW 22 Math. Centrum
Amsterdam, 1953.

De invloed van stationnaire windvelden op een zee van op delen constante
diepte. Rapport TW 24 Math. Centrum, Amsterdam, 1953.

On Kelvin and Poincaré-waves in a strip. Rapport TW 37 Math. Centrum,
Amsterdam, 1956.

The behaviour of a solution of Helmholtz’ equation near a confluence of

boundary conditions, involving directional derivatives. Rapport TW 40
Math, Centrum, Amsterdam, 1956.

Bijdrage tot de theorie der opwaaiing in een baai of randzee bij een inhomo-
geen windveld. Meteorologisch Rapport Stormvloed 1 Februari 1953,
K.N.M.I., le vervolg, 40-45, ’s-Gravenhage, 1954.

A theory and method of calculation of wind effects on sea levels in a partly-

enclosed sea, with special application to the southern coast of the North Sea.
Diss., Utrecht, 1958.

I1.4-0.5



11.4-0.6

126

0.6 SUMMARY

Mathematical study of the effect of wind upon the waterlevels of the North Sea

Chapter 2.0 deals with general considerations on the hydrodynamical problem of the motion of the North Sea.

The problem of determining the water level of the North Sea due to an atmospheric disturbance in the region
of the North Sea has a meteorological and a hydrodynamical aspect. The meteorological side ') concerns the origin of a
storm, its structure and the forces which it exerts on the surface of the sea. The hydrodynamical side concerns the
motion of the water under influence of given tractive forces on the surface of the sea. The hydrodynamical problem
has been extensively studied by the Department of Applied Mathematics of the Amsterdam Mathematical Centre and
the following is an account of the work done by that department. In the present chapter the problem s considered
from a general point of view. The results which are of special importance for the North Sea are discussed in the chapters
3.0 and 4.0 of the present contribution and in Contribution II.5.

An adequate mathematical treatment is only possible at the cost of a number of simplifications the majority of
which hardly affect the final result. In the first place the hydrodynamical equations are simplified. The vertical com-
ponent of the velocity of the stream is neglected, the equations are linearized, and the coefficient of Coriolis i1s assumed
being constant. For the North Sea basin these simplifications are quite acceptable. In the second place the form of the basin
is replaced by a simple mathematical model. This means that the influence of irregularities of the coast and of variations
of the depth are neglected. The North Sea can be conveniently represented by a rectangle which is bounded on three
sides by coasts and which borders on an infinitely deep ocean on the remaining side. This means that the influence of
e.g. the Channel is neglected. The grand total of all simplifications cannot be neglected if 1t is required to know the
exact elevation at a given time at a given spot. But by ignoring local circumstances they permit us to obtain a clear
picture of the overall motion and elevation of the surface.

The rectangular model of the North Sea mentioned above suffers from two disadvantages. In the first place the
leak of the Channel 1s neglected. However, a special study on this subject has been carried out by LAUWERIER [11].
In a later phase his results may be combined with those obtained for the rectangie. In the second place the assumption
of a uniform depth is rather drastic. In reality the depth increases gradually in the direction of the ocean. However,
as a first step toward the determination of the influence of a non-uniform depth, in 3.0 the stationary state of a sea
with an exponentially increasing depth under a non-uniform windfield will be discussed.

The mathematical difficulties would be considerably reduced if the rotation of the earth also were negligible.
However, it has been found time and again that the rotation is an essential feature of the problem which cannot be
ignored.

With the simplifications discussed above the problem can be described by an elliptic partial differential equation
with oblique boundary conditions. This type of problem has not yet been solved entirely. A number of partial results
which were obtained at the Mathematical Centre are reported in this chapter, the division of which is as follows.

In 2.2 the basic equations are given, (6) and (7). By means of the Laplace transformation (8) they are converted to
the form (9) and (10). Then for , the Laplace transform of the elevation &, an inhomogeneous equation of Helmholtz
(11) is obtained. The condition of the ocean boundary is of the simple form (13) which is a Dirichlet condition. The
condition of the coast boundary (14) is of the oblique type, i.e. a linear relation between the normal derivative and the
tangential derivative of ¢ at the coast. Only a few investigations of this kind of boundary problem exist. Hence it was
necessary to carry out some fundamental research on this subject. Results of this research are given in 2.3 and 2.4.
In 2.3 a few conclusions are drawn from Green’s theorem. In 2.4 Green’s function is obtained for some simple domains.
Until now 1t has only been possible to fiind Green’s function for domains which are bounded by at most two straight lines.

In 2.5 the stationary state is discussed. The mathematics are simple and solutions can be obtained without taking
recourse to Green's function. An application to the rectangular model of the North Sea is added. For other investiga-
tions of the stationary state we refer to 3.0.

In 2.6 some reflections are given on the instationary case. Even in absence of a windfield, the water may be in
motion. This leads to the problem of determining the eigenvalues of a sea basin which is solved for a strip-shaped
(littoral) sea in this section. For the corresponding problem in the case of a rectangular sea we refer to Contribution IL.5.
Subsequently the influence of a windfield is considered. It has already been shown in 2.3 that knowledge of Green’s
function in principle allows the evaluation by quadratures of the Laplace transform { of the elevation . The undoing
of this Laplace transformation, however, gives rise to considerable difficulties. This is illustrated by the simple case of
an unbounded sea. The transformed elevation { is readily obtained, but the inverse Laplace transformation gives
Intricate expressions for the elevation ¢ even if the windfield is simple. For more details concerning the inverse Laplace
transformation we refer to 4.0 in which the influence of an instationary windfield on the rectangular model of the
North Sea 1s discussed.

In chapter 3.0 we shall study the influence of a non-uniform stationary windfield upon a rectangular model of
the North Sea. In this model, which is described in Cartesian coordinates (x, y) by 0<- x << ¢ and 0<~ y < b, the
sides x = 0, x = aand y = 0 represent coasts and y = b represents the open end at the ocean. The depth 4 of the sea
IS assumed to be an exponential function of y, viz. A = h, exp Qo).

The numerical constants are chosen in accordance with the physical situation of the North Sea. We take

a = 400 km b = 800 km
Q/A= 5§
hy = 33 m x = m/(4b).

1) See Contribution 1.
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In this model the depth varies from 33 m at the coast y —

! * == 0 to 158 m at the ocean boundary (see figure 3.1.1).
The harmonic mean hm Qf the depth is 65 m. For the sake of simplicity the direction of the positive y-axis will be
called the northern direction.

The longitudinal axis of the North Sea makes the slight deviation of some 24° with the geographic North. In the

mathematical model the side v = 0 corresponds roughly to the Dutch coast and the middle (2a, 0) roughly to the
position of den Helder.

Therefore we have restricted ourselves mainly to
particular to that at the middle (3 a, 0).

In 3.1 we cpnsider a non-uniform windfield, the surface stress of which is a linear function of x and v. This type
of windfield is given by (2).

The e!evation at the south coast due to this windfield is given in table 3.8.5 and is illustrated for each component
separately in fig. 3.8.1.

The elevation at the middle ¢ (3a, 0) in particular is given by (3). The same calculation is carried through for the

the determination of the elevation at the south coast and in

simpler model with the uniform depth # = 4,,. In this case the result (4) is obtained. In order to judge the influence of

the rotation of the earth in both models the elevation is calculated with Q = 0. The results are given in (5) and (6).

From the results a number of conclusions can be drawn concerning the influence of the exponential depth (x) and
the rotation of the earth (Q).

1. For a uniform N-S wind the elevation at the south coast does not depend on the bottom profile nor on the rotation
of the earth.

For a uniform W-E wind the influence of « and Q@ upon the elevation at the south coast is rather large.

3. In this model the most unfavourable direction for a uniform wind as regards the elevation at the south coast is
about 15" NNW.,

4. The influence of « and Q upon the contributions of the divergence terms U, and V, to the elevation at the south
coast 1s rather small.

5. The influence of « and Q upon the contributions of the rotation terms U, and V, to the elevation at the south coast
is very marked.

In 3.2 the mathematical treatment starts from the differential equations of the stationary state, see formulae (1),
(2) and (3), and the boundary conditions (5), (6), (7).

The discussion of the influence of the components V', and V, is very simple and is given in 3.3.

The general case 1s studied in 3.5. It appears that the stream and the elevation can be derived from a potential
function @ (x, y). This function satisfies the differential equation (2) of 3.5 and the boundary conditions (5) and (6) of 3.4.
The solution (12) of 3.5 of this problem involves the determination of a set of coefficients ¢, and a set dy. The deter-
mination of the coefficients ¢y, is relatively easy whereas the determination of the d, leads to considerable difficulties.
3.6 1s entirely devoted to the latter problem. Once the coefficients ¢, and d, have been determined the elevation
at the south coast follows easily from (23) and (24) in 3.5. The discussion of the simpler model with uniform depth
h = hy, 1S given in 3.4.

In chapter 4.0 we consider a mathematical model for the behaviour of the North Sea under a storm. The North
Sea Is represented by a rectangular bay of uniform depth which is bounded on three sides by coasts and which borders
on an ocean on the fourth side. For the sake of simplicity the longest axis is assumed to coincide with the North-
South direction. The southern border then corresponds with i.a. the Dutch coast and its middle roughly represents
Den Helder. The influence of a storm is expressed through the stress it exerts on the surface of the sea. This
stress (U, V) may te dependent on both the coordinates (x, v) and the time (7).

In the first instance this general case will be dealt with, but in the sequel the mathematical treatment will be
elaborated for a uniform wind in North-South direction viz.

U =0 V = V (1).

In the numerical applications we have chosen the data in such a way that they agree fairly well with the physical
data of the North Sea. The applications are given more by way of illustration and do not constitute the goal of the
investigation. Explicit results have been obtained for the following simple cases:

Exponential windfield;
Step-function windfield;
Sinusoidal windfield.

In all of these cases we have calculated in particular the elevation at the middle of the southern coast and its
dependence on the rotation of the earth (Q) and the bottom-friction (4). Results are represented in the figures 4.10.1,
4.10.2, 4.10.3 and 4.10.4. For the exponential windfield lines of constant elevation in the bay for different times have
been drawn in fig. 4.10.2. It is seen that this simple model of a windfield already is in good qualitative agreement with
the lines obtained experimentally in a particular case. In these figures and in the accompanying tables we have used
dimensionless quantities, in which the unit of time is about 1.4 h and the unit of length about 127 km. The above-
mentioned windfields have been normalized in such a way, that the maximum of the windvelocity vs is the same in
all cases. The given values of the elevation can be reduced to meters by multiplication by a factor which varies qua-
dratically with vs. For a few cases this factor is given in table 4.10.2.

In this contribution we have indicated the means for extending the numerical applications at will. Obviously
we should be cautious in drawing conclusions from the few numerical applications dealt with in this chapter. It has

11.4-0.6
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already been set forth in chapter 1.0 that the obtained results only give a general insight in the motion of the water
of the North Sea. This research gives rise to the following conclusions.

. The rotation of the earth chiefly causes an East-West skewness of the sea surface. This skewness 1s slight at the
southern coast, but increases in northern direction right up to the ocean. Moreover,  brings about a reduction
of the maximum elevation.

For a suddenly rising storm (stepfunction windfield) the elevation at the southern coast rapidly increases and after
some 12 hours has already attained about 90 °/ of its stationary value.

{9

3. For a sinusoidal storm the elevation at the southern coast approximately equals the stationary elevation due to a
stationary wind with an intensity corresponding to that of the wind occurring a certain constant time earlier.

4. The elevation at the southern coast due to a sinusoidal storm, can be considered as the sum of the quasi-stationary
elevation (forced oscillation) and a damping term which is due to the lowest negative real eigenvalue.

0.7 RESUME

I’étude mathématique de Pinfluence des champs de vent sur les niveaux d’eau dans la Mer du Nord

Le chapitre 2.0 traite de considerations générales sur le probleme hydrodynamique du mouvement de la Mer
du Nord.

LLe probleme de la détermination du niveau de la Mer du Nord di a une perturbation atmosphérique dans la
région de la Mer du Nord a des aspects météorologiques et hydrodynamiques. L’aspect météorologique!) concerne
Iorigine d’une tempéte, sa structure, et les forces qui sont exercées de ce fait a la surface de la mer. L’aspect hydro-
dynamique concerne les mouvements de I’'eau sous I'influence de forces tractives données le long de la surface de la mer.
e probleme hydrodynamique est €¢tudié en détail par la Section de Mathématiques Appliquées du Centre Mathématique
d’Amsterdam, et cette partie du rapport donne un apergu des résultats obtenus par la section. Dans le présent chapitre,
le probléme est considéré d’un point de vue général. Les résultats présentant un intérét particulier pour la Mer du Nord
sont commentés aux chapitres 3.0 et 4.0 de la contribution présente et a la Contribution I1.5.

Un traitement mathématique adéquat n’est possible que par 'introduction d’un certain nombre de simplifications
dont la plupart n’ont que peu d’influence sur le résultat final. En premier lieu, les équations hydrodynamiques sont
simplifiées. LLa composante verticale de la vitesse est négligée; les équations sont rendues linéaires, et le coefficient
Coriolis est supposé constant. Ces simplifications sont acceptables pour le bassin de la Mer du Nord. En second lieu,
la forme du bassin est remplacée par un modéle mathématique simple. Ceci implique que les influences dues aux
irrégularités de la cdte et aux variations de profondeur sont négligées. LLa Mer du Nord peut étre représentée par un
rectangle bordé de cotes sur trois cotes, et dont le quatrieme cHté est limité par un océan de profondeur infinie. Cela
signifie, par exemple, que I’on néglige 'influence de la Manche. Le total de toutes les simplifications ne peut étre
néglige, si I’on désire connaitre exactement 1’¢lévation a un temps donné et en un lieu donné. Mais en ne tenant pas
compte de circonstances locales, les simplifications nous permettent d’obtenir une vision nette du mouvement de
I’eau et de ’¢lévation de sa surface.

e mode¢le rectangulaire ci-dessus choisi pour la Mer du Nord a deux inconvénients. Premiérement on néglige la
fuite par la Manche. Cependant une recherche a été faite a cet égard par LAUWERIER [11]. A un stade ultérieur, ses
résultats peuvent étre combinés avec ceux obtenus pour le rectangle. Deuxiémement, il est assez radical de prendre
une profondeur uniforme. En réalité la profondeur augmente continuellement en direction de ’océan. Au chapitre 3.0,
cependant, on entreprend |’étude de 'influence d’une profondeur variable; on y discute ’état stationnaire d’une mer
ayant une profondeur croissant exponentielle, sous I'influence d’une zone de vent non uniforme.

[ es difficultés mathématiques seraient considérablement réduites, si la rotation de la terre pouvait étre également
négligée. Mais on a trouve a plusieurs reprises que la rotation constitue un élément caractéristique du probléme, que
I’0on ne peut manquer de prendre en considération.

Apres avoir effectué les simplifications exprimées ci-dessus, le probléme peut étre défini par une équation différen-
tielle partielle elliptique, avec des conditions de limite obliques. Ce type de problémes n’est pas encore complétement
résolu. Un certain nombre de résultats partiels obtenus au Centre Mathématique sont mentionnés dans ce chapitre,
dont la division est la suivante:

En 2.2, on donne les équations de base (6) et (7). Au moyen de la transformation de Laplace (8), on leur donne
la forme (9) et (10). Alors, on dérive pour C, la transformée de Laplace de I’élévation &, une équation inhomogéne de
Helmholtz (11). La condition le long de la limite de 'océan a la forme simple (13), c’est-a-dire que c’est une condition
Dirichlet. La condition le long de la cote, (14), est du type oblique, c’est a dire qu’il y a une relation linéaire entre la
dérivée normale et la dérivée tangentielle de £ 4 la cote. 11 n’y a que peu de recherches faites sur ce type de problémes-
limites. Il était donc nécessaire de proceder a un examen fondamental de ce sujet. Les résultats en sont donnés aux
paragraphes 2.3 et 2.4. Au 2.3, on tire quelques conclusions du théoréme de Green. En 2.4 on obtient une fonction
de Green pour quelques domaines simples. Jusqu’alors il n’est apparu possible de trouver des fonctions de Green que
pour des régions limitées par deux lignes droites au plus. Au paragraphe 2.5 on traite de I’état stationnaire. Les mathé-
matiques en sont simples, et ’on peut trouver des solutions sans se servir des fonctions de Green. En 2.5, on donne
encore une application au modeéle rectangulaire de la Mer du Nord. Pour d’autres recherches sur I’état stationnaire, se
reporter au chapitre 3.0.

En 2.6, quelques réflexions sur le cas non-stationnaire. Méme en absence de zone de vent, I’eau peut étre en
mouvement. Cecl mene au probléme de la détermination des valeurs propres d’un bassin maritime, probleme résolu
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dans ce paragrgphe pour une mer (littorale) en forme de bande. Pour le probléme correspondant, dans le cas d’'un
mer rectangulaire, se reporter a la Contribution I1.5. On considére ensuite I'influence d’une zone de vent. On a dé¢ja
montré en 2.3 que lorsque la fonction de Green est connue, la transformée de Laplace ¢ de I’élévation  peut étre
déterminée en principe a ’aide de quadratures. Cependant, I'annulation de cette transformée de Laplace donne des
difficultés considerables. Ceci est illustré par le cas simple d’une mer non limitée. L’élévation transformée £ est aisément
trouvée, mais la transformation inverse, méme si la zone de vent est simple, donne des expressions complexes pour
I’élévation (. Pour plus de détails sur la transformation inverse, se reporter au chapitre 4.0, ou I’'on commente I’'in-
fluence d’une zone de vent non stationnaire sur le modele rectangulaire de la Mer du Nord.

Dans le chapitre 3.0 on €tudiera I'influence d’une zone de vent stationnaire non-uniforme sur un modele rectan-
gulaire de la mer du Nord. Dans ce modele, défini dans les coordonnées cartésiennes (x,vV)par0< x<< aetO< y < b,

les cOHtés x =0, x = a et y = O représentent les cotes, et y = b représente le c6té donnant sur I’océan. Pour la pro-
fondeur A, on prend une fonction exponentielle de y: b = A, exp Qay).

Les constantes numeriques sont choisies conformément a la situation physique de la Mer du Nord. Nous prenons:

a = 400 km b = 800 km
Q/A= 3
hy = 33 m o = 7t/(4b)

Dans ce modele, la profondeur varie de 33 m a la co6te y = 0, 2 158 m en bordure de I’océan (voir figure 3.1.1).
La moyenne harmonique /,, de la profondeur est de 65 m. Pour simplifier, la direction de I’axe positif y sera désigné
comme direction du nord. En réalité, ’axe longitudinal de la Mer du Nord fait un faible angle d’environ 24° avec le
nord géographique. Dans le mode¢le mathématique, le ¢c6té y = O correspond & grands traits a la cote des Pays-Bas, et
le milieu (3a, 0) a 'emplacement de Den Helder.

C’est pourquol nous nous sommes bornés dans ce chapitre a la détermination de I’élévation sur la cOte méridionale,
et en particulier au point médian (%4, 0). Nous considérons au 3.1 une zone de vent non-uniforme exercant une tension
glissante a la surface, qui est une fonction linéaire de x et de y. Ce type de zone de vent est donné par (2). L’élévation
sur la cote méridionale par suite de cette zone de vent est donnée dans le tableau 3.8.5 et se trouve illustrée a la fig. 3.8.1
pour chacun des composants.

L’élévation au milieu ¢ (4a, 0) en particulier est donnée par (3). Le méme calcul est effectué pour le modele plus
simple ayant une profondeur uniforme h = A,;,. Pour ce cas on obtient pour résultat (4). Pour pouvoir se rendre
compte de I'influence exercée par la rotation de la terre, 1’élévation est également calculée pour @ = 0 dans les deux

modeles. Les résultats en sont exprimés dans (5) et (6). Ces résultats permettent de tirer quelques conclusions au sujet
de I'influence de la profondeur exponentielle (o) et de la rotation de la terre (Q).

1. Pour un vent uniforme N-S,I’élevation sur la c6te méridionale ne dépend ni du profil du fond ni de la rotation
de la terre.

2. Pour un vent uniforme O-E, 'influence, sur I’élévation, de « et de Q est assez importante.

3. La direction du vent la plus défavorable, pour un vent uniforme, en ce qui concerne I’élévation sur la cbte
méridionale est dans ce modele d’environ 15° NNO.

4. L’influence de o et de Q sur les contributions des termes de divergence U, et V, a ’élévation sur la coéte
méridionale est assez faible.

5. L’influence de « et de Q sur les contributions des termes de rotation U, et V; a I’élévation sur la cdte meéri-
dionale est trés grande. '

Au 3.2 le traitement mathématique part des équations différenticlles de I’état stationnaire (1), (2) et (3), et des
conditions-limites (5), (6) et (7).

La discussion de I’influence des composantes V, et V, est simple; elle est donnée au paragraphe 3.3.

Le cas général est examiné au paragraphe 3.5. Il apparait que le courant et ’¢lévation peuvent étre dérivés d’une
fonction potentielle @ (x, y). Cette fonction satisfait a I’équation différentielle (2) du 3.5 et aux conditions-limites (5)
et (6) du 3.4. La solution (12) du 3.5 de ce probléme exige la détermination d’un systeme de coefficients ¢, et d’un
systéeme d,. La détermination des coefficients ¢, est relativement facile, alors que la détermination de 4, conduit a de
notables difficultés.

Le paragraphe 3.6 est entiérement consacré a ce probleme. Une fois déterminés les coefficients ¢, et d,, I’€élévation
sur la cote méridionale se déduit facilement de (23) et de (24) du 3.5. Le modele plus simple, avec une profondeur
uniforme 4 = h,, est examiné au paragraphe 3.4.

Dans le chapitre 4.0 on considére un modéle mathématique pour le comportement de la Mer du Nord lors d’une
tempéte. La Mer du Nord est représentée par une baie rectangulaire ayant une profondeur uniforme et limitée sur trois
cOtés par des codtes, sur le quatrieéme coté par un océan. Pour simplifier, on admet que I’axe longitudinal coincide avec
la direction Nord-Sud. La limite méridionale correspond donc notamment a la cdte des Pays-Bas, et le milieu de cette
limite représente approximativement Den Helder. L’influence d’une tempéte est introduite par la force glissante
qui s’exerce a la surface de la mer. Cette force (U, V') peut dépendre autant des coordonnees (x, ¥) que du temps (1).

On traite en premier lieu le cas général, puis on traite mathématiquement le cas d’un vent uniforme de direction

Nord-Sud, ou
U=0,V= V().

11.4-0.7
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Dans les applications numériques, les données ont été choisies de telle sorte qu’elles correspoqdent ra{sonnable-
ment aux données physiques de la Mer du Nord. Ces applications sont surtout donnees comme Hlustrations et ne
constituent pas le but de cette recherche. Des résultats explicites sont obtenus pour les cas simples suivants:

Zone de vent exponentielle;
Zone de vent fonction brusque unite:
Zone de vent sinusoidale.

Dans tous ces cas, on a calculé en particulier 1'élévation pour le milieu de la cote méridionale, et sa dépendance
de la rotation de la terre (Q) et de la friction sur le fond (4). Les résultats en sont donnes dans les figures 4.10.1, 4.10.2,
4.10.3 et 4.10.4. Pour la zone de vent exponentielle, on a tracé dans la fig. 4.10.2 des lignes d’¢gale ¢lévation dans la
baie pour divers temps. On voit que ce modele simple de zone de vent a déja une bonne concordance qualitative avec
les lignes obtenues dans un cas expérimental particulier. Dans ces figures et dans les tableaux correspondants on a
utilisé des grandeurs sans dimension déterminée, ou 'unité de temps est environ 1.4 h, et I'unit€ de longueur environ
127 km. Les zones de vent ci-dessus sont normalisées de telle facon que le maximum de la vitesse du vent vg est le méme
dans tous les cas. Les valeurs données pour I'élévation peuvent étre réduites en métres par multiplication par un facteur
variant quadratiquement avec v,. Pour quelques cas ce facteur est donné au tableau 4.10.2.

Dans cette contribution on donne la méthode permettant d’étendre a volonté les applications numeriques. Il est
évident que I’on doit étre prudent en tirant des conclusions du peu d’applications numeériques traitées dans ce chapitre.
On a déja posé en principe au chapitre 1.0 que les résultats obtenus ne donnent qu’une vision globale du mouvement
de I’eau dans la Mer du Nord. Cette étude conduit aux conclusions sulvantes:

I. La rotation de la terre cause principalement une déviation Est-Ouest de la surface de la mer. Cette déviation
est faible sur la c6te méridionale, et croit vers le Nord jusqu’a I’océan. De plus, Q entraine une réduction de I’¢lévation
maxima.

2. Lors d’une tempéte surgissant brusquement (zone de vent brusque unit¢), I’élévation s’accroit rapidement
sur la cdte méridionale, et atteint déja aprés environ 12 heures a peu prés 90 9%, de sa valeur stationnaire.

3. Pour une tempéte sinusoidale, I’élévation sur la cOte méridionale est approximativement égale a 1’élévation
stationnailre qui résulterait d’un vent stationnaire ayant une intensité correspondant a celle du vent pendant un certain
temps constant antérieur.

4. L’elévation sur la cdte méridionale par suite d’une tempéte sinusoidale peut étre considérée comme la somme
de I’élévation quasi-stationnaire (oscillation forcée) et d’un terme d’amortissement résultant de la plus basse valeur
propre négative.
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1.0 SAMENSTELLING VAN DE BIJDRAGE

1.1 Inleidende fysisch-mathematische beschouwingen

Om de samenhang te begrijpen tussen een atmosferische storing in het Noordzeegebied en de
veranderingen van de waterhoogten aan de Nederlandse kust, moeten een meteorologisch en een hydro-
dynamisch probleem worden opgelost.

Het meteorologische probleem 1) betreft het ontstaan van een storm, zijn structuur en de krachten,
welke op het wateroppervlak worden uitgeoefend. Het hydrodynamische probleem betreft de water-
beweging in een horizontaal tweedimensionaal gebied onder invloed van een storm, waarbij de op
het wateroppervlak door een windveld uitgeoefende krachten als bekend worden aangenomen.

Wy zullen ons hier slechts bezighouden met dit laatste probleem, dat door de Afdeling Toegepaste
Wiskunde van het Mathematisch Centrum is onderzocht. In deze inleiding worden van dit werk
enkele aspecten besproken.

De gemiddelde snelheid van het water en de verhoging van de waterspiegel, die op iedere plaats
van een zee met beperkte diepte (als de Noordzee) voorkomen, voldoen aan een stelsel van drie partiéle
differentiaalvergelijkingen, nl. twee bewegingsvergelijkingen en de continuiteitsvergelijking.

De bewegingsvergelyjkingen leggen een verband tussen de krachten, die van de snelheid van het
water athankelijk zijn, nl. de traagheidskracht, de kracht van Coriolis en de weerstandskracht enerzijds
en de uitwendige krachten, welke de invloed van de zwaartekracht en van het windveld op de water-
beweging aangeven, anderzijds (zie o.a. [32], § 121—§ 128). Voor de volledigheid zij hier nog vermeld,
dat de traagheidskracht ontstaat bij toename of afname van de stroomsnelheid van het water: de
kracht van Coriolis wordt teweeggebracht door de draaiing van de aarde, terwijl de weerstandskracht
wordt veroorzaakt door de weerstand, die het water ondervindt van de bodem. De weerstandskracht
en de kracht, die het windveld op het wateroppervlak uitoefent, worden in de vergelijkingen vervangen
door krachten, die op de gehele verticale waterkolom werken (zie o.a. [32], § 31, § 54, § 149 en § 150).
In verband met de beperkte diepte van de Noordzee is dit geoorloofd.

Tenslotte brengt de continuiteitsvergelijking tot uitdrukking, dat op ieder moment de totale hoeveel-
heid water, die in een bepaald volume binnenstroomt, gelijk is aan de hoeveelheid, die er uitstroomt.

Om oplossingen te verkrijgen van deze differentiaalvergelijkingen, is een aantal vereenvoudigingen
noodzakelyk betrefiende de waterbeweging en de vorm van het te beschouwen gebied, waarvan enkele
een geringe invloed op de resultaten hebben.

By de opstelling van de differentiaalvergelijkingen kon de verticale component van de versnelling
van het water verwaarloosd worden in vergelijking met de versnelling van de zwaartekracht omdat de
veranderingen, die de waterspiegel in verticale zin als gevolg van de meteorologische effecten onder-
gaat, langzaam plaatsvinden. Als gevolg hiervan zijn de verticale snelheden klein ten opzichte van de
horizontale snelheden.

Verder werd ook de viscositeit van het zeewater buiten beschouwing gelaten. Voorts zien we nog
at van de veranderingen in de dichtheid van het zeewater en veronderstellen we, dat de bij de bodem-
wryving behorende wrijvingscoéfficiént 4 en de Corioliscoéfficiént Q constant zijn. Bij de Noordzee

zyjn deze vereenvoudigingen zeker toelaatbaar, in aanmerking genomen de verlangde graad van nauw-
keurigheid.

De volgende vereenvoudigingen zijn van ingrijpender aard:

. De mniet-lineaire weerstandstermen in de bewegingsvergelijkingen worden vervangen door
lineaire termen. Deze weerstandskracht, die volgens de ervaring evenredig is met het kwadraat van de
gemiddelde snelheid in een punt en omgekeerd evenredig is met de diepte, wordt dus vervangen door
een term, die evenredig is met de snelheid, terwijl in het algemeen de diepte constant wordt veronder-
steld. Dan wordt verder de getallencoéfficiént in deze term zo geschikt mogelijk gekozen.

Dank z1j deze linearisatie geldt het superpositiebeginsel, hetgeen inhoudt, dat uit twee oplossingen
van de differentiaalvergelijkingen door lineaire combinatie, som of verschil bij voorbeeld, nieuwe op-
lossingen afgeleid kunnen worden. We mogen dan de door storm en getij veroorzaakte verhoging op-
vatten als de som van het astronomische getij en het stormeffect (dit is de verhoging, welke zou optreden
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bij afwezigheid van getij). Aangezien het astronomische getij een bekend verschijnsel 1s, kupnen we
ons voor de berekening beperken tot een bestudering van alleen het stormeffect. In \yerkehj kl"IEId treedt
er ten gevolge van de niet-lineariteit van de bewegingsvergelykingen een zekere wisselwerking tuss§n
storm en getij op, zodat men bij het optellen van getijstand en stormeffect nog een ?ekere correctie
zou moeten aanbrengen. Daar het verloop van de hoogwaterstanden van het astl:onqmlsc-:he getlyy langs
de kust ook bekend is uit de getijtafels, vinden we dus met verwaarlozing van niet-lineaire effecten de
totale verhoging, als de met behulp van de lineaire vergelijkingen berekende verhoging wordt opgeteld
bij de voorspelde hoogwaterstand op de bepaalde dag.

De vereenvoudigde vergelijkingen zijn weergegeven in de formules (6) en (7) van 2.2. In plaats van
de gemiddelde snelheidscomponenten zijn daar de componenten u,v van de totale stroom van bodem
tot oppervlak 1n een punt ingevoerd.

De linearisatie biedt tevens de mogelijkheid om de invloed van de windkracht op het water
componentsgewijze te berekenen. Voor iedere component moet dan de verhoging van het zee-oppervlak
berekend worden, waarna deze verhogingen bij elkaar opgeteld moeten worden.

De vereenvoudigingen, welke de vorm van het zeebekken betreffen, ziyn van nog ingrypender aard.

2. Geen rekening wordt gehouden met onregelmatigheden van de kusten; deze worden vervangen
door rechte lijnen. Voor de Noordzee betekent dit, dat o.a. afgezien wordt van de invloed van bij voor-
beeld het Kanaal, het Kattegat en de nviermondingen.

3. Zoals reeds gezegd, worden ook diepteveranderingen in het algemeen verwaarloosd. De ge-
leidelijke overgang van zee naar oceaan wordt hierbij vervangen door een abrupte overgang, waarbij
de oceaan oneindig diep wordt aangenomen, zodat het oceaanniveau onveranderlyk 1s.

Om een indruk te geven van deze diepteveranderingen wordt opgemerkt, dat de gemiddelde diepte
van het zuidelijke deel van de Noordzee tussen de Nederlandse en de Engelse kust ruim 35 m bedraagt,
terwijl in een strook van 50 km breedte langs de Nederlandse kust deze diepte 20 a 25 m 1s, als de zeer
ondiepe kuststrook van 5 km breedte buiten beschouwing wordt gelaten.

Deze relatief geringe diepte heeft tot gevolg, dat de wrijvingskrachten van dezelfde orde van grootte
zyn als de traagheidskracht en de kracht van Coriolis. Hierdoor 1s de vervanging van de niet-lineaire
weerstandsterm door een lineaire term, zonder verder rekening te houden met de verschillen tussen de
hierop berustende oplossing en de exacte oplossing, in dit gebied minder toelaatbaar.

Het aansluitende noordelyk gelegen deel van de Noordzee heeft grotere diepten en hier zullen
de weerstandskrachten van aanmerkelijk geringere betekenis zijn.

De genoemde vereenvoudigingen kunnen niet worden toegepast als men het zeeniveau op een
gegeven ogenblik en op een gegeven plaats nauwkeurig wil kennen. Maar door af te zien van lokale
gebeurtenissen, veroorloven z1j ons desondanks een voldoend duidelijk beeld te verkrijgen van de globale
waterbeweging en van de verandering in waterhoogte.

De Noordzee wordt derhalve vaak voorgesteld als een rechthoek met een constante diepte, aan
drie zjden omgeven door ondoordringbare kusten en langs de vierde zijde grenzend aan een oneindig
diepe oceaan. Een dergelyk ,,mathematisch model” van de realiteit wordt algemeen door hydrody-
namicl en oceanografen als zeer bruikbaar beschouwd.

In figuur 1.1.1 zyn de grenzen van het model aangegeven in de bestaande Noordzee. De afmetin gen
zyn globaal 800 km voor de lengte en ongeveer 400 km voor de breedte. Er werd dus een belangrijk
groter gebied beschouwd dan het gebied tussen de Nederlandse en de Engelse kust, waarvan hierboven
sprake was. De gemiddelde diepte (harmonisch gemiddelde) werd op 65 m gesteld.

De grenzen van het model bepalen de randvoorwaarden, waardoor de oplossingen van de diffe-
rentiaalvergelyjkingen nader bepaald worden. Langs de kusten moet de component van de snelheid

loodrecht op de kust gelijk aan nul zijn, terwijl bij de overgang naar de oceaan de waterhoogte gelyk is
aan die 1n de oceaan, die als bekend moet worden aangenomen.

Over dit model moeten nog drie opmerkingen worden gemaakt.

Voor de stormvloedstanden langs de kust is de invloed van het Kanaal, dat als een soort lek werkt,

niet onbelangryk. Over dit onderwerp is 0.a. door het Mathematisch Centrum een onderzoek verricht,
waarop we hier niet nader ingaan, maar waarvan verwacht mag worden, dat de resultaten in een later
stadium gecombineerd zullen worden met het onderzoek over de afgesloten rechthoekige zee.
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Aan de gerechtvaardigdheid van de veronderstelling van een constante diepte is een onderzoek
gewijd, dat in 3.0 is weergegeven. Hoewel dit onderzoek slechts betrekking heeft op de stationaire
toestand, welke op de duur bereikt wordt bij een wind, waarvan richting en intensiteit niet met de tyd
veranderen, krijgt men hieruit toch wel een goede indruk van de verschillen tussen een zee met constante
diepte en een zee, waarvan de diepte bij voorbeeld volgens een exponentiéle wet in de richting van de
oceaan toeneemt, terwijl ze constant is over de breedte van de strook.

Men zou kunnen overwegen ook de invloed van de aardrotatie te verwaarlozen. Bij herhaling 1s
echter gevonden, dat deze rotatie, welke tot uitdrukking komt in de kracht van Coriolis, in ons probleem
niet buiten beschouwing mag worden gelaten. Verwaarlozing is slechts mogelijk in omstandigheden,
waarin de kracht van Coriolis zeer gering is, zoals in de tropische gebieden.

Figuur 1.1.1. De Noordzee en het Kanaal

In het algemeen is het fysische beeld van de invloed van de kracht van Coriolis en van de wrijving,
die de waterbeweging ondervindt, als volgt. By een plotseling opstekende storm zal aanvankeljk de
primaire werking van de wind daarin bestaan, dat de beweging van het water in de windrichting ver-
sneld wordt. Naarmate de snelheid toeneemt, wordt de invloed van de kracht van Coriolis en van de
wrijvingskracht groter. Door de wrijving neemt echter de versnelling af, totdat bij aanhoudende storm
een permanente stroom gaat optreden, waarbi) de kracht, door de wind uitgeoefend, de weerstands-
kracht en de kracht van Coriolis met elkaar in evenwicht zijn. Als gevolg van de kracht van Coriolis
gaat bovendien op het noordelijke halfrond de stroom naar rechts afwijken. Als de storm gaat liggen,
zal na enige tijd de evenwichtstoestand van het begin weer optreden.

Volgens ervaring en 1n overeenstemming met de resultaten van de berekeningen is nu het verloop

van de waterbeweging en de verhoging langs de kusten voor het geval van een storm in de lengterichting
van het model van de Noordzee (dus een noordwesterstorm) als volgt.
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Bij het begin van de storm zal het water, dat vanuit de oceaan in de Noordzee wordt gestuwd, als
gevolg van de afwijking naar rechts aan de Engelse kust de grootste verhoging geven. De verhoging
neemt naar het zuiden gaande toe, ze bereikt bij de Nederlandse kust haar grootste waarde in verband
met het feit, dat deze kust een deel vormt van de zuidelijke afsluitingslijn van de rechthoek, die lood-
recht staat op de windrichting. Na het zwakker worden van de storm stroomt het water als gevolg van
de afwijking naar rechts voornamelijk langs de oostelijke zijde van de Noordzee weer terug. De ver-
hoging langs de kusten van de Noordzee verplaatst zich dus achtereenvolgens langs de Engelse, Neder-
landse, Duitse en Deense kust, dus tegen de wijzers van een uurwerk in, zoals ook met de stroming het
geval is.

Als de storm lang genoeg aanhoudt, zal er een evenwichtstoestand kunnen ontstaan, waarna de
waterstanden niet hoger worden. Bij stormen van korte duur wordt uiteraard de evenwichtstoestand niet

bereikt. Dan zullen de hoogste waterstanden optreden in de afnemende periode van de storm, dus na
het tijdstip van maximale windkrachten.

Vanuit wiskundig gezichtspunt is zelfs met de hiervoren vermelde vereenvoudigingen de behande-
ling van het probleem van de stormvloeden bijzonder moeilijk ten gevolge van de kracht van Coriolis.
Het verdere uitgangspunt van de wiskundige behandeling zijn de vergelyjkingen, die ontstaan, nadat
de bekende Laplace-transformatie op de oorspronkelijke vergelyjkingen 1s toegepast. In de nieuwe ver-
gelijkingen komen geen partiéle afgeleiden naar de tijd meer voor, maar wel naar de codrdinaten van
de plaats; de tijd is geélimineerd. Na eliminatie van de snelheidscomponenten wordt hieruit voor de
verhoging van de waterspiegel een niet-homogene, elliptische parti€le differentiaalvergelyking van
Helmholtz verkregen. De bekende term, die in deze vergelijking dan voorkomt, wordt bepaald door
het windveld. De bij deze vergelijking behorende randvoorwaarden langs de kusten zyn echter van een
weinig bekend type, nameljjk zg. scheve randvoorwaarden. De randvoorwaarde aan de oceaanzijde
is de beter bekende Dirichletvoorwaarde. Het eerstgenoemde type randvoorwaardeprobleem 1S nog
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