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Inleiding

Deze verzameling vraagstukken bevat de opgaven (met
de antwoorden) van de eerste acht Examens voor Statistiseh
Analist, Algemeen Gedeelte, Het eerste van deze examens,
die onder ausplcien staan van de Vereniging voor Statistiek,
vond plaats in december 1952 en het achtste 1n oktober 1960,
De opgaven werden samengesteld door de leden van de
Examencommissie van de Verenlging voor Statistiek, ZiJ wer-
den reeds verspreld gepubliceerd in de Jaargangen van
Statistica Neerlandica. Nu ziJjn zl] op verzoek van de Ver-
eniging voor Statistlek gebundeld, ter verkrijglng van een
leidraad voor hen, die zich tot Statistisch Analist wensen
te bekwamen, Daar in wijdere kring de behoefte gevoeld werd

voor een verzameling van vraagstukken van dit niveau, heeft
het Mathematlisch Centrum zich bereid verklaard voor de ver-
menigvuldiging en versprelding ervan zorg te dragen.

Drs R. DOORNBOS, werkzaam bl] de Unilever en 114 van
de Examencommissle, heeft de redactie op zich genomen en ge-
zorgd voor een overzichtelijk geheel. Daarblj zijJn zo nu en
dan kleine wijzigingen aangebracht in de oorspronkelil jke
formulering der vraagstukken, o.a. ten behoeve van een uni-
forme notatle., Zo zijn overal stochastlsche grootheden door
onderstreepte symbolen aangegeven, In de antwoorden zlJjn in
vergell jking met de 1n Statistica Neerlandlica gepubliceerde

standaardoplossingen vrij veel veranderingen aangebracht en
ook een aantal rekenfouten verbeterd,

Het 1ligt in de bedoelling een soortgelljke ultgave van
de opgaven van de Examens voor Statlstisch Analist,
Industrieel Toepassingsgebled, voor te bereiden,






VRAAGSTUKKEN

Ferste examen, december 1952

1. Ter vergelijking van twee chemische, physische of biolo-
gische meetmethoden A en B worden n {nlet noodzakelljk
verschillende) objecten vofgens belide methoden gemeten.
De waarnemingsresultaten zijn 84s8p5 40058, resp. b1,b2,
...sb,, waarblj de metingen a; en b, (t=1,...,n) aan
hetzelfde object verricht zijn. Het gaat er om na te
gaan, of misschien één van belde meetmethoden een syste-
matisch hogere meetulitkomst geeft dan de andere.

Welke statistische methoden komen in dit geval in aan-
merking?

Geef een korte discussle der verschillende mogell jkheden
en der voorwaarden, waaronder leder daarvan toepasbaar
is. (Antwoord op blz.49,)

2. Een gemeentelljke belastingdlienst wil, onafhankelijk van
de belastinggegevens, nagaan hoeveel honden er in de ge-
meente zijn, Men trekt daartoe op aselecte wijze ("at
random") 400 adressen uit het woningregister van het
bevolkingsregister. De adressen laat men door enquéteurs
bezoeken, dle vragen of men geen, dan wel een of meer
honden bezit, Het resultaat van het onderzoek luldt:

geen honden 247 gevallen
een of meer honden by "
geen gehoor 27 "
antwoord gewelgerd 82 "

totaal U400 gevallen

Men redeneert nu: van de 291 gevallen, waarin antwoord
werd ontvangen, ziJn er 44 "met hond". Er zlJjn in de ge-

meente dus ég% maal zoveel honden als adressen.



-2 -

Welke bezwaren hebt U tegen dit onderzoek en tegen de
redenering? (Antwoord op blz.50.)

3. Van een Polsson-verdeling 1is gegeven
P(x=2)

P(x=3)

Welke waarde heeft het gemlddelde Ex? (Antwoord op blz.51.)

= 0,9.

4, Aan de Nederlandse woningtelling 1947 zijn de volgende
gegevens ontleend.

Alleenwonende Samenwonende
Aantal hulshoudingen huishoudingen
personen Met Met
per Totaal onvoldoende Totaal onvoldoende
hoggiﬁé aantal | o4 apruimte| 280%8L | o900 oruimte
in honderdtallen
1 771 - 1468 3
2 3149 13 2387 25
3 3547 54 1661 57
b 3562 125 899 59
5 2413 130 430 4y
6 1480 118 203 30
7 891 93 98 19
8 546 71 kg 11
9 en meer 809 143 55 15
Totaal 17168 747 7250 263

Het blijkt dus, dat van de alleenwonende huilishoudingen
4,35% onvoldoende slaapruimte heeft en van de samen-
wonende huishoudingen 3,63%. Kan men hleruit conclude-
ren, dat de toestand op het gebled van de hulsvesting
voor de samenwonende huishoudingen beter is dan voor de
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alleenwonende hulshoudlingen? (Antwosrd op blz.51.)
Twee van elkaar onafhankelilJke stochastische variabelen
x en y zijn gedefinleerd door de onderstaande verde-
lingen.

1 2
0,4 0,6

il

x =1 2 3 L
P P

= 0,3 0 0,7
Hoe luidt de verdeling van 2X resp. X+y resp. x-y? { Antwoord op

blz.51.)
In een bedrlijf wordt een poedervormlg product door een

pakmachine in grote aantallen per uur in zakJes verpakt.
Om een inzicht te krijgen in de variaties, die bij dit
doseringsproces in de gewichten van de gevulde zakJes
voorkomen, werd een groot aantal steekproeven ult de
productie genomen, Hiertoe werden telkens vier opeenvol-
gende zakjes uilt de productlestroom afgezonderd en als
steekproef beschouwd.

Tien van deze steekproeven (aselect gekozen) geven het
volgende resultaat:

Gewicht der onderzochte zakjes
(verminderd met het nomlnale gewlcht van 40 g):

volgnummer v,d. steekproef

1 2 3 i 5 6 7 8 9 10
+1,0[4+3.7|4+2.01{-1,31-1,1[-0,2{+1.9{+5.,5(+0.9{+1,0

+2,6{42.3|=-0.71+3.1i+1,6 |40, 7{+1.0|+1.4{+1.8{+4.5

-1,31+2.9{+0,9(-0,6 [-2.8 |+3.3|+2,0|+0, 4 |+1,2]+0.5

-1.1]40.8|-1.1{43.9 [+2,3{-1.7|-3.7|-1.1]-1.1}+2.0

De varlaties, die tussen vier opeenvolgende exemplaren
optreden, zijn een maatstaf voor de nauwkeurigheid van
het doseringsproces.

Vermoed wordt echter, dat er nog een andere oorzaak 1s,
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dle maakt, dat de spreiding in de gewlchten van de 1n-
houd der zakJes groter 1s, dan op grond van de spreiding
der gewlchten binnen de steekproeven zou worden ver-
wacht,

a. Onderzoek aan de hand van de 40 gegeven meetresulta-
ten of dit vermoeden gegrond is en of dus, van sta-
tistisch standpunt gezien, geadviseerd mag worden een
nader onderzoek in te stellen,

Welke onderstellingen liggen ten grondslag aan de
door U toegepaste methode voor het analyseren der
waarnemingsultkomsten?

De producten worden door de afnemer op het gewlcht gecon-
troleerd., Deze afnemer eist, dat de inhoud van 5 pakjes

- op aselecte wijze ult de parti] genomen - tezamen gewo-
gen, tenminste 200 gram bedraagt. De leverancler ver-
moedt, dat hl] met deze afnemer ernstlge moeill jkheden
zal krijgen, indien hiJ 1in meer dan één op de tien geval-
len niet aan deze eis voldoet, Deze moelll jkheden wenst
hij te vermijden. De hlervédr gegeven meetresultaten zljn
In alle opzlichten representatief voor de resultaten van
dit doseringsproces.

b, Op welk gewlcht moet de leverancier - hangende het
onder a bedoelde onderzoek -~ zlJn pakmachlne afstellen,
zodat hlj geen moeili jkheden met ziJn afnemer krijgt? (Antw.blz.5

In Bibeloni# was de productie van gas en electriciteit
als volgt:



Jaar Gag 3 Electrjciteit
{(in 10° m3)| (in 10° kWh)
1920 78 11
1930 107 31
1935 114 4y
1940 142 57
1949 T4 79
1950 183 85

Teken een grafiek, waarin op duldelljke wijze de ont-
wikkeling van gas- en electriciteitsproductie met el-
kaar kunnen worden vergeleken,

De tekening kan in potlood worden ultgevoerd, doch
dient overigens met de nodige zorg te worden samenge-
steld. (Antwoord op blz.53.)

Tweede examen, december 1953

1. Wat is de kans dat althans de grootste van drie waar-
den, gevonden blJj drie onafhankell jke trekkingen ult
een normaal universum (met gemiddelde nul en standaard-
deviatie één), groter 1s dan twee? (Antwoord op blz.54,)

2. Uit een zeker universum trekt men een steekproef I van
15 elementen, Aan leder van de elementen dezer steek-
proef wordt een waarneming verricht, Vervolgens trekt
men een andere steekproef van 20 elementen ult een uni-
versum, dat mogelijk ten aanzlen van de onderzochte
elgenschap op dezelfde wlijze 1s samengesteld, Ook aan
‘de elementen van deze steekproef worden de waarnemingen
verricht,
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De resultaten zlJn in onderstaand overzicht gegeven.

Steekproef I

Steekproef II

0,44 -1,20 -2,55

0,86 -0,50 1,70
1,23 -0,28 1,23
~0,05 1,06 -0,60

0,00 2,08 0,30

1,10
1,24
1,00
1,97
1) 19

0,16
1,29
1,39
1,64
1,53

1,62 ~0,67
0,36 2,55
-0,3% 0,89
0,83 1,09
-0, 36 1,60

Onderzoek met behulp van de toets van Wilcoxon of belde
steekproeven ten aanzlen van de onderzochte eigenschap
beschouwd kunnen worden als onafhankellJke steekproeven

ult hetzelfde unliversum.

Bi] een onderzoek in 371 gezinnen naar het aantal ver-

dlenende en nlet-verdienende gezinsleden verkreeg men

de volgende gegevens:

Aantal verdienende gezlnsleden
o 1 2 3 4% 5 6 7 8
Aantal o] - 17 3% 8 3 1 - -
e | 1 |25 %6 36 30 5.1 1 2 -
nende 2 8 138 30 8 3 - - - -
gezlns- | 3 | 123 7 36 1 - - 1
4 - 155 2 5 1 - - - -
5 - 2 1 - 1 = = - -
6 S
7 - 2 1 - e = - - -

1. Bereken het gemiddelde aantal verdlenende gezlnsleden

en het gemlddelde aantal nlet~verdlenende gezinsleden



2.

3.

y,

pér gezin.

Bereken het percentage gezinnen dat meer verdlenende
dan niet-verdlenende leden heeft,

Bereken de gemiddelde afwijking (t.o.v. de medlaan)

van het aantal verdienende gezinsleden.

Bereken de correlatie-coefficlent voor bovenstaande

verdeling, (Antwoord op blz.56.)

Bij het keuren van een parti] gaat men door tot men 3
afgekeurde exemplaren heeft aangetroffen. Het derde af-
gekeurde exemplaar blijkt het 50ste onderzochte exem-
plaar te zijn. Is 6% een goede schatting van het afkeu-

ringspercentage der partij?
Licht Uw antwoord toe. (Antwowerd op blz.58,)

Een dame beweert, dat zlJ biJ het drinken van een kopje
thee kan proeven, of de melk dan wel de thee er het

eerst In gedaan is. Om na te gaan of dit Julst is, wor-
den haar achtereenvolgens 20 kopJjes thee voorgezet om te

proeven, Daarblj worden 2 proefopzetten overwogen:

1.

2,

De

BlJ ieder kopJe met een zulvere munt werpen, om té
beslissen of de melk dan wel de thee er het eerst
ingedaan zal worden,

In 10 kopJjes eerst de melk en in 10 kopjes eerst de
thee doen en deze vervolgens I1n een aselecte (gelote)
volgorde aan de dame voorzetten,

dame wordt in geen van beilde gevallen over de proef-

opzet ingelicht..

a.
b.
c,

Beantwoord de volgende vragen:

Hoe luidt de te toetsen hypothese?

Welke toets zoudt U in dit gefal toepassen?

Welke van de twee proefopzetten zoudt U gebrulken en
waarom? (Antwoord op blz.58.)
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6. Men beschikt over. 10 steekproeven, waarvan de elementen
in 2 groepen worden verdeeld, naar gelang ziJ] het ken-
merk "A" al dan nlet blljken te bezitten:

Nummer v/d | Aantal waarvan

steekproef |elementen ‘"A" "niet-A"
1 57 ig 12
2 35 27 8
3 31 2 |7
4 29 19 10
5 43 32 11
6 32 26 6
7 112 88 24
8 32 22 10
9 34 28 6
10 3z 25 T

Toets voor elk van de 10 steekproeven de hypothese

dat de steekproef afkomstig is ult een universum waar-
in 75% der elementen het kenmerk "A" bezit:

a) met behulp van de normale verdeling;

b) met behulp van de 7?-toets.

Welk verband bestaat er tussen de onder a) en b) ge-
maakte berekeningen?

Vat de 10 steekproeven samen tot 1 steekproef en ga
na met behulp van de }?—toets of het percentage "A-
elementen" daarin significant van 75% afwiJkt.

Bepaal de som van de 10 waarden van _7? welke onder
1b) zijn gevonden en toets de significantie van deze
groothetd,

Maak een berekening, als onder 3 gevraagd, waarbl]
thans echter niet wordt verondersteld, dat in het uni-
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versum het percentage "A-elementen" 75% is, doch
waarblj dit percéntage wordt geschat op grond van
het gezamenlijk resultaat der 10 steekproeven,

5. Bespreek de betekenls van de onder 2, 3 en 4 gemaak-
te berekeningen.

Indien bijv. (eventueel bij andere cijfers voor de uit-
komsten der verschlllende steekproeven) significante
waarden voor LE worden gevonden, welke conclusles kan
men daarult dan trekken?

Zou het bijv. kunnen voorkomen dat onder 2 een nlet-
significante waarde van X? wordt gevonden, terwiJl de
onder 3 gevonden waarde van x2 wel significant 1s?

6. Wanneer de gestelde hypothese Juist 1s, ziJn de onder
1b. berekende waarden van L2 ulteraard verdeeld vol-
gens een Le—verdeling_

Stel nu dat men beschlkt over een groter aantal
steekproeven - bijv. 100 - en dus over meer waarden
van L2.

Op welke wljze zou men kunnen controleren of deze
100 waarden inderdaad kunnen worden opgevat als een
steekproef ult een xz-verdeling?

Aanwl jzing: Vorm van de 100 xg—waarden een frequentie-

verdeling, en kles de klasgsegrenzen zodanig dat de theo-

retische frequentlie In elke klasse onmiddellijk ult de
xe-tabel kan worden afgeléid, {Antwoord op blz.60.)

De emigratie van Nederland naar het buitenland in 1949
omvatte 58185 personen., Deze waren als volgt naar leef-
t1Jd en nationalitelt (Nederlanders en vreemdelingen)
verdeeld (Bron: Statistisch Zakboek 1950):
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-

Aantal Waarvan
Leeftijd emigranten | Nederlanders

0 - 14 jaar 15197 13906
15 -~ 19 Jaar 3419 2923
20 ~ 29 jaar 15908 13368
30 - 49 jJaar 19649 17848
50 - 64 Jjaar 3211 2722
65 Jaar en ouder 801 585
Totaal 58185 51352

Teken een histogram, waarin de verdeling naar leeftijd
en natlonaliteit duldelijk tot uitdrukking wordt ge-
bracht. Aan de ultvoering van de tekening - dle in pot-
lood mag geschleden -~ dlent de nodige zorg te worden

besteed. (Antwoord op blz.62.)

Derde examen, mel 1955

1.

2,

Welk percentage ongeveer van de gezlnnen met 4 kinderen
zal 3 Jongens en 1 meisje bezitten? (Antwoord op blz.63.)

Een stochastische grootheld x kan de waarden 1 en 2 aan-
nemen, met waarschljnllJkheden resp. g-en %.

Een van x onafhankelljke stochastlische grootheid y kan
de waarden 1, 2 en 3 aannemen, met waarschijnlljkheden
resp. g, —;-en A. Wat is de waarschijnlijkheidsverdeling
van x +3y? (Antwoord op blz.63.)

In stad A vindt men in een steekproef van 900 personen
425 gebruikers van een bepaald artikel, fn stad B vindt
men 825 gebrulkers op 1600 personen, De vraag of er een
significant verschil bestaat tussen het percentage ver-
bruikers 1n A en B werd als volgt opgelost:
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Neem aan dat er geen significant verschil bestaat tus-~
sen A en B, De beste schatting van het percentage ver-

brulkers is dan 100.;32;?220 % = 50%, Indien de hypo-

these Jjulst is, kan men verwachten (95% kans) dat de
steekproef in A een resultaat oplevert binnen de gren-

1 1
zen: 3 + 1,96 \/ 222 | Dit 1s inderdaad het geval,

X
900 -
Eveneens kan men verwachten dat de steekproef in B een

: 1 1
resultaat oplevert binnen de grenzen: 3 + 1,96 \/27%5%'

Aangezien ook dit het geval 1s, 1s er geen reden de
hypothese te verwerpen.

Zet Uw eventuele bezwaren tegen deze oplogsing uiteen.(Antwégp)
blz,04,

-Van een in serie vervaardlgd product wordt leder exem-
plaar gekeurd op grove fouten, De keuring 1s zo streng
dat er voor leder ondeugdelljk exemplaar slechts een
kans 0,001 bestaat, om doorgelaten te worden, Bereken,
onderstellende dat de keuringsresultaten onderling on-
afhankell jk zijn, hoe groot blJ benadering de kans-is,
dat er van 100 ondeugdeli]ke exemplaren één of meer
worden doorgelaten,

Wat kunt U zeggeh van de kans, dat er onder 100 wille-
keurige exemplaren, die de keurlng zijn gepasseerd,
één of meer ondeugdelijke exemplaren voorkomen? (Antw,op blz.

64.)

In een stad wil men gegevens verzamelen omtrent de al-
daar wonende gezlinshoofden, Daartoe bezoekt men alle
gezinshoofden die op. enlg hulsnummer 7 wonen (er be~
staan geen nummers als Ta, Tb, ledere woning heeft een
eigen nummer), )

Gevraagd: Welke bezwaren zouden er kunnen bestaan ten
aanzlen van de representativiteit van deze steekproef?
(Antwoord op blz.65,)
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6. Uit een partij geplukt, ongesorteerd frult wordt een

aselect monster van 12 vruchten genomen, Van ledere
vrucht worden lengte (L) en breedte (B) 1n mm gemeten,
Het resultaat is als volgt:

L B
95 78
89 82
83 71
81 71
108 94
66 . 53
68 61
83 68
85 77
90 70
106 86
95 8o
1049 891
Gevraagd:
a) Bereken een schatting van de variantie van L, van B

b)
c)
d)
e)

£)

en van L - B,

Bereken de lineaire regressievergelijJking L = eB + d.
Bereken de correlatiecoefficient tussen L en B,
Bereken de residuele varlantie van L,

De gehele partij frult wordt in een aantal breedte-
klassen gesorteerd. Is de correlatiecoefflcient, be-
rekend uit L en B van de vruchten In een bepaalde
breedte-klasse, een goede schatting van de correlatie~
coefficient In de gehele partij®?

Motiveer Uw antwoord.

Maak 1in potlood een behoorlljk ontwerp van een sprei-
dingsdiagram, dat U zoudt kunnen gebruiken in een
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rapport over het verband tussen lengte en breedte
van dit soort fruit. (Antwoord op blz,65.)

Uit 5 fiches, waarop de cljfers 1, 2, 3, 4 resp. 5
staan vermeld, worden er aselect achtereenvolgens

twee getrokken, zonder teruglegging van het eerste.
Noemt men de getallen, die op de twee getrokken

fiches staan resp. x en y, dan bezltten x en y een sl-
multane waarschijnlijkheldsverdelling., Bereken de cor-
relatiecolfficilint Q(g,x), (Antwoord op blz.66.)

In een fabrieksafdeling werken 10 arbelders. Men kiest
steekproeven ult de productie van telkens een andere
arbelder. De arbeliders worden in lotingsvolgorde geko-
zen, Voor de loting maakt men gebruik van nummerplaat-
Jjes, Iedere arbelder heeft zo'n plaatje. Men schudt de
plaatjes en trekt ze blindelings. Blj de mét het ge-
trokken plaatje corresponderende arbelder wordt een
steekproef genomen, Het getrokken plaatje wordt niet
teruggelegd., ZiJn alle 10 arbelders aan de beurt ge-
weest, dan begint men aan een volgende ronde (met een
nieuwe loting).

Gevraagd: Hoe groot 1s de kans dat de tweede helft van
een ronde tezamen met de eerste helft van de daarop
volgende ronde ook weer een ronde vormt, waarin alle

arbeiders aan de beurt komen? (Antwoord op blz.68.)

In een magazijn ligt een groot aantal platte schijven,
waarvan de dikte normaal verdeeld is met een gemiddelde
van 12 cm en een standaarddeviatie van 2 cm, Het maga-
z1jn is binnenwerks 320 cm hoog, Men heeft de gewoonte
25 schijven op elkaar te stapelen., Bij welk gedeelte
van de stapels zal het niet gelukken deze compleet te
maken, aangenomen dat de schiljven véSr het stapelen
grondig door elkaar liggen? (Antwoord op blz.68,)



T

10. De volgende gegevens zljn ontleend aan de resultaten
der volkstellingen van 1920 en 1930,

11.

% Rooms Katholieken

Provincies
1920 ”1930
Groningen 5,7 5,4
Friesland 7,0 7,0
| Drenthe 6,2 6,1
Overijssel 27,6 28,4
Gelderland 36,1 36,6
Utrecht 31,7 31,0
Noordholland 27,2 27,2
Zuildholland 24,0 23,8
Zeeland 25,7 25,1
Noordbrabant 89,1 88,6
Limburg 94,6 93,4
Het Rijk 35,6 36,4

Voor de provincles zijn de percentages in 1930 vriljwel
over de gehele linle lager dan 1n 1920, voor het Rijk
als geheel daarentegen is het percentage over 1930 hoger

dan voor 1920, Hoe verklaart U dit?

(Antwoord op blz.68.)

Het volgende stuk stelt voor het rapport van de statistl-

sche analyse van een experiment door een (slecht) statls-

ticus,

Gevraagd wordt:

a)
b)

Welke critiek hebt U op de opzet van het experiment?
T.a.v., welke punten zijn fouten gemaakt in de zin van

ten onrechte of verkeerd toegepaste statlstische
methoden?

c)

Welke controlemaatregelen van statlistische aard zijn
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nagelaten?

d) Welke andere punten zoudt U als statisticus in Uw
rapport nog hebben opgenomen?

Naar rekenfouten behoeft niet te worden gezocht.

Verslag van de statistische verwerking van een experi-

ment over de grondstofwisseling van zuigellingen.

§1. Beschrijving van het experiment

Een aantal pasgeboren kinderen werden volgens drie ver-
schillende systemen (I, II en III) gevoed. Bij ileder

van deze kinderen werd, voor zover mogelljk op verschil-
lende dagen, de grondstofwisseling (= basaal metabolis-
me, verder afgekort als B,M,) bepaald; tegelljkertijd
werd het gewlcht vastgesteld, Daar voor de bepaling

van het B.M. het kind volledlg rustig moet zlijn werd, zo
dlt het geval was, van de gelegenheld gebruik gemaakt om
meer dan één bepaling te verrichten.

De experimenten vielen in twee reeksen ulteen, nl, dle
verricht 1n de eerste week na de geboorte en dle ver-
richt in de derde week na de geboorte,

§2, Uitkomsten

In de tabellen 1 en 2 (zle bijlage) zijn de ultkomsten
der waarnemingen opgenomen, Indien blj] eenzelfde kind in
één week meerdere experimenten (dus op verschillende da-
gen) verricht werden, zijn deze naast elkaar opgenomen,
Indien tijdens hetzelfde experiment, dus op één dag
meerdere bepalingen van het B,M. verricht werden, dan
staan de ultkomsten onder elkaar opgegeven,

§ 3. Statlstische verwerking
A, Verband tussen B,M, en gewlcht

In de eerste week is er een sterk significante correla-
tie tussen gewicht en B.M. (r=0,87; 29 graden van vrij-
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heid).
In de derde week was de correlatie tussen gewlicht en
B.M, nlet significant (r=0,716; 23 graden van vrijheid).

B. Verschil tussen Jjongens en melsjes

In de eerste week was blijkens de t-toets het verschll
tussen Jjongens en melsJes noch ten aanzlen van gewlcht,
noch ten aanzien van B.M. significant. (t=0,02; 9 gra-
den van vrijheid, P> 0,90 voor gewlcht en t=0,09; 29
graden van vrijheid, P> 0,90 voor B.M,).

In de derde week was het verschil ten aanzien van het
gewlcht wel significant, t.a.v; het B,M. nlet signifi-
cant {gewicht: t=9,97; 9 graden van vrijheid, P < 0,001;
B.M, t=0,77; 23 graden van vrljheid, P=0,05).

C. Verschil tussen de drie methoden van voedlng

Teneinde na te gaan of de verschillende methoden van
voeding verschil 1n gewlcht resp. in B.M. gegeven heb-
ben, werden op de ultkomsten van de derde week een
tweetal variantie-analyses toegepast. De uitkomsten
hiervan waren als volgt:

Gewicht
Gem,
Kwadraat nggen kwa- F

som vrijhetd dg%;t-
Totaal 3173,6 10
Tussen methoden van voeding| 2088, 1 2 1044,007,69
Rest 1085,5 8 135,7
B.M,
Totaal 1058,96 | 24
Tussen methoden van voeding 310,72 2 155, 36 (4,57
Rest 748,24 | 22 34,01
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Zowel t.a.v. gewlcht als t.a.v. B.M., bestaat er der-
halve een significant verschil tussen de drie methoden
van voeding. (P <0,05)

Bijlage
TABEL I, Uitkomsten ‘e week
Methode
Vozggng geslacht k?gd inmetigﬁ EeGmetigﬁ BeGmetigﬁ
I jongen 1 3400 111[3380 a7
113 99
95
I Jongen 2 3420 12913430 124
125
II |melsje 3 3120 1033090 107 [3110 108
105 111
108 109
II |melsje 4 3080 a7
97
100
IIT |jongen 2)| 5 |4720 s5U4
57
53
58
III |meisje 6 3210 92 {3180 87
88 88
93 84
II1T Jjongen 7 3470 118
119
117

1) G = gewicht in grammen.

2) 7-maands kind.
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TABEL II, Uitkomsten 3e week

Methode

v eestncnt | Jr | B |20 e
I Jongen 1 3470 120 |3490 123
121

I Jjongen 2 3510 111

114
II meisje 3 3180 117 13200 114
118 115
II meisje 3 3140 101 | 3170 104
100 102

102
IIT Jongen 5 geen waarnemingen
IIT meisje 6 3260 112 |3270 115
113 115
111 114
111 Jongen 7 3580 102 3600 111
105 109
107

1) G = gewicht in grammen (Antwoord op blz.69.)

Vierde examen, oktober 1956

1, Van 16 aselect gekozen verbrulkers van een bepaald ar-
tikel heeft men nagegaan het verbrulk voor en na een
reclamecampagne en geconstateerd, dat in 12 gevallen
het verbrulk is gestegen en in 4 gevallen gedaald,

Kan men hierult concluderen, dat de reclamecampagne

succes heeft gehad: '

a) 1ndien men a priori aanneemt, dat de reclamecampagne
zeker niet een ongunstlge invlioed op het verbruik
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zal hebben gehad;
b) indien men een ongunstige invloed niet a priori
uitslult?
Men kan ervan ultgaan, dat er, behalve eventueel de
reclamecampagne, geen andere invloeden zijn geweest

welke het verbruik systematisch hebben beinvloed. (&ntw.op blz.T71.)

Het resultaat van een worp met een zulvere munt
(kruis = O, munt = 1) telt men op bij het resultaat
van een worp met een zulvere dobbelsteen.

a) Bereken gemiddelde en variantle van deze som,

b) Wat is de kans, dat deze som klelner dan 4 1s? (Antw.op blz.

Een schooltandarts onderzoekt om het halfjaar, van
het moment af, dat een grote groep kinderen op
school komt, het gebit van deze kinderen, en tekent
telkens aan bij hoeveel kinderen hij] voor het eerst
één of meer aangetaste melkkiezen vindt,

Hij vindt de volgende uitkomsten:

half jaar
1e 139
2e 75
3e 94
Ye 67
Se 34
6e 14

Te en latere 12

a) Geef deze cljferreeks als histogram weer,
Wij stellen nu, dat aangenomen mag worden, dat de
groep kinderen met aangetaste kilezen een steek-
proef 1s ult de populatie van kinderen, die aange-
taste melkklezen krijgen, zodat wij hier een
frequentieverdeling van deze kindereh naar de
beginleeftljd van aantasting hebben,
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b) Geef deze frequentieverdeling op normaal waarschijn-
11 jkheidspapler weer,

¢) Geeft een vergelijking tussen het histogram en de
andere grafiek aanwl]Jzingen, waarult verklaard kan
worden, dat het aantal gevallen 1n het tweede half-
‘Jaar lager 1ligt dan in het eerste en derde halfjaar,
hoewel verder de frequentie met de leeftijd afneemt?

N.B, Op de netheld, volledigheid en duldelljJkheid van
het tekenwerk zal worden gelet. (Antwoord op blz.73.)

4, Een automobllist rijdt over de volgende afstanden met
de opgegeven snelheden

Afstand in km | Snelheid in km/uur
20 60
100 80
35 90
20 100

Hoeveel km heeft hij gemiddeld per uur gereden? (Antwoord op blz,T75.)

5. De volgende waarden stellen een steekproef uit een nor-
male verdeling voor:
6,53
2,83
5¢58
4,73
4,4
3,66
5,92
4,48
6,46
5,70
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Bereken een schatting van het achtste deciel van deze
verdeling. (Antwoord op blz.T75.)

In een weverl] verwerkt men garen, dat op spoelen ge-
wikkeld ontvangen wordt, Het nominale gewlcht van het
garen per spoel is 300 gram, Men weegt een zeer groot
aantal spoelen met garen én vindt een gemiddeld ge-
wicht van 405,2 gram en een standaardafwiljking van
12,8 gram, Na het weven weegt men de lege spoelen.
Daarbi] vindt men een gemiddeld gewicht van 99,7 gram
en een standaardafwljking van 11,9 gram,

Men neemt aan, dat het gewlcht van het garen op de

spoelen normaal verdeeld 1g en onafhankeliljk van het

gewlcht van de spoel, waar het op gewlkkeld 1s.

Bereken:

a) welk percentage der spoelen volgens bovengtaande
gegevens minder garen bevat dan het nominale ge-
wicht aangeeft;

b) hoe groot de kans is, dat hét gemiddelde garenge-
wicht van een steekproef van 5 spoelen met garen

kleiner zal zijn dan het nominale gewlcht, (Antwoord op blz.75,)

BiJ een grootscheepse inentlngscampagne tegen een ge-~
vaarlijke zlekte, waarblj van een nleuw serum gebruik
gemaakt wordt, blijken er na afloop 1730 personen, dile
ingelnt ziJjn, de ziekte toch opgelopen te hebben, Het
aantal der niet-inge¥nten, die de ziekte hebben ge-
kregen, bedraagt 752. Het totale aantal in het onder-
zoek betrokken personen bedraagt vele tilendulzenden.
Uit deze resultaten wordt van bepaalde zljde de con-
clusie getrokken, dat men zich beter niet kan laten
Inenten,

Is deze uitspraak Julst?

Licht Uw antwoord toe, (Antwoord op blz,76.)
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De lucht in een bepaalde ruimte bevat gemiddeld
2,5 x 1019 moleculen per cm3.

Welke afwijkingen van het gemiddelde aantal moleculen
3

kan men in een volumenelement van 4 cm” van deze ruimte

verwachten? (Antwoord op blz.76.)

Een steekproef bestaat ult 11 waarnemingen,

Kunt U aangeven hoe de waarden van het gemiddelde, de

mediaan en de standaardafwiJking veranderen, indien

achtereenvolgens:

a) alle waarnemingen met 10 worden verhoogd;

b) daarna alle waarnemingen met 2 worden vermenigvul-
digd;

c¢) daarna de op 2 na grootste waarneming met 11 wordt
verhoogd,

Indien U niet over voldoende gegevens beschlkt om alle

vragen te kunnen beantwoorden, wordt gevraagd aan te

geven welk additlioneel gegeven het vraagstuk oplosbaar

zou maken. (Antwoord op blz.77.)

Een bédrijf heef't een aantal vertegenwoordigers op pro-
viglebasls werken, De ﬁrovisieregeling i1s vrij ingewik-~
keld; zo is bijv. de hoogte van de provisle afhankelljk
van het verkochte artikel en van de categorie klant,
Omdat de provisie-afrekening administratief veel tiJjd
in beslag nam, heeft men een .systeem van afrekening in-
gevoerd, dat voor orders beneden f 1000 (het grootste
deel) gebaseerd wordt op steekproeven,
De methode, die voor ledere vertegenwoordiger apart
wordt toegepast, is als volgt:
a) Berekening en afrekening vinden eens per maand plaats.
b) Het aantal orders beneden J 1000 van de beschouwde
vertegenwoordiger in de afgelopen maand (N) wordt
vastgesteld, B »
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¢) Achteraf wordt door loting een werkdag van die
maand als pelldatum (1) getrokken.

d) Van alle op de peildatum verkregen orders (beneden
F 1000) wordt de provisie berekend. Het totaalbe-
drag aan provisle voor die dag zi]j Pi'

e) Het gémiddelde provislebedrag per order, 51,
wordt nu berekend uit de formule

by = Py/ny
waarin n, het aantal orders beneden f 1000 op de
peildatum 1s.

f) De totale provisle van de beschouwde vertegenwoor-
diger wordt berekend als: N.ﬁi + de provisie voor
orders boven F 1000,

Toen men deze regeling enige tijd had toegepast, bleek

dat de vertegenwoordilgers systematisch méér provisie

ontvingen dan blj volledige berekening {zonder steek-

proeven), Geef hiervoor een mogelijke verklaring, (Antwoorg gp
blz.T73.

BlJ een onderzoek naar de materiele welstand van twee
beVolkingsgroepen (A en B te noemen) werd van 10 per-
sonen uit iedere groep (op aselecte wiljze getrokken)
het jaarinkomen vastgesteld. De inkomens (afgerond op
honderdtallen guldens) bedroegen:

Groep A Groep B

F 3.100 Ff 4.600
n 3.400 " 600
« 10.900 " koo
@ 1,800 n 1.900.
s 2.400 " 500
n 6,900 w 2.400
n  3.500 0 2.600
. 4.800 . 4,700
s 6.000 n 5.100

ax 6.200 w 2.700
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Beantwoord naar aanlelding van deze gegevens de volgende

vragen:

a) Onderzoek of de inkomens van €én van beide groepen
systematisch hoger zijn dan die van de andere groep
{ onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) en wel:
a.1. onder de veronderstelling, dat de 1lnkomens nor-
maal verdeeld zijn en in belde groepen dezelfde

variantie bezitten;
a.2, zonder deze veronderstelling te maken,

b) Geef aan en motiveer, welke van beide toetsen U in de

praktijk in dit geval zoudt toepassen.
¢) Als alle inkomens ult groep B met een gelljk bedrag x

(positlef of negatlef) worden verhoogd, hoe groot
moet dan x zljn, opdat bij toetslng van het aldus ge-

wijzigde cijfermateriaal volgens de methode van vraag

a,1. Julst een tweezljdige overschrijdingskans van
0,01 ontstaat, (Antwoord op blz,79.)

Vijfde examen, oktober 1957

1. BiJ een onderzoek naar de afmetingen van de dikte van

bepaalde onderdelen ult één produktie-serle werden de

volgende resultaten verkregen:

Dikte
10,9 - 11,4
1,5 - 12,0
12,1 - 12,6
12,7 -~ 13,2
13,3 - 13,8
13,9 - 14,4
4,5 - 15,0
15,1 - 15,6

Frequentie

31
168
339
381
274
130

41

6

Totaal 1370
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Gevraagd wordt:
een normale verdeling aan te passen en de blj de
klassenbehorende theoretische frequenties te bere-

kenen., (Antwoord op blz.83.)

BiJj een onderzoek werd de relatle tussen twee groot-
heden x en y onderzocht. In het verslag van dit onder-
zoek werden slechts de beide regressievergelijkingen
als uitkomsten vermeld, Deze luidden:

y* =2, - 7,2

x* = 0,7y +0,3.

Gevraagd wordtb:

a. Te concluderen of hier met x, y, xx, yx al dan niet
de afwljkingen van het gemiddelde zijn bedoeld.

b, Volgens welke formule berekent men uit een dergelijk
stel regressievergeli jkingen de correlatie-coeffi-~
cient?

c, Voer de berekening ult en geef Uw commentaar op de
uitkomst. (Antwoord op b1lz.85,)

BiJ een strenge keuring van rollen weefseldoek (ileder
lang 40 m) op ulterlijk is het de bedoeling de rollen
met hoogstens 1 fout {zgn. rollen met A-kwalltelt)te

schelden van de overige rollen, dle dus leder twee of
meer fouten bevatten (B-kwallteit).

De keuringsresultaten van 200 rollen waren als volgt:

aantal fouten per rol aantal rollen
0 70
1 80
2 32
3 15
4 3

Een afnemer heeft belangstelling voor rollen van 60m
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lengte, maar alleen van A-kwalitelt,

Indlen aangenomen mag worden dat het karakter van de

verdellng van de foutenkover het doek bewaard blijft,

wordt gevraagd:

a, De verdeling van het aantal fouten per rol over de
rollen van 60m lengte te schatten.

b. Te berekenen hoe het percentage meters A-kwalitelt
wordt gewijzigd.

c¢c. Te berekenen blJ welke rollengte het percentage
meters A-kwaliteit ca 90 1s. (Antwoord op blz.85.)

Een verzekeringségent werkt een 11jst adressen in alfa-
betische volgorde af., Onder de eerste 300 bezoeken zijn
er 41, waarbij hiJ succes heeft.

Bepaal een mlnimum-percentage aan succesvolle bezoeken
voor de overlige adressen van de 1iJst, met onbetrouwbaar-
heidsdrempel 0,05. Op welke veronderstelling(en) berust
de door U gebrulkte methode? (Antwoord op b1z.86.)

Bij een doorlichtingsonderzoek van de bevolking maakte
men gebrulk van 10 ploegen, dle leder eenzelfde zeer
groot aantal personen ult de bevolking onderzochten,
Het aantal gevallen, dat voor nader onderzoek in aan-
merking kwam, staat voor ledere ploeg in onderstaande
tabel vermeld,

Ploeg Aantal verdachte
gevallen

137
ol
103
62
21
138
110
60
43
42

LR S = o B S B B @ B v -
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a, Uit de getallen is wel te zlen, dat de verschillen-
de ploegen tot een slignificant verschillend resul-
taat kwamen. Hoe kunt U statistisch bewljzen, dat
deze uitkomsten inderdaad significant verschillen?
(Geef slechts de methode: geen berekeningen).

b. Welke mogeliljke verklaring of verklaringen zou U
voor de grote verschillen kunnen geven?

¢. Stel, men weet op grond van vorige onderzoekingen,
dat het percentage verdachte gevallen onder de 10
groepen van de bevolking resp, bedroeg: 0,25% -
0,19% -~ 0,17% - 0,08% ~ 0,05% - 0,25% - 0,18% -
0,09% - 0,08% - 0,06%.

Onderzoek of de nieuwe ultkomsten al dan nlet in
strijd z1ijn met de vroegere bevindingen. (Antwoord op blz.86,)

Een bedrijf exporteert 3 artlkelen, A, B en C. De
waarde van de export in 1950 en 1956 1s gegeven in de
volgende tabel:

waarde van de export
(mln guldens)

Artikel 1950 1956
A 51 85
B 25 4o
c 12 16

a. Bereken een indexcljfer voor de waarde van de
totale export in 1956 (1950=100).

b. Splits het gevonden indexclijfer in een priljscompo-~
nent en een hoeveelheldscomponent, indien gegeven
is dat de exportprijzen van de artikelen A, B en C
in 1956 resp. 10%, 20% en 25% hoger waren dan in
1950. {Antwoord op b1z.88.)

Een schietschiJf bestaat ult 3 concentrische cirkels,
Het treffen van de binnenste cirkel levert een score
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van 3 punten, van de andere cirkels 1s de ‘score resp.

2 en 1, De kansen dat men de sch%ktschijf niet raakt,

resp. de bultenste, middelste en’ binnenste cirkel

raakt vormen een meetkundige reeks met reden 4.

Gevraagd wordt:

a. de verwachting van het kwadraat van de score.

b, de standaardafwljking van de gemiddelde score bilj
25 schoten, (Antwoord op b1z.88.)

De hoogste waterstand van het jaar, dle op een bepaald
punt van de kust waargenomen wordt, bedraagt voor een
20-tal op elkaar volgende Jaren {in m boven Nieuw
Amsterdams Peill): 2,75; 2,93; 2,85; 2,40; 3,05; 2,90;
3,41; 2,60; 2,99; 2,40; 3,25; 3,01; 2,87; 3,07; 2,71;
3,85; 2,87; 3,30; 3,10; 2,98,

Ga na of deze waterstanden een verloop met de tijd ver-
tonen, {Antwoord op blz,.89.)

Twee stochastlsche grootheden x en y bezltten een ver-
deling van het volgende type. Over het vierkant, dat
in de figuur (blz. 92) is aangegeven, is de verdeling
homogeen, terwl]Jl de kans om daarbuiten terecht te ko-
men, gelljk aan O 1s.

Y

4
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Gevraagd wordt:
a. Hoe groot is de correlatiecoefficient van x en y?
b. Zijn x en y stochastisch onafhankelljk? (Antwoord op blz.90.)

Zesde examen, november 1958

1. In een bepaalde'afdeling van een bedrijf komt gemid-
deld per jaar één ernstig ongeval voor. In de eerste
3 Jaar volgende op de vervanging van de oude machines
door nieuwe machines van een ander type komen 1in to-
taal 10 dergelijke ongevallen voor, nl., 3 in het
eerste jaar, 4 in het tweede en 3 in het derde Jaar,.
De personeelssterkte van de afdeling 1s In deze 3 Jaar
nlet noemenswaard veranderd ten opzichte van die in de
voorafgaande perlode.
Kan men ult deze gegevens de conclusle trekken, dat
het werken met de nieuwe machines gevaarlijker is dan
met de oude?
Is het bl]) de beantwoording van deze vraag nodig de

grootte van de personeelsbezetting te kennen? (Antwoord op bli.
91.
2. Gegeven 1s de volgende tabel:

Gezlnnen naar Inkomen en ultgaven voor voeding in
guldens per Jjaar

Inkomen
Piteaven l6oo- |5200- [5800- [6400- [7000- [7600- {8200~ [8800
voeding P199 [5799 [6399 [6999 7599 8199 |8799 |en meer
Aantal gezinnen
1600-1999 | - 1 1 1 - - - -
2000-2399 | 6 1 2 1 1 - - -
2400-2799 | 1 5 9 4 2 - 1 -
2800-3199 | - 3 4 8 6 | 3 - 1
3200-3599 | - - 2 3 5 3 2 1
3600-3999 | - - - 2 1 3 3 -
4000 enmeer| - - - 1 - 2 1
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Gevraagd wordt de correlatiecoefficient tussen lnkomen

en ultgaven voor voeding te berekenen (de bedoeling is

nlet alleen de ultkomst maar ook de berekenlngswljze te
geven), (Antwoord op blz.92.)

In een bepaald land wll men overgaan tot een andere‘wijze
van honoreren van tandartsen voor hun zlekenfondspraktiljk.
Teneinde hlervoor de nodige gegevens te verkrijgen wordt
10% van alle tandartsen door mlddel van een aselect pro-
ces ultgekozen. De zo gekozen tandartsen tekenen geduren-
de één jaar op hoeveel t13jd zl1] besteden aan alle pa-
tienten, dle wegens klachten op hun spreekuur komen, be-
nevens het aantal van dergelijke patienten. Per tandarts
1 wordt hleruilt de gemiddelde\duur di‘van een dergelljk
consult berekend,

Men kan nu op twee wijzen het algemeen gemiddelde van de
duur van een eonsult berekenén:

I. Door de waarden van di te middelen over alle tand-
artsen,

II, Door de totale tijd door de tandartsen aan dergelljke
consulten besteed te sommeren en deze som te delen
door de som van het aantal patienten, die de tand-
artsen bezocht hebben,

Vragen:

a. Zullen de ultkomsten berekend volgens I steeds gellJk

-z1Jn aan dle berekend volgens II?

b. Men 1g voornemens de tandartsen te honoreren per con-
sult,

" Men moet dus de gemiddelde duur van eén consult kennen
om een zodanlige hoogte van het honorarium per consult
te kunnen vaststellen dat blj een redellJk geachte
werktijd per dag een redelijk inkomen wordt verkregén.
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Zoudt U de gemliddelde duur per consult-volgens methode
I of volgens methode II berekenen? '
Licht Uw antwoord toe. (Antwoord op blz,93.)

Op een chemisch laboratorium wordt een bepaald soort
routinebepaling op een monster steeds in duplo (tweevoud)
uitgevoerd, Het is bekend, dat de werkeliljke gehalten
van monster tot monster kunnen verschillen; voorts wordt
blj elke bepaling ultgegaan van eenzelfde hoeveelheld
materiaal, Indlen de duplo-ultkomsten meer dan 0,05 ver-
schillen, worden beide bepalingen overgedaan; de eerst
gevonden waarden worden dan weggeworpen, .

Na een zekere perilode, waarin zeer vele van dergell jke

bepalingen verricht zljn, wordt ult-alle duplobepalin-~

gen, die geaccepteerd waren, de standaardafwljking be-
rekend ult de gemiddelde spreldingsbreedte (door verme-

nigvuldiging met 0,886).

Geef een gemotiveerd antwoord op de volgende vragen:

a. Men kan als els stellen dat duplobepalingen overge-=
daan moeten worden indlen de absolute waarde van hun
onderling verschll een bepaalde waarde overschrljdt
(in ons geval dus 0,05), maar ook dat de bepalingen
overgedaan moeten worden indlen het verschil een be--
paald percentage,van het gemlddelde der twee uitkom-
sten overschrijdt (indien dit percentage 10 bedraagt
zullen uitkomsten 29 en 31, met een verschil van

100 x T 2;;%% = 6,7% niet en ultkomsten 9 en 11,

. 11~
met een verschil van 100 x %1?7187 = 20% wel overge-

daan moeten worden).
Waarvan zoudt U de keuze tussen deze belde methoden
laten afhangen? )
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b, Geeft de door het laboratorium berekende standaard-
afwijking een Jjuist beeld van de werkelijke nauwkeu-
righeid?

c. Geef aan of U de bovenbeschreven wijze van handelen
(overdoen van belde bepalingen blj een verschil van
meer dan 0,05) redelijk acht indien:

1. als standaardafwijking wordt gevonden 0,012;
2. als standaardafwijking wordt gevonden 0,028,

d. Geeft de toegepaste methode (overdoen van belde be-
palingen bij een verschil van meer dan 0,05)zulvere
schattingen van de gemiddelden?

Voor leder der vier vragen dient afzonderlijk aangegeven

te worden, welke van de onderstaande veronderstellingen

U b1j Uw beantwoording gebruikt:

a. Onafhankelijkheld der waarnemingen.

b. Normalltelt,

c. Gelljke spreiding, .

d. Mogeli jkheid van blunders bij het waarnemen, (Antwoord op blz.95.)

Een bepaald soort artikel 1s aan breuk tijdens transport
onderhevig. Als een exemplaar met een breeksterkte b tij-
dens het transport een kracht k ondergaat die groter is
dan b, breekt het exemplaar. Is k kKlelner dan b, dan
breekt het exemplaar nilet,

Over een lange tljdsperiode genomen bleek gemiddeld 3,0%
breuk te zijJn opgetreden, Over deze zelfde periode bleken
de breeksterkten volgens genomen steekproeven vrijwel
norﬁ%al verdeeld te ziJn'met gemiddelde Fb=200 en stan-
daardafwijking Ob=40.

De lelding van het bedrijf vond het percentage breuk te
hoog en besloot door gewljzigde samenstelling de breek-
sterkte op te voeren, Ult nleuwe proeven bleek de gemid-
delde breeksterkte nu Fb=231’5 te zljn geworden. Vorm van
de verdeling en spreidlng bleven ongewljzigd. Als gemid-
deld breukcijfer werd 0,6% gevonden,
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Van de grootste tijdens transport optredende breek-
krachten k mag worden aangenomen dat ze normaal ver-
deeld ziJn met gemlddelde My en standaardafwljking
g, en dat ze onafhankelijJk van b zljn,

Gevraagd wordt:

a.
b.

Bereken Mic en O, .

Hoe groot moet biJ gelljkblijvende sprelding de ge-
middelde breeksterkte (Pb) worden om een breuk van
gemlddeld 1,1% te kunnen verwachten? (Antwoord op blz.97.)

Uit de statistieken van Amerikaanse verzekeringsmaat-
schappijJen bleek, dat in 1955 52000 mannell jke auto-
bestuurders betrokken waren biJ ernstige ongelukken en
bijna 2000000 bij minder ernstige, terwijl voor de
vrouwell Jke bestuurders deze aantallen 4000 en 341000
bedroegen.

De voorzitter van de Bond van Voetgangers in Engeland
trok hieruit de conclusie, dat vrouwelljke bestuurders

voorzlichtiger rijden dan mannelljke, omdat onder de on-

gevallen, waarbl]j zlj betrokken zijn, een klelner per-

centage ernstige voorkomt dan bij de mannelijke bestuur-

ders,

Bent U het met deze conclusie eens? Geef commentaar. {Antwoord o

blz,99.

Twee stochastische grootheden x en y zijn onafhankell jk
verdeeld, Voor de standaardafwijkingen geldt:

O& =20,.

Een grootheld z wordt gedefinieerd door:

z = 2x4y.

Bereken de correlatiecoefficient p(x,z). (Antwoord op blz.100.)

Voor een'proef met 3 verschlillende bewerkingsmethoden

A,

B en C van een kostbaar halffabrikaat ziJn 17 exem-
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plaren beschikbaar. Deze exemplaren wenst men aselect
{"at random") over de 3 methoden A, B en C te verdelen,
waarbil] 7 exemplaren met methode A, 5 met methode B en
5 met methode C behandeld moeten worden., De exemplaren
z1Jjn genummerd met de nummers 1,2,...,17.

Voer de verdeling in 3 groepen ult met behulp van de
onderstaande tabel van aselecte getallen,

Geef duldelljk aan, hoe U dit doet en wat het resultaat
is.

Tabel van aselecte getallen (0,1,...,9)

7160 6043 0767 0230 6082
3637 4556 6654 8972 9607
7965 7435 8397 9741 6297
2297 6491 7961 0243 6897
6708 0600 2765 1911 0813
2268 3554 7976 102 oy
4159 6804 3838 4255 9664
7044 3067 6720 7416 748
6592 1846 2269 9136 7107
0676 9782 8061 2715 2932 (Antwoord op blz.100,)

In Sigmani# hebben de dobbelstenen de vorm van een regel-
matig viervlak (tetra#der), waarvan de vlakken resp. van
1, 2, 3 en 4 ogen zijn voorzien. Hiermee wordt op de vol-
gende manler gespeeld: De spelers werpen om de beurt met
drie stenen. Wie de hoogste uitkomst goolt wint, Als ult-
komst geldt de som van het aantal onderliggende ogen, met
dlen verstande dat, als meerdere stenen in één worp een
gelijk aantal ogen opleveren, slechts één.van deze aan-
tallen meetelt voor de som, Gooit men dus 2/4%/2, dan 1s
de uiltkomst 6.

Beantwoord de volgende vragen:

a. Hoeveel verschlllende uitkomsten zijn er en wat zijn
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1.

_35_

de bijbehoreénde kansen?

b. Als men 1/2/4 heeft gegooid en men mag één der stenen
naar keuze opnieuw gooien om zijn worp te verbeteren
is het dan verstandig dit te doen?

c. Als de vlakken der stenen resp. van 0, 1, 2 en 3
ogen waren voorzlen, zou dan de frequentieverdeling

der uitkomsten anders van vorm zijn? {Antwoord op blz,102.)

Uit een Polsson-verdeling met verwachting M neemt men
een steekproef van n waarnemingen., De steekproef heeft
gemlddelde m en standaardafwijking s.

Hoe groot 1is:

a, de verwachting van m;

b. de verwachting van §?;

c. de variantie van m? (Antwoord op blz,105.)

Van tweehonderd kinderen van elf Jaar werd het gewlcht

bepaald, De gewlchten werden 1n hectogrammen nauwkeurilg
opgetekend. De volgende tabel geeft de frequentleverde-
ling van de ultkomsten.

Gewicht 1in kg Aantal kinderen
33,0 - 34,9 5
35,0 - 36,9 30
37,0 - 37,9 57
38,0 - 38,9 53
39,0 - 39,9 30
40,0 - 40,9 20
41,0 en meer 5

a. Teken een histogram dat de frequentieverdeling weer-
geeft,

b, Teken op normaal waarschijnlljkheldspapier de cumu-
latieve frequentieverdeling,
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¢. Aangenomen mag worden dat de verdelling van de gewlch-
ten van elfjarige kinderen normaal 1s. Geef in gra-
fiek b aan de 1iJn die deze verdeling zo goed moge-
113k weergeeft. Het 1s de bedoeling, dat U de 1i]Jn
niet berekent, doch zo goed mogelljk op het oog trekt,

d, Neem aan, dat de 1iJn dle U iIn ¢ getrokken heeft, de
werkeliJke (populatle-) frequentleverdeling 18, Leid
met behulp van deze lijn, voor de in de ﬁabe14gegeven
gewlchtsklassen, de overeenkomstige klassefrequentles
voor de populatlie af en teken deze met éen stippellijn
in het onder a bedoelde histogram,

Op netheid van de tekenlng en op volledigheld, duilde-

11jkheld en kortheid van het bijschrift zal worden gelet.
{Antwoord op blz,105.)

Zevende examen, oktober 1959

1. Van de eerste honderd telefoonnummers, dle voorkomen op
blz. 17 van gids no. 109 van de Plaatselljke Telefoon-
dlenst te Rotterdam 1s het aantal keren geteld, dat in
de laatste positle een O, 1, 2 ... 9 voorkomt, Hetzelfde
is gedaan met de voorlaatste posltlie., De waargenomen
aantallen zijn in de velden van onderstaande tabel ver-~

meld,
Cljfer
Positie 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Laatst 24 8 9 9 9 9 11 8 7 6
Voorlaatst 9 7 7 12 12 10 12 11 15 5

Toets met behulp van de x.g-methode, met een onbetrouw-

baarheid van 0,05, de volgende hypothesen:

a, De laatste ciJfers van opeenvolgende telefoonnummers
in bovengenoemde glds zljn onderling onafhankell jke
aselecte trekkingen ult een verdeling mét gell jke
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kansen 1/10 op de cijfers 0,1,2,...,9.

b. De onder a genoemde hypothese, maar nu voor de op
één na laatste cljfers.

¢. De laatste cijfers en de op één na laatste cijfers
z1jn onderling onafhankell jke trekkingen uit de-
zelfde verdeling met onbekende kansen po,p,],...,p9
op de cijfers 0,1,...,9.

d, Zljn de antwoorden die U in de gevallen a, b en ¢
vindt met elkaar in tegenspraak? (Antwoord op blz.4108.)

Men heeft van een bepaalde stof 3 verschillende oplos-
singen gemaakt van sterktes van ongeveer 10%, 15% en
20%. Jedere oplossing wordt over 7 flesjes verdeeld,

die aan 7 verschillende laboratoria worden toegezonden
met het verzoek door middel van een nauwkeurlg omschre-
ven chemische analyse het gehalte van de stof in kwestie
te bepalen, De 3 flesjes dle ieder laboratorium kreeg
toegezonden, waren, naar opklimmende sterkte, gemerkt
met A, B en C,

De volgende resultaten zijn verkregen:

Monsgter
Laboratorium
A B c
1 10,23 15, 17 21,10
2 10,29 15,52 21,18
3 10,22 15,20 21,07
b 10,33 15,31 21,12
5 10, 42 15,40 21,82
6 10,15 15,03 21,05
T 10,20 15,19 21,01

Het. is bekend, dat de sprelding van de waarnemingsult-
komsten bilj toenemend gehalte nlet constant 1s, De
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spreiding bij hetzelfde gehalte op verschillende labora-
toria mag als constant worden beschouwd.

Gevraagd wordt na te gaan of er systematische verschil-
len tussen de laboratoria bestaan in dle zin dat het

ene laboratorlium systematisch hogere waarden vindt dan
het andere. (Antwoord op blz.109.)

Op een werkstaat komen de volgende gegevens voor over
het inkomen in een bepaald Jaar (x) en de ultgaven voor
voeding in datzelfde Jaar (y) van 16 gezinnen. De bedra-
gen zljn opgegeven in honderden guldens'per Jaar.

Inkomen Uitgaven aan voeding
(x) (¥
55 25
58 30
56 24
6t 31
31 63
61 29
56 24
50 21
57 28
47 24
58 27
50 23
54 26
64 28
59 26
52 23

a. Stel bovenstaande gegevens voor in een spreldings-
diagram,
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b. Bereken een schatting van de toenemlng van de ultg-
gaven voor voeding corresponderende met een ver-
meerdering van het inkomen van 100 gulden,

c. Bereken de correlatiecoefficlient tussen x en y. (AntWOOﬁﬁOO
© blz. .

In een fabrlek zijn drie machines die alle hetzelfde
produkt vervaardlgen. Door klelne verschillen in
constructie en door ongelijke slijtagetoestand leve-
ren deze machines een ongellJk percentage foutleve
exemplaren op. Ult controles is gebleken dat blj
machine A gemiddeld 3,6% foutleve exemplaren optreedt,
bij machine B 1,1% en blij machine C 1,6%, De ongesor-
teerde produkten van alle machines gaan door elkaar
naar het magazijn., Ze zijn dan niet meer van elkaar te
onderscheiden, . '

Ult dit magazijn wordt 1 exemplaar gepakt en onder-
zocht, D1t blijkt foutlief te zijn, Hoe groot is de
kans dat dit van machine A afkomstig 1s, als gegeven
is dat op het moment van trekking in het magazijn aan-
wezlg waren: 3017 exemplaren van machine A, 2655 exem-

plaren van machine B en 1614 exemplaren van machine C? (Antwoord
' op blz,111.)

Tenelnde de verontreiniging van de lucht in een lokaal
te meten, wordt een glazen plaatje gedurende een van te
voren vastgestelde tljdsduur horizontaal neergelegd,
Daarna wordt met een mlcroscoop het aantal in het ge-~
zichtsveld zichtbare deeltjes geteld en wel op elf
aselect gekozen plaatsen, die geheelluiten elkaar lig-
gen, Het gezichtsveld van de microscoop heeft een opper-
vlakte van 3,03 mm2. De volgende aantallen deeltjes
werden gevonden:

117, 103, 89, 85, 97, 104, 112, 92, 9%, 99, 108.

‘Op grond van voorafgaande onderzoekingen 1s bekend, dat
de verdeling van de aantallen deeltjJes per gezlchtsveld,
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en 1n het algemeen per eenheld van oppervlakte, een
Polsson-verdeling is.

a. Gevraagd wordt de beste schatting te geven van het
gemiddelde aantal deeltjes per cm2 en van de varian-
tie van dlt gemiddelde,

Indien U het gegeven, dat de aantallen deeltjes per
gezichtsveld volgens een Polsson-verdeling verdeeld
is zou wantrouwen, op welke wijze zoudt U dan eén in-
druk kunnen krijgen over het al dan niet Julst zijn
van deze veronderstelling. De desbetreffende bereke-
ning behoeft niet te worden ultgevoerd, (Anﬁwoord op blz,112.)

Voor drie artikelen A, B en C zijn de volgende gegevens
beschikbaar over het gemiddelde verbrulk per hoofd der
bevolking en de gemiddelde prijzen, Het artikel C kwam
voor het eerst in periode 1 aan de markt. Met dit feilt
dient rekening te worden gehouden blj de samenstelling
van de hlerna gevraagde lndexcijfers,

A B c
Hoe- Hoe- Hoe~
Periode veel- Pgijs veel- Prijs veel- Prijs

heid held held

in kg gld/kg in kg gld/kg in kg gld/kg
0 10 0,50 5 0,40 - -
1 10 0,60 5 0,50 5 1,00
2 10 0,55 4 0,55 6 0,75

Gevraagd wordt:
a., een waarde-index zowel als een prlijsindex te bereke-
nen, waarbi] de periode O gelijk 100 wordt gesteld.

b. een hoeveelheldsindex te berekenen (periode O is 100). (Antwoord
op blz.113.)
In 793 gemeenten 1s 1n 1958 vermakelljkheildsbelasting

geheven, 1n de overlge gemeenten niet, Tenelnde een in-
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druk te verkrlijgen van de totale opbrengst werden de
793 bedragen opgeteld, na weglating van gedeelten van
guldens: dus werd bljv. F 8123,87 geteld als yF 8123,

De opgegeven bedragen werden dus niet afgerond, maar
afgekapt.

Als aangenomen mag worden, dat voor elke gemeente elk
der honderd mogelijke uitkomsten in centen -,00;

-,01; ...3 -,99 even waarschiJnlijk 1s en als gegeven
is, dat de uitkomst der optelling f 26074281, - bedroeg,
wordt gevraagd aan te geven tussen welke grenzen de
totale opbrengst van de gemeentellJke vermakeli jkhelds-

belasting met een betrouwbaarheid van 0,95 zal liggen. {Antwoord
op blz,114.)
Blj een vermoeldheldsproef wordt een gstuk metaal afwis-

selend belast en ontlast. Het aantal wissellingen in de
belasting totdat breuk optreedt 1ls voor een gegeven
soort metaal een stochastlsche grootheld met een loga-
rithmlisch-normale verdeling., Men neemt een aselecte
steekproef van 200 stukken van een gegeven soort metaal
en onderwerpt deze alle aan een vermoeldheldsproef, De
ultkomsten staan opgegeven In de volgende tabel,

Aantal wissellngen Aantal gtukken
10 - < 50 2
50 - < 100 3
100 - < 500 14
500 - < 1000 13
1000 - < 5000 L
5000 - < 10000 24
10000 - < 50000 52
50000 - < 100000 16
100000 - < 500000 23
500000 - < 1000000 4

1000000 en hoger 5
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Teken een histogram van de verdeling met logarithmische
indeling van de abscis. (Antwoord op blz,116.)

Er bestaat een kansverdeling die bekend staat als de

verdeling van CAUCHY, Deze verdeling bezit o.a, de
volgende elgenschappen:

1, De formule luldt:

£(x) = L

™ 1+x

5 ~00 { X< Q0,
2, De formule voor de verdelingsfunctie (cumulatleve
verdeling) luldt:

X
F(x) = —1-\/-—g£§-= 0,5 + X arctgx.
T 1+t 13
-0
. De verdeling 1s symmetrisch,
Het gemiddelde F.=O.
De varlantie 1s onelndig.
Het ‘eerste kwartlel llgt blj x=-1, het derde kwartiel
bij x=1,

O\ Ul &+ W
P

Gevraagd:

a, Welk gedeelte van de oppervlakte onder de verdeling
van CAUCHY l1ligt tussen de medlaan en het derde kwar-
tiel?

b. Welke der bovengenoemde elgenschappen zlJjn nodig voor
de beantwoording van vraag a? (Antwoord op blz,117.)

De personeelsverenigingen De Kaaymannen van de N,V, Kaay
en Zonen wll een Sinterklaasfeest voor de gezinnen van
ca 150 personeelsleden organiseren, De ofganisatoren moe-~
ten, om dit plan te concretiseren, over een aantal gege-
vens beschikken., Gedacht 1s nl, aan afzonderlijke bijeen-
komsten voor de kinderen tussen 4 en 12 jaar, voor de
Jongens van 12 tot en met 17 jaar en voor de volwassenen,
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De leeftijdsafgrenzing is niet alleen nodig met het oog
op de samenstelling van het feestprogramma, maar ook in
verband met de keuze van de kleine verrassingen die men
wil uitreiken, Ook zal men een globaal idee moeten heb-
ben'van de aantallen te verwachten deelnemers aan ledere
bl jeenkomst,

Om een deel van de gewenste informatle te krijgen, zou
men de gegevens van de personeelsafdeling kunnen gebrul-
ken, Om allerlel redenen will en kan men dit niet doen,.
De voorkeur wordt gegeven aan een eenvoudige schrifte-
1ijke enquete onder het personeel, Wel is het van belang
dat van zoveel mogelljk personeelsleden een antwoord
wordt verkregen,

Gevraagd wordt een beknopte beschrijving te geven van
een mogell jke opzet van een dergelljke enquete, een
vragenformulier te ontwerpen (dit laatste op een afzon-
derlijk vel) en zo nodig een motivering van de keuze der
vragen en van de formulering te geven, (Antwoord op blz,117.)

Achtste examen, oktober 1960

1. Een bepaalde hoeveelheld van een voedingsmiddel wordt
gesuspendeerd In steriel water en met vloeibare voe-
dingsbodem gemengd, Na stollen hlervan wordt bij 20°¢
gedurende drie dagen gebroed. Daarna wordt het aantal
bacteriekolonies geteld, Deze proef is met 15 verschil-
lende monsters ultgevoerd. Hierbij werden de volgende

aantallen kolonies geteld:

31 149 5
200 90 270
1 430 62
267 184 24

417 61 53
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Daarna werd dezelfde proef ultgevoerd met 15 monsters
waaraan een conserveringsmiddel was toegevoegd. De
resultaten (één proef mislukte) waren:

96 6 9
68 0 18
239 12 58
16 176 65
26 3

Toets met een onbetrouwbaarheld van 5% of de toevoeglng

van dit middel het aantal bacteriekolonles doet afnemen.(Antwaard)op
blz,119.

De statistiek van de woningbouw in Nederland bevat gege-
vensg over de grootte van de woningvoorraad cop 1 januari
van elk Jaar, de toeneming van de wonlingvoorraad geduren-
de het jaar ten gevolge van a. afbraak, vernletiging

door brand, enz,, b. onbewoonbaarverklaring, en c. ver-
bouwing en wljziging van bestemming.

Bovenbedoelde gegevens ziJn beschikbaar voor de vier
Jaren 1956 tot en met 1959,

Gevraagd wordt ten behoeve van een artikel over de
woningmarkt een tabel te ontwerpen waarin de bovengenoem-
de cijfers voor Nederland over de Jaren 1956-1959 op zo-
danige wijze moeten worden vermeld dat daaruif het ver-
band tussen de wonlngvoorraad aan het begin en aan het
einde van elk Jaar en de oorzaken van de toeneming en de
vermindering duildelijk blijken,

Welke is de. eenheld waarin U de cijfers zoudt ultdrukken?
(Te Uwer orientering diene dat bij de in 1956 gehouden
Algemene Woningtelling het aantal woningen in Nederland
ruim 2,5 miljoen bedroeg, terwijl de netto-toeneming per
Jjaar ongeveer 70.000 woningen bedraagt.) (Antwoord op blz.121.)
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3. Een biscultfabriek fabriceert rollen lnhoudende
40 piscuits. De biscults wegen gemiddels 3 g, met een
standaardafwljking van 0,2 g (scheve verdeling). De
verpakking weegt gemlddeld 15 g met een standaardaf-
wijking van 0,5 g (normaal verdeeld).

Gevraagd:

a, Hoe groot 1s de kans dat een rol minder dan 131 g
weegt?

b. Als men een steekproef van 5 rollen neemt, wat 1is
dan de verwachting van de spreidingsbreedte (range)
der gewlchten?

c, Bereken de correlatlecoefficlent tussen het bruto-
gewlcht van de rollen en het gewlcht van de verpak-
king. (Antwoord op blz,121.)

4k, Men heeft twee analisten een aantal bepalingen laten
verrichten van het verzeplngsgetal van kokosolle. De
eerste analist vond achtereenvolgens voor monsters,
afkomstig ult eenzelfde fles:
253,8 255,4 256,2 256,1 255,2 255,4
De tweede analist vond voor monsters ult dezelfde fles:
253,2 258,5 256,44 255,7 254,2,

Toets, met een onbetrouwbaarheid van 0,05 de hypothese

dat deze belde anallsten even nauwkeurig werken, {Antwoord o
blz, 123.
5. Er bestaat een zlekte, dle slechts kan optreden, wanneer

een persoon daarmede erfelliJk belast 1s. Men mag aanne~
men, dat In een welomschreven bevolkingsgroep er voor
alle erfelljk belaste personen een gellJke kans bestaat
om de zlekte te krijgen; niet ledere erfelljk belaste
persoon wordt dus ziek. Indlen de zlekte echter optreedt,
éeschiedt dit direct na de geboorte; de ziekte beiln-
vioedt de sterftekansen nilet,



- 46 -

Het 1s bekend, dat de ziekte via de vrouwelijke 1lijn
overgeerfd wordt, en wel zo, dat als de moeder erfelijk
belast 1s, alle kinderen (jongens zowel als meisjes)
eveneens erfelijk belast zijn. (Erfelijk belaste vaders
dragen de belasting niet op hun kinderen over. )

Men onderzoekt van een bepaalde bevolkingsgroep een.aan~
tal twee-kinder gezinnen, waarin tenminste één der kinde-
ren de ziekte vertoont en wll hieruit afleiden hoe groot
de kans, p, 1s, dat blj] een erfelljk belast kind de zlek-
te tot ulting komt. Men vond 135 twee-kinder gezinnen,

waarin tenminste één kind de ziekte had en wel 108 gezin-
nen, waarin slechts één van belde kinderen de ziekte had
en 27 gezlinnen, waarin beide klnderen de ziekte hadden.

Gevraagd wordt de kans, p, om de ziekte te krijgen, in-

dien de erfelljke belasting aanwezig 1s, te schatten, (Antwoord 3p
: blz, 124,

Voor een frequentleverdeling (n = 100) heeft men de vol-
gende grootheden berekend:

Zx = =414

=x° = 1030.

Ga na of deze ultkomst Juist kan zijn. (Antwoord op blz, 124, )

Uit een urn met 1 rode, 1 witte en 1 zwarte bal worden,
met teruglegging 4 aselecte.trekkingen gedaan, We noemen
X het aantal rode, y het aantal witte en z het aantal
zwarte ballen dat 1n deze vlier trekkingen in totaal ge-
trokken wordt.

Gevraagd wordt te berekenen:
a) De kansverdeling van w = 2 X -y + 2 2
b) De variantie van w.  (Antwoord op blz.125,)

Een explosieve stof wordt in de vorm van kleine blokjes
vervaardigd. Teneinde van deze stof de gevoellgheld
voor schokken na te gaan, laat men bij diverse valhoog-



- 47 -

ten een metalen kubus met een van tevoren vastgesteld
gewlicht op telkens een nleuw blokje vallen en regl-
streert het aantal blokjes, dat explodeert. Elk blok]Je
wordt slechts éénmaal beproefd.

Men vindt de volgende ultkomsten:

Valhoogte Aantal onder- Aantal ge®xplo-

(em) zochte blokJes deerde blokjes
50 50 3
5 100 21
100 100 35
120 100 © 48
130 100 61
140 100 70
150 100 76
175 100 85
200 100 92
225 50 48
250 50 kg

Uit deze waarnemlngen kan een schattling gemaakt wor-
den van de fractie der blokjes, die julst exploderen
blJ valhoogten binnen een bepaald interval, dus bijv.
de fractle welke Juist explodeert 1n het interval tus-
sen 120 en 130 cm (ondergrens niet, bovengrens wel 1n-
begrepen).

Gevraagd wordt voor elk der intervallen tussen de in

de eerste kolom opgegeven valhoogten, benevens voor

het interval 0-50 cm en het Interval: groter dan 250 cm
bovenbedoelde fracties te berekenen en vervolgens hier-

van een histogram (nlet cumulatief) te tekenen, (Antwoord op
blz.125,)

De volgende indexcijfers zijn beschikbaar over de pro-
duktie van bouwmaterialen in Nederland (1953 = 100).
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1956 1957 1958 1959
Jan, - Maart 93 106 100 99
April - Juni 127 135 122 133
Juli - Sept. 127 132 125 133
Okt, - Dec. 114 117 111 122

Maak een grafische voorstelling van bovengtaande
tiJdreeks

Hoe stelt U vast of U in dit geval voor de berekening
van de selzoenbeweging de additleve of de multiplica-
tieve methode zult gebrulken?

Voer de berekening van de seizoenbeweging uit.

Voor het eerste kwartaal 1960 blijkt de index gelljk
te zljn aan 108. Bereken het voor.seizoenbeweging
gecorrigeerde indexcijfer voor het eerste kwartaal
1960. (Antwoord op blz.128,)
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ANTWOORDEN

Eerste examen, december 1952

1. De te toetsen hypothese luidt, dat er geen systematlsch
verschll 1s tussen de meetmethoden A en B, De volgende

toetsen kunnen worden toegepast, indien de daarblj ver-

melde onderstellingen vervuld zijn,

1.

De tekentoets kan worden toegepast op de n verschil-
len ai-b1 (i=1,...,n), indien de 2n waarnemingen
onderling onafhankelijk zlJjn.

Indlen de verschillen bovendien normaal verdeeld
zijn met gelljke spreildingen, kan men in plaats van
de tekentoets de toets van Student voor de hypothese
dat de mathematische verwachting van deze verschil-
len gelijk aan nul 1s, toepassen, Een voldoende voor-
waarde hilervoor 1s, dat de oorspronkeliljke waarnemin-
gen zelf normaal en onafhankeliJk verdeeld zijn, alle
met dezelfde spreiding.

Indien bekend is, dat de n gemeten objecten, voor zo-
verre het de gemeten maat betreft, gelijk zijn, kan
de toets van Wilcoxon voor het vergelljken van twee
steekproeven worden toegepast. Voorwaarde: de waar-
nemingen moeten onafhankelljJk zijn,

Indien bovendien de verdeling der waarnemingen nor-
maal is (met gelijke spreidingen der meetfouten) kan
de toets van Student voor twee steekproeven worden
toegepast.

Er zijn nog meer mogelljkheden, die echter nlet onder de

stof voor het examen vallen. Het onderscheidingsvermogen
der toefsen neemt, grofweg, toe In de volgorde, waarin

z1J zlJn opgenoemd, in overeenstemming met het felt, dat
de voorwaardenvoor toepassing in dile richting strenger
worden, Tenslotte kan nog worden opgemerkt, dat de toet-
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sen 1 en 2 ruimte laten voor een algemenere conélusie
dan 3 en 4, daar men blj toepassing van de eerstgenoemde
toetsen verschillende waarden der te meten maat tegelljk
1n het onderzoek kan betrekken.

Tegen de redenering zijn de volgende bezwaren aan te
voeren

1. Een voor de hand liggende reden om antwoord te weige-
ren is het bezit van een hond die nilet voor de belas-
tingen 1s opgegeven. Onder de 82 welgeraars kan men
dus een onevenredig groot aantal hondenbezltters ver-
wachten,

2, Uit het grote aantal welgeraars blljkt dat vele onder-
vraagden gevreesd hebben in moeilljkheden te kunnen ge-
raken door antwoord te geveri, Maar dan zal ook een aan-
tal ondervraagden een onjulst antwoord gegeven hebben,
om zich aan moellijkheden te onttrekken, Onder de 247
die zelden geen hond te bezitten, zullen dus een aantal
clandestlene hondenbeziltters ziljn. -

3. De 27 gevallen, waar geen gehoor werd gegeven vormen
een onzekere factor, Het 1s bijv. denkbaar dat uithui-
zlge personen zelden honden bezltten.

4, Een aantal van de 44 personen ult de tweede groep heeft
meer dan een hond gehad.

Tegen het onderzoek valt 1n te brengen dat men de bovenge-
noemde bezwaren had kunnen voorzien en dus een betere
enquétetechniek had moeten toepassen of er nlet aan had
moeten beginnen. Een beldngrijk voordeel van een onafhanke-
11jke enquete 1s de mogelijkheld om de ondervraagden eerst
gerust te stellen, waarin de enqueteurs blijkbaar slechts
ten dele zijn geslaagd. De leiding van het enquétewerk had
zeker geen genoegen mogen nemen met de 82 gevallen waar een
antwoord werd gewelgerd,
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X
= 1
v 3
1 0,12 0,28 0,4
2 0,18 0,42 0,6
0,3 0,7 1

De waarden van (x+y) en (x-y) voor de verschlllende com-

binaties van

x

X en y zijn:

ha ! >

1 2 4

2 3 5
x+y.

De gevraagde verdelingen zijn dus

Xty = 2
P

3
= 0,12 O,

a. Deze vraag kan met behulp van

4y 5
18 0,28 0,42

X
= 1
¥ 3
1 0 2
-1 1
XL
x-y =-1 0 1 2
P =0,18 0,12 0,42 0,28

de methode der

variantlie-analyse worden opgelost., Op de bekende

wiljze wordt het onderstaande schema verkregen:

Varlantlebron |Kwadraatsom|Vrijheldsgraden|Gem kwadraten
tussen

steekproeven 24,75 9 2,75
binnen

steekproeven| 131,64 30 4,39
Totaal 156,39 39

Er is op grond van het felt, dat de gemliddelde kwa-

draatsom "tussen" kleiner
reden om aan te nemen dat

steekproeven aanwezlg is,

De veronderstellingen der

1s dan die "binnen", geen
er een sprelding tussen de

variantie-analyse zijn:

gelijke spreiding, onafhankelijkheid en normale verdeling
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van de grootheden in de universa waarult deze
10 steekproeven genomen zljn.

b. Gezlen de ultkomst van vraag a., kunnen we de
processprelding O schatten ult de totale kwadraat-
som:

s? = 35—%39- = 14,01 en S = 2,01,

De geschatte gtandaardsprelding van het gemiddelde
van 5 stuks ls dus

S .2,01_ 5,90 gram.

Voo V5
Om te voorkomen dat meer dan 1 op de 10 keer een
bedrag klelner dan 200 gram wordt gevonden, moet
het productleproces dus op 4o + 1,28 x 0,90 =
= 41,15 gr. worden afgesteld.

40g

7. In dit tekenvraagstuk wordt gevraagd de ontwikkeling
van gas- en electriclteltsproductie te vergelijken,
Er zijn weer verschillende oplossingen mogelijk. De
hierblj gevoegde grafiek wordt als de beste beschouwd.
Andere oplossingen biljv. indexcljfers met 1920 als
basgisjaar, logarithmische schaal al of niet met index-
cljijfers zijn ook goed,
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Veel gemaakte fouten:

Verschillende schalen voor de belde grootheden,
Verschlllend nulpunt veoor belde grootheden,

Niet aangeven van de absolute waarden in het basisjaar
biJ gebruik van indexcljfers,

Niet vermelden van schalen,

Onvolledlig hoofd der grafiek,

Te veel getallen blJ de assen,

indexcijfer 1835 =100
200}- . . ..
Productie in basisjaar: /
114.10% m3 gas /
44,100 kWh electriciteit 7’

150

100

50

] i 1
1%20 1930 1940 1950

Tweede examen, december 1953

1, Het bovenstaande kan ook aldus worden uitgedrukt: ge-
vraagd wordt naar de kans P dat niet bilJ] alle drle
trekkingen een waarde klelner dan twee wordt gevonden.
De kans P 1s derhalve gelljk aan &én minus de kans dat
bij alle drie trekkingen waarden kleiner dan twee worden
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gevonden,

Uit de tabel van de normale verdellng blijkt dat de
kans dat bij één trekking een waarde kleiner dan twee
wordt gevonden gelijk 1s aan 0,9772.

ﬁe kans dat bil] drie trekkingen ultslultend waarden
kleiner dan twee worden gevonden 1s dus 0,97723 =

= 0,933.

De gevraagde kans P is dus:

P = 1-0,933 = 0,067,

Voor de toepassing van de toets van Wilcoxon moet de
statlistische grootheid V bepaald worden, dle aangeeft
biJ hoeveel van de m,n combinatles van één element
ult de eerste steekproef met één element ult de twee-
de steekproef de waargenomen waarde van het element
ult de eerste steekproef groter (kleiner) is dan dle
van het element ult de tweede steekproef,

(m = ultgebreidheid van de eerste, n = ultgebreldheild
van de tweede steekproef).

De bepaling van V geschledt het eenvoudigst door de
gezamenli jke waarnemingsuitkomsten van belde steek-
proeven in één reeks van hoog naar laag (resp. van
laag naar hoog) te rangschikken en voor elk element
van de eerste steekproef te bepalen hoeveel elementen
van de'tweede'steekproef er op volgen en deze aantal-
len vervolgens te sommereﬁ.

Indien leder der beide steekproeven meer dan tlen
elementen bevat, zoals in dit vraagstuk, dan is V-3mn,
onder de hypothese dat belde steekproeven ult het-
zelfde universum afkomstig zijn, met voldoende benade-
ring normaal verdeeld met gemiddelde nul en standaard-

afwijking \/-112 mn(mtn+1) .

BijJ dit probleem is m=15 en n=20, terwl]l voor V de
waarde 105 (resp. 195) gevonden wordt.
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Derhalve is V-imn = 105-150 = -45 (resp. 195-150=45)

terwi]l voor de standaardafwljking V 5% 15 x 20 x 36 =

= V~900 = 30 gevonden wordt,

Aangezien (V-imn) gelijk is aan 1,5 maal de standaard-
afwl jking wordt de hypothese dat belde steekproeven
t.a.v. het onderzochte kenmerk uit hetzelfde univérsum
afkomstlg zijn, niet verworpen,

Aangezlen biJ] het gegeven vraagstuk tweezi]Jdig getoetst
moet worden is de overschrlJdlingskans P=0, 13,

Daar de grootheld V slechts discrete waarden kan aanne-
men, 1s het gewenst een correctle voor continufteit aan
te brengen en niet (V-3mn) doch (V-3mn)-1 te toetsen.
In dit geval heeft de continutteltscorrectle geen in-
vloed op de conclusie, terwijl de overschrijdingskans

P verandert in O, 14,

3. Bereken eerst de som van riljen en kolommen:

Verdlenende gezlnsleden

0o 1 2 3 4 5 6 7 8
o - 17 3% 8 3 2 1 - -| 65
1125 46 36 30 5 1 1 2 -1 146
Niet 2 38 30 8 3 - - - -| 87
verdle=l3| 1 23 7 3 6 1 - - 1| k2
gezins- | 4| - 15 2 5 1 = = - =1 23

leden 5 - 2 1 - 1 = = - =
6 - - 1 - - - = = - 1

7 - 2 1 - - - - - -
3% 143 112 s4 19 4 2 2 1| 371
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1a. Gemlddeld aantal 1b. Gemiddeld aantal
verdienende gezins- - niet-verdlenende
leden gezinsleden
0x 33 = - 0x 65 = -
1x 143 = 143 . 1x 146 = 146
2 x 112 = 224 2 x 87 = 174
3 x 54 =162 3 x 42 =126
b x 19 = 76 b x 23 = 92
5x 4= 20 ‘5 x = 20
6x 2 12 6x 1= 6
7x 2= "4 T x 3= 21
8x 1= 8
659 585
%%%=1,8 '%‘87%’:1:6

2, Dit betreft de gezinnen boven de diagonaal van links
boven naar rechts onder in de tabel = 159, Dit is U43%
van het totaal aantal gezinnen (100 x %%%).

3, De medlaan 1s-2
Gemiddelde afwljking
34 lo-2] +a3la-2]+... _ 339 _ , 9
371 3771 27
4, Bereken eerst de som van de producten van de variabelen
en de frequenties, dus 1x 1 x 46 + 1x 2 x 36 + ,. +
+2x1x38+,.+7x1x2+7x2x 1= 1002, Deel
dit door het aantal gezinnen en verminder deze ult-
komst met het product van de gemiddelden,

-1-30%% - % x g—g%- = -0,10. Dit 1‘s de covariantie.

Bereken van de varlantie:
0x65+1x 146 + 4 x 87 +9x U2 + 16 x 23 +25 x 4 +
+36x 1+ 149 x 3= 1523 ) :

2 ~
variantie = j%%% - (%%%) = 4,105 - 2,486 = 1,72
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Arialoog: O x 34 + 1 x 143 + 4 x 112 enz. = 1715

a7 | (652)% - - - 1,4
2 - ($3) 7 - 4623 - 3,157 = 1,47,

De correlatiecoefficient is: r = ——=210 — _ o 06,
V1,72x1,47
4, Bij de gebruikelijke wijze van steekproef nemen is N
(grootte steekproef) een vast getal en x {aantal defec-
ten) een stochastische variabele,

100 % is dan een zulvere schatting van % defecten in de
parti]. In het geval van dit vraagstuk is N (aantal
defecten) een vast getal en x {grootte v/d steekproef)
een stochastische variabele, Het geval ligt dus geheel
anders en men kan niet zonder meer concluderen dat 100 g
een zulvere schatting 1s.

Intuttief kan men als volgt redeneren: In het "gewone"
geval (vaste N) zal de laatste waarneming 1n het algemeen
nlet Juist een defect opleveren, Men zal daarom N groter
dan 50 moeten nemen om te kunnen verwachten dat er in
één steekproef van N gemiddeld 3 defecten zullen voor-
komen, 6% 1s daarom te hoog,

Een exact bewljs werd nlet verlangd.

5. a. De getoetste hypothese luldt, dat de bewering van de
dame in kwestie onJulst is en dat ziJj in het geheel
geen verschil proeft tussen de twee soorten kopjes
thee,

b. en ¢. Hier zijn twee Julste antwoorden mogelijk:

1 b. Tekentoets
c. Eerstgenoemdg\proefopzet.

Toelichting: Ult de onder a geformuleerde hypothese volgt,
in geval de eergte proefopzet gebrulkt wordt, dat de kans
op een goed antwoord steeds gelijk aan % is, terwijl de
opeenvolgénde 20 proeven bij die proefopzet onderling on-
afhankelljk zijn.
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Indien de dame, om welke reden dan ook, de nelging
heeft, om vaker het ene antwoord te geven dan het an-
dere, 1s de tekentoets strikt genomen bij de tweede
proefopzet niet zonder meer toepasbaar, maar bil] de
eerste wel, Blj de tweede proefopzet zal dan nl.,

als de getoetste hypothese Julst 1s, de kans op een
Julst antwoord in de ene helft van de gevallen gro-
ter dan % zijn en in de andere helft van de gevallen
evenveel klelner, Indien men echter ledere keer loot
is de kans op een juist antwoord steeds gelijk aan 3,
wat de dame ook zegt; zelfs is dit Zo, als zl1J altijd
het ene of altijd het andere antwoord geeft,

Men kan bewijzen (maar dat behceven de candldaten niet
te weten), dat toepassing van de tekentoets bij het
tweede proefschema in het geval, dat de dame een voor-.
keur voor één der beide antwoorden heeft, nilet leidt
tot een grotere, maar tot een klelinere onbetrouwbaar-
held dan de tekentoets. Als gevolg hiervan wordt ook
het onderscheidingsvermogen kleiner, althans in de
buurt van de getoetste hypothese. Een correctie om

dit ongunstige effect op te heffen, zou alleen gecon-
" strueerd kunnen worden, als de mate van voorkeur van
de dame voor één der twee antwoorden .bekend was en dit
is natuurlijk In de regel niet zo,

2 b, Methode der 2 x 2-tabel, waarblj het ene tweetal
kenmerken is, of de melk of de thee er in werke-
1ijkheid het eerst in gedaan 1s en de tweede
splitsing, wat de dame zegt dat er het eerst in-
gedaan 1s. Men kan dan bijv. de x°-toets met
continutteitscorrectie gebruiken,

¢, In dit geval kan men zowel de eerste proefopzet
als de tweede gebruiken,

Toelichting: Uit de onder a geformuleerde hypothese
volgt, dat wat de dame zegt onafhankelljk is van wat
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er werkelljk gebeurd is. Dit 1s echter Julst de hypo-
these, die met een 2 x 2-tabel getoetst wordt en het
aantal kopJjes thee van belde soorten, dat hierbij ge-
brulkt wordt is daarbij van geen belang. Er valt, bil}j
gebrulk van deze toets, lets te zeggen voor de tweede.
proefopzet tegenover de eerste, daar de eerste de
mogelijkheld openlaat, dat alle of een overwegend aan~-
tal der kopjes thee van één der beide soorten zijn,
waardoor de dame in de war zou kunnen raken, Dit is
bij de tweede opzet niet mogelijk,

Opmerking: De keuze tussen de mogeliljke toetsingen met
bijbehorende proefopzet hangt van hun onderscheidings-
vermogen af, Hierover werd van de candldaten geen ken-
nils verwacht.

1a., Bereken voor elke steekproef
0,75 - waargenomen verhouding

0,25x0,75
N

b. De ;12-toets komt in dit geval hierop neer dat men
het kwadraat van de onder a gegeven ultdrukking be-
rekent (1 vrijJheidsgraad). De ;c2 waarden zijn voor
de 10 steekproeven resp.

1 : 0,47 6 : 0,67
2 : 0,09 7 : 0,76
3 : 0,10 8 : 0,67
L o: 1,39 9 : 0,98
5 ¢ 0,00 10 : 0,17

Geen dezer waarden 1s significant. .
(N.B. De conclusie verandert niet indien men een

éontinutteitscorrectie aanbrengt, daar de overschri j-

dingskansen hierdoor iets groter worden..)

‘2, Men krijgt dan een steekproef van 437 stuks, waarvan
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336 A-elementen,
12=0,96 (1 vrijheldsgraad). Niet significant.

Deze som l1s verdeeld volgens 12 met 10 vriljhelds-
graden, Men vindt X°=5,30: nlet significant.

Het percentage wordt nu 77% 1.p.v. 75%.
Men kriJgt nu een 22 met 9 vrijheldsgraden 1.p.v.
10. De waarde 1s niet signifilcant.

Indien een onder 1 gevonden waarde significant is,
kan men concluderen dat de universumwaarde niet

75% is (of dat de steekproef niet aselect 1s, wel-
ke mogell jkheid wi] verder bulten beschouwing zul-
len laten),

Een enkele significante ulitkomst biJ 1 zegt nog
niet veel, daar men bl] herhaalde toepassing van
een toets, nu en dan grotere afﬁijkingen moet ver-
wachten, Men zou zich in dlt geval dan ook eerst
moeten overtuigen dat ook 3 een significante ult-
komst geeft, Omgekeerd, indlen wellswaar geen enke-
le uiltkomst onder 1 wordt gevonden die signifilcant
ig, doch de grens in een aantal gevallen dicht
wordt genaderd, kan 3 een significante ultkomst le-
veren, Daarbij kan 2 een niet-significante waarde
geven, nl, indien de "bijna significante" afwljkin-
gen aan weerskanten van 75% liggen, zodat ze elkaar
opheffen, De gprelding tussen de steekproeven is
dan te groot. Indien de spreiding tussen de steek-
proeven ultzonderliljk kleln 1s, maar het nilveau
enigszinsg afwijkt van 75%, kan met 2 een signifi-
cante waarde worden gevonden, terwljl 3 Julst een
niet-significante ultkomst geeft,

Geeft 3 een glgnificante uitkomst, dan is of de ge-

meenschappell jke universumwaarde niet, 75% of er.is

geen gemeenschappell jke universumwaardé. Dit laatste
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kan men nader onderzoeken met de onder 4 genocemde
toets,

"6. Men kieze als klassegrenzen waarder ult de 12
tabel (voor 1 yrijheldsgraad). Zo is biJjv. de mathe-
matische verwachting -van het aantal waarden dat zal
liggen tussen 0,0158 en 0,0642: 10% van het aantal
waargenomen waarden van 12. Heeft men bljv. 100
waarden van 12 dan kan men de volgende tabel opstel-
len:

o Frequenties

Waarden van 2
’ ‘Theoretisch | waargenomen
< 0,0158 10 | x
0,0158-0, 0642 10 x
> 2,706 10 x
100 100

Het verschil tussen de theoretische en de waargenomen
frequenties kan men onderzoeken met de 12 toets
(waarbij het asntal vrijheldsgraden = het aantal
klassen verminderd met 1).

7. Aantal uit Nederland geemigreerde personen 1in 1949,
naar leeftljd en nationallteit

AANTAL EMIGRANTEN
PER 8000 1

7 P77] VREEMDELINGEN
FJAARS g '////A NEDERLANDE
KLASSE -] RS

6000

40001

5000

2000

100604 ﬁ 3

0 3 10 15 20 25 30 335 40 45 S0 35 60 65 70 JAAR
) BOVEN 65 JAAR: 585 NEDERLANDERS EN LEEFTIJD

26 VREEMDELINGEN (BRON: STATISTISCH ZAKBOEK 1930)
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Kritieke punten

. Volledige titel en eenheidsomschrijving

. Linealre schaal voor leeftijd

Verticale schaal herleiden tot eenhelidsklassebreedte
Moet histogram zijn

U 4= fwo 1o |
N

. Vreemdelingen boven en Nederlanders onder 1s beter
. dan omgekeerd

N

Contrast in arcering nldt te sterk (optische vervor-
ming})

7. Bronvermelding

8. Netheid van ultvoering.

De onderstreepte punten zljn het belangrijkst.

Derde examen, meil 1955

*.

De verdeling over Jjongens en meisjes zal ongeveer wor-

den gegeven door de termen van de ontwikkelling van
11)4‘

(3+3)7. "

Dus 3 Jongens en 1 melsje in - ofwel 25% van de gezin~

nen met 4 kinderen,

Verdellng van x : 1 met kans gv, 2 met kans % .

dus verdeling van 5? : 1 met kans % » I met kans % .

Verdeling van y : 1 met kans g s 2 met kans
3 met kans

»

N awla

®

dus verdeling van 3y : 3 met kans é , 6 met kans

NOf sl
-

9 met kans
Verdeling van 5? + 3y:
x° + 3y: 1+ 3 1+6 1+ 9 4+3 L4+6 4 +9

=2+ 3y b 7 10 T, 18
3 $%5 1*3 1%z

=

karis: TL'X'G -}x%
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Dus:
5? + 3y: 4

T
kans:—é%ﬁ%é%ﬁ%.

Door de belde steekprbeven afzonderiijk te beschouwen
toetst men niet met een overschrijdingskans van 5% zoals
wordt gesuggereerd, Men dient de afwijking van nul van
het verschil der beide steekproeven te toetsen, Het
blijkt dan dat het verschil significant 1s blJ onbe-
trouwbaarheidsdrempel 0,05,

Verschil: 0,5156 - 0,4722 = 0,0434,

StandaardafwlJking van het verschil

1 1 .
~ \/%-9-’3_(,2+i%6§=o,oaoe.

Het verschll i1s groter dan 2 x de standaardafwlJking,
namelijk 2,08 keer.

10 13

Opmerking: Hetzelfde antwoord wordt gevonden door de ge-
bruikers en nlet-gebruilkers in A en B te rangsdhlkken in
een 2 x 2-tabel en hierop een xz—toets toe te passen.
De toetsingsgrootheld, een 12 met één vrijheidsgraad,
is het kwadraat van de waarde 2,08 gevonden volgens de
hierboven beschreven methode,

a. De kans dat er van 100 ondeugdeliljke exemplaren é&én
of meer zullen worden doorgelaten 1s:

1 - (de kans dat er geen ondeugdellJk exemplaar :
wordt doorgelaten) = 1 - {1—0,001}100 =1 - 0,9048 =
= OJ 0952 . .

b, Van de kans dat er onder 100 wlllekeurige exemplaren,
die de keuring zijn gepasseerd, één of meer ondeugde-
11l jke exemplaren voorkomen 1s niets te zeggen, aange-
zlen over de kansverdeling van het aantal ondeugde-
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11Jjke exemplaren onder die 100 nlets gegeven 1s.

5. Indien men het systeem van het vraagstuk volgt blij het
trekken van de steekproef, zullen alle straten - met
ultzondering van de straten met minder dan 7 nummers -
één vertegenwoordiger in de steekproef hebben. Korte
en lange straten zijn dus geliljkgeschakeld: er treedt
geen vertegenwoordiging in evenredigheld met het aan-
tal gezinnen op. Indien nu - wat niet ondenkbaar 1s -
een samenhang bestaat tussen de lengte van de straat
en een bepaald persoonlljk kenmerk bijv, het welstands-
nlveau van de bewoners, dan zal de steekproef nlet
representatief zijn,

2
1 2 (L) _ 1814,92 _
6. a) var L 'W(ZL - e ) = 1 = 164,99

2 .
var B = Ax(z B2- (EB)T) - 138,25 _ 4pp 57
2
var(L-B) = 7= I:Z(L—B)z— {Z(EEB)} ]= 222:]67 = 20,88,
SLEB
sip- =LZB
b) c = .__._.__.._.__12_2_
oo (g

=18 = 3{ =12+ =% =(1-B)2] = 79355

_ 66,75
Dus ¢ = qgﬁgfgg = 1,088

d =1 - ¢B = 6,63,
Dus L = 1,088B + 6,63 .

) , 466,75 1466, 75
¢) r = cov(L,B) _ 1466, _ -
. \/var L.var B 1564, 3

11 V164 ,99x 122,57

0,938.
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d) Residuele variantie = (1-r2)var L = 19,80,

e) De correlatlecoBfficiBnt berekend uit L en B van de
vruchten in een bepaalde breedte-klasse 1s geen
goede schatting van de correlatiecoBffici#nt in de
gehele partlj, aangezlen men dan niet meer te maken
heeft met een aselecte steekproef, Om dit te verdul-
deliJken kan men het volgende stellen: Zou een be-
paalde klasse zeer smal worden, dan zou de regressie-
1ijn een geheel andere richting krijgen dan die welke
uilt het gehele materiaal wordt verkregen. De corre-
latieco#fficiént wordt in een kleine klasse veel
kleiner dan in de gehele steekproef.

f)
LENGTE

(m mm) 2

110 A
L=1,098+6,64 -V
700 ,/

90 s

i °
80 —

V.
70 7

e

60

50

L

v

50 60 70 80 %0 7100
’ BREEDTE
( IN mm)

Verband tussen lengte en breedte van 12 monsters

ongesorteerd fruit,

7. Geef het eerste getrokken getal aan met x en het tweede
met y, dan is dus steeds x # y. Voor x zijn'er 5 moge-
1iJke waarden en voor y, blj gegeven x, % mogeliJke
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waarden, dus er zlJn 20 mogelljke combinaties, die
alle gelljke kans bezitten, daar de trekkingen aselect
zijn,

In volgend schema zijn deze 20 mogeliljkheden aangege~
ven, met de bl] ieder daarvan behorende waarde van

het product xy.

Tabel van waarden X.y

y X 1 2 3 4 5
1 X | 2 3 | 5
2 2 | x 8 | 10
3 { 3 6 x| 12 |15
4 ¥ | 8 12| x |20
5 5 |10 |15 | 20 | x

Teder der vakjes heeft een kans é% .
Derhalve 1s de verwachting van het product xy gelijk
aan de som van deze waarden gedeeld door 20, dus

Exy = pg {(2+3+445) + (24648+10) + ...} =8,5.

Voor x en y afzonderlijk geldt, dat leder der waar-
den 1,...,5 een kans % bezit, dus

Ex = E1=-51-(1+...+5) =3

en
0'2{}_(_} = 02{1} = -;—{(—2)2 +(-1)2 + 0%+ 1+ 22} =2,
Dus is
cov(x,y) = Exy - ExEy = 8,5-9 = -0,5,
en

ofzpofy}  °

p(x,y) = = -0,25,
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8. De gevraagde kans 1s gelljk aan de kans dat in de eerste
helft van de tweede steekproef vijf bepaalde nummers
voorkomen (nl. dle welke ook in de eerste helft van de
eerste steekproef voorkwamen), Deze kans is:

S, % 2,1 _ 2
10"9"%"7"6 = 52 -

9. De gemiddelde hoogte van stapels van 25 schljven zal
zijn

25 x 12 ¢m = 300 cm,

Standaardafwijking = \/ZKStandaardafwiJking schijfdikte
VEu'= Vasxs = Vaoo = 1o,

De kans dat een stapel zou worden gevormd welke hoger

is dan 320 cm is gelijk aan de kans dat bij een normale
verdellng een afwilijking, in positlieve zin, groter dan
20 (20=2x10) optreedt, Deze kans 1s gellJk aan 0,0228,
Blj 2,28% van de stapels zal het dus niet gelukken deze
compleet te maken, '

10. De gemiddelden voor het Rljk zijn gelijk aan gewogen ge-
middelden der percentages voor de provincies, met als
gewichten de bevolking der provincle. Deze gewlchten
zljn voor 1920 en voor 1930 niet gelijk, In het Zuiden
van het land is de bevolking tussen 1920 en 1930 sterker
toegenomen dan in de andere gebileden tezamen, waardoor
de gewlchten voor de zuidelljke provincies In 1930 gro-
ter waren dan in 1920, Aangezlen in deze provincles de
percentages voor het aandeel Rooms Katholleken zeer hoog
ziJn, heeft de verhoging van de gewlchten aldaar geleild
tot een hoger Rijksgemiddelde ~ dit ondanks de omstandig-
heid dat ook in de zuldeliljke provincles de percentages
voor de Rooms Katholieken in 1930 lager waren dan in
1920.

)2
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Kritiek ten opzichte van het.experiment

1. De Jongens en meisjes zlijn niet gelljkelljk over

3.

de drile voedlngsgroepen verdeeld. Het verschil in
ultwerking van de voeding 1s dus "confounded" met
het verschil in sexe, Aangezlen in het begin (in
de eerste week) de invloed van de voeding nog
maar kort geduurd heeft en dus vermoedellJk niet
groot 1s geweest, geven de gewichtsmetingen in de
eerste week reeds een aanwljzing dat althans het
begingewicht van Jongens en melsjes verschillend
was. )

Het T-maands kind wijJkt duldelijk af van de ande-
re kinderen en waar hiervoor geen Vergelijkings-
materliaal is in de vorm van andere 7-maands kin-
deren hoort het niet in dit experiment thuls,

Het heeft geen zin bij] één kind bp drie verschil-
lende dagen waarnemingen te doen en bij een ander
kind maar op één dag. Bovendlen had blj elk kind
de waarneming op dezelfde dag na de geboorte moe-
ten plaatsvinden anders zlJjn de waarnemingen niet
zonder meer vergell jkbaar,

Foutlef toegepaste statistische methoden

De herhaslde waarnemingen van het B,M, op één
tiJdstip geven alleen.aanwljzing over de nauwkeu-
righeid waarmee deze grootheid bepaald is of kan
worden en over de variabllitelt ervan op korte
termijn., Z21J mogen niet als onafhankell jke waar-
nemingen beschouwd worden bij de vergelijking van
groepen kinderen, zoals blijkens de aantallen
graden van vrijheld bij het toepassen der t~toets
{onder B) en der variantieanalyse (onder C) gedaan
is. Ook de meervoudige waarnemingen bij één kind
in dezelfde week zlJn niet onafhankell jk.
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Het beste wat de statisticus had kunnen doen t.a.v.
deze meervoudige waarnemingen l1s vermoedelljk ult-
sluitend de eerste waarneming te gebruiken,

De statisticus had moeten opmerken, dat het 7-maands
kind niet in de serle thuls hoort en deze waarneming
moeten weglaten. Voordat hij de correlatiecoefficient
{par. 3A) berekende had hiJ] tenminste een grafiek
{puntendiagram) van het verband tussen B.M., en ge-
wlcht moeten tekenen, Hij zou dan gezien hebben, dat
de gevonden correlatie vrijwel ultslultend bepaald
wordt door dit 7-maands kind, Daar er hier een buiten-
statistlsche reden voor de afwljkende waarneming is,
1s weglaten ervan geoorloofd, Ja noodzakelijk., Bij de
berekening van de correlatiecoefficient zijn blijkens
het opgegeven aantal graden van vrijheld de meervou-
dige waarnemingen als onafhankelijk beschouwd,

De afwijkende waarden van het 7-maands kind veroorza-
ken bij de t-toets een abnormaal hoge standaardafwlj-
king waardoor geen signiflcantle gevonden wordt; een
serie met een dergell Jke afwljkende waarde is boven-
dien zeker geen steekproef ult een normale verdellng,
zodat de t-toets zo nlet toegepast mocht worden.

Bij de berekening van de variantieanalyse ( §30) had
de statisticus moeten opmerken dat sexe en methode
van voeding "confounded" ziljn zodat de uitkomst der
analyse niets bewljst over een eventuele invloed van
de methode van voeding.

De statisticus had zich, als hij dan al een variantie-
analyse wilde ultvoeren, moeten afvragen of hiJ deze
niet beter had kunnen toepassen op de verandering in
het B.M. resp. het gewicht van de eerste op de derde -
week, Dit zou de invloed van de verschillen in begin-
gewleht min of meer hebben geelimineerd, zodat hij
vermoedell jk een lagere restvariantie en dus een



- 71 -

scherper onderscheldingsvermogen zou- hebben gekre-
gen,

¢. Nliet genomen controlemaatregelen van statlstische

aard

1. Voor de berekening van een correlatiecoefficient
1s het wenselljJk steeds een stippendlagram van het
te onderzoeken verband te tekenen (reeds genoemd
onder b 2).

2, Er 1s geen onderzoek naar normaliteit gedaan; dit
was met het geringe aantal waarnemingen ook niet
mogelijk; de statisticus had echter moeten vermel-~
den hetzlj dat ult andere onderzoekingen gebleken
was, dat normalitelt aangenomen mag worden, of
anders parametervrlje toetsen moeten toepassen.

d. Overlge in een statistisch rapport vermelde punten

1. De statisticus had zeker een duldeliJke omschrij-
ving van de doelstelling van het experiment moeten
opnemen,

Vierde examen, oktober 1956

1. Men passe de tekentoets toe, resp. éénzijdig (vraag a)
en tweezijdig (vraag b). Ult een tabel van de kritieke
waardeﬁ van de tekentoets leest men af dat, bl] een
onbetrouwbaarheldsdrempel 0,05, 1n het eerste geval de
afwljking (8-4) significant is (kritieke waarde 4), in
het tweede geval nlet significant (kritieke waarde 3),
Opmerking: de normale benaderling, met continuitelts-
correctie, geeft voor dit geval hetzelfde resultaat,
De formule )

x-3n-} 12-8-%
geeft ——m— = 1,75,

e /%
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Dit is dus significant blj éénzijdige, doch niet bij
tweezljdige toetsing.

We hebben hiler twee onafhankell jke stochastische groot~
heden x en y; de waarden daarvan, met bljbehorende kan-
sen, zijn

0 1 1 2 3 4 5 6
i Y92 2 1 12 1 1
2 2 & 6§ 66 6 &
Voor (x+y) heeft men
1 2 3 4 5 6 7,
(x9)¢ 1 2 2 2 2 2 1
2 92 72 T2 2 2 B
E(x+y) = %%-x 1 + %% x 2 + %%~x 3+ .5, =4,

Men kan dit resultaat ook vinden door toepassing van de
formule

B(xvy) = Bx + By = % + 3% = b,
1402 , 2 2 8
Var. (x+y) = 55(1-%)° + 75(2-4) + .. = %5 .
Deze ultkomst kan men ook als volgt verkrijgen:

Var, (x+y) = var, X + var, y = £-+ %% -3

De kans dat x+y kleiner dan 4 1s, is de som van de kan-

sen behorende blj de waarden 1, 2 en 3, Deze kans 1s
2

-1 2 5
dus—,—l§+—,]§+7§-=-,r—,
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b)
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Het gevraagde histogram is 1n figuur 1 getekend,

KINDEREN
150

-

\ 2 3 4 5 6 —=HALVE JAREN

Fig. 1., Frequentiehistogram van het aantal

kinderen, bilj welke blj controle aangetaste

melkkiezen werden gevonden, naar het halve

Jaar na het op school komen, waarin deze

voor het eerst ontdekt werden. Na het zesde

Jaar werden nog bij 12 kinderen,-die tevoren

geen aangetaste melkklezen hadden, aangetaste
melkkiezen ontdekt,

In figuur 2 1s de frequentieverdeling op normaal

waarschijnlijkheidspapier getekend.

In de figuur op waarschijnlijkheidspapler liggen

de punten behoorlijk rechtlijnlg georienteerd.

Dit wijst er op, dat de verdeling van de begin-

leeftijd, waarop bilj kinderen, die aangetaste

melkklezen krijJgen, de aantasting van de melkkie-

zen optreedt, normaal is. Voorts volgt ult deze

figuur, door extrapolatle, dat biJ het op school

komen reeds circa 15% aangetaste melkklezen heeft,

In het eerste halfjaar worden dus de kinderen ont-



- 74 -

dekt, dle bij het op school komen aangetaste kiezen
hadden, plus z1j, die in dat halfjJaar aangetaste
kiezen krijgen. Hierdoor is het aantal, dat in het
eerste halfjaar gevonden wordt, groter, dan het in
het tweede halfjaar gevondene. In het eerste half-
Jaar worden er dus schijnbaar te veel kinderen met
aantastingen gevonden,

Volgens de geschatte cumulatieve frequentieverdeling
ziJn de verwachte aantallen in het 2e en in het 3e
halfjaar aan elkaar gelijk., Dat het gevonden aantal
in het 2e halfjaar kleilner is moet door toevallige
oorzaken worden verklaard,

t
%9 999
% 99
L
//
- %
95. //'
9 — 90
//V
7 e 7
/J
// 50
50 —
rd
h/
2% —e] %
///
[ 0
5 5
] }
o o
4 ; o HALVE JAREN

Fig. 2, Cumulatleve frequentleverdeling van het aan-

tal kinderen, biJ welke blj controle aangetaste melk-

kiezen werden gevonden, naar het halve jaar na het

op school komen, waarin deze voor het eerst ontdekt
werden,



4k, De automobilist rijdt
60 xm/u gedurende %% = 0,333 uur

80 [ 1 j‘g"g = 1,250
90 n g‘g = 0, 389 n
100 M 'ﬁ%g = 0,200 u
+
Totale rijtijd 2,172 uur

Totale afstand = 175 km,
dus zijn gemiddelde snelheid is 51%% = 80,6 km/uur,
2
5. m=wpXx, = 5,03,
% = —;—Z(xi-m)e = 1,48, dus s = \[1,58 = 1,22,

Het 8e deciel van een normale verdeling ié het punt
M+ 0,840, Dit punt kan dus geschat worden door

m + 0,848 = 5,03 + 0,84,1,22 = 6,05,

6. a) Geven we het spoelgewlcht aan met x, het garenge-
wicht met y en het totale gewicht van spoel + garen
met z, dan 1s

Z

z xX+y
Py = Pt by
o2 =02+ 05
Gegeven is: [JZ=405,2, Oé=12,8 dus c7§=163,84,
By= 99,7 ©,=11,9 dus o2=141,61,

Dus Py: HZ— HX=305’5 en 0§= Ci— 0}2{=22,23; O'y=1¥,71.

Het percentage spoelen met minder dan 300 g garen
wordt gevonden door de overschriJdingskans van het

getal .
305557- 300 _ 1,17
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op te zoeken in de tabel van de normale verdeling.
Dit geeft 12%.

b) Is m het gemiddelde garengewlcht van 5 aselect ge-
nomen spoelen, dan is m normaal verdeeld met het-
zelfde gemiddelde als y, maar met een 5 maal zo
kleine varlantie., Deze variantie 1s dus §2§§§=4’45
en de spreiding is dus 2,11, De gevraagde kans is
nu de overschrijdingskans van

0 327 0 _ 2,61
en deze is 0,0046,

T. De gegevens ziJn onvoldoende om ult te maken of de
uitspraak Juist is of niet., Daartoe zou nl. ook opge-
geven moeten worden, hoeveel wel inge&nte en hoeveel
nlet ingeente personen er biJj het onderzoek betrokken
zijn geweest, Bovendlen doet zlch dan nog de vraag
voor, op welke Indicatie tot inenting (of tot het na-
laten daarvan) is overgegaan, m.a.w. de mogelljkheid
bestaat nog dat de belde groepen niet gellJkwaardig
ziJn wat hun vatbaarheld (afgezilen van inenting) voor
de beschouwde ziekte betreft.

8. Stel het totaal aantal moleculen in de beschouwde ruim-
te N. Verdeel deze rulmte in gedachten in n gelljke de-

len (n groot). Het gemiddelde aantal moleculen in één
element je bedraagt g—. Het werkelijke aantal op een he-
paald ogenblik is binomiaal verdeeld, met gemiddelde g

en standaardafwiJking ViN X % x (1 - %). Hierin is
1 - g-ongeveer 1, dus de standaardafwijking is V % .

Indlen het volumenelement 4 cm> is, heeft men

% =4 x 2,5 x 1019 en V % =2x5%x 10° = 1010. Men kan

dus afwijkingen van (tweemaal de standaardafwijklng)
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2 x 1010 verwachten,

(Aequivalent hiermee: het aantal moleculen in een volu-
menelement bezit een Poisson-verdeling; voor 4 cm3 is
daarvan = P = 1010; wegens de grote P 1s de verde-
ling blj zeer goede benadering normaal, enz.).

a) Het gemiddelde en de mediaan worden 10 hoger, de
standaardafwi jking verandert niet,

b) Het gemiddelde wordt 2 x zo groot, dus indien de
oorspronkell jke waarde x was, wordt de nleuwe waar-
de 2 X + 20, Hetzelfde geldt voor de mediaan, Als
de oorspronkelijke standaardafwljking s 1s, dan
wordt de nleuwe 2s, :

c) Het gemiddelde neemt met 1 toe en wordt dus 2 X + 21,
De mediaan behoudt de onder b) verkregen waarde., Wat
met de standaardafwilJking gebeurt valt zonder nadere
gegevens nlet te zeggen.

Noemt men de ocorspronkelljke waarnemingen xi(i=1,...,11L
dan ziJn de nieuwe waarden 2x, + 20 (i=1,...,8,10,11),
resp. 2x9 + 31,

We bepalen de kwadraatsom der afwijkingen van het gemid-

delde:

i

> (2x,+20-2x-21)7
179

5 (2x,-2%-1)% + (2x,.-2%+10)% =
it 1 3

+ (2x9+31-23£-21)2 =

= (2x,-2%)° - S 2(2x,-2%) + 10 + (2x,-2%)2 +
o 1 A9 1 9
+ 20(2xg-2%) + 100 =

]

11 1
ST (2x,-2%)° - 2 T (2x,-2%) + 22(2x.-2%) + 110.
1=1 T 1=1 * 9

N s
=0
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Het verschil met de onder b) bereikte waarde van de
kwadraatsom der afwljkingen van het gemiddelde - en
daarmee de varlantlie - zou dus bekend zijn indien we
(ngf) zouden kennen,

Als dagen met welnlg orders tevens dagen zliJn met hoge
gemiddelde provisie per order (hetgeen zeer goed moge-
11jk is, omdat grote orders meer tijd in beslag zullen
nemen dan kleine), dan zal het gemiddelde, genomen over
alle dagen, van de gemiddelde dagprovisies hoger ziJn
dan het gemiddelde van alle individuele orderprovisies,
m,a.w, men zal op de beschreven wlijze een hoger gemid-
deld provislebedrag per order berekenen dan bij exacte
berekening het geval is, Men kan dit gemakkelijk inzlen
bij extreme gevallen; als er bijv., 20 dagen met één zeer
grote order zijn en 5 dagen met leder vele klelne orders.
Er 1s dan 20/25 kans op een zeer hoog gemliddeld orderbe-
drag ult te komen, hoewel de grote orders toch slechts
een klelne fractie van het gehele onderpakket vormen,

BewlJjs:
De verwachting van de door mlddel van een steekproef be-
rekende gemiddelde provisie per order bedraagt:

E(Ri) = %§ 51 3

waarin k het aantal werkdagen in een maand 1s, waarover
wordt gesommeerd,

De zulveregemiddelde orderprovisie over dezelfde maand be-
draagt: ’

=4 N

= 1 —
P = 2 p. =% 2 n,p, .
i i N 1 11
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Stel nu:

_ 1 -
E(Ry) =% TPy = Pq>

1
X izni=f‘2’
-ﬁi'}-h»]":x!
ni-H2=y.

Dan is:

T p) (pgty) =
T (g Pt Pox vy

ol
(]
Zla =l

Men bedenke dat:

N = §n1=k Mo s
Ix = Zy = 0,
Hieruit volgt dat:
3 =V‘1+%§1:xy-

Als Zxy negatief 1s, m.,a.w. als over de beschouwde
maand het gemiddelde orderbedrag 5& negatief gecorre-
leerd is met het aantal orders ny, dan 1is de zuivere
provisie p kleiner dan de berekende fhqe

(Dit bewljs werd niet van de candidaten gevergd.)

11. a.1, In het geval dat de verdeling der inkomens als nor-
maal mag worden beschouwd, komt voor toetsing van
verschlllen tussen de groepen de toets van STUDENT
het meest in aanmerklng, subs. de F-toets, hetgeen
hier hetzelfde is. In de hierna volgende berekenin-
gen worden alle bedragen ultgedrukt ln eenheden van

Ff 100, -,
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A B I B°
31 46 961 2116
34 6 1156 36
109 4 11881 16
14 19 196 361
21 5 441 25
69 24 4761 576
35 26 1225 676
48 4 2304 2209
60 51 3600 2601
62 o7 3841 729

Ix = 483 255 30369 9345

(Zx)2/10 = 23328,9  6502,5

T(x-%)% = 7040, 1 2842,5

2

s2 = 782,2

2

s5 = 315,8

Als schatting van de varlantie binnen de groepen, sg,
dient

2 _ 7040,1 + 2842,5 ~ 9882,6 _
50 = oo o~ T = 549,05

8, = 23,4,
De standaardafwijking van het verschil tussen de ge-

middelde inkomens van A en B bedraagt

- 1 1 .
s = 23,4 —'T6+T6 = 10,46

48,3 - 25,5 = 22,8 _
£ 0,16~ = 70,46 = 22 8.

Volgens de tabel van de STUDENT-verdeling behoort hier-
biJ een tweezijdige overschrijdingskans van lets minder
dan 0,05 bij 18 vrijheidsgraden, Het verschll tussen de
gemiddelde inkomens der beide groepen 1s dus significant
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bl) de gestelde onbetrouwbaarheidsdrempel, hetgeen het
vermoeden rechtvaardigt dat groep A gemiddeld een hoger
inkomen heeft dan groep B.

Men kan tot dezelfde uitkémst komen door toepasslng van
de rekentechniek der variantie-analyse. In dat geval
wordt het gemiddelde kwadraat tussen de groepen, Qt’
ultgerekend:

Tx, = 483 4832 = 233289
Txp = 255 2552 = 65025

i

+ +
Ix = 738 298314
—— 2 10
o 29831, 1
738</20 = 27232,2
2599,2
Q = 2599,2 : 1 = 2599,2
, soe= 549,0. (zie boven)
Q
F =—§=3-%%ga—g—=u,73 =t blj 1 en 18 vrilj-
s ]
o
heidsgraden,

Ook nu wordt ulteraard een overschriljdingskans gevonden
van iets minder dan 0,05, (Daar F = t2 is, komt een
rechtséénzijdige overschrljdingskans van F overeen met
een tweezljdige van de corresponderende waarde van t,)

a.2. Indien geen normalitelt der inkomensverdelingen mag
worden verondersteld, komt slechts een verdelings-
vrije toets 1n aanmerking. In dit geval 1s het de
toets van WILCOXON, Voor berekening van de toetsings-
grootheid W wordt in navolging van "Handlelding voor
de toets van WILCOXON" door-ir DORALIEN WABEKE en
CONSTANCE VAN EEDEN (Math.Centrum, Asd, 1955) de vol-
gende opstelling gemaakt. (Zie tabel op blz.82.)

Bij m=n=10 wordt voor W=46 een tweezijdige overschrij-
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dingskans van 0,044 gevonden, hetgeen wederom tot
verwerping van de getoetsgte hypofhese leidt,
(Opmerking: In plaats van W wordt ook wel een toet-
singsgrootheid U = W gebruikt.)

Hoewel de ultkomsten der belde gebruikte toetsen

in dit geval vrijwel gelijk ziJn, dient men zich
toch te reallseren, welke van beide in dit geval

de Julste is. Bit hangt er van af 1n hoeverre de
inkomens normaal verdeeld geacht mogen worden.
Zelfs zonder nadere gegevens daarover valt gemakke-
lijk in te zien dat inkomens als regel verre van
normaal verdeeld zijn; tegenover veel kleine inko-
mens staan welnig grote linkomensg, Bij vraagstukken
met inkomens is het daarom nooit geoorloofd

Rangnr, : A B Bl jdrage tot W
0] 6,4,5 [¢]
1 14
2 19 2
3 21
4 24,26,27 12
5 31
6
7 34
8
9 35

10 46,47 20
11 48
12 51
13 60
14
15 62
16
17 69
18
19 109
20
m="10 n=10 W=U46

zonder nadere gegevens normaliteit te veronderstel-
len, Vandaar dat hier de toets van WILCOXON de
Juiste is.
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¢, Bij 18 vrijheidsgraden en een tweezijdige overschrij-
dingskans van 0,01 behoort blijkens de STUDENT-tabel
een waarde t = 2,88,
Bij de gestelde verandering van de inkomens van groep
B blijft de spreiding binnen de groepen onaangetast.
Slechts het verschil tussen de gemiddelden van A en B
(A en B te noemen) verandert, Dus

48,3 - B _
t=——J,T%’—%———2,88.

= 48,3 - 2,88 x 10,46 = 48,3 - 30,1 18, 2.

was 25,5 zodat dus alle waarden van B 25,5 - 18,2 =
7,3 kleiner zouden moeten worden om B = 18,2 en dus
t = 2,88 te vinden.. '

wl ol

Opmerking: t kan ook = -2,88 worden gesteld, In dat
geval wordt B = 78,4 verkregen, hetgeen 52,9 meer is
dan de oorspronkeiijke waarde van B, Door verhoging
van alle inkomens 1n deze groep met 52,9 kan men dus
hetzelfde effect bereiken,

Vijfde examen, oktober 1957

1. Uit onderstaande bererekeningsstaat blijkt voldoende

duldelljk, op welke wiljze een normale verdeling kan wor-
den aangepast en de theoretische frequenties kunnen wor-
den berekend,
Weglating van de correctie van SHEPPARD op de variantie
(vermindering met 1/12e van het kwadraat van de klasse-
breedte) i1s nlet fout. Julster 1s het echter, deze cor-
rectie wel toe te passen blj dit grote aantal waarnemln-
gen,
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BEREKENINGSSTAAT
Kias- Klas- u
semlid- 2 |se- * *
Dikte d |3ST% | ex (ex° S22 ) L;f(u)du p £
x zen X -
-5,5 |-4,09 0,0000
9:7'1012 -5 0 0,0004 1
~4,5 {-3,34 0, 0004 :
10,3-10,8 -4 (o} 0, 0045 6
"'3:5 '2,58 0:0049
1039"11:4 ‘3 31 '93 279 010287 39
-2,5 |-1,83 0,0336
11,5-12,0| -2 168 |-336 | 672 0, 1065 146
‘ -1,5 |-1,08 0, 101
12, 1-12,6 -1 339 |-339| 339 0,2306| 316
-O’ 5 '0: 33 O! 3707
12,7-13,2 0 381 |0,2921] 400
0,5 0,42 0,6628 .
13,3-13,8 1 274 | 274 274 0,2182] 299
Y 1,5 1,18 0,8810
13,9-H, 4 2 130 | 260 520 0,0922] 126
2,5 1,93 0,9732
14,5-15,0 3 41} 123 369 0,0231 32
3,5 2,68 0,9963
15, 1-15,6 4 6 24 96 0,0034
’ 4,5 3,43 0,9997
15,7-16,2 5 0 0,0003 0
5,5 4,18 1, 0000
Totaal 1370 | -87 |2549 1,0000( 1370
872/1370 =
2543
X = (d'12:95)/0)6
x . = -87/1370 = -0,06 £ = absolute ffequentie )
'2 _ o = waargenomen
s © = 2543/1369 = 1,86 u - (x-%)/s
2Correctie van Sheppard: £(u) = normale verdeling
s = 1’36 é 0’38 = 1,78 p* = relatleve fre%uentie )
s = V .78 = 1,33 berekend
f* = abgsolute frequentie

(berekend)
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2. a. Indien y*, x*y en x alle afwljkingen van hun gemliddel-
den voorstelden, zouden de vergelljkingen geen con-
stante termen bevatten, Dit is dus niet het geval, In
principe kan echter in leder der belde vergell jkingen
nog één der beide variabelen een afwijking van het
gemlddelde voorstellen, Dit is echter ongebruikell jk.

b. lrl = \/bb!, waarin b en b' de beide regressie-
coefficienten zlJn.

c. Voot = V2,1.0,7 = V1,47 = 1,21>1%
Dit kan niet Juist zijn, dus één van beide (of belde)
regressievergelijkingenﬂ1s (zijn) onjulst. Uit de ge-
gevens valt niet op te maken, welke vergelljking fout
is.

3. De verdeling van het aantal fouten in rollen van 40 m
lengte 1s een POISSON-verdellng., De parameter A wordt
geschat door het gemlddelde aantal fouten:

80 + 2,32 +3.15 + 4.3 _ 201

200 = 300 ~ -
Uit een tabel van de POISSON-verdeling wvolgen de percen-
tages:
Aantal % Op 200
fouten rollen
Y 37 T4
! 37 7% De overeenstemming met de
2 8 36 gevonden aantallen 1s goed.
3 6 12
Ll 1 2

a. In rollen van 60 méter is A= %% . 1=1,5,

Is X het aantal fouten, dan is dus
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b, De percentages volgen weer ult een POISSON-tabel.
Voor lengte 40 m (A,=1) is percentage rollen van
A-kwal, = T4,

Voor lengte 60 m (A-=1,5) is percentage rollen van
A kwal, = 56,

Het percentage meters van A-kwaliteit is gelljk aan
het percentage rollen van die kwallteilt,

c. Een percentage 90 wordt berelkt voor A= 0,53, het-
geen behoort blJ] een lengte L = 40, A meter =
= 40, 0,53 21 meter.

De beste schatting voor de kans op succes bl] leder der
bezoeken 1s 3%% = 0,137. De standaardafwijking van deze
schatting is ongeveer gelljk aan

\/ 41 259 / 300 = 0,0198 .

300 ° 300

Een ondergte betrouwbaarheidsgrens voor deze kans, met
onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05, 1s dus

0,137 - 1,65 ., 0,0198 = 0,104 ,
In een lange reeks van verdere bezoeken, met dezelfde
kans op sucees, zal dus het percentage successen onge-=
veer gellJk aan deze kans, dus minstens 0,104 zi]Jn,

Hlerbl] zijn twee veronderstellingen gemaakt:

1e de eerste 300 bezoeken op de alfabetlsche 11ijst kun-
nen - voor zoverre het al of nlet behalen van succes
betreft - als een aselecte steekproef ult de gehele
1iJst worden beschouwd (m.a.w. de kans op succes is
onafhankeliJk van de plaats van de naam- in het alfa-
bet);

2e de totale 1lijst 1s zeer lang,

a, Noemen wl]j Xy het aantal verdachte gevallen bi] de
1ste ploeg, dan is de verwachting, gegeven het totale
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aantal Zkﬁ, voor ieder der ploegen gelijk aan X,
Dus 1s:
2 Z(x,-%)?
= ——————— (k~1 vriJheldsgraden),

x
k-1 =

Deze waarde van 12 kan op de hekende wiljze worden
getoetst,

Ix, = 810; X = 81; X(x,-%)% = 15246;

%l

x S =Aj§§%§ = 188; El2 = g, dus 188 1s veel te

9
groot. (Opzoeken in tabel 1s overbodlg.) De nume-
rieke berekening werd niet van de candidaten ge-
vraagd.

Een of meer der volgende verklaringen 11Jken rede-

1ijk:

1. Geograflische verschillen, als de ploegen op
verschillende plaatsen werken,

2, Milieu- en beroepsverschillen tussen de onder-
zochte groepen,

3. Verschlllen in de diagnose-methode, dle bilj de
verschillende ploegen gebruikt werd.

Onder de hypothese dat de kansen voor de 10 groe-
pen ndg steeds gelljJk aan de gegeven percentages
ziJn, zal het verwachte aantal verdachte gevallen
der groepen evenredig zijn met deze percentages.
De beste schattingen van de verwachte aantallen
z1jn die schattingen, waarvan de som gelijk 1s
aan de som van de werkell Jke aantallen verdachte
gevallen (=810), De berekening is in onderstaande
tabel ultgevoerd. Ook nu kan weer de waarde van
xg worden berekend., Deze berekening 1s eveneens
in de tabel opgenomen, Daarbilj geldt:

* 810 #
=57 .
. 1, p
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+
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Ploeg | p* | £ | £X |e-£%X |(£-£%)%/f
A 0,25 {137 |144,6 | -7,6 0,40
B O, 19 94 109’9 '1519 2: 30
¢ 0,17 11031 98,4 | 4,6 0,21
D 0,081 62| 46,31 15,7 5,32
E 0,05| 21| 28,9 -7,9 2,16
F 0,25 1138 |144,6 | -6,6 0,30
G 0,18 [110 [104,1| 5,9 0,33
H 0,09 60| 52,1| 7,9 1,20
I 0,08 43| 46,3 3,3 0,24
J 0,06 | 42| 34,7 | 7,3 1,54

Totaal|1,40|8101809,9| 0,1 | 44,00 =

J - X.S

De bljbehorende overschrilJdingskans is groter dan
0,10, dus er is geen reden om de waarnemingen in
strijd te achten met de vroegere bevindingen,

85 + 40 + 16 _
100 x BT ¥ 25 F = 160,2
.51 x 110 + 25 x 120 + 12 x 125 _ ;
. Prijsindex: =T ¥ 25 F T2 = 114,9,

Hoeveelheldsindex: 100 x %%gag = 139,4.
5 N

Opmerking, In plaats van volgens bovenstaande bereke-
ning (formule van LASPEYRES) kan men het priJsindex-
c¢ljfer ook volgens de formule van PAASCHE berekenen
(dit is echter niet

85 x 110 + 40 x 120 + 16 x 125 )
85 + U410 + 10

1

en Aangezien a +-—a + L 1o = 1, Isa == .
Ba 7 Tt gt 5



- 89 -

a. De verwachting van het kwadraat van de score 1s

8 b 2 1 - 21
,]5x0+,]5x’1+,]5x4+,]5x9—,]5.
b. De verwachting van de score is
8 3 2 il =
5 x 0 + 75 x 1+ 75 X 2 + 75 X 3 15 -
21 94
De variantie van de score is 5 - ( ) 225 .

De standaardafwijking van de gemiddelde score bil}j
25 schoten bedraagt dus

—g-x %%% = 0,186,

Opmerking: "gemliddelde score bij 25 schoten" zou men
ook kunnen opvatten als "verwachting van de totale
score blJ 25 schoten", Deze verwachting 1s gelljk aan

25.%%%~= J%i , een constant getal. De standaardafwlj-~

king daarvan is dus O,

Een eenvoudige en voor het gestelde doel toepasselijke
toets 1s de rangcorrelatietoets van KENDALL, De daarbi]
behorende toetsingsgrootheid S 1s gelijk aan het aantal
paren waarnemingen, waarvan de tweede groter 1s dan de
eerste, verminderd met het aantal paren, waarvoor het
omgekeerde geldt.

Paren van gelijke waarnemingen geven een bljdrage O,

De berekening kan biJjv. als volgt uitgevoerd worden.
Achter de eerste waarneming staan er 15, dle groter
zijn en 4, die kleiner zijn, Achter de tweede 10, die
groter en 8, dle klelner zijn, enz. Op deze wijze wor-
den twee rljen getallen verkregen en S 1s geliJk aan
het verschil van de totalen daarvan,

In dit geval wordt gevonden: S = 48,

Er zijn slechts twee paren van gelljke waarnemingen;
dit betekent, dat hun invlced op de ultkomst van de
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toets zeer gering 1s en verwaarloosd kan worden.

Uit een tabel van kritieke waarden van S valt af te
lezen, dat (voor n=20) de tweezljdige overschrijdings-
kans van de waarde 48 tussen 0,10 en 0,20 ligt {de bi}
deze drempels behorende kritieke waarden zijn 52 en 42),
Is geen tabel beschikbaar dan make men gebruik van de
volgende formules voor verwachting en variantle van S,
onder HO'

M= 0; o2 = ﬁ% n{n-1)(2n+5) = 950.

Daar S (in dit geval) alleen even waarden aan kan nemen
bedraagt de continutteitscorrectie -1,
Men berekent dus

-1 4
Sof =3678= 1:53
en, de normale verdeling als benadering gebrulkend, vindt
men voor de bljbehorende tweezlJdlge overschrljdings-
kans de waarde 2.0,0630 =0, 13.
Er 1s dus geen reden om tot een verloop met de tijd te
concluderen,

a. De correlatlecoefficient is 0., D1t volgt ult het feit,
dat de verdeling symmetrlisch 1s ten opzichte van de
vertikale 1lijn x=2, dile door het zwaartepunt gaat.
(Oock de symmetrie ten opZichte van de horizontale
11jn y=3 leidt tot dit resultaat.) Voor dergelijke
gymmetrische tweedimensionale verdelingen is nl, de
covariantie gelijk aan O,

b. De grootheden X en z‘zijn stochastisch afhankeli jk.
Dit blijkt uit het felt, dat de waarden, die y bij ge-
geven x aan kan nemen, voor verschlllende waarden van
x nlet dezelfde zijn. De voorwaardelijke verdeling
van y, bij gegeven x, is dus niet onafhankelljk van
x. Analoog voor de voorwaardeliljke verdéling van X

bij gegeven y.
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Zesde examen, novembe? 4958

1. Gaat men er vanuit, dat de personeelsbezetting van de
afdeling niet zo klein 1s, dat deze tengevolge van een
ongeval merkbaar kleiner wordt, dan mag men veronder-
stellen, dat het aantal ongevallen per jaar een
POISSON-verdeling bezit,

In de voorafgaande periode was de verwachting van deze
verdeling gelijk aan 1. De hypothese moet nu getoetst
worden, dat dit in de 3 jaar na het in gebruik nemen
van de nieuwe machines nog zo is. De verwachting van

de POISSON-verdeling van het aantal ernstige ongeval-
len in 3 jaar 1s dan 3.

De rechter-overschri jdingskans van het aantal -0 1s dan,
volgens een tabel van de POISSON-verdeling, gelljk aan
00,0011, Deze kleine overschrijdingskans (die ook, voor
tweezijdige toetsing, na vermenigvuldiging met 2 nog
zeer klein is) leidt tot verwerping van de getoetste
hypothese. De conclusie is dus, dat het werken met de
nieuwe machines inderdaad gevaarlijker is dan met de
oude,

Dat hier geen sprake 1s van een kortstondig groter ge-
vaar tengevolge van onbekendheld met de nieuwe machi-
nesg, bllijkt ult het feit, dat in het tweede en derde
Jaar na het in bedrijf stellen van deze machines vrij-
wel evenveel ernstige ongevallen zijn voorgekomen als
in het eerste Jaar.

De exacte grootte van de personeelsbezetting behoeft
niet bekend te zijn. Het gegeven, dat deze niet van
omvang 1s veranderd, 1s essentleel,

Zou de personeelsbezetting zo gering zijn, dat een on-
geval aanzlenlljJk meer werk voor de rest van het perso-
neel zou betekenen, zodat de kans op verdere ongevallen
daardoor vergroot zou worden, dan volgt het aantal on-
gevallen per Jaar geen POISSON-verdeling meer en 1s de
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bovenstaande redenering nlet langer Julst.

2, De klassen van het inkomen en de ultgaven wotden als

volgt getransformeerd:

x (inkomen) oorsprong 6699,5

eenheid 600 gld.

vy (uitgaven) " 2999,5 " 400 gld.
De tabel wordt dan:
Uitgaven Inkomen (klassemidden)
(klassemidden) 3 ]-2(-1] 0] 1]2]3 4 |totaa:
-3 S A I (T R e iy 3
-2 6 1 2 1 11= -1~ 11
-1 1 5 9 4 21=-111- 22
0 - 3 4 8 613 1=11 25
1 - - 2 3 51312 {1 16
2 - - - 2 1313 j~- g9
3 -l -l - -11]-]2| y
Totaal 7 110 {18 |19 |16 {9 [8 |3 g0
x = 1(=3) +10(-2) + ... 11
90 9
7 = 3(=3) + 1-2) + ... _ _ T
. : 90 90 *
. 2
(x5 = 7(-3)2 + 10(-2)% + ... - L= =293 - 4,3
= 291,66,
2
Z(3-7)% = 3(-3)2 + 11(-2)% + ... - L = 181 - 0,5
= 180,46,
S(x-x)(y-y) = 152 - A7) 152,86,

90
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o - 152,86 _
\[291,66 x 180,46 .

0,67.

Opmerkingen:

1) De transformatie van x. en y heeft geen invloed op
de grootte van de correlatiecoefficient, Het 1s dus
nilet nodig terug te transformeren (dit zou wel het
geval z1Jjn indien ook de regresslecoefficlenten zou-
den moeten worden berekend),

2) De bovenstaande rekenwijze is het eenvoudigst indien
men niet over een rekenmachine beschikt. Indien dit
wel het geval is, kan het de voorkeur verdlenen de
berekening enigszins anders ult te voeren (afhanke-
11jk van het type rekenmachine).

3) Geen rekening is gehouden met het feit dat de laat-
ste klassen open zljn, Wegens de lage frequentles
in deze klassen kan de hlerdoor ontstane fout nlet
groot zijn.

k) De correctie van SHEPPARD 1s niet toegepast., In dit
geval 1s deze nl., toch veel kleiner dan de steek-
proeffluctuaties.

a. Indlen de totale tijd door tandarts 1 aan de in de
vraag bedoelde consulten bestéed aangegeven wordt met
ti en het aantal van dergeliljke consulten met ny, dan
is de gemiddelde duur van een consult blj deze tandarts

4, =—=—,
i ni

ZiJn k tandartsen in de steekproef opgenomen, dan
wordt het algemeen gemiddelde van de duur van een con-
sult aifberekend volgens methode I, gegeven door

1=k
Zd
1=1 1

1 K
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Het algemeen gemiddelde van de duur van een/consult I1°
berekend volgens methode II wordt gegeven door

1=k 1=k
2t Z-n,d
5 =2t _i=att
I T ik =" .
n 2n
1=1 1 1=qt

Hieruit volgt, dat EI een ongewogen gemiddelde van de
grootheden d1 en dII een gewogen gemiddelde - met gewilich-
ten n,, het aantal consulten 1n een Jjaar - van de groot-
heden di is.

Het algemeen gemiddelde dI zal dus in het algemeen onge-
11Jk zijn aan het algemeen gemliddelde dII'
b, In de vraag wordt gesteld, dat het honorarium per
consult zodanig moet zlJn, dat bl) een redelljk geachte
werktijd een redelijk inkomen door de tandartsen verkre-
gen kan worden., Daar verder gesteld werd, dat de gee&nque-
teerde tandartsen een (aselecte) steekproef uit de popu-
latie van tandartsen vormen, 1s er geen reden om aan de-
tandartsen een verschillend gewicht toe te kennen bl] de
berekening van het algemeen gemiddelde van de duur van
een consult,

Dit heeft nameliJk tot gevolg dat de els van een redelijk
honorarium bij de gemiddelde tandarts wordt bereikt,

Voor het in vraag b gestelde doel zal dus het algemeen
gemiddelde volgens methode I berekend moeten worden,

Opmerkingen,

BiJ de beantwoording van deze vraag is door vele candi-
daten als antwoord gegeven, dat voor de berekening van

de gemiddelde duur van een consult in het onderhavige
geval methode II gebruikt moet worden. Vaak ging men
hierbij uit van de plausibele veronderstelling dat er een
negatieve correlatle bestaat tussen de drukte van de
practijk (= aantal consulten) en de gemiddelde duur van



_95_

een consult, Voorts werd dan meestal betoogd dat het
onjuist zou zijn om de consultduur van een arts met
een kleine practijk even zwaar te wegen als die van
een arts met een grote practijk. Als een dergelijk
antwoord redelijk werd geargumenteerd, 1s het niet
onvoldoende gerekend, daar de onJulstheid ervan nlet
van statistische aard is,

a. Indien de grootte van de standaardafwljking niet
afhangt van het werkeliljk gehalte van het monster,

.dan 1s het redelilijk als els te stellen de duplobepa-

ling over te doen, indien de absolute waarde van het
verschil tussen twee duplots een bepaalde waarde (in
het vraagstuk 0,05) oﬁerschrijdt. Indien de grootte
van de standaardafwljking evenredig 1s met het werke-
11Jk gehalte (althans in het gebied wat 1in de practijk
voorkomt), dan 1s het redelijJk om als els te stellen,
dat de experlimenten overgedaan worden, 1indien het ver-
schil een bepaald percentage van het gemiddelde der
twee bepalingen overschrijdt,

Het overdoen van een stel bepallingen, indien de sprei-
dingsbreedte der uitkomsten een van te voren vastge-
steld bedrag, resp. percentage overschrijdt, heeft al-
leen zln, 1indlen de mogelijkheid van blunders nilet uit-
gesloten is (deze opmerking geldt ook voor vraag b, ¢
en d) en de waarnemingen alle éen'gelijke spreiding in
absolute zin, resp, procentueel bezitten., Normalltelt
der waarnemingen 1is wat dit voorschrift betreft niet
nodig, wel als men met behulp van de factor 0,886 ult
de spreidingsbreedten de standaardafwijking wil schat-
ten, Indlen blunders niet zouden kunnen optreden en de
duplowaarnemingen onderling afhankelijk zijn, heeft
het nauwelijks zin meer dan één waarneming te verrich-
ten; voor de beantwoording van vraag a behoeft echter
de veronderstelling van, de onderlinge onafhankeli jk-
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heid nlet gemaakt te worden,

b. De methode om door vermenigvuldigen van het gemiddel-
de der spreidingsbreedten van de niet weggeworpen duplo-
bepalingen met een factor 0,886 een schatting van de
standaardafwl jking te verkrijgen, geeft geen Julst beeld
der werkelijke nauwkeurigheid, Immers deze berekening is
alleen Juist als elke waarneming een onafhankell jke

(punt a) steekproef uit een normale verdeling {punt b)
1s, met dezelfde standaardafwljking (punt c¢). BlJj een
normale verdeling kan echter elke willekeurlg grote
spreidingsbreedte bij een duplobepaling theoretisch voor-
komen, Het weglaten van duplobepallngen, waarvan de sprel-
dingsbreedte een zekere waarde overschrljdt, geeft dus
een onderschattling van de gemlddelde spreldingsbreedte

en dus van de daarult afgelelde standaardafwiljking,

¢, Het overdoen van duplobepalingen, indien het onderlinge
verschll groter dan 0,05 1s, heeft alleen zin, indien

1. een mogelijkheid van blunders bestaat (veronderstel-
ling d);

2. de grens zodanlg gekozen 1s, dat niet een te grote
fractie der waarnemingen overgedaan moet worden wegens
een door het toeval veroorzaakte spreldingsbreedte
groter dan 0,05,

De kans op het optreden van een spreidingsbreedte groter
dan 0,05 onder de veronderstelling van normale, onafhan-
kell jke gelljkgespreide waarnemingen met gegeven standaard-
afwi jking kan op de volgende wi]Jze gevonden worden:;

Het verschil van twee dergelljke waarnemingen 1s normaal
verdeeld met gemlddelde nul en standaardafwilJking O’VE:

De kans, dat de absolute waarde van dit verschil groter

dan 0,05 1s, 1s gellJk aan het dubbele van de kans, dat

een normaal verdeelde stochastische grootheid u met gemid-
delde O en standaardafwijking 1 de waarde 9,05 overschrijdt,

0|2



_97_

Is dus o gelijk aan 0,012, dan 1is 02,05 _ 2,95 en de
gy 2
tweezlJdige overschrl jdingskans 0,003, Is o gellijk

aan 0,028, dan 1is 91\7-50_ = 1,26 en de tweezljdige over-
o\ 2 '

sehrijdingskans is 0,21.

Als de standaardafwljking van de populatie 0,012 be-
draagt, zullen dus circa 3 van de 1000 bepalingen
overgedaan worden, als er geen blunders begaan werden;
bij een standaardafwiljking van 0,028 cilrca 21 op de
100. In het eerste geval is de methode dus redell jk,
in het tweede geval nilet,

d, Daar het wegwerpen van een stel waarnemingen niet
afhankelijk 1s van de hoogte der uitkomsten, doch al-
leen van hun verschil, i1s het duldelijk, dat de metho-
de een zulvere schatting van de gemiddelden geeft.
Hierbij 1s er van ultgegaan, dat de waarnemingen onaf-
hankellJk zijJn, althans de overgedane waarnemingen
niet afhankelijk ziJn van de waarnemingen welke zi]
vervangen; in het biljzonder klemt dit als blunders
mogeliJk zljn, Normaliteilt en gelijkgespreidheid be-
hoeven niet aangenomen te worden,

a, Stel v = b - k. Daar b en k beide normaal verdeeld
zijn ondersteld, is v dlt ook en wel aanvankelljk met

gemiddelde Pv = | 200 - M en

variantie 02. = 02

2
v 5 ¥ %% (b en k zijn onaf-

hankeli jk).
Daar breuk optreedt als v <0, is dus
p[v<o] = 0,03,
ofwel ' '
v— -
P :..__H’_V. < ___H_Y.J = 0,03.

Oy Sy



- 08 -

V-
Hierbl] heeft u = Y Qus een normale verdeling met
- oy . %
gemiddelde O en spreiding 1.

Deze verdellng 1s symmetrisch om O, zodat ook moet gel-

den
I M =
Pl u>» v] = 0,03,

In een tabel van de normale (0, 1)-verdeling zoeken we
nu de waarde op, die een kans 0,03 heeft, overschreden
te worden en vinden daarvoor 1,88,

Dus M 1,88,
Oy
200~
of 200 the _ 1,88, (1)
Oy

In de gewljzlgde toestand heeft v wel dezelfde sprel-
ding, maar een ander gemiddelde nl,

My = M - Py = 2305 - Py

Op dezelfde wljze redenerend vinden we dan, ultgaande
van P[_W_r_ < o] = 0,006, de betrekking:

= 2,51. (2)

Lost men {;5 op ult (2), en substitueert men de gevon-

den waarde in (1), dan volgt:

B2+ (2,51 - L3y = 188

V -
ofwel
31,5 = 0,63 o,
zodat
o =50, - (3)
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Uit 0'3 = 0‘12) + 012(: volgt dan, daar gegeven is
o, = 4o, .

02 = 50% - 40? = 302,
dus Ok = 30,

Uit (1) en (3) volgt:

200 - M = 50 x 1,88
My, = 200 - 94 = 106,
b. Men wijzigt dus de gemiddelde breuksterkte. Deze
wordt g. Dan 1s
; = g - 106, (»)
terwiJl nog steeds
o, = 50. (5)

De els 1s nu dat P [v< 0] = 0,01%. Volgens de rede-
nering, die onder a. leildde tot (1), betekent dit

n
dus dat %?1 gelljk moet zijn aan de waarde van een
v

normaal (0,1)-verdeelde grootheid, die een kans van
0,011 heeft overschreden te worden. Uit de betref-
fende tabel volgt:
v
g, 2,29,
Invullen van {4) en (5) geeft
"= 220,5.

6. Uit de ecijfers blijkt, dat het percentage ernstige
ongevallen bij de vrouwelljke bestuurders klelner is dan
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bij de mannelijke.

Hierult kan echter niet geconcludeerd worden, dat vrouwen
voorzichtiger rijden dan mannen, Immers, het geslgnaleer-
de verschijnsel kan ontstaan zijn doordat de vrouwen naar
verhoudlng van het aantal gereden kilometers minder
ernstige ongevallen maken dan de'ménnen, maar ook door-
dat z1J naar verhouding meer kleine ongevallen veroorza-
ken, Over de al of niet grotere voorzichtigheld der
vrouwen zeggen de verstrekte gegevens dan ook in het ge-
heel niets,

2, a2
o2 = 4 of

Daar x en y onafhankellijk ziJn, is verder:

2 2 2 _ 2
oz =14 ok,+ cry =80

Vervolgens berekenen wi]j:

cov(x,z) = Blx- P (Bxtg-2 p- i) =
= 2E(x-py)? = 202,

daar E(;rfxx)(zr}+y) = 0 wegens de onafhankeliljkheld van
x eny.

cov(x,z)  20%
p(x.2) = 55— =55 -
X 2 X zZ

Wegens 0é = 2 oy V2 volgt hierult:
1
P(x,2) = === il 2.
V2 .

WiJ kennen de 17 werkstukken aselect getallen onder 100
toe, gebruilk makende van de eerste twee kolommen van de
tabei‘en verﬁolgens van de 3e en lYe kolom. Reeds eerder
voorgekomen nummers slaan wl] over,
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Dus:
nummer werkstuk asgiggg %ggal
1 71 C
2 36 A
3 79 C
i 22 A
5 67 B
6 41 A
T 70 c
8 65 B
9 06 A
10 60 B
11 37 A
12 97 Cc
13 08 A
14 68 B
15 59 B
16 4y A
17 92 C

De 7 laagste aselecte getallen worden A (dat zijn dus
de werkstukken nr 2, 4, 6, 9, 11, 13 en 16); de 5 daar-
op volgende worden B (nr 5, 8, 10, 14 en 15) en de rest
¢ {(de nummers 1, 3, 7, 12 en 7).

Opmerkingen,

Bij dit vraagstuk komt het er op aan een zodanlge
keuze ult de gegeven aselecte getallen te doen, dat
ook de 17 exemplaren aselect over de drie bewerkings-
methoden werden verdeeld. Een methode waarblj men de
som van twee cijfers als nummertrekking van de exempla-
ren behandelt is dus fout, omdat de verdeling van deze
sommen niet rechthoeklg, maar driehoekig 1is, zodat de
getallen in de buurt van 410 meer kans hebben om te
worden getrokken dan de getallen 1 of 17 bijv. Men
maakt deze fout iets kleiner door een dubbele loting
volgens dit systeem toe te passen, nl, één loting voor
de exemplaarnummers en één loting voor de methoden,
Een goede oplossing 1s de z.g. rechtstreekse methode,
waarblj men ter bepaling van de werkstukken volgens
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methode C, uit de tabel 5 getallen van:tweq cljfers neemt
£85 en deze deelt door 17, waarna dan de rest dlrect het
exemplaarnummer aangeeft, Dezelfde procedure herhaalt men
‘voor methode B, waarna de overblijvende éxemplaren aan
methode A worden toegewezen,

Behalve op aselectheld komt het in dit vraagstuk aan op
een zekere efficlency 1in de methode, Men zou ook de recht-
streekse methode in die zin kunnen.toepassen, dat men in
de tabel getallen beneden de achttlen opzoekt, Dit 1s wel
zulver maar onpraktisch omdat men dan het gros van de ge-
tallen moet overslaan, Ook 1s het bij deze methode on-
doelmatig om eerst zeven exemplaren voor methode A te lo-
ten, dan vijf exemplaren voor methode B en tenslotte vije
exemplaren voor methode C. Het 1s natuurlijk voldoende om
slechts twee van deze drile methoden "vol te loten" omdat
de overblijvende exemplaren dan automatisch in de derde -
methode terechtkomen, Het snelst werkt men dus door 10
exemplaren te loten voor B en C en de overblljvende 7T
exemplaren blj A onder te brengen.

9. a. De worpen kunnen in drle klassen van combinaties wor-~
den onderschelden, nl. '

aaa, ultkomst = a,
aab, uiltkomst = a + b
en abc, uitkomst =a + b + ¢,

waarin a, b en ¢ verschillende aantallen ogen zljn,

In de klasse aaa kan a vier verschlllende waarden aan-
nemen, nl, 1, 2, 3 en 4, Er zijn dus vier combilnatiles
met ieder 1 permutatie.

In de klasse aab kan a vier waarden aannemen en blJ
ledere a kan b drie waarden aannemen, Er zijn dus

4 x 3 = 12 combinaties met ieder drie permutaties, het-
geen 36 variaties oplevert. Deze 12 comblnaties hebben
paarsgewijs dezelfde uitkomst (nl. aab en bba). De laag-
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ste uitkomst is 1 + 2 = 3 en de hoogste 3 + 4 = 7, Er
zljn vlier combinaties die de ultkomst 5 opleveren,
nl, 1+ 4, 4 + 1, 2 + 3 en 3 + 2, Deze ultkomst omvat
dus % x 3 = 12 variatles. De overige ultkomsten (3, U,
6 en 7) omvatten 2 x 3 = 6 variaties,

De klasse abc omvat E%%T = & combinatles met leder

31 = 6 permutaties, tezamen dus 24 variaties. De uit-
komsten zijn {a+b+c+d) - d = 10 - d, De mogelijke
ultkomsten zijn dus 6, 7, B en 9, dle leder zes varia-
ties omvatten. ;

Aannemende dat de dobbelstenen "zuilver" zijn, is de
kans op een bepaalde variatie 1/43 = 1/64, Deze kans
vermenligvuldigd met de aantallen variaties ult de
laatste kolom van de tabel op blz, 104 geeft de kansen
voor de verschillende ultkomsten (9 in getal).

Als men é&én steen mag overgooien na een worp 1/2/4,
zal men de beste mogelljkheden hebben met overgoolen
van de 1, Goolt men opnieuw 41, dan blijft de uiltkomst
7. Goolt men 2 of 4, dan wordt de nileuwe uitkomst 6.
Gooit men 3, dan verbetert de uitkomst tot 9. Ieder
dezer worpen heeft een kans 1/4., De verwachting van
de ultkomst na overgoolen bedraagt dus

2/ x 6+ 1/ x 7+ 14 x9 =7,

hetgeen gelijk is aan de verkregen uitkomst. Als het
er om gaat zoveel mogelljk punten te behalen, dan is
het indifferent, of men overgoolt of nilet.

Hangt daarentegen het al of niet winnen af van het al
of niet hoger goolen dan een reeds bekende worp van

de tegenparti], dan is er geen algemeen antwoord mo-
gelijk., Heeft de tegenpartl] een worp tussen 1 en 5
gedaan, dan betekenen niet overgooien en wel over-
gooien belde een zekere winst. Na worp 6 betekent niet
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overgoolen een zekere winst, Wel overgoolen kan tot
gelijk spel leiden., In dat geval dus nlet overgoolen., Na
worp 7 van de tegenpartl] speelt men gelllk door niets
doen, Door overgooien heeft men kans 2/} te verliezen
tegen kans 1/4 op gelijk spel en kans 1/4 op winst, In
dat geval dus evenmin overgooien. Is een worp 8 of 9
gedaan, dan neemt men door niet overgoolen een zeker
verlies. Door overgooien heeft men kans 1/4 op winst,
subs, gelljk spel, In deze sltuatlie moet men dus over-
goolien,

In tabelvorm zien de berekenlngen sub a er als volgt
uit:

Aantal varilaties
Ultkomst

aaa | aab| abe | Totaal

1 1 1

2 1 1

3 1 6 7

4 1 6 7

5 12 12

6 6 6 12

T 6 6 12

8 6 6

9 6 6

Totaal 4y {36 |24 64

Combinaties: | 4 |12 | & 20
Permutaties: 1 3 6 )

¢c. Als de vlakken der stenen nlet van 1, 2, 3 en 4 ogen,
maar van O, 1, 2 en 3 ogen waren voorzlen, zou de
frequentie-verdeling er anders ultzlen, De laagste uilt-
komst zou dan O worden (bij combinatie 0/0/0) en de
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hoogste 6 (blj combinatie 1/2/3). In totaal dus
7 klassen, tegen 9 klassen blj de’oorspronkelijke
inrichting.

E(m) = M want m is een zulvere schatting van P,.
{(Voor E{(m) schrijft men ook wel fL(g).)

E(§?) = o2 - W, want §? is een zulvere schatting
van 02, terwijl blj de Polsson-verdeling voorts

geldt o‘2 = }J,
2
var(m) = - = i% . Voor var(m) mag men ook schrij-

van Ge(g).

Zie figuur ‘1, Aangezlen de gewlchten tot op hecto-
grammen nauwkeurig zijn opgegéven, moet aangenomen
worden, dat de klassegrenzen bij 34,95 resp. 36,95
enz, liggen,

Zie figuur 2,

Zie de in figuur 2 gefrokken rechte 1ijn. De rela-
tieve nauwkeurlgheild van het eerste punt blj klasse-
grens 34,95, dat bi] een percentage van 2,5% behoort,
is minder dan die van de v1Jjf volgende punten; daar-
om is de 1ijn 1n hoofdzaak aan de vl1iJf volgende pun-
ten aangepast. ViJf kinderen hadden een gewicht van
meer dan 40,95 kg; dit geldt ook voor de aangepaste
verdeling.
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Fig. 1, Frequentieverdeling van de gewichten
van 200 schoolkinderen,

histogram van de waargenomen
verdeling.

c*e**** histogram van de aangepaste
normale verdeling.

d, Uit de volgens c¢ aangepaste 1i1jn volgen de in onder-
staande tabel 1 aangegeven cumulatieve, en daaruit
in de volgende tabel 2 afgelelide niet cumulatileve
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relatieve frequenties. Door vermenigvuldiging met
200 kunnen hieruit de in de laatste kolom aange-

geven absolute frequenties berekend worden, Deze

zijn aangegeven in figuur 1,

%
/
99
= %
" /]
L Y
. 7
25
" A
s yd
, /
/)
9s 3695 395 3595 39S 4oes

—— gewicht in kg

Fig. 2. Cumulatlieve frequentieverdeling van
de gewichten van 200 schoolkinderen
met op het oog aangepaste normale

verdeling.
TABEL 1
Klassegrens Cumulatieze frequentie
n %
34,95 1,2
36,95 20
37,95 by
38,95 71
39,95 89
40,95 97,5
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Tabel 2

Relatieve Absolute

Klasse frequentie frequentie

in % {afgerond)
32,95 - 34,95 1,2 ; 2
34,95 - 36,95 18,8 38
36,95, - 37,95 24 48
37,95 - 38,95 27 54
38,95 - 39,95 18 36
39,95 - 40,95 8,5 17
> 40,95 2,5 5

Opmerkingen.

De meest voorkomende fout blj dit vraagstuk was dat
in het histogram de hoogten (en niet de oppervlakken)
evenredig gesteld werden met de aantallen in de
diverse gewlchtsklassen.

Zevende examen, oktober 1959

1, a.

xi wordt op de bekende wijze berekend:

2 AAy 2 2
2 _ (24-10) {8-10) 6-10)° _ 245
Ao ~*TH —teeetAo T T 2S5
In een xz—tabel zien we, bl] 9 vrljheldsgraden, dat
de bijbehorende overschrijdingskans kleiner 1s dan
0,005. De onder a, gestelde hypothese moeten we dus
ten duldellJkste verwerpen.

2 2 2
2 (9-10)% | (7-10) -10)% _ 82 _
=g — t gt ... t T =95 = 8,2,

De bijbehorende overschrijdingskans 1s ongeveer 0,50,
Deze hypothese wordt dus nlet verworpen,

De verwachte frequenties zijn in dit geval voor belde

reeksen:
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cijfer 0O 12 3 4 5 6 7 89

verwachte
frequentie 163 7% 8 103 10% 94 113 9% ™ 5%

; _af1V2 132 _ely2
Dus ‘Xg =2{%L+%&L+.'.+L_6_.5%&)__}=

=2x 5,78 = 11,56,

De bijbehorende overschrijdingskans, opnieuw bi]J
9 vriljheldsgraden, 1s ongeveer 0,25, hetgeen dus
niet tot verwerping van de hypothese leidt.

d. We kunnen dus concluderen dat de laatste cljfers
van de telefoonnummers niet onafhankelijk homo-
geen verdeeld zijn, Van de op één na laatste cij-
fers 1s geen duldelijke afwljking van homogeni-
telt geconstateerd, hetgeen nlet wll zeggen dat
bewezen is dat de kansen op de diverse cijfers
nu ook precles aan elkaar gelljk zijn., Onder c.
1ls geen significant verschil tussen belde reeksen
gevonden, Ook hier 1s niet geconcludeerd dat de
verdelingen gelijk zijn, De drie conclusies zijn
dus nlet met elkaar in strijd.

2, Daar bekend is dat de spreiding nlet voor alle waar-
nemingen dezelfde is, komt voor de beantwoording van
de gestelde vraag toepassing van variantie-analyse
niet in aanmerking.

Hier moet de methode der m rangschikkingen worden
toegepast op de 3 rangschlkkingen van de 7 laborato-
rila,

We krijgen dan het volgende schema van rangnummers en
kolomtotalen:
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Laboratoria

1. 2 3 4 5 6 7

Monster: A 4y 5 3 6 7 2

B 2 .7 4 5 6 1 3

C 4 6 3 5 7 2 1

Totalen 10 18 10 16 20 4 6
Afwljkingen van -2 +% -2 +4 48 -8 -6

gemiddelde (12)

De som van de kwadraten van de afwijkingen van het ge-
middelde kolomtotaal 1s 224, De kritieke waarde bij een
onbetrouwbaarheidsdrempel van 0,041 is 185,6. We kunnen
dus concluderen dat de laboratoria duldelljk verschilllen,

a. Zle onderstaande filguur., Opgemerkt dient te worden
dat de vijfde waarneming nilet julist kan zljn., De can-
didaat dient op te merken dat x en y hier vermoede~
11 Jk verwisseld zlJn of deze waarneming weg te laten;
dit laatste 1s 1n de grafiek gedaan,

b, De correlatieberekening, op één der gebruikell jke
wljzen ultgevoerd, leldt tot de regressievergelil jking:

y = 0,48x - 0,91.

Hieruit volgt dat een inkomensstijging van 100 gld zal
leiden tot een stijging van de ultgaven voor voeding
met gemiddeld 48 gld.

¢, Voor de correlatiecoefficient wordt gevonden met weg-
lating van de 5e waarneming:
r = 0,78.

Wanneer de candlidaat heeft opgemerkt dat x en y verwils-
seld zijn in de 5e waarneming en deze weder 1n de bere-
kening heeft betrokken, wordt een lets andere ultkomst
voor de correlatiecoefficient gevonden,
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4, Dit vraagstuk bevat toepassing van het theorema van

BAYES., S
P(A) =

BP(B) =
P(c) =
P(D) =
P(DlA) =

P(DIB)
p(D|C)
P(A|D) =

1

tel:

kans dat een exemplaar van machine A af-
komstlg is

idem van B

idem van C

kans dat een exemplaar defect is

kans dat als een exemplaar van machine A
afkomstig i1s, dit exemplaar defect is
idem van machine B

idem van machine C

kans dat een defect exemplaar van machine A
afkomstig is (de gevraagde kans)
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De regel van BAYES zegt:

P(DIA)P(A)
P(DIA)P(A) + P(DIB)P(B) * B(D|C)P(C) °

P(A|D) =

Gegeven 1s:

P(A) = 7%‘03% = 0,414
p(8) = 2582 = 0,36

P(C) = '71'658% - 0,222
P(DIA) = 0,036
P(DIB) = 0,01
P(D|C) = 0,016
Dus:
-~ 0,03 x 0,1 ¥ 0,017 x 0,36% + 0,016 x 0,222

_ 0,01420
0,022
= 0,663 of 66, 3%.

Noem de verwachtingswaarde van het aantal deelt]Jes per
cm2 M. Dan 1s de verwachtingswaarde van het aantal
deeltjes per gezlichtsveld van 3,03 mm2 gelljk aan Qﬁ%%tx.
Aangezlen de aantallen deeltjes per gezichtsveld ver-
deeld ziJjn volgens een Polsson-verdeling, zal de verde-
ling van de som van de aantallen deeltjes, geteld in

elf gezichtsvelden, ook verdeeld zijn volgens een

Polsson~verdeling en wel met gemiddelde

jﬂ—ﬁ—ngi,i = 23&23;&. De gevonden som A17+103+,,.+108 =

700 750
= 1100 1is dus de beste schatting voor ‘3‘?1‘6%}*' De beste
» 100 _
schatting veor V’ is dus 1100 x 33,33 3300,

De beste schatting voor de variantie van de som van de
elf waarnemingen is, daar deze som zelf volgens een
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Polsson-verdeling verdeeld 1s, gellJk aan deze som.
Deze beste schatting is dus 1100, De beste schatting
voor de varilantie van het gemiddelde s dat gelljk

100
33,33

(3,00)2 x 1100 = 9900, |
Daar bij een Poisson-verdeling gemiddelde en variantie

is aan = 3,00 maal bedoelde som, is dus

gell jk moeten zijn, kan het al dan nlet volgens een
Polsson-verdellng verdeeld zijn gecontroleerd worden
door het gemiddelde per gezlchtsveld te vergelljken
met de variantie, berekend ult de kwadraatsom der af~
wijkingen van het gemiddelde.

In dit geval 1s het gemiddelde 100 en de uit de elf
individuele waarden berekende variantie 97,8. Deze
laatste berekening werd niet gevraagd.

6. a. De prijsindex wordt berekend met behulp van de
formule van LASPEYRES:

P . Jox 0,60 +5 x 0,50
01 10 x 0,50 + 5 x 0,40

X 100 = 121, 4,

In verband met de ultbreiding van het goederenpak-
ket 1n periode 1 1s het noodzakelijk op een nleuw
indexcljfer over te gaan met dle periode als basgls,
en dit indexcijfer vervolgens te koppelen aan het

voorafgaande:

_ 10 x 0,55 +5x 0,55 +5 x 0,75 _
Pio = 95X 060 F 5% 0.50 ¥ 5 x 100 £ 100 = 88,9.
Bijgevolg is: P02 = PO1 b4 P12 100 = 107,9.

b. Voor de berekening van de volume-index kan de for-
mule van PAASCHE met als baslsperiode O niet ge-
bruikt worden in verband met de uitbrelding van
het goederenpakket 1n periode 1, Wanneer men .ver-
onderstelt dat de prijsontwlkkeling van goed C van
periode O tot 1 dezelfde 1s geweest als aangegeven
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wordt door het prijsindexcijfer van LASPEYRES, kan

de volume-index berekend worden door het waardecijfer

uit te drukken als een indexcljfer, en dit vervolgens
~te delen door de bovengevonden prijsindex.

Periode Uitgaven per hoofd Prijsindex Volume-index

index~
in gld cljfer
0 7,00 100 100 100
1 13,50 192,9 121, 4 158,8
2 12,20 174, 3 107, 9 161,5

Opmerking, Men kan ook een enigszins andere methode
toepassen, nl, een prijJsindexcljfer volgens FISHER
berekenen voor de perioden O en 1, en voor de perioden
1 en 2, en vervolgens deze belde 1ndexcijfers koppelen,
De volume-index wordt dan op dezelfde wljze als boven
gevonden door de index van de ultgaven te delen door
de prijsindex. Deze berekening is uiteraard iets be~
werkell jker., Men vindt:

Perilode Prijsiﬁdices Volume~index
LASPEYRES PAASCHE FISHER (waarde: FISHER-index)

100 100 100 100
1 121, 4 121, 4 121, 4 158,8

2 107,9 105,8 106,9 163,0

7. Volgens de opgave ziljn de fouten, die gemaakt worden door
het afkappen van de bedragen kleiner dan een gulden, voor
iedere gemeente stochastische grootheden x, met een multi-
nomiale verdeling.
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P(x=8) = 5= . a = 0,00; 0,01; 0,02; ...; 0,99.

Hieruit volgt:

1=99
oAy Lo 99x100
Hz) =75 | - 755 - 200 = 0-495.

1

EfX-E(x)]? = B® - [E(x)]?

=%;61=99_i_2_2__0,4952=
1=0 100

var(x)

_ 1 99(99+1)(2,99+1) 2
~ 100 6.100° T 0,495
2
1 99x199 1 9%
= X - X =
100° 100° 2

_ 99 . 398-297
100°,2° 3

- 22%0_1 = 213% = 0,083325,

2007x3 200

Volgens de centrale limietstelling 1s de som van n
stochastische variabelen met eenzelfde verdeling in-
dien n groot is, praktisch normaal verdeeld, met als
gemiddelde n maal het gemiddelde en als varlantie n
maal de varlantie der gemeenschappelljke verdeling.
De som der 793 afkappingsfouten 1s dus bl] benadering
normaal verdeeld met gemiddelde 793 x 0,495 = 392,535

en varlantie 193%3333 = 264306

200 200
De standaardafwijking 1s dus —Még%%éég = 8,129, De
grenzen voor de totale opbrengst van de vermakell jk-
heidsbelasting ziljn dus (26.074.281 + 392,535) +
+ 1,96 x 8,129, dus f 26.074.657,60 en f 26.074,689,47.
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Een zeer goede benadering voor de varlantie kon worden
verkregen door de verdeling van de weggelaten bijdragen
als een (continue) rechthoekige verdeling met een
spreidingsbreedte 1(gulden) te beschouwen., De varlantie
van een continue rechthoekige verdellng bedraagt %% maal
de spreidingsbreedte, in dit geval dus 75 ¥ 0,083333,

De uitkomst volgens deze wiJze van berekenen komt tot

op de cent overeen met de bovengegeven exacte ultkomst.

Zie bljgaande figuur.

LEGENDA
dit oppervlak stelt
10 stuks voor
N = 200
10 50 160 500 1000 §000 10000 50000 100000 500000 1006000 %/

o ARNTAL BELASTING WISSELINGEN 'V HAT ARNTAL BOVEN DEZE GRENS 15 §
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9. a. Voor ledere frequentieverdeling geldt per definitie

10.

dat het oppervlak tussen de mediaan (het tweede
kwartiel) en het derde kwartiel 0,25 bedraagt.

b, Blj de beantwoording van a 1s geen der vermelde
gegevens nodig.
Wel 18 nodlg dat de verdeling continu 1s, anders
z1jn mediaan en kwartielen nief noodzakelijkefwijs
gedefinieerd,

Een standaardoplossing In absolute zin 1s voor dit
vraagstuk uiteraard niet te geven. Als mogelljke
doelmatige oplossing volgt hleronder de tekst van een
brief aan de personeelsleden (I) met vragenformulier
(II) alsmede nog enkele opmerkingen over de organi-
satie (III).

I: brief -

Personeelsverenliging
DE KAAYMANNEN

datum
L.S.

Onze personeelsvereniging wll een groots Sinterklaas-
feest organlseren, compleet met surprises en al, op
... december a.s, voor u en uw gezinsleden van 4 jJaar
en ouder, WilJ] denken aan afzonderli jke bljeenkomsten
voor kinderen van 4 t/m 11 jaar, voor jongeren van

12 t/m 17 jJaar en voor de volwassenen. Daarvoor moe-
ten wl] weten op hoeveel deelnemers wlj voor elk van
deze drie bljeenkomsten kunnen rekenen, Uw medewerking
is daarvoor nodlg. Deze kumt u ons geven door op bij-
géande vragen kort, duldelijk en leesbaar het antwoord
in te vullen en dit formullier zo vliug mogelljk maar 1n
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elk geval véSr ... november in te sturen aan de secreta-
ris van "De Kaaymannen'", de heer ........., afd.........

B1J voorbaat dank,
{voorzitter)

II: vragenllijst
in hokJje dat van
toepassing is
antwoord invullen
of kruisje zetten.

Vraag Antwoord

1 Geboortedatum van uzelf

2 Bent u gehuwd of nilet? gehuwd [[] niet gehuwd []
3a Hoeveel kinderen heeft geen [[1 wel, nl.
u van 4 t/m 11 jaar? {aantal in-
vullen)
b Hoeveel daarvan zullen geen [] wel, nl. (|
deelnemen aan het feest? (aantal in-
vullen)
4a Hoeveel kinderen heeft geen [] wel, nl. 1
u van 12 t/m 17 Jaar? (aantal in-
vullen)
b Hoeveel zullen daarvan geen [ ]| wel, nl, ]
deelnemen aan het feest? (aantal in-
vullen)
5a Denkt u zelf deel te Ja [] neen i
nemen aan het feest?
b Hoeveel gezinsleden van geen [] wel, nl.
18 Jaar of ouder zult u (aantal in-
meenemen, uzelf niet mee- vullen)
gerekend?

¢ Hoeveel daarvan zijn man-| aantal mannen 1
nen en hoeveel vrouwen? aantal vrouwen [}

6a Wat 1s uw naam?

b Uw adres?
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III: organisatie

1. Met het oog op te verwachten non-response (bi}
schriftelijke enquetes soms 85% of meer!) dient
rekenlng gehouden te worden met de noodzaak tot
het zenden van een of twee rappels na bijv. 14 da-
gen en 4 weken, Deze kunnen gelijkluidend zijn aan
het oorspronkelijke verzoek, Alleen met opdruk
"herhaald verzoek". Hen speciale tekst is ook mo-
gell jk.

2. Zo nodlg zullen zlJ] dle na het tweede rappel niet
feageerden nog persoonlijk moeten worden bewerkt
(of een steekproef uit deze groep). Men kan dit
echter ook nalaten (eventueel ook het tweede
rappel) en dan aannemen dat de nilet-reagerende
groepen nlet zullen deelnemen, Dit geeft een moge-
1lijke vertekening waarvan de maximale omvang echter
kan worden berekend,

3. Vraag 6¢c kan ook gesplitst worden naar
echtgeno(o)t(e)
kinderen en/of leeftijdsgroepen
overigen,

I, Naar het geslacht van het personecelslid zelf is
niet gevraagd. Aangenomen kan worden dat men dit
blj een personeel van 150 leden wel weet,

Achtste examen, oktober 1960

1. De verdeling van de waarnemingen is kennelljk noch
normaal, noch volgens Polsson., De twee-steekproeven-
toets van Wilcoxon 1s in dit geval de aangewezen
methode,

Ter berekening van de toetsingsgrootheld W stellen
wi] de volgende tabel op.
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Rangnummer Steekproef 1 Steekproef 2 Bljdrage tot W

0 0 0
1 1

2 3 2
3 5

L 6,9,12,16,18 20
5 24

6 26 6
7 31

8

9 53

10 58 10
11 61

12

13 62

14 65,68 28
15 90

16 96 16
17 149

18 176 18
19 184
20
21 200
22 239 22
23 267
24
25 270
26
27 ka7
28

29 430

30

Totaal m= 115 n = 14 W = 122

De verwachting van W 1s mn = 15 x 14 = 210,

De standaardafwijking 1s \/1/3 m (m +mn+ 1) =

= \/2100 = 15,8,
De linkséénzijdige overschrijdingskans 1s bij benadering
gelijk aan de linkséénziljdige overschrljdingskans van het

punt
122 - 210 + 1 _ 87 _ _
15,8 “ 35,8 T 1,90 .

Deze overschriljdingskans biJ de normale verdeling met
gemiddelde O en sprelding 1 is 0,03. De getoetste hypo~
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these, dat de waarnemingen alle ult dezelfde verdeling
komen, moet dus worden verworpen,

. De tabel zou als volgt kunnen worden ingericht

eenheden: 1000 wonin

1956 11957 | 1958 | 1959

gen

1. Woningvoorraad op 1 jan.

Vermeerdering door:
a. nileuwbouw

b. verbouwing en wijziglng van
bestemming

2, Totaal (a+b)

Vermindering door:
a, afbraak, vernietiglng

b. onbewoonbaarverklaring

¢, verbouwlng, enz,

3. Totaal (a+b+c)

4, Woningvoorraad op 31 dec.

(1+2-3)
Stel b = gewlcht van een blscult
v = gewicht van een verpakking
r = gewlicht van een rol

b

"

gewicht van 40 biscuits 1n één rol
De volgende betrekking geldt nu:
r=2pb+y

Gegeven 1s:

Mp= 38
Hy = 15 &

dus

4o x 3+ 15 = 135 g

I
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Verder is gegeven dat

o, = 0,2 g, dus oi = 0,04 g°
o, = 0,5 g, dus OF = 0,25 g°,

Hieruit volgt, onder aanname dat de gewichten van de bls-
cults en dle van de verpakking alle onderling onafhankelijk
zijn:

02 IK)OQ +(32

r b v

40 x 0,04 + 0,25

fl

il

1,85 g°

o, = V1,85 = 1,36 g

a., Wellswaar heeft het gewicht van een biscuit geen normale
verdeling, maar op grond van de centrale limietstelling
heeft de som van 40 onafhankelijk gekozen gewichten wel
bi]J benadering een normale verdeling, Ook het gewlcht van
een verpakking heeft een normale verdeling, zodat ook het
gewicht van een rol voor praktische doeleinden als nor-
maal verdeeld mag worden beschouwd, 131~ My,

Blj een gewicht van 131 gram vinden we voor u = S
r

=131 - 135 _
u 7736 2,94 ,

Hierblj behoort een eenzijdige overschrijdingskans van
0,00164, De kans dat een rol mindér dan 1371 gram weegt,
bedraagt dus 0, 16%.

b. Volgens de tabel (die men kan vinden als tabel 27 in
Biometrika Tables for Statistilcians, Vol,I) bedraagt de
verwachting van de spreidingsbreedté bij een steekproef
van 5 stuks:

E(W) = 2,3260,

Daar o= 1,36 wordt dus voor de gevraagde verwachting
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gevonden
E(E) = 2:326 X 1,36 = 3,16 g.
Z b=r -y

¢. Volgens een bekende formule geldt nu:
2
-
400, =0, +0, -20,9,0,,
of
2 2 2
o +0- - Yoo
prv r v b

2({r(TV
Substitueert men hierin de gegeven numerieke waarden,

dan verkrijgt men:

1,85 + 0,25
X

- 0 L,60
Opy =3 x 1,36 = 0,368.

-1
0,5

Dit is de gevraagde correlatie-coefficient,
De correlatiecoefficlent kan ook rechtstreeks als
volgt ult de definitle worden berekend:

0. = cor(r,v) _ cov(3 b+v,v)

Vo 0p Oy o O

Daar 2b en v onafhankelljk verdeeld zijn gaat dit
over in:

o
P —X - ¥ _0:90_ ¢ 38,
r E

4, De uit de waarnemingen van de beide analisten berekende
geschatte varianties bedragen respectievelijk 0,743 en
4,195, Passen we hierop de F-toets toe dan blijkt het
quotient %f%%% = 5,65 te liggen tussen de 0,95 en 0,975
fractielen van de F-verdeling met 4 en 5 vrijheldsgraden
die respectievelijk gelijk zijn aan 5,719 en 7.39, Daar
hier tweezljdig getoetst moet worden, is de kritieke
waarde 7,39 en verwerpen we dus de hypothese dat de beilde
analisten even nauwkeurig werken niet,
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Stel dat in de in beschouwing genomen bevolkingsgroep N
ergellJk belaste twee-kindergezinhen aanwezlg ziJn en
dat de kans dat een kind in een erfelljk belast gezin de
ziekte vertoont, p is. De verwachtingswaarde van het
aantal gezinnen met nul zieke kinderen is dan N(1-p)2,
dle van het aantal gezinnen met &én kind ziek 2 N p(1-p)
en die van het aantal gezinnen met twee zleke kinderen
N p2. Worden nu de verwachtingswaarden gelljk gesteld
aan de gevonden aantallen, dan worden twee vergelljkin-
gen verkregen, waarult zowel p als ook N opgelost kun~
nen worden, waarmee dus een schatting van p (en van N)
verkregen wordt:

2 Np (1-p) = 108
N p? = 27
Dus 2Np(g-p) -2 01-p) _y
N p P
=21
P =3
N = 243,
Ult deze uitkomst kan dus ook afgeleid worden, dat
er naar schatting 243 x (1~ % 2 . 108 erfelijk belaste

twee-kindergezlinnen waren, dle nlet als zodanlg herkend
werden, daar geen van belde kinderen ziek waren.

Volgens een bekende formule is:

2
T(x-%)2 = ¥x2 - (=X

n .

De uitdrukk;ng in het 1lin erlid zal altijd positief moe-~
ten zijn (of nul), Voor het rechterlid vindt men echter

2
1030 - ﬂjg—gL - - 684,
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Deze ultkomst 1s negatief., Derhalve kan de opgave nlet
Juist zijn.

7.a)x+y+z =4, dusw=2x4%-33=8-3y.

b)

De verdeling van y 1s blnomlaal met kans
p=13enn=14 aus B(y =y) = ()(1/3)7(2/)"7.

Deze verdeling 1s dus:

L Y 1 2 3 4
kans 16,/81 32/81 24 /81 8/81 1/81
De verdeling van w = 8 - 3 y is dus:

W 8 5" 2 -1 -4
kans 16 /81 32/81 24 /81 8/81 1/81

De variantie van y is: np (1 - p) = 4. 1/3. 2/3 = 8/9
Dus var (w) = 32 x 8/9 = 8.

Een schatting van de fractle der blokjJes, dle Juist ex-

ploderen in een bepaald interval, wordt gevonden door
de fractie der blokjes, die blj de valhoogte gelljk aan
de bovengrens van het interval exploderen te verminde-
ren met de fractle der blokJes, die blJ] de ondergrens
exploderen, Immers het felt, dat een blokje explodeert

bi] een experiment met valhoogte a bewl]st slechts, dat
er een valhoogte bestaat, die hoogstens gelljk 1s aan a,
waarbl] het blokJje Julst zou exploderen,

Uit de gegevens kan op deze wljze de volgende tabel af-

geleld worden:
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Valhﬁogte fractlie der blokJjes, die julst explode-
ren in het interval in kolom 1 aange-
geven

0 - 50 cm -5%=0',06
50 - 75 em ’?%% - é% = 0,15
75 - 100 cm 22 - B =0,

100 - 120 cm —%%-%Lg=o,13

120 - 130 cm q%% - j%% = 0,13

130 - 140 cm e - %g- = 0,09

140 - 150 cm 7]%% - 8 = 0,06

150 - 175 cm 2518 < 0,09

175 - 200 cm 22 .85 0,07

200 - 225 cm g—g - 22 = 0,04

225 - 250 cm %% - %% = 0,02

>250 cm 1 - %‘%=o,02

Bij het ultzetten van deze ultkomsten in een hlstogram
moet er rekening mee gehouden worden, dat de klasse-
breedten ongelijk ziJn, zodat de hoogten der diverse recht-
hoeken nlet gelijk aan de gevonden fracties genomen mogen
worden, De hoogten moeten evenredig zijn aan de fracties
gedeeld door de klasse-breedte,

Het gevraagde histogram 1s getekend in onderstaande figuur.
Voor het interval 0-50 cm zou men wellswaar een staaf kun-
nen tekenen (ter hoogte van 6%/5=1,2%), doch dit is niet
realistisch, omdat men kan aannemen, dat beneden een be-
paalde valhoogte geen explosie tot stand komt.
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[ =17 ven deblokjes
69 explodeert bij een valhoogte € 50 cm
2. explodeert bij een valhoogte >250 cm

"
1

{*/eper10 cm valhoogte)

ey frequentiedichthe

B e

© 50 100 150 ¢ 200 250
———=3= valhoogte (cm)

Frequentieverdeling van de valhoogte waarbl] het
onderzochte explosief Jjuist explodeert
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9. a-b) In de grafische voorstelling wordt de:oorspronke-

c)

11jke reeks zowel als de reeks der voortschrijden~
de vier-kwartaalsgemiddelden afgebeeld, Voor een
dergeli jke korte reeks, waarbl] de voortschriJden-
de gemiddelden slechts welnlg fluctueren, is het
niet mogelljk nauwkeurlg vast te stellen of de
amplitude der selzoenbewegingen additlef 1s of
multiplicatief (d.w.z. een vast percentage 1s van
de trendconjunctuurcomponent), Een multiplicatief
patroon is meer aannemell jk,.

De reeks der voortschrijdende 4-kwartaalsgemiddel-
den wordt verkregen door telkens twee opeenvolgen-~
de vier-kwartaalsommen te middelen en door vier te
delen, Men vindt het volgende:

Vier-kwartaalsge-

middelden (voortschr,) 1956 | 1957 | 1958 | 1959
Februari 121,1 | 116.8 | 118.0
Mel 122.1 |115.2 | 120.4
Augustus 116.9 | 121.7 {1144
November 119.5 [119,3 [115.6

AfwiJkingen van de

vier-kwartaals-gemid- 1956 1957 1958 1959
delden

Februarl -15.1 |-16.8 | =19.0
Mei +12.9 |+ 6.817 +12.6
Augustus +10.1 | +10.3 |+10.6

November - 5.5 1-2.3 [- 4,6



d)

- 129 -

Idem, in % van het

voortschrijdende 1956 | 1957| 1958] 1959] gem.,

gemiddelde

Februari - -12,5| =14, 4|-16, 1 ~14.3

Mel = [4+10.6 |+ 5.9[+10.5|+ 9.0

Augustus +8.6|+ 8.5|+ 9.3 - |+ 8.8

November -4,61- 1,9|- 4,06 - |- 3.5

De selzoencoefficienten y

z1ijn bljgevolg 1956 1957 1958 1959
85.7 1109.0 | 108.8 96.5

Het voor selzoenbeweging gecorrigeerde indexcijfer
voor het eerste kwartaal 1960 is bijgevolg:







