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yorax ds plaor van het 'lenﬁt ig, &0 r de jv é%g il en de A =de kolmn ‘
te schyappsn en ke vewmsu‘l*mwigen mst (= )77 Dan is AV deze
minoT a:is doterminant opgevat gedesld door d. Door mtgcivfiwm van

| nﬁw“(f‘i!’ ) pewijst men dat

34
3553 f‘ﬂ Ko é c«i“"’x e
Ay & FAY

Iedsr shelssei waa rdsfx,f, heet esn punt. De waardéen L ?m BITe) daﬂ QI
sodrdinaten van het punt on de P andsrs cobrdin dtem va y hetzelide mt«,
&1le caérémammaml sels die met behulp van {1,1) uitzkunnen worden '
gemaakt he‘ceﬁ tosgeiaton (=l iﬁwgmag “oc}?‘d;gate} atalsgme De varzmue=
iing wvan 31ls punten; toagerust mel alls mege..g%n cmé 'amatenstelseiagj
hest sen afi‘im rulats of £ . )

in ¥ alls rormules komen voor Ketnlethore {kerzwl .g.etrersi ?:mz.
A smﬁ_{gg@ﬂaicgs b.v. 2 x’ en gaste indices v.v. 2 2%, -
Bij alik {205}?@.111&&9'33‘@@4. 2l behoori een =o0rs ilopende 1ndicé‘5 e mn B
stel. .« vaste indices, Een cofzdinatenstslsel wordt asangednid ddor een’
van z*gu 109@21:19 indices tussen hagkjes; b.v. (). Punten en kernket:

. ters vera,nd sPen niet bl codrdl naventransformatisse mﬁaz: u'a}.réa Topeh:

-gg'g ;zﬂb‘g,g 8 indices. i

1) De indices ﬁ:‘%ﬁjl?} LW doormyw -steeds da waardan -,

ﬂ@ d_n(}i-egs »‘@“?" Y $t§ﬂ§$ de Waardﬁa éi'na”?& {G&I’gf@f? 0
v geXiiks 4ndTong wa&f‘war én“boven en- &n cmﬁey 8¢ 'a,—t,“

utamaﬁme&: gmﬁwm‘@ Ems?’aiv eon%emim) i :
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B zd in andsre trans'f crmaties, punbizrans §{> rpgbien. waardll d= puc
ten vers "ide%ef: mzar hie mﬁ'%di»ﬂgtmmwlsa} niet. Aldtus stelu
5 & ‘ 4 & o ‘ ' -
g:{-é} g N ,*’:} A ;j? - ) o
S ; ) %ﬁg ,-

| . fé"% sonstanty & = constant
ser affine punttransformstis voor.

Hen werandert sen kernletter door een snders letter te naman,
?Qm g2 accent toe be wosgen os‘:’kﬁmv zen indsx boven of gndey de
xernletter te plaatsen, bij- Y%, ¥" . Indices weehits boven of ounder
wordsn bij woorkeur gorssayrveerd vody lopende =n vasts indiees €uitu
gondering hwmzs lateri.,

- Mgn doat goed aan dwza pri:a@ipee dar Lﬁﬂaoimiex mthode(kernei—»
index mathod) ds hand ¢e houden.

f“’% rogpan Wan &
De wolgends mﬁ&rgg supen wordan zebrulki: ,
s 5& } atle linsalrs howogens transformsties. De porsprong BLLJift in-
_ variant. Ds mimt«; hees nu agn mg; ls €an + )
B éfnﬁr 2 I "'1‘§\,{} H : ienl . : _Trangy xﬁgtg B8, ﬁ =4 ¢ .
g Valuma blijven imrwri&r% "gaggghee . ek gogsven mantvoloms.
mém talliz srecisalaffine tran gﬁgrpg 2.&%@ e 2. Volumen en
schroefgip blijven invaviant. Gecen E‘ L Beh_gegevern meste
¥olume an gehrosfsin. '

Een m{smemizz {serewsense) in ¢ £.1s _bepasld doer »n richtingsn
met zin (piil) oiet gelsgan in snlgs ?Mg in sen bepsalds wolz-
orde. Ieder er&r&iaatemﬁalsw bepaa.}:t dus sen schroslzin.

éag@% W&m L formaties {(drasiingen sn splegelingen)
S &=x;  Pe ruimts host i sen o, ~ 101 BEN ﬁ’%bestaaz:«. de bhe=

. ﬂ?&ppen Langte en hosk. ‘ ~

e G e rotatiss. oo+ Oeoriscteards X, (B met een gegever
gsenvoslain) .
in &l Jm&e ruimEon ziin de tosgelatan @@&*ahﬁaﬁeﬁaﬁygtam% dle systemen,
dis uit sen owswcwmi}k systeen kunnen worden verkregen doowp f"e
transformatiss der ten grondslag gelegds groep.

_ Bil elke groep behoorl esen mestkunde, 4.w.z. een theorle van 1l -
wkg@nsahapreu van figuren, dis invariant zijn bii die grosp. De be=
trekiingen tusszen de zaep‘mzmue van sen grosp en die ven z3ijin ondsr=

g?wpm worden vastgelogd in het gﬁm&‘m (18723 .

I8 G zen grosp sn G bestoands uil
| .@@Miawmmﬁ;ﬁmﬁ %&uﬂkwkmwnmmi&muém
Lundg a0 de_ ecen f and gm- Liguur bteon opzichte vapn G degzelide sls
ds mestbunde van dis 2,g aﬂnm@“ hat atsl 4 ten opgishive van G

. Fe «
23 pe tp A0 fj’:% _
Begchouw de vorgslijkingent

R T T e
3 Oy wlre=e %’M o

o Py .
, ' «{:g = gonstanty L o= ecm;tapu
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_ ¢ ;;, = gonsiant
‘met o pe srametors 7% Cok de m%kunnen als colrdinaten in fgworden gsbmikt.‘
(3.2} heel de psy amg"ﬁm var%%} By geldsn de bebrekkingen )
o E o % SR s S Py
3.3) T R 2o e, BTl =0 et oo, i P |
R p k g_ =R R
Een punttran famatxs
3.8 wh e mfeos s &€ = constant -
heet sen transls tia. DIt begrip iz invardant bij Twee in's hsten

narallel wuwmer zi)] Joor sern trenslatis in elxaa kmnen worden wewea -
vosrd. Hen zegt dan ook, dat s3] Jegelly ng hebbene. w n de .
punten "in het cnesindige”™ van £ opgevat sls P @g sigenliike &a.sy fvazx
kan men ook zeggen, dat tvse patallele ﬁﬁ” pen oneigeniijke .;i:;_f gomsen
hahben. K, .

Zen L hoet punt, sor %, Miin, sen £ viak en sen &, hyperviak
{hyperelans) . & ‘ , ' : S

Bi} ean L, en esn & kuvnen wi] onderscheident

de aioamfz‘yhng {spotion) £ < ,bgstasande uilt ds gemeensehappsll ‘iPe‘

“ounteny{ Ss~4 betekent xruising}
de samervaw?.&f { june tio onlf, zijnds de kleinste Linezire uitgs-
brefdheid die £ sn } baide bevat.
.r

M E
Mon kam bhewlijzen dat

3.5) 'gf’%awn.w '7;':""?‘1 -5
wasrblil oneligernlijke uit ebvsiaﬁvaen _mgegersikend *m::rden, Hier zijin ds
ﬁ.corszxigéi ngen sn wmenwegmge;‘s i :% yoor algemens ligging:
door fmijd":ﬁgsn ' samenvoeslngen
L§ &% e 5 ta 3
AT G-
. gﬁ A ® ¥ e AP 3 &2 &R E‘r
> I's ' v ~
3“’3 ﬁ: a. W s =g %'L E~5 g" &4
D e T e .
- Eay e = an q E'é %3 &4 §e§? E&
'E.é % ‘{Q {{, % é‘.} %{; s‘q g&. 7,@

~ Deza tabel kan wordesn zeverifiserd door esn senvoudige proef. In-
da Ty van x,vys en % wahrigm estn bewsgend punt een a’g";;,g;m Dazs is
Cesn §, voor uniformsbsweging. Ban mfi;ww bewegzends 11jn beschrijft sen-
£. en sen uniform bsm-gm, w},a.‘* BEDR Iy Man bewsge nun twae sf*avzm of |LEn
staal en eanr plaat uniform. <
Bij =1k taag laten ﬁ:}:}rém terxst@}.sp... in h behc:rafz ? é Ay de
sofrdinantagsen, () £ ¢4 o8rdirmatylakion sn algemeen C’"_} B de
goﬁrdig,ggﬁ &ﬁ:;» Iedem gﬁ, ip ;¢, snijdt olk desr cobrdingat- zm“,, 4 in ean
punt sn de §' 1s vastgelegd door p+i van dle snijpunten. Elk snijpunt kanm
wordan vas*&;gulega *inez* m-ps getallen, en dus ken sen £, in £, worden va&»
gelegd doow t"};»: Froogs } g@ta&lcm Ewznzo bea:i;esi; neon dat ea3n § doez‘ e8n
' gegsven & in Kan Yorden vastgelegd doow (o-3)/m-p) getm en, .
' waﬁstr%in Zen S 2en I, gegevsen is bene'aens een{™ ~po =Picht1nz¢ gie
geen rishting -net de '{-’;, gema:{a heeft, dan konmen we ie&are f guur in Lt
waem de V@lgemﬁn dris wi*acas«zen andsrwsrwsn. -




B bﬁiw mat *g,,» alle pur ntpm riet in ?,WO?"L{@Z‘* wegzelaten, »fisgen
Mﬁ wordt gebruikt.
gﬁ%ﬁ%&%(i’ﬁdubm.ﬁn} el bptwekkiw« tot de (nep)=richting:
&lle punten Gie in &&n on dazelfde &, , met deze (x’»ap}w*@ht’in& iig-
g@m worden geldentificeerd. Ds figudr dis ontstaat is gelegﬁu in

die uit imaai’sﬁaat door samenisgzing. Allesn de (u=pl-wi hﬁting

-;m t gebmizm

. Projsctie 6u ﬁg&‘_gﬁ (p-n)=p i:%gg door ledsr pont der f:zgahr
wordt sen &Z gabracht @mt r}azs n=pl=richting sn dege E%ﬁwardt )
2ot smﬁ_gdmw ‘gobracht met ds c,,“ De vergzamsiing van slle =nljpiun~
ten is de prolsetis, Ja E‘ en de (nwm@ric};ting worden gebruikt,

. Zen ‘met lowend: ie {innsy wiezﬁtatw 1} is een
% wsarin sen ped ansionais schra@fzi.a 1s gedefiniserd. Een b, met
uitwsndigs orientatie (cuter Srisntation) is sen % waarzan sen (v-pledk.
mengionals sehroefsin iz bosgavosgd u‘;@& 22 &, hoen “d.w.z. ir sen (exx :
dus in ieae*ﬂ&) 2,‘,,? die geen r*cht.ing met de

EeE IR £,

> gemsan heefu. o .

%% I g
‘0-; ‘i3 -
3 4
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Doandlen B Avh N an o g Am b N
sgrzassondlion 1a 80 g =, dw.ﬁﬁ By fuctiss sands
A 5 98 A en de o%

De &, heten de kentallen (ccmy@n»ms} van het ‘object met !:setz'eM :

k:ing tot ﬁg? . Gesonetrische objlseten in zwwowzian ordaracheaiden naar de

trangformatiewl jze van him kentasilen. -
- Imdisn éle é\a lineair horpogeen in da $ﬁ zijn, homogsmn algebra~

isﬂh in ds ﬁ“% en onafhankeli jk van de a¥’, “dan hest hat object sen.

o &0y 38 zoootheld (quantity). De “radiuvasvector” z%is een geome-

f,risch obisct mear gesn ga&ome\‘?rig:ﬁ'xe g?ﬁcxt‘wiﬁ {bi1] de groep o).

8 5. Seslairen en veotoren. | .
a. Sealsirsn. Eon afslor hesft 44n kental, invarisnt bijlrs - S

b- Contravariante veckeren. %en contravariante veai:sr haef% n
© kantallern #¥ raat da trarvsfcma%*iewi:}zek

5.1) N Y

-Meet%mnd*g beelds pigl H De‘ xentallen zijn ds pro;}ecties op de ass&n
gemsten mat belmip van de maat@enhadan op die aggen. De megﬁ‘ar@je@tws&
de pilil bepaalt hat tekem. In ssn gecentresrde t,,gaa dit bseld worden
vervangen door sen pundt. Aldassr is de "radiusvector® sen contravariante
vertor en dns eepn geomefrische groothsid. DIt i een sesrste voorbseld
van twee objectsn die bi} ggm@pt dezeljﬁa tranaiermd.ewij 2z habben
masr bij een ondergroep vamiierhiey wa ! wel.

2. Sovariante wgatorgﬁ, Fen ﬂovariante vsrior heefb n kemtal_nerz
' %met de tfaasfcmatzwidz@ _
e 93 . #, = A,}‘, | SR L
‘.Meekk:mﬂig beeld: twes parsll 2le v"u{hn met sen zin btv, aan te geven -
'dacr eelL nilet naodzaiwli jk reshtas pljl die door de vlakken bmen gteskl

*{g,‘s Ng ;,i”l m@e*’ vr 3‘,3 zwevanﬁ ;:e'la:zht wwdens dus &e?&*‘lﬁ & esz t«rams-
mi:ie ma. Bij] ﬂs Vﬁlﬁmﬁés é‘eetwﬁ»fwﬂs bemden m t ﬁi;, niet %elﬁerssi
-ﬁmgﬂa e NIRRT LT : §




- D kenballisn zdf 1 @ de gtukksy diec wan de s88en afzesuedan wordsn,
gemebsn met de.masteenbaden op dis asssn. ,:m oo afewsz*:twema Lo kan dit
bée L3 wvervangen worden door een hyparvlai. De Wi zﬂ ;;f» gan ds ba&enﬁa
hyparviakeodriinaten.
Opbelliing van contravariants veotoresn goschiedt wnaxgens het .
“rarallslegran var kyvachten®. Oplelliing van covarlante vectopen wordt
geillustreerd in fig. 1 voorstellends een doursnsde mst ssn &,3

Bij varmenigvuldiging met ean pogitisve sssiar s wordt het bseld van sen
eont*a?ariam#e veator 8 x g?eta? en ket besld van eon covariants vector
x kisiner. Is dz scalar negatisf dan kesrt de orientering om.
Bij slk codrdinatenstelgel hocrt ssn stel veg n gontravariante
vectoren € en sen stel van n sovaviante veetoren £, de maatvoctoren,
- gedel 1mia§rd doore : . ‘

,.k», e"z éw?a
5.3} | g i . 7\ S | o
A - i@ ﬁ:*:}’h

Bisr 2iin 2 sn & ds La*mng De in deps kernen opfreﬂende indisas
transformeren nist mee en heten Jdods indines(desd indices). Voor n = 3.

ziln de maatwvectoren ’?‘@ gageven in fig. 2:

fisz..2

De contravarlants pazssen preff*ies tussen de viakkan van d@ geliiknenige
mvariantm z)e kentallen van g* CE é,, t.0. van esn a:ad@r' golirdinaten~
b“«EElJ&?l zi !

!

£ =A%
Y, s &
5.4 é{; = i%-}' ..

.} . . , _
Doze kentallsn zijn ﬁa%;zmrl’f ik niet langer 1 of O. Men giet hier dulde-
113k dgt de dode indices niet meestransformeren.

De es-qbinatie ﬁr}wi is sen invarim%
- =X ® Capha
-‘5;5'5) N fsr”f'-% f:‘i ww A M‘% |
en heet de cvsrschniving (transwctiau} van A avx_w?}“ Voor i?’-kmﬁ’;fé:flig%':; :
=t}

‘s"" in de (n-i)- rtvhtmg vm’x@f" on voor %3'% past  precies tussen
j;.{lsi hypervlakkep van &Y A L T T
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Hi3 slk »tez yer 7 fileszir onsfhankell

' ‘ Ike soniravariants velos
- toren ¥° bhshoort éin sn slechts &&n 3tsl wan n linealr omafhankelije
ke cwq%ziant-e yeagtorsn h“;a y 2o dat . ~ ' :
Y S - ) .
g éﬁf‘ﬂ @ _ k0
‘5@) - AL ey EES
i 1 o : ,
ﬁet gymbscl é:;k voorstel emie % sca’iaiwez; heet het Kronecker pvuhool.

- De indices wan het Rronesker zymbool zijn dood en het is alleen op
grond van historische everweg%’ngen* dat hier van de consequente s@hrijf«s
wijize wordt afgewsken: . 2yt a4y heten t.0. vaa elkaar ;;ggj._mk :

Blijkb& is fader stel mast¥sctores ‘beharemie bij gnig eoérdinaten» -
stelsel san dergelilk reciprook stel.

- Co- en eontravariante masztvectoren kuzmgn wordsn gehruikt om
de kentallen van esn veetor te bepalen of omgekeerd de vector wit
2iln kentallen af te leiden. Yan de wvector V“kan men b.v.'n scalgiren .
vormen door over@ahuiving met de éfﬁ : S .

r
5‘?) o ’\?"31}’:}&» & -

Deze gealairen ziin numerisk gel’i i san de < Maar irdien de vergeliju
kmg cp andere codrdinaten gas«:hraven wordt
& 2
5.8) |  TewtEs
k
%ransfomaran de ‘%" wol maar dw §=- niet, Msn mag dus niet schri *ven
Fa oa masr schriift daarvoor
5. 9) .

- behaeven dus niet 1rvariazxt i;e zi n. mem ve*gelijking in ¥en-
.talleny b.vs, '3 » %! behoeft niet met £ geschreven ts wordsn omiat
het hier vanzelf duidelilk ig, dat er allaen maar lete t.o. van sen
: bepaale cofirdina tenstelsel wordt bewesrd.
In {2.96) gaat men van gon levsnds :ﬁ.mex tot ssn tioﬂe indax
. over. Dit proces heet het Smoren van sen index {tc strangls). De ge=
smoords indsx most hetzl) door amlere plaatsing als In {5.9) hetzi]
-op andere wijze {(zie lster) duidelijk als dods index worden_ gemerkt»
Omgeksard kan wen V* construsren uvlt ds scalairen % mst
behalp van de vergelijking oA :

5.0) - e wer
of in algemam ecodrdinaten %
$.11) o o e,

{5.7) eﬁ ( L10) stelleu numeri sk prﬁeies hetuelfﬁe voor masr meetkuge
dig geea {5.7) asn hoe de kentallsn vevkregen wordsn door projectie
sn {(5.10) hos de vector wordt samenggstéld uwit gijn cowponenten. In-. .
derdasd ziin dan ook (5.8) en (5.11), die meotikumdig: hetzelfde voors
'stealen als (5.7) en {3.10}, volstreﬁt niet meer nmumerisk gelijk.
: Uit (5.1),(5.8),(5.51) en de corresponderends vergslijkingen
voor eowaﬁizwte veetoren volgt

lage b ¥ §

. = .= 4 & |- . P
5.12) _ e?\' ,f Az C* 2 A A | kf o
- w:l;i geven een vor:-rbeeld voor n = 3. Zij ds transformatle van % & x°
53 ,% = ‘% w Pt ot 222 _x& CAL T e el
IO TR L 0% i ) 2y masd 3

S x¥a xR IF e -,3;-.,3 20,

LA Ty



en bijge‘vcﬂ.g vcmr de c:vev-gang ven de maﬁveﬁtcren wan(!ﬁ) tot de maa.t° :

: ve”torsn van (Rf , & & K A A it

\b‘ar

5.15)

.15) 'g 3
. el T Tt 2
T e €, "é‘h
TR ?,‘ "%A- «s-ik
_’ j_‘Dit kan wordan geverifleerd in 4‘1g 3 S
N E ! ‘ira

an J;w hezeft de vergelijking o' 22 -—-3335 *

en. dit vliak susidt van de assen de stukken M, 3,1 afo Irderﬂaad ziin B

dug 2, =2, =i de egtallen van é,\ t.0. (r),

- Omgokeerd iss B ‘
o ‘?; = A% . : C E«';\ it 2’«. 3)- |
S g 1 'y ‘
4 .?.* = ..efa—z Qf - 3 ' e = Ry B, |
5+16) i ‘k‘r»" i 2; ‘Zﬂk— & . ‘90 é’ 5
R A r ' T, o+ :
wy J* 4 X 3 , -g,) e § &z‘s ¥ &
| k & . et |
3 3 2! 3t AN A )

Men lotte er op dat de matrix ven (¥ 5 b) dezelfde is als ais van

- : _ _ e R
- Het wlak door het uiteinde van 2 evanwijdig' asn e.k‘

T

" (5.13) mazr die van (5.1% a) de gesniege}.de t.o, van de mcvfdéiagoxmal )

. van die van (5.1%), Dit komt doordat in- (5c L) de overschuiving aan-
dex. Hetzelfde galdt voor (5.13) ofi ései a)

- ..grijpt aan de onderste index van g en in {(5.15 a) aan de ‘bovenste ma

M
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fﬁﬁ@aﬁ%awa .

s Ben gemengds affinor van da %a¢vﬂ”1ﬁ 2 s?él% esn.;imwazﬁe Eranse
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. HMenging gmiy %),, megesgasa op sen bepasid santsl p sl*‘éj‘i{sm*s:«»
::L.ge Indiges. Yorm ds @;, .stﬁerwm dsoy %famgiomliwg el op en dsel
door ml Teken( ¥ met ultschakelieken ! { o 2.%,

3 on dasl ee § o kget &Syk . 3!«:;&:’5 e S
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' Ben affinor, mwr#anr; vecy menging dey ;;z mai«x:as? hoet gmggg isd in
dle indiees. ben co- of conbravariante affinor symmetrisch in alie in-

dizes heet Lsnsor. 1)

1) Het woord tensor Toorepronkelijk uit de slssticitaitsieer ontggroten
voor sen symmetrische affinor wordt veslal ook voor alle affinorsn ge-
bruikt. Het betere woord 2F7 bﬁm“ dat aan de tengmﬁ.slag liggends
afi‘ine groep nerimnert., is van ® as‘uzzg




sSlovisy pyenies gl
F ogencmseni. Teken 7
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) Ssn affinor invar!ant voor slternatis ovar p Iindices beel glier-
i&aﬁhsxwggggggg?un dis indices. Len co-~ of conmtravariante afflincy van valentis
nating; 3 ,Symtetrisch in alle indlcss, heet sen p-vegtor 1), Aangezien alisr-

a&—ea OVET moasy dan n indisces al®tijd rul goalft, gl jn er alleen o
vectorsn voor D& n
Dpraves Verifieer bov. voor n = 2 of nn = &a

v - wd b
b ol Y - 3 § 3“3’9‘*‘},
T L P D AP
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7.00) QA (7! e
. e . K
sn meak duldelijk dst precies dergalijke formulss gelden v@cf’?ke@ e
— : 0. ¥EDL 080 bepaald colrdinatenstelsel .
ring met de maatvestorsn; B.v. '
? ‘:)3 »;:' {r“)'/ . a_‘t;}.;éé g f\’;}
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{ or ontetaanmiaffinoren van de valentie 2 uit een affinor ven de
valeﬁrla 4). De gosmoords indices zijn dood. Zij worden boven of onder
de % r%;ette? geplaatst of ocl, wooral als er weel zijn, ter plaalse
met { ) of iets arders geuwerki,

Indlen in eén inveriants vergelijking links en rechts deselfde ine
diceg worden gesnoord, dan bLijIt de ver el jking invariant. Maar in-
dien links en rechty de gssmoords indizes niet deselfde zijin, dan biijfs
de vergelijking wel rumerisk wear,szolang men het ecodrdinatenstelgel
nist verandsrt, naaP ds invariantie gost werloren en het teken
most worden genraiyte 3o =3

| 5 , Tk) 5 {3 fﬁL Al “
i | ‘?s?d} ﬁxg‘ﬁ 3} ﬁ. ﬁh\\ﬂ R Q{%}@% .

| 5, gxg:g;gg, De papg van een gront&ei& t.0. van =en ben&a¢d stel
, inaibwz %s net santal linssair oma?hanxaxjske groctheden dat men var=
~ krijzt als men de gudere indicss smocrt.{of ook indien men de andere
- indices achtereewvolgens z} hun waarden lzat deorlopsn). D8 rang .ig
- eon srithmetische invariant voor slle bosgelaten codeiinatentransfor=
mat;gsg Uit de dafinitis volgt, dat de rang t.0. v. zekeTe indilses ge-
| 1ijk Zs aan ds r8ng £.0.V. alls sndere Indices em dat de rang H.0.Y.
| alls indises 1 aug *viv*aax is.

Een_affino Pinordie i8_van de valentie bws
‘éﬁﬁmﬁﬁmajﬁL5@&ﬁwékjéh$iégéﬁgmijﬁﬁmLﬁﬁﬁw%LE&ﬁﬁhﬁlﬁ

‘s r de yang van esn grootheid %.o.v. son index & dan is het aantal
. onafhankelijke vectoren dat ontstaat bLij het @morsn ven de
Coindicss juist r. De vergameling van alls vectoren dle vap deze
1@e.atnangeﬁ met ssalalre codfficlenten heet hat -
“w“g;patgelﬁs Ziin deze vectoren contravariant dan i5 8T een kKleins
- aar z8 &lle inliggen, Zijﬂ &ﬂ covari ant, dan ig sy een gro@%ate,

fat
it

z?f z::
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Q@b wear ze slls doorgaan. Dese g%rhae& de drager(support) ven het
& —gebled.
Joorbeeld. Gegeven een ;;iﬁn san 2@ aie gean richting gemeen habben in

frrif e e Gevrasgd sen affinor Eg van de rang p,wiens ¥-gebied als
age” 5% en wisnsg } ~gobliad als” ﬁrager dﬁ'szhﬁbft en evenzo esn .

affiﬁ@r (2“ waarbid het ret andsrsom g, yerﬂer&mﬁ&t geeist, dat

13 mige sufeurs gebﬂuikﬁn de nasm antisympetrische tenga

-~ b
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Eet aazntal cnafhankelijke kentallen van esn tensor van de valsn
tie p is {'%#ﬁ*t‘ ' .

Het geﬂaatriégpe aaafa vas de tansopr %ﬁ““gﬁﬁai?ﬂ, Ay iz iv
sen gecentreerds ¢, de X (&vpernpparviak} met ds vergelfjking

,_-r:

8.1 | ' anly X, ,ﬁ’:h ”ﬁ’&éﬁ- ?
in Pﬂﬁ%ﬁ@ﬁrﬁiﬁat&ﬁa Be ?ané 2'van sen tensor is natuyriijk gelilk t.o.
v. alle indiees. Er is dus slschts &én drager, sen i "oz met de wverge=
1% jkingen ) '

g . wa &' & . ’“i
8.}2.}" ~~ s ":::kw‘ e e

‘ , Y] oo .
Da E{xq {(8:1) is ssn ¢ylinder bestaande uit <€ S 9 alle met dsge
zelfde (ner)-richting. De kegel ) '
‘ A

8“3} f‘ﬂ:\ t_,; 3.9% c-ﬂx'Pfﬂ
bestaat ult &»;,‘*“ 5" j0ie ulle de (8.2} bevatten.

‘ ) ‘ ’?\n%n‘d ] k ~~4k .ﬁ"v*"i

Het geometrisch besld van ds tanscr i f(’
is in sen gecentrss: dv,waﬂe X%ﬁmet ds veréelijking
p k{-) fv.égin. rﬁé‘i” 4{‘ .. u
e, <o Y
i hyperviskesdrdinaten 1N}¢ Fen gn hiew soartg#li*ke beschcuwingan
cpstellen.
Yoor de rhyzica iw v&oral da tensor van de valentie 2 belangriik.

Het gegmetrigtb heald ¥ ?ﬁh iz net tweedsgraads hyperc§g«rvlakg
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“ste 11ing, die zez%, dab meﬁ -your een redle
Fel c@rﬂvnafrnqﬁelsel (ﬁs steeds op oo
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By bostaat sen merkwasrdige
- kensor van dg rang T sen ve
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Daarbl) is Ssen invariznt 3ie mspn ds ggggg van A, noemt. De volgords

=¢.=Fela?t qept de glgrotuer. Men zegt daot de slgnatunr pegabief is
yoor § oneven sn popitief woor Seven. Is ¢ =z p dan heeft de omksri
t.o. van (¥'] de Xentallen '

w8 ~F i) g € 44l on g
a , o YAt T .o
8&; F’ o Yy e ):} -\:*{;‘} 4 ! - %4 5T s #~ =/

.eh dus dgze*fae indsx ex dezelfde signatuur. In dit geval noemt men

e"*? , hesitief definiet voor ‘"“MMM%@ % e |
Bt ig@gi;g;gg vaor L8807, Het geomeirisch beeld van Pey is hetzelide
%ypetsygs?v lak {8.5) welks vergelijkingen in hyperviakeodrdinsten lui=
aYi s ’ .

8.8 P auye

Vaoor p = 3 voert 4dit alles tot het bekende proces wan hed besthri]
Ven Wan aen tweedagraad;opnarvlaf tan szi shte wan onderling toegevosge
dr aolrdipaztassen door het middslpund.

De stelling ken ook in eegkandere YVorm warﬁea nitgegproken. §§ o
ds rang van ds redle tengor PV dan bsstaab er altijd tenminste sén
re€ls af :*nnr{g§, 20 8at de nie% verdwi jrnends kentallan van
.43 LN n TR -8 -
biff s &”Z P @2
L340 ' = . "% A T T} 1 54

* . TR o Ve v e B oay
8:1}{}} ;P§; g*l; . ';}séﬁoi‘: ’:?; £ g’e"é”f vf-r;‘ ‘&‘ Jg'%“#') }, ! - é 3 ¥ 1“ <

8§ 2, p- Veotcren,

Het gantal snathankalijke kantallen vagn ean p-westor is {)?1
" I LR PR ° A
Zen n wector hesft dus H&n onafhanksiijk kemtal b.v. 4’7" Maar 2

ig niet invarisnt epn een n=vestor -is dus gesn sczleawr. g
Hiet ieders p-vestor kan woerden geschPeven als het &lt#rﬁpfgﬁﬁ gzﬁdLﬁﬁ

we {}.— sty b7 . »
AL D VECLOTSR g .ok, PR P
3.1) ' Tomp A e TR
i i8] !"a
Vg n.e.v. voorwaarde hisrvwor fg dgp
oy Bylees R -~
g, d; _ f'gf““;“‘ P b o

Is deze vonorwaards vervild dapn hsat ds pwwew?GPEﬁ&&LVQRﬂig an er geldd
sen vergeliiking van dg vorm (9.1) maar de factoren zijn nabuuriijk
alet eenduidiz Pepsaslid. Wai wel aecaalﬁ 15, is ds j@{ﬁﬂﬁ?»f) dis door
deza vactorsen wordd cpgespannen su ds iu&owd van net door ﬁezb vertoren

ﬁ;bepaaide parallejepipsdum, Als besld van de pevector kan msn dus
nﬁmen gen 3eal van een 2@ st son p-dimensicnals sehroefzin die door
de volgorde 4%, - w* wordt vasigelegd. Do kentellsn zijn de projsciies
van dit &, -deel op e @ao;dhnate°z & %, gemeten mat de parallelofopen
der msatviotoren su b.v. ¥ 7  is pozitiel warmesr de mesgeprojectser-
de achroafzin corregpondesrt mat de sehereefzin vastgelegd door *H w'f“
in deze wolgords. :

Len enkaxveudigé ﬁUVafsﬁnteg p=vactor kan g@gchrsVQn wnwﬁea
i

9 %3 ”_';1 i ﬂ,ﬁ%’ .o "0*3} -
an legggn Q véatoren L’uwv-»?%mst gen Sn.pedoor C}an esn cylinﬂer
welks {nei)-dimensionals begrauzing besiaat wit o?™/ [ ° , &lle

evenwl jdig met de SAwa door 0 en wmarsan een u.twsnd ge schrdefzin is

toegevosgd bepaald dsor de volgorde iy yoor A, De doorsmede van dezs

gylinder mst de codrdinaten 57 ggamet¢$ me dé‘paralleLotopen der naat=

vegtoren zijn de kentallen en bava wﬁL,, is positief indisn de schreai
zin om ds buls correspondeeri met de sehraefzin vastge tmpgd dear~£ .ﬁ
%n dezs volgerdec
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Hen n= vestor is na tunrlijy alti)d sokelvoudig. Masr men Kan be-
wijzon, dat een. {r-d-vorztor ook altiid am{@*ku‘ig is. In 5, besiaar
dus alleen enkelvoudige p~vectoten. Een niet enkelvoudige pavuctor
‘Ef.an ait1iid pesshreven worden ale een 20w van snkslvoudlige peve
Y zﬁ?: ‘ e d i&%}”’ fﬂﬁ,} ’5%*’: ) {wf‘f 3
99%‘; &‘1}4 c = ’

A‘wﬁ
Men noemt dit een decompositie in Diaden wanneer ﬁ&u santal blsden
2o kiein mogelijk dg. Dil santal is netuuriijk voor sike gsgeven 1=
vector esn arithruetische invariant. f&ar p2 2 en ®n=-2 is er van de-
za invariant "e:nig bekend maar Wor p = 2 8n g = n~2 is hed kleinste
aantal bladsn y?‘*é.,.eﬁ geliik asy de rang gedseld deor 2. Ve Bewijzew
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dit voor (=%, m=& |, het geval dat in de relativitzibstheorie
aig bl I AR
9.5y /1 T 0,
dan betekent 4it dat ' - o 29
967 - F”’F}%* s Y FEHF Yo
e et le g :
af_ wat hetzelide is é,fu *“W.,é
?"‘( ; = ‘:} >
Hen news oy esn enkelvoudi y ‘n:wm»tcr F ~dis woldoet aan de oetmk-u
k‘iﬂge‘ﬂ w »
S ﬁf«‘?ﬁ ﬁ =0

773 st ) X . -
en trachie F :%3 te ant “::»i den in ¥ en een anders srkelvoudige bi-
veglor ;‘kgm & ’f’ Dien K 8% ga_‘,(jef N é}

* T ,,es“.,‘;. h o a0
$.90) F e om FeF s
en dit iz &8n vergeii;kiag waaruit :x kan worden opgelost: Ds rang v
van F* kan ail:»ern 2 of % zijn omdat sern alterncrande Qﬂhmtm&i@:}
ﬂaae:maimpt ms$ sen crneven zantal riien an kolomman al$iid nul is an
we vinden dus voor ¥ = % twee bladen {(niet eeu&uid,g bepaa}.d) an YooY
r = 2 slechts &&n blsd.

Uit het iei%:, éafz het minimum santal bladen van een biveator van
de rang v juist 3 r is, vclgr de : aermam;digs gtelling, dat het @@é‘r»
dinateznstelsel bilj een mele bi ve@mr stoads redel 20 gekozen kan
worden, dat Ge aie*ﬁ; verdwi Jﬁ?afi@ wentallen I’?“%z" o
'f‘ijg F.‘g""? F?«‘gfu?:ﬂ; o o - iréxhd}mﬂ‘? )
Boge steiling kan amt; in een avdsre Yerm wordan uitgeﬁpmkwq Ig w}g'
rofsl, dan bestast or steeds hamlnste é&n reSls affinor @;m dat
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ds nist verdwljnsnds kental laﬁ )
9,13} Ae?yzgﬁi} ’qua_z ; ,F@.,}wa.'z_
heelt. o : '

Ben n=vechor heeft slechts &4n kental en twee contravariante of
twea coverignle n-vectorsn 2ijn dus altijd gelijlk op esn ssalalrs
factor na. Het besald vean san n-vector ig a@n nedimensionaal volume
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Volgensy ongs definitis kan dus ¥ ook worden spgeval als hat keuﬁ&l
van gsn senlaire DNedishthsid vsn het gewieht =1 sa W 3ls het Ken—
tal van een dite dichtheid van hel gowichi +9, Op de\mmtmﬁtga ﬁ@z‘;r
dieh t?*a:i g Komern: wiji nog f:.m*w.g ) -

B13 elk eofly edlusbenghelsel (¥) bDshorsn voor slke wearde wan p

%1&:‘{3‘%; { };‘ ; mfz:«was gg*e gn | »,‘3' eoyarlante snkelvondige p-vectoren,
T i R 1 ~ae ro getdande gakep=voctoren. De twase n-vsge
toven 5@0"’5"41; gegchrewen” - ° twee noves
it ’ r !
16 g~ iy, ded I ) T
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Er A ! Sl )
Fi
o ﬁ’fj ; f = C«.w’ -
) o g, g, Glsse =
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Dezs voegen asn slke contraverisntenepevestor ﬁan cowriantes pevacior

tos en onmgekeerds
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Beide vergelilkingen drukien nit dai o
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.15} T, T |
ier«ﬂ;: rdi, S8n s¥en permutatis van },,M..m vcﬁrt;tsli:, &eze tog=
seging  Xdn wordsn benub om aan te fonen, dat gen {(n=2)-7gctoyr altijad

kam worden ontbonden in ten hoozste ¥ n bladen indisn dii woor sen bi-
weohor al beswszen is. -
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Da maert Delangyi ik
camr%va%apre nevoebor- 4 «aim*@he m < "*‘;“-wfw ven he% zewivht + 1 en
ko . .
ds covariants neveniar = & -dichtheid %& © van het gewlisht -1 ge-
- definiserd daor de yoor Jedsre TRy e By )
goprding tanvﬁze‘% 5% geldlizs wergelljkingsn.
2w .
:?QOp} 'f:':‘} - F i
J‘L« ' — f‘s- y gl = 4k
. K, - ::.: =2 ‘;-’l‘&-

In mgsnsw iing tod f" a0 35',". z.i;gra deze grocthedsn op-
C&fhankeliik van de ’**c,uz# van hed r‘scéé wmt*mte‘i sel. 21} @elen gen=

zeltde rol als ds eenhakm“ nor A - {Bewils als oefening de inva=

risntie van (10.1)). - .
Da grocthaden kumnen worden gebrulki om sen pendénduidig verband

te leggsn tussgen contra« (ecu-lvariante pa‘mctafet‘ en co-{contra-) va=
riante (u-p)-vector - A -~dichtheden van hat gewicht ~1(+1):

\

F) Deze taevosging is mam.url:ijzc vid e t, daar afhanks‘li:}k van

de keuzas van hei mﬁmina%nﬁtelsel ;s



10.2) . (M” Af e B ‘
» Pt T .-s’»f)r Wy n, € P Y SR
g, i L VTR ‘
7R wfﬁ‘)"’”w— £ 3 o
F e
A% e
o op DG A
of in kortere vorm R o) ! Bremd pe R Ko,
S, f“” Skt »
. p,w
19.3) m#« oK mqmﬁ
- ﬁ;ox o '
- =L~ *} "“/"’h 1, een, B,

e houdsn de keuze vanr)( LW EPN vzog 73] om te kunnen aansluiten b13 ds
later in te voeren wen{if‘icefmgen van groothedsn.

Uit 10,3 ziet mem duidell] %e,d2% de keniallen van sen co-(con-
tra)wariante) p-v:sbor cok kunnen worien opgevat alg kentallen van ean
contra«(eo-)varis nthe (n=p)~vector <« A-dichtheid van het gevieht +1{-%

Br is dus itussen .izz: grootheden gesn verschil, hun geometrische ceelu

Gan zijn degelfde an het gaat alleen naar om esn anders notatie voor de

ksntallen. Deze kun soms gemakxkelilik zijn als n-p<l p, men komt dan met

minder indices uit. Bijvoorbzald voor een contravariants mevestor 5%,
iy het gemakkelijk };’ te schrijvsp mat de dsfinitisvergelil king, p

: - ";’" ey . {f:- £ e Aee B, -
10.4) Arir] = "7;,%. w ST M(R‘L ).
¥en heeft dan gee: indicss padig. Ds dransformatie van 4 a.ls qﬁ?&lﬁl!"s
dichtheld met het zzwicht -1 Luidé .

L o
10,5) 2 L | =4 M’::'J

Aangezien er geer index meer 13, most er lsts wszen om het codrdinmaten-

stslsel aan te dv den an dat wordt 1igr gedaan door de KX en rt‘" tussen :

haken. Waar geen alsverztaend mogeli ik is; kan d4it teken weggel&ten worden.
Blijkens { 0.2) cuorrespondsrsn é“ Ty 7 en ., . 81T

et de getal}.éﬁ (zm; 3 ’fﬁﬂ on ~: f} o T "’f‘%

- Volgens d+ lefinitis 1 "8 6 ree*f'sch llen gewone dichthedezx Val: K
dichtheden alleen door het opbreder van 8] in plaats van 4 1n de Lrae
formatieformulen. Oit 5:33}991 netuurlijk niets bil de groep Sa (&= +;}

en pij @ groep ¥unan duls diza dichiheden gsidentificesrd rdem 155 &
ig sen tweede woo sbaeld van id ;ntifsuarimr van grootheden als wmen z.eh
1ot gen ondergrosp vant m,bev 3G,

“Om de mesixunsife ne& .mnis Y0 gw@z‘ze dichtheden te wurizyijran
beschouwen we de Y =scalar (zie § 6) p de transformatiewljese

106),\,. N 7Y .._.,.f,,ﬁ'g
I1s  PDf7 asr neett ' s _}deselg‘e wearde el L) dezelide

schroafzin hebbern srn de wa.ards ~t in net sndere geval 1).

Eat msetiundizg -bualé van p isz dus nlets anders dun esn schipoef zin waar~
san het getsl 1 13 tegevosgd.

ig 4255%' - ¥ 3oL ;ﬁ -dichtheid vay het goewlicht +1 dan i3 het duldelijk
gat Mk Y W“’“ ’éefg ewu!:i ~dichtheid is. Deze groothsid hseft
rm dezelfds ‘kents Léa aLs_ gnfim kR gen opzichte van isder stelsel met
dezelfde schroef: in :1s lfmsar ter o:sici:te van de sndere stelesls heb-
ban de kentallsr xxe? net dndsre te £e1., . : R

Rt M

1) Physiel sprab:n vl cens var tsstloscelar, maay dit woord i{s ook in
andere zin geirullit. - : i

7



I e “p

Dat wil zeggen, ag: het meatkundig beeld ven @g precies hetzelfde
- is als dat vaa. 4 Kie~dp 3 w.z. een desl van een E s maar nu niet
- wet cen ulhwendigg orisntering maar wel met een (schroef er in

- an nist er omheen). Us gewons divhtheaen vormen dus 1nderdaad een nieuwve
‘klassge van grootheden. '

O
Vermenigvuldigt men een p-vector 4 ° met . A" dan krijgt men

- volgens definitie (86) esn W-p-vector en hisrvoor geldt hetzelfds, , het

T meetkundig besld blijfe hstze.ﬁ‘ae behalvs dat mu de inwendige orientering

- door een yitwendigs vervangen wordt. Hierult volgt, dat een co-(contra-)
yarisnte p»ve%ordichtneid van het gewicht ={(+1) hatzelfde isa als/contra—

- {eo=)variante

- hulp V&Zl €k - Ko 2. rn‘;‘":\a

&y !
X 1
ot

S

N

{n-pl-vector. Inderdaad kan men nu ook weer tussen de
kentallen dezer beids gro gpen een ecnddnduidig verband leggen met be=

: Iy, b
%3 !\5';' u 'v_gﬁ”mk” ! g &
?)Gl?) . LS ‘% {'}F‘?A}.} A’ }Pkﬁiy it k’ﬁ& '
> K, i .+ 7S
’U’ ¢ "o kP N W % )ﬂkﬂ “‘/(m
%ﬂﬁms !fnﬂ ;(:—/j ol 45'; X é N M Kins s 7+ Ko,
. /é " P ro # ‘
Y N £-t)£}“,£ » Ky e ke,
) Ay dp fr-p) 4 Aper z}.@”'},..kw a4
of in kortsre vorm e , . ' A
. 49’4’ M"A‘ﬂw{aj}g;”g/&ﬁh»'“ﬂw
. 4 = .
‘30:8) é‘ /0'

mt’“ﬁw Hra)r AT, g

De keuze ven Faen 4. houden we weer san tet later. . ,
De gpwone ichthedsn giin &b dichtbeden, dis in de physiea yoor-

o) s tezamen met da gewone p~vectoren. Bijv, is in de klassieks me-

chanica een wassa per m.v. {maatvolume = volume van het parallslepipedum

' der affins maabvectoren) esn gewome scalairs dichtheid van het gewicht

+1. Ben strcomdichitheid is een gewene contravariante vectordichtheid
van het gewicht +1.
Wi} spreken af sls hoofdnotatia voor een ﬁg—vector Steads 1/“»

. an ,w— ) te beschouwen en als tweede notatie M e P
s x,,,,....;rﬁﬁ Evenzo voor dichthsden @7 "% . en by
zls hoofdnotatie en "f;"‘i P S G P ko gl tweetibe notstie.

- Hiar volgen i;wee oversichtstabelisns

gatal"‘ hoofdnotatie twsede notatie gewicht oriénteriug
: T oseslar | aexdrgov, triv. §.gichth. - -
S. ~ e d-aie ’% ) z~taken
' ,“} sontr.triv.-dichth. ﬁgg{j’w 3 '
a “4"#;.-,.»",_‘_ - contyr.vyeetor ,,“2}‘ cov.biv. &£-~dichth. -1 inw.
) jg fw% 5 cov. vettor '4%? econtr.biv. &cdinhtho +9 uitw.
A f uLE eontxi.bivsctorfg’ cov.vect. aedichtn. -1 dimw.
k. . . AT . A -
‘ ‘£ , . e ;
eov. bivector contr .veek .Odichth.  +1 uitw.
~ contr.trivect. _seMescal. O-dichth, -1 ‘
'f’ ‘ schroef
cov. trivect., ‘2z secal. A-dichth. +1

it I



i
|
|
i
t
|
{

‘ren van sen orthogonsalistelsel worden geschreven

'? é:;-&b A AR TR
w M any . teiw . dichin .
g’i: eoatr Briv.aichla.
}ul,j;;-g
-~ ) ;¥
2ov, biv. dichih =g -v"%mi;mk&%&t, uitw.
ﬁﬁﬂtr‘ub‘i"?d‘h chih, +% w ooy Weevact. inw.,
s eov.veetordichih . =1 ﬁf% centr,kf..bivecu. ultw,
£ f%  contr.ovectordiehth.  #1. 270V Wlvivect. fuw.
Y . T4  scalar dientheid . f’ﬂm contr B trivect.) stok
4 . , eke
g’,g sealar dishiheid +1 gy, cov. # privest, )
3 : £y B

8 11. Ds fundamsntaaliensor.

Ix:é;uxntroduaerea wi} =en reehs trnssr met de rang n 871 col
stante kepntallen. Voor de onmkering ? sh ﬁehz? “va wa Kort »y"‘

Dege tansoren heten de go- en W&&iﬁm@m&gm

Een ,i‘ u.;*‘gsru*t met sen fundsmentaailtensor heet i'ﬁ%

Irs is dea mitdrukkipg

l

1112 i 9., O
een inveriant van dis de lengie van ':r genoend wordt 1). Is 3?&

indefinlet dan kan j »f%“ﬂ‘ zowel »0 als <O als =0 zijn. De vectorsn

met Ilengie nul heten m*vgmoggg on willen de pulkegel met ds %ergsliju
king .

19.2) gk
Voor sen definfete fundamentsalsensor is de nolkegel imaginair. Is ds
nulkegel redel dau wordt de gew@trsgrﬂ@ verdesld in ftwea delsng hat
+-gebied waasy 5/2 yf?'p“%@ sen het = gebied %aa,, ;n,) ,p-?, «ﬂ,g; &

Twse veatoven # en ¥ Waar*?aar geldt

11 ::}J ji}&“ %ﬂw =0
haten ggdeg;gﬂg ;aagggﬁé IiulvectoreL 2iin dug 4s enige va@toren diz
op zichgelf lcodrecht stasn. faar aanisiding van dezs c‘ief’i itis karn woov
twes vettorsan, die deide in hat *+-gebled of beide in het - gebied lig-
gen;de ingesioten hoek wordsn gedaliniserd.

Gebruik makend van de stelling in § 8 kan het codrdinstenstelse
2o gelegd worden, dat de niet verdwl jnende kentallen van q‘ Ak en 54%: ze.z
opzichte van dit stalsel R )] é&s?'. mzi:;n

L v - . ’ l’-‘, . . y -

11,4) W S S
"’-!5 j ‘-?-‘""f'.'g ? =+ ’3/” Jﬁ w'?"};
Len &ergaliaﬁ stelgel hest een grihogonsglistelsel. De gmaatvecta»
L 4.
Voor ean orthogonsalstelssl gebrulken we albijd iatajusa lepgﬁde iﬂﬁimﬁg
en varticale vaste indices.
De fundamentaaliensor voeglt aan elks covariante vegtor &én emmie
c;o;ai;mv&riants vector tos en ougekaserd

1} De ruimbe der rmativ tiststheorlie is sen ﬁ:) met signatuuy - == &
Indien g4, M»wm:x@ is wc:rdt in plaats van 2&2&&‘2& aak wel van guer
E

gnspro}{en
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A . e |
§1a5j S a mg%‘?ﬁﬁﬁ ‘} ‘*;%*'giia

:

&
Daamit volgt dat in esn f:;". ¥ en «f; mogen werden bazschouwd als itwee
soorten vaun kanmimn voor $%n en dezeifde groctheld, de "wvactor® dle
men naar bsliieven docr een pijl of deor gen systesm van twee para ilels

g nes 8 met een pijl er door mag voorstellen. Vandaar dat we nu ook
deze beids g*or*tbeden dezelfde kernlestier geven en ‘sehrl jvnn

$1.8) g EP S 'd“ae Gru ™
Dit proces hesu e'? gg, : '

i&f':'”-"l?‘ _.“?”-:"=='ss’ ?”V
1167} Poacsd %an 5 Texg™ Tin g
De vergelijking sy
laf 8} Fan = Iame 3 av : oY

evhi'faa“éigt nq het gsbruik van dezelfde kernletier voor Gy 25 .,

Ais voorbacld baschouwsn ¥h
op het orthopon ;e «&@6,. ﬁiﬁa«»
tenstelselit; A% 2 in esn

'2 met de fu uiamentaal L BASTY

Fig.5 115} Gaa™ 5 §an™
de vechtoren ééég an '%J“
‘J@.“?’ ‘:2 s MZQ‘Q "?,
{ Y. o4 3
11.10) 4 %= arts 2, |
Dezs veetoren zijn onderling lood-
recht en vc:z-ﬁr,&{% s «i;} vindd men
. +
19,140 S 2

Ar * ‘? 4. ’J;z' 5 '“,&} .
Uit de figuor ziel men, dat de orienterirgen varﬁﬁ. endly gelijk gew Sehi
zijn en dis van ﬂ&‘fen’v} tegengesteld gericht. Dit geldt algemsen:

-

De orjsnberingsn van gspn csutravsrisnte veghor e op 2l in tospevoezds ‘,

£ijo gelijy gerieht alsv*ip Net + gebied Lzt en tesenzesteld gevichi
ais v%in net -~ zebied ligk. Buss “
Om van esn veotor Y met lemgte ¢ de vestor A% %e meken, con-
strusert men twee eve mi,,;dive viakken .4k 051 sen afstand . @n
voegt daaraan de orisnitering van ¥¥tos als % in het + gebied 1igh
en ds omgekserds oriants ‘?;.»,nv in het andsra geval.
De maatvectoren ’%*w van esn orinogenaal éysteam z.;_t;n ks mglijk Sy
derling loodrecht. Ds petral kﬁ.ngen tusssr deze zn de ¢ovariante maaives-

™

Loren ¥ luiden

2

Iae

e e g i P, oom S e %
%1-—:3‘2} A B o= ses LR e BT LT T g R éﬁ‘
L) Y %%" ) ¥y ‘
err veor de orihogonale keontallsn van 2en vector gelds
_ . N - 4 R
11.93) » f@‘ﬂ Jf "L Ry, 8
£

‘%"V’fﬁ ’) ia‘.&%i e .
Menn controleert dit alles gemakkelllk aan c}e ha(y‘? van (#1.%). In ortho-
gonale cofrdlnsben is 8o lengie van a4

NI BT BB T ST R LA VST AR S A S g 2 n,

1 ; §
E / o - . < Sat Do @ A i
i 1 “'glg.) ¥ i3 ; 2{ .,,:ly'*“lzy‘!‘» PR P & o = »E,?" "a"j IR . s o B 5



s de Yergelijking van do pulkegsl iz

19.95) =~ % o - 3 ® +x M&:&VT N
g In sen g\)},méx de volgands nn‘#‘eetcren op het %sken na vastgel egd
- 11.16) ’\fl g fnf 5..&’ :MM 5 dﬁi«ﬁ—;a _ /Xﬁ’ =7,
d i ¢ .
) "ﬁ} v m X LT e, :f =7 |
Ty = ‘ f‘ A,d 3 & vy

Hun mesﬁimmdig tee&d is hagqesnheiésvﬁhm voorzian van de scnroaa. Pzin
vastgelegd door é"?& cas b in deze volgords. Het teksn wisselt bij

. overgang toi sen_orthogonzalsysteax met andere schroefzin. Wij onder-
scheiden in uen'ﬁlatasﬁs sgnheidsvolvmer ( s.v) vastgelegd door de fun-
damentaslisngor en gg@tve;gg m.9.} zijnds het paralialotoop der maatl-
vectoren £.0. van esn willekeurig affie¢  eoordinatenstelsel. De massa
per m.v. is esn secalairg dichtheid maar de msssa per 8.v. is sen scalar
ale @& funﬂamentaag$ﬂnscr vast blijfE.

Het kental 5-,; ‘wiaal zich opvatten als sen kental van een se ca-
laire g}~dichthcid van het gswicht +1.
(D

11.17) Ati) = srn
en evenzo earr@spsﬁdesrt c%:'“ i met '1/,_,

Indien @ esnhscslar met kantsl + + t.0. van alle codrdinaten-
stelssls met dezelfde schrosfzin als h dan is

. . . Mg o
11.182 g, = Wb | ‘
gen gawone scalaire dichtheid van het gewicht + 1 en deze dichtheid
heeft waed het kental + 1 ten opzichte van _a‘;a;;s orthogonale codrdinaten-
stelzels beshorsnde bi}) ? A Dit koot natuurli ik doordat & de tekenwis-
. ielgng waer ts niet ﬂoem ueze»;. gfaat in nauw verband met j'%r Inder=

Ja8 in ) , 3 S

. O ] 3 g = .)H - 5
11.19) o =l 3- Gt K?Aw’ (N T PR F il w3l
een dichtheid van het gewichdt + 2 en ‘;iaaf Cff[ﬁ:} ;_-.'g volgt -~
11.20) A= i

In tegenstelling tot 4 heeft g;,geén sehrosfzin en dat fomt nit, eon
Pundamentasltensor ligt lmmers allesn ssn maat vast en gesn schrosizin.

In de gewone zruimbe gobruiken we ds signaturen = « = gn + + +,
De serste iz belangrijk wegens de voorkaur die de gignaftuur = -« -~ + ip
de relativiteitstheoris ganlet. .

Zodra cen fundamsctaaltensor is ingevosyd kKan men voor een gegeven
tensor ‘Z" de vraag stsllen of er ook “voctorsn 4 zijn, die aan ds
gargelijk ag :

L
i1.21) (g V% =0 G s
yoldoeny, waarin ¢ sen ps,%send gekezon scalar is. Sehrijft men deze ver-
gelljking » A
11.22) (T - & g Sl
. K . % }"? ’f -

dan volgt ommiddellijk dat ds rang van T - " niet n kan zi;jnq
Ferstz voorwasrde is dus 5
19.23) Det - 6““?

Dit is de zogenaamda Savergelijkmg 'bekemi uit 4 theoxie der kwadratie
sche opperviakken waarvan bekend is (voor reeln'%l en definiete %Mi
- dat z1§ 'allesn re8le wortels bezit. Zijn ¥ en {7 'twee cngelijke wortels
an zijn en Y H5de vectoren die voor daze wailrden van (J°aan (H 21)

voldoen dan voxé‘t

: h ’ 4 ‘ .

11.24) LT : \
e P R

/ : :

{"‘"?“"



en dat is a2llesn mogeililk Aﬁﬁien 1f i,ﬁfk:‘en bovendien

11.25) /g* T *‘f‘"ez}

Iz ?‘een m=voudige wortel wvan (1%.233 dan kan men bewidzan, dat de vece
‘toren dis aan (11,21} voldoen voor = &, juist alle vectorsn zijn; dis
in sen bspaalde ?? in #, liggen. In deze .d? kan men dus oprevesl Wij-
Zen &r B on&erling loodrachte uitzosken, die” dan sik loodrecht staan

‘op alle vectorsn, die bij andere woriels behoran. Op deze wijze krijgt
men n orderling loodreshte vectoren, alls voldoende aan (11.21). Legt

- men een orthogonaal szodrdinatenstelesl in de richtingen dezer vedtoren,

dan volgd D WA
o T v it Tee e if)
2n daarmss. iz bewezen

Hoofdass

Is de fundamentad isngor é,mz,gnw

tensor dan is het altiid mogel] k”»sﬂ raesl arthozonasl ¢
sel (W) te vinden zo dat '

Er bastaat een correspondersnds stalling voor nivectcrpn:

2-2e- g2k 'f?
‘53»;- 2k 5, <7
¢n zodat duse-ds biveckor antbonden i3 1n‘% r onderling loodrschbe bla&sn,

. Het verdisnt opmerking dat noch ds hooPdzsgsenstelling noch de
hoofdbladenstsliing blijven gelden wannesr de Tundamentaaltensor inde~
finiet is. Dit ligt daarasn dat de tensor of bilvector zen spaciale gtand
- zou Kunnen hebban t.0. van de reéle nulkszel. Yoor "slgemene sbtamd" biij-
ven de stellingen galden maar dit is vaag en voorzichtigheid is geboden.

TI1 IDENTIFICERING VAN GROOTHEDEN HA INVOERING VAN EEN ONDERGROEP VAN Cr?';

8 12

HBen senheidazvelums is gegéven door een zewone scalaire dichtheid

van gewicht + 1. Men kan nu p-vectoren met g-veztordiehtheden (gewieht
£ 1) identificeren é&n p-vectoren met p-vector- & -~dichtheden {gaw.x1)
volgens het schems '

) ‘ k ctak et § ]
e aa Jfr} 7 i , 5, .o ‘ oo
12.1) L L S @J ﬂ"’i’”’" k,}*,
M o7° 7 . ~
R Y b P 207”7 o
| Ao ey 4"7%; 7
Indien ov behoort bij de “undamentgaltensar C&,, zgeeft dit in ortho=
- gonale kgq*alleﬁ |
: : vfz”‘"fﬁ' ﬁi’"’fk . ?\p;"'/ {’,.,f
12.2) A w 5 m P = /o
) = gy Pt
| B | ;%%C?L

PISE ~ b""-" . E L4
‘é ) » 2 lt-s &.-;Lk’



- Bes,ahﬁuwan we in g? 3 dg; grootheden

2.3 .
e/ ?* e
A
o ”m%w' Ay
den geeft 4it de ldentifizeringen
| | , N P
: /9’ - ﬁ ""Lg -
12.%) g:' 7 % /
A S
g fereeg®
o
De vier grootheden hsebben nu 31k twee meetkundipe reprasentatiss en vier

notatices voor de kentallen. Overecenkonstiz hun ﬂenvcﬁuﬁ.igst msatkundig

beeld wordsn zl'* vwlai gemem&“ nolaire »vgﬁg; podsire bivast
bivestor sn axisle veohes

Indien wij (2. 23 vmgmijkeﬁ met {10.3) «n (10.8) dan wolgt dat
teneinde oversenstemming e hsrelken da nog vril) gelaten exponenten asan
de velgends voorwsardsn moeben voldosn

12.5) &p H"’ﬁéf (ot 2 )y ‘%ﬁ““‘%ﬁa ot ),

£

8 13. Introdushie van sen fundawentsaltenser(oudsr-grosn g &
‘ Ha introductic van 2, hatban wil ds volgeme identificeringen

& o By
é'ra’ ¢ fa Lﬂ};ﬁd zéfj%£ 5‘».?,@}}& P vﬁ "M g%; % M

” ? - “?‘ ﬂa; )isw ” ﬁé g&ﬁ;&
2 L = ,Mm’;' i"'ﬁ » .t Y- 55’ ol
) o b &, Ay 7 yg "9 %

of in orthogonale kentallan, indiem f?;;hm, aanta.?; ~ tekons is onder cive
gerste p Uskens van ds signatunr i;a ,
[""”’) 1 a..éa 4

£
VI e Py
| " Aty

:}..,3 £ ) ef:fg i ‘ .
ﬁ@ = E"‘-‘mé'} é”"ﬂ{?.;.,.é@ > 7 %é‘”‘t} ? Mq,. 5

in ‘R; beschotwen we slisen de beide signaturen 3 T ¥ . Dan hebben we, asan-
gezien ?% vangell al cen aen’am&walumw vastlegt, de ldentifiseringan

13.13 £

#rms an

13.2}




¥

. 2

b twvee grootheden hebbsn nu elk vier gaometrische ropr esantutw
en wthi notabties voor de kentallen. Overecenkomstig hun eenvoudigst meat-

kundig besld worder i) vaslk genoemd poleirs veztor en gxiale vector.

‘Jargan,,king van (13.2) met {10.3) en {10.8) lcert dat de expu-
nauten behalve aau (12.59),n30 de volgaende woorwaarden moeten voldosn:
S a

134}

vour pegatieve/positicvs ciganaituur,

8 1%, Ipbepductis van

fin loudergroey ger treasformal

2 o T el 54
wan achroelgin 43 gegeven doay esn {«"‘wﬂm . wiens kenital de
weardend * 1 on -1 Kan aannemsg. W geeft de voigonde Ldentificeringen
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mrim w8 als er een schraefv:&n is 1lngevoyerd (voor ponefen no de gesti -
pelde fdentificeringen) s e A;&) 70"’ <. g P 5»! e i ;
; ”t ‘lﬂ gﬁ"@ls W = 4;.:‘ )‘ C\‘l‘a g\‘ls ey = 't; ) “"_L)q’ ;;'t.-‘!‘\ i
Een toevoegen zodat althans voor deze waarden van p de schroefegin 1.2,

gel idsmi.,‘:[j.c-emnde rol kan spelen. Touor p gven lukt dit echfer nist.

Wil men stelien dan zou volgen / - ./ Ulteindelijk krijgen
we dus in t:iew "f;; met schroefzin twee scurien grocotheden, de vector

met 8 meetkunglge Tepresentaties en 16 notatles voor de kentallen en de
biveeter met % meeikundige representaties en 8 nctacies vecor de kentallen.
Laat nen de schroefzin W(-:g z*an krijgt men drie socrten grocotheden, vector,
biveector en Lrivecicr elk et * meesiundize represeutalies en 8 notatles
voor de kentalleu.

:

A

IV GEOMETRISCHE O8JECTEN IN A,
g 16. Qg X,ﬂ

Wij beschouwen de verzemeliug van alle stellen van n waarden van o
I ) <
variabelen £ = 4.4 50 nuemen elk slel een punl, het punt f
erdan andera varialelen & geinircdures rd

16,4} {TE’K": g /é) ,

dan grellen we de sls; dat de fun-iies C}‘ analytisch ziJn in het beschomw
de gelled en dat de ma'rig van, 3,3,,

\\

. . A A
1.2 ‘ AL e
\\4
aldaar de rang'hsef v, don vosta b oer ven ge‘nvu waarin de omkermg
o K /Q)
u‘)r}‘ E‘ : f /

. . A -
mmmcm;g bevee.d ¢ en de 7 2ijn aldacr analyticch, De verzame; ng van
a'le punten uiwerm“ﬁ mew gileg cofrdinaceasielssls die ult (13 /kunnen wors
feat f'wo red e s beliyip *a' deryelilike ans lyiischa en cnkeerbare ‘ransfore

wallge. heel <oy "%w Tel o weradiiii VI8367 gen Sy €D €6L A 1s dati de
- _ . ; . . -
LTUeR ;,” ve“v*wew WoOTS . 20T d€ verzmesiing . ven aitle o1rs areven Mg

]

frrmau.e s, /'k, iy geen [ roep. m’:‘;irl' gan  pseulngreep’ d w.z. - Lranse
formalies _zveren 0Lif 0 m.-z cen 'rensrormacie behorende ot L7 indien
elj ve elkaar knnnen woiden vi'gavcerd, ragr dat is niet aliljd het geval
r
In senu A dasvian e sertbie ;'J e nlathe viskken enz. Men ncem.
;& ’ . ' - & X .

‘aeron de # Lo wel Nrgadioaice Sl an@een. Fro1s alelus tegen in
sen ¢ a\u. sescs kruvlilirdge courdiaefen n o veeren, men beschouwt def,,
dan als ',, O WECKL WHL e cafirdina’en b treft geeon gehrulk van de typie-
sshe f ~elgenscneoral

o
)/
§ 17 Geopetrieite rie oo oau A .
&
B gevmstudeh ieranwen bepan d pon. Fovan _gep X L8 gan ~or-
LREP *LL&&NL.““”‘@.L e u...,.:a. Ko TG Avend Al el Wﬁ
FU ) o Re muéﬁ.n v.w.ﬁu AL TV LA S SIP TU-FS S TAL AL 2 WS § 0 «“xu.x&&u&w.ﬁuaﬂ

E‘Mmﬁlm:mwm, .
8. 240 LEARD v SRBAR SN SV T e lens T aseh L8 &

eaderQ gewd V8GN w*.fﬁu.n_..xm.af Baiv
b. indien O, . ‘, A NN en oA ,u’,,.v A7

A B DV I L
ecorrasponderen ma . ,»k; en ‘# da ., hangan de *ﬁ'alleen af van de
[, euvan de Doactisr ¢t <7 o de cmgeviog vam ST i)

R uodj/
van het obje:t met be!.ralmng toi (}) G!Q

_é heten de




R B

humner kentallﬁnu :

Zijn de ;ﬁkz linealr homogesn in &Bjﬁ;a hemsgeen algwhraisch in de

> ,,; en cnafhankelijk van de afigele iden dov A d.an ‘hest het gecme xmisd, A
, Gbéem een geomeitrische groctheld. “
: Is een objest gedefiniesrd in elk punt van een xakez gebied der
ﬁan ontstaat een shlectyeld in dat g@bied, Ondersteld wordt a*eedsg dat
&a kentallen pnalyitigche funciles der cclredinaten zijo.

- EBen punt FK la een wbjent mear geen grootheid. De diffezenbialep
Z§%  vormen echter eem grmagneid, het liinele egnu

. 1761) S dg ot f”’.;( d&/f

(17+1) leert, dat fé; in elk punt de grosp &g induceert. Bijgevolg i:
aan ieder punt f“ﬁ dey X, een gecentreerde fl toegevoegd, de lokals &,
van dat punt. Het is gebruikelijk het centrum van £ met £ te identiff
cersn. Twee locale é;*s in verschillende nunten hebben niets met slkaar
te maken, met name hebben zij geen enkel punt gemeen,

Aangezien er in elk punt der X, een gecentreerde lceale ; is kune
nen alle definities van grootheden uit ho%fas“uk IT senvoudig overgemou
man worden., Het enige varschil is, dat Ag‘ nlet langer een stel constan

tanfvoorsqelt maar een stel funcities der f‘ namelijk de afgeleiden der

f naayr de ;k

Optelling van grootheden, vermenigwvuldiging, overschuiving, enz.
volgen dezelide wetten als in de é?maar g.leen in &én sn dezelfde lLokale

. Grocthieden in versohillende €'s kunien niet op deze wijze gecowbi-
neerd worden. leders ioksle &, is eeu we'eld zpari.

"
Om de maazitvestoren & verkrijgen voe-ena we 23 scalairen # ing nu-
meriek gelijk aau de g*‘ ~

Lok
17.2) £ = £
& h t—d

) dan verkrijglimen bij differentliatis de volgende bebtrekkingen
<2 23"

al £ = conbravar .ante maatvechoren
9 5‘ '
bl w%? «J? covariant. mealvectoren
f“ﬁ
[ §
- ) Py “ﬁf 3 g
'f‘3>ﬁ5 g:; o Kronecker symbool
X dﬁf ;ﬁé“
a? !%h = s esenbeldss Tinov

1} De gif 21Jn dus fuactlovalen. Verg., Schouten en Haantjes, Un the
theory of the geomeiric cobject, Pros, London,Math. Soc. 1935,356-374

ntisalop

De afgeleiden veu ecan veator of affiisr bijv. %} vourmen geen geu-
mebrisch objen~t. lmmers

I. Grad, Div.en RBol.

- ) 3 ad
AE}E'Q“X f"“a,‘ﬂ,"%;’ = /3 /u )I ¥ A = /f? ﬂ't fﬂ“} I»- W'\ ﬁ‘,f J f?')
f A / -
- AL W, + WA P ﬁﬁ'
De @;MQ samen mel de &, vormen du: #@l #ﬂ ge”ma&ris“h obje~?t maayr
gesn geometriscie grootheid. Vitall heeft hiervhids gebruik gemaakt.




- Br ziin echter enige iavariante differentiaaloperauoren

'a« De patuurlijke afgelsidg of gradlent van een scalar of}f/ scalar:
b . . 'i‘_w# -~ . - ," T
78«*?-} : ’/"‘é,x f‘f ﬁﬂ/? Vs %!!p = f;s/,,

Andere schrijfwijze:

183 Lp = g;we%ﬁ ; -17)? =;£b‘“3;v

‘b. De paty ke afgeleids rotatis van een covariante g-vector of’
E Eﬂﬂy«~veetori bijv¢ | A
18.4) © (7)) %‘; wy, A] '(ff«i)"? %w%x ~A;]+(f~,@://"'~//
Ageed
‘ = /?ﬂux’j’ /L@%'/}v]
- omdat
A
18.5) S ’f"%; /g] g?fr 3’:]; ;::'»0

De rotatis 1s sen {g+i}~vector of W-{g+i}-vector sn wordt ock wel - geschre-
ven meld weglating van slle indices

18.6) (/qwjﬂw* = Ao y (;-wj_ﬂﬂ?f/s ot &

c. De gatuurliiks sfgeleide of divergentis van -en contravariante p-vec-
tordichtheid of p~VectOW~.ﬁlwdichtheid van, het gewicht +1, bijv.:
"' PAREREY o . K
18@? ﬂ, ?9 /« 3 Ié = /j?xz . { 2 "}4/“{’ /b
/ < I e

De divergentie is een (p=«1)~veectordichtheid of {p~1)-vector-4 -dichtheid
van het gewicht “1. Wi geven hiar hef bevijs alleen voor p=is
-1

18.8) '?*'j - A 2 4”/*’ m = 4 é, // 2,4

4 gt B
= pH 87l ﬁ”;ﬁ{"»?f A s aty 7/
= % 4 (g",x_ FRANY S /,"ﬂ 7 g 9)\ ﬁﬂ" ""'/Anﬂf'gﬂ 7/‘

| &
Nu is tvengevolge van (17%5) ‘
, ; bhe 27~ 4
?8‘09) : /*)‘ A“ 0 ;—(ﬁi;"‘ 0‘)\ _#f 7
“\ > -v/a*' e
en vijgevoig
18.10) 3 y"‘! 470, m”
® I ¢ ot
>, A
A
dndare snhrijfwijze: U .
-y ag e, T
18,110 / j’;; 17 ) i ﬁ) o %’M ﬁ’)
Ui4 de definis slevergall jktngen volgh onmiddellijk
o
. a) Rotb Grad{ﬁao Roi Grag b=
4
18.12) b} Robt Grad w:¢ Rot. Rot '227":0
A
¢} Div Div # =0 Div Div # =2

Men karn bewijzewn:

Een covariante vestor \w-ggc?o %) ) is dan..g
- yap,.een gglﬁr {W‘«ggala.d ndlen wa (m wW=0




§§ ggvgrigg“g gwge;;agy‘m,?{ﬂfy y_e.,tgr 2»,, ,gf } is woor q‘:?"’
, ; , ae 1q~1;~gerfgg W (q~1) vector) indien
3 Rot % = o (Rot %'~A) , ‘ ek

S  Een ﬁﬁnuravarian Le p«vaz*argg chihelid % ¢ { fp-yogtor= ﬁlﬂﬂﬁ
ha‘id R '

) is voor p»1 dan en aleen dan divergentie van een
{ﬁ*?}~vectcrdichtheid Q(P+1)«v§et0r~.a wﬂiﬁhth@id} indien Eiva, (bh:yﬁy

We besehouven nu de Versrhlllende grval?eﬂ voor n=3,

§g§g1§n§ scalar en divergentle trivertordis ﬁuhgj
De oppevvlakkep '

1843 A =constant |
heten de equiscualaire oppervlakken van het scalarveld S Is / ¥ de gra-
dient van . p dan hebben in elk punt de twee wvlskken van #j de E»rimhhing

van het raakvlak asn het squiscalaire oppervlak door dat punt. Heem R
twea van die opporvlakkan in eikaars buosrit

1854) . . /b.-. r ; /:J = &4 42

en een punt 7 op het esrste opperviak. Dan is

18;15} ' ﬂf;é:: 3&"}, ? >

en de vergelliking A

18.16) %:ia’? = dE

drukt dus uilt dat ? »fq op hetlt tweede opp@r$£§k ligta Bijgeva g
stellen de facetjes van de twee opperviakken in § en s!? precies

de wecior /Q veor. Een gradientveld is cus niet ai1een z(-»VQrmend d.w.nB

overal tangersend aan een stal van «%ﬂ’)r maar bovendien pas*en de op
“lLatindtssimale schaal’ gatekends gwaéip;ﬁvectmrsm zan elkaar en vormen
~an stel dubbsloppervliakkewn die de ruiwle gehiesl copvullen.

Een veld van de wvorm
Tiiai?Z ’ ; j ..ut',:} ;‘,

is blijkbaar ook Jﬂl;m smend mear de vecioren ) gluiten nieb weer zo
mool aan elkasr. Nodlg en voldoends wourvdavde auda’ een veld K- vormend,
d.i. van de vorm **&ﬁ?? P8, ta overigen: dat
18.18) | U D Wpy2a
i
~ foorrespondesct med de brivestare 4 ~diehtheid ,5{{7

Vormt men nu van ue?m groc fh?iﬁ de uiﬁ“fQFHH&Q dan komb ey
..., G

x,/y

- o o

18.19; - el = ﬁ/lﬁ

en volgens {10.7) correspundeert dez@ groothald precies mel F ocp Lenor

Te Yo Het is dus op een Tfactor na precles hetzelfde of men de naluar-
tijkeafgeleide neent van sen scalar of ven de corresponderende grootheid,
Dat gw‘du ai*ea@@n. De algemens omzettingsformule Laﬁﬁ? a% vetgt,

Is *‘ﬂf E ) : '”‘ ‘
rr"f’,} ¢ TR g ;muwd gay ﬁ“_x,.,. "3/5 e ko ,;’?/ ‘f.OEge‘y’{}eg{j
aan iprt) ?, 3 4}; dan is
4 W g
18,20 W.r Rot ¥ ?f,/ . ¢ m bet ¥4 70, )
P e Z . .

, Div
Voor de signaturen 7., iIn ég gaeft dit vclgens (15.5.6)
- P . an ‘Aj.}
‘B'Zf) , G ’Lf A ~i} M27mv ?i)
Voor 24 -gealairen en triveo: sor-dichtheden gelden alle dezslfde OVarwe~'

gingen. Gradient en divergenltie heide ﬂOITe*paﬁderan met de pit g
~ vectoranalyse bekende gradiontﬂ i




b.

E

19

- 2 -

Bﬁtatia'QO?arganta %eetor o0 divergentie contravariante bivestor-
ichtheid. - el ' o
Deze rotatie en divergentie correspondesrsn belde metfuit de gewce

' ne vectoranalyse ‘bekende rotatie. Your covariante W-vectoren en ocone
travariamte ti@ﬁGGrditthedsn g\tdt hetgelfds.

rdichiheid en rotat;e egvg?;antg

m.«;s&;

Deze divergentie en roiatle covrespondersn beide met de uit de
gewone vecioranalyse bekende divergentie. Voor coniravariante Wevecs
noxdiﬂhtheden enn covariante hiveotoren geldt hetzelfde. Een meeltkune
dige interprebalie wulgl later.

19, Iyrgxianvw 11 PlPeprant =01 “T: Het thsorema van Stol

In X, beschouwen we een enkelvoudlg samenhangend deel %; Yarl
een Afv,en zijn begrenzends ﬁn»‘ﬁ Indien de ﬁwdlmer31ouale elemeﬂ~
Lenthyuiugeyasu wordsn melb een Jowendlige orisntering dan worden dege
slementendyontravariante §F=vectorven. Voor een elemsnt sgchrijven we

a
d 7 Ieder slament Tan % woTde nu eveneens uifgnrusf met een
Inwendige orisntering en wel 2o, dat daze onustaail ult dsz riﬁgting
van blrmen naar buiten geyoled door de orientering van #F
Dan wopdt dat e}nm%;r esn contravariance #+i)-vector, dis w*rd@ aarn-
peduid mel & e ; 7

413 o .5 €20t cOvarlant Y-vecsorveld gedefinieerd in f,¢

en op z“ en dat voldost san de veolgenda voorwsarden:

of .f
. $),,41 is conbinug in 7, enop &

b. de aPgeleiden °3 .. by die woorcomen in ds uitdrukking %? 7
bestaan in alle punien van {;

2. deze afgeleiden zijn contipu in alle punten van E}ﬁ, met uitzon-
dering van een eindlg aantal disecatinuileits~ X %3 op welke

pen elndige sprong geooricold is. 7
Dan kan worden bewezeu, dad ‘ P o,
- {'}. "';’Q’? ;‘:x . & ./’ o ‘7
" £ (‘ '.P‘\} 5 ‘Q/ {) " L4 '?Iw t:f #
1.1 i Pl o7 . e L I8 3 -
T S A e =5 2 s
- ‘ Z f
g 7/
Heb bewljs is overbekesd voor =3, 4 - en a=2, Voor algemenere

wagrden oatstasn gaen exira moeilijkhelen. <verz. R.EK.blz.9%).

Uit 119.1) kunnea eey aanvel anderc vormen van het theorema van
St akg worden aﬁwulwin‘,in de esevste p. aars kan men natuurlijk

K-;A‘l‘ /)& /«Pﬁf , }El“ax}} ;/6

inve@r@n in praabs van 3 }/;%’
A e
Dan ontstaan de dyrie vormsar 1)
S
-

4oy M f"‘ R et . r v"v
é'j.»}ue) /Ag\{ i‘(;-& f;“fﬁﬁ: ,?::7 = i”‘"‘i :ﬂ“,'}}s‘/ﬂj

. 7
e ' K4

. + A

7 A ./l A " v /?;“";C- 0

;oo e Ay @) A F 4
1) } ¥ Gy % g dﬁr'"’"‘/"/ = [ f/"; /o’

Ty Verg. R.K. p. ¥y Schouten & v.Daniz g, On ordinary quantities and
W~quantlicies, Comp. Math, 7{1940) 47.473, In deze publiwatie is e
in een andere minder deeltreffende betekenis gebruikt. ~
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” ;} | "’ﬂ -1 é”% 7 ~ 14 . e
%9%}( f}/ﬂy / a’/ //ﬂ}g"ﬁ v f“ .{7 Ay
5 re %

ad, /A

die alle de?elfde meenkuzdiga be*ekenis hebbeﬂgils f19 1}. Geefl't men

8an de elementen van £, en Z.,een ultwendige orientatie met dien ver-

stande, dat de orientatie van ontstaat uit de qrientatie van 2, gze=-

¥oled door de richting van blnnen asar buiten, dan ontstaan vier andere
. formules die van {i19.7-4) alleen daardoor verschillen, dat het tekeng#

- ™4 overal wordt weggelaten waar het staat en gezet wordi waar het

giit g?aam. Ook deze vier formules hebben alle dezelfde meetkundige be-

ekenis.

Om de integralen cver Z, en Zywerkelijk uit te rekenen, mceten deze
worden omgezet 1n gewon gérvoudige integralen. Wij laten dit zien

aan /{; ‘ﬂ’,tz , / .
Men verdeel‘ &eﬁmudi sionale rulmte op een bepaalde manier, bijv. In
infinitesimale parallelepipeda volgens de codrdinasathypervliakken. Dan

wordti ¢ i
“ A
19 5} d’fﬁﬁj“' / ,:3{_;{“/... Q/X 4‘1]
‘ @ 4. /
waarin ﬁﬂzK een vector is met de kentallen Ax, 0, . -, 0 enz. Dan is
‘ nfor & b
196} i?f’ LAzt an”
Is dan r

19.7)  al dr Y, //’f/

dan gaat de integrasl over in
19.8) /// ‘a2 S ////”%” L

die op de gewone mapler als meervoudige xntagfﬁal kan worden behandeld.

In %; hebben we de volgende gavallesun
) A,

a. imfga;sal van gen _covariante bivaector over een vpperviak met inwen-

/ wu_ o 54 el ] /,ﬁlﬁd ]
19.12) ﬂ"/ﬂ =) % / =/ 7
7y iz
be 1nﬁegraa1 van ean conitvavarviante vectordichtheld over een opperviak




”«‘;Z’?’ﬂ Ia’ /7'0 5”{7“—

2 97

i

: . fw%}“ g
19119) : J C:;:j( @? s &‘{J"% =
. A

19.29) ;r/

b. fgtegrasl van gen conhravarisnte bivietordichtheid over een kromme
met ulitwendige orilenvering. '

' ’ “ Zaa A
19.21) J oo %1 o - & &’/L&

./ .,
3,22 S I P a}{{}._- ff";% 4 F ot
| Ak

A
13230 zv,y{ % p}’“""la F /z,/'y‘a/%/[ﬁ:‘ ,l oy
i e Lo L A T
19.24) {2“39 {f " % Y "{}l Ty

e

De integralen in 1i3.1:-16; kunnen h/drvodynamisch geinterpreteerd
worden. 2ij v de snellieid van een stvo 1ende;f viceighcl en & zijn
dichbtheid. d.i. de masse per s Dann 15 »'= «d de vectordichtheid

e ‘ g he g P .
van de stroom en & 'é;‘; de totale masia per *‘ijdaeenheid vicelende
door  £f  in de richiing van de orienl: rim Dus aielt . z{/{)

de totsle massz voor die door 7 par i iseenbeld naar bui ,en stroont,
De conbimultel gverysli mang

.}Qaga;"‘. Q ? %l‘ = O

drukec nit, dat de diverg niis van de st comdicutheld in enig punt gee
133k %3 man de vermindsring van de ¢ich heid per senheid van vijd.
Bijgavolig 1s
& - f "\
‘3 {9 » ?F\,) _j {_’:’;\ f@’ 5{ ]L a/%
Iy A ﬁ
en dit 1s het “nials verlies asi Nasss u & per eenheld van vijd. Het
1 duidellik., da? Iir vecldaes geliJk mo:t zijn aan de mases die door
L, asar biten sirecomt
Is gli;;"-fé dan 13 de totale wassa in elke 73 constant. Is k sen
Kielue conslance dan kan de gehels rulm .y in & worden verdeeld in buie
zen met ondcocdringhs 2 wanden docr elk wamrvan de massa X stronmt per
gonheid varn ild. De buls in sen punt ¥4 atelt bi) benadering de
dichcheid ’}’f?',g VOO en c’*ys banadaring (s des e nauvkeuriger nsarmate
; i N M _ .
k i:;laine" ig. De vergelijking ﬁ}‘ 2 drakn dus uit, dat de bulzen van
) y « - - - P o~
Y op Yinfinfiezimals s haal" de gehel s {; in Z, zonder gapingen
valian. ’ -
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~ Alle integralen die in (19.1-%, 9-2%) voorkowen zijm gcalairen

of a.weetur- 4. dichtheden. Dit is ock hoodzake 11k, omdat alleen

die grootheden in verschillende pumten bij slkaal opgefeld kunnen
worden. Gaat men echiter over tol een ordergroep i1sn ?’ dan kunnen

er andare vormen van he: thecrema van Stokes ants Bepaalt men
zich b.v. tet colrdimatentransformaties met 45>, dan kunken ook W-

scalairen s2 n vectordichiheden in verschillenda punten bij elkesr
upgetald worden en nasst (19.1) hedbeh we dan b.v. de formals

' : sy oA
392’?) ;}_ / i S w ¥
}_,/ k 5'4 \r?/ ‘{/' - f j,‘ ly / ¢
ri
Bepalen we ons tot de groep ﬁ s d.W.2, %rkm we in een f,,,

dan kunoen mlle gelljksoortige grootheden in ver:chillende punten bij

?}!mar cpgerteld worden en das golden dus de volgende integraalstel-
ngens

£ e . " o
a) f 'L ‘ /’}%‘
4

v ol At
‘? Iz

I ' .
%} I‘ry{‘ ﬂf 1[{’1'”4‘ wd {'d‘,‘]”“c’dz - % NI/A'

ﬂ) f{ / ﬁ”“ — J{i? > ~ /
r’r; ? a4

/ ~ . ,/ oA fp“‘”v‘/‘ - ..A/:Z
a) /J A)f q/f/%;"”’%ﬁﬂ d,)‘ij - 2f i;

"T:Je" )
J

e S = j' a’/ »mva.../l

19.28)

waarin ,.f;f een symbool met onderdrukie indices lg voord sen of
anders groctheld en -v de een of andere operaile symboligeert ulige-
voerd op ¢ indices 4. .A, Of 4 whp €n de indices van SAME N

gmtald uit alwmtwa, m:&gmgw en overschwlviagen.
e bijvoorbeeld:

A
13.29) Wi - Z},%U

dan hebd » we in sen ;ig
g ]
f/ : AN /-M;?’
19.30) | o VXS AL
T Fa
4

Laat de puaten van esn.gebled R van X ondervorpen wordem aan
de een of andere pm"'t&mammua

20.1) o f(f"

wmrm dw s" umlytim 2ijn in R en zodanig nkm ‘dat de Dupctic-

ff‘,ﬂ"} eldaar # ) 1s, en (20.1) een seneepdui-

dl a @m‘u ntia v stlut tusssn de ten vaa R en de punten
vu?mn@‘ﬁ pbiled !lg wWij mmﬁ’gﬂmmm colrdinaten-
stelssl (x') » dat “teder punt in R deselfde colrdimatem £.0.%,

(&} heeft als tﬂu beeld t.o.v. (x)



Fig 6  p/

Is dus

20.2) "',f;@/?)

de omkering van {20. 1) dan 1:1dt de overgang var (%) tot (s

0.3} g,b ¥ {g)'ja,‘/.f/

Dit prc»cas vaR overgang ven (x)tot ) heet het gggﬁ! (to dn?
along) ¥yan bek (%) m de

Stel by dat er enig veld b.v. f - gegeven 1is ‘h: R. We
vormen dan in R’ een nisow veld, welks componenten y*' wet be-
trekking tot (<) in feder pumt van R’ precies dezelfda’waarde heb-

ben als ? in het beeldpunt in R. Dit proces noemen we heot
.xeld P deor de puntiransformatie (20.1).
us Kopes
kenipllén meegesleept veld t.n.y. meegeslgept codrdinaten:

stelsel * kemtallen oud veld L.o0.v, oud ao&rdmatmtalul.

m;len R en R’ punten gemeon hebben kunnen ce velden

en g f..a in die punten vergeleksn worden, waartoe natuurli {aodig
i1s, dat hum kentallen ten o;zicht.a van één sp hetzelfde eoﬁrdimhn&
stelgsel b.v. OFf (x) Uf (<) worden berekemd. Indien dan dlijki,

dat =P dan host net VeM'P jmeeriant t.o:v: de punkiransfor-
205

Wij beschowen nu een systeem van n gevohe ¢ifferentiaalverge-~
11jkivg v van é= vorm

‘{ X . " y
20.4) 4 w 2
met de onafhankslljke vasiabele t en de onbekends variabelen " en
® -t fupctiss y" die enalytisch 2ijn in het beschouwls gebled. Daar-
bij nemen we als beginvoorwaarden
40.5) 7”{3’*"«'2 t =0

Wordt de oplossing van dene vergelijkiagern ontwiitkeld in een macht.
reoks nazr t dan ontstast

20.6) 7”‘=g o VI -
Doze vergelijking stelt esen punttransformstie {“«?‘9" voor.
Worden de 26" dm deze punttransforsatie meegzsleept dan zijn
blijkeng (20.3) 4 "’ gegeven door da vergelijkingen ‘
(uk qf L
S 2 . " + f{f? /:"
b BT T S T 7 b P

' ‘Wramuatﬁt vagb 420.7 b) en uhﬂnz greft indien we mhﬁjvm
" '
g ﬁ'.: S (f? wi‘;‘k’&-“-'*)

08 | /q: (/9‘ u Av'v.-)

i
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Wanneor we nu in (20.6) alle hogere machten van t vervasrlogen
en 47 sohrijven in plasts van § ontstaat wat Lie Doemt een tnrini-
tosimale pmmrmﬂmun

20.9) dj - o ot

*‘M wzt ﬂat de umm penledlge Ww (20.6) docm da

xgm . Bij de infi-
‘ Lo § 3 @ pun ean Vﬁr"pmf‘ning v WK
vaarma Qs natuurluk ven de § nﬂmni!: Wordt e'n eolrdinatenstel-
sel of een weld weagesleopt door een {nfinitesimale traneformatie
Wl»‘ ﬂnn Mgt mon dat hel co’drdinatenstelssl o het ve.d mcrﬁ’/—

geeaglagnt. Hotl meogosloepte systeem (x')is den gegeven door de
0.7) wvolgende wrgmsmnmn J

v" gegeven 2ijpds vragsn we nu naar de kentallen van en i vﬂj
b.v. P5  dat over #J¢wordt meegeslespt. Da kentallen in £

van hetl magmloapw veld t.0.7. (&) 21in dezelfds als de kentallen

vap 77 1p " t.o.v. ‘w Bijgevolg zdjn de kentallen van het
moegeslespte veld in YW tow. ) 2

/@P“ ’“ " .G“‘ (ﬁ}ﬁ .ﬁ"l Vd“d#)//: wd,,vd//?v
- 77" %vﬁ#v ? arl’#

Om pu de kentallen van het magaslwyta veld in ?“ t.o.v. (5/ te
verkrijgen mcetan we natuarlijx w'a ™, aftrekcen en bijgevolg
gijn deze kentallen

20.12) Pg *wfﬁ ?Mﬁ& PK 2, v/l + )’ 4; 35*3""#
Do uitdrukking

20.13) 6’)‘%' Py o ;,3#0 ul - .;;«,rl 3%«4’74;/

heet de Lim differsntisal van ?,\1',0.7 Vﬂ Las, ¥ordt asp Iald
meageslesnt Qver WW dan M ﬁﬁ. Inepame ¥an be i xeld in snlg yast
mmii f zeliik aan de pegatleva Lie differenbis il xap heh .yeld al-

Bu.jkmaw is de Lie diffsrentiasl, sijnds hel verschil van twee .
~volden sen invariant.
De uitdrukking

‘ ¥ o
04w ﬁ?f‘mfy v’y P:‘A*@W hi- P 3,""
heet de Lla mmm D net veld ¢ Voor mmw

by ulmtw guldd m mrmm ua wmlu, voor ellke
&m‘x& term bij, * voor een covariamts on - WOOF een
mmmmmu ox. Blijkbear geldem de volgenis regels:

8. de Lis afgeleide van con som is de som van de Lis afgelel-
dem dgr termeng
mﬂxmﬁmlamvmwnmmummew

m e Li& afgeletds van een produst of overschuiving
' th da mmx% Mibm.m

20.11)

-
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d. de Lie afgeleide van 4 ,t.0.v. zichzelf 1s fuls
e. de Lie afgeleide van /, 18 nul,

Wij geven hier enige voorbeelden:

Scalar:
20.15) Ls > vids
oy g ¢ .
# . e »
a) 17 % g/ D s - kOt
20.17) £ j,f'
) /R N A A
s 4 / o
R=ysctorens o X Ap ALK Py
a) ﬁu% /‘:rx '&"/{éxﬂ ’ "’“ﬁ “ é"
20.17) & |
, - i
b ‘:“z? ¥ o As - My + YA, 9,;;,27'7‘b

De Lie afgeleiden wvan dichtheden verkriigt vep het gemakkelijkst
als wolgt. ULt (20 .17 b)) wolgte

20 18) % ”fﬁim/\@, = & ;2“ #ﬁ;“"’% + % ?ﬁﬁfﬂ Lo hy ﬂ%{]‘y’/‘
. ek
. 2 ,8 Wy o hg WA, 3, ¥/
> :“ !”"*%. s Ay
Hu transformeert zich i, | als een scalslre 4 ;dichiheid van het

gewicht + 1. Is dus 57' eon dergelijks dichtheid, dan is ooks
N ?7 8 - A HJ“' *Z ,w/“?
20.19) Sy =9 g 4 S CaY

Iedere gewone scaleire c‘Mvhtheit’i van het gwlmt + 1 48 het
product van o {(verg. § 1%) mot een Aangezien het keatal van co
alleen de vaarden * 1 aanneemt, is dus?

20.20) g} ) %,v - @:L@»»fwv?

Hieruit wolgt wmr een affinordichtheld van het gewlicht é’ b.v.t

iﬁw&

. LA J“;Ji'w &4
20.21) /] é[i"i(,a, Y ;) # %fﬁ’ , A0S
N L r\ﬁ [ﬂdt} "‘ ,»"“
-1/, A, gf’ “ ,"

sn preciesd een dergelljke formule geldt war af | inor- 4 ~diehtheden

De Lie afgeleiden van ¢ 7" en .4y .a, 2o ptuerlijk ml.

Indien voor enig veld da Lie afg;alﬁida t,a w5, ¢2%1n alle punten
mil is, heet het weld gbaolmut invariapt t.o.v., +" Ben abwluut
fuvariant veld heeft de m‘igaande eigamchnmm*

8. de veldwsarde in einig vast gvmt verand (rt niet, indien hat w
vold word!l meagesleept door een der mmmmma van de senledige

groep die door da infinitenimale transformatis wordt gegene-

reord,
b. de kentallen van het wveld in § t.0.v. (<) zijn xoll%nm ;
de kentallen ven ditzelfde veld in f s S it €.@r7. het Over & N

’ mmg«ulwpm m&mimtmayw%m K o i
51 jkbaar 2ijn smm, pr*’ﬂuf‘&en &n wamwmmmw van absa»

5

L
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mﬁ 1:&34?%‘1;»!:» velden evenessns absoluut invariant (altijd to.v. hetzelfde
e ¥ '

.4
Gewoonlijk gaat de invariantie ven egn veld t.o.v.? verloren als

V met een niet constanten scalar ¢ wordt verugnigvuldigd. Dat betekent
dat het veld niet invariant is dij alle transformatisg die de gtroomlij-
?‘gﬁ‘“n v" inveriant laten maar alleen bij die door v & worden gegener~or

ien de Lie afgeleide van sen veld t.o.v. oy pul is voor iedere

waarde ven ¢ , dan heet het veld gbsoluut J.mux% .. dn ﬁ%
liinen ﬁf‘n r® Y{t 13 een strengers oip en er woet dus sen voorwaarde bij
komey. ULt (20.17 b) volgt, dat deze bijkomendn voorwsarde YoOr een COw
variante pe-vector luldt:

2.22) v o

ol iy
De voorwasrde voor een Wep-vector hesft deselfie vorm. Dearuit leidt men
af dat de bijkowepnde voorwaarde voor een p-vectordichtheid van het ge-
wicht + 1 luidts

&t 4

20@23} E@} yv 3 &

o W

en preciss esn dergelijke voorwaarde voor een p-vector-d4 ~dichtheid.
Hieruit volgt, dat een scaler (W-scalar) of ean n»vmtord&chmid‘m -
dichtheid) van het gewich® + 1 dis adbsoluut imwgriant is t.0.v. 2" ook
altijd da stroomlijninveriantie heeft en dat sna pe-vector (Wepeveetor)
of scalaire dichiheid ( 4 -dichtheid) van het pewichi + 1 nooit dese
aterkere invariantie kunman bezitten.

8 20 Juvariante differantisale au 1Vs gy Lagrange azeleids.
(A% féi »=4., 7 sen stel functies van d¢ eolrdinaten 2% Doze

kunnen sc¢alairen zijn of kentallen van het een of andsre object met een
bepasids transformatiewijze bijvoorbseld een al'finor’i.Dus is L niets
als gen soort verzaselindex. We sien ven dexe ¢veptusle betekenissen
van de @, voorlopig geheel af en zullen ook de_ £ voorlopig nist trans-
formeren. Qok laten we nd de index A4 mear helemsal weg en verstean
onder 3, , B g ens. de ﬁ gn eelste en verdere afgeleiden
oy E & ,A
van de g;s‘ X aar @e; > ’ .-
Zijna { een functie vande & de 4. ¢ enz. tot een zekere
aipdige orde. Dan is £ ®& deze Tunciies tenglitte een functie van de
g‘** over een bepaald gebied van X, Schrijf mu de integraal van £ over
een: bepaald gedled I van X wsar alle voorkomimde functies analytisch
sijn in de vorm . ”
o [ Ll ® ey (4r)).

@
gy

Dit is een gewone meervoudige integrasl maar vior het gemak schrijven we

W
‘ De ﬁ{ mogen nu een variatie if onder[aan on wel zo, dat de vae-
riaties der ~ ¢ en die van alle in( voorkomenile afgeleiden der ¢ op de

begrensing z  van { nul 3ijn. Dan geldt voor de varistie van £

5 v - W ~- | < :

2’%33 o ((f,;r EMC alf g ﬂ[‘ ;ﬁ anes h
¥4 g

en dientengevolge

og
G |
‘%‘m..a) j{ [‘(f,réf*fﬂ ;j gf”j*;}:ﬁjg "’“';',/'

o z j + e : ";\" e
:g% 44 stast dus voor ,;«5,) d¢)  aulometish te sommeren oOver . eng.
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Partiele intergratie en toepssaing van het theerems van Slekes leren;

21.4} Y0 e 'y ‘af
L)Ll // 7 L Qg Ju
- :‘/af’ ,gfﬁf PPNy VL.
L, lwm PR 3o Ay

A
emdat immers # f , 4 enz. alla op .., mul sijn. Wi} gebruiken
hier (19.3) vesr é—;f&;mls G

& & £
I e ",:, /

21.5) B -y ﬂ’/ﬂ,%ﬁ{ 7 %
wmarin 4 en  ocontravarisnte vectordiohtheid wesr het gewioht 41
le on de vrasg zow Runnen rijzen of dat nu wel mag emdat we ever de
transfermatie van °r nists versndersteld hebben. Bu geldt wmcr
{21.5) ten epzichie %’: 8lk ceurdinatenstelsel en dus ook $.:.V,
het stelesel (X} &at we uiidrukkelijk vestgshouden hebb gn {31.5)
is wel lnvariant bij coordinmtentransformaties mite % zich op
de julste wijse transformoert, mamar we meken hierx van die inveriane
tie geen gebrulk en (21.5) blijft t.o0. van (X )} altijd “ear wat %
ook is, Ve inverisntie ken verloren gasn als %" niet net een
veatamiﬂh%hai i8, maar 4ie ken ons hier met scholen als (21.5)
mmayr 1,0, ¥ X} wasr BLi3fE. ;

ﬁ&n gohrijft no
. /7 7 247
T ,ér.,gﬁ 24 .20, 24

| L s T T

21.6) . v g 25 Lo

27 g?emt de L4/ de Lagrange afgsields van r{? t.0.v. do J
drsafdt natuurlilll in werkelijkhelid evenveel indices ale _g}"

mmr ook dege indicss laten we hiepy weg. Is 74/ = O, dan verdwiint
de var:&a*t: o van den &ntagraa; §2&a12 veor leders Keuwe Vel <
nite 8 _randvoorgssrden voldasn ls on de tg& za:.x.i neemd
dus _oen aﬁreme WRArUE ™
R 2 : X .i» = oot o 3oL

“Te vargamag ?/ﬁ ] = O heet de verg '
srianten vorm. it type komt Dijy. in ¢

Faohenios VOOT; GO guoeren zich tot ¢ en 1 m}rt!t niet getmnau,

formeerd.

~8tel ma son ng dat & en affinor im, bijv. een oovarisute
alfinor 7ix en det A en scalairs A;Lom-mm van het gowlicht +1 is.
Dat netekent dat indien mem £ ;, mu £ geschreven, uitmkant YoOR i)
due K g heymlg en volgens dezelfe rakenregel svenso ¥/%7 Do
pasls nit Brets Gy Ay enz. blijkt dat

BL.TY ﬁif‘“ - 4 f@f"

M '
¥en hesl senvoudig voorbeeld is r@ fi?a YR} . Audevs voorbeslden
yvolgen later,
Fu wordt do integraal (21.1) wel luvariant yoer war&imwmrsmfam
metlies en h;g vormen van de Lagrange afgelelde is nu een invar iang

00 swarden.

3 wrggmgkm ,»75% =0 heet de vergelijking ven lLearange in ge
inyarisnts vorm. mt type komb %ﬂ % ‘ ivitelitatheoris voor,
' s % son affinor en £ een soalaire dinhﬁham van het gewioht
+1, dan kan men sen zesy belangrijke beirekking aflelden tussen J o £
on hun serste afgeleiden,
¥e onderatsllen dsartos dat de varisbie ¢ ﬁ ammtuat denr het @" vold
mee %o mlepen over ¥ ¥ , Dan im 4¢F de negatleve Lie differentisal
,vm ' i}m gaaaﬂpli@aema fom&ea tﬁ %mi;;ﬂan mmen we vm:sr 5?7 weer




b pus B

Yoor hogere valenties t het precies eender en or treden n
extra mz.ru;:hedm op%m hebben we goe

21.8)  { Ty = - U Tt =T, Joe - Pup % it
on hot meogesleepte veld ie
/ Y . -
21.9) By o B, - LR Pin At - P G/
Bijgovolg is '

21‘10} . j? N ,‘p {a ,39-’}}") :-!M a('&/ ‘,}m«b Dy %d, fzﬂ‘a{}( ‘..
% Ak = Oy Tan A R /“a&j 2 ’ay“;}. W/&[/
@ s O AP L
v '\t - n-ﬂ“;f" . ?'\“ ¢ @ "
en daaruilt volgt dqt «d \;{{M%m alleen dan altijd nul is op
7., als eldsar o , " s 6m 247 npul sijn. Voor hogere afgoe~
leiden wvan de 7., , @8at bet not so. Asn de randyoorwaarden is
dus voldaan als de [/ en hun afgeleiden tot een voldoend hoge
orde nul sijn op %o
2 Bi) substitutie van {21.8) in (21.4), rekening boudende mot
(#1,6) verkrijgt men

ok, A
21,11) 6;':{2’/;’44/!@} .»/[E/) {»’ry*r?/,a‘ + p,{ (’:‘)).M/l#q:u/;%ﬂwg’}&";
o z

f 7 -~ AR
R R <o e B )T LT
) Bou [RJh

waarin, mu do indioces in ween ingevoerd sijn, patuurlijk
ook [p] indices moet drmm’b f
ey 9 A - : #{3\'
21 911 / - L ' - P o
) [f_/ = a( UM b'?; F;d/t

De variatis (wl,1l) moet nu oohter beslist nul sijn, immers
het maegomleepts wbld heoft t.0. van (&) precies dezelide kon-
tallen als het oude veld t.0. van (<) en de integralen voor
niouw veld en cud veld sijn dus kemelijk gelijk,

Dasruit volt dat

‘ . Y ' AR
21.12) (8] o B 2o 0 Be )= B 1 [E) B ol
s I 4 4

Dese formule kri}é een bijeondere botekenis in de relativiteite-
theoris,

§ 22. Anholpoge Soordinmstenstelseds in Ax_

e
Ale we uilt van ean toegelalen coordinatensteisel /'
krijgon we altijd ocovariante msatvectoren .¢, , wisr rotatien
ml sijn, Blijkems {(17.3 b) sijn de &, immerp gradienten. Hu is
het dmxila gomakielijk in ledere loomle van A, een gohoel
willekeurig stedsel van oqr en contravariante meatveotoren te

introcuceren, I8 , £ , A A .M die alleen samn de VOOTw
waarde voldoen dat hun kentallen antlytisohe fumoties der £°
sijn on dat 4 y i K pe /

A U : R ' I 1
32‘1) [‘f‘ «fﬂzﬂ %“; a LN f = Ay Beah,y
Dex 8ijn de £ in het algemesn geen gradisntvegtorsn 88 813 bLew

horen dus niet bij enlg coordimgtenstelgel & usver
gebruikelijke zin, Mem mosmt m 80'n htoln;. ":n :tmtd
| oren



3G

sfinieord over X armaualm’/@m
8ee ,mdcham:l

£ oa, 4 ef »;f e oA
22.2) /%,\ !:? ).;“ ¢, = »f,t; ,0 yf
Dan sijn de anholonome kentallen vam bijv. 7’7;,.
22.3) P AL pal
Ds amholonome h.mtullgh m dﬁ ;13:1 /
"
22.4) ("f) A 42

Baar won mag hier ni Jf schrijven omdat /’n 9" goon volledige
differentisal is en ¥ dus niet bestaat. Inplaats ven 4 hodbben we in
anholonone ooordmtca de operator

. 22.5) 7 A %
De gradient van sen soalar p wordt dus
22.6) M PR

Maar voor de rotatie van een veotor mag men niet ﬁsz:;; sobrijven,

iomers
R ,

® A .ﬂ) e } y |

22.7) ?t&, ’%. a‘,iy‘“;ﬂfﬁ"{ %v“f]"('g} ‘?wf;/‘ff"’"
o R
P B Gy -

wany 4 A
298, 3) ,,J? e ;‘?/ A /hf Bf; f??

mut het snholomomiteitsobiest 2Zijn kentaellem sijn nul ten Op-
.;fohte ven allé holomome en t allen golijk nul ten opsichte van alle
anholonome mmdimmtamh

Men bewijst gemakkelijk dat

‘ gk,a',\n;f? Ve 2 . __A) I
22.9 . . . . ;,,: JiA 93 #) 4y
) ?{f 7 E /{/ ﬁ',,./,, 7 o A, 97 4 ,/ ’ 7 i]

en :
v’ = 473, /
22.10) '@}} = 4 2‘?] -2

{22,10) to bewijamen is een goede ocefening, 522. ; wrft wat meer
mhnimn. Een seer eemvoudig dewijs ven @

22. 2. :w) wm later
lonome stelsels si;n van veol belang veor mechanica,

Do looale i. m o A” 7 gebeel cnafhemkelijk, Tussen groote
beden in verachillende locale S5 bestaan goan betrekkingen. ¥u ken men

mm ann thu.nq xmmw door eep mmfmz te definieren

f M lw‘;@:; "Wt Ww {2 y&arm ‘.'?m ﬁ‘v-"“ Grre ow v i




e : =80

. : <
voor e overbrepging van grogtheden van 4o looale a in £ nasr

do 10(3&1&2; in ¢ +af% | Zulk een voorsohrift, indien gegeven voor alle
punten in alle gohtingen, heot een gver :w of o0k wel sen pseudo=
zarallelo verplsateing in 4, . In esm 7, 1a een overbrenging a prior
Rogeven, nameilljik da gowone parallele verylaatsing, .

Ta een vald o~ gegeven, on v de waarde in F 'y dan ls de waarde
A7 A iTEelidk vt A s e AT S % |
2ij ta  “p . g¢” de wanrds van de pamr § +AF volgens het voore
@ohrift overgebrachte vector, dan ie - =

et < 4 o F ﬂ“{ ¥ o F &"_“‘f lfi* Y K’ K!
23.3) v k* E v h = {/) ; + ﬁ;/)(,&' + a"g’]‘: }’?x'% +ﬁx v + zf‘a’f?x
an bijgevolg > y
‘ d "K; ﬂ ‘(1 f ” I 7 ‘Kdr’?#
23.2) v oz f AV o+ <
Diie woten we eohter dat | ‘ , I e w
| ! “ PPy A A
23.3) d™ . AWV = Sn AV T
on dearuit volt dat , * 4
A /?k/ e /2;'/
2394’} @lff e ,ﬁ: Z/” o= A‘ o
Bijgevolgis >
o Kk e 5 N
2305) 12' 23 _',5/ 4’._"//‘;(/‘ - A‘./ Z

esn copbtravariente veotor. Dese vector hevt de govarisnie diffuranti%

Tan v t.0., van gegeven overbrenging Wordt het ilocale opordimatenstQl-

@2l in de 7, vak _ pssudop&rsllel verplantst near p"««§ "dan is ov

a4 31fferentingl %.0. van dat coordinatenstelsel. M.e.w, J7 ig ds difw
DAL=

foergatiaal ven hel atandpunt gesien ¥Yen eon wasruemer wions cOC
BLGL80L pSEUdODETRLLEL WOXat tut

Terplastsy,
On FOPLANgT DU SULRe OX4e %e brongen in de overbhrenging van
gileriel verschillende groothedsn en hepaslt szioh derhaivs tot linsaire
‘yexrm* ipgen, y d.s. overbrengingen voldoende ean de vigeonds vOOT,
mzarﬁam‘ N

1, Te £ een groothaid (indlces weggolaten) dan ila 5 & esn
grootheld ven hetgelide goori;

2. Sl Er ¥ ) =P ¥ ) A

e S W/ (TP 1T [fepetran ibrct);

4. of im linealr homogeen in de d:é’";

5. de ragel van Lelbmis geldt ook vocr cveraschuivingen:

6. de covariante differentiaal van esen soalar of V-scalar is
identiek met Jde gewons Lifferentisal.

ten X,.:,, met een lineailre ovarbrenging hest Jm

. Tit (1), (2) en (4) volgt dat de coveriante differentiasl van
de vorm

T A -5 # P - Y -4{’ A Arg;,/“”
23,6) b c v e Lun gl «Qur™e Gav)ist

most hebben, waar de { A fi‘?‘f peramsters sijn, die sioh als volgh
transforneren /

i oy ; A i
L A Hopt o ek Valall 3
23.7 : /vf.-«!’ = '/?,.K’/ ‘W f’/‘*”’\ e fi/”f*‘v /,ﬁ

i A " . e B ETI e X}
o , = /?,K:::’ﬁ’ '{/.,f,\ -+ A
Sk i |
De f:;,,a vormen dus esn geomotrimeh cbject masr geon geometvisohs grootbeis



wdle

gfﬁ’” ey = ﬂ{“@,“.ﬂw ~ ”[;[A” “ﬁwﬂ&.'%ﬁ /g/b

* L ep PR
‘{( “#at‘-v’fw w ¥ i {ﬁ*‘» I k~‘WﬁgH‘Mdj!&€f;f%w f Ww lg/i

Cem daar 7., k@n‘mi ven een goalaire 4- dichtheid van het gawicht +1
&m voor sen ﬂ.ﬂ%‘gﬂli&k@ diammm

gi Iﬁ} {,; c? - ‘ff /M* ?w{wﬁf

- Lmet mom ellasn transformaties met 4:+7 toe, dan volgt dus
v00r een gowone dichtheid met gamcht +3
23.16) Y 9z Ay ~fe ¥ e
F on esangesion 5 een mvarimta og;am%y is, geldt dese formule ook
slgemaen, Bleruit volt bijv, voor 27,

o ,A & LY S e § £ 0 -*f 1 "«w
- £y o gl L
ﬁj EY 1?} o W ;‘ e !“gl ‘3“*' * g {“’";f £ r E/}! .Y *E ﬁ f r - [ 'h/
I @ Fa
#

en precles zo'n formule voor £-dichtheden,

lodere covariante d4ifferantisal iw 43 overschulvicg ven dﬁ' wot
ven andexe grootheld, die hat oogyariante iifferentisalquotient ‘wordt
genoemd . Hon gebruikt de notatie

23.18) $F 57 & (indicee wggoleter)
: /x”’M P
am; bliv_m; . &
RN AL A I SRR
2 %vi%) fﬁ ¥ 5(“ 2 et L i
» o . o &M’"
fL '%} - A’p{ Mqﬁ‘ ' i." - A
| 01t (23.7) volge dat .
&ﬁ . m) **:;‘;;ZI A - :‘:

cen affinor e, Is u(: . &
end. X, oen 4 %8,

23.21) SRR 'L
wed e owa S

dan heet de overbrenging heifpvapet

Keotkundige betekeniae:

A I Far e B

¢ * ‘ ¢
g g & L & ¢ o g o {T‘W / '{ ¥ \

gE T e g

e . I
o Npon e
.‘\ ! 4 ﬁ‘w - w? . re
' Has St 7y
75

& ; /f
§ ,‘g

R

Tl
L

Vorplants o7 " pweudcparallel langse f"
en w«kmw De sluitveotor verdwijat dar en alleen dan 8ltijd wamneer

elke’ sz 3;,4% .,Mﬁ?ﬁ den "infinitesivale parallelegrazwent in

motiieans overt mmgmgw bostarr er alieen




infinitesimale parallolosgrammen wier wlak in de ff; .o VO & ligt
In een /A ken in alle invariante differemtissloperaties in ; 18 do}
vervangen worden door ?L. ’ m;wcrhaou

23 22} ?5‘ dﬁiw} P %‘ fj] . ?"éj WJ&' - E - W—]
@: @ ‘ e -~ Ve /‘ 5 . fk"
3 23} % j"’} - ;;{Mj? f M* el /’9 y

Hetsslfde geldt voor do Liemnfsoleiéo in § 20. | )
23.24) ..“77@ AT */f 75 o . p 9y r’;—[ﬁ /&r/‘“
. M‘mp e Frer AT
@
(reken 41t na)

Hetselfde geldt ook nog voor de identiteiten van de worm (21.12)
voor de Lagrange u’galaidm

~ AR
23,125) / %i (o P -5 iz‘ -B ;1,/} - ;)K Z [p/ -
5 . e ’(’
B w R
(reken d4it na)

Haar dit a%lau is allesn wear in /*’ . in esn ’C@, kowen er correotiee
tormen met f, » bijv,

-~

- D ¢
23,26) P %A - g 4] - un M

de pearametorvorm van sen kro in A 'i“"is oen %mfenlhlo veobor,

De kromme i® gecdetisoh als :'m“‘ asn siohso.f persllel blijft, dus
24.2) @ LdgT ) T
| e A
Hen kan een andere par.meter ¢ invoeren so dat
| o5
24.3) b 9L . Py o
W Wj;/ b
Dearvoor is n.s.v. dat )
¥ _ () ze
24.4) e

ZM ulgemsns oplosaing hasfé de voym

,zwg»/ Sty s




wl3e

bet nulpunt ven ‘<, verandering van /f vorandert do "maat®, Stuke
kon van versobillende gwdotmrm lijnen kunnen nmatuurlijk nist dcor
olkaar gemeton worden,

Uit (24.3) volgt dst S S “ de_geodetische liipep niet beinvloeds.

§ 25. Normsalcoordinaten in A,

We bewijrzen dat or in een "Z’,‘, altijd een coordinatens j{‘alm’l (N’)
bestaat zo dat f .+ in één bepseld gegeven punt ?
Zi3 £

25.1) 2’/ ,f( - /

e

een pwmtewoamtanmg an o8 mntmvaﬂmta vectoren in ?
godanig dat er in elke richting juist één ligt,
de geoodetismohe lijnen door r% “kiszen wo nu een natuurlijke

parsmeter 2z, so dat voor ml@re 113 4.0 dn £” en
25,2) / -
a:.
Op ledere geo&etinahe ;isn galdt
25.3) A d il S M
ErTN {:’ 2 Etz' -

Door differentiatie krijgt men eenscs reeks van vergelijkingen waasr-
uit de waarden van alle afgeleiden der " nasar ¥ voor i'-o kKunnen

worgen berekend, Vervolgens kan men dan® ﬁ"ontwm«vlan in ecn macht-
reaks

# £ o 2 2 L
25:4) f = ? r(&'g}}'sax i’/{/ 32:0 k"f'
< F e L LNEY e

waayrvan ons hier ulleen de drie serste tormen interesseren., Als
nisuwe ocordipnaten gman we nu kiezen

. 4 ‘l *°
25,5) ¥ = i‘n‘ 4 I
= ST A LRI TNEFT S
4{.: Ay a ™
an door differentiatie volgt
25.6) § ﬁ[
ﬁ’i » ,;; p . 2&W?£;fK
(’ ’ &
‘9,. = //:ri af) j

Fu is ingevolge (?3“) | /

w A 5
25.7) “5:‘ x /?K// /MA - j\f". ol /6
en dus in g’

a { L P R A g' 4 I X

: i . L =

3508) ) 5‘ = g 6“ {/‘Q‘ s 5';’ N ﬂ' /‘ ’
wat ts bewijzen was, Een dergelijk mordimwmtaluwl heet oen %

~Bel ven mmlanordimw voor het punt §* . 2ij hangen ﬁllam af

‘ F " en vén het etelmel (») ,

m ﬁm die watw&a mamnd«m& m transformeert men mwm tx) dm




L
/ ¢ ! ot { “.f n f
25.9) ;!: S‘ t"K’: > f‘(l /at(gyfxf.:gf"s ﬁff(?j?

d.w.%, de normaalcoordinaten in 3 zijn door de yeuse van de vec~

toren ¢ vasigelegd op lineaire homogene transformaties na,
ormaslcoordinaten worden dikwijls mot wvruoht gebruikt om inge-

wikkelde berckeningen te vereenvoudigen. Yoorbeelden lntor.

§ 26. pa ¥

Wordt io een /\' oen reeel temmel} ;M van de r 2 inge-
voerd den ontstaat aen Elke looale wordt een #,, ., Op- en
neerhalen van indices goaohiodt als in § .1, Voor de lengte van het
lijnelement /i" schrijven we s (in de relativiteitstheorie ook cas )

s 5 ;{M oG

wen kromme wasrop a‘»’sw in ieder punt heet &;%m Yoor een gewone
kromme bestaat er voor leder segmeut sem L. ng Lo e

De belangrijkete aigenaehap in s is de MMW
motrische overbrenging vastle gg voldoendm de voo e

26.1) /M )
Inderdaad kan men door permutatie uit

26.2) R IR e s el D =R O

twee andsre vergelijkingen afleiden
. - P o } ;
26.3) Injap W) rl - Jor I’,\/.. M ¢

o
) """A;/u) ";/A,;, ri/nd' I;A"
en optelling geeft ingevolge de eis C,,\ P

"4) /a',/;u{' r”)fﬂ" ‘.DA‘ ;/"'\ i 2//‘
O: 26v5) l\
Lg% gap vapp - wp/

N f
o U‘*

{/, } 18 het ghristoffelsymbool.

Uit (26.5) volgt

26.6) ”’x - /;)/DC 'f/"’" - Zz,/«/?f

Bijgevolg is
26.7) g 9,7 ""f/[:: (verg., (23.17))

Dege formule kan woxden gnbmut om de oovariante afgeleide van een
. oontravarisnte peveotor ean vorm te nohrijvon di- nllean t) en s“u
‘ . of f/u bevat:

! oy o A,

We bewijzen da% in een ¥ ae gaodetiuoho 1ijnen kortste
(lengete) lijnen sijn,

Neem een kromme tussen ? en £ on noem het l.lmno ﬁmtf
Geef dan man 7 “een verplsatsing - & , waar -~ eem vector hmdo-
inleerd langs de kromme, We bebbden mﬂ te berekenen langs bam




-45-

krommen, Om dat handig te doen breiden we het
veld ¢ '° ocontima uit op de een of andere ma~
nier in de gohels mgeﬂns van de krommen, ;""‘
zn de veldwearde 3’ s dan 1e do vel

Plhew ol golijk asn gaa + o Aot
mt die veldwmdo noeten’we Op de fioodo
me rekenen, Bovenditn is het lijnelement lg“‘
van stend veranderd. Dit werkt gecomplioceerd en
wo doen dat nu anders, We slepsn tweede krowme
en veld mes Over ....«uf » o0 kurmen dean eenvouw
dig rekenen met de oude kromme maar met een
nieuwe veldwaarde in 2 , waarven we in § 20
hebben bewozen dat die gelijk is amn

26.9) ;,m & (lyeﬂeﬁjm *";am ;‘;‘w"ra ;,a parvw

of ook (zie (23.24)) . .4
.26‘10) ;Ax ) é’eﬂr ngfjﬂﬁ’ %W‘\j#xjf&x r £ ??‘ )

ondat Vj:m =4 ‘

m.:jgevolg ia ﬁlﬂﬁdf aen wﬂmxauriga paramoter op de kiomme im:
%
a’do - (/j,m ﬁ ) wr
- P22 (4
Ky B o) FE

26.11) ) ¥ 515
) G B
on dus g /% ,
r /- ] B sy
£ A o) s
9% £r &
26.12)

»* g A ! p o S
P &{j(r@iﬁ ’ M/ﬁx‘;jféw:fﬂ*jgwﬂ éﬁgﬁ

Indien pu ¥ oin " an m_;f dan volgt dat de variatie vanj;aaw en
alleen dan voor jsdere keuze van V*"Axml is indien

25 13)
o Lt i

4 _1%_5&‘ Do lengte tumsen twee

,, unton 8 ¢ ; miementasltensor (bij reeele
Eman} ult:tjd mmmum Bi) indatinmte fundamentealtensor kan de

- lengte opk mextimum worden,

Ben gecdetische lijn die met een van sijn elgmenten op de nule

. hegel ligt, ligt geheel op de nulkegel. Want is 5 esen tangentiale

- veotor in dat punt dan blijf% dese veotor bij pseudoparallele verplaat-
~ sing langs Qo kromme sijn lengte, dat is mul, behouden, ammm i, :

f~; mtmu*ujk :aiat iedexe kromme op d@ muaigel mﬁmmh.




ek
f Heem ven inlinitesimmal parallelo-

gram in punt 4 . on/énpleaats van uit
/ g’i'fg(;’" /C.f',?f' A een veotor »* Emudopu-cllol ven

m
Y
2 i A ¢/ /

-w‘rf 2,,,}

*f’!}’}ﬁ v aen de¢ beide verplastste wasrden
“ //f /"3":) is een yeotor en wel

& /° A
n =2 ) 5]"}" -

A over & naarZ en ook van
over (' naar 7 . Het versohil tuge

effé {X%ﬁ

27.1)

Bijgevolg 4s
7 IR A " o
27, 2) ???Jl\ i/ 2 %}' {;]ﬁ 4 /L{:{;;’; ‘g;\

X
sen affinor, Dit is de kromtesffinor van de overbrenging {M °

Deze affinor homt ook op andere wijze voor den dag. ¥en bewijat
' genakkelijk dat

'y B
7y 7 'b”ﬂ,:),{/ﬁ;ﬂuﬁr“
o g ¥k Fpen M ,
g 2,9« -4 Fpi' 7 e

({ 7 gewioht +1)

27.3)

en algamener bijv,

21.4) b P b Ry o -4 s %:7%%
. : }

R A A A (gowiobt -
Voor oy W, en ), gelden precles lezelfde formules,

Identiteitan voor de kmm’:eafrmﬁgh
serate A itelt (volgt direot uit de definitie)
e DETEREN. 4
27.%) l %z%w M}

Twgede identiteit (volgt 1lireot uit de definitie)

5 A BTy

27&6 ‘rwl e v oo A t
f Fpss o | T
Dexrde ideptiteit(allesm voor K alwasr men ?@pa .
sohrijft 1.p.v. /g;;'{) |
27.7) ‘ ‘ %r‘}lé"\') :zt?jl

Bewlis:




> (alleen voor &{ )‘

27.9) wyé« P ’%Aﬂg}&

(volgt direct uit de 2de ¢a deo 3jde identiteit)

Y
Wit de dexds identiteit volgt ‘x%arfo . In MnK is dus (sie
27.3 ¢)) Bvgelac , d.w,z, do overbreaging in eenkl is integra~
bsl voor dfaht?haden on dat is geen wonder omdat lengten invariant
blijven en %ua 00k inhouden, ‘
vaai 18 alternerend inm i ea inAx en bovendien nog

eens symmetrisoh 0 vy ‘A, Dit 1o due cen msoort

otheden dat t.0. van deselfde rol vervult als een
g"ﬁ voen valentis 2 t.,0. van vectoren, Men noemt ge wel biveotor-
() n. Een algeumene biveotortensor heaft

)'/3 { gm n fn 4) {3«{:-: ﬂ)q-c,) } n %(g‘!:@)(&tr#y
onafhankelijke kentallen., Haar W?“’”" voldoet ook aan

27.10) Kopan) =0

welke vergelijking volgt uit de 2de, 3jde en 4de identiteit en te-
samen met de 3de en de 4de gelijkwaardig is san dese drie, Dit qoort
( %) extra vergelijkingen en demruit volgi dat er precies ; «¥w-(
ggat‘hankoujka kentallen overblijven (1 . ... #s23 6 voOr #ay
VoOox Moy : wee
Rioci leldde voor de afgeleiden van B pen " een identiteit
af, die genocemd le nsar Bianohi:

4 o= e ‘:
27.11) A 5’,;,,]4 =0
ewiis: We nemen iri énig vaet punt sen stelsel no ccordi-
naten at punt behorend ?aia § 25). Dan ie aldaar /.. v . Maar
de afgeleiden van i‘,ﬁ behooven er niet nul te zijnl Nu is swafed
e Coem K ex P f
27.12) ;2‘:’ %j’:?" ;’" DA@ pw,\ - 1%;,/{9,.}’57,\* ”qf'l{;}* &

rz -/ ol ~P ~
2 £ (B‘Q [;’f"i) 'ggf,; & Q"’"" auﬁ l”,y,; -
Vouwing nsar < levert de affinor van Ricodis
coe Y
27&13) ﬁa’d\ uy ﬂ;ﬁ"’*’ o
In een % is deme affinor kennelijk een tensor:
‘ e M
27.14) y e A 2 =
b &A . xM/‘ g %9'*/‘
Uit ?am kan men de moalar N
27.15) 7. // et
yormen, m—f-;m;* A heet de poals maing van de L/; o Jnder-
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