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Er Zijr~ e.ndere trans!"'~rmatie~, ]2.1J:,t1i;~1•&..L..i!:'Q;a}Eft.J'~W'll waa!"bij d~ pu~::.• 
. t<H1 v-e:t•a11dere:a mc!ar h.e1; oi!ocrdfrJ.aten.:§.telsel niet(, Aldus s:tel t 

1 ,t:,) i./ .t,-; , X '1~ J< . .....,. "1' 
• ~:o d $. p +- 't,1 "·· 

~ . ~It.=: . J ·~ co11stant; r. constant 
I ~ 

een attL~e punttransr.o~~tia woor~ 
Men ver-ande~t een kemletter door een ~de~e letter te n$ment 

door een aooent toe ts voa~en o.f doo:r,· $9tl :1:mit,x W!tP. ot RM:fl.t de · 
~e:rnl~tte1: te plaatsen, biJ ,,: Y.~~ f~ , Indices ::-e~ts boven of onder 
i.,ror(h';n bi.J voorkeur ge1•essrvtH1-rd voor lopende an vaste indices { uit-
~ondering hierop ls.tel').. . . . · · · 

· ?-ten doet goed aan deze p:ri.n()i_pes. dar kern-index · methodf>(kernel.;.. 
index metho~) de band te b.ouclen. · · · · 

8 · 2., .QnderuR~tt :tan C ~ . · · · 
. Da. ~-olgende onderg~ep~n worden gebru:L.'ltt: 

a .. f"4..., : a.J....le ilnMU:2 h2m.Qlmt.us t~an$t,oma:t1e§. De J?Ol".sprong bl1jft in-
... Va.!'ia.nt. De _ru.imta heat nu een ,ge~Gt~J.U"'~ ti>,,, , _ 

o ,. J tJ. : ~JJL.gg1111tol;wniMix~ twa1re .. ~&eD~ .:transtor.w;t.si § a..- ti ~ .:± ; • 
" Volumen blijven tr1variant .. 9.-flgtm,t .... ~.tttt~ t:..,J!!§ t ..&iifil!~S ma,~t~~-

ci .. 4 ~ =~ts I-P~lllfirm..J;rianit'.2r-~t!2!" .(J M- ~, • Volumen en 
q sch.roe.fsill bli.jv~n in.Vat'iant,. ~ru,ru_ ~.wU!i gS3g~Vf!Q ,ma.a,,t.-

vql,µm~ an ~sh..~..tnn ~ r . 
Een sel')ro~f.r.i:i:1 Csc:re-ws.ense) in f~is bepaald .doox- n riehtingen· 

. m.8t -zi.n 11.pijl) ni~t gelegen in P-nige f..,.,., in aen oopaalda volg-.. 
... orde e Ieder coordina.ten£;tslsel. bepaal t dus een sehroefzin., 

de <..;~ : . rth ,;i al r • o,,;. . (d.raaiingen en spiegelingen) 
· (/' .4~11 De ru.im.tei heat nu een .,.,, .. In een ~~ bestaan de b$-

gripper.. l~ngte <er.1. hoak/$ . . 
8-., c_ ~ ~!ll,la .r~t11.,tJ&,i~ .o~-~ J ~,grlenteettJtl. 1?.,. ( l?nmet een gegeVtitt 

?I se.h1•oe:t"~in., 9 · 

In ·al dt;ze. ?.uJmte~, zijri de toogelatsn {:!OOrdinatensyatemen die syste~en1 
d!s uit een OO!':t;p!"ct'-1..k~lijk sys teem ku...'l'lllen worden verkregeu doo:r de 
transfos"maties den~ ten g?-o-1ldslag gel~gde groe1,-.. 

Bij elk$ g:rcep behoort sen ll'lf'.'iatku.nde 9 d.w.~ .. een theori~ van all$· 
eigenschappen ,,an f'lguran, di.~ ir1'ifaria.."lt zijn bij die grcap .. De be­
trek.kingen tussen de maetkunda va.n $f'n groep en die van zi jn ond~r­
g:r-oep,9n worden va.stgeleg◄:i in hat Wl,r~J, Yil.LQ-~ . ....lle.m ( 18?-2) .. 

ls G .,,tiW..Jtt..~.lLJt!L(!!_ de . .9.11{ter&r2iULbitili~:f.l .Yit all:i iu:m§Sf .2.t---. 
· Bi1~YAA q .d.1~ ....e.§D ~t~l....t:i.mlf.m.._A_.Jnvwaµ1,; lMSU'b, g~ 
kw.14.i.., -vM . dsi...sutn .2.f~i.,OEJ-uu•· tm op_Q~,t1tg vau G • ~1ie ~l~ .&\iS. _ 
~(i_e_ • .:tall-'~rt.. lliuYl.._ tJtiWi~ ma1,c. ,hitl .. llstl A...~. PJr&ich;tf!!lM Yim Ci.r. 

§ 3 ~ ~ .in f rt¼ • 

.Besch.ouw d~ vergeli.iklng~n; 

. ?: ~ ').: . c.., ::t: + C. - ::::o !,. . X.-= r-'\ .) .. , ~ ~\di 

3 .. 1) ~ ~ • · ·;1) C . . . ~~ . 
-~). = constant; t. ·= congtant 

$ll onderst&l, dat der matrix ,,a:nC;d~ hocgste rang· (r~'lk),;i.i .. r._.,F~i 

1) .W1_j !!laken- ~te$dS $tt"ang onde:rsche!d tussen nt~~1~~k en Jmt!-1 
indica:!, .. • . ·· , . . • . · · · 

2) De rang vau ee.n matr1x'1.$'! al.a ·er tffrimin.ste ,in_ oooerd:et,~~inant 
. mett r.iji!!n b~staat di$ .n_i.e"( nul is ttu!:1~1 .. g~et'l.;~nd~rdets.~m;tnant- ~t 

,: ~.:.~·-~ffi.SiJ.r... q,&t'.1,j; . ,;r,U~~f;~\t,-i,(.;.>.· M~ ;,, ·, I - ,.,., i?'q .; · .. H= ,,..,;, ...... ;;,..;: __ ,.u >-- ~:~~ ~·- _;•-~=-•· • ~- -~~.._~. 



3 ~J) 

395) 

D8za t;ab~-1 ka:n wt--;:i•n;ar,;_ t?£1Ws1"'tf.ieerd door een t3e:nvoud.ige proef .. In- · 
ds ~ \?an· X'ilY;; :t;, a:n t be~~:.hr-1.jft €J;~fn. bs~regend purit ~er.i. ~lilJ..j,n~Diclze is 
een c.1 -aroor tu:dform.B be¥~ging"' E':?ln ,i.:n5..fo?m··· beweg~nd~ 11j.n b~schrijft een-· 
Ea. en aen uni:fo!"m bJ:n.;ii~giffid 'lflak Hen ~- , Men bewe ge • rm tw1:1e sta'iffin of e$n 
""+.•· ,..41- ~-rs a, ....... , n4i .,,,,.,..~ u-,..,i~if'\"'"1 . ' 
~ ~..,,'t.Q..J.. t;:.1.L ";;; '0,,l:,....r, );'..a. t.,'G:!,. ~ 1.i.-, .. ~ .... J,. ~-~-:; ' ,p. . ' J 

Bij elk toegslata:n -ao5rd1r.t~tenstie1se1 in l~ behoren -~ l. ,s~ de 
'-'~_oJtr4i~~$enllCi,) £~ -i ;;_ de ~~sli.»M~~~stll en algemee:n (~) 1~~, de 
£.Q.QC!JJJ1Yt- ~-~· l,gda?e ffe . il;.- :£~,- snijdt~ ~1.k der cocrdi:n~at- £,,.,'1'-' ;J in ea:h. 
puat a:n de f~ is !ai~tgel~)gd aoor '~.:;,,' van die. snijpunteh,; Elk snijpunt k~ , 
worden vastgelega. doo1" "n.""'l~ getal.Len~ en dus kan ~en 0~ in £~worderi va~; 
gelegd doox· (/,2+1}.·--,,yi,) g{ltallen .. Evanzo be•:,1ijst m,en dat .e.an -~ doo~ ee:n · 

· ~_na & in [' i1illJ wo:rtlen v~stgelege{ door (r-q)(?i ... l') getal,J.an., ··· .. 
. Wah:w:Jel" "'t.l een t,, eer .. ::;:, gegev:&:n is benevans een(~·~r) :r1cht1ngfl Ji;~ 
geen r.1ehting -nH3~. de ff~ g8me~n he ~ft9J da.."l ku...t1r}EHl -we ieaere 1 iJp.rur L"· t~ : 

., i!:Um de vclgende a.:rle p1-ocesse-n ona.sr1,n.,rpsn; - •. · .· .. · .... · .. ; .. 
. ~ ·, 



· · . a• .~1.1.c!W mat ~i all.a punteu n.iet in ~ word.en weggelaten .. .a:tleem 
•~ wo1•dt gsb:Miikt. , . 

b .. ~l~ggir.~g,{1•aduction} n,st betrakking tot de (n-p) 0 ri'chtir.,.g: 
alla _:punten die in e&n en dazelfd.e '~» met _deze (r..t-p)-richting lig ... 
gen.Ji warden g~i~ent1f1~98J"d .. De ·t.tguv.r die ont~taat is gelegan in 
qe ~die. -ui\ !1tontstaat d90!" samanl,aggi,ng,.,~lleen de (:ri-p)-riehting 
wordt g~b:ru.:tK"''" ~ . · . . . 

e$ f.tRi.~ t~ iJl.A . ... =r-t ,. · ; door ieder punt de:r f'iguur 
'W'Ol".dt e~n f~-~ · gebr·a.cht .tl'.EI t d-a ie n_ .. p) =rfchting <en de~e -£,.,i'f word t ~ 
tot an.iJding. geb:ra,t,ht.~m&t de £;. .. De v~rze.filelin_g. _v~11 al.le sni_jpUb= 
ten is ~~ pl"oj:eett~,, · .!JS ~lit- en de (n,,.pJc,1•ichting w9rden geb~kt~ .. 

-. c- . . ~en f"'•met l~1u .Q.!'1elwitu (innsr orientatio,:ii i;s een 
~P w.~rin ean p-dimensionale. schroetsi~ is gedafinieerdG Ee~ E~ .met 

-uitwend,ip oti~J)tJJ,ti,.i (outer 6rientation) is eEtn ~..,waarmin ean (n°p)"."~ii-1-
mens_1~nal~ schroefz:l:l is toege,r043gd· .P»i"' ... ,SI. -~~dew.~ .. in e~n (en. • 
d~s in iE.Hte:e) t..,)t die g~en richting ·~t _.de ,,- geme_en_ heef't-~ _ -~-

II GJ;iQ~1~ 0~ e,· . . . . . 
. . . ~. . ' . 

§ l+ ,, -~ltiu .,· 

~~ :a~~~ ~i! ~=~~ f~ .k:i~ ;L~!_,~:: i§_een 99Xt!!tfY>QD.dJmtii§ • tu1-au.. £e t~C eff 4teC~s9lS ~lt(iJ:Qjd&t f.!D. ~ geoi:gepde S!i§.l.= 
.len YG N gatfi:J,len ~et~ii<.\§, ili§. Jai!l. fls ,vQlg~m~ VQQf\U\IU!9.ill Vold~; 

a .. aan .1tdt~ toagelj\t§Jl c,ggrdiuat~iUJt~J.•l is fin §Q wctit,§ 6§;; 
a1ort2end V ataJ. van N _wf!li&u t21&tvoe14: - · , 

. b .. J.n~:\en f _ ; 11 ... ,;)~ 0 ,, H ~ _ i;./; /\ •-: , .Jd' ,_., N 
J:SUl!l!fllO;.{~ llil.!00 .!ii1I (1t• >. 9an zUn ll.11 . !..,• tl.llml..ll.a '!ii.I WI· 
!" ~ ~ A! !l!D. tlt ·ai.~. ·,. . . · 

De j/theten de kentallen (~ompon,eots) van het · object met betrek,-
king tot on. Geometrisclle obj(;;eten _irl f vo:td~n omsrscheiden naaz· de 
.tranetormatiewijae van ~ttn _kentsllen. "" · . · -
. . Indian /J.e ~ llneair_ homoge. ·en in ds, i" zi.3~, homogeen a1g-eb;r,a_, 
iseh in da ti~ en ona.fhankelijk van de st;•., a.an heet het object ee:n .. 
a2m,tt;t1ch~ ll;g!,oo~(lig (quantity) " _ De ":t·~diu.svector1' ,:.It is ee:n geo~­
triseh object ma.ar geen geometrisehe grootheid (bij de groap i--.>., -_ 
@ 5" S,galJiil:UJ....§1~ ye~.r~.2un~ ~ ·- · , 

.§o ~. Een · -sfJe-b~r heatt '"n .kental t i~ariant .bij~ ,.- · . 
l!... ~llsltt111t12 VEU'=t&,,.an,. Een oontravar1 ante vect~r heaf"t n 
· ltentallen '"t~ni!st de transforina.t1ewijze; . · · -

,:: ) . bt' ;:i ' ' ' 
;., .. l . V . • Ajf 'U"~ _ 

. ~ieetlmndig b~eld: pijl 1). De kentall:en ziJn de p:ro~ecties op de as~an 
geliieten m6t b9hulp van de maateenheden op die a!sen .. De meegeprojectee:J:P.: 
-de pijl b-epaal t · hat ·teken. In aen gecentresrde t,..kan di t b$eld · worden 
vervangsn door aen punt.- - Alda.er :ts de urad:f.-f.ltsveet9r'1 een contra'l'ariante 
vector en dus ea.n gaometri1',ahe grootheid. Dit is eEin ee?'ste voorbeeld 
van twee objec.ten die bij J'#lo~at dezelfda tr.anstol'"IQltli!Wijz-a -hebben 
maa:r b;lj ee·n o!Idergro~p ~ati"1_3'~~ ,bier..~ t we~. . _ . _ . -

._ .. £., ~2Y3tMJJ~LV.tgtor.!ft8 .. F..en. covari,ante vector hsef"t n kentallen 
W.~ :mst de t:r-ansror111a:ti,f1:i.j ze . 

; • 2) ~ , • A 'A' "\4f ~ , . 

: Meetkundig baeld: twe~ parallal~ vl~:ken JMt een zin b~v.: aat1 -~ 
. doo·r e,n: nie t. · noo~~l1.Jg reot.i-t~ pj.jl <U;~- d('.)or de . ~lakken h6"~ . . . . . 
, .. ~ ...... , •:/·~-~~~ .. ~· ~ ~-·-ry '''':""' .~ . : -~ryi,..... , '< :·, • . , . : , • . : ,; ·, ' ::·~ .. ;, .. r .. '<.:·:.-~ :;;/~c,~{1, ".-'.·.:·" 

.;) ... 0$ · plj.l~mo~t '11rt:j<~..fav~~d· ·gad.~t!ht wo~~n.,· _dus b~1d C>'fJ .E!!~~-.t~~:• ':: 
' .. : -latie na.4 B:fj .:d'1t:::~-,g~EJ 'll~e~}f.!J.1lf'1ii,te 'be~lden . wordt di t,' nui ,t,ur ... t, 

.. · -·· . . ) . _:, ·_·._-: -.t~i?~·:;':"'.cr\· . . . ·. ; ·. · ·- ... :, -:r:-·):~ril{!/t/:tg 



_ D~ ksntall~n · zijn 1 _: de stukk.ei!l die -~ra:1 de a.~se,n at~ge§"..J~i:1$1:l vo~~r;'il 
_geme·ten .. m.f.'>t d$. maateenb.aden op die ass✓-~th ln eeu geca!'!tree.rda ~kan dlt 
beeld Yel"var,...g~n word.en dOOl'° eeJ~ hypervlak .. Dei -w~ z.ijri: dan de bekende. 
eype:rvlakcoor-di:na·ten,. 

·opt-ell1ng van. contre.va.:,:,ia~te ve~toren gest:hiedt. Vt,lg~n.s hat 
":paral_l-elggr~m VM k:racll ~n t~ .. Opt-ell,i:ng V/Ul covariarxte vecto_ren wo.rdt 

· geillu.streerd L~ fig •. 1 voot"stellend.a een doe.rsnedtei tiWt een_ t.:J. s 

, f'igt , 

~~. 
' . \ i 

.Bij varmanigvuldigi:ng met ee-n posit1eVJ3 scalar s -wordt bet beeld van -een 
eontra.val"'iante vecto1• 8 :x: grote:r en he t beald van een cova.riante veatol" 
s x kleiner .. ls de sea.lar r.egatiaf' da.n keert de o:rlentering om. 

Bij~elk co5rdinatanstels~l boo.Pt een stel va~ n eontravaiiante · 
vectoren f en een stel !a!l n cova~iante wectoren ~~ 9 de maatveetor-en, 

. gedef:tnieei"d door . · 
e,k,. (!.,k~A 

)\ to- ... ~'<tA 

k r , ·:, ~- "X 
-
5.3)_ 

e~ ~ to ., l('j) 

. Hier ~ij:n f 1Een l de kern$n .. De· ill de£e arnen optredende 
transro.rmeren ni~t mee·en heten ~ ind1~uCd$ad indices)~ Voor 
ziJn de maatveoto~en $~~~ven 1n fig~ 2: 

' ·;~~~,.;$. .· 
. ~~-

I . ./ ,~-~ 

/11,1--
J J \t _,.4 

I,..-~,. -•- I 
. Q , ' t 

tig~~-

' ... ':::i\ 
~--' 

·I(>·' . 

-e.~.. . ,. 

indices 
n = 3· 

Deze kenta11en siJ:n natu,~rlijk niet lal,'.\ger -1 of o .. Men :det hier dtd.de-
_ lijk aat de dode indices niet meetransfo:rmeren. ·' 

. . De_-COiJ{f?1nat1e ~~) is 13$:0 invariant _. 
j J\' M.. ~ ' 

i:t=_·f!f)". V'~W: _2? A/'k-A A' I ~5! IV" ~ 
;., .J A' . . Ir' ~ . I; 

<~n ·h•t de f>.!VSchtrlvin1, (t:ran.s~otion) van \{; en_~) Voor· ~~":';ci11t·_. 
'.:,~~ ln. ~e (n~1 l- rtc~t~ng van~ en voor: -O"'Y4 :sir± 1 pait vlt'pree1~• 'i;usSftJ?, · ::_ 
:;c,,~,,, .. 1:9:~rvlakken,:van . ~., _ . . . 
,f;._:/~:.\~· •>:~ :· · t:-,' ,· 



,,,...~ .· . , . '1 . . . . .. 
. Hat ;!!ymbool 6).. voorstell~nde ~ scale.iran hee·t het !\rpnecket 1m991 .. 
· De ind101$-S van bet Krone.cker sy~ol zijn ~ en_ het is al.~een ·op . _ 
· gr~:nd VM_ h:tstor:tsche ovel"weg\nge~dat h1er van de eonsequen~e s,ebrijt­

wiJz, 1 w.ordt afgewe~er1" ,~ ·en ~~ heten t .. o ... van elkaar i;tS1Pf2Qk,. . 
· .. Bli_jkb~ is ieder stel maatvectoren 'behorende bij enig co5rd1naten• ·, 

stelsel .een dergelijk rec:J.p-rook st&l. . · 
Co- en eontrava:riante maatvectoren kunnen word.en gebr~1kt oat 

· de ltentallen van een vectol"'. te bepalen of' omgekeerd de vector uit - . 
zijn kentallen at te l~iden .. -Van de :.rector ~kanmen b.v .. ,n s~alairen 
vo:rmen. dooi- overschui ving met d-e · [ t · . . .. 

· .r - ~~ a · 
. iv' - I\!" e.~ ~ . 

. ~ 

Deze ·sealairen ·zijn numerisk gelijk aan de '\t, Maar ina1en de vergeliJ-
king op. and.ere coordi:oaten g~fcll:reven wordt 

~ "J\. #. . 
5' .. 8? . . ~ .. ~ q~·;_ . 

' Jr . " ' 
4.ltr-ansto:rmeren de !\l·vel maar ·dia }tiiet~ M6n mag dus ni~t sehr1jven _ 

4 ... r-J ~ maar schri.jf't daarvoor 
- t ... J,t - . 

, .. 9) . ..... I\'! .. I\)' ( - . ' . ' . . , 

waarin het teken • ;}at,kfu1t AU· NrlHU. Gteit· l2mtitlli.e dat da Dt.U­
lijki;ng-,.ul41i L2, vlD ~at_ ss~mJoiitm1telse1 2t die 922um1,t1111t1J.­
,1e111 die in· d,e v,:,rg~iJ.jkW .MU: l!lttm.ltt &l,;in. Vergelijk:fllgen met 
. A baho_ even._1,dus niet_ invariant ~e .tij,41. Een vergelijkin_ g in ken-
. tallen, · b.v. 'tl• ,.,.t behoeft :niet met I&: .ge~ehrevan te woMen onnat 
het bier vanz&lf dttide113k is,, dat er alleen maar iets t .. o~ .van een 
bepaald co5rdina tenstelsel w-ordt beweet-d. - -- · 

· · l:n (2.16) gaat men van e$1l lewende index tot een, dode inde:x 
over. -Di t proces heet het. iiQZtn van een index ( to stNngle).. De g~­
sllOorde index: meet hetzij door am ere plaatsing at$ 1n (; .,9) hetzij' · 
op andere w1 jze C:zie late :r) puida:\;ijk als dode index wordanKge,merkt. 

Omgekeerd kan men ~ construeren uit de ~calairen · ,v mot . 
behulp van d~ vergelijking _ _ "" · 

. . . ~ ~ -~ 
, .. 10) - v • "'e'"A 
of in al geme ne ~oordinaten k: _">. ~-• 

5 .11 > _ -~ _ 1t = ,v- e,. . . _ 
( 5 ~ 7) en { 5'. 10) stellan numeriek prec:Is s hetzeltde voor maar meetkun­
dig geeft (5.7) aan· hoe de kentallen verkregen.worden door projectie 
en (; .. 10) hoe de vector wol"dt samer"gasteld uit zijn componenten. In-­
derdaa.i zi jn dan ook ( 5' o 8) an ( 5. 1 1.), du, meetkund iC'~) h$ tzelf de voor,.;. · 

· stellen als (5~7) en (5 ... 10}, volstrekt niet mer numeriek gel1jk .. 
U1 t. ( 5 .1), ( 5 .8), (5'. 1'1) en de· corresponderende ver-gelijki,ngen 

voor cctaiiiu"te. vect~i-en volgt 1 . , .,,... a..., · 
k" ,. .f( _.- ~. tr: it:_·.: An 

. ; .12) el• ~ !, · -=- A·"·-. ~ f ~~ , - -~ _ , ·,;, 
-: Wij geven een voorbeeld VOOf n = 3.. Zij de transtorma . ~~--j(~'. 

, . . le'; . . ?t., : ~~- "~ .... :=.3 - . ,r, J r ' 2 . . . . ,,. t 1 
.. i_.13l:- ,..~ .. ~ il,;tt::_ :, ,_,J,: ,~"-2:&.'J:-~.l Al( ._ ,4. t .... , .. , ._J • .&..,\;;::..-

.. • • ·., . ,, ?. 'l . 1 t ... 1 ... I. .) ~•1.r,r.: _,_, 
t,,'' --~~a_,_+<:~ +.x.. J' ... , -·~; /::,< _-:,..:-.i··~ 

. ,:J. ~/ 
.._ - . ·-;· ';,::: 
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$(. Al(' .. k-

f"ir, ... • ')(. . R . 

en b1Jgevolg voo:r . de overgang -~en· de 
. vectoren van qc ) ~ If -: A').. e k 

~4 1.'°'i\ 

in :tig 3: 

. Men 1.ette el' op dat _de ma tr.ix van ( 5 .. 15' b) . dezelfdie _ is als d.1e van 
-·(5 .. _1.3) maard1a.van (5.15 a) de gespiegelde t.,o~ van de hoofddiagonaal''.. 
· van .die van (5" o4). Di t komt dooroat L"l- ( ,,; 14) de ovarschtu.ving a.an-. . 
. grij pt aan de onde:rste ind.ex van A:s. en 1n {., ~ 15. a} aan de: bove:nste 1.n°" ( , 
cde-x .. Betzeltde geldt -,,oor- (5'.13) ati J5e'i:6 -a) "' 
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'Oi,lf. 

h) 

e} 

(m~esta'.r g;9schi•even met :~~ (of g:ri€1kse) 
kB'r'nlettsr" ;;. v-oor. ii -diehth.edeh met ie:en. ""' ~,.rbo"'teri:) 

d) ~-:;;,(). ,~r,; ~, .... aff·h-11:~; me~!lital g€ieH'ihl"f!rifen 1'.!1$t :t.r1t;JJn~~ K·$1'i.1':" 
.letta!" met ea:n tv arbo~'.e!i." 

Sea,liiren en 'tfe@to:ren .zij11 bijzo11:dere- g~alle:n 1ran af'fll;iOJ"en rJSt 11~,,~. 
tt _:::: O; p _:;; l i q_ ·:e_· 0 en. ;:;; 0 o/,- q ::c:· t" Hae.ft er:3n. ~~- ~en Va.lerrt.i$ 

·· · > d.an bestaa:ri et ib-J:t~Y-l!~~t.L~. k~ntall~".i ~ da t ~i kEin tallen be-"' 
. h.c.;1•ertde b.ij mee:r dan een a;S-sanstels.e 1 ~ · th"V ~ 

1,11 .. 1.' -._ ~ '', :;;, ~-~- J ' ' (, 
/1) --,i_)R' 9 

' A ~' ""D_· ~- ·. ~'- . • Lll. ·t-_. 1).11;" . ~ 
J J ,.,.-·· · ,e • ~ :.. .!'·"' l ~ n r.,, "' " fl, iii 

-U1t.· ~ . ' .... '(? {.~ -~ 

.. ~'ij dichthoo$n :moet m;S:n-e.lwrens de1°ge11;jke k~ntall~n te kun.ne:n vor=· 
.;men ~ierst ~n .iedere ifadex oon gsw1.~ht t.oeka:r±J::rBn 9 zo,dat de ',/~21 d.a$j';,t,;Jt• 

·· €Bwi<ehte11 gel,.tjk woi"dt ae\1 hie t e;!!:lWicht 11an .:1e g.r.ootbeid,; 
-· _· -~_•,,"t __ :t.R,,~)wru:.~_ d . iridJ~~-i~ "_w .; !11:!a~ _. M_an ~a_ .g_ ~u, nie t; t_:t Jderui 

,,,,,,.~ o.....,1.,.,~"ll"'""'/"'-<=,1.: ,,..,.,~. -"';:!>'if'\"" i.JP::','l,. """"1,,.,,,.1 ·,=r:.n .,,,.,.,. .Ass:."" .... ..,,,,,..... 'f.1-~· t:-., I"' "'t::>~ .... 1 ""· 
.·~i";i,~{ .... ,11.:'ilte; . ..,..~._,_cr~ _..\-5.:!'.A.. Ov .. ~..A~ f ,rr-~v.~.;dl..J,4,,...,.~VJv_-,. _v . .as Ull,.,,;,+l~- ~-V-6 J :z,~..,_.J &,. .!.J:..._... .. ~ g._ 

gemeon -wo:rd@n i:nd:te13s :r!f,oit bo'Y'en ~lka.ar g£1:.Hih!:'e-'1re:n omdat da:n \H:rrva!"= 
r1:ng'kan. ontstaan·o,,a,,, bij het; J.ate:r· te defi:r1iarari p.roc~~ v~n op ei1 
nee'.thsle-n" ,. . 

E.en gemsngd$ a.ff'i:ncir V!¾-t°! d:1:1- ~'al~nt:l-e .2 stelt e-en li.rh:iiai:re t1·~~$""" 
t·ox•r.n...ati@ '1.ran ~ont:r-,sr!tE1':La.nt'\'5 ~Jtictor·~n en ook Ge:n v-l'!l.n ;clOVsr"ia.nta ~e~'M = 

' ~ . .i.i..<:!':-, 
. ·~·~-tr '" .· ·: :i •] _Ir'-~ ,c 'tLK., t / ~" 

da id@:j~tiskill transfor-~tie h@et dee 
wo:"'fft t!""~r,hl)S•~Wric&f', , · ,1': fP.:' 

~..;,, .. ---~~ ~·---·",,.,"1",.:....,.~~ ... 11p .. •.;I. l ~ \ 
it:,,i 
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i. $ f"~ ~- i(~•)] J_j ? .. ,,, 

.t 7} 
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. .,.. .. ..... .. -E.!~n ~ inor !nvari ant voo~ alternat1ti _ over p. indi-1.'Je-s he~t altet.;., 
_i_ "a.-1, .~.e~ ~ ll§:&!$.lld '1i.n a ie indi-1;a s , .Sen t:o- of eontravarl.arrte a.f'tino:t van val~ntle 
nating;. p 1 symn.eti-lsch in al.le iniU.cest heet· sen P"'Vector 1) •. Aangezien· altef.-..· 

neY·en ovel" mAer dan n lnd 1,~e s al ti,jd n.ul geaf't 1 £1 J11 er allean p 
vectoren voo~ p ~ n · 
OptlCJV,.i& Verifiee:r b .. v .. voor n = 2 ot n ~ 3 dat · · 1 . 

· ,i1~4 1-K:A \ • _ c"! r1 _ ,,.;:.-n ... J , ... -r,,,i -~ ""J-n i_nr1 ... .-:,,,."111 ""nJ 
7 .. 1 o) ~ • (! . J ~ "n- : f • • · P . •r ""in • 1.1 • , ~ r :r-1'!, r ,.. 

' ~ ~ 
sn ~ak duideli.Ht dat precles- der.-i~111jke f.ormules gelden wocr ~l en 'k~< 

ti • §.m.Qz u1 · v AW $. dirJ§U...&, s .Ju10 .. ~ftll J2e:a&Alil .(l2~1oo t 1%1M t.&ls. €l. • 
Gesch:tedt door· OV"ersehuivi!:q~ met ds maatwectorsn;, b .. v. 

~..... /it',) .1)l ft ,.,. ... p . /t 'i::, l • . ·,., ' =• •7;;). ,,_ • ~ A t_ V 
? .. 11 ) . A .. ¥- ._ , , • •;,.; v - ; . . e.., r ~ •. 
( er ontstaan ''l,}! att L':loren van de valentie 2 ui t een a.tf'inor. van da 
valent1e 4) ~ l)e ge,sm{liOrde indi~es zijn dood. Zij worden bo-ven or onde-r. 
de- kai,1lettar gepl&."\tst o~ ook~ ~oora1 als e:r veel aijn 9 ter pla.atse 
met ( ) of i&ts amers gemerkt. .. · . . 

Ind1en ln een in~~te vargel1jk1ng links en recl'.1.ta de~elfde in• 
diees worden gesmoord~ dan 'blijtt de ve,:,gelij king_ lnva.r:lant .. Maa:r in• 
dien links en reehts d.e ge$moorde indices ni'et deultde zijn, dan bliJf't 
de verge11jking w.al numeri#3k ~aar,$0lang inen het eo5rdinatenst@lf:el . 
nlat verandert;, maar dJg 1nvarlant1a gaat verlo:ren tm bet teken ~"l&! 
moet 'WO:rdan geb:ruikt., B11V ~; ,. , I( ~ .If' J,r 

7 ~ 12> Ar:,: ,,.Ji-!) ·= : ! At,:~ .. &1. • At"\ ...- ~ ··. Ji ,.., ) -~ ~,, ,, n,,. .,., 

1• i.anUormillt. De D:M van ean g:rootheid t,,o~ van een bspaald stel 
ind1Ce$ is het aantal llnea;tr o-na.f'hankelijke grootheden dat me-n w~:r;,. 
krijgt als men de ~ indiee!!J :smoort .. (o.r ook indien me1 de andere 
ind.ices a~htereenvolgens al hun wa.ardtJn laat aoo~lOfen). ile r&:1.g .tt<J 
een arithmeti$ch.e lnvarian t voor slle _toegelaten 0001"dinatentransfor"" 
:ma.ties, Uit de dafinitis- vol.gt, dat da rang t.o . ., v~ zekfrre • indic~s ga-
11:Jk ~s aan de rang t{;o~v .. S!lli!t Mdex:e inslj,Qf-21 en dat de rang ~.o,,v~ 
alle indices 1 dus triviaal. is4 

Em1 AA...:X.1uor ot~tt:11\ot<limttud-!l Dm 4!! va11etdeJ& t14:~~ bi.~tt d111 -~ 
'' ~@.QB; ep *d~u_ .u ,~JJ .... JJt ~M di ~ 'V.&"tl zi.m utrU .. 

'"; r d.e rang van een g:rooth~id t.,o,,v .. een index p:_dari. i 1t het aantal. 
li:i>. f:' ona.f'bankel:1-jke- vecto:re:n ii.at ontstaat bij_ bet Sl!Oren 11.a.n de 

· .Anr.J· .. :i,pd.tcas ju.1st 1·" DE> V6l!"Zl:lll!E?ling van al.le vectoren die van da~. 
1:~ :,, .. >:·e. a . .t ... nangen met ss::ala.ire coef't'ieienten heet het .)L ... ~ftg (dgma;m) 
~-; ... ~ . ....Et:22.tJleiA,, Zijn deze vecto:ren contra"i,-at-iant dan is sr een klein~ 
ste ' ... waar ze. alle inliggan9 zijn ze covariant, dan is er een gl"ootste 

-· '' ' "• t ' ' ' 
t':',:..J-. waar ze alla doorgaan .. Dese C~ hflet; de ~gg~(support) · van hEJt· 

~ -Wkd• 
h~ill" Gegeve:n een [P i,en een ¼jie g~n ?iohting gemeen hebben- in 

f,.., t,·rfl:.: ·'n.,: Gsvraagd sen aff'1nor !·lva:n de :rang p:i 'Wiens k-g(.>bied als 
drag er . de ff:.,- e:n -wien s A -gebied als _drager de ~ heeft en evenzo een . 
aff'1nor C~ waarbij het net anderaom is~ ~ferder~dt geeis.t, dat 

I "'4) • • • 
............ ~. -•• -=-~ a.a-: -·· ' . 

:amig~ auteu-rs. gsbrniken de naam: antisymJD6tr1$Che tensor~ 
.,, 



? ., 1 5) a} 

b) ~, 
, 

"'l;; .... ~~­
. 4-.i \ 

in pu:i:rt~o6rdinaten .. l)~ 
v. alle indl~ea~ Er 1$ 
lijkingen 

.. 

. !.;,·· 

Vool' de physics. is voor-al de tensor van de vala.ntie 2 belang:rljk, 
Ret geometrisl/'."11 beald van 1~~ ie het tweedagra8.ds hyperopp~l"'Vla.k.i 

tiit" . 
Q t::'" 
V ~ :>} 
Er l-iesta&. t. 
te!l:3\'.Y(' ·~an 



~:!'!It,:!;---~-, 
'" •. ,!:;Lr •• 
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:,· ~r! :i: rtE:l::~e $]~ 1~.i! i c;. ~~11;.; 

·{ta.~~:-.1. :Jr~t;~~ f1'! -~l~J--:.~1~i:·•::7; ~:·~ 
.:;j~J;,~"-r::~·! ::).\i.Ct~l .i ji-~· \\'"(),0~ '.'.~ ::: ~~:- .~-:1l ;:~ :.~ 

~~f; r: :r1,.·:·:,t :.--; ·t) ~~ t,~·rf.tf· l~i ~&'e. ~-{.rj'lt, !:J ~- ~-~~.,f<·:: ri-:.iT: 

,,, ...... r:~ ,I > o 
'-; ... 

E~n n-v~~tor heett sle~hts 6,n kental en twee eontravariante ot 
twee oovariante n-veetoren zijn dua· altijd gelijk op een eoala1re 
:faeto:r na .. Hst beE3ld 'flan sen n-vector is (,,en n-d1mens1onaal volume. 



. 9<it8) 

indien A-!1. ,,. 'f'l"'l"wl eer.i. e"l1en jit';>rm:utatie 
vo:eging '~k.an. wor-d?n b~nut o:m aan te 
kan wor.den ontbcnden in ten hoogste 
~-r:.to!' al bawe~an is •. 

~ ,...,, 
:=+::1 "II -11 :+! ,-; . 1,. ••• 1-,. 

. ~ 1 :,;~ ';<) 1 · d t"' -In tegenstelling tot. l~:,, ~n e. •.... ~"., z Jn eta groo ue<1en on ... 
. a.fha.nkel1jk ".fan de kauze van het oo6rd::i.nat~nstelsel (; Zij spelen _ee!l-­

zel:f"de 1:01 als de eenhei~:t'fi.nor A~- (Bewijs als oef'ening de inva= 
riantie van ( 1 O" 1 ) } • • • 

De groothed.en kun..l'len worden gebruikt om -ean eaneenduidig verband 
te leggen tusse:n contra• (eo-hrar.1.ante p-1.rectoren en eo-(contra:-) va"": 
riante (n-p) ... vectoi• .... .A -di.chtheden van .hat gewieht .-1(+1-h 

F) Deze toevoeging is natuurlijk Q1tlf¥Tt'iia.nt. · daa:r a:f'ha.nkelijk van 
de keuze van het eoord1natenstelssl .. ,\ • 

,, 



1(),;2) 

10 ~.3) 

Aange.zien · er ge€m index meer is, mo,)t er iets w-saen om het coordinate:n-
. ttalsel a.an te d1.:: .den e:n dat wordt 'littl"' gedaan door de pt en Jr' tuss~n 

h~ke11" Waar geen dlswerstand :inogeli jk is~ kan dit taken weggalate.n ·wol .. den,, 
· Blijkens ( .o.,2)_<"letrr~:'!ponde1dn. Xi;---.Y~ en ;;._, ~ ~1f' 

~t de getallen ·-,·}/Sc- en ·/-1')0(,, . ..,. t )\"•~-.-,~ 
- ~ ~ p 

. Volgana d,r. :lef initie i~i§ 6 v·t :-r-sch:!Lllen gewone diclithed.en van .o.-
diehtheden al.lee:n :1001" hat cptred~n ~an f 6.j . in plaats van A in dt.1 t;rme­
for.ma~ie:formules, Dit s;:,Jleel-t na.tuu.~~~. ~;.jk ni-ets bi~ de groep Yso ('?:'=if:+ 1). 
en biJ <ie- groep }:·nme::n dus d-:?Z10 dicEitheden geiden'tificeerd '56rden~ i<l"'i!i 
is een tweede vo<·: :-beeld,.... van le :J11tif :Lt 1.H:·ing van grootheden als men z: ch 
tot een ondsrgro:3p VB.n~1t:1..bet,1Y,:1:.:t ~ 

"Om de M.e,::tta.y1d.ife bet. 1? Kenis "~tin gawcne diehtheden te V8l"k.1tijgsn 
beschouwen we dt"'. y.,,,scala.r (?.le § 6) pd{::' t:r-ansforma.tiewijze 
,, . ,._ . . ii . ,:~• ,... ""'1 
10,,6)f;'n..'1-1 . f>;,,,[J~'J --i:~,1/ p,,1,,,,.k.J -~ 
l,a ,...,_t..nJ:., dar: :1e-ef't r!"'~·'Jdezelti e wa;n~d.s l.k 1 f [1,,,;Jdez,el:t'd,a 
schroefzin hebber: tir1 d~ waarde , ... 1 i:n hat andere geval .... 1) s 

Het niee.t~dig cb,i:~16 vs.n ~ is a.us n·:ets ,mdeTB c:tl.!1 esn sch.~efzin t-faar= 
aan hat getal 1 ::. ;',. t :.;egevoegd., · 
1.s lf> k"r . .... iif~ ~a:n · Li =dictrtheid ''tra.,J het gewicht +1 dan is het duidelijk ·v k. ~v· ,.,. ,j, ~}.. c.,~N. 
6.at ,-f,,f')_·,·· ~/;,.,,<,:. ~,..,, ~e,s 6 ewi·11H d~.ehtheid is4 Deze grootheid heeft 
nu dezel.f'de kenh . .Ut:11 als. .II) K, ~· ~ 1-ten ~1pzich.te van iedar stels8l met 
d€1Ze1lf'de schroaf':~in .,.ls f~l,m1;.ar farr c,; zi~i;,te van da andere stalsels h-ab= 
b-en de kentaller ~'l€t het an.a.ere .. tt<!e·L .. 

. ~ ,.....,, , .. , ... .,.-w-...... •----1~===------... -~.~., 
1) · Physiei sprt3k,,n ~ il eens van r ,;evtoscr~lar 9 ~ dit wocrd• 'is· 

andere z5.n gt :. ro.:t ... ~t. 
.., 



gatal 

. r. 

hoof dn.otatie 
s · scalar 

tw~ede notatia 
,;.,l(iyt•cov& t:riv .. 4,,,,dichth .. 

.1;; ·, -r ... cont:r .. t:riv .~1--dichth .. 
~4~ • 

con.tr. vector ~ ~~cov s b~v., ~-dichth. 
cov .. vector ~ lfeontr. oiv. -Ct-diohth .. 

. ,-.,; 

con tr .. bi Yee tor/~} e:ov. vect. ~-..dicll th,,, 
- ~ 

eoir. biv~ctor / "'contr. vr,ct .~cht.h. 

eontr. trivect.. fi.~~eal. 6-diehth .. 
eov .. trivect.. ~ \ seal. 0-dichth. 

- .i,.,;tl'll,t 

gewicllt 
.#!:f -4 

1/(/t,f t 1 

. -1 

-1 

+1 

-1 

+1 

orienteri.u.; 
) 
} =-teken 

! 

inw • 

uitw .. 

1:nw., 

uitw. 

schroef 
,,_ -, 



, 'H),,tO) 

;) ._ 

,.· 

__ , 

i'ifilri'9~~t "'in 
+ gf.;'~:?, 

.• ·~~ l· 

.. t ,''."·~eov., . tr.iv ... d.i.cbtn,,. 
·r--. ~1.:•ntr ... tri,, .. i-.U.eh th. 
·11-,..,);~· 

contr~biv~dichthv 
cov ,/Vectordich.th .. 

con:t.r- .. vactordi chth .. 

scalar dichtheid 
scala:!"I diehtheid 

§ 11 .. De :.W~titul~or..., 

&U4 
. ttt } .. , ) 

. ~1mu~­
> $C...lu-oef 
) 

In £.'lo, introd.uceren wij een reele ,t~nsor 9;\.!'tntet' de rang n en con-
stante kentallen., Voor de omkering ~ kA sdriJven we kort d 1-,it· . 

· Deze tansoran heten dg ~- en ~;i:~i,antJi ~~ntgalt~QIQ.t .. 

· Een f~uit,serust met een tnndamentaalten•or heet ri(""' 
In~'>t.,is d* uitdrukk1ng 

/-Dt.J; µ .... = ,_.,,,,_ 

11 .. j) . +v. <J'J.,c \I"'-;)"',>~; i( . 

een invariant van ~ , .d~e de i_eng;te., ?:ill 11" genoemd wqrdt 1) ~ Is 'l7k . 
· indef'in:let dan kan 1>. .v..;.1)' k zcrwel >O a1s <0 als -=-0 zijn .. De vectoren 

mat lengte nul heten lluJ.ir~et~n en 'taillen de Jmleal met de vergelf.j ... 
king ·· . . 

A k. 
11 e2} 3i,("X, ;c, .. a 
Voor een de.finiete fundamentaaltensor is d.~ nulkegel 1mag1nair,. Is de 
nul_ kegel raeel dan wordt de gecf'nt:reerd&. 'H,,. "?erd.eeld l:n twf"'e delen, het 
+-gebied waar 'A)(' .. v 11·t,~-<>o an het = gebied waar ~;'}Jt ,vl~r'f.< 0 

TwGe vecto:ren ~ en ,v-Je'wa.arvoor geldt 
q . ) i( 

11 :) 3) . ti ~k J,,4. t;,I' ~ 0 . 
h~ten ,gade,tl;t!U{,].g9qr~~ Nulvectoren zijn du.s de enige ve~taren di~ 
op 2.i,chzelf lood.reclit staa.n~ Nasr aanleiding van deze definitia kan woor 
twee ve~torsn, die beide in het +-geb!ed of' beida in hat= gebied lig­
genide 1ngesloten hoek worden gedef'inieerd. •. 

Gebruik mak~nd van de stelling in § 8 kan het coordiliatens.telsel 
zo gelegd wo:rde.n» dat de p.\et .verdwijnende kentallen v-an q ;\ en3 1'~ ·ten 
.opzichte van dit stglssl{~J i Kci.,•':""Zij:n u •.# • · 

3 \I -=. - I '.) ,. . ,. ~ tj SS ,i .... I .J ' S+\i 11~'\ ... t, .J :, ,. • ,, _:, ~"'" ~ • + i • 
a\\ , , S$.i. 'S,,-1 S~1 . _,.'Yi 
0 •--I J · . ~, ,, · -=-I;., -> -;"Ti ~ ",. .., ~ -.:1"-J., 

Een dergel1Jk stalsel heet een .2t-t;n~alstelJl1· De Fatvecto-
ren van een orthogoriaalstelsel w<:>rden geschreven ·f -~.rt"" ~~ · 
Voor. een orthogonaalstelsel gebruiken we altijd latijnsa lopende indices 
en varticale vasts indices. 

De t"unda:manta.altensor voegt aan alke eova:c-iafite vector Aen enkele 
contravariante vector toe en .orcekaerd 

• ...n,; , ,q-1 E Z 

,·) De ruimte der reia.t1v1tietstheorie is een R',f, met signatuur - -- + 
, Indie:n , 11 • "-"'",,,.-~)g is)1ordt in plaats van .l!eQgU ook wel van ID1\l;t 

gesproken~ ~ · 



De va:rgelijking 

'/_ "J .. •j ' 

Ui>1 ~•2_ 
' .J 

Al~ voorbaeld oo.sehouwen. ~:&. · 

(J}".l hist ort~?,lt'n·~J.-e.~ col$!•;:~in!= 
tenstelselrh.J .n""' "-:: 2 ],,)(;. e.,~n 
ki met de ft:u1damentaal t~n$~:~Jl: 

n .,S,) 9M ~-t,/ ~ ~-"t~ ~ --l . 

de veeto:ren -{.4. ~ an V ~ 
IA~~ '2 ~ 1""-g 1 ~ 

i 1 ., 10) ,._,.. 'i '51: /4., -'\ ,-1 • ,..., 
'¥ .i >ff 6 ., 

Deze vecto:ren zijr1 ,:;.inderling lood= 
recht en voor t4i en 1,-~- windt irH~!l 

A 

I • ' I I J 
~.,, 1 _ 1v"l. ..:s .. ~ # . 

u:i1: dB r~gurur- Zi(:)~. me~~ dat Jde ori~nterin.gen vanuke?,~,'.\ gelijk geE'ich.t, 
ZiJn en ctie _ van 'V. · t:-.m''!,r\ tegengeste1.-d ge1•lcht .. tit geJ~tit algemeeng 
QL9t',i.en,~~,:t·i~.1L5.rfilLfZ.iti ... ~QJ.~!'sAllt.¾.@.Bt.si _:r~...t ·~ S ~ij_n_,!;Qgr,tgy9~~ ·v-:~ 
.ill.E_£tlijk g!fl:~~~ ,a±..~ ·v-~1,n_,1~\ + g~pj,F;Ji~.Jm.~~-£.!gl~f)s;t~~ ... &EU"i~l'.).i' 
~(IJ ~~ b_,r;tt ,g~bied,. l,1,g~., Du;; g 

Om van een vector trni.et lengte 1r'f t, de ve~tor RU;_, te maken\l eon­
strusert men twee ev~nwijdige v.lak~an ... .L 1/'b.- op aen af stand ~/'V"' an 
voegt daaraan de o:rientering ·van '"v•i;toe a.1 s 1'r k in het ❖ gebied ligt 
en d~ om,gekee:rd~ orient~~Jing in het ~.dare g:val.. . . 

De maatv0ctoren {;' •\} vm1 een ort.nogynasu systesm z.:Ljn kennelijk on~ 
d@rl:Lng loodrf'('lflt $ De 'betI'ekklngen t.u~se:D d-$~8 -en de CO'H'ariante maatw,ei';= 
' t-K_ 1 .. c1, ' • 1;oren t -• u1.0.en 

t . 1 ,;,;; -~ 
;._,,:;-1,, 

~*1 
1::~n vof.';? de crthogona.1:e 1re1;.1te.11e.n van. ~en trsl;·tor- geldt 



,,, In aen 1<'~zijn de volgenda n ... v$crtoren op het taken na vastgelegd 
_,J\f.i .. ,,1,1-"" / ./Jr4 ... b.;,J ,. -'· N-1 ~ 

I J • - -; 't) _, (.. • ' • t,, ) ~;) 'J ,.. -; 1 
t,.-«) ,, ~ - ,.. . ., 

14.) I 1 ~ 1 -i\. 
l . _.,, l ,..., - . . 1,. ' ~ 1 t _ • '/ 

i 1 .,16) 

i, , .. i,,... !:" ' 411, i\~J .J; . .<~ '·•1ii . 
m,m meetktmdig be~ld is hat eanheidsvolu.me voo:c-zien v~n de schroef aip 
;jastgsl~gd doo.t' j,, J.,r,. • ~ • i,, ~ in deze ~-olgorda .. Het taken wissel·t bij 

't -..,, 

-over-gang tot een1frthogonaalsystaem. :met an.de.re -r..ctt...r&e-f:d.n. Wij cndtin" ... 
schaiden in (H!n , >-&steeds ~id~vol,~ ( e. v) vastgelegd door de tun= 
damentaaltens,Jr en~ (m .. v~) zijnde het parallelotoop der maat­
veetoren tee .. va:n ae.n w-illcksurig affie¢· coordinatens.telsel .. D!! massa 
per mcv .. is een sea.J.aire dichtheid maar de mas~a per -a .. v .. 1.s een scalar 
als ~e runde.mentaa~\ensor vast blijft~ 

Het kental 5t.~~,- Jaa.t :d.ch opva.tten als een kental van ·een s~a.­
laire fj .. d:tchth.atd van he:t gawicllt +1 .. 

11 .. 17) Ztk) :~tJ 
en evenzo correspon.dsert ,, 1~-- J~·~t ·1/~ 

Indlen ~ een ►kcalar~ mat kental + l t .. o,, van alls eoordinaten­
stelsels met dezelfde schroef'zin als h ti.an ta 

.. ~ - .- -
11 .. 18) -1; : W "" 
een gewona sea.la.ire dichtheid van. hat gewicht +- 1 en dez~ dichtheid 
heeft ~ het kental i·. 1 · ten. opzichts ,nin ~"i orth.ogon.8:!_e coordinat,en­
.stalsels beho:r.gn~e bij 5\« , Di-q komt. nstuurlijk doordat w de teken~i$= 
~elin~ wee!" te niet doet ~ Deze -t:,.. ataa i; in nau.w ver·band mat 3 "' . In.Iler-= 
c.1.aad is \ 1 . l"tPf 

01 - 1 ~ c, ) = 1-j 'I Ct Q t 11. .. 19> etCkJ · )# . · t1[1 f,z">• ~-">!1~,l' 
een d:lchtheid van het gewic.b.t -ti· 2 en daar CJ [t] ;;:-1 ... :. wolgt - · ·...1 

11 ., 20, ~-t: -=· l C>J i \ . ) 
· ,.,,. ~ -4 l . 

In tegenstel1ing to~- 11.,. he aft ~ geen sch:fi':lefzin ,an dat komt 11i t ~ ~en 
f'unda.mentaaltenso!" 1:tgt imme1--s allean ean. ma.at vast en geen sc:h1"oefzin" 

In de gewo11e :r·uiif,tte ga bru1ken we d,e sign,~ turen = - = en + + + ~ 
De eerste 12 b¢.1langrijk wegens de ~·oorke·ur di.a de aignatuu:r- = - .,., + in 
-de relativitei t~thieo:rie g,~niat .. 

Zod.!"a een fm1damentaal tensor its ingevoerd kan m,en woor een gegeven 
tensor . 7i de vraag stei_ len of er ook vecto/ .. 1:in 1.r~ zijn, die a.an de 
'!J'argel:ljklflf r'1-
i 1 ~ 21 ) I t \ . .u. ,7;-,P.-, -~ w 9 f\_.4 ?,r~ . 

,,oldoen, waa..rin er ean p&.$send gekozf.ln scalar :ts .. Schrijft men deze vei:r­
gelijking 

11 ,.22) 

.I' ...._ a ., ~ \ -'"" 
l !'\ .. ~-- 0-~" 1V - a 
"--~ d,.,IV-, ./ _, 

dan volgt o.runiddellijk dat d.e rang va,n T,._ -- c· q niet n kan zijno 
Ee:t~st8 voo.rwaarde is dus __, . A),t .d A_µ .. 

( ' ~ \ -n & 23) Det - f ~ - . '9 ),fih) ~ o , · ··. · . 
Di t is de zoge:naamde s ... vsrgelijking bekend ui t ~ tbeoria der k:Vadrati­
scllt:i opper".rJ.akken ... waa:r.van bekend is ( voo:1:" ,reelr~ ; l. ~ en def' iniete q ).',k,, 
dat ~1j tall.ea.n reele wortels bezi t. Zijn 'fen ~;.. 't1tee cnge-l.ijke wo'ftels_ 
en z:tjn ~en y If de vectoren d:j.e voor d-:3 ze waarden van. 0- a.an ( 11 .. 21) 
voldoen · dan vol gt . · . · . 

11 " 24) , .,, -r . / 
f,,/ l 

ti .-, .. ; 

/ 



en dat is allaan mogelijk indien r .J.. y'<' en bovendien 

11 .. 25) - 1f 1. T ~ r C b 

!s r. een m-voudige wortel van ( t1 .23) dan kan msn bewijzan, dat de vec .... 
. toren die a.an ( 11 .. 21) vold.oen voor q·-,. G"~ jUist alle veetoren ziJn, die 
in een bapaalde fil'"'in · J?,,. liggeno In deze ~kan men dus ~prvvee1 wij ... 

·zen er m onderling 1oodrechte uitzoekent die dan elk loodrech.t staan 
op alle vectoren, die bij andere wortela behoren. Op deze wijz~ kr1jgt 
men n onderling loodree.hta vecto:ren, a.lle voldoende aap. (11 .. 21) .. Legt 
men een orthogonaal coordinatenstelsel in de-r1cht-ingen dezer vectoren, 
dan volgt T · ~ . . a .......,. - ,. -

-, , 1126) . ':/ - i .'r 1 ~.-w ::. 0 ~ , r ✓ 
en daarm.e8. is be-wezen I 

_Het verdient opmerking dat no~ de hoof'd-assenstelling nooh de 
hoo:f'dbladens~elling blijven gelden vanneer da :tundamentaaltensor. inde ... 
f'"iniet is. Dit ligt daaraan dat de tensor of biveetor een·spsc1al.e stand 

· zou kumien hebbsn t .. o. van de reele nulksgal .. V.oor ttalgemene staad.11 b11J 0 

ven de stellingen gelden •ar dit is vaag en v,,orz1·chtigheid is geboden .. 

!II IDEll'.l'Il'ICERIIIG VAN GRoomEDE!I !IA INVOBRill'O VAN BEIi OJIDEROROEP VAN Ji. 
8 12 Ipttpd;p,e~ie un. §§D efH1Dl1AIWA8 (gndern:09:P f~> , 

Een eenheidsvolnme is gegeven door een gewona soa1aire dichtheid·· 

van gewicht + 1 • _Me~ }tan nu p-vectoren met :p-vectordit?htheden ( gewicht 
= 1) identificeren ~n W"-P=Vectoren met p=vector-L\ ~diehtheden (gew.~1) 
volgens het .sch:ema . · k • ,.. 14,# • . 1 . · ,_ .. 

.,.,.. kj .. •• ~;, 0, "'- I Iii',-. . hj - • ""'"' . k ...... ~ 
. 12. 1 ) T J . "' -..4, v · . ~. /4-j = ~ V ' ~ 

41/') . ':I u,•t~ ~ .. · -1 .-. 
~, ..... )\;, . ~, ........ ).,.. ~ ~\ \ -:,C,,7 ~ '\ # 

p ,- ) . l'l,J ... ~ . L\J.,, _,,, ·"6), 

Indien f.11 beboo~t bij de f'llndamentaal tensor ~ =-+01 t .. geef't di t :i~ ortho-. 
,gonale kentallen ~d -
1 2.2> /1./) .(, ... R,. .,, '11'" ~ , •• ~;, .:.. ,;; l ... I'" :: ;;:, -t, ... 4 



= 21' ... __ 

1;z.3) 

12 .. 4) 

~ == 
~ ~2.. ~ 

De vier grooth.eden hebben nu alk twee meatktmd1ge rE?prasentat1es en vier , 
notaties voor de kentallen.~ Overeankomstig hun i~envoudigst meetkutidig . 
beeld worden zij veelal genoemdi: ».Qllll:,t....:.!stS:!eAt:; ;pgl~. lll"-'1~12.l.• Uilh. 
~ en AJi;,l.@ .. V~U • 

Indian wij (12 .. 2) v-e:rgalijken met (10u3) H:n (10 .. 8) dan. volgt dt.it 
teneind.a overeenstemm:tng te .bereiken d-.s nt'"lg vriJ gels.ten e:xponenten a.an 
de volgende voonraa.rdan moaten voldoen 

1M> K'r 'r. - 131' I~ a. ) :, ~~ !i -°Y' /--t .i), 
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'\, hmm.er ke:ntall&1n o t · ....... J Zi,Jn de ~1 l ;i.n$air bo:mogeen in 4s £,_ , homogeen algeb:ralse.h. in dE 

;/>, .A;· en oµattuant~l.ijk •an de afg-.,leiden der A;;dan lteet hat· geometr1ad 
obJec~ Pen &i.9Jla·kriaclli &~thi4'! • 

. · _ · . Is een object gedef'inieerd :ln, elk pm:it van een teker gebi~d der 
d.o ont:staat een pbJsaR.tblSi in dat geb1.ed. Onderstel.d wordt steeds,, da-t. 
de ker.rtallen cu;w:txtJ.:,~ .tu.nc.t;ies q.e:r coo:~dinaten zijn. 

' ·. . Ren. punt fi:. :is een object maar geen groo'theid ~ De d1f'farent:1alen 
'!~ ~ormen eGbter .een grootheid, het i~jn~lem1Q~= 

1101 ) d 1 ~;· ! ~ h : 1 d t K. 

( 17, i) leert, dat ;I},. in elk pi1r1t. de grO<iP f}, induceert. Bijgevolg L:: 
a~ ieder pur;it /" de.1$ >(,..J eex1 geceotree1~tle ~"" toegeVfje.gd, ~e :Ii9kalJl e, 
van dat punt. Bet is gebruikelijk het centrum van e, met f te identl:t'i­
ceren .. Twee locale l,' s 1Il versch1llende punten hebben niets met elkaar 
te maken, mc,t name bebbeo .zij geen enkel punt gemeen. 

Aangezien er in elk :punt der .;(~ f"en ,gecentrEl'erde locale t, is kun­
nen alls detini-ties van grootheden ui t hoc,.fdstuk II eenvoudig overgeno­
men wordex1. Bet enige verschil is, dat 11;1 piet langer een stel cnnsJ;an 
ten1voorstel t maar een st.el functies der f namalijk de _afgeleiden der 

~ . k ~ f naar dEr f. 
Optelling ·van grootbeden, verm.enig11uldiging, overschuiving, e,nz. 

volgen dezelfde •-atten als in de l maar a .. •.leen in een en dezelfde lokale 
t. Grootheden :i.n vers,)billt':tnde -~is kunr,en niat op r,ieze w1jze gecombi-

neerd ·worderi. ~§QIU .i2Ul:ft -~ 1§. ~ n:.!Wl &PAt:1' • K 
Orn de maatveotoren 1..:,,a verkrijgen voe ~en we .~1 sealai.ren t in, nu­

meriek ge.lijk aau d.e 9 ~ : 1< 

' + ,I(,,,_ 1'7.2; f -= § 

a) contravsr i.ante maatvee,!toren 

ccvariar:t,,, maatvectoren 

Krcnet'.!ker symbool 

d} eenheidsa'·'finor 

1) De k .z1Jn dus fcrmLionalen. Ve:rg. S1:-houten en Haantjes,. On thP 
t.beoey of the geometrlc object, P.roe, :c: .• ortdon,Math. Soc. 1936,356-J'ln 



Er z.ijn ef;ihter enige :tnvaria.ntt=1 dif'.feren"tia,a.loperatoren 

De n.atyuJ;!J.riJge .i.fgel§.!sl§ 2t g:i;-ad1.en~ van een scalar of Jv:· scalar: · 

1s*2> -~i # , 'l'r / '}t1 r;v~ ;{' f 7 
$Cbrijf"wj,j ZfJ.; 

J1p :tJ l ~ f ;!-" 1~ 
esn cova:ria.nte q-,rector 

.J 

18 ) ' 

omdat 

De rot;atie is een (q+1 }-vec af W-(q+i} --VE'1Cto1• ein wordt ook wel geschJ:e... 
van met weglating van indices 

I 77 l"'j) 1 ,,;,-:- /' ) -r1 A/ fD J N 18 .6) f / j ...,t..l .:; T/.r1 ,.-v ' i...f-t- I ..£1 W ::: 117~1" '/At .. 
I" ,, 

J 

re 

• 8 ""2' i ~ I ) 

i 

a) 

:is e~n t 
L j 

.. , 

~-~~~~•·,;. van ,.. en contrava.t!ian p ... vec­
van, hr-t gew1cht +1 , bijv·,: 

~ .°' , /f , .. Kt° 
Kb If,, -~ 
ii' ' ✓ 
of' (p-1 )-vector-~ .... d:iahtheid 

js voor : 

__ , 

Li 

Jk 

t 

Div 



__ : br;i.,SQ~&r:~m.i:t~ .'1::t19l£2~c' -z ( Jr: f- 1.ep §9t it~ ... ~, ) 1.i :z9or q) l 
:i!Dk••-.&J.l@ill ~ ·c2:t1t1~. lti;U;!~@D (q-1)-untQI ( W•(q-1)-vec·tq;r_) insi:lill 

0 lot i(r.-,o(.aot <w,ic) -. _ __ . _ _ . ;., ... " ,, _ · _ _· . _ -
-- " ;,..~Q1! .. co1tt~r~y~rjqt~ p-~.:tgrgl,m1.,t:!Je:a,d _ ; i6 \ h-xec;t21:- ~ .... g.3:.-:,ut-

'1?.;4 ', "~ . 9 . ) J!, ~o9.t p > 1 .da.n en a.l~~n dan ,?iye~_J~n~ie ... !~~ eel;\ v 
(p+1 )-:y;,1~,t,pr~ic4t,h~!,9. ((p+1 ) .... Y!ii9t ... 9.:t- .6 -dic~theid) ,!p_d,it:tP. Div '.;o-o (l:v;,y~ 

Ws besehou~·en nu de verschillende g~vallen voor n::-:3. 
a. !li!l&Uent §{;altu·. @n d;tvetgentJ.~ t:c1YfGtQt~lt.qatht4g. 

__ De -oppe:t'Vlakken · · -

18.13) ' _/, =constant 
heten de aq_uisealaire OJ.tparvlakken van het scalarveld I Is. 11-r de g1•a­
dient van •P dan hf'!b.ben in elk punt de t'\11ee vlakken. van u~ de 2-ri(:hting 
van het raakvlak a.an hat equiscalaire opper~,rlak. door dat pu.nt .. N~em ?.u. 
twee van die oppe1•vlakken. in elkaars buur t 

18J4J /->-= r.. ; /=>= c-1tl£ 
::,K. : 

en eer1 punt:. op het eerst,e oppervlak. Dan is 
' . ),, 

"'tt-= &.'J,. d f I 'I.-

18 1c-·• •-JJ 

en de Ve:rgelijking· ~ 
18.16) 1&',i..ti[':de 
drukt dus u1t dat f,r,-r d'!K op hat tweede opper\Tlak 1:1.gt., Bijgevolg 

. . ,.,, (;. . JC J( J'(" 
s;~allen da fa<.~etjes van de tw~e oppervlakken in [ en z° -+-dJ p:r.ec1es 

de vector w-~/voor. Een gr··adi.entvold is 9..us niet alleen_ ,t-·vormend dew .. ~ 
overal tangerend aan 1:"en stol van °''' 4 '.:· maar bovendien passen de op 
''inflnitss1male schaal" getekende gt·adif!tr t.11ecte>ren aan elkaar en v·or.men 
,.en stel. dubbeloppervlakke:cl die d1: l .. uim~:f geheel opvullen. 

Een veld van d,3 vorm 
18. 17) -U:J & 1)1( ;;" Ii::, 

_ is b11jkbaar oc/k. }j_ :..v(:;rmend maa..1.• de vecd.ot•en u1 sluiten ni~t mf•~r zc 
:mooi aan E;ilkaar. Nod!.g PO vo1doende vool'\>laa:r~d~ opdat r-en vel.d {~vormend, 
d_.i. v~ de ·,i-orm ( "l 8 .. 1?; :i. s, ·L., overigen::: da t: 

i 8 • 18) ·ttif, ~ IJ,f/:~7 ;() 

: j, eorre:::;poudear·:: ma·r; de trive,~t.:n-- J -di~h1;heid 
Vo1·mt meu nu van dere grot~•thf'id dE-:1 J1verf~nti~ dan komt er 
. ... '.::r' "' ~.v .... ...., A' ~ 

1 a t , 9) _ (~ /" t .-::: < t:J,<_P ) r 
en volgens ( 10,?) co:rrespomleert dezEJ grc.othaid precies met :;. d1<:j> (voor• 

-:.,;:) .. Hf't is dus op een factor na preeias hetzelf'de of m£-n de ne.tu\lr ... 
J:tjk£afgelei.d1:) nE"emt van een sca.lnr of ven de cwr1.-espnnderende groothei.d,, 
D~t geldt algemeen. Ds a1ge:-l"lene omzettinrst'ormule luidt a}s vc,gt., 
Is r,:;: 1y, .. ,. ... ~., - - 'JV ~.,f, .. * 

'.9 · _ t-":iegevoegd aati .u-,:iJ.,. ;1 e::..1 if: 7 toeg~voegd 
aan ( p·i· 1) fl; w~ _; ,, 7 uan is 

l 1 .I 'l'..J ? 1 4 ~ Jj +;, -n 
h(, Rot v j • ~• ::s. (-1) l'~ • 1?0 _p-ul· Iii} 18.20) 

Dlv· 
Voor da signat:u:ren +;; in Jf gef>ft dit volgens (1,.,,6) 

18.21) I},f,:y: - '-~ t/) _ ;: ,•:. ') I' JJ-w· 1'I ·1 ,, .;,;.... ,/' ·- \ ✓ 

Vcor ~V:seala.iren en t.riv,~~·sor-dieht;hedfn gelden alle dezeltde over-wt• 
gingen. Gradient en di~1ergentie be1de eorrespooderen .aet de · · ·- · ·' 
vecto1•anall' se be,lce:i.:1qe _ gr.at:Iient. _ . , .: · ·- · · 

, -,··,•,v)~~-,,,e:,:,:ip,/',,,,,~ .. h\'..ll,<"'L'i"'.',~· '\ ,,• ;.-·,,·· ',, ., .j '/"• 
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.. b. ~Q~!F1!1 oo:n1r1!~~-t~ .. Yf9.t9.r; .. ~n di~erg~n~ie .. contrf!.tt .. ar~!n,tE!. bivectoi- .· 
di(ai:tbfl 14 • . . . . dt 

Deze ro:catie en divergentie co:r:respondsren beide '(4et1uit de gewo­
na vectoranalyse bakend~ rota tie. V'oor covariantP- W-vec to1·en en con--
travariante bivectordichtheden geldt hetzelfde. · 

c. Wa!e;tgeg:t;i, cotrtra.rw1in1i~.~"e~t;,w:J.ch~bgi1d \lD 1:otat;t~ cw,a.1:i,a.nt1. 
~b:§ct.;sa:. . . 

Deze dive:rgent1e e.n rota.tie cox·responde:ean beide met de u1t de 
gewone ,,eeto:ranalyse bekende diVl:\!t"gentie. Voor mmt,ravariante W-ve~­
tordichtheden Pl! <:!o,.ta:r-:1.a.ntP bivectoren geldt he"l~zelfde. Een meetktm­
dige interp~etatie volgt latPr. 

@ 19. ;r;u~t&ti,antt: g.~i::te..r.sw.:tira~12ni.J•ato~u :(I: liftt. th§Ot§lna ·vf.!;n S1i.o~§g .. 

In1 X',, besehouwen we £!en enkelvoud:1.g samenh~P.,f'nd dErel r-,,,,.1 v·an 
een .,~,~ 1 en zijn begr~n.zende X, .-> :r, Indien de .J)...Jd1111ensionale elemen­
tenw: r1u1·cgerust wo:r·den met een l,nli§.ml,~ orientering dan worden deze 
alementenc,,rontr.ar1a.riantef.9:...vecto1~an .. V•:>or een elem~nt sch1~ijven we 

J.} K1·••'7 "r !eder element ~,an r, .. ,. worde nu eveneens ui tgerus t met een 
~llPig!i orientering en wel zo, dat a.~ze ontstaa.t uit de .richting 
van birmen naar buiten g§l~:!Qlgg dQQ!: de orier1t.e.ring van .ti/If',··"', 
Dan wordt. dat element een nont:rava1~ian::;e (4(,+i )-vPctor, die worde a.an-
geduid met d J,'~·· · ~.,.,_ , 

Zij :mi i-t-f ... A1 ee11. co·•wariant .J-vec .;o:r1.tsld gedefini.eerd in ~.;t-/ 

en op f ep de.t vol.doet a.an do volgend~ voorwaarden: 
a.. it1, .. ,.i, is cont.1nu in 1;+, en op r1 
b.. de aI'geleiden rd41 ,u-:1. •• 'a die ·voor:comen 'in de ui tdrukking .&r VJ ... tt 

,r -"I' ·"', 1t" .,.., 11· 
'bes taan 1n alle pw:rt~en van . r,.,., , . 

,! • deze afgalaidan zijn nontinu 1n al1.e punten van f.i-.1 met uitzcm­
dering van een eind1g aantal dis~io.1tlnuitei ts - X 's op welke . 
een e indigr- sp:r.r)!1g geoor.1.oof d ts.. '! 

19 .. 2) 

4=2. Voor algemenere 
(verg. R.K.blz,95). 

van 

11 Vergo R.K. p .. )'7; Si.:tb,.,utsu & v .Dan t;z:.g, On 01•dinary quantities and 
W-quanf;ities 1 Comp* Ma.th. ?(19l+o) 4L7.473. In deze publ1cat1.e 
!n een ande:re minder doel t;re.ff'endi:! l>eteken1s. gabrTJ,~~-: 

/ ', ·,,1'" , '· ,' ,.,, . ..,, ~.;L&'i:e~:it.,.r.,·:iJ!lili!!ii' 
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l9o r·. 11.·· ~,.'I .. J .d· · .. ;:A···}~y 1, ;·· .d1t,l'S··· r1;···. ·. a.~ :J'J, ... ).lj··. /flt•··i/_. 
'l't) r,,/ 7 . . cf . ~ ,J' 7 ¥' j ,,;;.#t .. ,t, d l ", ... ""t} 

die a1le de2:Glfde meetkundige 'betekenis bebbenTals ( 1911' 1) .. Geef't men 
aa:n d~ e;lementen van ~ en Z,;.1.llJen ·Mi tw1uJg;l,ge, orients.tie met cien ve:r­
st~nde, da.t de orient;at1e var/ jr1ontstaat ui t; d~ Qrienta!;ie van 9 ge-
l!RA&Q., !'!9t?t de . . 'binnen naar buit;e:n., da.n ontstaa.n vier a:ndere 
i"ormules die. van U 9.. alleen daardoo:r- versch1llen, dat hE>t teken, 

,-.,._; overal wordt weggelaten. waa.r het st;aat en gBzet wordt waar het 
r1iet sl,aat .. Oak deza 1J"ier f~ormules- b.ebbe.n alle dezelfde mEl>etkundigP be­
tekenis~ 

Om de intagralen ever '1 en '/ ,,werkelijk ui t ·te rekenen, mceten de.ze 
worden omgezet in gewon, m;r_ervoudige integ:r.•alen~ Wij la.ten dJ.t zien 
aan L ~n: ~) ···"'~ 7 i· ,, .. 9'J . e;., {:'J :.1 . '..J ' 
Men ve1•deel t de ~-di e.nsio:n.ale ruimte op f'en bepaa.lde mani-er, bijv ~ in 

. inf':tnitesimale parallelepipada volgans de coch•di:na.athypervlakken .. Dan 
wordt , , ~ ; I ;, 1 , .,rv,t I 1 '"' 1 d x ?J 
19@5) d ::::. ~, t:;.i:: .. ,,),, . 

,,/ 
met de kentallen d Jt.,; o.,, , , > o enz,. Dan waari:n een 

-:l/ t" o/ J .,- ?J /, .:: vz .... 

;/ ,;, .. "'.] _.,, /11:1/ Is dan 

~var in ~ 

{/.:~ 6,~ .. ,h ~:_j/,.~;;~t.,4, 19 1 

kan behande1d" 



19,.20) 

lj 

in t:' 

1:Jnig 
ld va.n ·cijd. 

tijd ~ 
d 

Het 

een 

, dat de bulzen van 
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' \ 

' 
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,t 

d. dt L1e at1el•ide Yan V ,..t.o.Y. &icbaelt 1• taul1 
•. de Lie atgeleide Yan /i,. 11 m1.l, 

Vtj &e••n bier en1ge •oorbeeld~n: 
flsa,K• 

20 .. 1 S> 
!IQtQl'pQI 

ro.,r,) a) 

b) 

lt:JQQ$Q[f.AI 

a) 
20.17) 

De L1e a!ga!eiden Yan dicbtbed~n •erk~ij&t l"'D bet 1eMkkel1Jkat 
als •0l,1t. Uit ( 20, 1 '7 b) Yl)lgt1 

20 18) f ~, ... ,,\,, = v'f "'"'· ""'* + ~ 111 '.J,. '.yrl" 
~ ,,.,.A'~ ~' " , A, + #'~ . . . A"' ,... ,.../" 

':i V,,..M 
.:t' ,- 'A,1. • ,;..., 

lu transtoraeert ne~ »i.... ala een scalalr• .I •! dlrtltbeld nn bet 
c•v1cbt • 1 • Is du1 f een de-rgellJkA didltheril t dan 1• OO)U 

20 • 19) J} W .::s d "/~? z j],4,r( tf {) 
I. I. -;,' 

. r 
• Iedere ge)!?n• scalaire d1c.btbe.1d fl. •an bet 1.9Vlebt + 1 11 hf!J 
, product Tan w (.-erg. § 1~) •t eeo ,- Aus1ez111n bet kental •an w 

all.een de vaal"den • 1 UM@e•t, is chuu 

20.20> _p 1 :~ ~ 1.,-1' $ iY~ / r-v) 
Ht.aruit Yolgt 'foor een aff1nord1cbtbeid ••n bst. cewlebt l b.•. t 

b•" ·"f . II . f i(A µ P"). /')"" \ J) {))tl"J ~ 1/'Jt 
20.21} ..1) 7, ,f _: 'tfi ~A,! ,.,, r' /• •1 t•,,tfl• 7,~., ctr' • 

. L I p'J,,i lit ~ • I JJ~\ ~ ;/ 
- .. _., ,,. r t"" • f' 7 

en preeiell een dergel13kl, f'onNle geldt. -.oor at I lnor ... .f •·•.Uobt.btdea 
De Lle afe_ele1den Yan ( ~r••ltti en ;;, ... ,.., .tit JU JltUutliJt nu.la 

Indieo TOO.r enig •eld ~• Li.tr atcele14•· t.o.Y~ V~ln all• pmten 
DUl 18, beet bet •eld all.lP1tQM$ mBIII~ t.o ••. ~ v" lell aMOl.wt 
ID\'ar1aa~ ,e14 beef~ 4~ 'Val&-4• elcen,ehapptet~ ~ 

a.. de ••ldwaardit 1n elnig •••t put .,..._.~~ Diet1 iDUeo he\ 
••ld vordt 11Npsleept door "" der t~o,..t:I••· 1• o ••1lled1t• 
p,oep die door de Wialte•J.Ml• tra11ato,-tte 11"¥/ VON~ gap .... 
reerd. -. ; 

l· de batallen ftD bet 'ftld ~- 1·,c,_r•o••• 1(«'1 ., alJ• 1el1Jk.Nll .. 
4• Jlt11tall.eli •• dibe~dtt ftld lnf~•,. t.-9,,-•• bet o,er.~ .· .. ;f••, 
,' -~~--.... ~~ ~. : ~·.. "! . . ' .. ' .. ·•. '.'\}, 

'.
1'lt:tlJ..._. · UJn ••en, p~ueten en )Y;r · ut•iftlen wan abso... · 

' ., : •. ~ ' ' ! : • :;', ' • 

• 









, ' 



23 ') 

~n b iJ gevolg 

JNu weten we eohter dat 

23 .• 3) 
4at 

.j;( eild\/ 
,-< ~fti n,11:j( V 

, «-I * I\, 

fiK dv +"iv 

do/_~ 
.:; 

4.e waar4o 

v·o'lgeu het voor-
'9 i,,, f bi'. JiKI~ ;"I'_ ,"< '>~1 

/ K •?,/' + 11 K d 'V' + if ti H~ 

in de overbrengi~ Yan 
zioh derhalvs tot 

a.an de vdgende r,, 

·t:~-~e.1' 4,,a.""'1 o&:~:,:ir;.:l,c'I'~.,; 
(/ 

; 
5 •. de resel Tall Leibniz geldt voc:r ovei'.!:'eohuiving~n; 
6., d.e oovarian'te dittere-ntiaal v~ &f.:n ~aa.lar of W-eoalar 1e 

1dentiek met d~ gewon~ 4itferent1aa.l. 

"Eel'J .{~ 
Uit 

d. ti! VO l"ln 

flen l.:lnoa1:re ovarbrenging heet L:., 
1), (2) (4) vol.gt dat de oovariante 41:tferentiul van 

~oet hebben, 1r3,ar d~ 
t:r~fcrm,o:r.n 

1-~ 
.f 



~ "w' - ,, [:I" . . . ✓/I" . ~, ..• A., = ,., ... A;. I#, [J.,, ~ ... A...:jt 
;~\ .... , .. ·.·· ...... 
t;a.,,~tc> ; ,.r, ... ,, ' ~ ;;![,,, }*".',,, •. ,, ·1f "//'-.- ~ "1;. .. " ~,~ 

• 4N:r u,,"; ... 11'1, kental van een aoalair.e 4 ... dtoh'Che14 van bet gnio.bi +l 
Ml Ye>qJ' .- d.erpl1~ke d1obthe14 

a).l!i) & c;f : "1 _. 1,,.: i"'tl" 
· t.ai aon. e.lleen tranatol"ll&t1e1 ae1 A~ +-I toe, 4an Yol&ii d.ua 

'f'OOJt 811D pwone dtohthe14 M'I geYioht +1 
23.16) ,r ~r :: "-'! -I; 1 #i!Ji'~ 

~ en. ..... a1cm r een invariants ope~ator ia, gel4t de•e to:raule ook 
r algeruen. Bienit voit 'bi~v. vooi- ;;, ~A 

c-- a.ic .,:;.r r r. < f' ,.. r -~~ .JJC/"h;4. 23.17) C jt:' ' ). :.;• tl • I' ) ..,. ( .,,.r, I ... A. - 1,i JI, f-', o" - .E,- ',,I\ 
I J ~ lfi / / ,, 

en pNoie• r.o • n tol'llule voor .J. diohthed.et1.. A 
Ietere OOV11Lrtante d.1tteraut1aal i• d, overeobu1vi.Jl6 vui ,if~ M't 

n•n udere grootbc14, die bet 09V8l!!P~e. iAfftrent1!!],suo~1ea, wordt 
paotla4. Ken gebruilt't de notatle . 
2).16) [ f 6 ttjll ~ J (ind1coe wggolaten) 

/ 
du.t, b1jY .• , 

2.l.19) 
J( p; •jf' ;: 

I 

I{, ~ .~ 
/ 

tJ1t 

~j.20) 

(2).7) volgt 4at 

een &tf1.n0r j• 11 Ie 
$12."' .(llf etm , ~ la, 
2) .. 21) 

:-- ,r - ,;: .... ..- ,ii.•) I 
I . -



·-21 

I 



-
waanan ona hier alleen de d.l'ie aerate t&t"'MD illteNeaer•n • .Ila 
n1euwe ooordinaten gaaa. •• m kiesec 

25.5) 1' ~ r ! -✓~ ~ 
"' r,,' fl~!.) ,-t ~;(f/ifl'./1 )(!~I/• ··}; 

,I., "'-1 ' .... "I\ 

en door d1tterent1atie volst 

25 .. 6) 



I 

~l) 
_, 

"'"" 
:: (Ji 

en : 

_.. 

" -i" --

( 
" 

) .::, -.., 



N.ll) 

26.12) 

0 
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llU 

8) 

~, -

_ _,M-•••-•-'•~•-'••-•- '"\ 

-~ .. -·~•-·'--*"''""""·---' ) 

-... 

+l) 
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,... 
In ,:, ~ men deze 
geett 
2r/ ~ 18} 
of indien men de 

27 .. 19) 
inToerti 

27 .. 20) 

27.2J) 

- 48 -
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i,;~1a.,;iee vem 
tw,~de t•l"m rechte 

n,f 
..,. ..,),{i . / 

·~- J; i ~· 
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--"~ ... 51 .... 
De. · ab11olute. dimena1e iii du• g"'dei':in1eer4 ten 01~:tohte v~n,...als•me­
ne ... ooor4__ina:t~n·trematormat i1;u11 1 pseu.dogroep ~ in J\; ot {P'oep (1~ 1n een 

"<,. ot 1?,.,,,, • De abeolu.te d·tmenisi.-, ie !],.U! ib.entiolt m.et de 471aene1e 
in de gowou1.1 ;dn, - · ,;,,:. 
~~ Nee:.n bijv,, ee11 1$n~lhi:,1d m,$t dtt !u,ntellen ~" t oOc van eon algo. 

mee11 oooitdinatana1;o1s?;1, l-1-at iuoai;kw.1,lig beol.d ie de ptj l Vall de 
we:1; ~.:fgt:11•:,gd ~-ei• t 1j de"3i:m!'H~ id,. ·1 t'tl\ie,T.1.c'J.a:ri 4<a ·t:1J.~1ee:nhe:i.d me~ oan tao=: 
toJr f: -~ <aar, 1r:1•:t~:e;1: _ock dt.?1i$~ •:,;,aoto:t"'. !:o::n tl\ctor t! ·.. ZiJ11 &beolut~ d.1• 
m~-r.i~1e ... i.ft dus ii.,)-: !iEi~rut :;n~tl f:,ob·ce·t· dfil ortbogi;:;n.e.le k.eiltallen t.OoVo 
oei,;. hOJ~Or.toom r,.vf ::~nl<Kuo,;;m ort;bogfm.~a ooort!.;l1,a.tenctel11al, gebariu.terd 
op drt ~erib.eio. van l.iang·t;t, dtm ki•.tj a·i::n de i, .. :1 .. ee:n f:a.otor Al,.,, b13 
ma.fa tv-e1· andf1 ri1~g., 
Dit leidt tf.rt d.@ ~,-~t1ni'th1i~ 

!f~i--~~ .. 4,.- ke allen ':."!)!,)._ e~J.l .. ~9::1:J!.c!! .. ~~Q..t :t. at .. ;t' ... .... ~ep_ 
~r~122e;on~£P!: .. i-•• _,..:-!.rtt1;.-..e.-.~J.;r: 1..1t111Jaee4 riro e eenliel1_3e.p, ~~ , 1 ;r niar!tv-er~dtn:i~ &en re.~~ ,)!) (- ., i'.. ri · ;-Jroe~ l~~~., I 

.. ~~ a a ,1f-iio dim.enm :\'tt V&Ul o eo . • 
· · · . ye: ;;:a"'"ge'6Tu.ffi'l.1.jie""''! eno e. et veraohil 

zit nat,,2u;~lijk · dsarin de.t d* orthogonale :i.ioordtnaten11teleel11 in 
togenatellir"8 t,Ji'f.; de al.gem.ene ~ zel:f V~l"OOlt1e:ren b1J maatven."e.nd.eriDg. 
D1t heeft ala sevolg d.a:t de bet1•tdt.kinr~en tueson &baolu,te en rela­
tieve d1menaie 011afhankel1Jk z:Uu van de_ih1-eiliohen aard van bot 
ob eot er, alleon ... 'llhqefi'"vana:i ~anii'fonna""t. ew l ae van z n s•o­
me 1" oh beeld .. 

De overgrulg . ~ ,4ilgemene op orthogonsle ooord 111aten seachiedt 
met behulp van If ,i. .~' ~~ en H.:;: ::t i 1< ,,, Nu krijgt ,~, eenheide­
veotor {ii>\ bij mss.tve:rander1:ng eon taotot ./"'' an lH.jaevolt krijsj; 
de reJ.a\:h,ve di.m9nsie.f ~en extra t'a.oto:.~ ✓"' voor i~dere /1,:' en e'1:n tao• 
to:t: -? voor iedere /2 ~ ,11e. in de .,transf'ormati0formulea ~➔(~} op­
t:reed.~. Aa:ngezien irf . tJ. .:. J'.!J(,~)~uiat ,41, fa.otor~n A'JJI,\ zitten krijgt 
esn d1obtheicl vmi bet sewioht l een extra. taotor ,1 .. #ttt in zijl'l 
l'elatieva din1~:nai1:1 e Hie,:• :J..tj ilfen tab~l voo:r: t'I! :.."' .3 ~ 
2902) . . 

abs~ dim ... rel. dim., 

29.3) 



,p51 ·-· 

iu;iv,gu01Uti-1so~e bee1fnelheid, ter oorltltruatie .ill!l!RHn 
·· tlok :ootlis.. - ._ __ · - -. . _ 
Bier volgel'l <n1ig& -voorb~el~.en van lilbgolu.te em ·i-elat ieve 

-- ,.., -~- "....,_, .. _....,. ... ...,.. _, __ .............. ~--- ......... ,.._ ............... -
......... --- .............. ,. ' - ....... ,.,, .. - ~~· .............. 

"'"" ,....-~ ... 
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W!(,f!.lI" 
,.,.•· Ii" 

►' 

t 

@o.hr0~:t1a1n 
~ !";v'enzo , ge~1en 

een draa:l.e>:nd 
tc be•ohouwen al3 

.,,.,. ..... ,,,...,"'"'.u1U1:wt\l~'l/;ll~ i v·eotordioht-
lll de 

m.ur d rt:nYt 
( 111.~atuur- .. ) 

gw_;iob.t ..;-,1 en ..,.Jzijn,. 
ftn;t' rdjll dt'lll 

geo1ne,r:11toh beeld 1411 bet 
oonetr?J.o•ti• 1, 4ua .:tleen ~ 


