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MATHEMATISCH CENTRUM
Bieuwe Kerkstraat 12b
Amsterdam C
ﬂ%earﬁrarht getiteldt !
WISKUNDIGE PROBLEMEN B1J HET ECONOMISCH STEE§PBOE?GﬂDERZG&K. _— ‘%:,ﬁ

dror Drs P. de Wrif?l ' ) "4

In de pconomle, mlsook in andere geesteswatengchappen 2oals s0c10- -
logie en paychologlie, wordt in steeds woeqssmande mate gebrulk gemaakt ~
“an het statislisch onderzoek. Adn vankelijk ging men 5aarb13 gulver  #»@
‘beschrijvend te werk. Geleidalijk werd oox speclaal in de economie ven T
de wehoden van de stacisitische anslyse gebruik gemsakt. Er i1s hier 2elfe ..
sen alzonderlijk gebied van onderzoesk ontstaan, de 2g. gngngnn&xi%g . ’
waaron: ar man verstast de wetspschap, die zich bezig houdt metl hat welen
van de economische grootheden en ds tussen hen destsande relaties. Aan-
gezian veeds spusdig Lleek. dav het bestaande apperasi der statistische.

i Banalyse wel zeer gerchiX.s manknopingspunien kon apleveren voor het ente
nome trlsche ondayzoek, maar nie? aen vollatig stelsel sdequate huipmidde -
len ter beschikking kon svellsn, hebben vale sconometri 3 g2ich met grootd
sucres el jverd voor heo verbetersn ven nel giglistische apparsatl.

De eronometrie mret wal ondesncheiden worden vap de wiskuadige a=n.
nosis. Hieronder cerc.ast men een spooisle beghantelingswiize van vraage
siukken Op hel pgrbhied mpr ‘Lenypizazhe eo nomie. Jedsre welenschey, die
zich in meer exacie rlobiing cotlwikgel s , d.w.2. waer men gelaldelljk
komt iol zeherpe dif.unities dep gromdbagrippen en waa? de mogell Jitheid
zich voordoe! om daze Megrlippen qusatitiel ¥est s leggsn; zal ale regel
mal vrucht van wiskundige veschruwingen govrulk kunnen saken. DIt peldi
ook voor da ecronomie. Doorvdnt gen deael vet de benefendren dezer walsahe
schap echter woelnig wiskuudie gescascld is, wrdl vask oo tegeasielling
tuseen de witkuadige economie e ds Diet-sitkundlge soms ook 2ls L tle-
raire asogeduide sonnimia gemaskt, ten naiele Lowsl van de wiskundige
&ls van de nistewiskondlge bshandelingswiiis der vrasgsiukkea. lr de laatle
ste Jaren begini echizr wsep Julster inzieah Gaan ie brekan. '

In prin~ips %an ledsy nnderdecl ven e malhswetische s.eiifilek bi} )
het eronomeirische weyk worden (oegepast. De gtatigilische hulpmiddeien .

p:2ljn in de regel universes! bruikPagr. In eile hebbern de toepussingen
Zich in hoofdzaak 10U twee grrois 2¥0rpen Deperw ., n.1. de sleakproevén-
theorie en de corvelatisrskening. Eow gebled ple dat der varisniie-ana-
lyse, wasrmee in de hiologle 2ulke belangrijke resultaten 2ijn heralk®,
hoeft Mol nu tos ign de goonsmebtrie, voor inrver wi] bokerd althsns, geen
geen aanwending gevonden. , V

Hoswel buitan ons eigenlijue onderwiry liggernd, z1i} opgemarkt, do: °
in de wisiundige stononie fegr ulirenlopende wiskundige me hoden wopden
gebezigd. Van de methoden day anslyse s vooral veel profi}t geitrokRen.

- Tenainde de pelegenhepld fe hoebben eakels problemern mesr ip dmigdl .
te kunnen bdehavdelsn, heb ik mij, wat de wsuze der stof bairelf¢, beperk®
tot de steckproeven, #oals 29% ult de titsl van mijv voordracht bIijEt.
Iy wil echier met enksle wo vden senduldea, waarom ds corralatierskening
20 belangriik 1g voor de eropome’rie, Hel is ip de eroncmie Bijne nooil
mogelijk om e exprrimenteren in de 3in. 1y dasr in de naiuurwe tenschape
pen aan wordt hehechi. “it heafi Lot gevolg, dal ds econcos meestal nan-
geweien 18 cop de gegevens, dle de histori: oplevery. Wartesr hij nu hel

- verbani tussen iwee vergehijnsslen a en b wil bestuderen, dau 2zal Wiy -
8lé regel evvarep, dat a in het historisc) verloop, npiel allean door b
masr nog door &&n of dikwijle zelfg meer ilan éfn endar verschijnsel werd

- beinvicoed. Hij wmoetl dus eersi irachten ne te gadn .weik desl van de y@w - -
riatics van s asn de invliced van veriatics van b ken worden tOegeschre¥en |

" #n walk deel voor rekeuning ven deo endere Jeciloren resp., vap sigringen van

- onbskende herkomgt komi. Hisrvoor is de mathode dar sultipele correlatie-
rekening het asngeJezen hulpmiddsl. Hier Zeldt gchier in het bysobdel,: .

 hetgeen reeds in het begln werd opgemerkt, dat de correlatierskenimg.

soals se door ag biclogische stecletied, 2ie DTS RAFidisr ves of

g

o

w



Wiskundige problemen bid het . s . rowiadl.  steskprosfondersosk = 2 =
teld, niet zonder meer in de seouomstrie ian worden cangewend. Problemen
als hoge corvelaties tussen de verschijnssisn, die sls verklarends facto
<20 Voor esn ander verschijnsel worden beschouwd, correlaties tusssn de
#anrden dis een bepsald verschijinsel op achtersenvolgends tiifstippen ind
Deemt sn de vraag, op welke wijze volledige vergelijkingsystemen, die vol
48 economie vap go grote belckenis zijn, net behulp van een corrslatiebes
rékening kunnen worden bepasld; wormdsn moeilijkheden, dis in de biolow
gische toopassingsn geotendesls onbskend arsn, Deze mosililkheden z2ijn
gok thang nog nlet gsheel overwonnen, mga: sy s recds vesl bereikt en
aan ds vulledige oplossing wordt hard gewirkd.

De theorie dar stoskproevan vora: esn balangrijke steun veor de sco-
ncmsirie, omdat in de gevallen, wasrin de econsom tot metsn in staat is,
hij heel dikwijis van ren stesiprosfonderucek gebruik 28l moeten wmaken,
of anders gesegd, vealal 28l ket biijken, dat bepanids resultaten in het
gsher] nlst e meten zijn, in verbend met de hoge kosten, als msn nist f¢
siproel gijn Loeviuchi nesmi. Juis: de ontwikkeliog van &g econos
hreit hier stlmulerend gewerkt, want dasrdeor ontstond behoafte
. die voopdier. zeldan Verzams'd werden.
taond L st sconomisch steskproefonderzoek nog nist sterk
2 baperkt zich grotendealyg "ot hetgesn grote ondarnemingen
Ve govied, ter onderg’s ming van hun bedtffspolitiek verrichian
~etmnercicel aopinie onderzosk). In de V.8, daarentegen, det op dit gz ble
Joatsan gast, wordt iun de offinddle statiastisk ook resds son rulm gebrull
van gleskproeven ZowmAskt .

- ¢ Iovan esn sheexprosf{onderzoek bsstaat hierin,
duiomen pitgset van sen pemskehalve Onelmiiy proot ondersields masss (un
wEhsug, Doastaande wlt twee suorien ohjecten., gned en siecht, en do vers
pouding posn g {p v g v 1) Als men ult dic universum sen sleskproef ki
eI a eopmsalen e men gsat dsarbi} volges hel tosval s wark (d.w.Z. =
dat Zedes sloment it hot walversuw dfz2e8174s kans heell om ondarzooht ts
wopdani dan is de keus WY dat 3. de steekprosf £ gosds { en dus
sm,ee i Sleahie] elsmenten voorkomen gelijk san: ’
we P ettt |

et

Kol eenvoudigs¥s geval
n

PR
» {:1. B

Hispwit wolpt gemokielidk, dat de gemiddeide waardse van é~a%ar vou (on-
eindigi vroaot asntal steekproaven gelilk (s aan

N Frond

Py e M . . : ’ ’ R -)
teywili de ztandssrddeviatie v&nig€weﬁérﬁm pereksnd over son groot sants
» £y . 5 - .
shepkprcavan! gegavon 48 SO0F ) s
g & o N P
e s 3”44’&{;*:;!; . # Y

5,

] .
Do wotue ven Ge verdsling der W2 1igh practisch bij # en valt dus med
aet pesmiddelds zamsy, Deas verdar de verdsling unimodasl is en naar vear
2ijden van de op worotoon sinsemt, uag du ongelljkheld ven Msidell en
Somp {(generalisetle wan de stelling van Tachsbyohel) worden toesgepact di
28 gtz "5:‘; ¥ . v b} ot ,i‘

‘ phe fo e 1o e ;
@ % %fu f;"“»g}% ::7 ;": Qifm* 5 ‘3:‘:‘_:: n;m ? gﬁ”‘g}’& ) . . . ; . {L})
¥ 4 " e

Dagr O tosveent met Vhu en owp met M 731 dus de kens op sun relatieve
afwijking van bepaslds grootie zeer snel afnemen als o groter wordt ge-
- KOzg ; , . , N \

De aibspraek (&) kan nog verscherpt worden door gebruik te maken van
net feit, dat (1) voor grote wsarden ven n nsdert tol esn verdsling ven
Geuss. Deze luldus Th o & A ~ S ‘

T}{{.?m mp}:;, %ﬁ‘v}m% / £ &ﬁqf L e fﬁ}

Mat behuip van dezg formule sn sen tebsl van de £.g. waarschijnlijkheic-
Cintegraal yg%,jw%“%aﬁt o - ia net mogellijk om in isder voorkome
geval snel ssn te gevsn hoe groot de waarschijinlijkheld is om het rer
taat van de steskprosf tussen van te vorsn asn te geven grenzen £ ¢

zan te treffen. In de practisch voorkomends gevallen 1s het stesds
ymw%agwwv%km%mdm@mmw%¢%%$£@&dwmmgv%




Hiskupdlge problopen. bid heb ecoromlach g2 kercefonderzos

;??ﬁﬁhiﬁﬁ; terwidl anderzijdz - 4 kialn gekozon kan worden t,o.v.  wf
1erdCr worden uiltgp: 1§ ife 1 ‘
a1 Lopraken, hgudgxi»ﬁgi%fﬁh?m0§@ii3%g»?iﬂ Qﬁa?yisghe betekenis hebben. Dege
, en erhler steeds can wasrschijiniljkheidskarakter,
In de practijk werk? men eutouriiji s'eeds wet eindige universa. Hoemt
m%n dasruit de steekproef zodaniyz, dal de c¢lementen 6én voor één getrokken
wurd?ﬂ en na inspectie weer word-r Cerugpo'egd, dan blijven de formules (1)
t/m {3) onveranderd geldig. Mees:al windt ‘eruglegeing echier yiat pleats
su dan mosi (1) vervengen worden door: -

f *?ﬁ?  ”’$~~# 4 ’ 1‘\!’ ‘3 “" .
W’_} s {{%an‘ } \» {f % ﬁy“l} . : . b
Hierdoor gaat (3) over fn: /~ ' ‘“f’ 7
‘jmw B z i’iwm,.:if:i "%f{} f? . . (73

‘fﬁ.m»
23 bl%jf% ongewijzrigd. A /
) ,Yﬁii {7} blijke, gat Ty, in het geval van nlel~lerugloggen, gelijk nul
wordiy, ale n - H, geheel in cveresnslemning met dp warvachting .

F in vele gevalien heeft men nieh v walen mwel eed vpil:ersum, bestaandec
uit twee coorten, of anders pezeigd,uil sli@enten. vastbl] cou bepaatds
elgenschap slechts fyey versshillende wasrosn k&n sannemes, do~h met asn
unliversum, wasrin eew dergelijke eigevschay waerden kan cpleveren. afe { *n
sen zsaker Inlerval ~Tuoimy kuncen varlirap.

Do afgeleide formides gelden mor da’ geval evengesr als men Oversl
P g vervangt door 7! als o7 dp standeardugvialle in hel ualversum voorsel”
van ds onderzachieg varisbels ». Ay de vavraeliupsfuncile ven x in het uni-

versum lutdt: o, L e
Flzmw A 2N
s T v N L ,i' o ; a ;
dan 1s O  gedefiniderd dairs o ff N, ¢
}(‘ g 4 j‘é, M 7 |
i a «.f . ) m { '{}
f 3 wE Py - T
. i b & b o o
ﬁﬂ ':T -9 } (’ SA:' . %" ,)‘ :‘445 o ) ’ o
,,u,;“ . & o “ »\ ‘ j;
ong o Ry B

D tob su tre vshandsluae Formutes z1)v neg niet dadelijk »oor pracstisole
&@@yaaﬁimgwm gesthikt. Mex !s als regel ni v gelnleressa v in de uilt {5)
olgende wasrschignliixheid, det de saxens eliing van de stserproef tussesw
bapaalde grenzen 1lgt, als ba® universum toxend 18, maar Inish omgekeerd,
aen wll uil de steckpresf onelusies vrekkom over de waaiden van de parames

torg; fdls hal universum Lepaler 1 da progt e vap @ resp. de wenrden van in
rex optredends pareme’srs’

Do zon onkegrergsssbal 1eidt vob moelilijkhedon, die verband houdsn met het
Fueln, dal he?t wal mogalify is ox b2 anrekasa pver dp waarschijniljkhedid, dat
A in ean zekaore steskproef, ligt "usaea 4 eu & els & bekend {3, msar

dec de wasrachiilinl (dkheid, dut p fugssn twor grenzen Ligh ~is 4 {mel een
Steslproal! gevonden 1., Seastal zinlcos ;5. Geweoonlijs is p een constents.

die sledhis #an bepaslide wanrds heelt.

Een siegante o losving nitl deze wmoeilljkheid 1z gopeven door Neyman in
2ijn theorie vag ds Boge "nductive behaviyur”. Hierbl)] leidt hi) uit de
gevamﬂ@ﬁ waarde van -7 “wee grenzen af, die Zoals hil) het uitdruki cen
(Meonfidenes inteyval® beprenzou. Het is oy steeds mogelijk om deze grenzen
20 e kiozen, dat ey rcon gegoven wearschijilijkheid /- &  Dbestéat, dat het
aonf'idence interval over dg goeds waarde van p "heenvalt”. Ds statisticus,
dis dsze “behaviour" voigt, zel zich slechts in 100, ¥ pevallen vergissen.

£ kan hier ¢o klein wogeli jk gokozen worden. Dit gaai pchier Len koste v

de bresdts ven het confidence interval. :

- Tol nu toe hebben we ons beperkt tot de iLhsorie ven de epakslvoudige -
stookprosf. Hierdl) was de nauvkevvigheld van het resultaat .voor sad gege«
wen universum) alleen afhankelijk van de grootte van n, In de practijk kan
mon vask het universum In subiniversa of strata splitsen, waardoor behaly
de grootte van W ook de verdeling deayven over de verschillends strata e
ol gpeeli. Hierbij doet zich den dadedijk het economische problaem voOr

aze verdeling 20 in te richten, dat de nsiwkeurigheld, vearmee de PErs

e
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‘uu het gehele universum tenslotte worden bepaald, %o hoog mogelijk wordt,
Bsig de lotale kosten van het ondsrzoek gezaven zijn.

Wij zullen hisrvan nog twee voorbesldsn behandslen. Ds eerste is het
geval van gtra g. Dikwijls kan men hst universum in strata of
}agen verdalen, die ieder voor zich een grotere homogeniteit vertonen, dun
26t universum als gehsesl. Bijv. een verdeling nesar welstandsklasssn of naar
gecgrafische eoriteria enz. Weet men nu, dat de spreiding van de te onder=
zoelten grootheld in deze sirats verschilland is, den ksn men, daarmea reke-
hing houdend, de nauwkeurigheid vem de stiekprosf (bi] dezsifde ko8 ten)
uczer opvoersn dan bij een snkelvoudige s:ieskproef mogeliJk is. Vaak ig een
dergelijke kennis af te leiden uit de resiltaven van voorafgaands onderzoas
xingsn of anders uit een proefonderzoek o) kleins schaal. Sitel dab er k
lagen zijn, ieder met A} elementen 2 A} = & Laat verder ds standasrde

daviatis van het te onderzoeken verschijnssl in laag i gelijk zijn aan o
ds kosten voor het ondarzoek per element ' en de grootte van de {sub)
steakproef n;mawﬁ , dan ken men remakkeliljk bewijzen, dat de <,
oor ey gemiddelds van het verschijnsel over de gshele steskprosf minimasl

oo e S
S 9 e ,!»: . ‘3: »
l;..;« Sl y’? .-.,.:Ym - i 'i 1 )
L ;g",.;* .
* L #E)

_ % is esn constante, dis bspaald wordt dior de conditle, dat de totale
zozten € geligk zijin mau on; ey - Dit levert

Ce A2 Ny Ve SFY
W

I3r (332 volgt, dat hetv dus vngrdéligvis de s&sakgresf plei-representatief
a kisgen (reprossntaiie! betekent '#ﬁ constant). Hoe groter < hoe

groter ook e Hoe groser £ hos Kledner -,

Het twsede heeft belrekking op de o.g. pon~revcnse. Bij enquétoe met
viagenlijsten, die via de post san de fe onderzoeken personsn wordsn tos-
ceronden, heslt wen dlkwijls Lo maken met het Tezwaar, dat slschbts ssn ge=

1hve der ondervraagden antwoord geeft. H{ierdoor dreigh het gevasr wan
“tekaning, het Is niet zeier, dat de pe-sonen, die tot antwoordsn bepeld
43, esn repressutatilsve steekprief vorman. Daarom prefersert men vaak de
medntde van het perscenlijk bezosk. Deze (s echiermurkcstbaar en betsre
resuitaten (voor een gegeven bedrag aan kosten) kunnen ale regel verkrsgen
worden donr de grospen der antwoort= rosp. gesp antwoordegevenden als twee
sgtrete ve begchouwen. De serste wordt dan schrifvelilk, de tweeds mondeling
gerngudlasrd,. Het iz nu natuurlijk nodipg om asn te geven, hoe groot de
Lsteakproeven moeven zija bij gegeven kogen,
Heowlo gipt

o, rasp Cp en O, de kostewn per pseval van het uitsturen van de vra
geneaist, van het bewarken van sn ferugge sonden wragenlijst, Pesp. vap eent
vesgnoniiik bezozk plus de daasrep volgend: bswerking, :

 het gantal psr posi uil te zenden vragenlijsten

¥

r " bezesken b1} niel-aniwoordegevenden

8 "  dar nlet-antwoord~ evenden

P de verhouding van sntwoordegavenden op het totasl der te ane
gugteren personsn {in het universum)

¥ = de standaarddeviatie ven he . verschijnsel in het Tniversum
‘ - £ = de Loagelaten stapdasardfoutl van hst gezochte gemiddslds,
dan geldls ‘ SRR

noe B eked W) - - o - . L L L Lo L .13
PR T T T e e
Hierbij 8 4 _ 1} (1%) en M o B & 1 ¢ .

e P | Cpteet

Msg bﬁhulp van ﬁazw f@rﬁ&la kan bi; iaagpg £ de juiatémiaarﬁg van n en ©
pepaald worden. Zijn de totale kosten geguven [C=a(, »xd, ma2f,l
dan is dseruit weer € te bepalen. Hierdoor is ook dat geval slgemeen op-
gelost, B . o , DL ’ f



Mathemietische problemer ult de theorle der
SE0LNE1Xe grensleszatironing .
door

dr.B, Tiomag.

Dit rapport bevat de tekst van een woordraght,
dlo door de schrijiver op 15-13-~-1947 pal worden gehouden
in een bl jeeniwonmst, guotgoniscerd door het "lathematicoh
Goatrun® .
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In de vhocvie sop dz niat

kan men, v

segodindtiac oo wrl Jvhsicze vinsistef

: r uen statisnnaiix Aﬂ*ﬁ~“lww& fanals ctromingen be-
sehouwt, zcor ¥ -aaic resultaton w@?w$M$R zo:li's z0, dat in dit laastasle
geval viijwel elk roblcer dat zlch voordoe: megﬁlwwf kan worden doo¥
toopasclng ver do rzohti &0 huindddolen, dlc de funotiethocrie ter be-
sohikidany stolt.

Dit is cchiter nlel hot poval.wonaeoar rwn de viscogitelit wvan het
medbrn in reliening brengt. Tot een axacte intosTetle van ds optrodonde
dlfTersabienlvergelijicingon is ren, behoudens in con =2nkel zeer esonm-
voudls goval, mmr niet gekomwn, Integondoel zelfs ondel steTi VOrecnvous
dipende vuvmmdwrat& iiﬁﬁun hosft nen hot in het algerwen uce alet verdsy
genrachi don benadoringsoblossingen, dle min of neer gosde resultzten
onloveron.

ot dool wvan doze voordracht zal zlJn ven ovorzicht to geven van de
%ﬁiuwm&&iﬁaxa nethoden, 4ic gebrulkellfc ziim Lij de behandelins ven de
vargolliiingen van de visoeuxe, nlot- aanmﬂa‘uvﬁar» vicelotof in do vor-
“uuwtﬂ%nalﬁmg@ dat; zoals dat bij d9 lueht Let geval 1s, do viscositelt
2o Wlndpe wadr&m hvmfﬁ

Fierbdd werdt de verdere reostristic gelaelt, det alleon 43 z.g8.
lwiinaliro strou fﬁﬁﬁm in do veschorwin: botrixken wordon. liaast deze
‘.ﬁ inggn Kovon al. aadere stronidingsvemoen voox, die gokaralitorissord

2rdza door het opiaeden van cnvegelnatige JJuctuaties wan do aul held,
as Z2-g. turbulonts stro Wiﬂﬁ"ﬁ«

Do leatste maekt bij eon nethanatlisehe belundeling gehecl amdore
hulpaiddelen nodig, nl. de ”ct wden der statlstiek. 21! vellen bulten
hot edsr van de hiox te baspreken opdoxwor)ien.

De visceuze stroudngen wordss goliool h,&@ﬁ?ﬁ& dooy de wvorgelijhingen
won Novier-8iokes.

Nadat blervoor cen afleidiug gegoveu 13 in slgenene kronlijnige
cotrdinaten, wordt in het speclale 3@7&1 val kloine wiscositelt de appro-
ximatie ingaeveerd, dic tot de vergelld Jkings van_Prepdtl voor de greas-
loasgotroning voeri.

Blj do besproking van deze vexgelljiingen worden cerst enlge nathe-
matlisclie nethodon bebandeld, wasivil do exaste oplossing zo gosd mogell jk
wordt bouoderd.

Daarra worct do zoor veel toegepaste nstiode vexn Von Karnmen-Pohl-
‘hausan besproken, die priuvcipisel afziet va: eon poglng on de sxucte

nplosalas s ve E%“l?&bm naar in pleats dsarvap op een spnelle wijze voow
bopealdo practisehe prevlemsn, l.¢- &2 berowmnlag wen do wrlivingsweor-
,‘@ami@ hyuikbeore rasulioien »wmwm

feid >

< Pe werselijilingen voor visceuga vioglgtorisn.

In veotorvorn oeschieven <lin A8 vmwv~§m§$wwr¢mligkiﬁa@n voor sen
a%%ﬂjz%gﬁ van een anrerpnde ansaondiullbals vicoistof bl) afwezighe.id
van uwlivondigs 2rachten

dv .
}i;}* avw%w: b g«; kjiﬂ 5 » {‘2@1.”3
eis % de versnsliliug, ¢ 22 dichtheld en  de door de omgeving ultgscefen-

Ge Lracht {per V»iﬁm?ﬁﬁﬁﬂuiﬂﬁ an het vlieeistolelowment voorstelt.
Lagsl deze wverselijvips peldt de copblaulteltavergelljhing dde woor
gen nist~seniendmbbare vloeistol do vorn honfite

vy - C

“In cartasischc coBrdimaten zlen de wergelijkingen er dus uls volgt uits

(i e l »3) {2*2)
; oV ; : Y
P L, s




£ croovinten !

Dege sy owhrloon

Yot

;'batawnis:
@i‘{ is do ! ;"‘(‘3 TSNS » MO P A L 03 3 L IR , ‘e

dat loodrecht op @s i~rdc.tim~ &mcr . sodorwloid b SRS Vil it
do negatieve i-richting ¢ pard isl ooz oo de oo fomenierog o @ AT
spanningen, ehﬁﬁik (1 £ &) de sobud frpennluoan An A 1w s wnm fn
vliosistofelanent, .

Voor scn ideale vlccistof worden de fik pereducessd tot dz vornm

Dy » pedyy s (2.4)

waarin&ik-o 14Xk

1 1=k

In eesn visceuze vioceistof worden de spampingsconpomenton veriregon @oor
86l generalisatie van de wet

s ) N . T‘ p'ﬁ 5
die voor gen pamllelstroming geldt s B,
Ay il - 2, ,.x | '
EINEE PR X T (2.5)
of wel
als ' '
V - lqi (2.7)

ds z.8. kxinematische viscositeit wvoorstelt en de grootheden 9"11: gedefini~
gaTd zijn als

v dv, | |
I L ._%
» ( » (2"8)
ik 2 axk ¢ X ) .

Do keachten per volumeeenheid /l_"i worden nu opgelowverd door sommering van
de spanningen over het gehele opperxrvliak, met het resulteat

® - é.% *\Pi(%&_p%) (2.9)
kel Q b kel g pxtar®”
Op prond van de continulteitsverpoll Jiiins gaet 4lt owver in
2
v B TV
‘s‘,. i PR ;-2’-21 4 =B 4:...,1 E_ﬁ (2010)
De bewegingsvevgelijkingan worden dus?

bi évi“’”*g‘p{ o3 i a’q

@
?

(2.11)



+ Ro beweclnssvergeld fciugon in elgovone :30:li nlge ceci . Laliz,

_ “313 do berselening van de visceuze stroning om een poirrand onpervial
T?; ﬁ?a er do voorkeur ean goeven kroalijfnige codrdinston to ganruilon,
5u$&&h5 dst 4lt opperviak voorpesicld vordt door do vorgoilliding
x 7w gonst. (Levi-C2wita).

in dit govel wordt hot 1ifnelemasnt voorgosteld door do ondorstuands

vergell jking, waerin, zoals steads in hoet vervelg, tan de somiatieconventls
gobrulk is goneekt R

as? = gy, awx” ax® | (3:1)
Toor cen bewsgond punt ziin de xi fvacties van gon parwieter t en de
conponenten vap de smai?&idav&aﬁar ¥y worden godetivieerd door

- %ﬁm (3.2)

s kinetische enorgle wordt dan por volunesenhold

. 2. il gk
AR TSN SEETNE = 2ES T e L2

Do coveriante compomanten wan de vector v hebrten hier de beteksnia
van de momenten

,‘* . %
o el e wa P AT 4
:;' T S > ik ¢
R

De versnsllingesecomponenten worden ip algermens cobPdipaten gelevernd
doo® de ultdrukkiugsn

N d L
o o “ e i W%v
11 3%“ oy *\2’3\ g}%
Sen volledip uitvenezan vor dese witdruibing s enlipszipe ormslachilg,
sommaal oy 42 hoogie veil hat feit, dab do sidus gedefinlserde givothold
o0 tensor 1s, is ket voldcsnds on ds vergaliking iu rechthoekige
gotrdinatan

‘Gm“‘
o Wi VR > ”3’”1' , )
k™ - %
T R {3:4)

4

12 ipveriante vorm te scehxiiven, d.on.z. do A fforertias) quotisczten
gony covarlantes diffoyentlietiss te vorvangen

o % . ‘\;
A N ;
pi = g;m%»m ¢ W, i’kd*”ia {3”5)

De contisuiteitsvespoli jxing vordt zeer senvoudip voor algensie codral-
agaten gavonden, nil. oo bier agrst In 4o osrtesische ruinte ln verg.
{2:2; v, foor v¢ Lo vervangen on Gar de dllfeventletiss ais coverisnte
dlvlerentiatios te schriywon, of ool deor do differentiaties door
cenbravarisnts Alfferventintiss lg wevvaungsn

.

&,i Vi m"ﬁ;j& vi m O . (ﬁw&) -

Het is verdsr bvexond, dat doge verpelliking ovk geschreven kaen worden

in 85 worm N
7;,? M.ai;a_ -0 . (3.7
: I 4 , ;



Ve spamungstansurfﬁik, in de rechthosdge cobrdinaten gsgaven doox
(2.8}, wordt opgeleverd doors

, By = peyy - 2 pe €y, | (5.8)

waarbl] de tenaorem gedefinicerd wordt door (2.8) inverlant te
achrijvens

€ ® %‘:‘fkvi sV v . (3:9)
Do covariante kentellem d¢& krachten ) 4 worden nu gegevon door de
contravariente differsntielen ven v,

X
’ti'"" @u:'
rk

= “‘Vk pwgik - 2 ut“:’!k Gk‘i L RS G’i"k) & (3510)

Dear in de euxlidische ruinte, dle hlav uit de mard der zamk alleen
wordt beschouwd, 6o~ en contravariamts differentiaties vsrwisselbuarx
zijn, door het faontiek mw) =i in van & Xronrdngstensor, wordt

Vk Vivk w f?i Gk ?k e 0, (3.11)

wogans de cont'nulteitsvergell liting (wil. 2).
Tenslotte namoen dan de ¥2pgell Jkiigon van Navier Stokss
geschreven do voxm

R / _ 5 &
‘5‘61"#"?&'1““%?? *."m”?kvi: (5.12)
£00 . {r

4 Do differentiaalveipeliiicingen voor ds laninaire grenslasg.

Goals uit dc worm (3.12) bIijkt, ziin de ne vergslijkingen
voor ds8 visdeuzs stroningen dbultemgewo s gesonpliceard, zo geconpli-
ceard, dat sen avalytische Iintegratie ilet mopelijk is.

o ogun tot ean sretoen vergelil tkin jen te komen, dat voor een zna-
lytische behendeling toegankelijk is e dat von toepassiag is op do
stroning van den nedinm mot garinge viicositeit wordt een Teeks wvereon- -
veudigonds onpStellingen ipgevwoeyd. Jde
€) De bekandsling wordt consequent beporikt tol vlakke stronming, zcdat
sleohie 2 oodrdinaton ' en x* optredon.

Bot codrdinavensystcern, dat goseh .kt Is o de stroning langs cen
gekrond ovperviak te beschrijwon wordt govormd dus 4s lengis van de
boog, gerwicn venal ecn zekey pumnt, dlo de mornmmal ulit het oesghouwde
punt op het opnervliak fusnijad op 4s wandkrorme en de afstaund van het

punt tot de wendkromme .
Ie de plutselifke kromuing van de wand
it - % , & wordt het boogelereant

a8 w ay® + (ie ky)Zax® (4.1)

waarin X ocen fuuctie van x is-

Do snelihs ldscouponenten u en v worden
ingovoerd als differentisslquotisnten
near do t1ljd vem de plaataselijk Certe~
alsehs ooimiinoten X en Y, bdepaald door

&= (leky)dx en d4Y = gy {4.2)
In dit geval {s duss




Z w3 rmn $eaemv s (42

"“%*%”vz*%

Ha cen onvapgrijks borekoring wordon den do wvomgolljkingen voor do
visceuge stromings Coldstola, blz.119)

34, /3 3
‘xﬁ ' &W "< L 4 v..gogv ] wm- ﬂ&fy gﬂg@
i 5 w A
sV 15.} f{é g £ s -
{ Qeky)? dx (axy) o 530 TRy oy
2 | | . N |
L u & ”vlw-—-g ?% ‘Qy g MM f{oﬁ% g + &@‘J)
{1+ky)" {1vky) (Leky)® v* ’
; ) N K 1
o o . 2 . k©
%*‘Kﬂquﬁ%*v% Wy ¢ 7 QE‘?"

3 r Ve iy ¢ i “ o Sy -
¢ i R - » oy o ” ;
(1*}:‘;;? }3;‘? E’?’ (1.’}(3'}3‘;% w my ) 4

{1+kF) {2eky)? 9% (laky)© oF

&:?i 5 3 .
f»ﬁ {“ §1 ? " 3 »
i3 » <5 +RYIV 2 o) (4.6)

b)Y De wergoelljiingen (4.4), (4.5) on (4.0) worden sammerkelijk vezesn-
voudligd door in naveloing van ~seandtl Lo begrip "grenslaeg” in to
j woeren (Prandtl al
1‘31.} do viseeuzo stroming lenge oon vand wordt aangonarien, dat da
doal t*@ﬁ zieh hechten aan &8 wend, dus d+t duar ter plastse deo anclhsaid
nal m» Jp auige efgstapd ven de wand zel do snellodd {o het rlgencen gon
grote waarde hsbbem, dic rasmats do afs. and grote? wordi_ nadert tet de
“"‘y"‘«ﬂ?’lﬂ van de aneihold, dio sen zulwvore ,m%nmmlatmx:xm{; langs de weand
hoaft. Do rerandeding ln deo snmolheild is +lek bi) de wend het prootaet.
i Anngoezien ds gsehuwlfspomningen sveursdig
3 ziJn we' de gradifnt van do swelheid
\ : § z8l de :roludfspanning vlek b1lJ de wand
| .-~ groteX lip Qan op enige afstamd, zodat
i ~ 4 n het oatste gobled do visceuze Lrachten
I Sy te wmmmiszw "ziin t.0.v. de magse- en
o } i ,;«f drukiachiten ln de stroning. -
P ,e ﬁw«fmww”’? De veratderstelling, dls aan de thoorls
L 2T FTE deor gra slagen ten grondaleg ligt is om,
u ‘,ﬁ»fﬁ dat ellcen in ven dunne loag langs de ;
frr"’? wand, de¢ gronslasg gomaand, dewe viscouze
krachter. dezolfds orde wan grootte deglt-
- fen, a2ls de nasse- 9B drukkreshten, torwi 1 21J bulton doze lasg gohosl ;
. to vorwaarlozan 2iin, In dit gobied kap (o atroming (de 2.8. wvrije stzo-
‘ming) gehoel als potuntlaalstroning wordin opgovab.
; flot {nvoeoren van het bogrip grenelacg defust dus o) ot maken van
sohattingesn wocr do grootic ven de terner wven versehillopd maimh mwm ‘

%
H




sy _
wter An da differontiaslversolijiingen van Naview-Stokes.

aze schattingon worden :eestal gonamlijker genaakt door dinon~
alelozo groothodon in te veeron. Neemt men dan aucn, det de dinonsisloo?
pennakte termen in de differentisalverpgoliliing dezelfde orxde van giootto
hebbon, Jen wordt de verhoudine van de verschillsuds bijdregen goleverd
door kontallen, die avencens dincnsleloos gljn. On 41t ult to voeren
weprden clle lsepgton in do riohting van de vapd uitgedrukt in ocen 2okere
standaardlengte { (bv. bi} de stroning om son vlieugelprofiel do profiel-~
koorde) en alle snelheden in deze richting in con zelere stendsardsnel-
neid U {bv. de snelheid in hot oneindigs vam de wrije stroning).

Alle afstandon tot do wand worden o ahier aiet in . ultgedrukd,

naer ia sop lengte 6, dis lator goniakkolijk met do -dikte van do grons-
lang in vorbend gebracht kan worden.
Op deze wljzo vordt dan

zwfx
y=oy (4.7)
nwe Ju'

O asn ds gewtimﬂ%imwm;elij}:ing {4.5) te kumpen voldoen door twve
tormen van dozelfde urds van grootte wordt dan gestelds

Vv ow “?“Uav? (¢>8?
VYerdsr hoeft, dmer in de vrije stroming de wet ven Bernoulll geldis

22 e ) ¢« Ra
r: (" ¢ %) ¢ 5 ¢,

de grocthoid p/q do dlwensle van het kwadrest van een aselheid. Het ligt
dus voor de hapnd te stollens

&
;g".ﬂ U2 %w {4.9)

Door deze substltutics gean de vexgelijcingen (4-4), (4.5) en (4.6)
over lut

2 Y ETTE # ¥
R PUNIIE WO TUPRUY USQEIE (RS9
;)‘t ;j’x C‘" 3 L

i v = x'y’ e =~ x'y'

- ¢




- -, [
: .-H.,. 1+ 2 k¢! t {(4.1™m
g i"’ﬁx + vby§ iw-'* 5 k A ).y ; w o . {4.22)
Do verhouding tusccr do linkexs on mm‘:%w(l.ﬁéa% zal dus worden gorovaa
. & v U oL
door het dinonclolcze gotal: LU el 7
: }w E‘u. ' (8

i
Hot gotal R - ﬁﬁ, ot21t hot beokonds dirensicloze getal van Reywoolds

voor de ctroning weer. v dirmcasioloor gonaakte llaker- en rechierlodon
{u e werpelijwincen (4.10) ao (4.11) imllen dus slloen dan dezolfde
srde vivn Srocbie heltewn, ipdicn poldd

w #
g" y z} mx”} 2‘
BLY 4 stroning on vilegluigvicugels heeft hot gotal van Hoeyeclds
‘ { .
asn grole weards nl. vaa de orde 4..07 zedat &/ f de grovtoto orde

E
" uwgaft. Dit betekont, dat allean ir ecv dunne iasy laogs 4o wand
do viaszuze krachren vau dezelidsc ovrdse ver grootte 2i v aln da nassa-
#n (Mukikrachtea in ds stroming.

inodat govel As het culdel 101, dat san sanial teXten in de verge-
1isning ven de opdd &0 = R/ 2 of Xleixer is.
PLla vormosrlozsivg van doze terr@n voent tensleite do earstoc wver.

R
e W

golllwing do voIn eens
¥ 1 L] H - 2 $
vy i ) L 2p g -
,@*&W ¥ W ¥ o R L 4 Enobsan gt Sk wedeene G geowdiage ( P 1 kA a.
g ¥3 22 @ xR
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Bis do teede vernelllulag vait o de sarate nlasts op dat de torn
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Uiy ds tweode vergslijiins blijlt dst de druieradidnt in 4e prenslass
in ean richting loodrecht op dc wand zoso ‘;—‘m?n is, ton aes
Bi] 4» sironing lengs de viakke wand is zij, ondst ds kromtestraai
oselndig groot is, in dezs bemedering, z31%fs nul. De druk in de greng-
lasg ls onathankell Jk van de afstand tot de wand. D1t gecft een bolang-
rilke versenvoudiging. Hoewel dit voor oin golraide wand npiot gcheal

‘ %aati (het linkerlid in+ stelt de soitrifugaalkracht voor) worxd:

Jwel 2li1l)d deze veronderstelling %n de borokeningen aangshouden.

BL] een voldoend grote kromtestraal is dsme benedering wol gecorléofd.
Cok iz de oorspronkelijke vergelij:imgen (4.4, (4.5}, {4.6) kunnen de
te¥men, dle in de divensielozse vorn wosgrlaten zija, matuurlijk ver~
waazlggsd worden .
« t goeft jonslotte de vergollfkingrowey de grenslaegsironing
in de doox Prandtl gelntroduceecrde vorm: %
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TrruszevRe -8 o (4.16)
Yy
TErFeo. (4.17)

“in de vrije stroming, dus in het gebled rasxy > & is, Lunnen do vis-
cositeitstermer wverwaarloosd worden. Hier kan dc stroming dus gohoel
als 2on potentiealstroming worden beschoiwd.

Daar geldt voor @Fuk on snelheid dc wet ven Bernculli

Py~ 2= % o (4.18)
zedat, pok in ds grepslang geldt

-—%%nﬂ% {(4.19}

er de verxgslljikiogezwarde gronsliaag ook geschrieven kunnen vmiden alsi

X ta wu 4 "!2»‘ .
“'uq.u({;—g\-f v%.ﬁﬁ-’?-&-% (4520)
3% e 4 u¥ ~ X };y‘-.

‘Ben sersts methode ter integratie van het stelsel differentiasml~
vergell izingen voor de leninuire gronslaszg bl) de twee dluensionale
atroningen 01 esn opporvisk ls gegeven §oor Blasius ¢ @ ¢ en later ver-
LetaTd en uitgoweTrit door | th: 3} '

Laat do sopellaid van 7rije stroning lengs ds buitonrand ven
e grensisag gecewea zijn dcor sen rashireeks, die im ecn zsker gesbied,
-met inbegrip ven haar afgelelde sovuvargeat

5 N ‘ . 28
U oo wE  upxt e - o=l BE

weorin x &e booslengbe langs het oppervlak, gerelend venaf het stuw-

purt voorsteld.
O het stelsel differentiamalvergelljkingen

oy 21 %} ) ‘zszu
sl 4 * { l)
U Y T « U g;g . 5
tu, ¢ |
.‘?;‘X * ‘5% = O (542)
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tweedo "’Qm"”‘:ﬁ’.s..xw;_a.lh\;g PReG oA

[ (5’:4)
3}'
7 o= - (5+5]
toxuilil de fumetiev = & laugs s wond.

VooX v wordt nu veropdorotoeld, det :i) e ontwilkelen iz in esn
raeh 'm«"ha mam T mot sooffleienten, cd.e voorelsnog onbokende funsctles
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;y
. . ’ 5 . s
e Fyomoe BT 8 % 27 o ma By i (5.6}
ERT Y & ‘
L5 .
I e -t
S Y el
fE !
|.,- i ﬁ. B s - N
AL WG R 1D I L, i , ' {5.8
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*w,m enlongtigo m@f‘i‘ie*én%n van 22 het volgends stelsel vergslijiingen
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e aprste W%wijmm is een nietb-linanize 4 i’mmmtimw«wganjmng
o do functie ¥4 ¢lke wolgends is sen linsalire diff.verg. van de 3Ide
orde vl no #ia*spgelost kon worden als de voorgaands functies ?

sevouden Ei In.
Dooy sen gesshikie tmm;&m atie mx&m dazeo m:cmliumgaa o5 tm em&
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balalkenan.
rdoor wlj cnafhenkeli ik
As wvrije stroning, zodat de
e yereerd ken worden. Het gelukt
;xms;%?mm ff* p b8Deun e stalla . als sorn van fupcties, woervooy
sen derge.d ke handelwl lue W’ﬁ* sud kan worden.
Juarioe vordsn de vorgelllringen m @%mmmm
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can vorden de verges ! fkingen veor doze Doactises
i& if 24 ""ﬁ?}
3 ,?M‘* (5.21
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;Agmm vorpelLikin en kap men dit vroses herhalan
*”m&;*‘*m gulliboar. in 40 som wan Tuncitles, dle
vanties, wasrvo,r de differontisslvergall lilong
gaveyr asnalheld: verdaling-

2t omantel vew (eys Tunctles uligerelond an

} afle lunotlie et e Azzmp FEN 48 voor-

£ euvigheid op d8 duur af door -
snfal terrew van 3¢ Isels be-

o w20 T £ . ‘?‘?f

1‘7“'\2* 2
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al, dat mem in hel gshesl nilet
4@ Pwoks: v v convorge@dt,bif een
wrs U vervild is.

vernonde n dat de convergentle, zo 21}

6 Rat verboud tuoses de Wl’”ﬂ” 9%
an @ﬁi‘%ﬁs Terma L LGNS JOCK st

wgz M,mm afi Fovds opgemorki, dat de mwiij‘*iﬁma voor 46
gransl “w gw ureven Kunner wrden in een woim, die grote
v de ve rooll fiin voor ds warmtegeleiding.
: ; Daastoe worde de stroming letas
- g - {»5- el SIS R S nauwvtaurigey beschouwd. Zoals wol
o - de Lhand ligt e wand een stroom-
) , 11 3n voor de stroming.
N R o e Is ¢o potentimsletroning bultem de
N “oat prerslesg vormen ds strPoonlijnen
TS &n mmiﬁomm&mm,ima twps
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Aot 1s nogelidk o
ﬂ’?ﬁﬁ&mmamﬁ in to “*mw o
Ook do rand wen do rmmm@f@ in @an stroonllijim. Lls eodrdinavon

*:Ma punt in de grenslang. «oar as stroonfuactie bilffe beglosn,
2nomn lngevoerd @m weards ves de sLye niy motie, tavens de %mm@&
rotentloplfuoetle senpoornt Iln bad unt vau de Tend van de grens-
mmg o O As m“:e.@ wal door Lat besc wuwde punt in de arenal nag.
reay! i*ﬁ“-mmm bastant in de greasl g nlet, el echter de stivom-
s rvan Lat bestssn irmera door ©@ continulteitewroell Jkiog
Jauxporsd 18,

we doterainenst van Jacobi van deze tersoynaetia ls
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codrdinacte ja, daar lun de grounolasg ﬁ% = 0 is, golifk aan
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deze ox8rdivaton wedt de vergell fking {5.1) gebiulk makend van
do poletias
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i woRrden.

8B voor wWe w» g0 geat, kol in 4Lt got led do vergell jkisg vervangen
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‘“‘M o yho”
Do ”?&W!m ng van dow %%M’;M@ Jiing mo  dc gegeven rendwoardss is direct
z‘ we
(D) m e $

o W v grae (6.71

2V o (@ =5)”

Vor ¥Yarman en Hilliken ;zm 5] e
polynoom im 2 benaderds

2, .
"{T{g\}}} £ ﬁ e ,11‘%{;%‘ @?w ﬁ P wse s ($”a}

ken nu de gogeven funotie ﬁaig’gg) ey oon

e PN T T ORE S S 2 e o, A8, S |
s gubstloueroen a1 resulbast o do Tomelos f’ { ;‘“}

e numosiaro uitworiklry wordt 1o de inlegram) serst gosudb-

%!:W

g W‘%@w (6.9)
an A8 2o fz@ﬁ%@% intogmol Javert dsm voor z(P) de uit-
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n veor d¢ wasrsehiinli fkheidsinte~
o woldens
; myatdiik ca 1§ esen gegevon snelihelds~
Wiza@ bulten do Mwim de snelhelidsverdsling
U‘; e Tokenoey in esn oaxste bemadering, dle altems
eoho godragveRgrote v, dus grote y goed wooxgaelt.
ﬁ’i@% can Yeop Faymem v iillkan om au ook verdore banederingen
e lelden W'fmi% op grote nosillicheden.

X vmﬂ%@% in hwp miport een benelexlng ?Q@W% voor 48 oplossing
1w w &::mx% wan de wando. ﬁm iv do latexs literatuu? op dexe o thods
rovded wiet is ingegesm, wordt 21§ hiexr riet wverdsy bdesprokem.
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esyMp
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vosw. niet m&wﬁm% mhmi%nm; ondat in de Aife. N
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fomatie mmxmf pa levews, wearven do oplossingen asynpto
op do Juiste mamie® dDennderd m %Mm 3




SR .nd Iwes v GROCUL VB0 pogaiy] SUWaBEM oli gon conpronls ot stand
vl MB@M; tussen de methodo van HowarTth, wesppbver hot asynptotisch ge

dreg
de oplossingen vriliel nlets Lolmod is. on dle van Von Xexman-iI1illiken.

~ In dimonsieloze groothoden ultgedrukt orden dus de onafhanksli jke
ragiosbelen in do vergell jkingen

R il s (6.13)

#Bn verdedT watdl

non sen kloine vernadoring Angevoord deoxdat gosteld

woxdte
a* g‘w, i %’*l@ J
1 e g Jkk,g,w { )
fzwﬁ Uax /24 @
o
& 2.2 n
A0 orlaabs Vvau g e 5 (U =-u") vordt nu gesseld
Zelefel-yl= ifg (6415)

yerg .
”) veorgelliking voor ¢ wordt nu een nlet-limeaire partidle diffy ven de
2o ordes
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md5) ?iiwﬁ‘—wg - (ws nep - 23 :,%3 - "ﬁi‘ﬁ L(2«L) = 0O (6.16)
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mat nls randvoorwaarden
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o Y
Hietbli) wordt de grooitheid 3@{? %%év in aan nechbyoshs naar £ ontwikkeld
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worgel L iking kan gomekkellijk horleid wordon Wi de vorste diffeven-
: gaﬁm?ﬂ 13% veo Dlesius, die door Huvarth en later door HAariree
et LI Juonde? m;m desrd en getabe loord is, ud. door de sub-
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MOBLeT denkt »u woardss in manmf“'““zg nrs Hovarth de funstie & ook
ﬁm oon nachireeks saer £ ontwixkiold

{6.22)

rficienton von & vindt hij
n voor 4» functios £

[P I SR B B R 2 Fag,. "bar? y o8 PR By e . ¢ v 1y
I T D T i TR S 4 S0 [N w4 e | IR O b oge
"5 i oty R H »mm} B R i L } “{ J

£ 4

miju £0(0) » fefw) o G
romaun sicehts de funet . on i’awf .y Yoor, zodet de

CT0LEenA0 Tuncties £ D& olkeary bereimpd kvanen uorden.
nier ktn nep, evanale Howarin det decd, do fuuciles £ splitren i

won van functics, 4i2 alot noosyr vap de codificidnten 3*:’ afhangen an

dus eans en voural bershesnd inneo wordsn
Hat voordecl wan deze rethode boven 4 ¢ van Howmrth wordt duldelljk
ale mon het asymrtotisch gedyrag voor grote n wan de Tunctles omderzoskt.
Dle vordt gileverd door de ovlesainge:s ven de vergell king

Vol
T o
% ¢ o €' o« 2{he TP w2/ ﬁ'mk % (6.24

K

“n het Yilzouder 45 voor L e © het asynottisch godrag bepusld door de
splessling van dve vargelilving

. . . #
Ih 4+ nre-2 £, ~ O {6:259)
e
. % .
te epubstituarep ”fﬁ - sl {; it iot nen voor 33 dn diffe-
\meﬁk QQ% wri:ﬂha‘* '3%%3%
:}f’i & :;w:t':wx, % - ';ék %*‘\ LY % @ {3 gév ?{@%‘

do vorgelilsing voox & funo%les vin lebexr (funetvlen van de
Lecho ovilindey).

s wolgt dan fde asymptotieshs ontulitwoling (hitteker-vatson
: « 1 s Ay i . o
f me & 1. “”""M@’* v eeen { (6.27)
o : 2n !

Wm gxiednuhds kan mez bewozen worden, det 4o hoofdters in de
‘ Mymgwmmm mmﬁam}.m vanr de oploselag van de hoo @@;mm mmall%nﬁkw,
dte witis o) mm;mm% is

oY 2y p-tie3) | (6.28)



ToRAT o8 verhoudiag §;‘ zleh asymptotisceh gedrasgt als (4% + 1),
A A

%ieruiﬁ volgt, dat voor grote wrsrden vaa u allecw de eorsie term in
s TeeXks een bDelagngrlfke i ldrege levers, z.odat in dit zebied de reeks
Y zoed oTaikbhILT ise
... Bi§ de asynpiobtlsehe ontwiikeling vy Ce oplossingsa ven e
wil.verg. ven Howartn tresdt dit nlet on  zodat op groud van deze over-
gffinag% de methods van Langler lnderdaad 11s sen verbetoring beschouwd
D woRase .
. ¥eu nader onderzoek ven dezs mathods is sonter nog nist ultgeveerd.
Yooht 21) asn de @oor het asympiotische gudireg gowelcte varwachtingen
nldcen, dan is zij ongetviifeld de beste ven ¢e tet op heden beksnde
sersioningsmethoden. :

bon verder geand onderzoek 1ls dus al'eszins asn te bevelen.

G detuoden, die gebraly nalen ven inftsgroalvoorwaardsn.

Blj do prackisciie borsikeningsan van greuslasgstromisgen, dle nodig
zije ey berekening wen de wrilvingswesrstard ven vliegtulgvleugels wil
Gex ln bel 8lgerneen anel $ob een yesulteas Konwn, 4ah echter niet zeex
aEuwkenurig bshaosit te zijn, daar de veereuand vaa het op de laninaire
sranslaeg voigende sbtuk turbulente grensiasg dcor de uitzonderiljike
oEapllisetie van de strueetuur dezer sbtroming tesh niet e berskenen welt.

) Moo zal dus la de practljk ex de vwoorXsu¥ a&sn gevwenrd gredsidagsiro-
alngsn op een snsile, doch nminder nsuwleurige wljize te beTekenen,

Lezo berekeningss worden gelsverd door de z.Z. imntegraelvoorwasydsa,
“ie wuor het esrst door Von Keimam ¢ 4 | sungegeven zijn en dcox [ohl-
navsen practisch toegepsst zijm. {19213.0%)

Sedeziglen is 4o methode zecr vask fvegepasty dnor Howerth is zij
is ear mes¥ bruikbare voim gebyracehi en mog, iater heslt zilj sen verm ge-
iPegen, 430 zesy spel! en handeldrar is.

Bat sssentidle, dat 2un 23 48z6 methodsn gemeemschappsiijk 1s, s
csiver® hetl verloop 7anm 38 snelheid in sspn doorsnaede loodrecht op de wand
o functis van gen vestgelegde vorm woXdlt aangspomen, waarTvan de ¢odf-
Tloionten wap zokere parameters sfhengen, 41: met ds plasts ven de doof-
LGOS VaTEMIe SO

Uit 4o grenslasgvergelil jking worden dex vergelifkingen afgelsid,
“io 48 efhenxelljitheid van 4de peransters van de colrfinent lamgs hat
cusatvlok loverepn.

Hint voor olk probloen: is dezelifde arnname voor de snelbeldsverdsliag
dosityelfsad, or zijn uit de aayd 48T sase wasr vele mogelijkheden, die
C 6 varsshillends gevellesn verschillisade zcsnltzien gevwen-. ila voorbeeld
«ld wu vasproken, de methods vam Rayman~Pcilhausel en de dirset hiexult
Sriclzide te thoden.

e voigellilking Too¥r hed npulstrauspors.
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\ P e ad graal [ g u dx en d¢ impuls
L e o
L ﬁ i) ﬁ;" " ¥ &.OOT’
o ;,( 5 y‘/ 2
.4'4. ! .i Q u @x
Nt . [»]



pOOT de rochier doorsnsde wordt naar bpuiten £ Transpervesrd e3n noe-
vaeliaid inpuls van
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/ 2 F 2

g u + i 15 a
0} &y % LI 4
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PardeT wordi door d4a buitenrand van de grenslasg een vloeistofhosveelhsid
(av} &x per seconds verwi jdoxd, hetgeen =un impulsvexlles geeft vaa

¢p het linkaraahﬁidinga?lak_warkt ssn kracht in de X-xrichting
n
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;P Ay
)
a8 op het rechier
n a

g s
ui,pﬁy-b%j’ay,
o

o
Verésy wazkt in het stuk langs 49 wand in de X-richting esn kracht

?;‘o o d
ale "a‘” de schuirspeoning langs de wand is.

‘ﬁ‘omassim van 4o stslling, dat 4s toenanme wvan o impuls per soconds
golifk is asn de som van de werkonds krachten geefts

0w n

% 5{ P ayex - Tz = & qu uz&t + (qUV),8x .

Yolgens de wet van Bermouili is

£.08.

n
%8 ultwerkes ombotoat de vergslijking, elsmog W, = - / S2 4y gezet is
o‘ 4
“+ F N h by
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4B 4 di.ffcmr.ﬁiaalguotiéz&%ar de bovingrene weg plijken ts vallen.
Toneinde doze vergelijilng in sezvoudige? wvorm te schrijven wordsh
ingerosard de girootheden:

»
. 7o, .
8y = 5: {1 %}d;y (7-2)

do zZogonamnde “rernlantsingsdikite”™ eni

b .

= f’ . 23 ) e

&, / uil g)ﬂ?ﬂ {73}

ge "impulsveriiesdixte®.™’ |

1} doox Se viscositeli neemt &2 suelheld in de grenslasg ar. BEF wordt
dus minder vicelsiof door sen doorsneds getrmnsporiesyd dan io het
geval, d4at er tol de wand polentlaalgiroming wes. De werplastsinge-
dikte 1s de afstand vasrover &s wend varschovesn moet worden om een
rotentienistroning te cornstrueren, waerblj mot dezelfde vrlijs stroming
evVedvetl Vvioeistol door een doormmede getrassformesrd wordt als in
de werkelljke stroming.
Analioog hilersap is 48 impulsverliessdikte de afstend wsammr de mﬁ
verschuven moet worden, indien mex esrn potentisalstromin

wanrvl} door een doorsasde evenvsel immla tm Wm& w%ar ;.
in és werkelijke stmmﬁns | g ga 2 iy _a?w




) wwigelijking bliikt den gescnrevan te kunnen worden als

T d& by
;a%“%“‘ﬁ@@* £ - (7-4)

S%We&atiseh kan deze wergalijxcing atgeleid worder ult de wergelljking
ko vay Prasdtl door op te merken, d4at, nu voor de oplossing als een functiie
_wap y een bepaslde veronderatelll n.g is iugevoerd, het nlet reer nodig is

om deze lsadtsts als differsatimalveTrselllking voor y te beschouwen.

- DaArom wordt 2i] geintegrTssrd nasr y tussen de grswzesm O en .

b m eorspronkell jke vergell fking dient fsn on veorwserden ie stellen asm
@8 %o kiszen functis ¥oor u voor ¥ = O.

mgr voor ¥ 20, 1 = Q@ en v = & wordl 4o vooiwozrdes

-

2
] g'g = }9:?;% « (7&5)

Andere voorwaardsn voor de functls % » ${y} worden gevonden door de

grenslasgvergell jking te differentisren, bv.:

- B Py . b
]
8 , A
é““%“ (‘j‘%}{;#;} ¢ (7,8}

»

In plasts van y vordt gewoonlijk ingovoerd de dimensieloze grootheld

ﬂ°§9

wasrbld & sen zekeres lengte voorstelt, die wan de beschouwwds doorasneds
afhapzt en dus eexn functle van x kes zija.

Het werlocp ven de snelheid in ds x-richiiag wordt voorgestsld door
-een functie, waarvan de varieile met ¥ eenvoudigheidshelve wordt
;wserga@aven dooy, pernme tex Jesn

§ = A (7.7)

Toor /| wordt messtel gokozent

3

- L % 2 2
PPy Ao Lot k2 o u &7 _plr.hT,
s {3.‘;?:),13«0 .- AT s B (7.8)

#ls R hat getal vop Reysoldsxmet de stromirg is
R - %k

1
|

an L eon zelwPs karakteristlcke longie, bv. de proflelkoords vooratelt.

Kilest men voor & de dikte van d2 grenslesg, 4.1. de waardeswmy
wasrbi] uly) = U i, dsn worden de uitdmikkingen woor de veorsciuiv
Pesp. de inpulsverliiesdikiss

g7

By =& 4y =D éf’u»r)an ; - | (7.9}



B G by e e ) Xle-Eidn | ‘ {7-16)
i o | v
" ’ ':r - ég. ,
T iz L. .= (03' =0 3&»“‘5‘ %,q v=0 {7s31)

% w vijze ontstaat dap ds volgende @irferentisalvergelifking voor
,,ﬁ ale fuactie m xt

&5 - 8p-hgl f'é Agﬂﬁ“&“ Ad2 §1> (7.12)
W oo 2 8y

?ahlhwaan hesft nu als verdeling £ aangenoned sen palynocm van de
4 onds, dat voldoet san de mﬁmowmdan:

=1 raz.,?-ﬁ 2.0 » {7.13)
o0 ‘Bq
7}‘* ) L=0 ,
Howarih heeft 82 in bovenstasnde wverxgellijiing optredends co¥fficiSmten
,fi’ %— s L“%- en de comstante als functiea van /| getabellserd.
'30

Deze methode 1s in zeer veel gevallen gebrulkti.

et het ocog op heot ontreden van d4s twesde afgelelide wan U, 4ie in
de moesite gevallen door mumerieke differentistie govonder moet worden,
is het rasdzasm de methods in ists andsro vorm tos te passen.,

Been daartoes nist als ecnheid in de ;«riahting ge grootheid 35,
hii ot o &2; zodRrt ¥y = ﬂzcaz = !‘3&5 »&2

3 = 8355,

In plaata ven /A ;ce.rt men in
5 R
Aa = .-g.. .ﬁ' = f& ,Azz = n%;;%} > (7°l§)

1’1

Ha enige herleiding wordt den de lapulsvergelljking

2 - \

v % {fuf; ) =2 Tym (e 8350 = E( Q) (7.16)
waspin s ' |
e el (7.17)

¢ e | ‘ | \
Mﬁwwmnmmmrfmw functie H worden bepaald.
De mrgslijking kan st genekkelijk worden omlmf :

. De methods Pohlhausen diijkt ean zser goede hemzim te
in het gebied van a.?nmem &ruk. De smelheidsprofielen stammer




e.um oversen met ds ma% nee® exacte metlicden berehkende an met metingsn.
'1n hat gebled wean tosnenende druk blijkit zij cchbey sen sls thtebenads-~
ring te goven, in het bijzonder bi] de bepaling van het punt, waar
T‘ = O, waar voorblj een ﬁexugst‘*‘omn vapn de grenslasg vlek achter

&& m& cotstast { hier wisselt »gé van tekenl}. Dit punt is uitamate

"'%glangrijk, wapt deze torugstrTuming is alet stebisl, er vomt zich ean-
‘bi@d ver warveling achter dit punt waasdooxr ds gmms‘i asgstroning ge-—~
beel ophoudt te bestmani hier laat de grenslasg los sn de weerstand
- wordt dooT het optreden van ds wervels anmmerielijk vexrgroot. Hat is
‘3w van belang dit punt onligermate nouwkeurig te bepaien. Daartoe ziljn
é3 in het scPste dsel behandelds methoden bdater goschikt. In het ali~
"gemsen z8l s stroming echter Teeds ¥voor het punt van loslaten insteblel
worden als het getal van Reynolds msar groot genoeg is.

In 4it geval wordt de grenslasg turbulent, zodat gahsel endexe
watten geldan.

dael kan ale vaststaand wodden asngencmen, dat de turbulente greas-
lasg gex grotere stabilitell tegemover loslaten bazit,

Hen exacts mathenatische theorlie wvan de wurbulente gronsleag
vestest tob heaen gsebler nlet.

Hisrriede 13 sen overzieht gegeven over emkele op het ogenblik
attuele methoden uii de theorie der lumimaire grenslagen.

Toel is weggelaten s.a. de berekeningsmethoden, die gebaeseerd
2iin op 8z vervanging vam de dirxematiaalve:gmi}ki diffaren-
tio - vergell jkingen.

0ok ds methode van Pmﬁtl%ldswin, die ., uitgaande ven een
snelheidsprofisl, dat voor ean hepaslde é&oorsne&e geldt, het spelheids-
profiel is wlgende doorsnsden berekent , is nist behan&atdo

Yols smdere methoden, dle in de literatuur te vinden zijin, hebben
gleehts nog historische beteXkenis of ziin slecnta Toor zesT sieciels
FProblemen geschiky.

~ VYexder is hetl pwobleem van &¢ stabiliteit van de leminaive
styoming, tegen Xleine storingen dat op het ogsnblik als opgslosi
bemhoma kan worden, Iin werband met de grote omvasg 4ie hel wvertoond,
piet behsundeld. ,

U*t aa %rgmii’dngen van Bsvier~Stokes voor de stroming van esn
visegeuzs vloeistef in sigenmens kromlijnige cobrdimstem wordom in het
speciele geval vap twesdimepsionale stroning lengs sea zwak gexromd
‘oppervisk dn grenslasgvergell jkingen var Praandtl afgeleld, dis woor
pan viceistel met zaringe viscositeit gelden. Yun rschthoskigs codrdi-
naten x, ¥y 2ijn zijs .

. "y, && ’\ ;.\
Bu, 408, pBa .22, . pdl, X
. s o oo 3 ¢V < < »

.
TR 3, S {0.1)

fierin ste ¢ U d¢ suslbeid iz de vl je swcming bulten de gronslasg. :
wrory ¢ ex ¥ do snsiheidscomponenten in de grenslsag en v de visccsibaifa

Van & wverschillende msthoder, die in ds literstuur beskend zijn ;
qer integratis vsn deze vergelijkimgen worden snksle besproken d:ie
aiien alleen datrokking hebben op stationnaire leminelire stro



3 DBe motvhode vap Sissins-Howayth.
De stroomfunctie /, bspasld door

g EY 2
u & .:“""‘“' Bl i) o
TRy et Tx (0.2}

wopedl ontwikkeld gedacht im een mmchbreeks nmar x met coéf Ticisnten,
die funetiss zijn voor ¥.

Ve 2700 1 4 Foly)ex® 4 seeses ,_ (0.3)
iz U eveneens ix een machizreeks pasy X ontwikkeld, ‘
=
ﬁ"ulx* hax P sesese (0»4)
fan levext substitutie in de grenslasgvergelijkingen eon sztel differsu-

tinalvergeil Jkingen voor de functies ¥, ven y, dis achisreenvolgens
opgelost wordel.

2 Bg nsibode van Katmeu-HMililkean.

Daze berust or ds soalogis van de vergelilikinpen voor 4= lumipaive
grensliaag en ds8 vergelijiking voor de warntegeleiding sls men in as
seXrste als codrdinaten in do grenslasag invoert de strocmfunctie iy’ bene-
vans d4e waarde van de potentiasifuanctis # san de rand van de grenglesg
dugs in de vrije stroming. 2.2

De va'rgeliiking voor hed Yemergisdetect? z = wordt dens

. -ﬁ‘ﬁyl“g %. - | {0-5)

Met benulp van bovengencemde spalogie golukt het Von Xerman en Milliken
298 besaderdvoplossing te geven, dle het ssymptotischs gedrag wan de
funotlis % op grote afstend van de wand goed weergesth

Het vinden van betere bunaderingen wordt eghier z9eT geconpllseerd
et 2z ip verg. {05.) ouder het worteltekem voorkomt.

£ e _pethods vaoo L?%ler.
| Maogler heeft cen unificstie decogd van bside vooraigaands retho-
den doc¥ sls dimemslieloze ec&&xnaten wesT Iim te voeryen ¢ = _*.}: 8B
‘ : ‘ 7
NS o

"‘)QW

V2 7@

mesd in plasts van 2 ip bte voarTens

. E*l*ﬁ‘l”"’l“i%
Voor 4 nsent hij, analocg moet Howarth esa ootwlikkeling esn van de

WO o - .
G o= Eosm ffa(’-”:} ’€ .
P K ¢ B

en €3 gegeven functis _2&7 %% dis im zijn vergelljking (6.186)
aptrarae}% oxxmﬁr..kelt hij ook in sen reekss

%&% ﬁg f.g



m ¥

ﬂp deze wiize mxﬁt voor de functies f (n) eem stel dimmtm-
- fancties goven volgs mz.fm-bmmt godrag
ze volgens asynptotisch '
der oplossingen weer dan die ven Howarth. Hij heeft echter het gedrag
umtm@mmtwmmt.

nommtmmutmbmlijkugmms
aowmmmmamwum,mmwnuta
vexgell jkingen wven Prandtl wordt verkregen. -

xet bmlp m sen recks anelheidsprofielen van omgsschryoven L
- gedas {vierdegrasads men) die ven een parameter /\ afhangt vindt
mmﬁth&nﬁﬁmmﬁﬁd&gmh Mﬂaﬂmﬁmx,
: worden, zodst & overigs Mum&bh
: mxamwnmwmmpm mb ‘
' mm.md:mamamaomwn:mz
Fesultaten lswert.
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