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Vanpf (~ t)t het ei.nd::' 'tr::i c'::: b1a~:::e.ice aldus verander 
Het vlak door hot <:'liridp 11 ."lt •;rti~ f c:·11',Jnwijdig a.an 1, en 

1, , i.'io.:·dt t. o, ·vnn het ft.~1:-e-.--,.l k. ·,;oorgeste1d door de 
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'.:l)t .,Ook'de l1:entallen 11 te ver--
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Gaewt men ::i,;1 ( 16.il) vc,or den index vrnarovcr niat gesommeerd 

wordt over tot het ar-1sem.:rt,.;.;:_nc1 ( k'. 1) dun v·olgt 

( -/ 'f, 'I) 
.::n 1.;d t een vergelij2-.:ing J!lf;t ( 1/, l ) volgt dus dat de inte.r-· 

d . . k t ""1 A J:' • . t "l •• k . . d A I( • ~o 1a1re err B..t. en ~ Jij1s gc~ij~ Zijn aan e 'k' u1t 
. ., ) 6 t "J.1 11 r,oodat nehteruf blijkt 1 dat ~,i.j goed deden :i. n ( . I ) 

te getruiken .. 
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ff (~~ia opsave )"11 WO?"dt (Zi.c da opg!·We bo~en) 

~;"schr·s,1..:n ko.n worden ale de 
ven twee v·en:toren, 



~ h-Q')... 
3~~\-s-- l 

3o- 3 \ 



':'""1 
,:, ..,,,_,,.',. 

'l 
,1 

' ~ 

I • 
l,; + ,,: 

l 

:::: 
~J 
i, ,}-

' . 
L.f{.'Gl_ 
:1; •\ 

het assenstelsel 

+ 

( + 'ltoor het + 
l ~- vco1· 
"',;;.,. 

) 
) t 

.. l 

een vorm 

" -

i or 

i. 



bl~:35 -® 
blz .• }5 -® 
bl1;.,J5 -@) 

l"oria:: ... ({r,3) wordt (35.J) 
torm. ( S5,'f) -.ordt (35.S) 

hier komt nog: 
lnd,erdaad 1s ook hier · " "' 

I I I .J..I '\ "l.. • t ' 
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blz. ~7 -@ tuasoh,envoegen: . ( en d~s de index + t ot o is) 

blz: 37 -. @) a .. orthogonaal n onderetreepen. 
""'® en@ . in b~i4e _gevallen vervolgfu) met~ . 

, , •I . , dus niet in de ru.imte-tijd-wereld der rtla'ti!iteit 
::&1a!~2@. tusschenv 1Jegen: van 'J1.,Jc . . . 

bl.z.· ·.•·· .4. 2 -14. tuescberivoegen: (en due de pljl van 1C-.A na.ar bniten .l· 
. blz .. 4;2 - 5 V wordt d 
· blg~4} - . - @ .. -@ en@ V wordt Cl 



RQletivistisoba Meohenioa. 

Inl;_~j_QJ:.....ng. 

De bedoeling van dit college is niet om ta onderzo·eke.u 
of de relativitc.dtstheorie a.1 o:t" niet juist is, 1.naar om de te9h­
niek ervan te behandelen. Hat doel van de Mechanica en Physica· 
is de waarnemingsoijfers zo~., te ordenen:, dat man na vela waarne­
rnin__~en de verdere kan voorspellan. Hiervoor make~ wij een gede.oh­
tenschewe. nnast de r'eR,1itoit, stellen sy:nbolen en regals op en 
~orgen dat een gebeurtenis in de l'ee.liteit een correepondeerend 
geval in het sahemu heeft. Hat schema is dus niet absoluut; er 
l~unnen mee.rdere 80ede schema's ziJn. De meetkunde van Euolides., 
gecombineerd met de principes i::: 1t .... ,.. an ectie is gelljk reaotie 
gfJaft :met de algebra een r~fgesloten geheel, n. l. de. klaesieke 
1::1echrnicm. vi,n Nev~ton. Di t is ean zeer gesla.ogd schema, maar wij 

,:i:;t<:m, do.t het slechts ten deele goed is. Het is gebleken, dat 
dit Fc:::.o: .. m he,~1 r;:oed a.an de realiteit beantwoordt ala .t'<< f er.1 - . . - . C 

•?-,, > .'> nm.,JsA. van het e).octron. 1 ) · 

De ~!!n.Ymlll..!S.~. £.~Jatt.r.t~ei,_ts~hs~.2.t.i:~ behandel t hoofdze.ke-­
llJk die gevallen, wear in 'V niet meer << c is en waa.rbij men allee,n 
OJ) de sne.lheden lHt. Do al~@~q r..~iatiy_lte~~-~th_q!)rie houdt zioh 
oak be~;ig met de theorio van g:i.•avi ts.tie en versnellingen, die 
voor de eenvoudige relativi...t_~Jtsthoorie etm gt-;;va.erljjk terrein · 
is. Zijn de wasse. 1 s niet la.nger >> dt:\n die van het eleotron, da.n 
lm:u-t men op hr;it gebied van de qu.nntontheorie. De oombinatie van 
d<H;e las.tot~- ~et dt; rele.tivitcit,stheorie i$ -nog n~t op in alle 
0}:)Zicht.:;n bevradigeu6.e w-15:::;e galu!!:t. Ui tgengspunt van de relati_.',. 
vi toi tsthool'ie is hot beschouwen van de gebeurtenissen e.ls 4-di­
raensionaeil. Wij :moeten dat.1rom eerst de 4-dimensionala of. alg~e)-
ner de n-di:tnensionale Meetkunde ontwikkelen~ ,.~ 
- - - · :... - - .,.. . - ·· ·¥11 :1 

1) Hat teelrnn ,;< betaekant de.t do grootheiq. links ta ,ver~ae.r~. n . . ~.;···;·~.·.~ 
zen is ten opzichte van de grootheid · rechts. >> is de omktUWib.g/~ 
'ffr,,n "'< · ·' : '. /0 
l('\,dit " • ,. ' \}'.i 



De Ruimte~Tijd-Wereld. · 
Dit is een 4-dimensionale ruimte met 3 ruimte-aasen en 

1 t~d-as. Een klaasiek 1-dimensionaal gebeuren, b.v. de bewe­
ging van een punt langs een lljn, b.v. de x-as., is relativia­
tisch een 2-dimensinpaal gebeuren in het x, t: vla.k ., Ret punt be­
aohl-ijft ~een wereldli;ltJ. Heeft het punt een gelijkmatige snelheid, 
dan is de wereldlljn van d~t punt reoht. Een lijn, die1~~ 

zijn punten gelijke gelijkmatige enelheid beweegt, gae'ft een vlak 
in de Ruimte-tijd-wereld. Twee aldus bewegende lijnen hebben 
slecht~ op een.bepaald moment een punt gemeen; twee vlakken in 
de 4-dimensivnale ruim.te anijden elkaar dan ook in edn punt~ In 
de 4-dimenaionale wereld kan men zich nog een 3-dimensionale 
ruimteJ hypervlak3 denken, die b. v. verkregen wordt door aa.n alle 
punten van een vlak dezalfde gelijkmatige snelheid te geven. Een 
bewegend vla.k en een bewegend.e lijn hebben een bewegend punt ge­
mee~. Een hypervlak en een vlak in de 4-dimensionale ruimte 
an~den elkaar dan ook in een l~n, in dit geval de wereldlijn van 
het bovengenoemd enijpunt, 

Opgay__e~ Bewijs dat een l~n en een vlak in de R-T-wereld in den 
regel geen punt gemeen hebben, door de l~n en het vlak op te 
vatten a.ls verkregen te zijn door de beweging van een punt resp. 
een lijn in de 3-dimensionale ruimte. Hewija evenzoo, dat een l~n 
en een hypervlak in de R-T-wer.eld slechts een punt gemeen hebben 

Me:n kan zich zocJ 1 n 4-dimensionale ru.imte evenmin vooretel­
len als een n-dimensionale ruimte, Om het steeds terugwerken op 
de 3-dimensionale ruimte te voorkomen wordt, uitgaande van de 
volgenda tabel een nieuwe meetkunde ontwikkeld. 

£~~ v-Co.l ½r~~ 
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A' 

2.uu ztj:, 
I< 

e:>.., d~ maat~ectoren '1'an~ ( /< 1 J betrokken 

,t k 
).' 

k I 

e" da kentallen van de mao.tve,~toret iran { l< 1 ) ) be-• 

troltken up ( I< } 

de kent!lllen va.n de maatvec-tortm van i I< ) , be-

trvkken op t, i< 1 ) 

Qv~E.§£~1:Y.J.Y.h'.16 van een contravatl~~.!Lmet een covel-riant!JL.~~0.!nr 
Laat ·p K twn contt~avariant.o, 'h :.i. tii:w. ,3ovaritmta 11e<;tor tijn 

Onrior·~r~huiviJ~ verste.an wij ,1e som 
/ ·, 
;'I(' I ' ... j 

Deze_ sum id .invariant .. 9.1L.:,~.Q..Q.rJin~tex1tra.nsfon:nat.te!! 
~ewUs. 

{ /('. 'J.. ) 
k I 

) A 
A"" It A;., ;' v".A 1/". ;;; ,d C 

1!1' J ; ' k l\ 

(u,,3) 
1\; 

"' ;"'- A)\ A A),. 1/" I( 
IJ./ 1 tr,\, : --I ff. A' 1'"' 1 ,;),. 'l:; 1 t.•"' :::: 1~ 

Jc ,\ 

De meetkundige beteekenis van 

(10.1.J) 

1\ 
1t./> 

A 

is~ dat de (•ontravariant~ vector '!" x preeie~ast tusschen_ de twee, ; 
hyperv.Le.kke11,, ,_lie ·11•A vt~nretellan e>l'I,~~ eh!{.:. .... ,~~ l,,;A~-... ~~f-~-'. 

Ee:n byperv .i.al-~ beve.t. 0,0••· 1 richtingen, die de ( ~ ) ,.richt 
van het. hypervlak ·,,rormen rioor de {'7" -J )-richting is net hyper,.:_, 

betee••· ,: le.lt bepaalct t.ip even:~e verple.etaiog na De meetkumUge 
1. • i, · ~ ..... ~ , ht· ,\1, t . d r1et.1s ve.n '7' ,1,A -~ o 11:1 ~ ua,. ,ie r.1.e uig van 1"' . 1g 1.n .e 

!!.~S:..!12.!.'5) .Ke v-eet ore 11 

Warmeer .men '.rt l iueair ont1fhankel ijke .. contrave.riante vecto 
~· .'< ( A ie een doode index} door 1i- fQ&t~~&m voo:rstelt en 

bet beginpunt stee<ts hetzelfde punt kieat f dari bepa.le:ri dez• 
~ een ?t -dimensiona.a.l parallelot.oo:p, Hetselfde geldt 11oor --n,. 

ai.r ona.fbankelUke oovariante vectoren ,,\. 1 ale men de beginvl 



.. dQOl" b@taelfd@ . ' 

)let~elt"de begtaptwt, an ~ ~""~~r, ~ .a~ 
... ,,htlid• atelsels b~t•lfut3 PA~ll~lr,,t•J·<;Jt ~l_, Uf.t bot ff»tlr-

. {ff. f) 
g ., 

,,,,. 1V' - ./ 
t /< - I 
t 

.wat men ook als volgt kan schrijven 

( lt.9..) 

a: is bet s;ymbool van Krr.,necker, Het stelt 'h. .t. ooalai:ren 
.· ,vQor, die de waarde I of c hebben en die men tot een matrix ver­
"eenigen kan : 

I 0 0 . . . 
(11.3) 0 I 0 

l) () I 

I . . . 
. . . 

De indices van het Kroneok~rsymbool zijn doodj men zou dus 
I( 

-~j.&enlijk moeten ecb.rljven <!", Men la.at hler uit hietorische otrer-
~ingett,rleina inconsequ~ntie toe, 
l'wee stelsels van +t ve0toren.,, die a.an ( 41 . .t) vol'd.oen} noem~n wjJ . 

,en opzichte van elkaar rec·ip:roke stelsels. De meatvectoren ~ k , 

vormen dus twee reciproke stelsels. 

9v'e~ahuifi men een contravarianten vector met d.e n- covari­
te maatvectoren, dan krijgt men~ scalairen, 1ie wlJ aanduiden 
t #( .) v-

"' 1 ... -. -
k \.~ 

_ kentallen van -l A I tif o ~!jn, al naarrJll,1- .A g13llJk {)f 

· el]Jk is e.an /( , is het duideljjk dat voor bet stelsel ( I< ) 
) 

.e ,vilgende geljjkheid geldt: 

.I··.· .11. 5.)' K * K t '' r;.-,., :;:- 1i' ' 

ljven hier1 en bedoelen daarmee, dat de gelijkhe*d alleen 
·.tQor het ooordinatens~els~lJ dat in de vergelijkikn,g zelf op-. 
·•iet voor alle coordine.tenstelsels . aols• . v- ie n .1, · 



een systeem van "rv scalair·el;J die elk op alle coordinateniteleels 
hetzelfde kental hebben, namel}Jk 1J 1 terwiJl 11e ·z1 Kale kentallen 

I 
van een vector o'lergaan in ,z,..1< . Dt' overge.n,g ( 1f. 'i) van de leven<ie 

indices vanvKtot de doode indices van ,ff. beet het amor&n vae den 
. index I< • 
1(!;; ITTt( 1 f. S') volgt een voorsohri:ft om de ·kentatlen van een •ector 

v ,'< op een bepaald stelsel te vi:nden; men oYerachuif't :n, l. de~en 
v eotor m.at den paaaenden me.a tvector vari di t etelsel. lii l men b v . 
de kentallen op het steleel ( k 1 ) weten dan vormt men 

(12,·!) 
!( I 

1.J :; 

Di t zijn rte gezvohte ltentallen als ecalairen geaohreven Het 3-
kental ie dus als scalar geachreven: 

.,, J' ). 
(1i.t) v·; .e,l.. ·tr· 

•'. (', 
/ ,-, ' 

Wij hebben reeds gezien, dat de maa:tveotoren lineair onafhau­
kelijk zijn Het moet due mogelijk zijn ee:u veotorv J< te scnrijven ala 

d ., w. z . ala som van veelvouden der contravariante maatvaotoren, 
A k A 
b e,. , naar h sca.lairen zijn" Wij zullen bewl,jzen; r ),. I 

I< A /'< 
1l :::: 1/· 12, 

A 
( /7,..3) 

~ ,\ 
;»raar .-z; is gedefinieerd met behulp vah ( ft. 'I) 

Rewija: 

1 r ~r, 
\ "' / 

j 

1 
'j 

~~ 
De beirle vergellJki:n.gen ( l f. !/) en ( I ,t..3) geven in gete.llen preoiea f ! 

t, 

weer, d<.1ch hebben meetkundig geheel verschillende beteekenis, t 

'fen opziohte van coordinatentra.nsformaties gedragen zjj :doh ook 
geheel anders; ( 11. 'I ) geeft aan gelljkheid van scalairan, termjl 
( 1 /... 3 ) een gelijkheid van vectorsn. aangeeft , Op een ander stelsel 
( k 1 ) geschreven luiden daze vergelijkingen: 

(17...S) 
J< )/ k 

1/' = ·V" e A , 

reap.: 

(11....6) 

.~ 

i~ 

~ 
'l 
:I 



Voorbeeld. 
Voor -?i = ~ hebbert de drie oontravariante maa.tveetoren de 

ken tall an 

~ '..::::. 
t, 3 

-42 , I e, ,;. () ,t ::::. t) 
I I I I 

I J, f} e ':::: 
,. 

1 
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e ' {) ..e :c e, :::. () ,., . J.. t.. ,._ 

Q., I ._ 
1. J 

~: () € ;;:: 0 e ::: I 
j J ,J :J 

De kentallen v·Eul de b1J het assenstelsel ( K' ) behoorende 
K • maatvectoren zijn : . Nemen wiJ hiervoor ! 

:t 
I, t ~ () 
:!.' i! 

t 
t = 1 

.4' 
a 

l ::: a 
I.' 

.t -----:,• ---
I 

I 
I 

'· I t.... 
I •' I • 

I '-------, 
4 - - ~\ll, ' ___ 1.---- ,-:-·-./ 

"- ,---. 
'•L ·-·-• 

I 
/ 

e.'.: -.t 
J.' 

.t, j:, :I, 
t' 

$ J :::: 0 

Brengt man nu b,v, het vle.lc a.an door het.eindpunt van i avenr,ijdig 

3 1 aan } en -ft , dan blijkt·, da.t di t vlak op bet atelsel ( I< ) wordt 
voorgesteid door de vergelljking 

( In de figuur zijn de snljlljnen van di t. vlak met de ~06rdinaat1tJ.ak-,}: 
'},;'.s;11 

ken varJ. ( K ) aangegeven door - ..... • - ., -

vo).g:~t .... dat de. kentallen. van 
s'.telsa.i .. :I.(' k .). · •.~'Jn 1 ,,.. J., 11 -7"" ,, . , ·.·. 

t.~n I 
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( f) - I). It . f. . - J 

.. 9 J 

{ 11.f. l ,. ( J. ) - .t - f ) . 
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J; 
( .. 11 .e . . 

assen (d .. w. z., men 

( f 1.. I) door 
ven. Zoo 
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( ll/.J..) e k ;,. 
I i?.. I< 

vi:nden 

.e 
( 19. J) L. 

e 
j 

=,,;.,.;;.=" ~ 

l, +t)' 

o.us volgen.a ( 

voor 

( - I, --t}:t..) 

I -l \ J -f' ,J-f 

van -t ( 
I 

van .e ,.. en t 
3 

) 

hat ( 

Onder {af'fino van de contravariante valentie p JI e11 
en ie !l verstaa:n mj een grootheid met 'fv/J+f ken•-

( 
l 

De 

t 

e z ransformeereu ~@en& #) 

x,'. --ft.; ' i -- J< ,1 i< P ). ; -- . A ~! J I<, ••. kl' .. A I 
\ , 4, ., • • A/( A t • • Al• 11 

• ' • • "1 • .. "'f r,. I f /', ! ii; 

¥&ri.PJ.ldi'i va.lentie O .•. 
Wanneer een affinor meer dan een .... ~ .. --~..., .. ~ heeft, d&n kan 

men grootheden beaohouwe:r.i.J waal'van enkele indices op het etni~~ 
de andere op bet ande:dl.stelsel betrekkiDg hebban .. De zoo vtrt~,.. 

gen kentallen worden inte:.rmediaire kenta.llen van den atfinor 
noemd; b.v. 

( t4.s) 

""""" - - ---- 4~• 
~finoren 1rorden,op za~:riwei taon<ter1~~ 

--~._..,. . .,,, . .,, ond.er elkaar -§~Sohreve~~-.M:ttt: 
~ . -~~-'-~.,~ 



15. 
Eenheidaa.ffinor. 

Een affinor f.: van de. oove.riante iralentie I eti de oontra,.. 
variante valentie f stelt een homogene lineaire transtormat1e 
voor 

{ 1s.1) P k ). k 
•). 1" = ,u;. 

Aan elken veotor . .-~ wordt een ve9to-r iv K toegevoegd. Di t verband ;ls 
tSen~6nduidig,. e.ls # det. (]~ ~. l;c t1\fen er. d\ta. een omkeering · · 
bestaat · 

(Is. 7..) 

(De kernlett~r van de omkeering wordt gevormd door borenplaat­
sing va.n - f, deze index, die eigenlijk een exponent is,· lt&n bier 
ni~ op de gawone plaats Immen., omdat, die al voor oon'travariante-

. indices gereaerve~fd ie) .. De matrix f·\, ka.n ult ·ae iae:trlx .P ~>. 

gevonden word en. 1 ~, ia b ! v. gelijk a.an den minor ve.n 1. 1, 'l:11 t 
d~ ~eter.minant / 1: , ge<leeld ddor de waarde v~ daze,,. det.er-­
minant. 

De eenheidsaffinor is die affinor, di~ elken vector in 
zichzelf transformeerAt: . . 

A' )., I( (15,3) A 'V'·;: 1r · 

Bij den eenheidaaffinor wordt plaataing. der illdioes boven elkae.r 
toegelaten. Deze affinor heeft de kentallen f ale k. = A_ en o ale 
J<;;"":>. .. ~~D~ tJle.trix -van de kentallen vanAZ op bet stelael (·I<) . 

. ziet er due als volgt uit 

1 D () 

(15.t.f) 0 ; (} 

() I) I - . . 
. . 
. ... . .. 



16. 
want links etaat een affinor, reohts een st&lael van"-"'eoele.iren. 
Weliswaar is 00k 

v 1 I 

A" f- I< 
A' -= SA, 

links lamnen we echter <;ok, overgaan tot de iatemediaire ken .... 
~' 't( tallen. A>. au. .,,A', -en reobte niet. Uit de vergelijking 

(,t.7..) Ai< - A).. A1c: 
.)II - A' ),. 

vr.>l~, dat deze interm.ediaire kentallet1 juiet gelijk aijn aaA de 
AZ u1t ( S,3 ) en de AZ, uit ( 6, I), z.oodat· aohterar bljjkt dat 

wij goed deden daar reeds den kernletter Ate gabruiken. Ook de 
. ~ , K . 

kentallen d.er ,,., maat,rectoren f en evepZt,Q 'die Te.n ~ >. le.ten . 
aicb tot een matrix vereenigen, die deselfde ts ala die vanr: 
Dientengevolge is 
( Al(* K • IC. I< 

JI.,, 3) >,, -=: e)\ :· X' • dA 

taaar men mag bier nergens het gewone gel~kteeken zet~en, een 
affinor kan niet ,gel!Jls .zijn ean een stelsel.c,,ran ,a, veotoren, Wt}l 

kunnen op een zeker coordina.tenstelsel de ~ ~ kente.llen van een 
affinor toeva.llig gelijlt worden aa.n de "'- ,c ~ kectellen der veoto­
ren. Uit daze besohouwingen blijkt,dat een ma.t~ix p9nder,meer 
nog maar een loa schema van ,,_J. getallen is. Zoo'n matrix krijgt 
pas geometriaohe beteekenia wanneer daarnaaat nog extra wordt 
gegeven hoe die ?1." geta.llen zich tra.naformeeren bij ooordina.ten-

'":tnmltormatiea. Daer Ar de eenheidaaffinor is, beteekent de ver-

gelljking ,<1 A Jc 1 ,c 

( J/.,,'-f) 1.1' = k V' 



f 

Hf, . 

t . 0:Qgave. 
i . 

:. · La.at zien, dat de optelling onafhankelijk is van het 
j; coordinatenstelsel. 

17. 

Vermenigyuldigip.g. Onder het algemeene product van affinoren 
in een bepaalde volgorde verstaan wii een af:f'inor, we.arvan de ken­
tallen door vermenig'fU.ldiging worden verkregen en waarvan de indi­
cesvolgorde bepaald wordt door die der te verm.enigvuldigen af'fi­
noren b.v. 

(11. t) 

Voor deae vermenigvuldiging gelden de gewone regels uit de alge­
bra met uitzondering van de oommutatieve wet; zoo is b.v., als 
'Jr K f: ~ ~ VI 

{ 11,J.) 

~sdat 

A I< 
De affinor ,S in ( / 1, .t ) kan als product van twee vectoren ge-
schreven worden. Een willekeurige affinor van de contravariante 
valentie 2 heeft deze eigenschap niet. Wel kunnen wij bewijzen, 
dat men een dergelijktY.affinor kan schrijven als een som van prQ­

ducten van vectoren. W1j gebruiken hiervoor de vergel1jking 

tengevolge waarvan: 
1) J,(A Al<A 
I\., ::: f> ,r 

Het stuk tusschen haakjes stelt een scalar voor, dien wij 
. ~~ ~- kA 

aanduiden niet R ; R is het ( r " )-kental van 'R a.ls scalar ge-
aohreven. Men heeft due 

~ J<A :: l""R., -t,I< ,t A • 
r V 

, , , .,, .op dezelfde ma:nier, de.t ellf.!. a.ffinor gesohreven ka"' 
tfJU,$ der 8011. Vail prodnoten vau v,ectoren. 



18, 
k 

Op blz. ~ hebben wij gezien, dat een affinor l,A san elken 
vector1J-k een vectoru,)rtoevoegt. tischt menJ dat.P.~ den vector v- I'( 

aan ?A,. i., toevoegt, dan isl .k;.. hierdoor nog niet bepaald. Men ke.n 
eischenJl da.'t 1,, llneair onafhankelijke vecto.13en ;ft< a.an 11- veotoren 

'W·;1,worden toegevoegd volgens 1 ' 
7' - . 

J ~....._.tt\'-~.,,,..") k A k 

( I €>, I) f . A 1} . =:: 1~ . . 
. ~& ,r 

Di t rgslijkil).ge~::.. onbekeude kenta.llel\ van l \ 
. mK kv 

Er is dus en affinor 1 · >. , die de 9\/ maatvectoren .e. . .«an stelsel 
~ . K A I 

( k ) toepvo~gf a.an de ?i- maatvectoren {, van stelsel ( K ) • 

Deze affinor wordt de transfonn.eerenda affinor van deze twee 
stelsels genoemd. 

Opgave. Laat zien, dat 

( tP. J.j T' K;\ --

k. k, I 

:wi.js_, da.t de intermediaire kentallen vanT ,),. , due de r.). 
zijn al naar gelang J<' on >. door twee correspondeerende of 

I :::e ~iet co~respondeerende indices uit de.rijen der va.ste indi­L.f , -• • •, '11.. en 1 , .... , ~ vervangen worden. 

J,. 
Qverschuivipg. De overschuiving 11' w" van twee vectoren hebben 
wij reeds behandeld. Men kan bij affinoren van hoogere valentie 
sommeeren over een of meer paren van indices (waarvan er steeds 
een boven en een onder moet staan) b.v. 

I . . x R >.rs·t - (1. krs-f 
( t!J. 3) A; _ µi'-

of' 

I Opgave_. S • K~f' l kJ:J 
Bewijs, da.t ~ ' en ' affinoren zijn. 

Q:Bgaye .. Bemjs, da t sommaeren over twee gelijketandige indices 
opl,evert ; b . v. L 11:A· ·· f k. 

A . · A · 

heaft pleats doordat de 



19. 

(_ I 9. I) R K),. . (j: l k. (j). 
. . r . ;,,., ~~~, 

/,,Al~ 

Hierin is R, een iaomeer van f . DeBe" bewof'kine • 1'Qmt Q'J•;pee~-~ 
_net .vol"ffi~eei 

Opgave Geldt de vergel~king 

{ I q, 3) 

n . 
t.o.v. een ef a.nder coordinatenstelsel, 
Ia ~tr-*O 1 dt.tn ~) (),, ;:,: 

//4'} 
Vouwen, O:nder vouwen ve1"ataan fflj h.et sommeeren over een of meer 
pa.ran van ongelljkstandig,o -"JU.'"'-'-'-' b. v. 

Een overschuiving ontstaat dua door het proces van bet vouwen 
toe te pa.seen op een algruneen product 

I ~) , ._) 

m.engen over p ~elijkstandii,e indices hee:ft vol.gene 
voorschrift JJlaata. Naem de ao:m van def>! isomefren, 
door permutatie van daze indices en deel door;,! 

J , mengen ae.ngegeven door 2 
es . B,v, 

t k tr· ·k ) r· ;\ 

·( I 
l ('f' . ,'( l·t 'I< ·f "" s ( + r A + + 

. ~~ le 
;.. f, A 

. ( 
;•'~ 

A 

verandert. 



20. 
indioea kf a-. 

Al.tern_!!~~!!!l • 'Wil man een aff;i.nor al terneeren over fo gelijkstan-
dige indioes, dau vormt men ui tge.ande van dezen affinor .de/: I' ! 
even e:::n de .f /> / on.even permutaties. (Een (ozyeven permutatie wordt 
verkregen door een (on)even aantal verwisaelingen va.n twee indiw• 
cos) • h~en neemt nu de sor..:i. van de even. venninderd met de som van 

de onevep per1IJUtaties en deel t a.lles door / .1 • Het alterneeren 
wortt e.angegeven door twee v ierkante# heken om de indice~ war~• 
over gealterneerd wordt. B.v. 

{J. D,7. ) i;,,· k I},. r"] " i ( ~ k A ,; _ z;· I<,,.) 

( :to. 1 ) J.. Jc,>,~ f' ffe;.r:rJ - .!., / R. 10,rr E . J,.g-J< +. J ~1< A_ f . IC o~ J o"'J. k -
r .. /" -6l-;µ .,_~ r" I" ;i4'1-

- 1•Al<o-). 
f7•1<>-r /' 

Alterneert menJ_ over twee of meer oontravarie.nte indices, 
l" . 

dan krijgt men weer denzelfden affinor. Verwisselt men twee con-
traveriante indices, dan krijgt men een nieuwen affinor., die ge­
lWt i.s aa.n den. ouden op hat teeken na. 

, s·l(A(;,:;:::: _ (l'kf'°A. 
( J.. (J, 4) tJ . 

)A- ,,µ. 

Ia ean grootheid synwetriech in de ind· es waarover gealterneerd 
wordt, dan krijgt men o als ui tkomst. I " :i;: />>-le , da.n is p'7°•J::: 0 . 

Af'finoren, die alleen hun teeken vere.nderen bij venrisseling van 
twee indioea heeten altarneerend in de betroklten indices. 

inoren., welke.aymm.etrisoh zUn in~ indices, noemt 
men tensoren . 

.At:f~noren van de valentia /1 , wclke alternee:rend z}Jn in 
all.§. indices, noemt men (!.-vecto~. Een tenaor heeft due de 
oigenanhap 

,;if, . - .;.,y 

A1 - •• ;..f - v{/1.,• ··A/$) 

•Uor·~~~tf. p -vaoto~ geldt: 
-,.:, .... - . ' 

.:iiii:; ... ·.w·.... ~ w. l • 
' . ' • • • .• , · .. ·. !'-.~ ' "'4· ,,., • - ).. p . f>.' - - . £" p. J . 

.... i:;:;:;!~J(/;;: . , i' 



Eetl 

', 

. /) 
•Ji. ( ")\'I ;'-· I ) - .. - ( 1, + p ... I) 

f. I. . j . - ... . . /J 

•h ( 'h - ( 11 

1, t. -

--

ee:n P··V 

lenv ~nsoi-en vu de 
~iju 

lloor ia~t 
;tii,>~ 



[Kt 

e:n 



2}. 

tns. thfo woi·tel heeft. Is deZEt wortel gevonden, dan ia fk'A doox· 
. l, 

(22. ,) t,epaald.fft'n enkelvoudige b1Teotor bepoalt niet dtt ~>eo-
--·r;-~~- l, en 7: · k, maar al laen het vlak der V6Ctoren, en eon seke1· 

dac.irin afgegrened. oppervlak 111ot een dra&.i.zin. 

Op de~elfda maniei· }tan men uit twee covQl"ie.nte VlifO'to;ren. ~ 

een ~oktilVQ,gftig,eJl covarianten bivector 1 ... 1,tt~vormen. Meetkundig 
,. f\J 

1s di t een buis met draaizin, due vcw:r ,Jt i:; 3 : 

.,#1{!6<'.Jr den bi vec:tor ~~iJn ,1 1,, en '1·:)j, echter niet bepaald. De bhector 
geoft. aJJ.een een (.:z..'l. .... ,g,)-i:io~ting_ (de riehtiog v~.m c!e beeohriJ-
• "•. . ;; ·1 d ~ '1 ·1 -f' t ., I ~ ht. 1·. ) "'"" ift"H10.t,n,.; .... i..e a ,..e '·'.h--.:. a ::.,1o ,voor,·h:::: J 1..,ue rec e ~Jnen, ..,...,n 

:::.::.·:[wre .~;rootte ":an a.ool''sa.ode (b. t.t. ·vti.et te .:egg,,m iJoor hErt f;p­

perv luh: der doQl anJde me~ een van de coo.:rdinetori - f.? ~ s J en ee:n ·~ 
llrsaizin om cle buis he•m (dat w~ ,7;!,le~en in een v , dat d~ 
buis op nl.~·;t bljzondere wijze en\ldt) De bu.ta lo eide 

· 4 zijden <10 ver ii.oor·, de a:f'Bluitingen in de figi:mr d.ianen dus alleen 

~e~speotivisch beeld te"r;.1" ,, ~-•- ~. ~'---' ~ . 
, ~'"i!A& _ -~ -,4 ~ IJM:>M~-- !:f ,..,...._,.., I,~ m -, ~~ ~~~~ ~ Et, f., .1~.,,&-4 ~ '/1,M-a,,l,.""'~~4 ~-~ ~;,,,e . 

~ 00 ~ ' -~ ~ ,, 
...,_._Pf".iJ....,i,i,~--')'t l 

van ,F< :eo:;:: ::i:;::::a::::ds ~ n 
~~ 'ti' fl' U, , -1,,~«.-:,· 

eta.au 

lineair. one.:fhankel!Jk 



~4. 
Z1jn er t,vee gelijke vectoren bij, dan io de quadriveottr nul, wat 
ook· het geval is, w&nRlii<I' da ier veotoren lineair afhankel 
~ re Juadrivector heeft behal~!:j£~efzi 'sleohta $In 
kental, }l'at maetkundig een 4-dimensione.len 1nhoud J;JI• voor­
stel t. 1:i t kental gedraagt sioh geheel anders als ••• leeat.a& 
.. een sealar Men heeft n 1. 

-p I 't I 3 I,{':: A: ': '_,:Ii I l J< >. /l, ,/ = 
1.-

1 { 1 J. 1 J 1 f 1 \ f.Z 

"' ( f/ 4[1 l J '-1)) ! (.l'I . .J) 3 1./ 

--
-= .'1 p1Z.J'I 
........... ,,., 
kental fo ~ dat zich b~ een ooordinatontrans­
traneformeert 

(2'/.:L) 
t,,.,~. 

R81■ 0~Chtha'!liil! V_!IE het ]';lOWicht t 21 Omde.t een ~~ 
gr(:othe:i. d geen index heeft, zetteu wU[boven den kern f<.) 
of ( /.c' '; "'· 1 naar geleng het kenta1 t .. o. v. het stelsal ( I< ) of -/-.11,,1,, 

( k 1 
) b('doold is J Bij scalf\iren ia een dergelijke aanw,Jziog ne.­

tuur~.'clk ni •:i't ?l')Od:ii.3 1Ji t (2 1 f: voi t. ~SJ dat het kente.l van 
een ec,n'Lrc:.v,J.r:i antr1 :uc .. ra.nsformeert ala een 

diohth•:)td 11an hot gewieht - I . 9« ~✓ l'ri.,,,,., W {....,,.,e,J-.- [•• 
, • 4'I • ~"'4-') L;...., 9 .-, • '/)# -~ t,,.- •· r-•...,.,,.,/ t.,'"" ~ h•~ 

n e ~8~11/ -v 
ueert een ... 1 hoid~et~-

~ G,h,, ~ ,,, .. ~ ,;,.. P., ~ ...,_-i-,·~1t.,,__ I.Mr-,~ 
~"'4,...~ ~ ,. .... -,;,-~. 
r c:r .r(jn co- resp .. oontravu.riante 1i1. vector lao.t zioh due ook 

opve.tt ,:i:1 ale een dichtheid von he+. gawioht. + f reap. - I en o...,.. n 
. ' ... ',~,.~ 

gekeerd-., Het wfu·ken met dichth~den is due eigenlijk een irerkQ't'tif• <~ 
r.otatie wa~door men iru:Uc.ee kwijt x·e.ekt. Een product Y«tf 11' 

dichtheid van hat gewicht ,j met een affinor beet een ,llllll4~ 

dl<.;h~h 1q_iji. van ~eb S';t~$4D1 i . Z~k een grootheid t~n--~ . ,, 
- _, ,.. ~ .. - .. :'",:t!!'·,:,.,"rJ'.j"': 1." ,v "" ,.r ;:~> ·. •( i·' "" ' ,:i· .; ~ ,; , 

l) i (sqt'h,~oli~;,k) le Mer • •~rL exponent •. 
. ··.,. • < ... ;i;\. ... . . ... ,1,u~ .~~ a9tb.i.SQ .. . ... ~ernleit~;~f\~:;(t,)~~;,:,;, . 

ih~/)f;;.,!';;<; ;·~.;'·:i. .. ,.,f·""' ,1/•, .. ··1,,,-1~,,, -:.,-·,.,:•··,\ '. · iv: ,,,.,,.,n-· 



De met:rix 'fan ..ten affinor pk~ is 

},, f,,. ... .. - f>o,, 
( ,(5.1) 

' Men zegt dot deze matrix den I!}Jg A beeftJ we.nneer !\Jll detorm.tne.n.-
t en met ( ~ + I 1lJ,ot meer rJjea en kolomen nul .lf,jn, aar aiet Alla 
tieterniinanten Yef14 rijen en kolommen. De ret1g vaa de matrix 
wurdt tevens de rang van den atfinor gentJ-1. le 4e ffP'C 4 , da 
ia de affinor 

( LS. J..) 

(hier worl1t apart over A,-,.\· en over J<, ... .. ,c1 geolterueerd) 
gelijk nul voor s > ~ en :f o v9or S • -t. , want a.aea ,de kentlLl­
len zljn fjuiet de onderdeterminanten met. S .rijen en kolomen. 
lJit deze van bet asaenatelsel onafhankelijke foi,auleer1ng vol.gt, 
dat de rang een van de keuie der eoordinnten onafhanltelUke eigeo­
schap van een affinor uit\lrukt. Vc.,or e.ffino:reg met tyea APD!ita­
va.riaute indices of met oen coutravartanten en een oo•arj.auten 

. . .._ 
index geld en preciea dezel tde ej.geasoha;ppen.. Ia de rang .,i < ~ , 
(tun. r1oemen ·•JJ den aff'inor ged§_gei~er~. Is de ro.ng -t. • ,.__ , de.a 
wil dat aeggen: 

(.tr. 3) Det. ( fJ..«) :l.\~ ~" 
~ 

• Eenl attinor l'Alt 1roogt au elken • oontra'far.t,utea ,...,, •·---.· 
1"1antan veotor toe wolgeu. · ·· .. 

_,A J# ~,,..ir 
:>'ri::,::~ i5 ~t- , : 



Uit. l25 4) en (26 1) volgt dat 

(). 6. J.,) 
k -1 J.-. l, 

V' = I' l':...1 
1/,_ I 

k voor elken willekeurigen vector~~ ~ zoodat 

( 26.3) 

Aan ell'.:en vector (punt) wordt nu een oo~te vector toege-
voegd ,=ie voorgeeteld wordt door het poo ak van genoemd punt .. 

k . 
Het po,) lak van een punt 1,. heet't n, 1. de vergeUjking 

---~e ~~Yr~n lepgt e~ l ~ 
In een fl-l kan men ean rnaat i nioeren, door in elke riobtiug 

oen w1llekeur1ge lengte ale eenheid te nemen. Zet men deBe leng• 
ten in hun bijbehoorende richting va.nuit ~n-punt uit, dan vo · 

de eind.punten van al die maa.tveotoren ee~pervlak, het 

J2!!rV1a.k. r~.. .'s···tt. u .. lt. 1.8 .. dan te meten, omdat men in &en f,'.l '1'el1' le~e:nv~~:.::•i::~-. ~ • · · · 
. ti ' , ~,:,.xa.it atet eon det>geltjk.maa Pf#nlak 11 

' l:111 0 , dan_ heeft -~eNlak 



( i. /. ·/) 

wordt de 

ne·u1tdrukking 

( 2. /. -;. ) j ftl< ·1" A t,_ ~ 

is een in11arl.a.nt., tile aan ~,en vector ·v .. k i toegevoegd. Deae 
scalar kan zoowol positief als negatie:~f zijn, ~ ;~;,. v,..,,.,~ + 1 JI,..,_. 

Is eon tensor hoc. gegeven.,. de.u kan het assenstelael steeds 
zoo gelcozen wordenjl dat 

( 2/3) - . - .. 

Een zeker aantal va defiA,c.'e zal + 1 zJ.jn, Dit !antal, dat de 
index van PJ<i. geno d wordt, is invariant btj reeele a11.e11knb 
assentransform 184 d -r; .. z .. , neemt men een ander asaenetelsel, 
waa1·voor ( .,3) en (27,4) geldt, dan 14 dit aai(,tal gelljk ge­
bleverL e aesenatelsela, waarvoor flAK een dergeliJken vonn 
krijgt, noemen wlj Qfth(j.&Qnale assenstelsels Ile loopenda indioes 

d l • ./.. . /JI • I I <JP eze stelse s zullen w1j aanduiden met > '- ,,- - -/ht; n., " 1 • • - ,n ;..,., . 

·o.e va. .. s_te metl\>,._, 1 .. ->-vv; \ 1_,,.\.-·J'"-'i-,_HeeJ't de 1\!ndamentaaltensor ~en 
inde'l;fn ~· dan ke.n m~nl gor,sen. dat \\.\...\ .\. 

~-,,•··~ ..,._ u "1r'",t, "' ...u;-..t~~ 
( :2. 7'. S) J• ~ h'-. 'C - ... -::., ___ :; i ( ; i(,1'-\)£•i4J :: ... ··='.._,: .. f. 

~. (.,,,..~c"!Y.,t ' 
8!t j~."' behoorende invariant. is «--. 

{), , 

) ' ,_ - ... • ~+t ·'"" ... .., (1.1, 6. -11 lll•~ .. - • .. # 11' t,,. + "t"' -,,. -t- .. - - •• -t V- t" . 

~~ . ..· ~.I FM~~ 
dem ~. !tm ~ Z:l I 5 t ... o ..... s=.1.~~~-1 

DIS•~ief defin!e~ 
. f;'~?;:"YJJ,,-~~t",' ' f . J . ' 1· 

· · 'k&n het teeU • •~)9GJ. Po ... ,.~_.• ... ~ .... 
~ffl~~....,,.·: ~~,~11 .. 

,;: I> 



gem 

positief ale ne­
iot i.a 1~t -.en 
invar1ant negatief 

WMMS ti! l.tDs1l • Y&n 

, heett due seen 

Voox- bet geYal (28,2) heeft een vootor binnE:Jn d8u nulapl een 
een veotor dauwiten ee» lengte~ 

ln analocgie -6t bet :,-dt.•iouale geval~ .u 4t holk .._f;~ 
~~1.t.,l:itn twet,,."!,.o-ton• ata•l"•1i wo~t ®or · ·· ·· .. · 



l 
l 



· b~1rat, 

Qr!,t~C?,,80'},~1 ~ e.~~€;11@tel~~I~: ,. 

~ hE;bbe'l eet1 aese'lstel sel orthogonaal ger.taemd wan"l&er de 

t\i11dementae.1 teneor. op dit stelsel Ae yolg,00.de k~ntalJ en heet~ 

_l) _ _;_ i. ' q - t· 1 
Fv~(,d') /U -- , 

.Be,mjs ctu.t (3J..L) no<)dte.ke1ijk en voldoer.i.de ie opde.t de 

ml.'.atv~ctore!'l van het stelsel onderli r~ orthogo"laal zuller1 

zljn er, de 1 e11gte of duur- van deze vectoI .. tHl I zal :r:i,Jn, 

lri do relat 1 teitetheo:-i~ hebban wij 

(3'-•.3) j,-=,-f !~'-::. .... I l'J!J =- f t =+f It," :O (L:l=i) ., '\\ \,\'\ 

t';l8Jil"tti t v-c1gt 

(_3;.,,Lj) 
..,,, •\J" ?~')-: - ( ,!\~+, ?"i ( l.pi), c; ··=- ... , (! ::. - ,, :::;. (J 

., 

.) 

t) 
1-\ ? f'. IA, .l ~ l, l ~..{ .. l z-1.. -~- i.t (j t .6) t., -f'c, - t., - ;I 

l,' • l, : <Ol!l>b ,,.. tJ : 40 l, l,, s~ - - } -'I e, J 
'I ) c.., J 

~ 

en due ook 



u;cwone ruimte Ui t de }-d.i1.lld'lsionale ru.imte kennen w1J ook t10g bet 

ve·.::tt•rische product van twee ,rectore~· dat self we~ et&'\ vectl)r is 

Di t kvnnen w1j in ee 4-dimenaio'lllle Nillte 'liet In de 3-du.tel'lOin­

,mJ a r•tiute <>ntetaat het vuotorische product op d.t volgwr..de, 111J1e 

J1 1. d~~ bive~tor 

. ,, '. J ' I , • 
I ,. • J 

. ,.I 

In~, b~staat ~ 1 .. een trivector 
' 

' ·• 1. 1. ) - +- 1 - J 

,:1f., m.eetktHid ig een volume r.aet achrnefzin. vooretel t 
,\/A'"-i\ 

men nu met behulp van v · eefl vector vormefl: 

(. ·~ : . 3) .. 

•ii..is voor et:Yl orth~orsaal atelsel 

. (.33.'!) 

.in R'ft,aat d1t 1V1t,1,u-l;.1k niet, wel at>u men uit het alternettrende 

p.t·oJ.uct. van drie v~ctor&t1 met behulp vatt {Ar~ een vector kunnen 

vo:rmen. 

In~~ guwone vectore.na)yse kent men geen co- en oontravari­

:.:fltt.t kt7nta1len ~o ook geEtn k,n1t.allen met twee tndioes voor bivec­

toron. Om. dus van d.e gewone vec?tore.1\8.lyse op .Ricci-rokening over 

te gaan moot men een vet·t.aa.1.schemo. hebLen Ww geve'l di t hier voor 

onze gewont::t '1?1 mae:r met t}\\ = y.,_,. :!J..:"t. :::. - f zooale voor de :relati.~­

v i te1 tstheorie ll<H>dig ia. Daf'l. !\Oente"l. we ter <>"ldereobeiding dEt 

ltt:'"l/tal len va-i ee,a veotor ui t d• ireotora.ulyae ~A , ,tj , ii~. . . 

Dez a vector kan 1.1) de Riooi-rekenillg 1oowel ale vector ala· ~la 

bi \"eC'tor optr-.deo, Hert verte.alsoh&ldl l,lidt; 

.f t.1 ,t . ,. 
··:::t·rta•A:tt •-•'t- .:::;('- ';:!-(' ·l',t\( 

, , , 1 J.:, · 81 "' ,, 
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str~!! 1!?1!.'l ~\ !i~1!1!:. 
aet t~fld••t 1.el t•ao:t 



,; 
met i~dex i tore~t8tra'l8fo:rmatiet !~ bet b!jlo~der b$~ehou1ren 

u. i 

we n.lleen die r..o:rent&tl"el'lefon.-:tiosi die de twee bi'£Be')lrieeltefl 

va'l deri '\u.lkeeel~ die &llee~ 1'1 den top a..-®waf6tt'l r,.iet vend.e­

sel en ( Ph¥Si8oh · verledef\ e'l toekomat uet .-enneaeleu).. 11,J. ge­

Y'-3'1 hier t.ee 'V'Oorbeel4ell ••• Lc:-er&tatr1L"8tormatios. '?en eerete 
. 

ae trf:f.fi&fonnatitt uu --.t.Yea~ 

( 35. t) 
I y :: ... :t, 

,._, ':;, I. . 

cf-. ee 

1 ... 1 ........ , ..... 

el\ de 11 -u 1• l'ffl f>lQfa. tM - ·'9 ~tte 
1 " !!I\ 

(JS l) 

~zi ia6 •., ~, ,\ . 

de b1jbehno:ren4e oonNint.e11tra•tomatle 

J-.. 1 ~.,:. r:At+-1.'I- ct ~f 

y' ~ ~-
i.;f. N ' . . 
~w ~ . 

Ct=~ x .J-4·~, ·~ ,t ,ttiJ r 
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Men vindt e.-.e iG boelteG 4e 111111ft: 

I polaift vector 
ll e.x1ale biveotor 

II! polaire bivector 

1V uiale ••~tor 

)7 

Wo-rdt llU "°8 eea "gMPetua itlPVOerd, 4aa •• 11N 1 Mt IV 1., ... 
t 1 !'i <!tjer~ll ell 11 aet l l l 'IIDMt ifltlaat• ••• "" Nllroetaie ... 

(un:iMmgt11lt,D1Q£ :1..-oeN, 4a• • - J Mt Ill n ll •t lY 

1dent.ifiot-ere,n .,., lbottl'l ... IIOOWl ...... eoll.Neflta alt "l'M 

een .f'u'.ld.&IU'"t1alt,"80r latft alall -1\e , •• pootbtl4e• •' •l•• 
identif'iceeNHa "latft aleb 4- -.ll• •eotoNi• •• all• biYtM!'\ON• 

·vcoret.e1leo 4ooi- ... p\11 
·1n v1er- ta.r.tt ... l•••r•111,1: OM .,.1..i Mt ..,., , 4&t 

er een nu1d-fd.ult.•1•r 1.-....s la"«- ,,....lr oek ._ .,._ 

lu.me-ee1'h•id. »t .. _. ... .,_., ........_..,._ .,...t..Ul•• 1Qa 4.ae: 

COl\tra- ,. ,~ PlllelT. ~u ..,.,,._ 1.' 
en cov,ar. / .... ,... . • ..,.., .2/ 
veotor: / M ...... \ri'flOtOI'~ ' 

'A Z. I 

"""-' a 
BfJ den ti-iv•ot.o•...,,. .. •••• 111 -• -' ... IOUMtai• ,.. .... 
ven is ill ••"18 ..,.,_nlelr., cla\ " rioWtllll •• .. t:n1reoto.t alet • 

bevat en d.U ia 1..,_ aooCaldC bJtWwllll a.l't\ ook Ml .. ._ ._ell• 

mensiona 1.e aohroef'IU.• 1..,.ffr4, daa laa - A • 0 S4eatU.'1.0Hna, 

zoodat alleeu A et\ I &la ••owl.I.lat• --.bad.lg• voc:u:-1tellingeQ 

bUJven. Vecto,NQ •• blYNt..oNft let.A• ale la •l•r- antet.1Q89n 

nooi t :identi1'1~eeren . ..... 

fu,ofda~senet.ell!!I ·'f'II .tll. !IUlt, 
Voor bet g4'Ya.l, 4&t. de tuaa..,-.tul.teaeor 4!.tiueJ... t.e· 11:\i\~ 

.. ... 
de st•ll:i."4f::l· aet' 'l'f~1et"4•·' op •.ea·.,ld1118'• :Un ._.;,•g•lUk ✓-. 1~il~;;j 
t>rth.r,aogaf.1'' 9te1.ad"'.tilt 11Ylilfh1tl" ~•· de· ~ .-,Jr.i"* 'tW"'. 0 .·. •·· ~, 

Bet.ta.'".'. h""'i.k~b " T,.}~·= ,.f . ,~ ~~·,;,:~:::.k:, ,-;'i, i :' c 



~e 
at•'t "' 'tlllN.NMIMIIJiffl'fJ1lt'flll& .._# ,._ t11M ., · t!• ••• .. ff i4' 

kt••"- at. 11in ....,._.. 111MelUIII• •• ..... 1 ~ •°I T i1l" 3 1, 

J'tll"Vlak •l.a t ft 'I 'lallNllll•lllll-lftla 

,.,..,Ir 1) .. :.L .I 

!!2~J<1 ti 1.e.de~l!i!l-~ • .!!~l!!.9tt:tr 
Voor uti.11tlfl ~11111, .... ..at a. ew111•i 

1'et l• ., .... ep t.N Id-. .._ .. apl,Qk 4• 

blb.de-n VS.fl N'O IJi.'fMt~ (__,. fl, • 4 ,._ ...... -..} BOO 't.li 

k1ezen a.at•• .,_ffltlC ~\ ... 

_l>e ~?fflllt:!!!'1.• L.lllt!Jd~l!:~ltllWft. . .t..l!ln-

.. 
lnfini-r es 
•·-• _ .. ____ -·-·" -----

De lifttlat.N trMl,.._J.• -- llf1JUp~ ..... ,..f\ 
• :,lecbts 1Qfie1.\"1Mal •eneldtt •• AA \ 

K I t 
l. 1 ~A~..,, £,., 

t 

.K ~ 
f, >-. i :;i oe• l.t)NQtat.reuto.1111ti•, 111111• I S•aria.t 1• 

( :H. 1 > ( ..i r;) ( A~ ... ,tit/ ,,.,._ 7"~. 

BU ied.ere 1M"1•itfflM'- tonat.•t:r.Mtor.ti• ~rt Au.a eea bi­

veC"tor :r .. e.*t 11ch 4•• '-lyeotor 1t\ t•e 011derliug l~ht• bl._ 

(Hltbif\d.en, .• l.aat· -· to~•t~fona&'tle elk Vflll de tluJl•• 
de~er bl#d•~ 1 ll'l1,,ri,..._t ,;'.'1)1. t t• -ht.- Ui'ift altijd het ge,i,al oadat 



cie !'u.ndamentaaltenaor n1et detiniet ia 

!':1,vi.1e;~ Lcrentatrall8t'orme.t1ee 
~ ' ·~ --·~· - ----~ ................ ,.~-· ··---

WiJ bttw.tJaen de etellirg 

ledere reeele Lore~tatransforMtie di& de beid~ deelan ~au 

ri.f,n l'lJ1.kegv1 niet venr1ecelt en ee.n 4-dimeus1oll8.len. eehr.oefl.in 

n1 ~ t v a randert ( d. w .a. ~eterai uut + t :ti.eit'f't) • ka.11 worden Torkrt,­

gen. dr,,>I" eer~ 111pen1e.le Lorentat.reutorma.tie (bl•. !t, ) gnolg4 toor 

f¼t'n. gewone draaiing 1n 4.r1• ataaetJ.'C••• bfJ ftlke fru.111'& •• :li.ob­

ti nP.: 1l-,odre(lht ~P die 4.ri• ~ti'ISH iuu-ia•t blljtt. 

Bawija • 

· llCJ• .billllM 4-a .:lkepl ... 4-u .... • lu.t we 400r 

de- Loreet.:tr-na.,.,.\le "" ...... i• 4• .. ~: . teegnolge •e.n 

<ie oaderet•llill lt.ct U11e u ou )t.- 4ft •lae•l •• wel 
1n betaelN.• ae ... lta -... door u 4-U • •·-u ._ vlak 

en e1lfJd,t. 4at •t 4e 1111at• 1.. op 4. llN 4- ' •U ill 4•• 
enljlijc. O.t• 4N .... ill nt 4,"' •Yll.k - -,eoial• Lorecta-

. ' tran&fo?Mtie · d \, ae u .._.. ••MToe.rl la •• 4 -u ea ell• 

ae ~· -•• ltN111t ta•••• ue tit•'••••· la•• Nl.llte .. op 

J.E' 4.- -•• 1.igee wa te •••• 1 \ f " J, -..r ook de uJ.81.dfe 

e.eoen f • , 21 ea ,, . 1faat 4ea• aQa .alle .L.. op d.e 4' -u, Er le 

due in dese Nilate aleabte fM,rt ..U-..ilog ot ctru1iog aet apie­

geli rtg 11oodig oa d• ee•• 1 \ 2 , 3 over t.e vo•r•n ill r· , 2·, 

3' . Dit mnet eabter. ua aui1ra-e d.na11118 mjr.i Olldat 4e Lor.nta­

transron.ae.tie volgeu o~deretellieg de~ ecbro•taia ifflrariaat 

lo.at, 

!nvaria~te differentiatie ••• velde•, 
•-·-· ................. ----~-~~ ··:•,r, ..... --~·- .. --... - ... ,.~ ... --.. ,-, .... ,_,..,... 

Aa.ngeaien 
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Is WA ee~ 

(i./0.3) 

de .rotatie \fan t,~" . la de rotatie nul, daQ be•taat er eteeda ten-· 

mincte ,ien. ece.1al"".rel4 f , soodat 

(L/0.'-1) 
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(Lfo. 
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l -loft 
f 

l 

~' 
I.·~ l 

= 0 
I uo. J.J 

- i 
t blij-;19:n wt ,tus hJer nt,g a:.i..s ve,t, .. r achrljVen, ?> achrlj'ien wt, 

<!Uar&~tege~ ~~e bive8tcr 

{t a.;1) 

:f 

, 1.. 1 
1
j . t , .{ .. "i1" dN>r1oc;peri de waarden t , 'l ~ '3, , 'I.\ 

" t}. , i , s 1 t 11 u. ,t " " 1 , \ , l er, 

l r , voorloopig e.lleen 

~ ~1¥ """""'f <;" + r ::.: _ } ..,. - • ltlf C 

' 

s rm - r ~ = k lL,. ; 

for:cse-el: 

' , 

ctan krijgen we ter,sJ.otte 

"1 ,~ ~ iJ 
::,lll, 0 

~ 
r J -t t 

c. = - s 
d 

Deze verge.lijkingen ~ijn echter invariant bij Lorentll!itranetorm.atiea 
· indien <f"' zioh traneformeert ale biveotor en .st ale vector 
van de Ruimte-t~d-wereld. 
Daaruit volgt: 

_De. natuunrettan_!Leers_ele_sd. in de ver8_!.~_;..EB.,~.!L.!M~ 
Ma x:wa 1 ~..::-}::~£.~_:g!,_; ____ !~_.!J'!V~_i Elr.t t h · Lorent~ - trans f o~~--1-~~-
y ,a, u .x ., ¼ 1 .,_, et. tm da.o.r.medo ~epaard ~ge.ende zo,)<tani.i;i:e 



't~t,ft;~~ 119s -:~n ii~ k.f'n, t6.t t f,;-~ , f1,' 

;n p ,, G.~~· ·~·~ ~'.;mbi~e.t:.~e. 1t~1J. ·d~s~ k~~\ta1l~h i~riWiDC f'~i 
~ ;i . ~;iG~ t;t.1;.1;r~{~~;~-;-;1·; Je k~~talle~ "~•~:.-e~~bi~eo- · 
_,,. ""'•· .. ,.,,,, ...... ,, _ _,..._.. ,.,,,, •-· .. -•- .,., -.• . ..,.,.,-~-• -~ •,•r,.,,..,. "'-•-•' ~,_._._,,. __ ._,,_,,, .. ,. ,,.,.,,.,,.,, · .,,, .,,.,..,.,_\V•--.._ 

ttr resp. 1."eotc·r der 1-uimte-tijd.wereld - --- _..,_,,. -- _,. ·• _,______ ----- -
Laten w.iJ · alleen transfCJrmaties toe, die t1en t!jd :inve.r1an~ !.a.ten 
(drie dimensionale draaiingen) da.n 2'ijn de betde vergelljkingen­
etelsels ( l.f 1.1 ) en ( 't ~. b ) voikomen a.equi -vs.lent, ( \ t is 

. <I= een ruilllte vector) . BiJ Lorentz transfo~ter ,i!jn de 
vergel. ( \1.1 ) niet invariant. <fl, no"Dlt · et electrome.g-
neti&ohe veld.~plitsing in een eleotrisoh en een ma.gnetisoh ge­
deelte heeft alleen rela.tieve beteekenae. 

De •ergeliJ'kingen kunnen op grond van hun invarianten 
vorm ook in \rlllekeurige sch~e koordina.ten geschreven worden: 

i 
:;! l ,-. J •l -= 0 

( ,·,.1) F,.." ~ ~ IC 

/"' • -S 

Lorentztrs.nsformaties. 

l&dere Lorentztransformatie kan verkregen worden door een spe-
cie.le Lorentztraneformatie in het x, i. • 't"le.k gevolgd cloor 
een gewone draaiing in de ruimte loodrecht op de r;.ieuwe i-as 
(blz.36).Dezo lt.atste is niet bela~~~"l:t,aangezion de inv~iantie 
der vergelijkingen bjj gewone draaiingen 1!1 de ruimte evident is. 
We besch9uwen dus nu eens alleen de specie.le Lorentztrar...ef'orma­
tie va.n blz.,33: 

L'"·"' 1 • 1 , 
l. :s l 



ct 
/ 

I /,/ t 
..,.._ }r.::-frt ---fllllt 
I ~- • -?\ I I :-------- ·-~ / ____ __,..,. ,_ ~/ ... 

De kinematische. beteekenis van deze tranaforme.tia ia,da.t een 
punt in rust t o •lan het atelael ';1.,. t' ( 1 w z ~.• • ~, ... ,h.'. o ) 

10 H' Jt' 
e l I 

(ie ,vereld.lijn " ,.:olgt on d'\.ls .in uen tijd t ier. afstaz:d 

~ ,.ioorloop·::. Do ::molheiti van hi::t atolsel ~.:t' :.er. '.iP-
zichte ,ran h€;t steh;,:,l ~ t is dus 

\. 
,. 

{~ S. I) it .. I/' "" V' • () 

Men kan dit z0owel uit de fig.els uit ( 1~.t ) afleiden 
I I f. Het verband tusst~hen :x. t en x . kan men rm in /J' inplaa.ts 

/11 5' i I 
I.. '7 • J 

i volgt met hehuJ.p 11a.n 

De Lorentztransformatia ( ~ ~. l ) le.at zich nu ala vc1lgt sobrij­

v·en 
I 

X :. 

, 
et-. 

Beschouwen we een 
u .. u' o o tim . . 

,c. _ ~--- C t • X. v t 
fo.. . v,:.y 

f:, X +- ·.--2..-ctm ct .. fJC 
V,- f!/' VT.j,;r . ~ 

punt dat aich van tJ uit met een snelheid 

opzich:te v&ti •· t tewi~&~·~Dlt p: ·nt: besC'!hr~if'~ 



.. 
in bet .x., t - vlak du1/ee~ )JJD. met 4e ~----t ... ··. 
l}jn van bet punt). 'l'an tJjde t • / ·1• Ut .... -u·: .,, 
in het punt P mat de koord1naten f ~.s · pllJ■11:1tt. .. . 
volgens de transformatiaf'o:t!l!Ule ( , ,. ,. ) ~ _Mt n•--0:: 
koordinaten 

Ii J ) I " . p - • /3 u. I. l~'·' ~- e - v,-ft°r' -~ 1 +-~ 

\tolgene ~,et oordeel van den bnege]Jjkerwaa.:rn ... r b.Mft ., __ ,,•~:., 
bewegelijke punt een snelheid · 

(Dit is de rela.tivistisohe eamenstelling Tan ~elbe4en;~r «•• 
ga.a.t de formule over in de formule der gnone lt1aeat1oau/.,._,) 

~ ' 
Nu moat s zioh als een vector transformeereii (bla. •• ).Ondar..;. 
stellen we de.t de snelheid de riohting van de .s-aa heeft,dus 

1, \. = f .,., "- . • \.. " . tJ. \. 0 • :i'\• f ,. dan moet de tranatorma.t:i.e dua 
t!. , ~ ' ' 

luiden 

(itt. ') 

Subei tueert men de waarde van f' ui t ( fl. 'I ) in ( f ,. 3 ) 
dan volgt 

geheel in overeenstemi:ng met ( ~6.1 ).Uit { 'fh.'f ) v«tt,dat ~8 

wearde van f' ten opsiohte van een e.S.senetellel,dat met de la­
ding meebaweegt, is ( u • r ) : 

.... 
· • f- :t ,..c, I ,.,,. ' r .. r \=· • ft v, .... ~ 

y;,.."' ' . i' 
De1e :J.avuiali.te hfft de eleotrieohe i,;a.atdiohtheid ;bet ia de. . 

~lect•~=~; ,4~o~id :v','lf'i',JI:,! ••!!!.5Emden narnemer .Deelt •n 
·. 3L 40Q:r f ,~:••t, • ._ --:•ctor voor den dag komen,die 
o:p inv~~• -wU,e.ttl~~Ml VO. bet stelsel %'.t' vastlegt, 



4?. 

en wiens kenta.ller.. al.lean ,,an de one1heid en d.ue niet moer 'f'an ·1·:.i 

de J.e.di::ig e.fhangeu, Deze vector 

(~ /· ') !' '= ;' .l-r-1.- f •-1 "Y ", I 
. Vi- ;tJ j 

,I. " . . .• 
waarvuor geldt j1., t: ,: : 1 , en die dus den ~~ :1 heeti {bla.28)1:1 
heat de eenheidsvector van de anelheid (Vierervektor der Gea~1 

1.tgkoi.t) Zijn eind.punt ligt in <.f' op een (duur -) afstand J. va:i l1. 
,s ./. lu:,et de vierdimensionale stroomveoto.r (Viererstrom.). 

St~e.f'verkorting en klokvertraging. 

at 

X 

Onder·stellen we, dat de stae.f (J A van de lengte :I. in rust is ten 
opzichte van Y, ./: ,dan snjjdt de wreldband van dezen staaf v~ de 
J. 1 as een stuk OJ a.f, dat kleiner is da.n het stuk O 4' da.t 

voor den bewe-geljjken wa.arnemer de lengte l heeft. De stae.f sohjjnt 
dus verkort in reden van (zie de fig. op blz. '1 f ) 

o B 
--, = --·· == 

0 II .• i.). <f 
I 

Om.'sekeerd vormt de ataa.f () A van de lengte 1 ten opziohte van 
den bewegelijken waarnemer een wereldband, die ui t de ~ - as een 
stuk (J 8' snijdt· <DA ,De verhoudin.g is (aie de fig. op blz. fl" ) 

~, (/ - ~ </ fj }j _j_ r-,. 
7 7 - e,,,,lf • j,-;/J _. I ft J. 3) 

Jj I 

t) - ,= 

OA L 

Beide staven vertoonen due voor den anderen waarnemer ~eaelfde 
verkorting 

' 



Jn hst 8telee:~ ::?, t steD e men 1ang·s de x~ as een rlj klokken o:p, 
rlie alle den t1jd t a.anmjzen. Ten tijdo dat deze klokken den tiJd 
f aunwijzen bev inden zij zinh e.lle op de lijn et .. :i. . In het bewe-

7 ,·i ;J·1c· · ste·•<• , 't' -1,..... " h , b 1 ··" n 4 ,. • _.,,e_,. :k, \ ..... ,!;;!,. lrl.t;.:rJ ;;recies . et;.;;elf,1e le.rigs de .x-as, 
·.ne k·,.oh:ken v1djzar1 dan a.11.e i a{.i.n wanneer zlj op de ?.ijn ct~.t ga-

ks:rn ... :1.1 zijn .Di:~ Wt:i,a:rnt,imer in :x, t btiS1."hrljft le t -as a.la wereldlijrl, 

'Pt:n t "jd1;1 t. c vt;.lt er 'i.n lJ 6tm x. t -kJ.t,l-<" eal!len met een x,' t ~ klck 

en beide wi.jzen dan nul i;um Ter, tijJ.t t. .. i is t.te .r: i '- klck in .B 
gekome:n en val t daar samen oet een andere .z, t -klok, die juist J 
aanwijst. De :,'t' klok wijst eohter slechts 9/,.., v,:;if a.an en 

sch1.jnt dus .in de verhouding /1,~2. : t verlangzaamd. O~ekeerd zal 

de ~. t klok; die ten t~jde t :t" 'in (.J wa.e r ten t~ide f = / J!j' in 13 1 

gekomen zijn ~n da".lr samenvallen met een van de x:t'" klokken die 
dan juist / aanw:ijst,Ool-t de .,-,i••klok schijnt dus -voor den ande..., 

ren waar·nemer vertraagd in de verhouding V-/41 : t. De klok-
ker,.figm.:.~ is het s:piegelbeald van de r:teetstavenf:.guur ten opzich-:­
te van {ie Jijn x,, t 
Rustdichtheid 

De meetstaaf'verktJl'ting verklaart nu uok de merkwaardi-
ge tr8nsfor.mat ie van de dicJhthe:~<l F . Is c.e meetataaf electriaeh 

gelactenj dan meet <1e meetiewegende waarn.emez· een lengte J.. en een 
dichtheia. f . , De wa.arnemer echter, die zioh met een anelheid It' 

ten opzichte va.n de staaf in de lengterichting van den sta.af be­
weegt')I meet volgens ( ¥ 6. b ) ef'¼n diohtheid P -= - _J_ en een 

,,-:-;'" I~ 
lengte v,-At .Dat wil zeggen dat de totale lading voor beide , 
waarneme1·s dezelfde an due een inva.riantei is. 

Relativitei~apoatulaat . ...,._,.... ,_.,...,.l_ IIJ :rfv.....,._, 

Het meetataven- en klokkene.x.,•1•.iaent onderstel t ~ dat de 
..:/..'/ . 

'-- inva.risJt,i·a bij Lorantzt.ranaformaties, die ~.\t11,a,s, :,ergel~kL'lgen ,,ar• 



f;;: 'l D.(h {ltt,t (\~ i.:err,eUjk! neen V(Ul MaxweJ.-
•• -,..,. ___ """"'"" ';l,11\!1111<11'-. 

; or,mt :-:transf'or.o.iAt iee .'.s ~een postulaat 
waer tHHwcu,·, ~e •• 1.;J r H, t: :,_:.euwe poatu~aat ela1.'ht,Jat. ook M•/';!i 
t·er1.QI'.; e lWJetst;:1.ven 00 l loltkfm ll,rJ.{; de-zeJ fdr:, iullarilt,J.e onderwof1 
pen zijn, t cius mot: ui.m, um btavr.;ge klok. tiiat 1ie i tie.ar .:te 

( oorsprontelijk aJ s botc<..:lteni s.l.ooze hulp\le.r!abe le beschouwde) t 
, 

a.s.nwijst.D:it is iet.s prir~ipieel nieaws 

Relativistisohe mech.nuiea ve.H veld en 1~~i1.ugen. 
-·------~--·----------.---, ....... ..,_=·•· __ ., ---·--------

Bjj geldigh1.:it.1 \Tll.U he-;-__ rf;lf1.tiv l tei tapostulaat moeten de vergeli.1-

kingcn dei~ l(J.assieke ruechuni<:fl. ongeldig wurden. Waut de grondvcr-• 
gelijkiug van d ta mechauJ •.:tt 

ts zeker liiet invariant bij LoreiitztransfDrme.ties Z1J is vrnl .inva 

riant bij €:en e.nJere gr oep ( de Gnlilei trarJ.sformaties} beetaunde 
ui t a.lle overgangen tot kooruinatenstelsels die verkre~en lwnnet• 
woruen doer rotat ies en ~ransl§.t~ea 11m.arbiJ de tJjd constant gehou 

den wordt en bovendien door 1n den tljd golijlr.matige tra@Jntie~ 
Men c:iag dus in de kl asai eh.e mt)cha.nioa overgaan tot een nud{H' 

!!!~! k0or0inatenstelsel 1 dut uit he•. gegevene vaste kun wordu1 
verkregen joor translat:a en :-otatie en 1i&Il bovendien neg aim 

dat 1~atste ate lsel (::en ge) ijkrnatige ·,:rnnslutie ten opz i,:ht -~ vtln 

het vaste geven (du!3_E~!Lrotu.tj~£.Al¥.St"L.Yfil:§.uell.i1}g). 
Daar J.e invar' ar,tie c;cr Ma:ci.vel l.ortmtzs-.:ht; v1:;rE;1d ij 

kingen wel get\mdeerd ir0 ~i:n con inva.r··:t.1nt;je ctezer ·1erg~.ijktI~<.;I1 

bj,j de ,;al i loigroep mo1_ : eherhei d n:i e i-: be1~tc1.at 1.noet er ~~ci:Jht 

word en m:v.r 1~C!! relr;,t5 v·: st j,s{;hei mcoh~1:::1i::Hl :! nvfiriant bi,1 L0rr:mt.z-

transforma.tie.Da bru,g dui.:rtoe worctt geleverJ cl0or d~, vergelijki11•· 

gen v·oor 'ie kranht in bet eler.:trmr.ogueti[1che voli.t. 
'Toor de krar:ht op een le.ding t. gelctt .. , iu gHwone vectorarialyae 

l '6 
(ff~1J 1l. - t 't +- £ ;. -- J} i 

.I 

T) De index l bovon :k 
te ondersoheiden 

di~nt. om deze driedimonsic,nnle l"'J:·t:~o!·t 
van een later optrecteude vic:.rJim,:mS'O 

nale .. 
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(·-' - Fi ... 
I 

(.ft . .1) ,-/f 
r 

zocaiat \Ji. 6 ) ;e,;,argaat .... n 

/J1,.1) 
l 

p = 
J 

De krad1t 

f f i•J-•t,, cl )ff,, Fi \F"' 
- J . ; f - /;;. , • , 1 ::z - / 2. • , JI 

' -•' ·-J .! ' i 

p' j.s derho.lve ,1e ~ti~e~~F,?_E8~~ van een vector I 
e • I tl 

P .,_-= /2 ,.. ' I r i F 
--1: _ - ( '"/ r . , ) r =- + i" . 

p'::: ,.• 

l 

then wij deu 1.•1~•rdime:rrni-~!1w.len lcraehtvactor noemeD (Viex·erkraft) 

Nu ie 

t t.. 1~ r / 1 f I l ~ ,.. i ,;-l l) r i I~· .- ) 1l 
i=-(i'•l) =-.t.,r J+f .~, 'J 

J ' ' 'rf 

D(H)l' £/.:bru.:i.kmal{iug va?;. d.e eerate Ms.xnel l vergeJ.ijking kun:oen wij 

b J. e.i.· vt,<}r ,.h'hrijv en 

(s : . s) 

,/<. · r / Cl ij -/~ - \ {/.. 
--1: = -- /J r , ,. ,· _ 1 r 1 1-. p 1/ tJ ·ie- / J. \.'}1,1:1 

-,_ i ,··/ r·-,J Jj«- ,·Ill' 
% - c· - f l- J. " f >--

• ,I, T~{ '/; r/ 1i 4 • 

llc·rt gt;-r,ee.lte t:uesche,i n•:('()lnden wi.:rdt de apanningste1isor ::I"' 
genu'8riri. ,Dil 4-di:meusiona.te k.J•$.0htvoct 1.:,r lcu,,t zich d.an sohrijvan 
ale eeIA div ergEmt 1e viui dozen tensor 

f ..... ···-' . - . ·--·-·-·----i 

' ! 4. ; 
1~-1-~) l -I Q - di ~--··--···j 

/j" 
Vlij zag(m r.-oeds • dat de r,..ttmtekomponente,.~ \\fan k 

' ~ 

waa ,Wat is eohter de bet.eokenie van I. .,, 
) ~olgt 

, 
de kro.oht f 



rl it I;, jl ff"' V: ,J = ! I-
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,,, 1 i "1/' 
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1. ~, ¾ 
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l '~· j i ,_ 
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= .t I 
- :l ( ., 

en ts 'll'e.:o 1 
'; f .., ean 

q» " r: ii' .!} _, 
' J 

; ::: 

G t 
met ,le l0KI 

. t;) 
(,? 
l X 

'I I. 

V :, J 
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54. 

(lloor st.nt.io11aire strocming ,., •- o J 

Deze vergel~king brengt tot uitdrukking dat nergena 
vloeistof opborrelt of verdmjnt.De vergelijking 

brengt daarentegen tot uitdrukking dater per tijde en volumeeen­
heid een hoeveelheid vloeistof' i opborrelt. 

Beschouwen we nu eerst de vierde der 4 vergelijkingen 

f (energie door hat veld per t~d en volumeeenheid 
afgestaan) 

lt"lt --
~ energiedi.chthei.d van het veld. 
'-"' .. -· ,J ~ t (energiestr~omdirhtheidsveotor van het veld) 

en de vergelijking is dus de continuiteitavergelijking van de 
e·uergie: in tCJtaal gaat e:rlpoor veld + ladinge~ geen eue:rgie ver­
lvren, en dat wel voor iedere keuze van hat koorJinatenstelsel. 

Bee1.•houwen we vervoJgens de eerste der vergelljki11gen 
{ ,; ,. • I:, 

i. 
Ala w'ij in analogie met de gewone mechanica de komponente { al.a 
de impuls-dichtheidsaonwinst der ladingen in de ~ - richtiog per 
tijds- en volu.m.eeenheid beschouwen, den skalar 
j ,S .. 1 a.ls impu.ladiohtheid i11 de ,c - riohting van het veld 

en den vector 
St 1. als stroomd1ohthe1dsveator va?l den im.puls in de 

~ -'f'H:h.·-;ing· van het veld 

opyatten,dan etelt ( S'f.f ) de oontinuiteitsvergel!J!iµg van 
den ip;pule in de ;;t,•_riob~i?B voor: in totaal gaa.t er voor veld + 
la.din.gen geen ~s in de , .11 -riohting verloren.Ook dit geldt 



1ireer vr,;,or 1.ederfJ keuze van het Cb(1rdinntenstelsel .. De "lergelijking 

( SJ.. i ) brengt due tot ui tdr·ukkiti,g, dat 9ner_gie ___ en_).moulfi sa.-

-~~ in totaa.l als vierdimensionale -:.;e:1tc::.- r1iet verlvr·en gaan 
Euergie en impuls per tijds- en0 voluzneeenheid a.an de laditigen 

n~ ~ 
afgest aaJ1 ~·ormer;,, don ve.;;tor ·x ·" ~!l,er,gj_eysot::tr~ t ~ 

is a.e e.nGrg.i6 per tijcto-· er" 1.1..::L.1meeanheic;. door het veld a.an ae 
1 , . f' ot' . ao.ir.ige:n apgestaa:n, 1: de impuls per tjjds- en volumeeenheid 
door het veld aan de ladi:ri.gen afge:staan. Voor het. veld is het ge­
oompliceerder, in het veld hebben we de energiedichtheid 3"'' 
(bij vaetgehcrudeu tljdas eer,. nkalar), euergiestroomdiohtheid t ,$'i\\ 

( bij vustgeho-uden tijdas een. rui:mtel~jke vector) 1 impu.lsdicbtheid 
l "- 4':i. 
c ,.:;, · (bij ·vastgehouden tljdas aeu. ruimtelijke vector) en im:puls-

etrO<:)!lltUcht,heid .S '' (bij \raetgehouden tijdas een ruimtelijke 
(t . 

tensor), die samen den tensor "5 aamenst.ellen, deu impulaene:£_-

~~!'.nso:r.: 
We ~-inden derhaJ.ve de merkwaardige bet:rekking 

impulsdi(~htheld ~;;: ~nerg1esrt~~~d.ichthe1'! , 

waaruit voJ.gt 
. . 1 ,,. energtc,,t.::-1.:iom 
1:mpu s - --·----r-·--· . 

C 

lmpu.l~i koin:t dUt; in de relo:~. i vistische mechar.i..i,:a niet e.1.lee:ri -toe 
at~n ~Awoge:-1,hl ra:\0-BSR? s moor (Jok ae.n 81:::"oomeudo energ1c .• b II warmte-­
er1ergie, ele.,:;t ische ene.rgir1,enz, !13 derl'Hiive in een mat.erteel v,::1cir-­

Wtlrp dat met een snelheid u- beweegt een of a1ldere energi_e t 
opgehoopt, 1 dan is de energiestroom E if? e~vermeerdering ·va.:u im~­

puls tengevolge ,tan hat aauw{➔Zig zljn va:r1. l : 
£' ~ 

(~if J". I) (: r;. 

Klasole1'" roe.::ha.o.isoh geda.;::ht zou het: fiU6 zijn alsof de mc.nsu 'tau 

het voo'.L·werp met fr vermee.r•dc,rd vre:re, V'a.n :relati vistisoh ataud­
punt kunneu wli:. na.tuurliJ1c eer.1 dex·galjjke uits:pr.&.ak nog :...iil't uoeu, 

dae.r wt1 .nug nl.et weten of' de i.r::i:puls van een maasa .f-i ook rela~-

ti vistisoh gi;,lijk is e.et.n .Mu ,. 



56. 
'E~::1A.ti', :lst.ist hr r.yn~">' ::<.1 ' ...... ___.. ___ ........ ,... J 

"f',,1: :11.: +oP. ,,,~ .. ,,,_,.-: ""T"'·,,h+.,.., ... 1 ···g·•t···e1'"" ·v, . ; ....... . , .•. , .... ·J· ,_...,,. ,.., ,., ,, . .::;., tvll,.JC. , r ,.,,.. 
j " . 
· r.1~.1r e::r i:3 nog r::iet:J gezE}g:1 ovtn' ,le ~e~ena e~de werking. 

H":lt ,~el ati·-/jtej taJ>oetu'teat •.roert t:_yt; dt oad!!retell.ing, d&"t· tn ean 

ooorrUy1atenste1seJ te-n cp?.'i<'htltl fti'l,f!X"t;a.n een l'laS8tl nl 1.n ruit ie, 
de gewc.:-ne verge.:iJJkin._~ der k1ass5 ek1 ueohanica gold.t 

J . .J -- 4. ,i & 

Je - ii""'Tt {f6.t) 

of 

(56. 1..) " - m = ,If. 

Het \a, nu maar. de vraag, we.t bij relativistieohe vera.lgeaeening 
ui t X en ui t ""' wordt. ¥81:en wa gebruik van de eleotrodyna -
mica d.an is duidelijk da.t j(,. geen atuk van een vierdi1nenaionale 
vector is.Want de kraoht per v~lu:mt.teenheid p was een dergelljk 
stuk,en do.ar 

(s6.-;) 

en f zh.•h bij overg&.~ tot. een newegelijk 1•oordlno:tenst.elsel 

e,ls v-olgt trens-t"ormef)rt. 

{J6. 11) 

J 

transfo.rmeeri-: .z H~h j -,u"deri:, d:.-\n /' l/oere11 ,.,\, chis den vr, ·tc.r 

in,da.n is daze ,verkelijk een ctuk van don vierdimensionalan veotol" 

/S 6. 'J 

waarva:n de viel"de kofllPonal!.te 

fs"'-o 1(' .. t '\· ! t t .. ,,,,. t f ,,•x' 
'" ~ 



gaat 5'6 l 

•ar 

van 

ran 

(S"f-1.) l1.(-
g 

'" eeu 

di: 1111 

r' 

,. "~' :bl r;r 

voor r., a I) 

0•0 



~ in m c .Deze uit 

if 

1 

s een 

ste11en 11an d const 

van ee:c: 
" d,,.L 

WI dt 
.( 

d-:r.' J<h d d & A 
( !i-l, 

/ o· 
m ::::: e 't'n u 

dT dt: ,rr • 

een de:r'gelijke:n "f:.,_f 6 in 

.%. ; ,. I I> 
( r;#. LJ ) IJ m..t a. 'rl-1 =:: e u ~ ""' ' di " "" 

\i 0 I.. 
) l '1 

_,,, 
f.! ;-n li :;.'%, ·r-'~ ,e = ;j,'I ~ •9 t}.i 'i}l 

d. t 
11 

/7 b z" +7 1/,.~ J~.J 

;) 

s 8V ~-, 
o:t~ ~ it • ·" ':,ri 

II. I' 
'trl f, LL er:. 

( ) 

g 



~ . 59, 

Sa.menva.tt,irJg: 
II 

ruatende ma.ass. m, 
r, t 

heeft. een energie »-a e: en oen impule o 
bewegende " ff' 

rustende energie ~ 
" 
" 

" 
" 

energieatroom heeft een impula 

· Potentiat\lvector. 

. ... ~ 
" ,,,, "' fl 

ma.sea · Jr " 
~ergiestroom ,1. 

" tf 

Wlj pas sen de stalling van blz, 38 toe op de vei-gelijking { I/ 1. 6 L). 
Er bests.at due een veotorveld ~"' , zoo da.t 

of,uitgeschreven in orthogonale koordinaten 

(Ff.l) 
JJ,, • ~ ~ - Q'- <I, - 'd,, c/ .. 

Daze vector cpJ. be~t de potentiaalvector. fi , 'A, en ~ vor­
men een ruimtolijken vector,de vectorpote,ntiaal der gewone vec­
toranalyee, ~ ie voor velden,die niet van den t~d afhangen 

de gewone potent iaal. {<iii. ..f..A ~-~~~ 
Voor een rustena.e puntlading ~t-·men de differen-

tiaalvergelijkingen 

J\ ix t 'i)l t~ rd~ t,. -r 
. "1,. t... - "d ~ ~ l .. o 

ale volgt op.Man bepaalt 'P~ met bahulp van de formule 

l 1() - t. 
.st,) "t"" .. ,,i .. 

' en dan is 

{s, . .r) · t. • ?,. Cf 't j 'r.1 · ....r,_ ,. .1>) • ..B"L : O 

lien overtuigt et atch gemakkelljk van, dat deze oplossing aa.n · 
( · ,, .. &' ) voldoet.. t · 

' · WJ;f n-agea: • n-.ar de oploesing van de differentie.e.lverge-
1JJkingen (ti.-~ ) x · en II voor een pewegende puntle.ding .Neman wiJ 
.~••'~t:1'9"~4-, ••n ~tledi)l& c. zioh ~et oonatante snel-

• ~14-r 'at:f/"1: \,11;.~.-t,, :ted ·~?•iohte van het stelsel ( .g, :J, i.> t ) 
::i;:,1:~I -~-;:,i:-i,s,i'.1~1 ~i1:~·:~i:, 
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60. 
hewees;t,.1.Len beµunlt de.n oe.r~~ cton .J(1tentiualvekt(,r <{; voo:r eon 

":Vi llekeurt~~ ~iu~t P . •J;,3s h""'~ 'i. \ ~ •r .a~·. ~·)or de btrnn en P en 
de :x - a.e door P . ne nu1ke~el door f sni,1dt de r;ereldltjn Yan 

{J 
,. 

/ 
/ 

/ 
(l().1) 

c:. t 12. .l n 'f in het ,:erleden. We 

bran.gen een nieuw a,ieenetel­
fl~l aAn, dat de wereldlUn als · 

~I I 
e i;. - as heeft en een .e -as 

--r-+--=---~..:------.door P .Met betrekking tot 

--f., 'l.' 

dit staleel ie de lading in 
rust en derhalve in P: 

,6/) I - if., - lf"' • 0 ., ... .. . 
I 

De vector 
.e. 

f..t}" he aft due de ri cht ing van de t t ~ as an een duur 
I 

,I( 

Ii,, V-,•;; 
is 

.Is dus ~ de eenheidsvector van de snelheid da.n 
• 

" K 

{60,1,.) lf .. .! ..t. 
J/ ' 'i. 

Uu is echter (zi.e figuur) . 
. ,., &;) / '1) ') I 1(6 ',"fl . /R.•x .. ol 

I KI. 
'l. l k. 

= (,c -, , L It" - .,,. = _, 1 Ille t ,1e , l' " 'J 

" en verder is de duu.r ·iran 'I eve?1 groot ala de lerwte van 
zoodat. 

I~ "<- I « R 
'" (,I< • - 1 K 

= - V-"t"'z, 'I-« R 
I( IC 

.e , ). 
{6o.5) (/,.· = 'IT/ u"li-

• It 

" " ' 

zooda:t ~ 

Hiarmede is een_g_e_e_e_k_v_an--~e--~a~s~senstalsel onafhankelijke op-

lossini:r voor· fl) gevonden.We brengen deze nu terug op ons ae-
-o · Yi -

senstelsal x, J~ a, -I. .Dan is {daar ~ 9 = le:ggta i ,c ) 

(vergl.47.l) 

' 



/ 

61 

I 

.t 

Ji I r 
u _ _....,..,.,, 

t,( ,14 ::: "" ' t r---.. ·- • ' C • ·- ~t 
C 

ii: 
m1!!ir a: de lengte vc.n den vector z: voc,:rstelt, (Lienar11--:Vie-• 

chort 98--00). Is de snalhoid van. de le.ding niet cr.m.stnnt en d.ue 
de 'Vl,ereld.lijn geen rftohte, dan g:;.tlck,n dt:i zelf'de foruz.u.ies, l,p ia 
da.n weer snijpunt van de we1"c..1.d.lijn met den nulkegel d.00r P in 

het V1;'lr1£H1en,De veetoren , ~ 1;,n !" ,;( liggon 1.n de rae.klijn non 

do \r,rere l.dli.jn in dv.t e:nijpunt .Hut 1)~ 'f i a dan het oenig.~-­

ve n d.e ·were1dl!jn ~ e. , det Y£.<?£...£~ .. Po'tenti~e.1 in f ~­
--~ang is. 

Wlj beschouwen nu. bet .~oval vn.n oen ~ont~m1 variiee:!.de 

1.fvUr~~::. :renvoudigheic.efct~l./,1 0 ,md~:t·B+..e Ut)U ,1'.j oer·r:t. ~.rnn ·wt 11ekeu-· 
/r, , .ri.g coutinu over een dee: 

, c-, i I / "an de x., J, i ~ ruirate ver-

/ 

1 de~1de lndil:g met e..:rt~ 
1 t·onatunte sne:.heid u..' 

nene 1 ac.tng besnhrijft eeL 

1·er~hte were}. d bui s, en wlj 

b•3(;1,c!1ouwer:i de inf:i.ni tee1.-• 

~ale buts van een klain 
deeJ der lading.,Zij 'f het 
f.mijptwt. , 1ari dozo infifl:1.·· 

t.ee:itttule wereldbuis met 
dsn nuH:agel van P , «r 1 

, ,, ' 
d.a dooransde met d& 8 / £ -

r-uimte en tr de projeo­
tie van de doorenede mat 

de!1 n.ulkegel van f op d.e 

•x. 7, , - rui.mte. 
~ 



62. 
Is de ruat,dtchtheid van de la.ding r ,dan is de bnepnde 1►: 
din_~ f d -r en de vierdim.ensionale etroomdiohtheid ia due . 

W'lj bewijzen nu ds.t 

I 

- 9:' 
De dooranede met den nulkegel is driedimenaionaal,•n k&D er 
dus een kontravarianten triveotor aan toevoegen,ot met behulp 
van den eenheidsquadrivaotor :f« ;./"- 11 ook een kovartanten veo- : 
tor t,. . Daar eohter het bypervlak van t"' &IU} den nulkegel 
in 'f raakt, heeft de kontravariante vector · 6 de riohting 
van 71.1r .Bijgevolg is 

, ~ A » • A 
d r : ti., -..:- fl). !' . : ri> f • 

(62. -~) 
I I 

:c ,~,. '?;1. 

Hit ( 6 tJ. I. ) volgt dus dat d.e bijdrage van Cle bu1a ilWfl. (/" 1a 
~ 4 

//., h) t1,tl"= ..!. L Jr 1 s .,...! L ,t.i-
{f.J ,c,, 7 J IJ. % I 1• g • 

zoodat 

,,. .£) 

te i-ntegreeren over e.lle deelen a.er "•3• ,~ruimte waar projeo­
•ci.es 1.iggen van doorsneden van atroombuizen met den nulkegel 
ve.n §: rd.w.z. we.ar bewegende ladi:og aanwezig was op een tijd 

J en van wa.a.ruit dus een lichteignaal uitgeetu 
op dien tijd c juist ten tijde t • o in P zou ae.nkomen.Oaan we 
nu weer over tot willekeurig bewogende ladingen dan is van 
elke infinitesimsle stroombuis wAer alleen de doorenede met 
den nulkegel van.? van belang en we· hebben dus voor elke b 
de wa.arde van 11 • ·(die nu niet meer oonetant in den tijd ia) 
te nemen tan tijde t • ~ l = - I ; . 

(lt.6J tp"= •,1J(f •;~ 



6.3 

oewc➔gende lahingen in hat verledeE._, dia ~i. c~h iJl de ruilltot\jctwer•l, 
op dtff.1 rmlke6el, \fan P bdvin.de~Uen bitagrae:;.'t ~ius oigenlijk o~er 

·1:' +++++++++++ _ .... _______ ,.,,_.,..._., _____ ..,._ .. 

+++++4·++ f·++ 



II- Algemeene Ralativ.isti 

Algemeeutt bescnouwiugett. 
<>: -" Q ... ~Ill lo: I ILil ..,,.,___,,...,., 

~-

de vereohljneeleu i fl. ze1tor opziebt losgemwt van d• ko@rdi u-

t~n All$ ortnogot\8.le kooraicateu in 

roohtigd,ae algemaeue torw.l1s 

dinatenstelaela 

d.ue oooit leer@n 

heid neeft,nut bet 

fo~tie in de n,r.-wereld, 

stelsel volkomet1 g&.:UJll~ertu).trt: 

om aeu n&etbeni.·™1 te 

is,van te 

,en aetberwind aa11Ki:rit.U1:.1Uil.& 

'liteitethoori.e, 

GehEHil ndoro 

va:c I 
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eente 
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e:lukk«m,ll'ooht .r eeu 
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Jten· veraQeld "'"""'~"''11"'4!'" tltl!ft _,,..,..,:.. ........ -_ •. % 

mae.r ge1'oge~ ct gebrokel). , ft 

loo ilde ft koordi 1latf.HlSt el ~el e i d 

goule reobtlijaige -~~~ru 

e.fwijld.~ van de 

ooordiuteooteleele 

-~v~•ftJ'1A,~loeietot✓ 'bol­
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B, d.aQ ~al A afplatte11.Het ex:perimatlt kau tdtmwn me vau de 

twee ruet,m., a.w" de Sl!ni~t ro~eereMe• ooordiU,teutel~e 

klaea:ieke meohal\tr;a lat@u sioo experimenteel vastleggen~Ook 

hier is weer "o~r~aakm van bet versohijneel hot gedrag t~o,vau 

zekere bevoorreohte o.oordinatenstelsele. 

I_n beide gevalleuiaoowel i'tl de speoiale :relativite:lte­

theorie ale ill de klassieke mechanioa, tretfe'f! we d. u t 
~ . 

i1?ts zeer tmbevredigend~aau ooord1natet\eteleel.e wordt iu 
, ___ ... ___ ,,,, ___ ,...,~ ...... --,,.,-~,.·------,...--

zekere~ zin physisohe realiteit toogeaohreven,terwijl 1ri.J tuoh 

moeten verlangeu dat het gedre.g van physiaohe di'-'8eu al.lee~ 

zal afhangeu van hun betrekkingen t andere peyeisobe di!QSen 

eu 11iet ve.V! b.t:m be'trekki1)8eu tot Quph;yeiaohe @nti teite11 ale 

cotlrdiuateustelaele, 11absolute ruimtew e .. d Men 3&1 due meten 

cp ru.st te transtormeeren. de ,rereraelling voor al.le pu:nt~u 

01.. , dan is dat iu de klaseieke machardce. 
. '•· ~ 

men beboeft all.eeu ee~ i!le~bijuraob.t to - y,1 l iQ 

:maar bet pri:o.oipe blijft hetzelflle .. 

gewonne:n1JI er i.a zoo iota gebeurd 
I 

111SOhlj1ib6l"8'1" tijd {; met bohulp van 98'1 

De beslissende stap Yffl.8 

werkolijke tijd fflU!I ala t eu 

wegende steloel werkelUk ward 

vre,gen: aijn er ~e 

zoudal?. doeu ale - m i. ? 

~a~ die~ eisoh en wel op 

voor attractie va~ 

eobter 



ook zoo voor 

gelijkheid is het voor een 

uit 

'llerenelliag ii. 

14 een gravitati 

kracht -m ZL 

Verder moeten we een 

van zakere coorcU. 
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'1'1j gaatl dus in de R.T.--""''""'""' 1 

riga ltro:mlijnige 

bevoorraoht 

eon of andere manier 

rol,, de 

ala ook uog · :hi 

een voor 

1r1llekeu-
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pu-nt (J m'aakt eell ui taonderit1g 1 di t is ee't\ einsuJ.ier pa.at. y8tf'. 
'\;' 

de coordiuatentre.nsformatis .. Zulke siJl8Uliere puntatl •Un B► ::ff 
ke1Unerkt door bet o of o0 110rde11 va't\ de s.g."'h.u1ot10._1. · ·. 

determi't\aut,h1er ~ 

'<) .J: -'2) 't-
.x.: 

of 
,. . 

~ tJ ... -i 4ffl II .. , 

71..1.. -'¥, 

~ II 't £,#4" 

Gaat men van 'i en & ui:2:, dar,, ie de tuuctiooaaldeter11iua11t 

.'h ~ 1 I 

t 1~& ~ f) 
~~ .... 'I 't 

.L tJ.,3 - lllC = 
~II· '7/B 'i .!. ..... fi t),11J ii t 

1-~ --ai - - i.1 i: ... "t 'dJ 
. .x. 

Oe.eena tu~1ou.aldettrmiua.t 18 altijd gelfjk a&ll 1:door do 

audere. Xe 4eae dete.tm1t1&11t erseu +, daft beteekent dit 4at 

de uieQWe paramewrltjQn iu dat pu~t hetselfde aoort (:reohta 

of l!ua) Ta• eueutelael vonaea. ala de oud.e, ie de deterld.­

t1ant · - , de.a ta tiet aeacn1etele:el geapiegel.d. Illd.erdaad 1a de 

draa11ft8 vaft de + -riohtiqg van de parametorlijn vat1 'i uar 

de + -l'J.oh.t.i."5 vtul di• van f:J uiw dnc,lfdo ala die van 

+ -~ -M UU' + 1 -atJ. 

Boloo6NJ•t6• lo '1• rulmtw . 

., • i ai u ti aoa (I 

I 00ft fJ 

f/ •ooa1t . ; atra.1eti door (!) 

fl •oout. , cirkela 011 (} 1'l. vlak:... 

ke'l door de 3 -u 
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.eolt~oordinatan op de bol. ----------
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en (j) zijn kromlljnige ~otirdiMten voor 
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'i,3. ~. 
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x1 
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>-. >)i ell,ipa 

il""" 1 : ~.. o ; g•deg~r.,.rd• 

< e hyperbcol 

A=----4 : Z::: 0 
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_Daer eohtor i .. J kaa &aQ deae vergelSJki1g aleobte YOldeM --: 

den d.Oor x '.¢'. ; 1/i:p :::: ; ~ ,; (/ • o,dw, door de be14• ~-•"' .·· 
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11J 1"0tre!l • ,l ._ " A._ alt · 
aieuwe oo6ri11.1&tN ie.lQ l.._. 
x en d (babel.Ye 'f'OOI' de 

brandp.lut•) t>ebooz't NII bflal• 
da ;tJ eu At,....._~ 

.:reu eehter t4J lN,!19 "- 1 • J. a. , 
,.,.~Co;M,H. vier eteleele ......_ -va JI!. • -

d . De parllHterlQuta •• · ,1 1 

ziju de hyperboleu )._ L ~ t = ooutant < " . 
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De pa.rameterlijllen vau Ai Jdjn de ellipoen ,l.1 • I • oo~;, 
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--·-·- t --~- -~· · ,~ 1 
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~t YOO~ des~ ftl.at1o--14eta.nd'U1lt de ll'Mrdti 

-u ft 4• -- ,u- •:l~ieNt lij~~O, 

a&a"'ft.¥11 eec aea,t1seJ1:dl stelael 
':>,t 

~ t • • · 'i; 41 e ial.le ~- v-a -lllllO +- oo DQN'I doorloopn 
1 "" j .,...tmtel.1-og "'• .aUe mp,ljJke •lat&llea ~ , f 11 ! . , : 

•onat °" vierd.~ioUla rd.at• •• abl "' 
' .J ? p1lt •• 4•_ , ,4• setaU• I ,. f , ~ ,, J , 410 ffliJ boorn. 

coorii•tn •• bet ;pot. lil'I, -. ~ OS'Yui&bel• 
............ lf&!I. 1Jt! J 46 

llall due ~ton.tie o~tol1• w d.at de tll'GOt iee NG • 

voldoMd aurte.t al• d.itteniatiee~ 1• • ut de deteniuti:t 

va 4e Mtrlx ill bNO~ gebied 1raa c•lUk 

-1 1•.Da• beetaat 1• d&t pbled. de ~iug va:o. ( . ·" l . 
,$, ;,' l 

11": ' 
, :r, / • . 

~;'\Jll:ill&- Nil ...,..tri._ ,mt •r4t "--." eoa tc.voegi QI 

••• Ull'tel ~ll• o, • .te.llea "" het object} e,ag ! $JU' puc.t 

_.,.._ 1i14t1,:r Qei)N1•te-..telael • wel z:oo dat bU trefl:t-

.. .,.~-!V ktM.lt.i:t• ai~ 1.ate11 opaalUiJvtn•, ala ftl.'ll'lt,11'!1!' 

. t~utt;)r.tie .. 



G:roo thed.111& 1 U .. ~; 

!'1'6 do rtaUJt.• 
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l) ~-~, 4 .1.. 4NfL grootho14 .. kM.\tal , too,:noegd 
., 

Ul\ Mia l,«gMl.4 paet ! VU 1¥ , dat )13 ~ tr~forat1.ti e (fl. l ) 
I 

uiet Ter&1l4ert Ia aa'l elk puet Ya11 •• p~ied. van 

tOep't'Gep 1 dae lip~-· Y&'Q. 8ft eael&neld., 

2) Kn ko'ltJ.l'awvtett Yeotor, d , i -. pootu14 at f'll lte\\te.l.-
-·-41 Oll1P$'._. lb4i!ffl jlf M;,J .,..t 

ii' 

lM It/IE, ,ioeg~ la8. "" ~4 pu.ut ! YU ,die slob. 
.T/1 " 

b!J ( 71. . .t ) ale vol.gt trace~: 

ta aa. elk pul\t 1'&Q ee1. geied vao 1 eeu vector toea;evotgd du 

apreu:t -. ·nu, •• Yet.ttonel4. 

-.-,lit 1• -. aotttnvariartte Yeo'tof' ,n.-t 

3) See. covariate ,rNtoJ',d 1 . ._ poot!lei.4 Mt ,., kfttt.lJ,._ 

w;. , tote"oesd aaa ..-. bepaeld ,w,t J ~ Yafl A, , di• si~h MJ · ,., 

ala l'Olgt t~~: 

' 
overga;og tot veetonel4 ale '°""· 

X• t . -. ~•l.4, •• :la 'd"' ; en GOTarint -,eetonel4, 

bet §!!!1•bel4 nm f : 
, . A" d ' 

T~IJ d>, f • >-' if -· 
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Ret J)atl'I l?I c ~t, P14fttit1~ Mt ft 0..0.!~.~.!t 

ge-,a14 !ett«N bed't aet de .:Uen d1t t&du ~Qt ---•-14· 
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'8 'lii)l..ili,,~~1,11.· ~ ~ ~- M tteft 

~ > 1Qlat • "fflJ& all8R Mil ,-.t te .... 
N~bGta. 2.iet i!!!!!. TM 

PQate. 

11. 't•-1rt 

f'onatie ( 

-. .- IM't 'httld ~bl. • -. ta '11oonltol­

!118a» ...... 1R bet OM1t---1.t bU 4• trne-
1 ) 4_.lfte ~r¢iu:t• (-1~ all6ft ul) be-

~ 

,.. ilk J 1'0~ &111 ~ -
abl.u,.- ooutMYm.eate l'totor • Gft ••art•te Yetttor ia 4e 

• • 
l.okele ft'1l F · .,De IPP1'8 l•tot• ..._.. 4U 4aer Nap. 

40or •• ~· a -- ~'flak --- ~elcl.:s-. ,.914 

YO-,rt ... ......,.,...._lo~•_,. ~14 too,.WJ b.U4@'4 dW1t 

bU 4- 4ef1td.t$• ,.. ~ ft ·-~ NII ,.. 4ft ~Nin,,. 

ttt •--d~ • 11l ~ lOM&lN:late die grcothod.• op 4e 

••~•• -.n111.,.,sooal.e Alt: 1'Re&R ,roo:r 1• 

- .,_~ all.e Y ...... !p!'OO~ft. 
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«tt'4 dese vergttlijki13g meet 8elde-c. Toor itieh ~
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1-n \IOO:if'd@'ft: 

fl~. ~~~-a~~~t),~~ -~gelei~! __ vaa. -~!ll .~~~~-~-MO~ 

'~ ~1 .... ~-~ 

·1s bi.erMQ volde.e.1.,dau •olgt ale. bijlteaw.tut.: 

.I!! .. ~p~~~~!~ li' ~!-~~--~~ti..~--~--~~ ~fflalMA . V&~ 

~ ~ P.: i()\ '°' .~~~ . siJ.1-\ .. !~;!~0l~~-~ '/ 11 ,. ? d ?~ • d 
lU~hen we bove~iea dat d$ o•el"'b:tengi-s ~tr1~ 

(d. w. z. dat er 1nfiuiteeiaala puallelog~ 1• ieder pu'Ot 

eu iu iedffe etand bee.ta.au) dal\ hebbeu we voldooue •""1.h'•-~11.•IP· 

deu om de ~ ; te berebllft. l11derdaa4 ie 

/1. r /..., r 
&)>- J" 14 - >- II( Jr r - ,v J ~ r 

() " ;.J~;/'>. l" (7;.? f A t r..~ 

6U d'),, IIC] '!Ill t) .... 

rt r - J { 'J,,. 1,-x t rJ;.J"'"' - dlt jJ., J" I/' .I\ j ("< - -<. Q 

) 
;. ) , 

ot 
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\J 

li..,tre 01'~"8 ~, dl• .,_.tr190b le 6t1 -.u"• 
""'""'' w ;. ...,..,,,-,,' "•' "" I!<,,..,.-~ ""i,,i•'" k. ~.,,.., .. , .• -,.,,.~,"" "~'P\\<<" ·IY>,tfy,•"lt>'"W ~"'"" ,•i;,,.)IO.,,,,. ,,,,~-- ~--- ' ,,. ,. ' , , .• ,. "... ~- •. ,\ • ' ,. ' ', 

4• ooYV!qte ... leide ,rq. 4-. ~.-otaalt~r ll\\l 
.. ....... _,,.. .. ,,. •• ,1!f'lo,~~,,. .. _. ,... • ~---------~-,., ...... ll,>.~~-~'~Mi+~'l!I--~•--~,"''"'·- .. .,, ,. " 

' . -~~ .. ~~!_!!.._!!! ~ 
l's will._ lHf>eln ot e le eeG '( \u8Qbt.u t•e g!!@:even 

·'f'orbi-11~ ~ 'rM -=t,r,.. le.at• (d.~ ot 
Jiorte &t 1...,. Nll dle _,._. we;rlrd~USfjl~-) Voor 4e 

afl.e141og ~-- • bltt ~, --"8l..- vaa Ma wel4~ DO<t .. 

dig'! 

Mel , er ie i:a Ma X. MO veld. 888'ftet&tbs,,.. eoa ,rector-

,reld Veld.er, dJ ---- •• lfd1.d'teeiaal •erplaatai~ ... 

,t~I .t6a .- •• 41t lMt:~ NU eH .-tJcuGlllge be. 

t ... ul ~-,-- a1dl ltOOr ,. fftell-.,dat •t.• all• _pu.Qtci:o 

'tM a. X. ~ ""&tB'CU4 r",1 t v..,iat1.1.._ ~ X,,, o~or~-

8M,t 4~ • oet:t :btf'ildtoei•l• dafo'Rlat.J.e !11 a1~haelt Hu 

-.,~ne. w 1'U•t •111t ._ •- veld. .. We. ~ ••• 'ftiw11r 

ool:n.H.n\"8144.Nl ~a1dg"da't -. 8af4 •lk !~laa:tet pant 
~ ·"- . K f i' tt l.i. <te o.G4G ~i:r..a~n ! U>eba.1uia ,m at.lft. 

bet ,.at wet 6- NA• ~~ { Fl; 4• ~~ ooo.rUooten 
,: ;:,.,.~-"'"·t""""""'"''' 

f Jt - v";lt v...,_ • 41• d-... eoWiutn s ~; du lltidt. 

_. •• 00..,..,.~fl• 
,,., _, ,. ~. 

'· I ·•IP 



1 u t 

'· ' 



!? 

t ~ .I,/ 

11tttrt:ku.l\dtg ~etelt.,bet v,e.1"'80bil tue~cb.at1 plaate,t,lUke en 
. llf l,t_,1 

Qeegaeleepte 'leld:nard~ ill. ~ ♦" _,, t. e~ bijge\"olg ook {diff'er••-

t.ial.9U "'~"- d.ei twet~e orde venurl.0.01uisttd) b.ett 1te>Ndiil t~a~~ . . ,. '~- ..,, . . ' .. 

·-•--.2"~!_:!_!!,dN:~~-.!.~ ~~ g~" ~•~~ ,vase d1ft'er8uti 

beet. d.• i11e~ d.ittereutiaalti voor en t.euoor fa,.../lf is dua 
...... ~-~···-···•-·-·- . • .... •. ·•··•··-·-·••--- I 

~ 
d.,w .. a .. 4e 'f'ttl~ Val\ het meegeeleepte veld. in -g ie 

fjS:.'t f ,.~ f-( 11 ,1} f;,. M. ¼' t,ttl( I}». VJ.~ + ,~/4 ~jc/l 14') J t ,. 

le do !ti~ diftorntiaal voo;r eeua veld WJ d@ 'fSr,Plea.t­

aing v#(di -1,da 'betMkm aat.4at !wit YGld 1.)ij het mee11le►• 

peu .. ~a __ ~i~--•~!~-~~~~-M • du t:.ep,nmter dat meul~ero 1n-

1,·ma1at is. 

1J8 g•" • 1- e• ~ eea k:roae baaohouwee,ch.t- ttrH 

puute-a P, ft ~ verldt\d:t;, llff'tt ~ -.a• de punteta vaa die 

~• MU k:leiM yerplaat.aiwg ul/(tit. "die ia I; ffl'i. I; ul 

1a,4a. · .. n o .•. •tataat. er. ~.nieu.wei 
~. Ia d♦ leogte ) '- i •t~ 

I 

-- .1, cle woio.tio nt1 de 

Ml· ·49 .. 'tl~ateies irird. ·t -1¢ 

n« g•~, •'·"•j _,..:c,,,,,...,.~'Q~1a1 ••"' -. ... ~· t,e 1ru1-.°' 
j ,,:'; t'';,-f'._:;/ .):_':-: .:_ ' ' :, .. , .,.:. ' 

li,llJA)ll11 ill!l.l,;«IIU " 4~ . lqQ~ •t 
t ... D1t .met ~t~li,Jk., 



96. 

preo1ea hetaelt4e ettect op de lergte hebben.We weteu al. dat 
' . ' , 
. de veld'll'Bal'de ven bet meegeeleepte veld in f i,i; is 

~'- I ~ ... ~.;~ ,A .. i·K ~ (+ ,, ... ~ 3 .. + 3,.. /d,.,,,."+ ''J•_.. dJ) "* 
C ,._. teekeu,oillat bet aeeeleepen bier ovf)r -tt'',{t plaats h .. n 
en·dus ia 

,, • .1. ~ J,h . ~· J~.,_.11~•.t~") t 

" i 'ilk· 'l tit) i L d"'" .t!>-,1 () 

~ i d,c a o omat du ~ntme ruatig blijtt liggen,~u . 

" + l ~(q"'" "(' { rl, 1). ,( 'ir)J· t 3,...1,. ,, .. ~,.,,.-.l)I 
11 

J. 5 J ( >- •,; I . n }I,, . ' P t ? . ., ' "'. l,.. 
= i ti~ "s L d)'IC. ',-..1' .-· 3,.-< I >-r ~ ,, -t 3.,,.). r i(' 1 -1rJ', .. 

Nu kau • .., een partioele integratie toopaaeen 
,,. p,.· J( pf., . . J i I( 

~'- '1 f ~t h, -= ~ J d: ". ) -. s ir. i Ji 
P. J.!:, . . ' ·~ 
' ~ ~ . 

f ' I( . 

-:: ~. L'« ~ H . 
. ~ . 

we.aruit·volgt ala '100daa}colt,1ke en voldonde voonraarde vcor . . . ' 
en ex~ lcngte ( ot hv ) 

' ~- .,J~ ' q ., 0 ~ ,. 0 
J J.; ~1. t:olgt: .· 

--~- J~.e~.1;: .~tegelijk do op bla.0. ';.--~~-·~f i-~tttia~e l~ aQu; 
" . ,. ;:; ' • x .. ,, t .r, • ......... 1.:· (ot 6 

. -<: l 'II,...,..,.,;.'..~·•: .. _.... . . 
:~ ·::.'·:l>·';~-.el .. 



Krommi-ug. 

net lijuelemen.t op een bol met at:raal 1 is 
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r-i 1 
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1 1 
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( *;"' 11) 3,,. = .0 3 ,.;l. = 1. 

' 
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1 

'If= 

en , zooals· hilt beboo:tt (leugte vecter :1 YlV&.riant bij ptl&UdO-

parallele 1rerplaatsi 11g) 

'i' 1 ~ t ) v- l.l t !I v· 
-I 

: 1 

:::; -1 

= a 

:J« ir 1 d '!! 
O 11 
V 

1 t . • 
M"1 .,,~,;,.&"16/-1-.tlJ'iJ"..,h...,.{I 

111 t { 1 ) volgt meridia~en ~eodeti!che ¥Juen siju. 

een parallelcirkel 0 is 0 ;.;t "' dus 

en .De 
van. dett ..... ..,,,,...go..,,,.., 

vector is due ge&):­

alle veotoreu bl 
lioek draa.in,., 

afgeleid.e rewl_taat,l'boll' 

~allelo:trkel heel,~ m~~, 

,t 66' 

is 

b &@a.gel\,. Het.9 · 

bet f)ppalri/~, 



99. 
ie due 1.7/ ( 1- etrJ 6! } &ll di t is ju.1st het oppervlak vau de bol-

kap waarvau de per-allelairkel de ral).d is .. Algemeen geldt op ee11.;; 

bol •1= etraal f< : 
Ia de omgre~de i uhou.d 0 

-~i ndetand J.1/ - ff . 
, dan is de hoek tuaache-n bee;i'dJ; 

:':~. 

Brengt m1tn, eeu kege:I. aau ,d1a den bol raakt iu den paral-

lelo1rkel 0 lil: en ale.at msn dieu kegel in een plat vlak ui t, 

dau o~ietaat eeu 'cirltelseotor .met ~tr~ !7 6! &U: hoek £T/.t-nB.o 

'~ 4.:._ Daaruit ,rolgt"' dat de psau.dopa-ral1ele 

-----
. i'l,;, 

'}."I"" . 

~erplaatsi'lllg leugs deu paral.lelcirkel 

op den bol eu op den kegel deaelfde it . 

g aa,u ml. i u een algeineeue. 1( berekeuem. nt een kon.tra~ 

variaute vecto~ doet bij pseudoparallele verplaatsiug langs eeu· 

:la en er ctus· i'tl:fhiitesimale parallelogrs.mm.® bestaau.In sru.lk 

:1 1il6 

eeu i nfi lli teaima.al :parallelogram. brErn~ 

we oou vector eerst psettdop~allel, 

near via 8 eu dan vau 

nas.r· via ~ .In .B 1s de 

1" 

D 

,( 

van. A geworden 
1" -., 11: 

I >-
eve nzo o r.,Jf 

:,. ,t .. /4 / 
aeu vector 

rfs 
11'1{ 

l> /-i k 
,,µ >-

in A ' 

.~.·.·.s-· ... ,. jl 
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dit eeu 
d , I'-, 

van -f f t 

'96tl, 

) 

-waarden is due 

), t 1 r " r;.; ;\ } v ;\ . 

e~ dit geldt voor iedere wasrde 

uitdrukkiug tusaahe~ accolades 

.Is de overbreuging 

de on-

ia,is 

{ 

') ·; i,, •,, , < 
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t ( ) 
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A "Cl C: II f 

,\ • Cl 1 

verde:r 

lo~. 3 " < "' ,,.,. ") l ... , A .. ,, 1 ;( 
' ,, < <' "r· . 4 n A.• • J. " .......... . 

r• I l ' "' . 
eu dua iJl. f ~ 
II &. '/ 

eu daaru.1 t ..-olgt 1 u l t( 

• 
I()), f' 

· ICI r 
,,,. I A' 

I- if. ' I.I I 11' .,.) R . . . Ii( 

./"'>..' =:: l'!J l ~ - •! . >'(,r"J t- • • .. • 

,, "') 'Ue verdere tax-men ·t,e'V'atten meer dau Uu f'aotor {J -1 •u "f8r-

de~ grootheden die zi~h laten vormeu uit de a•&r1aate ~ 

laiden v~n R ~; ~ K ffiJ kunuet1 nu de ideutite1t •au 81&1\0bi p­

ma.kkelijk. bewijzeu. 

1l'on opzichte vatl een e.telael va11 uoraalooint•tft 1-. .f 
., 

is 

,. l. 7 .~ R ;; l ; ~ • 1)0, R :,;) ~ • • '\. d, ~\ i-{-.,, r, ,;, <;/li;;;, 
' ' . . ' 

. + ~ ~r. "•; ,;.; •• 
en -~ngezien: men di t· voor · 1eder PQ11.t D1I ..... . f{ 

• \ , ' ·• • ,1 ,; ,, ,, ; ~\;;,.,j ~t'. 
:tndor de.ad overel. 1'Ull. · " · ' ;'I '.: 

,. ' ·t 111' 

" 
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( !If) 
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3/ - .. 

It l t. 

Holt is 1lU ~•ekkel.iJk 11' te •1•• Clat de YttrplQld.91 

l(;l; ~1: + 't_P ~ ~ C i' f/J~ 
'Q:),' ?;;'- ,, ~ ,, 

altijd geldt,ook veiot- uiet bollloge.e maeeoerdi'1111.'laat la•• 

bepaald punt aal de grcotete bijdrage vN,r P atlroaatig 1Q1a 

vatl de aater1e 1• ee" ttleiu omgev1"8 oa P •"• tft opalebte 

va• 41c. bijdrage ( ·e: kOllt 11\ daa noemer •oor) ul 4• reat te 

verne.rloo••• a.(to.We lr:ollft due tot de .. 001'0lule: 

Iu de klaaeieke aeohanioa ia de graYitatlftlcnoht de atp ... 

;_,:11 de 1a11 eeu poteutiaal eu voor deae pote.fl1u1 pldt 4• ••­

g,~1 tl& vau Laplace Mt ••• reobter lid 4at all•• atbawagt 

_vau de plaatselijke diobtheid vaa dt.i mate~1• •• •l 18 vaor 

.rtu11~eu wa.ar Zich geea Mterie beVi'ldt. 

-~!_~":_~t~t.1eveld 01'l'!:8taa:1ide door a~i!JS van 4e ~~.,_ 

_'!!_~d~~ -~ , . : en c. , 

Indien de overal de waardeu 

/II f· t 4 ~ q - 4 - - ~ <g -1 . ; •• """' l.;,c f I du - du - d .,,, , (/ )f( 

bebbou, hebben we ~e make• met een ~ue IBUDW'lld.eObct 

met een orthogonaal carteeiaoh t'Otird1u.teute1eel.'ll'tae 

weu uu ee11 r..ii:mtettJ4wereld met eeu oo&!'Cllilateaettlte1;,~" 
' / o ,,_'' 

• 
a.11 de ,~ ~ sleohte we1"1& ·••• de d,. ac •• 

• 011<1.el-atelliq) 

ef>< s , .... ,,, 

a-.!Ullllller het aoiirdiu•., 
•," 



J.U~. 

de 

~ 1 ,, 

maesapun.t klein ie 

1 seggen dat de 

+ <, d vau den plutselijken, 

V8t:!. ) 
.,_,~"'"'--"""' 

I, 
J. 

). 'I,' 

~ ) l;! ~ 
,, t, 

tlll 4' 'f ~T 

2 

grcotbe-

) 



voor mate-



oova-

( $i ) 

( 

I 

t 

voor vierdimensioualen kracht-

m.ater:te af­
, dau is hete:e:1r1~,;;: 



Dit 

van 

Jen. 

~ 

X l ,::,.(j' 

ll 

aen 

l) 

} 

, inge'1ula in ( 1 

) 

deel e:s snellleuen 

Dan sull6u we voor 

geb·led, wa8l""Van 

heb'tH';lln 
:Ji J. 

,Zij (le anelheid V'Stl 

d 'lf an oon a eel t 

111. 'J 

orthogom.1/,t.i uoorui •· 

die "'Jee1 ve.n elk~ ·uorsehi- -
i ~ , ia du.a voor u ;, u j. 



-111... 1 

b.t,j de a dt:1 

vorm Zf v-l'v4}. 

welke ui tdrukld ng voor een w·aarr:.emer dJ.e met hen zwua.rtepunt 
c:-· 

meeboweegt gel~"k is av.n / ,._ t: ,./-f. . Door een 

is er· utAa in de J- rich.ting oen. et'l'."0(>.:11in.g van .x. imp1il$ 

groot /~ :: :-f . st t L / J; :-J voor ,Je git-.1:mJ 

deldt> stroomi ngad:ich.theid in de J · ch ting vau deu ;.."'! ~ i!1.1p\!1t: 

im:pulsve1"'a.nder1.ng per ti,,jds>Hecl:.t.dd l-trac:ht ifl1- hoe dus 

LP v"'v,._. de bateekenis van een spanning 1n de x- :r:1ch1,ing 
/ 

o-J' ook V!!in 

ilttn spanning (snhn.i.f:apan:aing) :le - richti.n.g jn hE':t z. 
l'"J 

vlak-!1--Noemon. we d.eze gpa.J:Ini !).gen f I. ( t ia dus e<Jn druk-

of trskeyanning), dan heeft uu. d.«.i, volgand.e matri,:; 

... , '1 1 11-1 1.. '\ "'.!'\ ,, ..... 

f 1/ u. 14 lb 1' /' 
u u: I -1-/ 4-1. l-t µe ti-< 

ti ii ;) " ~ .. , / 
., 

~ 

-t"- u "\ "1. U. "- 1 ~ II. ~ 2. 
/' C' 

u 

f t/ f -t ..V u I,( I t/1.A. ~ tt 
(J " / 

,,J ,;I " 
~ 

1.3 ·t 1 .£.1 ,., ? ~-~ '\ I,{ ..., /fi (~ J.( 

f t / ~ 
',;f t i"/~ 'f .:., t t_r 'I a . , ti 

~ 
,J 

, t,. 

tU 1 'I.. . ~ ,,, 
/o /' 'L !/ /-"" t ;-1 ·' 

Aan de zljdeu va..u da ms.t1•i.x t;i;;•&ed t (mat eeu f'actor <! ) de 
1 ~ ~ 

viel"dimenaionale impulaveotor / ':- i /"'" ~" , /A,A ~! , ,,,#- e op 
., 

(verg blz~ 61),wa:arvan, de :inrpul.sc.ichtheideveotor /.,,! r i/"' :- , 

/-" ;t" de ruimtelljke ltvllij)Qneu.te ie l) ,~ 



1 

zelfd.e 

heid de dealtjea 

ttng een 

e J. :J. 

Ge.an. we nu n~ 

te'l'laor verdmjn.t, 
. we , 

1 

de 

et1 di t is de bekend.e 

mica. 

eu dit is de 

verenelli us) 

geeu ui twendige 

mertt, dat e 

indien d~ geh&ele 
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" wil zeggen, 

da,t 181? in ( 111.1. · ) ui twendige kxachten optreden en in ( /; 3, f ) een 

:massa door toegevoerde energie. 

De gravitatievergelijldngen van Einstein:.. 
, 

Stal nu dater behalve :meohe.nianhe ten eleotromagnetiache 

versobijnselen in de na.tuur besta~u, dan zijn 

twendige" kraohten in hat ectroraagiietieohe van mecha­

e het el ec;itromagne-

____ e_r_· _d_a_n...,. geen ui twendi~s kracht~.!!.t_ 
tl; ~ . t<f). 

d w.z de diverge e van de som van .!!!_ T moet uul zijtl'. 

en 

( 

( • 

en totalan tensor dan moat in 

geld.en 

), 

= 0 

::noet 

. Indcrdaa~. -ia 

1 " I. gaat I 

I},,_ ) 

,,Mo),, 

-o 

van total.en :1.mpule · en tote.-

van 

dien aan 

voor,de 

telloor mat. lou:ter 

), ' , 
lll\l ~iju ;, 

· .. De oenvo~ ... ·· 



1 J 
!II! - ;t all Ji, 

erin. is fC 

nomsn we weer 

wei van ,-1 » ~-1 
1 1 1 

( t', 1 ) 

K I ,( ;, 

1-t ~ 
ff! 

i ~, 
i • I: 

.f }. 

. J 
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. . \J.l .. ~=~ t-:-:-'-·.,"-~ 
We wot en eohteu.• (bla. 111 ·) de.t 1·oc,r de pote•tiaal .,o),,;1at 

11,.1 o p • -/,, I/· j ............. rr--1 
wa.e.ri n ( · de Pl~i t1ti1oouota11te va.u Newtotl 11 1 ) ta 4ui 

voltt voQr de sr1v1tat11oonet1•t• c van li•at•1• · 

II t, t I,, I ..,,, 
I( "' --;r a '''f • ti J '4•1t1 111itll C N"'/] 

' . . 
1\ldel'.'d&.a.d lee,t iu ~ ,,,., ) dat 4• p1.1S:tatievergalfld11& 'VAi. 

Elne-cain. :ln. ~t gxone~"1 overp&t iu 4• YttraellJld.ftl·_,.,.f! 

• If r' / dor kl111ait1'e 11tOMMea,1110&l1 hit OOl'NIIJOQClntit-

pr ;i;n.oipt dat vtrlan&t. , , 

!!.8t 11:a~i tatievel~ ~"~ P◄t• ~t!~~• !!!~!I!•!· 
Ve.n 'eta not~d ..,,,-,uut IIIOPll w ven&Ollt• tlll bit 

gr a.vi tatieveld bc~ay-..tri• _Pen .11 er ,. .. _.,_,, da• 1• 

· de d1: 1 eu.oi1d.1aoh,du11 l• t •• sewo• bo:LookU11atn: 

11,., ,';r'. ,•t111'-~ ~,, .. , • .,,_,~,•~•11r1.f' . 
:WU· ~· •· bit NIIIP'll.l 11' ff) II\ Ytr• 

· ll'fttl. da,t 4• \M>l.,_.,,,e \•wu.M bl.Qtt. 

Da• ••t 4~,r~ 4111 1I00411:l'eµJlc 4to YON 

twbbt1, 



Voor• de functiee 

en voor ~ 1 ee1:1:,·oudigh&id8b.alve 

t II 

we 

er Cl\ 

i l, 
'lll t ; A m r, 

1 
fl. • -
1 
~ ... 

1 
Af .. ). 

il!ll! ~ t 

t. 
w 

' 



11iet 

een 

l 
I~, ~ -tr I 1 t 

.t 
:: , t' 

i" 

.! J ' A 11.1 ,, = '1 

~ 
1 l 

Ji;li 1 

van 

1 r,i t 

} ·~ "& 

118. 

algameet.1; !!!!:t 
grav1 tatie­

ooordiuatcnstel-

wi1lekeurig. Zij 

voor 

., ; ,,!, '7 {.:ij _[ 'l r;, 1-iii'- 11 n,t. 

' 
r/ ~ t;&lf - u »i 

J J, £ 7 -~J/)fJ 

:ill 0 

:lli< 

. 1 
~ fJc3(J 



119. 

wmu--ui t blj iutegra•;1e v«>lgt 

,c q( 
.I!. • ,t ... i f.. 14! 4 * ,&"._,..., [ 1.1) , 

waarin o( een illtograt!ecouataute is wae.ruan n Toorloopig 

nog geen physiache beteeketde hoohteu.$ubat1tut1• •• d.eae 

o:plosetug 1u ( ct ),d.w.z. in 

ll3/, 3 

leert da.t ook aan. ,Iese vergelijkiQB voldaan ia. 

Daarmede hebben. we een oplosa11',S gevon.den van. dn Torm 

f ,f. (: "'J • t I I , • ~11·' .. . &.t: .111' 
ll,ul. 11 «! di. i ~ , - - C ,I;/. - - ~ - 'l " .. "- ~ " I 

J I l 1 _ ~ . 

. Di t lijnelement Ter:liest zijn beteek:etds voor 't • ot • 
c·.,:, . ,, I. ,_,,I. . . 
Lit:.,· ~·~t'.~:.,:.~ive ~if:n"#ae ',:,eteekeuie veu ol. uagaau.De verplqld.11g vau 

een geodetieohe liJ1 is 

~l_'C , . r I( Ll...,.. !l.,. - I) 

''1· r " r:t. ,,. ,. "- r "r 



120. 
rl?Cf' f./ olt. ot ~' ·- P• 

"t I-·. --- .. •-' -air ,i. dr at·"' ,, 
,110. 1 

oi':1- ,IA., d,,f 
( II, P.,. '-" ~) I<'. - - : D K'Jr • - -r- ,,I!' Jr J. 'Cl 

,t. r. 

no twoa laatste veri;eljjkin.gen 1ateu zicn oumiddel Ujk oouaal 

itrtegreereu en aeve11 dan de· twee oerste integraleu 

fA.) t.." d._! A 
.I ,J i- • '-'1 

(~) 

wsar 'E1 en. e ... 1n~;egratieconsta;nteu ziju. We zouden nu a.e eer-

eta ,rergelijkin,g moe·a,u 1n.tegreereu. :ru plsata daa.nau uemeu we 

die e,renzoo een ee:rute i.t\tegraal ie en elimiueereu.Elimiueeren 

i.,-e dt: en. oti4 me1; bebu.lp van de andere twee eerate integra­

l an ( (10 .1 ) ,, dan ontetaat 

t:!., Oott.J t e., .. 
/fC. k - - + - : 

,, e-i'- 'f e .. " 1 

, 

/IJ). ( :::: + ¾ ol. rt 
n&1Malf n noa •~ 4• •,rete iategrf.18.l (JJ.41.•0 beeobovweu, 

ii,~· . . 

. ""' (iJ..;... .f L •r·'j) · 
,:1· :": ~' ·, ,, ' ' 

. . .. i:'1(tll••') •• ( 1t..t.7) 
t,/~~··., .'.,;:J ·~ '.i 

1-. •• p,:a- ·· 

. J~: ;bet vlak ij• f · 



lu da klee191&ke. meobaitta 11 

11- 1. J i ... t U f -:: ·~ J,,,,. ( 
l ";f . "' • 1lfllltt8, t\t~rAOt.ltOil'A'U'\II 

• • 
1a1.1 

• 
( • P., i tet1~1W'tta'CI T ...... 

· tou) • 

waariu t de b&taekel:de bsett Ye 4Ml ~'llllft ~.TtrM 

eersta iutegral.n • 

IJ.1,-~ t, 1 ~ t~ A• 1 J,. ..._ ... 1 · . • · If I ooutaute (.__ral&ff't), (t , 
,,,_.y I ?~ct::, I . ~t (pe~), n•r·1 

Met behulp va11 ( 11.1. 'f) aette11. we ( /l.J.;) om Sa Nil atNIJ..,_ 
tiaslverge]JJld~Jdte ellM"ll l en Cf bnat: 

111- c ,,: c!1;)', ,r ·,. a /-r • C 
. 

. ) f' C i 

en. _hier werkft we de oouteat.e ult ctoor cllttweattatS.e .... Cf 

. 1'J,.1. 6 ~- ~ 
l._~'l~ t f - l' 

Voor kleine nelbede11 ( 11. .c.< e) n groot• .nrtatl ..,. het at­

tre.otie ~ oeut~ :mooten. o Y•X"Pl!Jlc.1... ( /,,.I l • ( 11.1 1) 
overgaa.YL 1n. de kl'88l•Jre Ylll"S,OlJJll11'Pll ( 111• 4 ) ft ( 111,-, ).Ult 

( 1lo, 7) en { J!/,"/) YO).gt Clue 

., .. , 7· 
.,! 4 • I!: g I. 

f 

eu uit ( ''"·' ) n ( '"'· t ) (4o tea •t r 
,. 

zeu): 

of 
• 

11.1., 



122. 

Voor de aer4e la 

W6 h&bbero. h1er I.\OU<ier meer- t!tt 't uit de· 1rlMt1.'\elr~ ~1ne. 

8Q1dellt1:N.oee'r.d met de 1 iu ( 1t,.7 ) ,hoe,,el de uatwlrl.!jk ge-
. ,. of.,·, 

,r,,,ten af'ataad i:a werbliJkheid J1 ;;;= bedraagt. Hu. is eob.ter 
~1- l . . 

t'H.·.~ ~r',i!J:.= ,. t 1-;:i _. •w _,.,~Jt11 •t.,{,- ,f .. Hfi.-t,£,~it;f 
fl/. l . • · t •., fa . i "' <rol\ - -:--

'l~ · '·i ~. ' it.•\l1•l(.Jlf1 •• ·r1{1•l'1)f 
voor t,· } -4 .· "t.c. > ,( ., 011 o.ese ul t~.:rulck1ng te ·..,.oo~ lP"'OC'tt• waa.;--. " . . 

·di:m. ~e:n t 1 an -t.1 (t. o, ve;n ci ) 

. aArL :..,. ~ -.:., _. 

r,. (' i,. 'j ,.-ge lJJki 'Qg ,,. 
m. ~ ,,,~ + I ~ 

CI 3 . t 

I-" p + i " r· 
is de r.UttflNn.tia&LTergelJJ)dng vali de baal\ • .Ala eerete benade- · 

riJ>g ~ we ®· OJ>iosa1-ag· va.u 

t!"t ·, t: ' 
111. .Jf . ,,,,. f- {;) • f ti( j"J-

l)r, oploseing van &i preduooerde vergelJjld:ng 

~- 1' ,.-, ,, 0 

"'IJ. . ; 
i S YAU O.ft YOl'!lD. 

, 
' 

() : J 6( £_ t .4 d#O ( 'f "' ft) . 
., J. ,:'-

o t,1. h:i. ~b·u lrtl'mt voo::-· liet reohtar lid· eeuB. l. 
,Ji'!. '. ' 

de oplcasi"OB "fat& ( I .t.1,'I ) luidt: · 
; • , . .. t . ' ) ' 

11.1..f ,J_~.,: .t J~-t:. ' ';· l<f-":.~ '! ·. 
* l , 

,•oodat 



Qh•llua 1• 

d:u:e 

dea .'l':.Al'll!l!M 

,, ·,/!· . 
reap. "~,,~:~ n le poote • 1a 

•- aa••'t.e b-4•1q ~tt lll. 4-· •---

( n,,l.J) --"••~-
_., • ..,_.l'D· 

De B. I.> a,q U./11.U-.J. der pr.au~no ~-
toegwoegd, ia pm.kkslJlk ~ .. ». ~ at· •. 

t. l . I 
+t)r« 

4'Xet 1.. 9t 
Aar.agezieu 7 :'"; ti.t,:;:.; 1s Toor de pl~t~ i~ 
«tel ·-p· << t wa:nt o( <.< (l .De &.rate ten at~lt,__,.ar • 

eerst eeus van ~ af.ziaU:, oe11 ellipa Yoor •t .... t:doitdt 
; ' . 

-e. <weinig· verechilleud vaa -t ) ft eem. per:11-11~~ 
fl.'- . . . ·.. . . 

. weiuig vereahille-r;~d vaa ;.:;:r;;IJJ .De tweede teN ete1~ . ._. A,lllJ~• 

Y1.e sob.onn.eling :met de: dubbele period& voor,41.e - «. -
. . 

iets van en ellii;·s d<>et ahijken.,--.r de riok"tt't&f • 

tot p8ri~lium ld.E,-t met dEm · tfjd. ~t v~~ 
,-au . t. in deu ee:rstn te~ ~•·· $Oh~, aet 



( 



.J,, 
een atstalld fl. 1'&11 bot ontrua, da!l •-• we bier wel Ya11 

een intearatleoout•~ /3 a.hi•• (Ygl, (1t.1 I)) ...... 1 •• 

het er toeb..1'1et toe doet le ...UC. riobti'C de liol\tatNal 

lat\gS de so11 pat .J>eae oploui11g geaubati tueel'tl iu bet reob.ter 

lid va11 ( Ill/, l ) geett 4.._ vergelJJkiGS 

"I,. • 
i1. s-. 1 ~ .. r · l " .,,, t 

,l'fl R_ 

119t de ·B.I. ' :. { ... ', t ,._,.. 'fJ •• 4u8 _, U oploNiltl 
. . 

, ,. r.1. r • ~ + l :, { 1 ... ,,. .. ,, ) 

De max1.1. wau-4e •• f AC ~ (1 t l l) YOOI" q .. o . r wortlt o 
voor 

/JS: i 

de alldere la 1'1 eerete Nu4er1"8 

11.f.t 
. .r 1 ') R ••) ! § { 1 .. V , t .1 fa • ; ( 1 • 1 t A• • It 

11.S. I 

I 

9- 4e boek tuaobell 4eM 'be14e l:te~ 

,a~. I, ti, • '(, • • It ; 'I.. J • · i ~ 1 • -!f: 
' M llOM~ Ue 1-.. 4e oppenl~• wae 4e aoa V!JOr-. 

: . :1~· ,\•; ; ~.94.10' .. 1l •. 6'11. 108 'lfMft:lt "~ \ 
~' : .~lf.-•t._,'if91:t.;:""• "'t~'ii\'.:Ji; -,·:;t·· 'I, 

\.l)e .... , • ...n.e ••. 
' . . 

~:. t:t: ;:,:J. 
•\",',' • ~ I' 'ii,, 



126. 

Hot ruimteliJk l}Jllelemeut o• de sou. 

Vor-7 t • ooastallt krljgeu we hat ru.imtelljk lJ)leleme11t 

~ I dl •. 4 4:.. 'I.Lr/.(:}'- ... . ··~. N "''I,. 
L. Plam heeft e.aogetooud hoe men oeu ruimte met een dergelJJk 

lljneleme'Qt lean verweaeulljken . .Weem iu de. gewon.e .ruimte eeu ge- ' 

4/ -~ woou .t'eohthoekig aeeenet lsel S , 
{ , r eu beeohouw tu . bet 

!. 7.- vlak d-, i,arabool .. 

:t. ' ,d., 'l • JJ « I J - ti J 
/;-' ---f-----·! '/2 t-0(..f\, . 

:5 .' .. , 
' 

die de f · &a euiJdt ill 'f • o( • 
... 

J.a11geaiou · ... 

1e het liJnelell81lt vau de ~bool 

;d . .Y ~ = ~,• " '1J V,-;~1..'ti-«J - .t-g (l; "' 
is 

• v,- f 
taat .men. due deae pa.rabool ~teleu om de ~ ~.,dau is het · 

lijr.element voor hat ontetane omweutelingeoppervlak 

' .. : !}I.?. t .. ,t ff(. . 
_i.a. ' -- .,.. 

Ari,• '. +"" I- -"t. 

wauneer· ff ~e hoek van wet1teli1'g -is gemeteu -vana.t het J7--y1ak 
. eu 't.. de atstaud tot de ~ - as .. lfeem.t ~n uu. 908 eeu vierde 

e.e { .. ,~oetiNob~z o~:,5 • 'j . en 5 ea -}~t meu het mawet1-
, \•c ' ,i ' 11' ,\, ' , ~ ,, , ~ ' ' , ,, , 

.. ,~.c.1~1• ~• . .,._telr.>. om. het f J -vla.k, d~u is het , 
-".'.'.!'\\:,·•,,'"·'t)~'.r'f~:'(,.,i,~:·\/": ' ay,·«·1 J;.:,,'i,', / ;_, ' 

. ',~~i ~·:~t~~~~!:~So,Mle.~"li~ppervlak dAt~,{ 
' ~;:~i-- ,.t •• t . . ' 

' '' . ' ·t 'i:'~'"" tiff ">ii,,,:,-;:;~-~ ,. ;. . • ' , 
i''. ,...,.t~a· Vf\llal 4$ .. 



• ruimte. De ruimte om het gra,·i tatiecentrum van 1· • o< . . ' 

tot -z: =0 ~, beeldt zioh dua vollromen maatgetr«iuw a:f op de helft 

-ge.n hyperoppervlak., die outstaat ui t de bovenate (of ook de 

V8.T't pa.raoool 0 

Men moet uu Mtuurlijk vooral niet den.ken dat de be.au van. 

ot eeu lichtstraal iu deze driedim&nsionale ruim­

te geodetisch sou zijn~Eerat de wereldlljn iu de ruimte,die ont­

aan de verkregen ru.imta oog een t - ae toe ta voe-. . .,..,."... ' 

geu is iu die al.due ,rerkregeu ruimte geodetisoh eu de ba:ne-a 

zijn elechte projeoties in. de richtil'lg van de t - as. Ui t de f'i-

du.idelijk ziau dat voor twee pun.ten in bet ! 7 •- _vlak 

volstrekt uiet de uatuurl.ijk gameteu a:fete.nd i.s ,.nm.ar 

hoe la-nger hoe dichter t.ot di~ af'stand uadert, i 

wanneer eu -i.t groot worden t.. o • vau ~ 

De ,reraghuivi\lg der 9eotraall1J.:fteu. 

t het vierdimetu:douale ]JJnele:meut volgt voor den eigen-

tijd t' voor eeu ru.steud punt ( ? , ti en. <p constant) 

z; ':'il:1 t V,::-;f 
't 

6tl voor twee pu:nte~ op afstandeu en eu waarden ti-A 1 

bij EW:.nu:eltde ~de hooreu 

l ,S!l . 
. t, 

Uit dese vergelJjldng volgt dat eeu klok des ta laugzwner loopt: 

uae.rmate de af'staud tot het gavitatieoentrwn k&einer is.Wat 

vc.ior eeu klok geld't meet ook voor een a.toom gelden, de apeotraaJ, 

vau licht dat 'fan. het oppervlak van. de sou komt,moetern , 

~t l"OQd varechQven ~- Is :traquentie · van een 

' · die van deselfde apectre.allijn . op 

de et~eal 



en dus 

JfJ. ,. 1 ., 
~~Ill I o( • I 

AV - ..!.ir- :II •,i R • - ·~ ,,. . II 

welke '11Ul"de ftft groot 1a alo 41~ VA N1l Doppler •tr.tot 'be­

hooren.de blj eeu nelhe1d •a'll o.6) km per eeoolld.e.Het ettaot 

is buitengewoo" moei]JJk te •t• Olldat er tal va• were oor­

ze.ken ~ die ••11 ver~vi1.1g d.v lJJUa lmnea TVOOraakee, 
!ti , • ' 

ala druk,Dopplfli- etteot,etor1ft8 door •l>urtae l,iJafrQ,aM•l• 
. diaperei&.De onder.1oeld1-1• aoetft al.a aog Id.et atpal~tft 

besohouwd wordeu. 

Het praeoeeeieWeot. 

Er 1a uog Mu vie~ etteot, waana• bet beetau.. bet p- . 

11akkelijkste au wordn J••i.n. ..,. 4• baD4 ·"• ~ door ft~ 

geuonetruaerd• e.tbeel4illl •• 4e l"llillt• OIi 4• aou,St.el eeu, 
dat, men ee~ lollaal aas..,.tel.Nl 1a den l'lliate ,-adopa:rallel 

in een oirkel. OJI. 4e sou 11oert.J>a11 IN.lleu beP,~ ea ei'l.d.etaa4 

1'iet aemauvalltn om.at de r,wate ldet ewcl.141eob. 1e n. •n. 

b~e~e,;t ge~el.Uk ·ut ·4e · ~it,gaboek bQ 4n oaloop 1/ i 

.~ 

· b~draagt·. V~or de aard• -sou dit. beteoltetMnl 4at de aa.rc1e bfJ el-· 

ktllomlqop en ~wag•~• 0,0lJ boog8800"4e 'SOU krljge11..1'1 aou. 
die redeuer1'QS h&elemeal juiat ~,1n41t'l'l in bet vierdt.....· 

sioual.e 11.fn•l-•~ et.. ti. Ta. 4• term e .,_"' -t L etolld n ulet , 
. t ' . 

e '-{ , - f) Ji .J)eae· _t_.. aaaltt eohter. d.at de tfJd ook .~t .• , . 
- ' • • 1/' 

en ..., .utet aar aoo aouer __. •t paeu.doparall•l• verplaa\:.: .. , . ,, 
' ~ \ »'\ 

·. ei'Q&eu to. 4e drietianaioule rv.illte mag rekeueu.I11 wwkeu,ta.i:lr:i 

·~}•1~ ·,••' ~• · -.'9 ;p~~l• nrpli.atat-c ~u Yia:r ~~i 
/t'.:fr:'.:•'., ~• ,, r,i,.. f, ' I ',·, . • ,,,." ,,_ ' 'i, • ' ' ,1 : •, "'i.,... ~ •10.U- ut:t-oen11..1t,N.t 4it 'PW'fl,4- •1-4" 

~ ·;.~} ,".,/,1!.t··•,. i,, ', \ ,,..•, i;;: <it·.. . ' < ' • • ~ • 

l,~.~~ ~~ ..... llalf 1i8al ~·. ~- ,J.~ 
~·: ;. a ...... 0 Olt,booa •••" ' >'' ' .... ,,~ ' 

. ,. " '· ·. . ,:.• .. ,~\ 

1J1.H111r "1t 11111. •--11N11t1"4 
1;jf ~ " 4 
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