ativistische Mechanica.

e , Errata. :
‘De verandellagen Aﬁn in de text ahﬁfeg@pmn door (:) (:)
tusscﬁanvaegen de formuale: (# Z“\ :  ’*

(4.2) -é/f:: }’:;{0({#...,-} };; x,r-;“’
wBij zullen bowijzen:® vervelt. Hiervoor komt in de pliats:
Uit (/2.5) volgt: | ' . o '
JSevijs” vervalt. Hiewvoor kemt in de plaats.

ien kan dit cok als voulgt inzien:
Aehter fora. (/4.4) :
'3‘5’ /o= ISR
; PO §ol= - '5‘-3#}" li:—-iﬁ.ﬁ'ﬂ':"—f
%1 | o tioo] L& iy
hla, 4 - {8} Vanef (E) tot het einge ven d2 blednelde aldus verander
Het vlak door het eindpunt wan £ evenwiidig san €, en
p 571 ) g f.f :
ﬁf , wordt t.,0.van het stelsul & voorgesteld door de
vergelijking
\J; L %® [
7 |
chm 0 -2 I
(1, i f L=
N i 4 ‘ o
/ & H /
; i o 7 iR,
Llzoih ~ &9 of, herleid: :
ke / L LA R
LRy Ra-ixt-x” =7,

in form. (75.4) schter £ san echter ¢ een : te plaatsen

Vanaf Uit de vergelﬁking” Lot Okae kentallen" te ver-

engen door:
Gaat men in (/6. W)'vamr aén index waarover niet gesommeera
wordt over tot het assenstelsel (K') dan volgt

: it . * I{ K Kf‘
o Joe 0 W
e (17.4) Ao vis s
in wit een ver&elrﬂlnp met ( 4./ ) volgt dus dat de inter-
TN madiaire kentallen F¥ juist gelijk zijn aan de A uit

( 1), zoodat aehmraf blijkt, dat wij goed deden :m (6.1 )

resds den kenletter A te gevwruiken.

azhter ,algemeen product™ kowb: of kort product

«cen dergelijken®™ vervangen door: iederen willekeurigén
o(Zic opgave)” wordt (£

i
i

#
[
~
=
i
(A
ey
Loz

i

Zie de opgave boven)

jxnjglwégﬁ ia opgove wordt ales volgl geechreven:
we~wwfw Crnoave: Bewiis op as"@;fde manier, dat de affinor ﬁ@
: L ~ geschraeven kan worden als ds som van produg
w o ven twee vectoren,
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b1z.35 - @ form. {353) wordt (35.4) 3
blz.35 ~ @ form. ( 34%) wordt (355)
blz.35 - @8 hier komt nog:

‘ 1nderdaad ie ook hier v e

x' t, ,+ Y b+%u+cﬁ"z\,*~3‘»a +yl+ %L reti

7 »@ tusschenvoegen: {en dus de index +4% of 0\, is)
blg.}? « #OTthogonasl® onderstreepen.
blz.38 *«Q%) m@ in beide gevallen vervolgen meb:

‘ e ,dns niet in de riimte-tijd-wereld der rela‘bwitaxtstha
blz.@ﬁ}?) wmmc’wnvmgw van 2%
blz.42 — }4 tusschenvoegen: {en dus de plil van %/\ naar buiten *}
3 vV wordt o

56) - @_ en v wordt ¢ |




Relativistische Mechenica.

duleiding.

De badeeling ven dit college is nist om te onderzoeken
of de relativiteitsthecrie al of niet juist is, mwser om de tech-
niek erven te behandelen. Het doel van de Mechanicae en Physica
is do weearnemingsciifers zoo te ordsnen, dat men ne vels waarne-
minzen da verders kan voorspellsn. Hisrvoor maken wij een gedach-
tenschewe nsast de realiteit, stellesn syabolen en regels op en

sorzen dat esn gebeurtenis in de resliteit sen cmrrespundaerand
gevel in hat schems heeft. Het schema is dus niet absoluut; er
lunnen meerdere goede schems’s zijn. De meectihunde ven Buclides,
gecowmbineerd net do y?lﬂ@l”u Kz=ome 8 actie is gelllk reactie
geaft mat de algebra sen afgesloten geheel, n.l. de klassiske
azchenico van Newbon. Dit is cen zeor gesloagd scheums, maar wi
weten, dat het slechts ten deesle goed is. Het is gebleken, dat

it scohoue heel goed son de fPalltPLt beantwoordt als Y'¢< 7 en
o3 > mAassse van het elec ;rnn,lf ¢
2 eenvondise rolativiteitstheorie behandelt hoofdzeks-
lik die gevellen, wenrin 2 niet meer<< ¢ i en waarbii men sllsen
op d¢ snelheden let. De alpenmeenc relativiteitstheoris houdt zich
ook besig m@t de theorie van gravitatie en versnellingen, die
voor de QGHVQuﬁlﬁﬁ relativiteitstheoorie esn govaerliik terrein -
is. Zim de messa’s niet langsr >> dan dis van het elegtreon, dan
xout nen op hat gebicd van ds guant enthegorie. De combinatie van

dese leoatote wat de relaetiviteitsthsoris is nog nibt op in alle
ppaichtsn bevesdigends wilse gelukt. Ultgangspunt van de relati-..
vi stheorie is het beschouwen van de gshsurteunissen als 4ui-

mensioneal. Wi meeten dapronm serst de d-dimensionale of alg emQEW”
nsr 4 n-dimensionule Meetkunde ontwikkelen,

& < botsekent det de grootheid links te verwasrlog-
ten npzichte van de &“006141& rechts. » is de omkeering
o << . 5




5.

De Ruimte-Tiid-Wereld. )

Dit is een 4-dimensionale ruimte met 3 ruimte-assen en
1 tijd-as. Een klassisek l-dimensionasl gebsuren, b.v, de bewe-
ging van een punt langs een lijn, b.v. de x-as, is relativis-
tisch een 2-dimensionaal gebeuren in het x,# vlak. Het punt be-
schrijft een wereldliin. Heeft het punt sen gellkmatige snelheid,
den is de wereldlijn van dat punt recht. Fen lijn, die meiYal
zijn punten gelijke gelijkmatige enelheid bewsegt, geeft eem vlak
in de Ruimte-tijd-wereld. Twee sldus bewegende lijnen hebben
slechts op een bepaald moment een punt gemeen; twee viskken in
de 4-dimensicnale ruimte snijden elkaar dan ook in é4n punt. In
de 4-dimensionale wereld ken men 2ich nog een 3~-dimensionale
ruimtejhyparvlak,denken, die b.v. verkregen wordt duor aan alle
punten van een vlak dezelfde gelijkmatige sunelheid te geven. Een
bewsgend vlek en een bewegende lin hebben een bewegend punt ge~
meen. Een hypervliak en een vlek in de 4-dimensionale ruimte
snijden elkaar dam ook in een lijn, in dit geval de wereldlijn van
het bovengenoemd snijpunt.

Dpgeve: Bewijs dat een lijn en een vlak in de B-T-wereld in den
regel geen punt gemeen hebben, door de lijn en het vlak op te
vatten als verkregen te zin door de beweging van een punt Tesp.
een lijn in de 3-dimensionale ruimte. Bewljs evenszoo, dat sen 1lijn
en een hypervliak in de B-T-wereld slechts één punt gemeen hebben

Men kan zich zoo’n 4-dimeusionale rTuimte evenmin voorstel-
len als een n-dimensionale ruimte. Um het steeds terugwerken op
de 3-dimensionale ruimte te voorkomen wordt, uitgasnde van dse
volgende tabel een nieuwe meetkunde ontwikkeld.

33«» vlok 4%K?am~faﬁg
&3n Jrnsisan Fruisen P
viek Kraais im P i
b otk p ! .

i - Hierin beteekenen p, 1 en vl respectisvelijk: punt, lﬁn”aa“
/ vliak gemaen. ‘




Men kan dus een contravarianten*ggctor meetkundig voorsteililen
door een puntenpaar met een zin, 6i§ aangeeft welk punt het eer-
ste en welk het tweede is. Die zin ﬁag b.v. sangegeven worden
door een pijl, men krijgt ails méetkuhdigé\vooratalling den een pijl,
die begint in het eerste en eindigt in ﬁé; tweede punt. In de
keuze van één der punten is men volkomen {", het puntenpaar is
slechts bepaald op evenwijdige verplaatsing na De kentallen ven
den vector zijn de coordinatenverschillen van dé\grojecties van

g;; begin- en eindpunt op de cocrdinatenassen, positié@ gerekend
%« . wanneer de meegeprojectserde pijl in de positieve asfiﬁpting wijst .
e WA

Zoolang men alleen transformaties beschouwt, waarbij de
porsprong van het caérdig&teni3ﬁlsel vast is, kan men een\qentraw
verianten vector ook door ééﬁrﬁﬁﬁt voorstellen; het eerste punt
ken men den n.l. in den ocorsprong nemen. Alleen in dit geval \ _
transformesert een punt zich als esn contrevariante veetorwdziﬁ”"

OI},(’LW ; —PER 00N —-8kalar.b-{een-getal)-met een

sy

contravariénten vedtor " wordt verstaan de contravariante vec-

tor mey de kegﬁéik&mmﬁxﬁlwmm;%E?EEE” ermaminbdagey voad

‘ b il }o 7 Y= €% N
j - E:;géVar;mnte vectorgz.tf
%;;;T De vergelijking ven een hypervliek luidt in zijn normeal-
: vorm:

Di%%%g;k anijdt d 25 in het punt e L M %Eﬁﬁvix dug-
LEKK 81 -85 AT é} '»YX L= =00 en Hyvs sty

. - / 4
Lesubovwes als FoRTEL~enr -ué%#ﬁypervlak; Hoe transformee-
ren dene keabssdes zich ‘@ wanneser de oorsprong vastgehou-
! y e a by W K
den wordt {gk = 0)% Uit de nieuve vergeliking ;

3

o

o

TS " T/\'” ,
Py k; <Aooz 7

en de cude vergelljking (7.7) volgt

gn dus

(’7~’1,~/;? f?ck % /‘1}{ U

of omgékesrd
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Lrrenesind ‘
Y het stelse] (') bahoogre &m‘ﬂnwwew?m ren, weer sy el

i¢ Kentwllen ok weer ran Letrekken op elk willekeuriy auier gvel-
se! zZou ziju

* ! a 4 "
K K Y&MM N ’f"f‘
f, €, deYoratvectoren van,ﬁ&ﬁﬁﬁﬂ& ( k') betrokken op (X'}

k!
ﬁf‘ €, de kentallen van de maetvectoren van ( X' ), be-
trokken op ( K )
k‘ K .
ﬁ € de kentallen van de maatvectorsan van ( kK ), be-

trokken op ( K')

Overschuiving ven een contravatianten met een covarianten vector
Laat v %een contravariante, 715 een coveriante vector zijn
Ondergverschuiviag verstasn wij de som

; A |
(//(' [) ?,\4 7‘ s,\ . w‘é:
Deze som is invariant bl coordinateutransiormaties
Rewljs -

k! K‘ K A
[10.2) 7 o A e T A/\, vy

¢
’ 2 A K A

A N R , .

/fO.B) oy '11",\12 "?K A]\' ? ’lﬁ',\ = Ak s 'It,j\: Vi qu/\

De meetkundige beteekenis van »
K
[10.9) vy =

is, dat de contravariante vector 1*Kprecies 8st tusschen de twee
hyperviekkeu, die 7, voorstellen on Frvendion de invan fo.‘xxwwmzméw
Een hyperviak bevat oo ' richtingen, die de ( fhmd )-richtl
van het hypervliak vormen Door de {2 -/)-richting is het hyper- *
vlak bepaald op evenw%&i e verplaatsing na De meetkundige betea»/ﬁ
kenis van 7° 'u = 0 1$7§§§ dat de richting ven 2" 1igt in de (7:-7)

-richting V&n7bA

Reciproke vectoren :

Wanneer men » lineair onafhankslijke contraveriente veotoren
K‘K( A is een doude index) door # pusienbaarea voorstelt en yoo
het beginpunt steeds hetzelfde punt kiest, dan bepalen deze pus—
iem een 7 -dimensionaal parallelotoop. Hetzelfde geldt voor »¢ 1i
air onafhankelijke covariante vectoren qv ., 8als men de begxnvlakk




S door hetzelfde piat Iagd Alest a8nh ool WHLI8 Stelsel” e8u én
‘hetzelfde begianpunt, dan Kan Wen £icbh afvragen, Wilnew® d23¢
. _beide stelseles betzelfde parsllelstep bepalen. Uit bet woor-
Fi ‘gaande volgt dadelijk, dat mnet geldsn
K 1 K v

B (ﬁ.f) ’;f wo=i oo - - %\1’ W= 0, arA.

" wat men ook als volgt ken schrijven

px =5{=/(k,\)

(#.2) v 0 (KEA).

§° 1is het symbool van Kronecker. Het stelt a*scalairen
- voor, die de wearde f of ¢ hebben en die men tnt een matrix ver-
.eenigen kean: ‘

{f 0 o0 -
o 7 0 .
(11.3) A
Pe indices van het Kroneckersymbool zijn dood, men zou dus
q.genlﬁk moeten schrijven a‘ Men lsat hier uit historische over-
wegmger%lema mconsequentle toe.
Twee stelsels van m vectoren, die aan (47.2) vol loen, ncemen mJ.

+ten opzichte van elkaar reciproke stelsels. De meatvectoren ﬁ
€, vormen dus twee reciproke stelsels.

{

Overschuift men een contravarianten vector met de n covari-
nte meatvectoren, dan krijgt men n scalairen, 4ie wij aanduiden

: K
det de kentallen van <, / of ¢ zin, al nes A gelljk of
hg'elijk is ean kK, is het dui d.elijk dat voor het stelsel ( k)



12, ¢
een systeem van-%/scalalzen die elk op alle coordxnaten.telsela |
hetzelfde kental hebben, namelﬁk«v terwijl de 2 “als kentellen
van een vector overgsan in 2% . De overgang (77.4) van de levende
indices van?*tot de deode indices van ¢ heet het smoren van den
- index K . . “ §
??;‘Ult (71.5) volgt een voorschrift om de kentaklen ven een vector

¥ op een bepaald stelsel te vinden; men cverschuift n.l. dezen -
vector met den passenden meatvector van dit stelsel. Wil men b v,

de kentallen op het stelsel (k' ) weten dan vormt men
e’ K' A

(12,1) Vo= og,

' Dit zijn de gezuchte kentallen als scalairen geschreven Het 3-
kental is dus ale scalsr geschreven:

st g A ,

(12.1) o= e, V.

Wﬁ hebben reeds geaien, dat de ma&tvectoren lineair onafhan-
kelijk zijn. Het moet dus mogelijk zijn een vectorwy “te achrijven als
som van veelvouden der contravariente meeatvectoren, d.w.z. als

p e X , maar b scalairen zijn. Wij zullen bewijzen:

K A K
(,?"3) 7 = v ,%
2w A
‘ﬁﬁ&rfp is gedefinieerd met behulp vah (77.7)
Bewils: N « ; K 4 kL7 Ky
a’)% = e{,w’f’”/“ﬁ = 7/*'/*(.2/“#{8 +e/(i + - +qu£ )_

[12.4) K
VA - W

De beide vergelijkingen (77¢) en (72.3) geven in getsllen premes
weeyr, doch hebbsn meetkundig geheel verachillende beteekenis.
Ten opzichte ven coordinatentransformaties gedragen 3ij zich ock
geheel anders; (717.9Y) geeft een gelijkheid van scaleiren, terwijl
(74.3) een gelijkheid van vectoren aengeeft. Op een ander stals&l
{ k') geschreven luiden deze vergelijkingen: ‘

‘ K Al x
(12.5) v = v e,\‘

resp.:

KI

A k!
(12..6) | vo= VL.




Voorbeeld.
Voor m = 3 hebben de drie contravariante mastvectoren de
kentallen ‘
7 2 ki
e : £ </ € =9 e =0
7 Y ! s
13.1) e: e et 1 e’= 0
‘ £ 2 £ X.J
%
e : ¢’< 0 e =0 ?"/.
3 3 J

De kentallen van de bij het assenstelsel ( k' ) behoorende
R
maatvectoren zin MR Nemen wij hiervoor:

3
e PR ¢‘a 1 e = -4
1 ¥ r ¥
(132) ¢

Brengt men nu b.v. het vlak aan door het eindpunt ven 4 evenwijdig
san e enwi , dan blijkt, dat dit vlek op het stelsal ( ¥ ) wordt

voorgesteld doar de vergelijking
3

(155) iz ~ixtexT= 1
(In de figuur zijn de spijlijnen vean dit viak met de eaﬁxﬁinaatvlak

_ken ven ( K ) aangegeven door —. -+ ==~
. Hieruit volgt, dat de kentallen ven den mﬁvarmanten~wmvtvﬁcta
. op het atals%ﬁ ( k) zin (L —-L, *-f) Evemﬁan vin@tw£}¢
kentallen van boend, i g




4! _ 14.
e (/J~fj"/) i

7

C19.0) &t (&, -a,-1).
J)
e

L (-1, &, *1).

De oude maatvectoren kan men ook ontbinden volgens de nisuwe
assen (d.w.z. men zoekt e e x ). Deze kentallen vindt men volgen
{72.7) door deze vectoren met de nieuwe maatvectoren te verschui-
ven. Zoo zijn de nieuwe kentallen van f (als scalar geschrsven)

;
(14.2) f‘(ﬁk dus volgens ( 74.1). (1,4, -1 ).

Even#ico vinden wij voor de kentallen van ¢ en ¢ op het stelsel (k")
( - /, -4, 2 )

[~7, =1, +1).

é Arfinoren. 2om
%ﬁg Ondarﬁut‘finor’ van de contravaeriante valentie p , eu

de covariante vaéenﬁie ¢ verstaen wlj een grootheid wet n?*? ken-

(19.3)

Ley b

tallen, dis zic ransformeeren wedmens f)
kl"'k' K‘ K' )‘, ’\2 K‘...K
VY ’ AT ?

L//t/'y) 'Pt u-"l\:"'l\z =/4k’ '-.Akp A/\: AA‘! ‘P- a Al"'Ag

De som p+4 heet de valentie van den affaénor.
Een scalar is op te vatten als gen affinor van de velen-
Lol g Lot et
tie nul, oTor AT 66n aifinor ven ASYv6Isatis W
WMante valentie@. & |
Wanneer een affinor meer den één index heeft, den ken
men grootheden beschouwen,waarvan enkele indices op het eenegenm
de andere op het ander@stelsel betrekking hebben. De zoo verkre- -
gen kentallen worden intermediaire kentallen van den affinor gew
noemd; b.v. A , RS

.

\ | k! k' ok
ut/.f) P AL (AL B




15.
Eenheidsaffinor. _ |
Een affinor f van de coveriante valsntis / en de contra-

variante valentxe 7 stelt een homogene linseire transformetie
voor

' K
(15.1) _P A » < »wk.
A

Aan elken vector 7" wordt een vectorw toegevoagd. Dit verband ia

éénéénduidig, als /ﬁ det, (7’ R )#o“?”en er dus. een omkeerlng
bestast y
(15.2) Pl awltea”

(De kernletter van de Omkaering wordt gevomd door bovenplaat-—
sing ven -7, deze index, die eigenlijk een exponent is, ken hier
niet op de gewone plaats knmen, omdat, die al voor gontraveriante
_indices gereserveerd is). De matrix Z’ _) ken uit de matrix Pk
gevonden wordsn. f"“ is b.v. gelijk aean den minor van f P uit
de determinent | Pﬁ\i , gedeeld ddor de waarde van deze, deter—
minant.

: De eenheidsaffinor is die affinor, die elken vector in
zichzelfl trensformestfé |

(;5'3) A)\ 2)1}2 ka.

Bij den eenheidsaffinor wordt plastsing der indices boven elkasar
toegelaten. Deze affinor heeft de kentallen 7 als k = A enp als
K # A 5. De matrix ven de kentallen ven AK op het stelsel ( & )

ziet er dus als volgt uit

w O

(15.4)

-

ST SN
R N )

- - -

- - he

Dit is hgzalfda matrix dia ook bij het Kmnecker symboal optmd
Derhalve is

(15.5) AL E

Man wag echter volstrekt niet schrijven




16.
want links steat een affinor, rachts een stelsel vann “scalsiren.

Weliswaar is ock
iK' x'

(/é, ! ) AA[ f 5}"
- linmks k:unnan we schter cok, overgaan tot de intermedisire ken~

tallen A en /5):5, en ravhts met it de vergelijking

(16.2) A A ,4

volgt dat daze intermadmire kentallen gu:.st gelijk ziln aan de

A uit (5,32 ) en de Ak, wit (6.1 1, zoodat achteral blijkt dat
wij goed deden daar reeds den kernlatter A te gebmiken Ook de
kentallen der 2 maatvectoren g an eva;xzoo die ven é’,\ laten
zich tot een matrix vereenigen, die dezelfde is als die van &‘
Dientengevolge is

K e K % Kk K
(16.3) A, % e, ¢ 5,

maar men mag hier nergens het gewone gelijkteeken zetten, een
affinor kan niet gelijk zijn san een stelssl.van » vectoren, wel
kunnen op een zeker coordinatenstelsel ds f)«é kentallen van een
affinor toevallig gelijk worden aan de % X+ kentallen der vecto-
ren. Uit deze beschouwingen blijkt,dat een metrix zonder meer
nog maar een los schema ven s#* getallen is. Zoo’n matrix krijgt
pas geometrische beteskenis wanneer daarnsast nog extra wordt
gegeven hoe die n* getallen zich transformeeren bij coordinaten-
trensformaties. Daar Ak de espheidsaffinor is, beteekent de ver-
gelijking ; )
K k K
(16.9) v« A, v

dat de vector bij overschuiving met den eenheidsaffinor niet ver-

andert. Deze vergelijking hea% %Es dezg}f%teekenis als (/3.3),

alleen wordt hetzelfde feit sen—anter coordinaten-

in affinoren is alleen mogelijk, als aa
bez.rokken affinoren dezelfde valenties hebben b.v.

-k -k < K



Opgave. 17.
Leat zien, dat de optelling onafhankelijk is van het
coordinatenstelsel.

Vermenigvuldiging. Onder het algemesns product van affinoren
in een bepaaslde velgorde verstaan wii een affinor, wearvan de ken-
tallsen door vermenigvuldiging worden verkregen en waarvan de indi-

cesvolgorde bepaald wordt door die der te vermenigvuldigen affi-
noren b.v.

e KpE K /00"
{77-/) IS:,;(,\,..‘C." @/»)\ fSJ Wr'

Voor dese vermenigvuldiging gelden de gewone regels uit de alge-
bra met unitzondering van de commutatieve wet; zoo is b.v., als
v ;{:wkw

AK : Ak
{1%.2) ,f = y)rw’k% w o T\ :

os I K K
Opgave: (Bewijs dat eA% :AA

De affinor,fA in {(/7.2) ken als product van twee vectoren ge-
schreven worden. Een willekeurige affinor ven de contraveriente
valentis 2 heeft dezme eigenschap niet. Wel kunnen wij bewijzen,
dat men een dergelﬁk%%ggglggg kan schrijven als een gom ven Pro-
ducten van vectoren. Wij gebruiken hiervoor de vergelijking

(17.3) :, T Al (L oprgane )

tengevolge weaarvan:

KA kA P k p PRY a
/ \ R pe-et Apv" R :/‘g ‘e/o e QG_ R
)’;‘Z‘L/, P v a-
LI IRV 24 )

Het stuk tusschen haakjes stelt een scalar vocr, dien wij
eanduiden met R R’ is het (&Y )-kentel vanR " als scelar ge-
schreven. Men heeft dus "

} A /as’ k A
[/m—) R™=R ¢¢
: Bewijs op dazelfda menier, det elke affinor gesehreven kan

‘,@rﬁen als de som ‘van producten van vectoren.



18.
Op blz. )ﬁ hebben wij gezien, dat een afflnorf aan elken
vectoro¥ een vector w toevoegt Eischt men dat P den vector » ¥
aan 2w toevoegt, den is]’ hierdoor nog niet bepa.ald Men kan
elschen, dat 2 limneair onafhankelijke vectoren 7 aan # vectoren
{ orden toegevoegd volgens’

;)r*ww“ k
A K
Y SO
\mf’"""“'

Dit zijn7 yergelikingen »”* onbekends kentallen .ven Z’ A
Er is dus% agf‘lnor T L » die den maatvectoren 2" K dan stelsel
( k) toegwvoegh aen de n meatvectoren 2 ven stelsel ( K').
Deze affinor wordt de transformeerendse aff‘lnor van deze twee
stelsels genoemd.

Opgave. Laat zien, dat

K
(18-2) Ty = f. 2 R RN
k K'
bgwis, dat de intermediaire kentallen vanl .\, dus de | , ZFewmnm
of £~ zijn al naar gelang k' en A door twee correspondeerende of
twee niet correspondeerende indices uit de rijen der veste indi-
ces 7',---.,n en 1 ,...., n vervengen worden.

Overschuiving. De overschuiving vAwA van twee vectoren hebben
wi] reeds hehandeld. Men kan bij affinoren van hoogere valentie
7 sommeeren over een of meser paren van indices (waarven er steeds
één boven en één onder moet steen) b.v.

- - K )scr,/a (,~ks~
(18.3) f,\/u, R = £, P
of ’

- A K
(egy 2RSS T

kS K
Opgeve. Bewijs, dat S;M " enT " apfinoren zijn.

Opgave. Bewijs, dat sommeersn over iwee gelijkstandzge indices
geen af:f‘:).nor oplevert; b.v. Z KA Z’
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'C/Ql) RK)\ 6"=];k A

. ‘/“‘ //U M
Hierin is R een isomeer ven )/ Deze—beweriking komt-overeen-met
Let—verwisselervenfactorsn, b
K k A
. X
ve

1/@gav . Geldt de vergelijking
f .
{19.3) a v, f—é’qu\ =0 Qmi‘#"‘”"\”‘a“““

n .
t.o0.v. een efemnder coordinatenstelsel, dat geldt ZUM
K".(s 4/;\6.4»0, den meet[a = T4 .

o
Vouwen. Onder vouwen verstaan wij het sommeeren over een of meer
paren ven ongelijkstandige indices, b.v.

(19.9) P o st

Een overschuiving ontstaat dus docor het proces van het vouwen
toe te passen op een algemeen product.

| 0
Opgave. ‘Laat zien, dat 4 een affinor is.

Het mengen over p gelilkstandige indices heeft volgens

het volgende voorschrift plaats. Neem de som van de /a.’ isomefren,
die ontstaen door permutatie van deze indices en deel door /6 /
(dus neem het gemiddelds). Het mengen wordt aangegeven door 2
ronde haakjes om de indices,waarover gemengd wordt. B.v.

Ck(pw) kpo .
(19.5) P, -/ (f/\ A Z;/\ksy:)
(& cr) <K pa LRk
13)\ r (/1, K/’G' ’ 6‘/>+‘F,\/° K-[-.Z))\/) f+
TN NG}

De affinor (ko)
. o ’ o
(9.2) RSP P, :

' a&n affinor, die bij menging niet meer verandert. Vemsaa*i '
wee der 1nd;¢as kp a, dan houdt men denzelfden affinor.

v
1
!

[19.6)
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20.

(,Z{)ey‘) R};\xﬁo": ?,);/JKT _ ;QAfa‘k‘

Alterneeren. Wil men een affinor alterneeren over f gelijkatan—-
dige indices, dan vormt men uitgesnde van degen affinor dej p/
even en de £4/ oneven permutaties. (Een(oneven permutatie wordt
verkregen door een (on)even aantal verwisselingen van twee indi-
ces). Men neemt nu de som ven de¢ even verminderd met de som van
de onsven permutaties en deslt alles docor /é ! . Het alterneeren
wordt sapgegeven door twee vierkante# haken cm de indices)waaw
over gealterneerd wordt. B.v.

k D6l ‘ ko
(Z&,x) f .Z (Z;MG._]’ “ 'y

/M
k/\a' LYY N CKAD 7y ATK CRA 5 KOA K
= g’ (Z) * P P -'-2) =

/‘“ Foe T ”
« A ko
Spihe)

Alterneert men ,f ‘K'\rover twee of meer contreveriante indices,
den krijzt men weer denzelfden affinor. Verwisselt men twee con~
traveriante indices, dan krijgt men een nieuwen affinor, die ge~
li]k is aan den ouden op hat teeken na

(10,‘/) j KNG _ --,f’ KG’A.

iz M

1s een grootheid symmetrisch in de indiges waarover gealternserd
wordt, dan krijgt men ¢ als uitkomst. i;é)”’\ = p** , dan is{bﬁ’*’*}: 0
Affinoren, die alleen hun teeken veranderen bij verwisseling van
twee 1ndmea hesten glterneerend in de betrokken indices.

(2e.2) ,f

Mmren, welke symmetrisch zljn in alle indices, npemt

men tensoren.

Affiporen van de valentie /5 , welke a.ltemeerend zijn in
glle indices, noemt men f -vectoren. Een temsor heeft dus de
eigenschap

{ ﬁ"»a,,g} 'WA: A - 7/?"\« v A )

= wum* wnﬁ 4’%@93: | geldt:

. = 2. - .
T i/ SN B



2l.
Een affinor van de wvalentie b heeft, n/’ keuntalleon. Tensoren van de
valentie b habbeu ook = ° keutellen, doch deze zijn niet gnafhen-
keliljk Er zlin slechts

() nlmr) - - 2 (BER) ”7,
} R R P
apafhenkelilke kontallen Ook ds 1@’6 kentallen van sen p -vector
2iin nict unafhapkelilk . Hier ziin er slechts
s RSN DTS A I Y P 4@.)
*/ /R #
ontfhankel’ . Alle kentallen van een /bwem"ur waﬁ?twea relijke’

‘iﬁhtjlf*ﬁhlw voorkemen zijn nul. Hierait volgt, dat,als er uog ken-
tallen nallen zUn, dis niet gelijk nul azjn”b‘ém moet. zin.
/‘z ~Yeotoren bestaan dus alleen vom‘/o = . i

Eeu ¢ -ventor heeft ( "”‘ )} = {/ keutal. Toch is het geen
araler, want 4it keutal w&mnderﬁ tij coordinatentrancformatied
Wi koman hiex noy op netTug.

Wauoeer w ons beperken tot traneformaties, die den oor-

€ pyrasisilio
spProng inveriant laten, dan 1S seww Lm W, hy, -‘ﬂ""&cw)
9’ M Ra Ap
2 -
A - "'A/b x z o= /X
con invarionte wakdeakidues, dle een ~edslk fvan den graad b

voorstelt Zooals men gemakkelilk 111?2.5.5\‘, ensor door hek o@

Vv~ d

www&wﬁ-h, aald L

R

R

Do symumetr)
kalijke

Qirens;

Wﬁ bﬁmnﬁ@r soort bivector, door het e,mw..g
van twee vectorens X en 4o




men Veol menieren mogelifk., ®dn der vlakken kan nog behoudens sen

driehoek. Nu stelt t

dreaipijl correspondesyrt met den zin van / neer 2 en
het andera geval. Inﬁsgyﬁkdlmens1oqgle ruimte projecteert men
een punt I op hets i ~vlak door esn aan te brengen door dit
punt evenwijdig aan de %E%E§fandere agsen. Dit vlak snijdt het /,1.
-vlsk in $én punt, de projectie ven P op dit vlak. fkn***““’“‘ﬁyw
Men kean niet elken bivector beschouwsen als het product

van twee vectoren. 1s dit wel het gaval dan naemy men den bi-
vector enkelvoudig. ‘ e erE—4 : ‘

ruinte ellre hiverntor

vaorﬂa&wqw voor het eqkﬁﬁvaudig zijn ven een bivector %ﬁ—‘L"dV

) ﬁ?[}‘/;\ /wv}

(22.2) JER S
Deze voorwaarde %eRn—eo 2BLS o

(22.3) Fkiﬂ f,ﬂwj |

m& M‘Mb‘h s MM%M‘:W»IMM 5 (2 732]‘—»!&3]
In

an %gg,%£§ggﬁgggg§torl%ﬁﬁ%ﬁ%%ﬁ?hls de som van
féﬁgwea eckelvondige bivectorent Doze splitsing is echter op oo

il

. N o A
zakere rostrictis willskourig gekozen worden. Lﬁ_j sen enkel-~
- o C , N
voudige bivector in dat v&ag’d&m is bedoelde restrictie-

ms{').

S L KA R
(22.4) Fe f!ﬂ?

Iz dasgrsan vmldaan dan moet

KA Kx
f
&hm, waarlnafy eon nog unbsxanda @nkﬁlvaudige hivector en

%§§~Qn;ak&m£” ﬂaaffinlanm is. Daaw.f’ °nhelvoud1g is,moet
sl E

ox %) 3¢
o “’%‘i‘" Cf F =0

i @r& ﬁkxng van den &@”3@8@ graad in{ﬂ die




,-n“ov

/ D i iyl
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23.
dus één wortel heeft. Is deze wortel gevonden, dan isf' deor
(22.5%) Hep:ﬁu&leJ@en enkelvoudige bivector bepaslt niet de vee-
— toren ¢ “en 4k, maar alleen het vlak der vectoren, én een Beker

daarin afgegrensd opperviak met een draaizin.

Op dezelfde manier kan men uit twee covariante vectoren
een enkelvoudigen covarianten bivector %\u vormen. Meetkundig
is 4it een buis met dreaaizin, dus vyor @« = 3 :

”:mr den bivector zin +‘, en 2/, echter niet bepaald. De bivector
geeft alleen een (n ~2)-richting (de richtiang van de beschrij-
venden), die alie ¢ '8 zin (voors = 3 dus rechte lijnen) een
zekere grootte van doorsnede (b.v. vust te leggen door het op-
perviak der doorsnade met een van de coordineten -fz "g) en ean
draaizin om de buis heen (dat wil dus zeggen in esn vigk, dat de
buis op niet bijzondere wijze snijdt}z De buis lomeide
zijden @ ver door, de afcsluitingen in de figuur dienen dus alleen

Qu_een peﬁ@pectivisch baeld teTerf Qn ,_“ L'“’m m/ Mn(rm

oo . & ? Mmu“..muw ““’"‘w
i — B & M"
TOUCEETTeN . s J,t;/ ’?’“W“’W >p ool

MN—ds dodipsnsionate—rubmesiitan een trivector steeds ont-
staan dody het product van drie vectoren te alterneeren

(Z;i.") f’k)\’# oA A m ‘

= 9 2w W T
De vectoren moete lineair onafhankelljk ziin, anjers staat nuk
Whea een gﬁactcr me.ox éénM o »;(»’“ b}
Mmen—e-%e&-t (enyTTIvac orieen stuk van aen r" 00T,
dat een bepaaldgn inho heeft, con saphess }r =5 DEL GAR:
schroefzin, De @ dhr ez { 1
product verwisseli/

&
W)

»

in



1 QMW#& MM%M agdden
)M hn 'ucllmam;m“n Mru-‘:;ia

Q{;@ 24.
Ziin er twee gelijke vectoren bifffdan is de quadrivectir nul, wat
ook -het geval is, mewnees dw@g vactoren lineair {%afhanka@
B T mmr}“* ector heef?’ ehalvs% amgE%%}“{Q@f'&itﬂblachta één
kental, ;m't neetkundig een 4-dimensionelen ighoud s voor-
gtelt. it kental gedreagt gich gsheol anders als hed—honbal-
W%n socalar Men heeft n 1.

'O'/'iis,yi /4{1213/9’,/ R’}\/‘lbb’
f - .’/,;( A v V] =
(24 £ gt 2
= {4/ ‘? -
\ [ [‘ PO 3/-/}'!/] i -

= A Po"ZSlf 3 A:5¢Z(A:)

Foothexdy wet $én kental f , dat zich bl een codrdinatentrans-
formatis als volgt transformeert

(- ,) - : VR con . . ‘
(2/7 ‘ﬂ) ) 42 - A ’ég ’) [ A&W“‘fﬂ“"‘&'

7
P

Sealasnt ' o
W nhéﬁb van_het gewicht ’7“? Omdat een dergelijke
ercothieid geen index heeft, zelten wij [bgwan den kern%&k}
of { /') ml nasr geleng hot kental t o.v. het stelsel (&) of e
{ k') nedoold is J B} scalaniren is een dergelijke esanwiizing na-
tunralil niet woodiy " ‘

aen contrevariante :
(11{:'?[11 q2id van het gewicht
W M. ety U1

Vit MWW I ] ? ao&va—noc.ohdu.a(m MJ&W.M 7,
%mecmmummm »n .vector leat zich dus ook

opvatian als een dichtheid ven he' gewicht + 7/ resp. - 7/ en om-
gekeaerd. Het werken met dichtheden is dus eigenlijk een verkorte
notatiec weardoor men indices kwiit raekt. Een product van eem.'
dichthsid van het gewicht é wet eon affinor heet een affinor-
dichtheid van um gwmht 4 . Zulk een grootheid transformeer

mwmm:‘w

1) ;5 {&wt%mam k) if:s hier een exponent.

L 2)big

@mm\n lﬁmaagan 2ltijd een gc:w‘i:h“mc:h@n }:ernlemam




bt e
zieh dms m:,t s eaa f‘fmar ;al}.aen kot gr
& aY e
A ; A“ i:

)‘ .

‘”ffflngreu vay de valentie 2

De matrix van den affinor f:'x A 18

Pu P o - s
{/155. f) lb ,' fb’{i
Par AL

Men zegt dat deze matrix den rang 2 héef‘t wanneer alle determinan-
ten met (4 + f ) ﬂm* meer rijen en k@lummen oul giin, meer niet pile
determinanten ves 4 rijen en kolommen. De reng van de matrix

wordt tevens de rang ven den affinor gencemd. Is de rang 4 , dam

is de affinor
. M?MW
(15 2) ’%\,[k,' -~ -/bw K ?1«1 faoloren wa.

{(hier wordt apart over A .- A en overk .. -k, gealternserd)

gelijlk nul voor § >4 en 7& 0 voor S =42 , want deken-de kental-
len zin fguwt de onderdsterminanten met § rijen en kolomaen.

Uit deze van hel assenstelsel onafhankelijfke formuleering volgt,
det de rang een van de keuze der voordinaten onafhankelijke eigen-
schap van een affinor uitdrukt. Voor aPfinoren met twes contra-
variante indices of met €én contravarianten en één vovarianten
index selden precies dezelfde eigenschappen. e de rang z < E
daen noemen wij den affiinor gedegenercerd. Is de raug ‘s n, dan
wil dat zezgen:

(25.3) pet. ( p,,) My #0

Corvenniimtle’
. ?emiaﬂ‘ium ,b,‘ k voegt aan elken coutravarianten thor e@n
rianten vector toe volgens
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‘ gk KA L
(X6 7) o= p oy

Uit (29 4) en (26 1) volgt dat
k=l kA &

(26.2) vie p T p, VY
AP
voor elksn willekeurigen vector @”K, zoodat
. k S Kp
( 26.3) /%A = b7 A

//3/\ ’

w
van tensoren

- W gy

. aaims.
s

/}K (Vx orderstellen da% nuka*”;h)
voor ;

WMWW
Db :’é)AA 2t h = 7. 17"‘1
‘ B Dbhork) 40 sam 5 € stk il jrigimicand. )

Aan elken veetmr (punt) wordt nu esn covgriente vector toege-
voegd, Adie voorgesteld wordt donr het poo%ﬁfak van genoend punt.
Het peolwlak van een punt 2* neeft n.1. de vergelijking

S

ﬁn7Quadrntiec ppervlaﬁﬂ“&

4

on van lengtepde & sdes
In een ﬁ% ken men eon maat invoeren, door in elke richting
cen willekeurige lengte als eenheid te nemen, Zet men deze leng-
ten in hun bijbehoorende richting vanuit gén punt uit, dan ve men
de eindpunten ven al die mastvectoren sen<oppervisk, het mﬁa7;_

psrviak. Elk linstuk is dan te meten, omdat men in aen'ﬁ

B S

lengten va {jnstukken ken vergelijken.

| %@n ven de eenvoudigste meadéppervlekke % is T een
tisehYopperviek. Een 2:31

uadre
,

met sen dargelﬁk maapperviak heety,




vy . ®
2 ) Y b A K | 20 . Cond
(Z71) Ik * 0T = G\[\ t - % i 41
. £~
De tensor Fier wordt de fundeamentaslteni r genoenmd . Fes—sipemesna—
5 iR RS R L0 ‘ LSS B O R OO RO~ €

De uitdrukking

4

(27.2) i 7Nk

is een invariant, die aan den vector %4 tuvegevoegd. Dege
gcalar kan zoowel positief als negatief ziju.. A R viete +/

s eon tensor /é)‘ x Segeven, dan kan het asseunstelsgl steeds
Zo0o gelkouzen worden, dat

ot

AR e + L + ‘I - p

{\’Z"L”g) '/3!4 =17, /“?2.2’?" - T T 'x‘:’hh'ifa
+ y.y:.;j} DCW%MMW—--.-“ L.L = YY)
POTEILL tgarsmd Vs dle 98 . O bd Laslel :'"
;oMo ! - . £oton doamn brood ole > £
(174) Pag=o  fovoor kg Ml bt gt prted

index van ﬁ)‘xgmm nd wordt, is invarient bl reecle msmswormis
assentrensformpdied 4 .rm.z.,neenmt men een ander assenstelsel,
waarvoor (2273) en (27.4) gzeldt, dan id dit asn_tal gelijk ge-
bleven i assenstelsels, waarvoor Fix 98n dergelijken vorm

krijgt, nosmen wij nrthcgonele assenstelsels Ds loopende indhoes
op deze stelsels zullen wij aanduiden met ,é) Y ;Jf: d', c--om 'J-}oﬁ.
de vaste me'ﬁ]*\, VRN ’\"_f;.’,).‘- ;w’)-‘}ﬂaai‘t de fundsumentesltensor den

indedNg» ) Borgen, dat,

., dan k{mﬂm@ .
M“M“W“‘%"‘”AM
(175 G = o= v = W/ = =
CAESD T Fo L S LR VN DR LN
o. Qwi-;% | ‘
i %e pij¥7*  behoorende invariant is demn

(27.6) =0 v @~ - -- § 7% MR M A

R
(B Lenanm e

o liike el dnn %daMgositia:defga
(2% negatief definiet, de endere
Finiet ep kan het teekdmizoowsl positi




28 .

In de relativiteitstheorie komt eon fundamentealtensor ven

de, index 7 WW—W

(2023 Jy=-1 PSRN YCETIS RS

De invariant van een vector kan dan dus goowel positief als ne-
gatiof zin. Voor het goval de inveriant positief is noamt men
de wortel uit dezaginvaerient g duuyr "; is de invariest negatief
dan noemt men, de wortel uit. de volstrekte waards , lengte " van
den vector. Edn vector, die een lengte hesft, heeft dus geen
duur en umgekar

Dok g2ijn er vectoren, wearvoor ym?""zr"a 0. Deze vectoren siin gele-
gen op den aulkegsel:

Le03) : z 0. -
’1('7’% WW J _ ”A“A, x‘;m 'm‘ 3‘ﬁ, + u\-\”‘l’ °
Voor het geval {28.2) heeft een veotor binnen den nulkegel een
duur, een vector dasarbuiten een lenghe. A ;’ Sondompetrptbrolborrort

2

) yx
W




De fundamentaaltensor doet een éénéénduidig verband ont-
staan tusschen co- en contravarisunte vectoren

\ ’?/"' 2 o= A
(29.2) Aka 7
»i[k’/\ .
o A

De covariante vector o2+, is bepasld door het poolvlak ven het
punt 72X t.u.v. het tweede graadsoppervluk

; kK _ A
I » \% .’% > e Vi
(ﬂ/??,-?w yf‘f,’\ /' 7.

Twee vectoren 7”‘" en 7/, , die verbonden zijn door (29. 2} stellen
dus eigenliljk op verschillende wijze hetzelfde geometrische object
voor. Wi identificeeren ze den ook en|suwrien ze denzelfden kerp-

ﬁlesmm%even W Ll bt iy m> ’ ;
(r9.4) RTINS

I'eze bewerking noemen wlj het op- en neerbalen ven indices. Uok
bij ai"finmr“‘n kan wan indices omhoog en omlaag halen. Doen wij
dit voor ,/ LRA , daa krijgem wij Gra Wﬁg zullen dan cok voortesh,
:}?K!\ inpisets vamj(; /%A gehrijven VMIW‘W"M*‘“\M
Uit de orthogonaliteitsdelfinitie volgt, dal een vector 7¢°
ioodrecht staat op sen veotor zx"""; als hij in de (7 - 7 )-xic
ting van 7, 1ligt. Wy ttnr 1ot

4 ,

i ¢ o I8

f; ( fl;{\\ 7 : gu,) fj/gm ;\% aéy;a K ,sz - &

: o W veslen Mdm J

Ly
i e A

54 T

~Blass lmdm@m op zamhmli‘j-




pxl
2%

van oL ligt  De vectoren, waarvoor

. LK A
S4d & g+ L
.‘;.z/‘ . ) ’Hl\‘f 1 - 0

BStaan loodrecht op zichzell het zijn dus die vectoren, die op den
nutkegel liggen De biibehoorende contraveriante vectoren raksn

san den nuikegel en wel raekt ', lungs den streal die  bevat.

Crthogonels assensteisels.
Wi hebben een assenstelsel orthogoneal genosmd wanneger de

Pandementaaitengor op ait stelsel de volgende kentallen heeft
3;(4.2; 7, = O ; s ~ T
( ) £, %?&b 2 ﬁéd ==/

Opgave  Bewlfs dut (32 2 ) noodzekelik envvoldben&a is opdsat de
maatvectoren van het steisel onderling orthogonasl zullen

zijn en de lengte of duur ven deze vectoren [/ zal zim.
in de relativiteitatheorie hebben wij
32"3 ﬁ""‘f ='-l = e ! ;
{ ) ﬁ,‘\ jm“ aza‘.s 7 7\«*=+f z&& =0 {;{7&&’)
wasaruit velgt
5 . oy «{ ;
(32.4) ?‘;4 P 9“’:—4 7“-—4-1 97 =0 (R#e)
VAN
De mantvectoren ¢, L en g hebben de longte 1, termyl de duur

van {“geii}kf is Uit (32.2) en (3.2 ‘/) vmgt

(3/?5j o= Y 7”::-2/:' vV 5 YT a - U

% ~ A 7w 3
en dug ook
K L . L . L LK
= 4 N e I . b ol ] o
(327) ,{{ o > L:{ L kY AN
De ultdrukking

o ok A A % % w4 ao
(32.8) G 7iwte s 2t et 2Pt WPelth e

kﬂmthw@meﬁn metwh@t_acﬁlaire gpgdmgt van twee veotoren in de




S

gewone rulmte. Uit de J-dimensionale ruimte kennen wij ook nog het
vertorische product van twee vectoren dast zell weer een vactor is
[it konnen wij in de 4-dimensinonale ruimte nist In de 3-dimensio-

nata tainte onteteat het vectorische product op de velgende wijze
uit don biveoter

i ¢ (27

v
] \..f,}

In 7, bestaat n 1. een trivector

~

o y o
AL <, = . L = 1/
) A« b;';( A gy ! "7;’}.3 * J

. ‘ koA
cle meetkundig een volume met achroefzin voorstelt. Uitzjyv&kan
kst

men nu met behulp van o aan vector vormeh:

SR & A & MoK

(",»H:g",) & = - ’é*‘[ 24"3 ‘«7/\ ?

AP

waf voor een orthogonaal stelsel

\ LI T D O T 4 A %3 s
(.‘jj*9> o = - ('2" W~ g ’20") "Z‘LS 7 = P w1

in ﬁh{gaat dit nataarlifk niet, wel zou men uit het altsrneerende

i
product van drie veectoren met behulp vau~7

xAﬁﬂeen vertor kunnen

vormen.

In de gowone vectoranalyse kent men geen co~ en contravari-
ante kentallen on ook geen kentallen met twee {undices voor bivee-
toregn Om dus van ae'gewnne vectoranalyse op Ricci-rekening over
te gaan moet men een vertaaslschema hebben We gseven dit hier voor
onze gewone ?; meay met J, =g =4/, = -7 200815 voor de relati-
viteitethsorie noodig is. Dan noemen we ter onderscheiding de
kengtallen van een vector uvit de vectoranalyse R, ,.3 y T
Deze vector ken in de Ricci-rekening zoowel als vector als ais

bivecrtor optredea. Het vertsslscheme luidt:

Yool t:.% st ;
£ St Rl R OVE e STRR



Yoor het sca:aire prodact komt dus 1
. M »v " p’ c‘
,/M{. e 44 l 4=.~'/‘,t é

en vocr het veotorische prodact: “

P and df'g-.ia(;ii" P ?.mﬁfx}
ST , é’z - "’z‘; ; (‘?cﬂ &P?-Z%J ; ~k=14‘*¢g
(,( c-a ’y :’.e.'t)‘ﬁ“‘
' g':a’l”, ¢c,sa'4,
l}"" C'xu"l " C”IA
., R’P" cAaaMl‘

Lorentztrensinrmativs

BB sin meerdere agsengteleels, waarvoar ( 72 ) geldt.
Hen kan nu die coordinstentransformaties deschouwen, die de eigen-
schap hebben, dut voor hewt aieume steisel ook (37 3) geldt

Voor beide stelsele sem mastvectoren moet den gelden

KA wo tn & AN kA Ab &y KA
CH1) pEay S S e N IR I

FAVIL :
" :
(4 2) }‘ = P'A 1“ &tf@'ﬁ”‘""’-

de traansrommhtie, die de msatvestoren vag het sene fgrenateloel
in die van het andere overvoert, dan volgt uit ( 3v.7)

v )
) f-p f” A 7:A

K
d wz de trenstormatie [ ) 186t den fundamentasltensor en dus

Y

het maatopperviek invariant. Invariant bdlijvea dusr ook alle lemg-
ten en hoeken. Zulke trandrormaties heeten dresiingen en spiege-
lingen en 1n hcf speciale geval van de R met tundamentaglteémsgor

s A < g,

T e T

1) Wy lsten hflar de ,tmmaaf J ; & de mrdon 1 ,% ;5% door-
icopen tem einde later d¢ indicee ¥ , . ., » te kunnen reser-
veeren voor de waarden 1,% 3 4.



3
met index / Lorentztransrormatiss In het biljzonder beschouwen
we nlleen die Lorentztransformaties, die de twes bdimnengedeslten
van den nulkegel, die slleen in den top samsnhangen niet veriiaw
seien { physisch- verleden en toekowst niet verwisselemn). Wi ge-
ven hier twee voorbeelden van Lorentztransformaties. Ten serete
de trensformatie ven mastveotoren h

Ao »
s' =bwpry dmy :.'3 Cosy + & In g
. d ® ? ‘ .
| g, wwf dwy*& tor v Bk dinpé Cov P
(351) ¥
o
£

met de bijvehoorende mmmmmmm Y

r's x foly rydny ®'s ;, ;, ¢ 4(awmﬁwmym $iry

£l Lhad —pdh Yol ,
‘s Hrpeygrony &(«mﬁw yorylee ¥ 2

[35.2) |
| L= & t-mmi 4-,5 w%##@*& »
. ‘0 ¥
Ctiﬂﬁﬁ s 3*3&9&&*“"«

div een gﬁam Mtw voorate)t in het 4 ,2 -{ﬂﬂk waardy de ! -as
en de 4 -as in rust diiven. Ten twet ? W’tu
x wwﬁthwly én &Mra@-&dy

g
-

g

{353)

e 4

-
~

o ' .
= 41;&4?*&:,4? «bm»ZMy+»M;’

¢
N
v
¥
¢
¥

waarbij met de btjbehmrenda mnrdimtmtmmmmtia
‘ez cosh g -ct o p

’Jﬁlvx ‘K. |

etz -% mef? M”M?’

(35 4)

""“-mm-u

1) We sch en hiervm
*h }! s m}h - K

e- voor ', =" 2* *""* ‘
mﬂ” ba ﬂikwule sobmml*ik is.
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die wen Larentzirunalomat e in het ! , 4 —vink VQO!‘S:Q:’&‘ waL LY

de 2 <ns en de * -a8 im rust btlijven

e s, e g S S 1 2 e

‘n de figuur, dae dese treangformetie voorstelt, slja de hypertolen
et s Ty ge meetkundige plisataen der piteinden Cer vectoren
zn het + , 4 ~viak met lengte 7 m-ﬂ duur ' . De njcuwe wmeat-
vactoren helbun dus onk weer de seaheid ven lengte recp duur,

cl zin boveadien aok weer onderling loodrecht (4. w.g8 &) heblea
toegevoegde richtiggen t o v de hyperboien) Het opperviak vau
het gearceerde ceel van de figuar ie ¢ D te 1uncn

zijn de doorgnsden van het ', 4 -viak @et den auikegel Xen
Lorentztransrormerie van hot eenvoudige s00rt ala 3m (7 54 )
beol eon apuriale Lorestsirensformatie

Heetkandige vaoretelling der grootlieden wa iavoering van een magt
Nemon wij cerst asn, 2at glechts eeén vQlume-eenherd gegevon

13, vn nop peen fundamentasltensah, rzoodat mén al inhouden kag

neten pasr gevn Jengten DNan kasw men door inpuggen van de volume-

eenheid den covarinnten vectar en den covarianten Liveator vooar

7 w3 voorstelien door de figuren

m" o ‘[57 »A'.}‘
p
”~ r/
o0y . veetor: ; @ oov. biveotnr N

N -

. eontr, bivector. ~ e NN
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Men vindt someé in boeken de namen:

1
11

i1l
Ly

polaire vector
axiale bivector

polaire bivector

axinle vector

Wordt we nog eem schroefein ingevoerd, den kaa men [ met IV ideun-

tificegren en 1§ met 1II Wordt iuhleats vaa een schroefzin een
fundameutasltenser ingevoerd, dan kan men I met III en 1I met IV
rdentificeeren il invoeriung scowel vea een echroefsin els van
een fundementealtensor laten sich slle 4 de grootheden wet elkaar
identificeeren en laten Bich due alle vevtoren sa alle divectoren
voorstellen door eea pifi

In vier nfmetinges interesseert ons gpeciasl het geval, det
er sen fundamontealtensor jugevoerd is e dus vanell ook eem vo-
lume-ecnheid. Lo eenvoudigete meothundige voorestellingen sliju den:

contra- v onialv . pontrg- /}'
gn covayr. Vi onnt e én covaer oy
gw"‘l % i “}wd'
vector: yd o0 oowar. trivector:
e L
biveotar: ¥ e

Bl den trivegtor geuft de kromme Iijn sen, det een schreefziu gege-
ven is in eenig hyperviek, dat de richting veu dem triveotor uniet -
bevat en dus in jeder soodanig hyperviek Wordt ook usg een 4~di-
mensiocnale schroefsin ingevoerd, den ken men A on C jdentificeeren,
zoodat alleen A en B ale eenvoudigste meetkundige vooratellingen
blijven. Vectoren en biveutoren laten zich in vier almetiugen

nooit identif'icearen.

Hoofdassenstelling ven een tendor. L el
Voor hat gaval, dat de fundamentealtemsor definist ie geldt

de stelling: Het is ereeds op ten minste één wijze mogelilk ‘wen

arthogonaal stelsel e viﬂém waarvonr de kmml’lmj;c de ‘el
schap h&bb@n i{ G0 , s

3% M T/M




| ) i
stelt eon rvlak voor. Mow BOSt wy fu sugen 2b
K:esen, dat het Wmmum sifn, soowel * ~ v 21 op.
pervick ele ¢ o v  tweedsgrasdsapperyiak

(36 1) Fer ¥ %24,

De richiingen van dede essen woent men do hooldesgen
T ofdassen
kK

fundamentas]l teador

Hoombladcn;tﬂ.ﬁ 1* van een biyeoter
Voor gefinicten fundementanltounscd goldt de etelling:
liet io steede op Len minste édéu wijse mogellix de
vladen van een biveator (vapr 7 = 4 ten hoogste twee) 300 te
kiezen dat zé ouderiing loodrecht sin
be hoafgbiadengtellis ‘
mentault.engor

Infinitesinmie LOT walormet | 4
De linesire trassfuormstie f hest iafinitesigael wanneer [,
slechts infiaitesimss) verschilt ves A,

by 5

K ® k
(34 2) Pw\“A.\*tFA , & Klein
F', is cen Lorentsiranstormatis, indien 9™ swrarisat ie
P K . k » A 2 §” 55
(35.3) (APHE'P)(%J*EF,,);’ = g**.
Dagruit volgt &ls n.¢ ¥v. voorwaarde

o KX g BK
(104) £ m..F :

BY iedere mrm&.tmm mwwtmw@mtm behoort dus semn bi-
vector Laat zich dege chwr in twea ouderling loodrechte bladen
ontbinden, dan laat de¢ Lorentziransformatis alk vau de viakken

dezer bisden lnveriant  Dit is echter niet altijd het geval omdat



de Mundamentealtensor niet definiet is

Finsize Lerentztransformaties
Wy bewijzen de stelling
ledere reeele Loremtztransformatie die de beide deelen vwan
den nulkegel niet verwissel: en cea 4-dimeunsiouslen schroefzin
niet verandert (d.w z. determiunsnt + / heeft), kan worden verkrs-
gen door een aperisle Lorentztransformatie (vlz. f¢ ) gevolgd door
avn gewone draailing in drie afmetingen, dij welke @rasiing de rich-
tingz loodrecht op die drie afmetingew iuvariant blyft.
Bewije - '

Neem binnes dem mulkegel een 4-a3 aan en last deze door
de Loremtutrausformatie overgaen in de 88 4 - Tenmgevolge van
de onderstelling ligt dese as ook bimmeu den nmulkegel en wel
in hetzelfde gedeelie DBreng door d¢ 4-as en 4 -as eemn vlak
¢n agnijdt de* met de ruimte .. op 4 Kies de * -as in deme
snljliin. Oefen dan eerst in het 4,7 -vlak een apéciale Lorentz-
transformatie wit, die de 4-as avervoert in de 4 -as en die
de 7 -a2 Lrengt in een as, die wif- " moemen. In de ruimte .. ap
i6 4 -ge ligeen nu de aceen | , 2 en 3, maar ook de nisuwe
asgen © , 2' en * . Weat deze sijn slle.. op de 4 -as. Er is
due in deze ruimte slechts ecn drssiing of dresiing met spie-
geoiing noodig om de essen f", 2, 3 over te voeren in [ , 27,

%’ Dit mnet echter een zuivere drasasiing sijn omdst de Lorentz-
transformatie volgens onderstelling den schroefzin invariant

1aat

Invarisnte cifiereatiatie vam veldeun.

Aangezien

K
. ) ez 9 _ 9
(30) £ = 2w aax= e

trans formeert zich de operator «é%k als een govariante vector.

Wy schrijven kort 9, voor ;;&




KA
us P -/.,./w een affinor, dam is ook

. KA
0.1) '3’,.?. pp

s

{2

(

een atffinor.

=

16 ,6 een gealarveld, dan heet

(7¢.2) CARCW.

o gradient ven b . De hypervlakken ven 9, hebben overal de

(% - {)-richting ven de hyperraskvliakken sau de hypsropperviek-
ken /b = &, de segquiscalsire hyperoppervleakken vaun het veld
Teekeot men ju £ den covariauten vector
9. dan ig de mestkundige bdetsekenis
van het tweede hypervlek ven 3/“ p de
volgende Beschriift men van P uit een
kromme, dan ondergeat ) in P een zekere
specifieke verandering. Indien het
veld langs de raskiijs PQ voortging op
deze wijze te veraniesren (wat het iw het algemeen niet doet'),

dan zow de toensme ven het veld over dem weg van 2 uear ¢

juist 7 vedrageu.
Is W, een vectorveld, dan heet de bivector

(‘/0. 3) a/l-“ 1‘”@

de rotatie van 1% - le de rotstie mul, dan bestaat er steeds teun-

ningste &én scalarveld /b , Zoodat

(L/O‘f) @;\:3)\15' ' o ,
Deze stelling kan wordem uitgebreid. Is ¢ A een b -vectorveld

H
en is
0.5 - B

(40.5) Y )\5 =0

dan hestaat er steeds temminste één { p~1)-vectorveld 75{ . )‘,o ,

zondat

W’é) . ?ﬁfﬂ;”"‘"‘p ,‘ B, Ho =N



“l

{a dus in het mjzondarﬂk een bivector, sn ie

(l/r’;»/) B{}« f:\g =0

dan vestuat er steeds een vectorveld 2, , zoodet
(4:.2) Foy = 2995 )

le 7" een veotorveld, dan noemt men
(41.3) %»'ﬂza,virmmiﬁh "

de divergentie van het veld tfk.
Tot wu ie er bl de dirferentiatie nog geen aprake geweost
ven iavoering van een tundementsaltensgor Vosren we nu ¢, in,

dan ziju de kentallem vas /m constanten, dus

(41.4) D fax =0

en daaruit volgt:

’

Het op em meerhelen van indices en de differentia-

tie zijn twee processen wier volgorde men mag omkeerem,

du.s.bm

(41.5) 9/‘ V‘(mi*‘kaﬁfa.

In R‘/ is in orthogonale kentallen
e A W % »
P,V =40+ 0 + 0,1 + 0¥

(41.6) 4 |
=3, - m‘t"‘a‘%% +?“&f;\.

Het vertaalschema voor R3 18 (vergelijk bls. 34)

R S I Y

1) Te constante 2 is hier alleen ingevoerd om san te sluiten
aan de notaties der relativiteitatheorie.



Eenyoyeige R@lwt;vt ihgorte

f;wfﬁr%“QEﬁﬁmﬁﬁﬁu?&ppEaﬁwﬁggngimeﬁ‘u in vacuum.
Langsount z2iju de vectorapalytische vergelijkingen van Maxwell-
Lorentz 1o vecuum, ”

rorr b B ’
?,ﬁma
y1.1) . -
(ji C'E‘_ﬂx'ﬁ,‘ﬁlﬁ?

l Vn? :"'{’
die iovariant zijpn bl drie dimensinnale ‘rasiingen De bedueling is
deze vergelijkingen 4-cdimensinneal in de Ricci-nctatie te schrijven

Schrijven wij de vergeliijking | 42,7/ ) uit,dan krijgen wij

1. 1 QL %:L R ,)3 %‘j . ,:‘“ Bx wm M N 01_;¢.{_ x c! L . Y WY
, | I :

. . o 2 . s

//l’;/ 52 “; Z. - 0,\ 4-):,; - al .By e (}.,, -B, @m O

~

B

- = » (
' 2‘\ (7?:& - 7\\ 'Bj i "’} Btj = “-""é” w, H {/7(, .
P)‘ . ,«3 %3 & /2‘ } m'(;,

e 21”%3’%t = numponenten alertrische waldsterkte

JEA,ijﬁn - 5 nasnetische veldeterkte
W, o, By = " snelheid bewegende lading
] p = electrische ladingsdichtheid
¢ - hitsnelheid
NN L

ffaan we van de gewone vectiranalyse over to?t Ricci-re-
keving in drie a™metingen met negatie! definiete; fundamentalten-
g7, tan ig het wvertaalschems van 0lz 39 te gebruiken (verg. ook
Liz 30}

31
4 bR
' ‘ / = = = = ol m o-Q
/ Igz a3} a = "‘”a:\. - fL QL,&' a1

3/ -

weericor 4e vergezhki;g@m «vemgaﬂn in
| 2,8+, 0B 5 ol

T
— ’B.ﬁ "a -B;_’h = O

8 w'a&b +”&35 - -fw ;M]"f-
“* ‘ ;l.‘ &
'ﬁ) 2 vg‘% *@g‘z'

@
&
R

3

of “ﬁ“rhfﬁvﬁn met lcmpﬁmme indaﬁﬁﬁ

&
Lo



C blijven wi, dus hier nog ais vertur schrijven, B achrijven we
anarectegen als bivector
De iuvdices

(43.4) S N 55 & ,f ;,m doorlocpen de waardeni , % , 3 , %

P sqstas,t,u " " » 1,%,3 en
dus niet ¥

We schrijven voor ?P ;voorloopig alleen formeel:
P b4 b
{?1?) Z?:“‘Z = +$- z..i?r--??ﬁ'*: *'T\‘r 9

waar loor de vergelijkingen overgeaan in

Schrijven we eovenesns alleen nng formeel:

3 . S:‘ - Yt‘\' ) Yﬂt

(43.5)

P P -
Sa._.,‘:'rzg'u' ) S '&\\ r »

darn krijgen we tenslotte

ALY K
- ﬂ’ 2 (FJ ::-.,S‘b .

‘Deze vergelijkingen zijn echter invariant Dbij Lorentztranaformatieaﬁ
indien gif zich trensformeert als bivector en s' als vector
van de Ruimte-tijd-wereld. '
Daaruit volgt: ,

" De natuurwetten neergelegd in de vergelijkingen van
Maxwell-Lorentz zijn iavariant bij Lorenta-transformaties
vanx , v , 1 s et on dasrmede mepaarc gaende zoodanige




&4,
Irevsfurmeilss ven de kemtart s neo wuiden Lo, B
o { , 48t ee rmbinating veu dasy Rentailen geuwm ¥
en s* zich transformeeren als Je keutslles van eeu bivec- .
Lor resp. veoter der luimte-tijdwereld :
Leten wi} alleen tramnsfurmaties toe,die den tiji snverian® laten
(drie dimensionale draaiingen) dan zijn de beide vergelijkingen-
stelsels { 41.1 ) en { 43.b ) volkomen mequivalent.( %, 1is
dan een ruimte vector).Bij Lorentsz transformaties echter gijn de
vergel.( 4%t ) niet invariant. (Fl: nom%lectromg-
netische veld.Splitsing in een electrisch en een magnetisch ge-
deelte heeft alleen relstieve beteskenis.
‘ De vergelijkingen kunnen op grond van hun invarianten
vorm ook in willekeurige achde koordinaten geschreven worden:

o
T ?P"L“J = 0

I ’af.F =_SK

{44.1)

Lorentztransformaties.

- ledere Lorentztransformatie kan verkreger worden door een spe-
ciale Lorentztransformetie in het x,t  -vlak gevolgd door
een gewone draaiing in de ruimte loodrecht op de rieuwe t-as
(blz.36).Deze leatste is niet belangrijk,asangezion de invariantie
der vergelijkingen bl gewone drasiingen in de ruimte evident is.
We beschouwen dus nu eens alleen de speciale Lorentztransforma-
tie van blz.33: |

e xwh e td
lyy.2) J’: y
'I.' = 2

ct :x#ﬂz‘f +¢t/,J$ﬂ



- 45,

i
i
i3 i
F H ! T i
! Y A N -
§ 5 / Ve ! : Z,/ -
S po e
P ”{{?jdz f
PR il i,
‘ //// s /w;f” "‘/y/ /" ey /;] f M/
g /'f”/, /e gyl , 4 ’ 41
*i vl . :7' /-'/ ,',f// /L/ V/_,” /z / . |
- _j_, 1 7 é_ . ' A i z
) [
ey "
' §
N - X
~— T |
) ~ . . o
i

De kinematische beteekenis van deze transformatie is,dat sen

5 - N ! » V ! ¢
punt in rust t o van het stelsel =*¢ (1w L R S )

zZ " ® T
) d& L dt
ag wereldlijn et voigt en dus in den tija 2 ten arstand

%ﬁ%ﬁ% Joorloeopt 26 snelheid van het stelsel 2t ian op-
h]

zicnte van net agtelsc) t 18 dus

- - Pt .
({;5./) Vel =& Ty
Men kan dit zoowel uit de fig.als uit { 44.2 ) afleiden
1
Het verband tusschen ' ¢ en x ¢ kan men nu in »  inplaat
. v . - 5 & - ' H .
van in & uitirukkean it (0 ¢4 ; volgt met behulp van

de i"vww-rz,!— et = sl et

14

o= 1} (gemeksholve)

L
fos)  anhs 2Ee el g
\.ll e =/ N »yl"-“faa. l vyfi_ﬂ& H
De Lorentztrausformatie ( y4.% ) leat zich nu als volgt schrij-

ven ,
fA el x.pt

! ! .
% = O . — oy e ————
f VoAt V- pt ViR
LLI;‘S) t' /5 t g‘f-' é"‘ux
e L e b _w;:wﬂ —
Viepr Vit Vi-p"

Beschouwen we een punt dat zich van O uit met esn snelheid
Usu' o, 0 ten opzichte van = ¥ teweegt.Dit p nt beschrijft




in het x,t-vlek dus ‘een 1ijn met de vergalmi‘ng : z{wi»»
lijn van het punt).Ten tijde t=F 1is dit mmt m é@ wereldf
in het punt P met de koordinaten 3,1 COmBY ‘ e
volgens de transformetieformule ( 453 ) in hat a‘kelael z"* dﬁ
koordinaten

| 5.. A .- B u |
(‘1‘-‘) F_——E e = V—-—-r,_p > ﬁ“ 7 r o=

Volgens het oordeel van den bewegelﬁke‘rwaammr heaf“t; dm h%
bewegelijke punt een snelheid

7 ) { -—ﬁ u—l’ - »

[1/41) U = U = ¢ 'E':""""a e % = = = ;;'
& wy q 4
ﬂl*l '-e‘.’,‘ "c I--.Ei-.

(Dit is de relativistische samenstelling van énelheden;voor gaee
geat de formule over in de forrmle der gewone kinematicae:u'=su-v )
Nu moet s*‘ zich als een vector tra.nsforeraﬁ (bls. 44 ).Onder-
stellen we dat de snelheid de richting van de x-as heeft,dus

5= fu‘. P : oy = r ,dan moet de transformtie dus

Juiden

Voo 4 ¢!
i)  Evs i gl

4 ’ Pop, el
pes) = it (TP

Subsitueert men de waarde van ?' uit ( M.q ) in (fé.s )
dan volgt

[46.5) i Bl

geheel in overeenstemming met ( y6.% ).Uit (4é.y ) v&t,dat de
waarde ven f’ ten opzichte van een assenstel@el,dat met de la-
ding meebeweegt,is ( u=v ):

2

»i:

—-
l/‘.‘ r = F f Y )

Deze invariante heet de electrische rustdichtheid;het is de
electrische diehthaid vox den meebewegenden waearnemer.Deelt men
,s'f“ door é dan moet er een vector voor den dag komen,die

op invariante wijze de snelheid van het stelsel 't vastlegt,




i s

N (Q
en wiens kentaller alleseu var de cnelheid en dus niet meer v
de leding afhengeu Deze vector ‘ ‘

T el K
(qpu U = A jnwwmwéw:

0 [5 : /
i ¢ .
wearvoor geldt 4, 4 4 =1 ,en die dus den duur 1 heeft (blz.28),
heet de esenheidsvector van de snelheid (Vierervektor der Geschwin-

Algkeit) Zijn eindpunt ligt in @ op een (duur-) afstand £ van (7.
K heat de vierdimensionale stroomvector (Viererstrom).

Vo

Steafverkorting en klokvertraging.

et e t’

ol X

7
Onderstellen we,dat de staaf OA van de lengte £ in rust is ten
opzichte van x ¢ ,dan suijdt de wreldband van dezen staaf van de
%z as een stuk (B af,dat kleiner is dan het stuk (07 dat
voor dea bewekgelijken wearnemer de lengte 1 heeft.De staaf schijnt
dus verkort in reden van (zie de fig. op blz yf§ )

den bewegelijken waarnemer een wereldband,die uit de =z-as een
stuk OB' snijdt” < 04 De verhouding is (zis de fig. op blz. 45 )

@ﬁ/ M{(/..Mf%

Beide staven vertoonen dus voor den anderen waarnemer Dezelfde

i

/ o
ac:z? = Vi =/
L

verkorting



7 S _ets
/ ,,/""'/”M /
‘q" M,m"‘” ./
2 )
I Y 3
BT B
4
- x
Ve .-r’//
as
o x

In het stelsel 2, ¢ steille men langs de x- as een rij klokken op,
die alle den tijd ¢ eanwijzen.Ten tijde dat deze klokker den tijd

é eanwijzen bevinden zij zirh alle op de 1ijn et=3 . In het bewe-
golijke steizel /¢’ due’ men Frecies hetzelfde langes de xlas,
die Kookken wijzen dan alle é aan wanneer zij op de i cé;1g6~
kemeno 2ijn . De wearnemer in a4, bescobrijft le £-as als wereldlijm.
Ten tjde feo wult er in (7 een af -klok ssmen met een x4 -klok
en beide wijzen dan nul aan Ten *tijie fs:é is de 2 é-xicx in B
gekowen en valt daar samen net een andere 4 ¢-klok,die juist é
aanwijst De 2'f’ klok wijst echter slechts éﬁqw VT;ET aan en
schijnat dus in de verhouding M;EE: i veriangzaand .Urzekeerd zal

de x,¢ klok,die tem tijde t=e in (J was,ten tijde ésc-’gf' in B’
gekowen zijn en daar sameanvallen met een van de x'¢’. klokken die
dan juist 5! aanwijst .Ook de 2 ¢-klok schijnt dus voor den ande-
ren waarnemer vertreaagd in de verhouding Vf§? 2 1 De klok-
renliguur is het spiegelbesld van de meetstavenfiguur ten ovpzich-
te ven te 1in xsel

Rustdichtheid

De meetstaafverkorting verklaart nu ook de merkwaardi-
ge trensformetie van de dichtheid f is ce meetstanl electrisch
geiaden dan meet de msslLiewegende waarnemer een lengte 1 en esen
dichtheia ﬁ . .De waarnemer echter,die zich met een spelhsid v
ten opzichte van de staaf in de lengterichting van dem staal be-
weegt ,meet volgens ( 4§6. 6 ) een dichtheid f= 7==F en een
lengte V;:Eif Dat wil zeggen dat de totale lading veoor beide
wasrnemers degelfde en dus een inveriante is.

e

Relativiteitspostulaat.

g,

" Het meetstaven- en klokkenexperiment onderstslt dat de
invwﬂ{aé’@ bij Lorentztrensformaties,die bij de vergelijkingen war

ettt




LRSS eerd s, nu ook
2L Cobrnonlder dusg
LT S R o oy Dat 01{; vy
Lorsats '?‘g;?WEfﬂqv,ﬁjympﬁ
weii esnvon iz gen Teir Het slguwe
Perias.e nectstaven so blokken aan
pen mign, net dus met neme cenw bewsgzeude
(oorspronkelik als beteckenisieoze hulp
aenwijst Dit is Jets prircvipieel nieaws

Helativistische mechanit

.

Wain v

postulast eischt,
dae-zel Pde iuwﬁri@?i& ondery
A

#
veriabele beschouwds) ¢

eld 8n ladingen.

galdt voor aila &ud@vﬁ, 
voor de mechanische Dit

alijkiogen van Maxwel- |
xm&**ﬁ 18 ween postulaat
dat. ook md

1ok nist de T near Jde

Bij gelaigheid van her r¢

Kingen der kliassieke mech
relijking van dis mechandc
J

£

/g
(491

i zeker uist iavariant
riant bij

uit alle cvergasngen

o
Y] ‘{ t A

O

ioetiviteitapostulasat moeten de

nenica vngeldig
i

—;
Y

Lorent

F kol
A

Ans

sen aniere groen (de Galileitransformaties) bastaande
tot koordipatenstelsels
worden deor rotaties en trapsiatics wearbil de tijd coustant gehou-

den wordt en bovendien do

5
5878

Men wmag dus in de kKla

vast koordinatenstelsel det ult he* gegevene vaste kap

verkregen door transiatis
dat

het vaeste goven {dus pecn rotatie en geen versuelling).

lantgte stelsel sen gelijl

or in den t

he machanic

en rotatie en

aaatige wra

Lijd gelijkmatige tranclaties
A0V

Verge 1 §w
worden.Waut de grondver-

formatiss 2, is wel inva

die verkrezen kunneu

grgaan tot een ander

wordon
dan bovendien acg ann

noletie ten opzichts van

Daar de inver-artie cer Macowelli-lorentzschs vergs
kingen wel gefundeerd is,im ¢en invarianhtie dszer vergs ﬁham@mn
oij de valileigroep me! :elerheid nier bestaal mwe?l er zunoshi
wordsn naar een relativostische mechaniza invaciant bl Lorentz-
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Yoyt ult oqen glectrisach &*uﬂ.ﬁ?‘ an

aid is auw

nht
};‘3‘3.31»{-&%33

¢f in Riececi-notatio (P,mz;~-z &:k,3>:

(50.2)

Pt £u BT

Beide deelen der kracht latem zich nu voor het electroztatimche
resy. het magnstastatische gevel als divergentie van een tensor
schrijven, den slectrischen resp. magpnetischen spauniugstensor.

Wﬁj R eToRA

(50.3)

(50.4)

(50 7)

(s0. ()

(50.]}

n Git it uwoor net electrische desl:

it de Maxwelinevyel.( 43.1-Z) volgt

Uuidsn wij het electrische gedeelte ven de kracht asn
door /b’ ,dan geldr hiervoor de uitdrukking
€

¢ ! z) ‘ 1
pr- a8 -h8¢)-48)¢
in hey eiecffu“*ufi%che geval 1s volgens de Maxwellver-

geiljki {¢43.1-2
Y G =
waardoor { £0.% ) cvergent in
pl= 7 568 14, é‘é’)ca(ﬁ””; ‘v ¢

of

/f’”'s"

#

fc

Pe )
é; is gymretrisch eu het eleetrischs deel ven dexn



2 ¥

lfpxwallechen spanvisgstensor De keptallen van desen
#1 . s
lonsgr S kap men a's metrix schrijven
2

et ) e A
(£1.1) -8 yes-eever) -EF
-¢ e LEE (R E-28)

Voor het magunetische deel maakt men gebruik van de vergelijkingen

1
(Fl.t) gu“: -—/DZ-B.(1
o
(f/.bj ,D& B‘lf]= 0}

die vuor het magnaiostat . sche geval gelden. (zie 431 ) De bij deze
borekening te voomrschijn komende wagnatische spanniagstensoer heeft
dg kesatallen: '

9 — g ¢ b
(f/.n?} /Slr.—:-_ —_’j.P,z__B 4—2,5?’,52‘,—3

13
+f geschreven dn matrixtabal waarbij wij 43 VEBIVRLZIN 00D
A

B conz {zie Bl 3w
(-8B .BEEB) -BPB BB
/51.5) -BB  }BB-BB.BF) 8P
- PP -2 {BB-BB-BB)

Peze metrix heeft denmzelldon vornm als clic van e keptal.sen van
. - Lgl\t r{?‘” .
den electrisches spenningatenser Wil vosren tiet uit,omdat de
bewerkinger /vers. bijv.Weyl 99¢ druk biz. 6'[ ) dezelfde zijn lis
bij de samenvatiing van beide gevallen,die nu volgt.
Vetten wij beide gevallen seamen,dan is de Kracht (50.1 )

| Np . it
(f/'é)- f:. f; F + g—u?F
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Fu 1s echter velgens ue Maxwollvergelijkingen ( 444 ) en (W«é

(3 P "j/_ Fj‘ !

/52. /) »
f MPa --/2. Fd
¢ d

zoodat (5. 6) overgaat in
(s pla (6 f’/F” /9 /-‘J )[ /‘, Fi )/_—Jf

De kravht /b' is derhalve de ruimtekomponente van een vector £

“ i - i/ f‘ {£
]
(51'5) j?‘*@f’,{)){ ..-_-..+54F
? »
ple 4
dien wij den vierdimensionslen krachtvector noemen (Viererkraft)
Nu is

fra) A BEYTILf LT P R o

Door gebruikmeking vau de eerste Maxwellvergelijking kunnen wij
hiervoor schbrijven

8 A pd gt it LA
'gr--v(a}:{//—!f@/[/j

f52.%)

Het geueelte tusschen & coladen wordt de spanningsteusor 5
genoemd.De 4-dimensionale krachtvector laat zich dan schrijven
ails cen dwergem.ie van dezen tensor

[52.8)

;g-zsf“

&
Wij zagen receds,dat de mimrekomponenten van i de kracht }6
was . Wat is echter de beteckenis van 1@ ?
Uit ( 52.3 ) volgt



. Li' ‘
(55.1) '("a S, 5“ - —3 ;e A Y A

y;
P =mTe Y e ¢

. .“‘ » . - oy
dat wii dus segsen,dat « £ de_devor net electrische veld per
tndo-— en volumeeenheid xxerruhte arbeid is.

Pe 16 xompunenten ven SI° zin ook in sen matrixtabel op te 8

schrijven vit { 71. 5 ) ziet meu gemakke'!iik in,dat S” de som
Fa Pe )

1s ven en ;'5' Le keutalien van S77  vindt mendan uit

{47 ) en (575 .Het zijn de kentallen van den Maxwsllschen
spanningstensoe.

o ..
veor S vinden wij

_ i 4 P
/531 ST FLFT > AR NTE

vp

§q
-;};’F

_#(%%.53)

en is dus de energie van het veld per volumeeenheid.De kentallen
S "F  zijn kentsllen van sen ruimtevector

(53.3) ,.SI‘?—.- F'?; ﬁﬂ: ?;r.B”

/ ', !
fo BV i et 18,8

*l&

Gebruiken wij het scheme van blg. 31,dan zieu wij dat de vector

i

met de kentallen 3 '’ voorgesteld kan worden dour
e o
[52.4) & x D

{Men heeft b.v. St ¢, 8" f, .an ¢ B, €3, )
Het € - voud van dezen vector wordy Poyniimgsche vectluvr genoemd,
Deze stelt den energiesiruvom in net vela vour.

Om de vergelijxing { 2.6 ) te duiden gean we uit van
de contimuiteitsvergelijking van een stroomende vlioeistof met
dichtheig 1) M en stroomdichtheidsvector i?

‘L) De nier bedoelde dichtheden zijn pnysiuohe dichthedsen en geen
amthamatischie. (blz. 24-;



ﬂ‘@v

- g
5¢ T & ¢ 0 (voor staliomnaire strocming %;ﬂ.o )

Deze vergelijking brengt tot witdérukking dat nergena
vicveistof opborrelt of verdwjint.De vergelijking

’ 0
/f'?}} ;‘f‘t*‘al ::?

orengt daarentegen tot uitdrukking dat er per tijds en volumeeen-
heid een hoeveelheid vloeistuf ¢ opborrelt.

Beschouwen we nu eerst de vierde der 4 vergelijkingen
{ 52.6 )

54.3) {fzﬁ_ ,Sd“,~a.5 5“&

s Q\Q)

L'y
£ é energie door het veld per tijd en volumeeenheid

vy afgestaan)

ﬁg = energiedichtheid van het veld.

ST & (energiestroomdichtheidsvector van het veld)
en de vergeliking is dus de continuiteitsvergelijking ven de B
eusrgle in tytasl gaat eroor veld + ladingen geen energie ver-
loren,en dat wel voor iedere keuzs van het koordigatenstelsel.

Beschouwen we verveigeuns de eerste der vergeiijkingen

(52. 6 )

| A it g1 | g1
{59.5) %‘ :=-?jls = _»a?,s -’(),'5

Als wij in analougie met de gewone mechanica de komponente {1 als
de impuls-dichtheidsaanwinst der ledingeu in de x -richting per
tijds- en volumeeenheid bsschouwen, den skalar

2 gt als impulsdichtheid in de x - richting ven het veld
en den vector ~

St als stroomdichtheidsvector van den impuls in de
x-Pighting ven het veld

npvatten dan atelt ( §4.4 ) de continuiteitsvergelijking van
den impuls in de x-richting voor:im totaal gaat er voor veld +
ladingen geen impuls in de X -Tichting verloren.Oock dit geldt
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weer vnpor iedere keuze van het courdinatenstelsel. De vergelijking
( 54,6 } brengt dus tot uitdrukking,dat snergie en impuls sa-
men in totaal als vierdimensionale vectcr niet verlersn gean.
Energie en impuls per tijds~ en volumeeenheid aan de ladingen
afgestean vormen den vector & cden ;mpulﬁsnsrﬁievectar,cﬁ“
is de ensrgis per tijis- en wclumeesnheld decoy het veld aan de
ladingen afgestaan, 4 de impuls per tijds- en volumeesnheid
door het veld aan de ladingen afgestsan.Voor het veld is het ge-
compliceerder,in het veld hebben we de emergiedichtheid Ch
(bl vastgehouden tijdes esn skaler),ensrgiestroomdichtheid ¢ S
(b]j vastgebouden tijdas een ruimtelijke vectcr), impulaedichtheid

¢ g (bij vastigehouden tijdas sen ruimtelijke vector) en impuls-
stroomdiichtheid .S’P (vij vastgehouden tijdas een ruimtelijke
tensor),die samen den tensor ﬁsgh samenstellen,den impulsener-
gietensor ' |

We vinden derhalve de merkwasrdige betrekking

' snergiestroomdichtheid

impulsdichtheid = =1 ;
waaruit volgl
. gnargiestiroom
impuls = Sk
c

‘lmpula kom® dus in de relativistische mechaunica niet alleen *og
a&n Lewegerde wesss's maer ook esn siroomendse energie b.v warmie-
energie,elastische energis,ensz. s derhakve in een materigel voer-
werp dat met een snelheid ¢ beweegt ecen of anders senergie £
opgehoopt,dan is de energiestroom £eo eﬂg%ermaerdering vay im-
puls tengevolge van het aanwezig 2i{n van £:

(55.1) ‘ %5

Klassiek mechanisch gedacht zou et dus zijn alsof de muosa van
het vooirwerp met g; vermeerderd ware.van relativistisoh.stand~
punt kunmen we nstuurlijk sen dergelijke uitsprask pog uilst doen,
daar we pog niet weten of de impuls van een magsa M ock rela-
tivistisch geiijk is aau My .
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Troen Tt ogm A o Ao o G N .~
Baimtisinthinche rynBL ey
. . 3
1 8
D @ ayye Ao P win » S PR P o g g
COTON TOoe 2T way Araontar n ,egiit teAdn, .f . '{é an

®
£7 psar oer is ung riaty gezoyd over de vsrsnellende werking.
Hev, »eiativitaitapoetulisat voert tot de ondarstelling,dat®. in eaxn
ceordinatenstelsel ten cpzichpd saerinn een massa = in rast is,
RS
de gewune verge:ijking der klsssiek. wechenica gelldt '
3 .
o 4 dE

7

(56.2) K = 4t ac

of

‘ 3 o P
’ d  d!

(76.1) K it 7 ode

il

Het a,s nu maar de vraab,vaz bl relativistische veralgemesning
uit ]Q en uit m wordti. d&kﬁn we gebruik vean de electrodyna-
mica den is duidelijk dat ]Qr geen stuk van een vierdimensionalen
vector is.Wapt de kracht per volumaseenheld p was een dergelijk

atuk,en dear
3

gy

{56.5) K = %’IZ

en g zich bij overgeuy tot eer hewogelijk coerdinatenstelisel
8ls volgh transTormeert

§
(56 4) = fw»«"“r; »
3
> . - - 5
transformesrt 2:10h i apders dan p . Voersn w'l dus den vetcr

P
P £ -
(£0.5) X - R P - }%%a

in,dan is doze werkelik esn stuk van den vierdimensionalsn vector
, N £

s 6.6) ff = g’ k

waarvan de vierde komponante

" ) - ] g
5éy) jfwf.g,gé;ﬁfzg;‘uﬁ



Vot ke 3¢m VO Exi L arbl VLe I TUAT L8 Tén ops.nte van het

N B N v7
COTALNBLBN. . Ltwl PLIEY nul 1.7 trachren nu ozt lehy VAL ﬁ
can Ll L;reut,:rgasfarmﬁt‘ﬁw invatiante vergel Mioe o t@ ﬁuﬁlw
len,die voor ean =,2. ¢ de mmsse rustend soordinsrenstelsel over

&

gaat in ( §6 2 ) I die verzelifking 'tan matuurlik ¢ nist
voorkomen,masr wel de iavariants uitdrukking

(571) ve fVede e J'..a* - i V=

Met behulp van € kan kan men veor de vierdime 8icnalen een-
heidsvector vaa de snetheid sohrijven ¢ % | J‘%
Men probeere

4 t ¢z
("57.1/ f = m -
waarin m een neder te bepalen constante is Deze vergelijking
is te splitser in

’ 1 d ’
(sp3a)  F mﬁﬁﬁ%%’

d

*
¢ - ! L me
RN

De earste vergelijking is voor P=o identiek met ( 56.2 ),de
tweede levert voor dat geval o=o0 TWant dan is ]f:.o Getrouw
aan het relativiteitspostulaat eischen we nu dat de igvarisnte
vergelijking ( §72 ),die ten upzichte van sen rustend coordina-
tenstelssel het gewenschte rssultaat geeft,nu ouvk voor alle goor-
diustenstelsels de juiste vergel kingen geeft Stellen wij dan

@
”"’3 s
“{:‘5‘7.4'/’ %}x:ﬂ*% *, mgwm-mm f—.a.mm&m*

hmamd. «au‘m,, ‘
dan luiden de relativistische mechanische vergelijkingen t.o.van
%*aan willekeur ayateam ;

w' dt
%ww .

T eyt 4Lt
g &wy"ﬂ‘"c*
i 1
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Mg cerste veorgaljking Leert dat de wet kracht = J‘% impuisie -
911iPT Jourgesan, dat achter in de impnisie m yog op eea bijaun-
dere wijze extra van de saslheid afhangt.De tweede vergelijking
ieer? dat de arveid deor % verricht (liuks) opgenomen wordt
inme' .Deze uitdrukkirg

/3‘«5’.’) 711@ = e s f:'c’,.i):t”p....

gteit dus op een constante na de enargie voor .Stelt men Aie ccon-
stapte o dan wordt de ensrgie van sen rustend mossapunt

L . o 1
(506,20 w1 ¢
Het mulstellen van dis constante is niet willekeurig Wil zagen
roeds dat impuls {(met ¢ vermwenigvuldigd) en energie steeds
stukken moeten zijn van een vierdimensionalen vecter inderdaad

i s da b
vermt de vitdrukking m - uit

;

od . dxt 4 e 4
N % o — b - - Pt u
(5d..1} ..dt m‘{z_ _..dre -

een dergelijken vector,die zich laat ontbinden in

. »

. : (IIIF ° F S »
(5d.4a) ﬁ,ﬁ‘emgt = mo g =M
[ {ﬁt ] th“ e,f, u“, v &

{5 4&) woTe = - =

. . p [
{ 1 . = il
(zie blz. yy: ¢ = gyme )

De impulsenergicvector is dus m €& vormenigvuldigd met den
: 2 i
genheidsvector g,a (piz. 28 J.ipo me  ds srergie,dan is de
. , . .
snergicstroom me u  en dus volgt ook hier

(56.5) Impuls = 'energ;fStroom ~ (‘P;anck 1918)

welke betrekiing wij reeds bij de besprexing van den impulsener-
gieto sor vonden.Hiermee zijn ook de aasnnamen van blz. §4 ge-
rechtveardigd. ;
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Samenvetting:
¢ o 2 .
rustende massa »+ heeft gen energie wi € en oen impuls ©

' 2

bewegende , " " " m & W w 0 ma’

rustende energie é " " masss th " n w O
energisgtroon

energiestroom heeft een impuls 7

e

- Potentiaslvector.

Wi passen de stelling van blz.38 toe op de vergelijking (43.61).
Er bestaat dus een vectorveld ¢, ,zoo dat

{59"'} ;x—a = 2 % (/AJ

of,uitgeschreven in orthogonale koordinaten

-Bs = F\'s "ax(/s“/‘)s(/pt
gvﬁv‘z?&%—’&%

X

(59.4)

Deze vector (P) heet de potentiaalvector. ﬁ s % en (/3 vor-
men een ruimtelijken vector,de vectorpotentiasl der gewone vec-
toranalyse, (ﬂ\ is voor velden,die niet van den tijd afhangen

de gewone potentisal. w a.ysz:_)w
Voor een rustende puntlaeding e¥ lost men de differen-

tianalvergelijkingen

’a&‘éz*?t ‘f:‘ r/:}?, 81—-{3

54.3)
C‘l v’aﬁ‘&t,’()s %zao
alé volgt op.lMen bepaalt ‘P,‘ met behulp van de formule

- & .
(’“t"’) (p\‘u y""‘;"’i’ 3 1= l‘z‘barl ) ‘.P‘Lg(‘fl, L/)sao
en den is
(5‘]5) , 8{‘. ’8’& Cf)q ; c;rj, ,ﬁuu,ﬁgs_ﬂlh‘- o

Men overtuigt er zich gemekkelljk van,dat deze oplossing aan
(53*5 ) voldoet. -
Wi vragen mu nsar de oplossing van de differentisalverge-
" 1lijkingen (43. 6 ) I en II voor een bewegzende puntlading.Nemen Wi
. serst het geval,dat een puntlading ¢ zich met constante snel-
‘neia w’, 1” 1,% 3, ter opzichte van het stelsel (=, y2 T )
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deweegt . lden bevaelt den eerst den _arentiimlveptor ¢y voor een
wililekeuris pust F o Lar et A -vigr coor de bran en 9)
de x - as donr ? .De nulkesel door § anijdt de wereldllin van
et ¢ in ¥ <in het verleden.Te
brengen sen nieuw essenstel-
anl nan, dat de wereldliin als
¢ ¢’ - 28 heeft en een ¢-as
Adoour P Met betrekking tot
- dit stslsel is de lading in

rust en derhalve in P

(bo1) 4/ ; % ‘Cfpf"(/)«.' =9

rrG
4
De veotcr (0 heeft dus de richting van de ¢ f-2s en een duur
,/,7‘/'?"‘; .Is dus u" de eenheidsvector van de snelheid dan
¢

is
K
K

e 4

e — #

(60.7.) (‘f) = X A1
Nu is echter {(zie figuur)

bos) o (R DR ta )= -2y Rt e (RR)

(A
k - . LA
en verder is de duur ven § even groct als de lenste van 2
zoodat

&
; K ‘ ’
(bo.4) ’z“ﬁx = -9 R - 14", ¢« R,‘
Zoodat

| e ¥
(50 §) C/;\ = - 4,‘;1 aR
Hiermede is een geheel van het agsenstelsel onafhankelijke op-
lossing voor g@ gevonden.We brengen deze nu terug op ona as-~
senstelssel % 4.2, ¢ .Dan is {(daar duur 9 = lengte ™)
(vergl.47.1)

bob) @,

P A
A “ . c‘ (,(‘ ‘11‘5-

‘ - l[u‘ P u"‘f-»‘* w' ‘1)

-a\
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[6¢1) C/ « o et E 1 -
b et 1 " A 3 -
Vie & R ERT NS
£ z

[

7 3 :
¥ 7 - 2{ (“‘th* anx* a‘l:)

da ot

/ b A /
P05 T :{ﬁ- c”“q“‘:‘:.,“:;, w Uy = ‘/‘“‘_"";—-—;{‘j M-id
waar ¢ ds lengte ven den vector 2" voorstelt. (Lienard-Tie-
chert 98-00).1Is de snelheid van de lading niet constant en dus
ds wereldlijn geen rechte,dan gelden de zelfde formuiea, @ is
den weer snijpunt van de wercldlijn met den nulkegel dour P in
het verleden.De vectoren ¢ en g¢“ liggen in de raaklijn aan
de wereldlijn in dat snijpunt.Het punt ¥ is dan het ecenige punt
ven de wereldlijn ven e ,dat voor de potentiael in f ven be-

sang is.
Wi beschouwen nu het gevel van een contimu verdeelde
lﬂﬂingJEenvoudigheidsyalve onderstellen wij eerst een willekeu-
Gf / rig continu over een dee!
el /o van de z,v,2 - ruimte ver-
deelde 1$ding met een
constante snelheid w’
Deze lading beschrijft eern
rechte wereldbuis,en wij
begschouwen de infinitesi-
- male buis van een kiein
deel der lading.Zy ¥> het
spiipunrt van deze infini-
tesimale wereldbuis met
den nulkegel ven P s dr’
de doorsnsde met de ayﬁﬂ~
ruimte en €T de projec-
tie van de doorsnede met
den nulkegel van fa op de
2,4, 2 —-ruinmte,
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is de rustdichtheid van de lading {) ,den is de bewegende le-
ding ()dt en de vierdimensionale stroomdichtheid is dus

(1. s'-up

Wi bewijzen nu dat
IR, dt'.'dz:.{z:za%:y

De doorsnede met den mulkegel is driedimensionaal,men kan er ‘
dum ecen kontravarisnten trivector aan toevoegen,of met behulp.
van den eenheidsquadrivector J:“/“, ook een kovarianten vec-
tor t} .Dagr echter het hypervlak van & aan den nulkegel
in @ raekt,heeft de kontrevariante vactar £° de richting
ven f .Bijgevolg is

dt’.'dl'r ﬁ“k:R‘: =
/62A3/i A e P

/ ?
= g9 =t

& |
it ( fo.4 ) volgt dus det de bijdrage van de buis we (/) is -

& | ’ 4 !:
(1.y) df = -7 71‘ = 7 4F

zoodat : -
# 3
fa.5) §9=‘{§f{"”
e integreeren over alls deslen der x,j,znruimte waar projec-
ties liggen van doorsneden van stroombuizen met den mulkegel
ven ? d.w.z. waer bewegende lading sanwezig was op een tijd
2 en van waaruit dus een lichtsignaal uitgestuuré
op dien tijd juist ten tijde tso in P zou sankomen.Gaan we
au weer over tot willeksurig bewegende ladingen dan is van
elke infinitesimsle stroombuis weer alleen de doorsnede met
den nulkegel van P van belsng en we hebben dus voor elke bui
de wasrde van §" (dis nu niet meer constent in den tijd is)

te nemen ten tijde

(62.6) 992 "#é

deze vorm ven . ,Be6t U8 LOTHMAC o
tisel.De poteRtiaal km him‘: ‘to’ﬁ ataml m.m; ala f‘unotie ks
de beawaganﬁe m&mgan ta' ‘Mjﬁ:ﬂ i‘m mar am funotie van de
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vewegende ladingen in het verleden,die zich in de ruimtetijdwerel
op den uulksgel van P bevinden.Men integreert dus eigenlijk over
dewen nulkegel, *

$+++++++++++
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II. Algemeene Relativistische Mechanica,

Algeméene beschouwingen.

In de eeuwvoudige or speciale relativiteitstheorie mrdfgu
de verschijnselen in‘samr vpegicht losgemaakt van de mrdizm:
ten Alle orthogouale koordinaten in de KT-wereld sim 3:&15335«-.
rac¢htigd, de algemeena formules hebban t o.van elk &iar koo r-
dinatenstelsels precies deuzelfden vorm Ben experiment kagy
dus uogit leeren of een sagevan stelsel een azmpa.uga snel-
heid heeft, want het 0p rust traustormeereu vaa 300'n stelsel
is,als men deun tlja op een behocrlike wijse mee laat trausfor-

meeren, een Lorsantztranstormatie,d.i een orthogonale trauns-

. formatie in de R.T.-wereld,die weer tot eem,met het eerste

stelsel volkomen gelijkgerechtigd stelsel,voert.Alle proeven
om een jaetherwind® te constateeren siju dus,indiem de theorie
juist is,van te voren gedoemd om te mislukken.Mocht er eeus
2en aetherwind aangetoond worden,dan valt daarmee de relati-
viteitstheorie,althans in dezeun vorm.

Gehesl anders is het met stelsels,die t.o van elkaar
yersnellingen hebben.

t -
8 ’ Beschouw twee waarnemers.
R I = Wereldlijm 4 B
e B4 ’
z 11: Wereldljn A ¢ B
'E:ﬂ, IeAD=1 ,dan isook A C = 1
¥ B .
} (Minkowskische maal ! ) eun dus
<
— p ook B ¢ = 1L .Waarnemer II

I san 11 zijn het er over eeus,dat de klok van II‘t,mvau' die

| e

mbat due in B mugekomen af,dat zijn reis ven Anesar 8 7
wbouden geduurd heeft

Nu is echter A B A E dus 2,m.a.w. de wEarnemers

vau I achterloopt.Over de ocorzaask van dit verschijusel zijn zij
voorloopig in het duister omdat
I verklaart: II heeft zich van mij met counstaante



snelheid verwijderd ew is dsarus m i
coustante swelheid temggokoum,m
II verklaart: precies hetzelfde van 1. g

Zij zullen dus moeten nagaan of een van deiden 3mmm
het experimeut het oeu of ander beleefd heeft dat sije Klok
verstoord kan hebben.Onderdaad heeft II iets bijzounders deleo
nanelifk in C eeu ploteelinge vertraging,hlj kaun die wrtn@iue
ret eew mee genomen instrumeunt gemeten of aan den lijve als !

|
%

nZ8eziekte" gevoeld hebbeun.lheeft die ervaring niet sam

00n@1u816

Uundergaat eeu stelsel eeu versmelling,daun laat het

zioh uniet weer gouler geer ¢p rust transformeeren,een

varsneld stelsel ig easentieel iets anders alg eeu uiet

versuneld. |
Een versgeld punt heeft een wereldlijn,die uniet meer recht

masr gebogen of gebroken is,en dat wel t.n.vam alle .Zeoor-
loo#de" koordinatewstelsels i d./ T.-wereld,dat sijn de ortho-
gowale rech’cl!juiga koordinatenstelsele die door poreutatmnam
formeties in elkaar overgaan

Als .oorzask" vau het beaméuwda effsct moet hier dus de
sfwijking ven de ,rechte” wreidmn ‘t o.van ouse dbevoorrechte
coordinatensteleels worden asngemerkt.

Iu de klassieke mechanica keaun men ssu dergelijk voorbeeld
construeeren.Twee volkomen gelifke, vrij sweveunde, vliceistof bol-
/A-\ a: len wemtelen t.o.veu elkaar om de
{\C—j @ verbindingslijn hunner middelpunten.

Dit is tot zoover volkomeun relatief.

Rust echter A t.0.vaw de bevoorrechie coordinatenstelsels der

klasamka W&Mm,d #. de 4uist roteerende” coordiunstenstel-
sels (d%abmmte ruimte® veu Newton),die t.o.van elkamar
a&whm Wﬂwm m&aﬁm uitoefensen,dan zal B tnwom
van de zaimmmumm kracht afplatten.Rust dearentegen
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B,den zal A afplatten.Het experiment kan uitmaken wie van de
twee rust,m.a.w. de ,niet roteérende” coordinatenstelsils der
klagsiecke mechanira lateun zich experimeuteel vastleggeuw.Ook
hier is weer ,ocrzaak®” vau het vvereehijusel‘ het gedreg t.o0 vam
zekere bevoorrechte eoordiuateuatelsels. |

In beide gevallen,zoowel in de speciale relativiteits-
theorie als iu de klassicke mechsunica treffem we dus
iets zeerxr onbevredigen%n cobrdinatenstelsels wordt in
zekeren zin physische rex‘aliteit toegeschreven, terwijl wij toch
noeten verlangen dat het gedrag van physieche dimen allesen

zal af‘hangen van nun betrekkingen tot andere phyeiache dingen
en niet van hun betrekkingeu tot auphyaiaohe eutiteitan als
codrdinateunstelsels, ,absolute ruimte™ e.d Men zal dus moeten
zecken near een mifcdel om een versueld colrdinateustelsel
cp rust te trausformeereun.ls de versuslling voor alle punten

Z ,den is dat iu de Klassiecke mechanice heel gemakkelijk,
. men behoeft elleen een »schﬁnicraoht” -m& iu te voereu.
Tredeb er draaiingen op,dan krijgen de schijnkrachten bepaalde
namen, ;aiddelpuntvliedeonde kracsht" euzKracht van Coriolis”™
mear het principe blijft hetzelfde.Hiermee is echter nog niets
gewonnen,er is gooiets gebeurd als het lwvoerem van een
w8Chijnbaren” tijd fl met behulp van een Loreuntstransformatie.
De beslissende stap wae dasr,dat men iuzeg dat t' een even
werkelijke tijd wae als [ eu ook door de Klokkeu iu het be-
wegeude steldel werkelijk werd aangmxen.ﬁiur moeten Vwe dus
vragen: ziju er werkalﬁka kré.uhtan bekend,die prenim hetzelfde
souden doen ale —m & ¢ Inderdasd voldoet de swaartekracht
aan dien eisch en wel op groud vau het feit dat iu de formle |

voor attractie van twee massa's

' w9,
(7&.1} . %w - "*;T"'

de gravitatiecoustaute niet vau des ¢ ard &
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Men drukt dit ook oo uit: voor alle stoffeu is de trage masea
gelijk aan de graviteersude masse (proeven van Eftvis en Zeeman
tot zeer hoogen graad van vauwkeurigheid).Tengevolge vau dege
gelijkheid is het voor een waarmemer in een afzesloten ruimte
uiet uit te maken of zijn systeem een voor alle punten gelijke
versnelling 4 heef't,of dat hij zich met zijn geheele stelsel
ia een gravitatieveld bevindt ,dat op iedsre messa " eeun
kracht -ma uitoefent.-

Verder moeteu we een eiud maken san dc bevoorrechting
van gekere codrdinatenstelsels. Vooral hun rechtlinigheid is
himderlijk,want bij versuellingen worden kromlijnige bauen be-
~ehreven.

Wij gaan dus in de R.T.-wereld in eens over tet willekeu-~

rige kromlijnige codrdinatenstelsels,waarvan er geeu eunkel meer

bevoorrecht wordt en zullen-dan mooten verwachtenw dat op de
een of andere meunier venzelf de gravitatie eem rel. zal.gaan
apelen.

De ral, die de ”abaolute ruimte" zZoowel in de klassieke
wechanica als ook ubg‘iu de speciale relativiteitstheorie als
w00rzask" van veraehﬁnsalen hesft gespeeld, is daarmee voorgoed
uit Asngezien er geew bevoorrechte coﬂrdinatenateaaela meer
ziju, zullen physische gevolgen alleeun physische oorzaken hebben,
d.w.z. de meetkunde in de R.T.-wereld zal uitsluitend afhaugen

Sran de materievefdeelins. »

»

N 4

Voorbeelden ven kromlijnige cosrdinatenstelsels in ﬁiﬁ EBGM: .

PoolcoBrdivaten.

'xa'z.cdb’

)'i v - ‘ x*-r-f"’ |
y.:"om&' ; gg(gwrs%ﬂ ocBcan
De pammtarwnau vm 1 =i de otra.leu 8’ =constant,

n da e:lrkola 't. = mmt.,&m i._f
& tmwm,ﬂlam h«%

‘(7/. /)

‘‘‘‘‘

de paramaterlhnau ven ﬁ’
z eun 7 aha :_gﬁ‘f
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punt 0 mpakt een ultzownderiwg,dit is een singulier punt".vm'
de coérdinatentransformatis. Zulke singuliere punten zijn ge-

keumerkt door het 0 of o0 worden ven de z.g. Punctionasl--

determinant,hier "
. Tex 2x
x D o &
A N PR Y
§ X 2 & ‘
of
AT & ~T aén & ‘
7'2»2. o ‘ ' w T
im & v o &
Gaat men van 1 é€n 6 uit,dan is de functionasldeterminant

2 ?.E i 4 | & pem &

L5 |

D x "37 ~ % k2 _ oz
2y 28 - whb gl T T
e ’3; | 2 ozt l z z

Do oone funktionealdeterminent is altyd gelik asu 1:door de
andere. s deze determinant ergens + ,dan beteekent dit dat
de nieuwe parameterlijnen in dat punt hotzelfde soort (rechts
of links) van asseustelsel vormeun als de oude,is de determi-
vant - ,éan is het assenstelsel gespiegeld.Inderdaad is de
dreaiing van de + ~richting van de parameterlijn vau % mnaar

de + -richting vau die van & hier deseifde als die ven

+ X -&s waar -b(?ww

Bélm&zﬁiwma ia de ruinte.

S z = < 8iu ¢ cos 7]
’/7‘&&‘ .y = teos
st = rein ¢ sinf
mmm |

‘ ﬁmmm. ¢ =coust.;stralendoor (7 |
‘ W'ﬁf; ¢ =ooust. cirkels om ¢ in viak- |
. ken door de Y -as




H | ?"
. g . o »
van v ° ¥ =coust., ¢ =const . ;eirkels met mp. in de

(7 ~-88, eveuwijdig aan het

xrx -vla)gm
De functionaaldeterminaunt is -
% o p
o wn G eos @ T el f _rsem Ghm
73,1 ¥ i & e e O 0 -' g‘t‘;“y
”i s & m P T w8 wn §f zmam?;‘

pakin @2 pg ¥ -88 18 dus een singuliere liju. Inder-

l@ :
daad wordt aan een punt van de i ~-88 geey
bepaalde wearde vau {ﬂ toegevoegd.De para-
[/ T A —5 meterlijnea van + , & en ¢ vormenm voor
/ - e t?” wan 3306 >0 een links stelsel.

golcodrdinaten op de bol.

Hen bol met eeu strasl K is een ¥, .De cobrdinaten &
en ¥ zijo kromlijnige codrdinsten voor die J] .De parameter-
lijnen ziju de meridianen en par\&lan en,de polen ziju singulie-

ren punteun.

,WW

De vergelijking

S

s .
) x . Foant
7’5. A s _:_4__ = 1 ; L= Arnet amn

stelt een bundel vau coufocale ellipsen eu hyperbolen voor
met bx_'audpunten in x=%¢, (tla ¢ .We hebbem voor
A > /’;,c’: ellips
Asi 61 : g- o ;gedegenereerde ellips of hyperbool
..,g_c L Adlfe . wparbbol
)\..-,{ ¢+ z=0 ;gedegenercerde mmm.
,\ <-he e mj.naim kromme
(y3.2 ), 13 een maratisehs wrgamxig_in .l.




74
of
. 2
Lo Aixtegt) e p (50

/

74/

waaruit volgt

742 *‘ﬁ_. é/yﬁzyj 3£/é%5ﬁ)-f/z§;£ﬁ)

-~

dus XA 2 A, .Aangezien A, en A, wortels zi,is

$Ap) e g (A b) o A

4.3 , :
ey e A

!

2

eun dus,voor A, %/, :

o () A
x = 2/)‘

744 N
.z= (‘,12..16) //3 Y

o

Uit de tweedé vergelijking volgt,dat voor /1171 2,» , A /6 en
A, < p  moet ziju.Het geval A, =X, kan zich alleen voordoen

2
7y ¢ (i) = 4 p (7 “ytp)
Y : 7

v

ig.
@ vergelijking laat zich echter schrijven

2
74. 6 7’2:(:7/1% p) plt-ap) = )
wearuit volgt
: . e
= -n/x’rl,#') I V[zﬂ.z/p') - (2T ap)

Z-
- ....A[;l‘..,g/bj ‘.Q: 2 P,&/:x

ol
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‘Da';ar echter - (/ " Xan aan deze vergalﬁking alechts valdam mw
'ae,n door x = V? =37 8&; (7 = 0,dus door de beide drandpunten.
Wij voeren nu A, ey A, als
aieuwe cobrdinaten in.Bij ieders
z en (7 (bahalve voor de
brandpunten) behoort eew bepasl-
de A, en A, ,omgekeerd hehoo-
reu echter blj ledere A, eg A,
© vier stelsels wearden van > eu
y. De parameterlijueu ven

| ' | 1
ziju de hyperbolem A, = £ . constant < f |
' 2 ' ) .
“7‘/{}' ""—'-?{“""' EN . /17, e 1

ot %
>3 SN S 7
/ b 4 £ 7 »f,'f?

Ue zin van de toename van !, ew *, langs de pameﬁ%mnm is
ie de f‘iguur asugegeven. Het i3 noodzakelijk depen zin in asumer-
~king te wemen bij het bepalen van het juiste tesien van f“” ons.

irn de functiounsaldetermivani:

*5*}2

. ; Aok 9% At voor he’c
ERRL (AR AL i
j63 | ;’ tweede > quadraat
2y g Vrm?‘x EZ - w{/}_,}wf derde
’51 TV A Pl }”\fg vierde .
De Mncticnaa‘ldetem}iffut is dus ’ e
T F‘mﬁ)(;mfg ‘V&iwh) ( LA LA
754 g \/(}\ «r,b}{,b» A, f"?“}’) (%*’N ;
o ;_,15 W ,,;(a., ;w . (Aw}’){f M}f”— i i
R

Omgekeerd vindt mea uit (?’ﬁ
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-~ J‘. h "9 A_ 4 ;\.,
2 Mg Ak alg L
Fax S P Ay 367 .ZJ Ay g,
Yé.1
DAy A D2 pra
Y Y TJ- - -l
?x a X% g;. ' J ’ ;) ~A‘ )

waaruit voor deas anderem fumctiomsaldetermimaut de waarde gf Y
volgt.De x -a8 ea de J-aasijn slmlim 1joen.Op de »u )
is 'ﬁ‘w . on op 8¢ x -ap is "/“J' » % YOOP z;éic
enfvoor x ~ *¢ Do parameteriijnen van A en {, vormea in het
tweede en vierde quadrant esn stelasl wet als x , . ,in het

eerste sn derde een -Zeepisgedd stolsel e/ daoadgens

dongpon et [
ve &

Uegeven ziju vier veranderiyfke (oervarisbslea) ¢ ,. . . . .
{7 .-,4 die arle waarden vam --§ tet +=c kuanen doorloopen
De versameling ven slle mogelifke viertallen 7 , r* , ¢  , ¢
vormt een vierdimeusiocuals ruimte X’, Eom eukel viertal heet
punt van ae X, ,de gotalles § , ;, 5 , § . dle erbij noorer.
de oodrdinaten vas het puut.Men kauw andere oervarisbelem iuvoe-

reun door eeon tramsformatie

yha , §t’ fﬁ[fijfj‘::{"j R T

Van dese transformatie onderstellen we dat de fuwncties een &e
voldoend aaytel malem differentieerbmar is om dat de determinaut
van de metrix C% /ég in net beschouwde gebied van !  cugelyk
wul ia.Dam destaat im dat gsbied de omkeering vam { /¢ 7 )

76 \ v (s e g”’,.’.

Ouder sen geometrisch object wordt verstass een toevoeging van
eeu aantal se*mnm (kentallen van het object) aau ijeler punt
dar Xﬁ, voor zmr codrdivatenstelsel en wel zoo dat hij traus-
foresatie de nieuwe keutalleu mich laten opaehrﬁveu als funoties
uitsluitend ven de omde eu van de trausformstie.
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Grootheden in .\,
Iu de ruimte X., definieereqy we:

1) Zew secaler,d.i. m grootheid met ééan keutal 'i- s toegevoegd
aau oen bepaald puat T vau X, ,det by de tramsformatie (/4.%)
uiet verandert.Is aam elk punt vaa gem gebied ven 4, oeew scalar
toegevoegd . dau spreekt meun vau eeu enalarveld.

2) Een koutravariesate vector,d.i eou grootheid met » keaqtal-
les 7" ,tjegevoegd aan esm bepasid puat f ven X, ,die sich
by (/4.2 ) als volgt trausformesren:

. n? . ol P ' ‘”'3 . i
77 7 " (A"}. v Ak‘. @.E )‘.'}.- L, St

Iz aan elk puunt van een gebied ven f , ©0n vector toagevotsdédu

gpreskt meu vau éend vectorveld.

de" is eeu coutravariacte vector,waut
#&? ’

;"7. t h#‘ = AR ‘v‘ ¢ 1
3} Ben covariaute veetor,d i. een sroothﬂd met » keutallew
], ,toegevoegd sau een bepasid mt } ven A, ,die sich bff (et
u.la volgt trmm

77‘3 w;t‘ » (Ax)' w; 3 A:‘ ‘, {%‘g"j( N

Overgaug tot vectorveld als bovew. |
Is p een scalerveld,dan is 9 _} esu covariaut vectorveld,

net gradieutveld vew 4

g, p = A:« a,tf \.

‘La aﬁ‘%&’c veld w, eoeon gradisutveld i T
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Do lokale ruirten .
~ Aan elk puat,bijy. § ,ven de X, voegou we cen #, toe
met coordiuaten )’i"" ,die séeh B (/2.7 ) als volgt transfor-
meeren

¥ X“:a (A:ti X“

fet punt X Ka- o worde mmaﬁtiﬁm wet 5’( én ocontactpunt
gewoemd.Tedere ¥, hoert met de X, alleeu dit ééve puat gemees
Twee tot verschilleude punten behoorende ?:*' hebben uiets
gewaen De %'amnulmmmvm de )( Mew kau sich
ven deze ? son beold vormeu door de , te deukes,)iggende
in eem L’ ; /Vw, en das als ?.' te nemen de raak - "’_, ia
dese ?,., aan de X v -Dit is echter gewsarlijk omdat twee ver-
schillende ¢, 's elkmar souden kuunen suifden eu cen Y, sen
kromme, inplaats van m:«m “ ee S0u kunuen
habbeun.Ziet meu gelieel van I8 POV er D }
punten af,dea kau meu het beeld gebruiken om ssa da voordtel-
ling tegemoet te kowen.Asngesien het comtaetpunt bj de traue-
formatie (y4.7 ) deselfde colrdinsten (mluk allesn wal) be-
houdt,gedragen gich b , " ew w, im ! volkomen ale eeun
Mar,m wmmmm. vector ou &em covarisate veotor ia de
loksle & ven £ ,De beide loateten kuuuen dus daer resp.
door eem mt en sen hyperviak wordou wveorgesteld.Bea veid
voegt dus san_elke loksalruimte seu Lrootheid toe.Wj hadden dus
bij de definitie van scalaren eu veotorew ook vas de lovaslruim-
ten knm nim en in elks lossalruimte die groothedem op de
anee definieren,soonle ast vroeger voor . i
volgen we voor alle verdere groothedem.

3 in de Jokasiruimte op de gewone manier




A lr’;
f. '0* ﬁ B
2'9.1 § v TR ,‘? % ?:,-..gr
* . »3'”,,\;‘ o S R

alleen heeft mx A, eon enders beteakenis, nameltix
eouheldsalffinor is hier

79-2 A:“&agn

bewerikingen met affiworen ia édn en deselfde lamrnm,dn
watuurlifk wet ale inde 7, .

Diuhtheden wirden eveneens in de locsalruimét gewson gede-
finieerd,bilv. een oouma dicktheid vam hot gewicht

J‘ﬁ

}'3.3 & w a d-v 3 Q#%f{t‘&’ ‘y

P )

Om de meatvectoren maozmﬁmuvwm

wew we de » soalarvelden g ,mmg mmwm
mevmmrmywmmm S hll)“ld‘s; als
/ toalmeldm igveriant.De » uitdrukkingen

® 2

9.4 ¢ . ;

sin blijkbaar v contraverisate vestorvelden,die elloen keutal-
lmloth&MIRﬁhhmmmcmﬂ ?mw
variente mmatvectoren,die Dehooren bij 4e-oervariadeien( Do

Fvenzoo sija do uitdrnmm

rad 7 et | |
v covarisute vectorveldes,die shencsus allsen kentallen 1 of O
hebben en auammummm " mmmmmm

vormeu die blj (< hooree.Bj elk ccsrdiusteustelsel
elke lomlmiuze m‘“u mz ven » outya~ 69




Aty
Srtan bovrsmndnlie jpdinad | 00

is Wﬂa&mw »4at wanneer mew in
elke locaalruimte een willekeurighstel vas reciproke veetoren
als mestvectoren zou nemew,dese in het algemeen it tot eew
stelgel van coordivatew in Xn souden behooreu. Daarveer ia
n.e.v. dat (F9 5) geldp.zulke stelsels ven maatveotoren,die asy
(794 ) voldoen em dus tot bepaalde votrdimaten iu X, beboorem,
heet.en holonoom, andere (die ook veel gebruikt worden) ssholomoom.
De uitdrukkingen

oL 28
Fo. 1 » 7 ’?’g
sifn %" soalarvelden,die fn alke locsalruimte de »* oealifen
ug het Erousciersymbool vormen.

e bWXe stelling:
De_quadriveotor der nieuws maatvectoren is gelik mam dem

Bt SR, Wi Qi e e -t B B
‘ 4

quadrivector der ouds,vermenigvuldigd met & .

AT 00 W

Bewijs (m%wk iz 26 )

F I . H.A ¥ F 4
ee’e e\ 2OATYET Lttt
l‘ L N 4 z;@w)&\ ¥ 8 & & % O
e | “%@.{, y! cusd B 20, U
E w’*\ e ‘o A ’4",‘ ' & & %
ﬁ v‘kuﬁl !
z" : c et
¥
De iwhouden ven de mmom»n m meatveotoren verhoudss
a‘l.
gich dus al® +: & . %,4

Alg marboold behandeion ﬁa de meatvectoren var de cnip-
tieohoao&mdimm in K, (vmbi,a 73) Noemtm wo <. { , 1.’
2-g en A g, den volgt uit (742
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Hiarul e g”-‘......'ﬁ«:-i- olone slodeaonononl o devado
,2.4 v m b J‘ B orsads )\["h " doe bosd Carsbe Cioy atindte bsernsnand

Jasr we in een mmm ©, om hoeken depalen
lemmt'ug sijn o

,{:(
'”"‘:‘f

44’ fef e - &!f v 2 hix
Vf’f’*:’:" T V 3+ = e |- w:»d’;}'\;\

su dese wmm staae loodrecht op elkear omdat
z

438 g 0.
o ?z 7 z'

dw veatoren heef't dsua e 1w
Ay Ay

mm—w-—«m
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LVerirenging, pesudoparalislisme.

TOt ns toe si\m de lokale .  volkomen omafPankelyk ven
olkaar Men ken nu 3 de .{_ een voorsohrift gevew om *wvee
tot asburige puatew nhmroa%“"& Y. Op elksar af te Deslirn
Ban dergelik voorsohrift heet sen overbreaging (byj Teyl ook
we) Zusemmiwhsug) In de keuse vau dege overdrenging heeft zee
alle vrifhel’.Le overbrenging sou by 800 husuea sijm,dat
Techts Jljnen in de seus «?; overgasn La kromme lljasn jia te
andere We desthouwen hier allesa ovarbreaginges wearbj con-
travarisote veetoren overgass iu coutravariante ventoren,co-
veriaate in covarisste ea elgemeon affinsrem in affisoren
van heteelfde scort.le vector ew de overgebrachte vector hev-
ten [seudcparellel.

2w v sen gegeves ventorveld.ls J  le veldwvaerle in

f*, tam is v'. do® le veldmsarde 3a § v 4§ s

8.1 de’ = ag” 2, 0"

Broeagen we nu volgens het OVerbreqglegsvoarsohrifc dom
vector 90" iu £ over wser §'. 4¢°  lam heerr die over-
gobrachte veotor kestallen »°, d ¥ ¢ie mstwuriyx elechts
iefieitesinns) ven v’ versohillen. Pebter i i het aligemeen
;v*,ﬁ do’ omtat tmmers bat sverbrengi ngevoorschrift gehesl
willehsurig 10 Gask w0 uu over tot het stelssl .« daw g,
"

sangunien volgees onterstallreg v d T tn £ i weer
GRG wﬂmmm vector is

g2.2 ﬂ‘y&? yé/‘ﬁ v&A)(r*d“’)

-




v

- t o # ¢
en Jsaruit volgt Jet Do . dv - & v wel feol veolor la
g3.1 AN s
) é v o= f% - v

D v 1e de differentiasl van hbt veld " Dooardeeld vawu:t
eon volgeus het ¢verbrengingsvoorsehrift mee verschoven veo-
tor v°  Dese differestisal heet de coverients differentiasi
De wwi bepasit de covariante differentisal, so omge-
koerd, is hot voorschrift op de covarisete differectisal vae
alle greotheden te virmen dekeud, dan keut mém de overbrengiug
{ verplasts vamelyh de grootheid sdd,dat de eCvarisnte Aiffe-

rentien) aul wordt)
s goan wu exiometisoh eon m00Tt overbrewgieg vastlegpen,

die de mwm toukbare ie eu die pe limesire sverbreasing
noemen, Lo sxioma’s alfe
1) Is § eon groetheid (het slgemeenste geval 38 evn
affivordichtheid),dan i8 ® ¢ een grootheid vaa
MW wort.
’*’9 $ Cﬁ v F) - 8 |
- M) - g:{ w"‘ {regel vam Leibni-)
ansst elksar sehriven .ymbolissert het algemeca
3) 3§ 1e Musair howogemm tu /% °
a) e ,‘m ven Leiduis geldt ook woor overschuivinmgen
3) Qb {Wm mrmmzm van esen ascalar i@ ${den
i \tmm ds gowoue differeatisal + 2 - /|

) en (3} volgt dat de algemecndte vorm,die de
aa) van esn kovarisnten vestor kan san-

} fuscties vau £ sogeven wunnes



worden.Uir de tranefarmetio wam 5 v [(*xiema (1)) wrige Anw
het steleel tramsformatiel rmules

&%l i ) B ”4‘: N '/. | ’.‘ ot

- * R

g}6 4 4,. awn ““ e

be /:: ‘2lim dus de kentallew vau eeuw geometrisch abject;si
traueformeeren 2ich echter ingewikicelder den die van een af-
fiuor.uit (4) en (5) volgt

€ 1,,..‘ ' v a i . Ay i
i« a‘.y u j BRI N (owiw o ¥/ éu,‘

¢u daaruit leidt mem af

ey 4 pes
&?3 SWA e A #ﬁa. - ’i,). W if

Voor een affiwor,bijv. . .. volgt uit (2):

- B . -

By S P AP e L P aET /s N DO

Jieu behoeft dus het proces vam toevoeging vaun 8on correctis-
tmdmtbnmlommmmwiuimm

ad

o
Uit de trawsformetieformule voor /. . volgt woor T .

A T N
Y P AT AL A]

De /. sin dus evenseus keutallen vau eecu geometrisch object.
De trensformatie last sich nog esavoudiger schrilven.Wli herin-
veron edaan dat | . de miuor vau het element 1, (in de
matriz der 4 ) is gedeeld door de detersiuant s. /(i .
Bi‘zevolg is:




§¢ 1 I - A"
# " J ‘*g,

Le /“’ spelien

van dichtheden Is w;

- 3 N a » g%*‘
rol bij de covariente lifferegtiastie
A, eéon covariante - - vector,dan is

¢8. 2 d w »

] @
jk’,»u *”

f' L] ¥
MY A

éen dus

I -
f8£) dw ' - |
A' IEET S F A' wr"uw x* ‘g LR ¢ {/ﬁ "‘ W)*..ol & h,

L%

waareit volgt

® ) »
fd"? i w' s /’* WA‘O-'AQ df

Poee

flu troesformeert sich w, . , echter als een kemtal vea
cen dichtheid vam het gowioht +:  (bids. 2¢ ),ie dus ; een
dichtheid vau het gewicht + : ,dan is ook

6. id -
&n
&5 ¢ ggx Ag-agw d&*{ltdgh

.Voor een dichtheid 4 vem het gewicht £ volgt dus

wy  Sq- dg AL gu”

en voor sen affigordichtheid ven het gewicht / ,W’«{;{ v
PYERY HOTT S AT p P

Eou Y met een )imeaire overtrengiug heet [

Covarisute afigeleide.

Iedere covariante differentisal is een overschuiviag van
dg met eon um motmm Dege grootheid heet de covari-
aute arw«m m wordt wat g\ mmwm,wv

e e X

’?




26.
(Pem andere achrijfwijse is “ip 10080 heeft het nadesl lat
de Jifferentiecerends index aan den verkeserdes kent kemt).
18 de covariante afgeleids van eeu velid ¢veral wul,las
hest bet veld povarieant oounstant;is die afgeleids ergens uwul,

dan heet het veld daar ter plastse Covariant staticemir

Symmetrie van een linesire overbreaging
Uit de trausformatiemijze van /., volgt

gé.1 /;.‘:11 - A’A - I"'

ol W §~ A2

Desruit volge dst £, een gffigor is Vaor dezes effimor
schrijven we

AR | «
9. 2 \JUR AR

Ia S.."« ¢, 300 beet de overbrenging symmetrisch Kes mew
S, is dew vorm

#é.3 5.0 < 544

schrijven, dag boet 4o overvrenging halfgymmetriseh.
Heert men in S twee lynelemen-

ton ;' oun 43" en verplestsr
sy olk van dese pseudoparsllel
langs het audere,das bevbew de
verpleatate vectoreu de kental-

g¢°- or”

p”
syt - W0 L

L4
Y




8/,
¥r bestaan den en slleen das lafianitesimale pars)lelo-

O R SR SR R T

groammen io i@ﬁﬂl‘ mt ig iederes stand Wanneer de v verbrea-

R e

§ing symmetriseh is
le de overdreuging balfsymmetriech,dan is

R RO TR S NIRRT SR AR L A
Er bestesn dan alleen infinitesimale parallelogrammen io het

door | Depasidw xj,mrginoix hyperviak.
2em X met een symmetrische liuesire overbrenging
beet A

Rotatis em Livergemtie

Algemeen io
» ﬂﬁ' " & ',.’ " 4
87 1 Lw, s Qug ™ o e
M) een gymmetrigehe overbrenging is dus 7 - onafhankelin
.yau de kouze ven dv overtreaging is o] | @en , vestor,
Jom 16 evensoo voof .., o
ars Lw o,y ot %

Mew mosmt ; «,, @8 y w ,  wel de rotetie vas et veld
resp. M, . |

. »

Ia x~  oem mm. vectordichineid van et ge-
wieht -i ,dam 18 |

x” ounafhauke-’
- omathesis |
1 ﬁm is eveuzoo voor ’

a&wxma % _ , 8t
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-, o*"

se., Ve ® BN

s - .
Yo moemt 7." en 7, » 'wed g0 divergeatie gn Aot veld -
R

‘.a ;
reap o ,

Geodetische iynem.

mmwumf udmunmkrm
T Ty Ureima—n————
laags 4o krowse M posaioparellele verplestaing tangentsal |
PIYMT Zulke kKromwen heeter soe iyeen der |

maum“h.mwnqmnu
erven,0p geneel willekeurige wijte,een continue sohsslverdse-
Tiug o tesestselossssevcsesncpeessasiy £ 2sders ses Vs
wanrde van - {eventueal tusschen Beksre greasen) hoost dar
¢én punt ven do lomme ¢ host eon 0P de kvomme gedefinicerde
mynu,ﬁ oon taagentiale veotor ee de cosditie
mmm*uu&ﬂ o richting van | heert
Ao

§o, 2 5 ﬂ - ﬂlv‘f"‘ ’

wasr ¢ de ¢en of andere funetie van » is et is jameer dst
in dere vergelifionng, die als de defigitiovergelijking der geods-
tische 1ijoru te Deschouren 18, rechts 4¢ cunbekeode funttie
optresit.don ksa nu de *reag stellen of mnen den parmmeter
misachion @onr eson anderon paremster ', functie vaa -,
Qs (- ‘(s kau vervangen sdd,det bet rechter 1id verdwiat.
(#9.1/ leat sich ommetten ia

AL At
4 ff “ 4’? =

4.5 d.q, t £r . 3 2
”r w5 W v «1
o dpy 3 AFT At g 45
8. Doiidb @b gt Jg T Dl



¢ A ¢ g 57
: w f “dr T €2t/ o
A € : d" 1
mi
Het rechter 1id wordt dus dau ¢g alleeu dan mul wanneer ° vol.

doer asn de differsutisalvergelijking

A%

e 1004

¥y. d

4 1y &4

* o

5 7% T A
‘ feg? dn

wgarvan de oplossing luidt
‘%3’ ﬁ . C;' f I“i c

Hieruiv volge:
1. Er bestasw op Jedeve gendetische lijn paraseters,t.o.
wasrven do vergellking der ilm lutat ;2 73 - o ue,

vitgesbreven

#9.4 ‘L{ B S

de’ ﬂ‘* et oe
usn aoemt desze parameters amtuuilke Moprmm
vers (& dalf nobun il oiie mak son Gt &0 wmatisn)
@ Heeft mam dén pos'n matwurlijiee parsmeter.bijv | .des
is fodere andere iu dem vorm te schriven
1, €-Ct-8

(@it 18 eem affive transfor-
petie)

whfrin @, o t?; willekourige constaaten sijn.
verasdering van (. verlegt het oulpuat,verssderiog
vas () versudert de.mast”.

Up een gecdetisthe Lim 3"(: kon men dus weligsemar nog
wist mMmMWmm mk,mr a2 wed van de
Nolik 1s ven 5,2;%‘ ‘en 2at dese slleen af-




be 7, %

- a9

Wordt ia jedere \oksslruimte eenm t’mmtmtmr 2,
vanh den M *  lugevoerd (dus qur,{% # o Y dan m~a ia
A, ®% | Tueen ¥ 15 agn jeders . - %on getal toegs
voegd

. b *
5@. i ’:;1;‘ P dg ’dg:

1s de 5;} «  Positief,resp. vegatief definiet,dew is dit getat
steeds positief, resp. uegatief.Iu de relativiteitethearie
hedbben we atseds te makew met sen Tucdamentaaltengor mer de
sigoataur (- - -~ + ) soodat jow e de" soowel . ale -
8ls o kan sn.De krommes,die voldoew san de vergelifking

A

..@9 € "}‘" * d‘* ﬂé}

1

deeten nulijuey.Zy hedben iu foder pust eou riehting die cp
dem mentel vee dem plssteelifen mulkegel velt.ls ' de 1 .
dan schrijven we

qe. 3 Adets Ju& .
i ("

De lijuen met «r »° hebben tusochen twes pustes eem duur .- |
deze limeu nebhen seu tijdechtig karakter sw kuwusen wereldlimen
sin ven dowegeude messepunten. [d7 18 de .elgentiyd” langs do
wereldlijn,d.i. de tid die oon mecdewegends kloRk ven vature

Al asnmijzen.
18 q,. % de’ < 0 dou schrijven we
¢
3‘»« d‘" wg’*“ ka“‘.;
De iijnen met 44+'> ¢ hedbbew tusschen twee punten cen lsngte
{ds ;dese lymen hobben seu ruisteschtis karsiter eu kunnen

gelUktiydsgheidsilijaem aim. (ds 1o do lengte die een langs de
kromme gelegde meetband mmmmm




91
Vourbyslden ves versehillends s*
f)eoolmrdiaataa in de gewoue &
dxty A& *

v ds'=s dat. JJ'&:-.-

1) Pooloodrdinaten in de Miakowskische /{,

3
-..dz'lr d“r d#l'o C‘dt

ausztf ; d,,mwf(ff.zdc{»nlff
g2 ¥ ;edkcd’/tﬁd‘l.(ff’tdtfm«fcp

et > Mllf

2
93 ~dt?, det = d:"-—‘c!i?

3) Bolcobrdinatem op bol:
2 2
gin ds'. R¢e’s Rwto dy

i S
4) Elliptisshe codrdimatem iun R\(-—/J
qe. dela d« . a’.“"‘ e Jl ,{.\) (ZJJ/\ ¢?Jd 1)

2 LA | 1) LN S TSN i
‘(: ae 'g“‘:fr J"f :-3_:;_@ x‘;f—%""z)*(;xc %::; ’:’16 b As )

- V"’%(H E’-—f») ’:: *(,\:fp *:‘f;.f; dAt&

‘l&ﬁ?!?ﬁ!?!&%é&ﬁ% L9
We wvragesn nu of aan eeun 7; een bepsaide bevoorrachte

liveaire overbrenging toekomt.Ben natuurlijke sisch is dat de
lengte of duwr vau een vector niet zal veranderen bl pseudo-

parallele verplaatsing.Wj eischen AQus
9.6 J(g"tr?“}w o
voor

3"7 SV 2 ﬁ

Dasruit wl&t m TE
9.8 o= 13 erv f&!#’ 52,“ - S'«}M




| 9. .
eu deze vergelifking woet geldsw voor iedere keuse vaw v " |
waaruit volgt dat

2.2 "
] 5;}!“‘“ Iy Z‘?M""
ig,voor iedere verplaatsing d?‘ ,Gus
.2
9t /‘7"{7‘” * 0

In woorden:

de covariaute afgeleide van den fundamentaaltensor moet

is hierasn voldasn,dan volgt als bijresultaat
De operatie ¥ s o operatie op- en mesrhalm van indi-

cee sijn vermisselbear: [u's Loy < o™ v

¥isehen we bovendien dat de overbrevging symmetriech ie
(4. w.z. dat er infinitesimale parallelogrammen is ieder punt
en in iedere stand bestasu) dan hebben we voldoewnde voorwaar-
den om de a: te berekenea.lunderdaad is

2 0n D G- f;’l;,,,,~ L I
eu dus ook e -p
0= ?),\jx'ﬂ‘/?\‘;f/‘“ /‘\/'67‘,‘?

6 = "'ax;/u\ T /‘;/f“ ;f'% t /:i;ff"

X
Pellen we dese drie vergelijkingen op,dan volgt wegeus / e AL®
en (70‘) = 8 ) \
, -0
g2.4 /;’,:2{,,,'-‘—.{’”(2*;”*9/\;#* wfrr )
of |
Kpf ~ L _ 2
ﬁz.é /;: Qieg r(?ﬂg*f *%Z!‘«" /a:?,m).

Do uitdrukking rechts werd het eerst 4oo¥

-4




Yyl

voerd (1869) en met |’x | sangeduid (Christoffel-symkaol ).
Tegenwoordig schrijft men L:,,} -

4 ®
93.3 [; N 1,.,:;&
Hiermede i mmwmquym@“_gg' eew ‘}f ddn oo slechta

é6n liueaire overbrauging besteat die aymmstrisch is eu waar-
b ¢e covariaute afgeleide van dem fundame ataal teosor nu) is

Ljuee vau extreme leagte iu cen 7

We willew bepaleu of er iu een 7, tusschen twee gagevou
punten verbiudingslijnenu begtaan vau extrems lengte (dus 4r
korter 4f lavger dan alle andere werbiadiugsifinen ) Voor de
afleiding hedden we het begrip .meeslespen vae eev weld"™ nou-
Qig- |

Stel ,er ie in een X, een veld gegeven,bijv. een vector-
veld #" Verder si] gegeveu sen iunfinitesimsal verplaatsings-
veld v'dt Mem kan aan dit lastete veld eeu meetkuadige be -
tmni& geven, door sich voor te stellen,dat sich alle punten
van de X, over eeu afstand %% verplaatesa be A, ouder-
gast dearvlj dus cen iufinitesimele dsformatie iw sichzelf Nu
coustrusarss we uwaast & osen nisuw veld.We voerew een nicuw
codrdivatenstalsel in,scodanig,dat we san olk verplastet pumt
f‘* ¥ di de oude colrdivatenwsarden " toekennen v asn
het punt met de oude codrdiuaten ¥ = de ujeuwe codrdinsten

F-v"dt .nosmew we die nieuws coSrdimaten [~ dan luidt

dus de cosrdinsteutrTansformatie

93“ ) §“‘ﬂ“ 8 :" ‘ g"‘w y*diﬁ). S £

Bugevols 1o *
AT s A a e
35.3 ’ =



Dit proces svoemen we .mecgleepen van het ms&ﬁ
pver vidt "Fn voeres we het uleuwe veld maast «  in Van
dit veld verlangen we,dat het tew gpaichte vag hat nﬁw‘
colirdinatenstelsel,procios de-selfde keutalisn heeft,alo het
sude veld u’ ten ypxichte ves het owde avelsel Vit proves
noemen we ,moeslenpes ven het veld K" ¥ Daar 41t veld maar
infinitesimaal ven »* verechillen 2al,mormen we het w' da’
d«" ie dus het versohil is veldwnarden (deide t.0 van het
onde syoteem),ven bet pude veld in § em bet pieuwe veld io
F vidt  iu bet punt Y w"di is dus de veldwsarde van it
nieuwe veld teun opaichte ven het wisuwe steleel
44.1 «y d R 3:’“‘ ’
waar u«* de veldwaarde in §  teu apsichte vau bet oude
stelsel ia.Dus is die veldwsarde t o vem het scude stelsel

- « . ,
it A AN (A:«r v a
waaruit volgt

T a ” "
g&.’ Y ?_lf of

Op demelfide wilse MmENplOMEEIINE benijst mow dal voor ecw Cova-
risut vectorveld geldt

L

-
Joq dw s -uwd v St

en voor een affiner,ayw. ¥ ° .

oa » L ) a4 P,
", arv 'S P ‘f"gf’ . r ,fﬂ&vﬁi’ J%’h,




I,
Mu geldt aeht% zewone (oiet oovariawte) differsutisa)l

1e “!
35:’ du«’w du® oo gl t?,; /9,,‘.

l" !
en daaruit volgt,omdat U, A,  symmetrisch is in m i
! U T ', " ’ ,
35’.2. gunw (‘(“ﬁ_ n’u‘) :A:l‘{kﬂd%&)z/a:?“”

We hebben dus een nisuwe covariamte differsntiasl gevondew,
die meetkundig voorstelt,het versciiil tusschen plaataelllke en .
neegesl egpte veldwaarde in g"f v'de en bijgevolg ook (differen-
tialen ven de tweede orde verwaarloosend) het verschil tusschev
dsse beide veldwsarden in het punt §° zelf .Dasze differantiasal
heet de Liesche differsntiaal.voor eem teuwsor F2,. is dus
bijv. de Liesche differemtiasl

M ; 4
j5 8 P (VB e p B T T

d.w.z. de veldwaarde van het meegesleepts veld ia g“ ie

954 le '..,(v*‘é‘ln‘n. ,4-/5“ RAr: /’J‘/‘ X f")dﬁ'

is de Liesche differentiaal voor eewig veld bij de varplsat-
sing v"dt nul,dan beteekent dat,dat het veld bij het weeslee-
yeun in gich sell overgast am dus tegenover dat mesaleepen in-
variaat is.

J

We gaan ou iv een 7’,; een Xromme bamuwen,dia tweoe
punten !3 80 f; verbindt . Geeft mman aan de punien van wie
kromme eeu kKleiue verplsataing vt ,2ie im ° en £, wul
o £y is,dan outatast er eey nieuwe

kromue.Is de lengte ’&is extrse
~ dau ig de variatis ven da l&ugw;
pwanrwplaatuiw vdt aul. :

;ﬁuu“

rust eu azwpm hetwm m am ‘m «Dit moet mﬁwn;m
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precies hetzslfde eff‘ect op de leugte habbeane woten al,dat
de veldwasrde ven het meegesleepte veld in B" ig

/ - M n ~ H
i\e.l - 2‘“‘ 4,132‘“ 33}‘“ ;.k-}v ?vg).n f-g’“x?)sv.{.g)ﬁawv)o{-&
(3 teekem,bﬂﬁat het meesleepen hier over -v 4+ ﬁlaata heeft

en due is i

§
561 Sjolﬁ' - 9 g(j;.x‘*‘é"dg }
| : Ay oow
TR LN L)
~ Mgar nu is de = o ondal do kromme rustig blﬁft Liggen, dus

s 8 - iﬁia 45r457) 4@ gt (v fﬂ*“*gwn“mﬁ ¥

B
1 d L L
= 4 j. a’ (j . AV (j K?Af%” *3‘“\ K}’ Cf"")“f‘
vy o, a‘sm)
- ‘{_g d ; '-; J . % ‘(A“ 7
i j ¢ adi = J ds ) v,
- Nu kan mew een partieele integratie tdepaasen
| gk EE L (’P’" di
gks ) 50, SM IS ey - ¢ ds
oy, K é{“

wa.arui‘t vclgt als modsakelijke an vold.oende voomarde voor

een extreme lengte ( of duur )
34*5, SR L G

dg

Uit da«ae %x‘ge‘mking volgt- - “
1° dat da extreme lijnen m een V, ,tegelijk de op biz.H

gedaﬁ@imr&e mehm&. uf gaodmimkm lijuen mju,,
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Het lijuelement op eeun bol met straal 1 is

z
977 ds = A‘-«"é’d{ﬂza— o &

Neem =¥ , $=0 ,dan is dus
| 2

) l . i - :ui
3" = (#mf) R vg,&v“'o EI 321 3
L2 . : '
97 11} / P> 4 A2
. - 2 ; = O , ﬁ = 1
g (M‘f) 9
ou bijgevolg
1 7
[he = 4) 2 ga= 2
Il L "9 S A X
'117‘:1(? x;n"' W” “4‘“«61
- 7
g7 1 =0,
Fi ) .
/“’:1 :ﬂia“jﬂm“w}zm}’ = - Geo &
2
/.—"1 = 0)
4
I iq =%,
zoodat e
»
- r ) & X ) 1 e 9
zﬁb*{: dﬁ/"ﬂfﬂ'ﬁ‘_"”g’,d%ﬁf v Py 0/6’)
79
9 éviz 6{1}2* U‘le?’awéfdéﬁ.

Wordt v dus. ;meuﬂt}piaraml varma.atet;dau ia

LR N PRI Y-Sy
d v ‘ md(fwv

oo G




L 4 + CoP {7 dﬁé'
dv = =V e

98-

I3
a/?)‘ = O

en dus,zodals hat behoort (lengte vecter iwvariant vl peendo-
parallele verplaatsing) ’
P F O 4 1 N LI | i

94d.% d[vuﬁ”f v u)-.—. xvg dv rz,rva/a" o ’

?7

- -zvvmﬁmué’d'b’+1vlfm¢9m6afé’

Uit (98.1) volgt dat de meridiaven geodetische lijnen ziju.
Lengs een perallelcirkel & = ¢, ig o H=o dus

dv's - v «2% "“\0
) e Uy

3&.5
dv' v plan b, end AP

uit welke jwerfgemking volgt,dat de paralleleirkels geseun geoda-
tiacha 1fjnen zijn. ‘
Is iu eemn Depaald punt 3’ van den parallelecirkel v

"

"

"gelegen in de tamgente,dus am o ,dan zijun de kentallen van den {
over d{ verplaatsten vector ©~ eu v w8 end <Y Do 13715»3*
te van den vaotor v o 18 7'se 8, ,de lengte ven det vector

0, A b, er 9’ gt is yr s d, ess ¢, -De vector is dus gedr-

T w i

tlraaid over eeun hoek e A aiwf .Aangeéien alle veotoren bl
een pseudoparallele verpleatsing over deunzelfden hoek draaiem,

geldt dit v?l&ar een bijzondermyector afgeleide ramjxtaat,v‘bor
alla v@&mmma&a‘t mu lam dewn wm}algirkal heslemaal m




| 99. |
is dus 27 [r-e00 G } eu dit is juist het oppervliek veu de bol-

kap waarvau de j)aralleloirkel de rend is.Algemeen geldt op eenff
vel met straal R :
Is de omg_ren;de juhoud & ,dan is de hoek tusschen beg_ili;;

en eindatand L7 —- -—% :

Brengt mev. een kegel aan die den bol raskt in dem paral-

leleirkel 6 = &, en slaat msu dieun kegel in eeu plat vlek uit
. dan o@pateiat een cirkelsector met streal ? & en hoek 27en 6, .
‘ | Daaruit volgt, dat de peseudoparallele
verplaatsing lewge den ﬁalrallelcirkelv
op den bol en op' den kegei dezelfde it

‘We gasn wu in een algemeene. ), berekenen wat een kontre-
variante vector doet bij paeudoparailele verplaatsing lange eeun
gesloten kromme.We nemen sau,dat de overgrengiung symmetrisch
is en er dus ivfinitesimale parallelogramuen besfaan.ln‘ gulk
dy - geu infinitesimsal parallielogram breun-
g3 A g? gen we Uaen vector eerst psqudopgralla],
. vean A naar € via & on dan van -
o A naer C via @ .In 8 is de }
veldwaarde van /: : geworden

s’ ”

e » —y M
Ag /;Z" f}' ‘7;;/,«,\

- » -
en in D evenzoo //J,\ v @ 9, //w\
Derhalve is,als we beginnen met eeun vector v* in A, de

pseudoparallel verplaatste vector

in /3
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'»g

L g T S AT 7 il

v 4" ';M‘Skf’p’;f%fmw v ol doncls le

PR ra

= AP T S dyd g’“(r'ﬁ'ﬂf’ /”‘f/;f:r”)i

ev in C via ¢) eveuzoo (verwissel d en g ) L
Y ¢ IS o
oot vt gyl o fg”fxer%g’g’{g“{/;‘a’ -3, Hx+ L f‘)*’
h _ L
Hev verscsil tusschen de beide waarden is dus
¥ o - K. " £ A
Daar dit eem vactor met ziin en @it galdt voor iedere wasrde

van %g ) :ii*gj en ¥° ,is de uitdrukking tusschen accolades

seu effinor.Deze affinor
’ e o o i P | &% e
00,3 R,M = 2 c7,,f {—;:f: 7 2
haat de kromtenffinor van de ovarbrengmg }:s de overbreunging

)Ef'.. e &

Rimmtmsch dan achrijven W8 vl .

o

Msn kan tot A, i * ook komen door esen vector tweemaal
kovariant te d:afiarau‘tieeren en dan te a}.ternaeren Ian de on—-
deratalliug dat’ de averbremgmg symmetrisch 1a is

| ° ' o
woy BB, Dz*v Py 7 'gw Frty fow Ka¥

wm “"/‘}p( A*’)*rxi 'r*‘gm,@f

i P e .V?)'
= i’%}, P Y + !;;‘Wf {;JA} If + itf‘}ll’aiﬂ r gﬂ'

LR R
‘ “ % R}?’“ b v
Evenzoo vmﬁt men ,

it

v ¢ w @ K i )
Iﬁmf Pt %y V} ER Rs«,.). W oo cd La ey Ry
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De identiteitew.
Voor dew kromteaffinor hesteaan eenige identiteiten.Inm de

eerute plaats volgt uit da definitie de eerste . entiteit

L

I} R’)a".“aﬂ

{24}

Alterneert mewm over » .« 1  damn volgt uit (/94.3) bjj een sym-

metriorhe overbrenging de tweede identiteit:
« e 2 M

«Z—r ) R{w s Y = O

Xa da'@verbrenging Riemanunsch,dan is

1Y SNl T
v ¥ d jﬁﬂ AL ;Ar

o s /vJ (,?A»f N i

19 de derde i1demtiteit:

| ~
x) K =
. ' ¥ :l &

Bindelilk volgt voor een Riemadbche evernrenging vit de tveode

e Ut

en derie identiteit

E ]

/02, & ‘76,\*:»'/“'5 . J‘f“,wr \}Z/,,,M;ﬂ
= f-%j‘mw,m N ¥ ‘?g:ry,k/ux

R - f’[’,’”“k 7;““,,}. - *Yf}‘ » & j{,MVAN

= 2 "';g,u.‘\r: * ‘]Z;"‘ A ¥ A b0 3

s 4 ﬁ‘m» Aw T J{“‘/“ v

an dit is de vierds ideutiteit

m') ﬂ)«";ﬂ;ﬂ = J?’:W AR

 ~06 krummaurfinaw van een Riamuunauha ovarbrmnging is alter~

mmm en Mvw«



%

,&ﬁ,xﬁ”u&vkwkauiag gehouden wet Ae identiteiten I, #~ euw
J7 lew %@wm@* nu gerakkalijk,dat Z met het cog 6p I , Wen

IV veryvangen wae werden door de ideutiteit

20

OfE LB sernt o nigaleice vau den kromteaf{ino
S vestanl ren 4ie naer Pisnchi g@nﬁ@md is en

. T N wer S W N 5 v ¢ - 2 iy 4
oo ayIatTLAChE OvEerhreng . ng wniat

T R
}} il 5 % #
s > )

vin de volgewde hulpstel-

ging Han zen het Zobtrdinaten-

| de .. oun de geoyrmetriseerde afgelei-

4

vRz. in een bepaald van te vo-

£ (meer dan ook im het algemeen ner-

R — R —

i6rs } wu? 0 @@%

Marw z@oﬁang cobrdinatensts Waei {@vww @on bepeald pmnt ﬁ

¥

in J- genorpalisesrd.

slechts wém;,ﬂﬂ@

&‘aﬁmw\ et et e
3 e



varder 5

. wi (s ad - % &P ~ op
{95_3 eu AA - &b{\;‘“r) ) }A ’Aﬂ,‘f'.wwmmm.
(AR .
en dus im 5“
a o~ wl A"’“ f"' i
/6 8. “f 6‘2 Al. w ST Y
en daaruit volgt im ¥
®
’ X , i
N i—-y 2y ~ LV Y - rR "‘ '
0B 4 PO An’,@u’.\‘ i,nk - ‘A/ax a.“;
al p 2 ex & ) 7
w, AK ,u" ,);’ /ﬁ‘)* e Aﬂf"x /;t)g E 0

, Yok T L e
Mea kan /.., in de ¢.TXUC Zinc.van .§ ontwikkelen iw een

N L8 x '
roekd uaar § - I Het begim vau deze reeks is

. : "’R! ®  » @ "
7*’%1‘é /; u»}R oo -

@(/.t}\)

. ¢ »
Ue varders termen bevatteu meer dawn één factor [§'~‘§ }ﬁn ver-

der grootheden dis zigh laten vormen uit de koveriaute afge-

s 0 B

rpos W) kunuen nu de identiteit vau Biauchi ge-
wmakkslijk bewijzeun.

isiden van k.

Ten opzichte van e¢en stelsel van mmaalmamlmtm in P

oo o B
/@3}‘7 iz;; ﬁ.}#ﬂj} E-3 @ ’:l)'

mder dead overal tml
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Jier s doze effinor een teunseor,dis tensor vam Hieei ger”memd

worat iulerdead volgt wuit de vierde idsmtiteit:

n S Y \%f' “o N "ﬁ %’"' .l n
P { .o { — . -

#)-/‘ 41” M

-

Jit 3'1; » kan men esu sculer afleiden
’ ’ E . "
/ﬂ{v. 9 f - 2 f,n *

P » 4 g - ) . .
- I (voor » =¥ cus 5J ) best de ecalaire kromming van

VAt de Biamchische idemtiteit volgt deor vouwen unaar » K

] * “
. : 7 s
i ﬁl; /f/’“;“ ror, F?/" A - }Z Ru,\ = O
o
. % oy oW - K
,‘?ZZ ) - 2 {:::" (E.ﬁ‘..,‘ 2 ¥ ‘z’&:' Ea.. TalES

Bij eer. Riemaunache Overbhreug.ng habben we dus

RSV R

‘ L |
oy.d ‘.,g.l‘/,»ﬁfﬂnrﬁf

. A '
Wordt deze laatste vergelijking overschover met (7“ ,dan outstaai

1“ ‘/‘7 ' Vv j;.l ) Vﬁvﬁ; a y_“%wk

.

Yoert men nu een unieuwer tenear m

4.0 (/J _uj{ 1113 o R

¥




Vmﬁ nocmt. V'P A wal vend do divorﬁem:xo van den tensor $,.a

Uitguchrovou 15 v
4 2 i /'”' Y S i
./ﬁ.‘i.f | V/,«)" ,’sz,;/- (/ )’ f'/")t -/Alﬁ.r’
18 voor de relativitel uathuzrm Vug hut motsto bcl%

Hat
er in een Riemanmnsche ruimte vanzelf,d w.z uit .dem .sarl

dat
meetkunde in die ruimte,een tensor hestaat,waarvan de di-

W)y
vergentie wul is.

s g M
A voor eeuw bol met .

Alg voorbeeld berekencn we ‘j:
a*mai 1.Het keuntal f,,z bepaa’.t allea,omu hior n-.t is.

We hedden (blz. 47 )

- b -y
I""": 7 /7 > / L ffn-—e‘
’ dan
g 3 R .
/ :" - ‘0;&. & Cem 0 .
7} )
Bijgaevolg is : e
e - 9 2 ~1 -4 ~ &
i ~ - - - i - /.,
‘U"l“‘( \71‘11 o 4)1 /i o "i v - 8 1 /’;"l l‘]' 02 p” ..J’
:J/Mbe.r*e) - *;Iimv u’ + 0
T pem ®

= 7 ¢ e et
i 06

4
u»,‘b) - M‘ﬂ ] ¢

R
-r.-l“ra

o dus

y




‘goodat de kromming wordt

105,92 ;‘Y = 1

zooals het ock behoort bij een bol vaun straal 1.

Het gravitatieveld in de klassieke mechanica. ' a

In de klaseiske mechanice is seun gravitatieveld iu elk ?;
geval altijd comnservatief.Er bestaat dus eeu ardeidsvermogen |
A t
van plaats (of patenciasl) f en

'.w.o v.f“ = - ,Q-—?

Hebben we een gravitatieveld afkomstig vam ééu massapunt,
dan is |

108 4 P:V- é:",;f[.-ﬁf)_ -/m;-i;,’/-rmuwli
Daaruit voigt dat

,P A 2 e ,
/(’L{.f __{QV)?z ’};1 f;a—}"?};-a—;’? 3 F.X = 0 [J,;,li“)

Maar deze vergelijking geldtl aok voor eem grav_itatiaveld

efkometig vaun mec.dere massapunten,omdat de totale poteutiaal
de som is vaun alle afzouderlijke potentialen,en de vergelijking
( 106.5) geldt dus ook voor eeun algemeen §eld,mar allesen in

die punten ven het veld waar zich geen massa vevindt.le er wl
masee aanwezig,dan zal dus het rechter 1id van (106.5) een mx-a.n
krljgen,die van de maaeavardoaung afbangt . De amrtmm ‘
bimmen een bel met strasl N om O W m m van
| ‘dichtheid e gevuld,is




iR . n®
Hieruit vuls‘“*

wys  0rP. RE.-fTp AT W/‘/

Hat 15 nu gemskkelijk iuw te zien dat de vergelijking
ey Y

T e tap tan TP

altijd geldt,ook voo.\” niet homogene mmwwdgim.wgﬂt in een

bapeald punt sal de grootete bhijdrage veor P afkonmntig zijn

van de mtax‘ié in sen kleiune omgeving om £ ;0u tew opsichte

van die dijdrage ( © komt in doun woemer voor) sal de rest te

verwvaarloogzen ziju.We komew dus tot deze couclusie:

In de klassieke mechanica is de gravitatiekracht de afge-

leide van een potentiaal emn voor dese pmmﬁim geldt de ver-

g3lijkiug van Laplace mot een rechter 1id dat alleen afhaungt

van de pluatselijke dichtheid van dv materie ew wul is voor

punten waar zich geen materie hevindt.

B S —

&y 1twwvem cutateande door afwijking van de gM van de
wasrden - , - én c .

B —

Indien de 8 . Goaveral de waardea
. P ® v ’ . @ -
“rg ju ) 2&1 ; ?53 0 jw =-by ,,:7;« o v Apx
hebben, hebben we .e msken met een gewogue Minkowskische R,*
met sen orthogonsal vartssisch cobrdinatemsteleel.We mmmw

wen nu een ruimtetijdwsreld met een cobrdinatenstelsel t. a;;
waarvan de 2“ slechts weiulg vam de 3“ vmhﬂm
ate unde stelling) S

4 F
(Aaw?a\i« * AR
J

weernemer het marﬂimmm%lwl



, 108
1dlijn van een massapunt mcst vauw het cobrdinateunstelsel

aukelijk zijn en kan dus alleen sen geodetische lijn aijn:

&t L - :X g“ d}:
L ‘;z‘.,é S AP g; v o
} K3 4 &{;g »
0 8.2 @ ¢t ’3 21 14

verder nemen vo san dat de suslheid van het massapunt klein is

t. o van de lichntsuelheid,dat wil dus hier zZeggen dat de rich-

ting van de wereldliju niet in de nabijheid van den plaatselijken

nulkegel van ?;% ligt. (tweede onderstelling)
. : Lwesae

ﬁaar

5, F L S ;
v ey (48 (ﬁi’@ f(j.s"; dg”ag”
/08,3 ¢ ow m&;?j w(ﬁﬁ’ do ! e/ T TAaRdr dT

o 4
ie dan 4x , oot 2 3 68w kKleine grootheid em -
v o

4
5 sen grootheid die weluig van 1 versecniil.

Teuslotte usmenu we amn,dat %, . elechts langzaam iun den
+ y 9‘ L MMZ»
v verandsri vurgwlekheo met de veranderiang in de ‘

{dexde onderstelling).
Hecupituiniie der onderstellingen:
i. &, kielwn. R
2. awmelheid massapunt kleiu t.o van 2
3 ¢, verandert laemgssan in dewn tijd.
Daw i @, £,. te verwaarloozen t.o.van 0, &« ,&cid3
| We rekemem mwu [, uit en verwaarloozen dsarby groothe-

den die van de tweeds orde klein zijn.Asngesien

¥

wey /;i s ;J g (?ugf» B 93(79”# W laf;""’)
\ . 3*‘(‘ /9.1,

. . thr,‘ “/af'(af‘})




e 7 4
s f;mg J} wwa ng;{h
¥ «f = *f»’fj -~ ¥

| 5 g . ) )
e g 2 2.,0% 4 @JO?*V%’ P S

ES
zoodat § ﬁtﬁg hier de rol speslt vau de gravitatiepotentiaal
in de ver g@?ﬁ&iﬁg ven de versmelliug van eeu massapuant met

wigse 7 .In eerste beunndering bepaslt dus het veld van de

-

compounente Q?V? alleen de bewsging vaun seu massapunt.

Wo meeten wu wog zien ook in de algemeons theorie Jde g,
vast te leggen aan de massaverdesliug.Voor de gravitatiapoé%u-
%E@aﬁ bestoud een vergelijking van de <tweede orde

& o - 4. y Sl
1033 VAP RPwW. w VO
N o ﬂ?i"? ‘?ﬁgﬂh ";» g J 4

;
We moeten dus verwschten dat er differentiaalvergelijkingen van
Ce tweede orde in de ¢,  bestaun,wnarvan de rechter zﬁde‘zata
nravat dat van de mpateris in den meest algemeenen zZin van het
woord dus van messa’s eu electromaguetische velden afhangt.
peze differeuntiaslvergeliikiagen mosten matuu&lﬁk den invarian-
ten vorm hebban eu moeteun er 10 2ijun,omdet er 10 oubskendsu zijn,
a.1 s ﬁk De keuze is dus niet erg groot Komitanten van ﬁ -
die wlléeun ven de afgeleiden van ﬁ”“ tot de tweede orde é¢u
hangeun, ziju alleen 'fia,;; | R “{p ) Y en s zall eun
functie’s vau deze grootheden. 7.7 zelf komt als hebbende
20 keutallen wiet in sanmerking. “ractisch blijift alleen de mp-
gelijkheid, dat links seu temnsor (10 kemteallem) komt te staan,
die ult :ﬁr* s 3% an 8)« is opgebouwd ewn die nul moet
wordea op plastsen waar meterie ou electromaguetisch veld ont-
breken.Rechte moet er een tensor komen te stasn,die voor mate-

rie &nfalentr@mﬁgnatiach veld karakberistiek is



abodar .

be elsctromagmetische impuleenergietensor.
Voor het eleotrommgunetische veld is dis temsor aangewezen

ve vergelijkingen van Maxwell laten zich mn.l. iu 1lgemeen cova-

riauten vorm schrijven.De vergelijking (#4.27)

#0. 4 g % }g‘; k1 " gz :5; €1 o A

heeft dou invarianten vorm al (verg. #73 ).De vqrgelﬁking :

(¢6.25) voor nfgtesimh& coordinaten in sen RM« kan ook ge-

schraven worden

Y, ¥
9, 2 ‘Bj Fé wo o d/
,Jf'\f);g ‘jc‘é e ;gl 5# :’ 5, ) %‘(‘;3 gi 3 ﬁ”‘ - “ej("aaﬂ'c o @
J /| (

want f] is iu deae mréimmn sou constante.Voor algemesne
eabmimtm is 7 s8n dichtheid vau het gewieht -1 em ¢

r/ «'in duo '*aspmtisﬁalijk seu bivectordichtheid en ssn
vectordichtheid vaun het gewicht + 1 ,Da vergelijiking (0.1’ heeft

dus nu den algemeen covariantevu vorm em kaw geschreven worden

(verg. 8¢.1 |

i w ¥ . K

Y st
He. 4 12§ - 7
L /

it ‘}7 leiden we ale 0p blg. ;¢ den tensor

» i .
o § Sn»ym F ‘wﬂ . fiw”/z‘"', %»k

g d ﬂﬁ,

af.Dan gaat de uitdrukking vo0or den vierdimensionalen kracht-

vector {576 ) over inm

‘ ¥ ¢ 4N
io. § ,@ .- V. <

g

; M mtmmmm ven de materie,dsa is het oe
2 mu;m w; mm lsat vormen




e a ! '
Nemeu we eens aan dat we in 2en Minkowskischo "? ¢ Bin Let ge-
¢

, YA 4 & 3 I
wone Joordinatenc: x |, x . é g L =L ,TtscC t Dan i< bor TR

teud tusschen rudtmasea en massa | bo. )

. 1 o oam Vi 27 = ™ 7

Nu wordt echter een rustend »olume, DEOOTLES1L JOOT BUT WAAY-

newer met sualheid » in i‘:e.Mwegiwgs;richting;. Srinrs gezien
met een ractor Vi—p' . Dientengevnlge zijn Je voluming wmintdosr
WO wm resy. moetan deelon om de gewone ulbi"fhfi*'/‘/" reuy

de vouid dbeihideiol
/& te krijgen,niet ﬁezelfae zaodat

11% = M Jﬁ/

Dit geelt,ingevuld in (110.7) {cartecisclk orthogonaai coordi-

natenstelsel)

711.2 =M dT oar ST de de

Stel nu dat we materie met atomistiscue stiructuur heblen,wuar-

van Jle deelties snelheden heh!ien die veel van elkaar vorschi’
3&11.1) Dan zullen we voﬁr 5—% ,lat is dus voor ui v ui s
a‘ , € in elk pund zekere middelwasavdsn moehén nosmen over
sen zeker gebied, wearvao het zwuartepuut in het beschouwie

cunt 1igt.Zij de swelheid van dal zZwaartepunt gf’ an e ogned

heid van een deeltje t.o ven hel zZwaartepunt sz dan i

1.4 we vt
&

en de ultdrukking P e P verdwint bij sommatie over hol lLioels
gebied.In de uitdrukking

P% po% I’ P
1115 /““ 1/«. -g./uv’tf.pé‘?l/t/u,?f‘d‘/

S5 ngmaiwmn, The mwmatical Theorie of Holubivity,

_!‘- £ N 1( J o)
7 e dx7 ot 4s " de [# M7

i

|



112,

Veriwijnen dus bij de sommatie de termeu tusscheuw de haskjus.le
o AN
vorm Z;u v-Pv? verdwijnt echler nie:.Neem bijv. Z_/u v .
welke uitdrukking voor eew waacrnener,die metl her zwaartepunt
meeboweegt gelific is aan < s ,{g -Door eeun opperviakjs
“x d= gtroomen per tijdseeunheid de dealtjes aanweziy iun scn
Ay , . ..
volume o« ol:cd@ ++ ©u deze Lebben samen een . impuls
de ‘
P dt A« 47;__‘7 d4 -rer tijdeeenhelid om opperviakte eenheid !
ig er Gdus in de Juriehting een stroonivg van de - impulse »}
de dy ¢ de Ly
groot « . 5 JBijgevolg stell Z A A g7 voor Je gumid-
/
delde siroomingsdichtheid iun de 'iw richting vau dem - impulis
Dear impulsverandsering per tijdsseuheid kracht is, heel't dus
Z/* V\V‘L~ de bsteskaenis van een sgpanning in de - vichting
in het X2 - ylak of ook van kracht peyr opperviaktosenheid,dat
ig #an spenning {schuifspeaning) in de y~rmhting in het yx.
#9 RN Y
vilak+Noemen we deze gpanmingen /o { Ve is dus eocn druk-

of trekspanning),den heeft w7/ " ge volgeunde matrix

ey 4 1 24 | WY EY) Yy 4 -
potp s /»f/f,‘f,‘ porp sl el
kS
4% 4 11 2 % 3 y X PP
; U U <
112, 1 P tae s f Val o /6 L ol AT .
43 4 3 i3 * ,‘7’- 43 3 “'5 . & L
tpp P T A ¢
/’ /“ " Y, ,{,(('L
eu s ¢ aal
/ 4 /ue. “ A0 . .

Aan de zijden van de matrix treedt (met seu factor ¢ ) de
. " .
vierdimensionale impulsvecter /u u ! s My s 44 & Op

. 4
{verg. blz. 61),wearven de impulsdichtheidevector « = , ww

de ruimtelijke kompouvente is 1) e

',’
/,A'L(
fed

i ! P“ d }9
a8 o in plaaig vanm o ;
e NE T dT ¢



g./0 ”m; S L5 orillisen Airrn

ey

De facto T dat de impuiaem

gietengor der paterin 4e-
zelid \ﬂ“ﬁe sSionthe; J
g ¢ phys alsl keliz' als die yan het elagtranagne-

tische veld (verggblz 7). Awngerien door o= de per tmm

heid de desltjes stroomen mnwazig in sen volume dx @’

g d8ze een eﬁi-gie S Ee A 4@ Jf e hebLen,ia er in de w rmh*
-\ng esn strooming van energie par opparvlakmmwmid groot

X ,:v. ! .Le impulsvector is dus gelijk aam maal den

o
snergiegtroomvestor (verg.blz.61).

Gaan we mu na of de diverg«m‘tia' 45; A vau den impulseuverdie-

Tensor verdwijnt, evenals in ket tlectrodyvanmische geval.Nemen

we ¢ : M dan is

B s

L Y -~

. A’u Sy . h¥ , LY
7 - 7 Gim g ) ol o f i
by 9‘{, o ;.-..m?n L ’M B A é’i gi & ’: S )
: S Ay T e

&

i

eu dit is de bekemde noontiwuiteizevergelijking” der hydrodyne-

mica.Voor (- . ontstast

&ﬂ “4 ¥ 1 - “ ,ooa &y ~y d A
vk T, 2k, 5:. ‘..,.f_) ey r), Wy s) oless
¢ dg_ 7 £ 3% /7 e # T‘A{ '—w" »"?‘w\‘ 4
u‘l ,“Waﬂ

4 ¥ Y
of. t%*#f%&*/ﬁ;’;mo

dut 3t
l”o‘s £ ‘_,, - _'\g 3 ¢ L4 1;1'ﬁ'

eu dit is de bekeunde vergelilking (elastische kracht » massa
maal versmelling) uit de elasticiteitaleer voor het geval er
geen uitwendige krachten werkenm.Het verdieot te wordem opge- |

k] kS .
merkt; dat e de energie per volumeenheid is die sgou antatm;

indien de é&haala materie in enmergie omgezet zou wordem /~
' e

Wm&m van ?Vt -In het a:;gamm ‘me m :
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| de vierdimensionele wrashivwevtor (er materie. f '7e 2 wil zeggen,
det me in (/3.2 ) uitwendige krachteu optreden em in (/437 ) eeu
verandering van de massa door to'egevogrde energie. |

De gravitat‘ievei‘gelijziingen ven Einstein.

[

S*i.:el nu dat er behelve mechanische #en slectromaguetische
vérschﬁneal@g%dere verschijuselen ian de natuur bestaan,daun zijun
alle ,uitwendige" krachten in het electromagnetische van meehﬁ—f
nischen aard en omgekeerd.Voor het totalé mechand— elec;tromagzié-

tische verschijnsel bestsan er den geen uitweundige krachten,

, PE "5 o
d w.z. de divergenties ven de som van S5  en T moet uul ziju

' ‘ TS N '
Schrijven we nu dus vaor dezem totalen teunsor 7T das moet in

algemeens coordinaten gelden

e
"y, 7 o Z; / = 0

en deze vergelijking moet het behoud van totalen impulé'en tota-~

lenehergie voorstellen.Inderdead is

, ' A | A fA - A Vad il
a2 | Z_T"‘ . ?"'T . _/:}7— *'//‘tf 7"

en de vergelijking (1?4}'?1 Y gaat bij gebruik van vormealcoardinaten

in e'enig puat (blz. /02 ) over im
ﬂ mAh
;’,f'dﬁl, 3 | A /BM T A ‘. Q 3

de gewone vorm der impuls-euergievergelljking.
. : I'P : - '

Deze totale temsor T ~is de eenvoudigste dien wij aan
de rechterzijde van de gezochte differentimalvergelijking voor -de

gw,. kunnau'vemchtén.*mms moet dus een ténsor met. louter
X i ‘ : ‘ o 3 * t e e K

_meetkundige beteekenia komen te staan.afgeleid wit X, . ., |
il 1“"’ “{en X _en de divergentis van dezen teusor moet wnl zijm. |

¥ i

hebben we b 5"’”*“ **%%“mm 0» »: “.De eeuvou- |
i eg, vergalgkim“ 1 ue’ v




1151 '

et mA

. /a ) y . : .
&1 L/ﬁ,\f~/f/‘a~{]f;"‘;m kT )

hieriu is K @en coustante,dis we zullen berekenen.Dsartoe

nemen we weer het gravitatieveld van blz 107 fmarbvij de G-

weinig van -, -7

» =1 , +1 verschillen.De vergelijking

(6.4 ) laat zich cok schrijven
S

Anm 'j{/‘, = f;, LT;A oF Tgﬁg) ’ 7 7}*7
Ten @pzichté van‘ de componéuta 7:,%“ - M ﬁk (verg.bvlz ‘IM )
zijn alle verdere. comporiantan in serste bensdering te verwaar-
10%en.De belangrijkste van alle vérgelﬁk:&ngeu (/6.2) is due

—f ‘. ' ,
LR f X7 _iET L e A %
Cun @ wy e o e | /nq'!,{i ‘m?;“*éﬁl}

¥u is | | - fup
. - ‘ .
f/*js ’ : ‘ " f
o 7 j{;‘x”.‘!@a/ﬁt?l ra i;f;@!r/*ﬂﬁ
dus

s i S ;X P
VEM \ﬁ‘i‘? = RO& 4] ¥ i A i i CJ@

en in deze vergelijking kan alles verwaarloosd worden behalve

jis. 6 J/( ,_.'f"f /.« ) ;’"( ~ /«taf,t,d}

of 47

lngrevmge (ﬁa 6) ;8 dus

M’,Z Js,’ Z’x) 9;‘“ . g@},},j Mff]

en dus volgt voor e uitdmkking de ;W - yie de rol ven .

potemt iaal spalzm z:mat

L
us.d _’A(s‘“;?w)” ﬁ*‘/&f,

(IO 3

-

3-) Men viudt dikwmﬂ:“"‘m "
ywmmeer men.

dma qmmaa%
oenhesd van tid
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- \\Qi’ frietinel pon Sedondd v masey
We woten echter (bls. /oY ) dat voor de potemtimal FVeerat
(6.1 4 lpa ;«"W/#« } M[’.T«‘]

é/
waarin { de gx‘avicatiaﬁonatmm van Newton is 1) on dus

vol@t voor de gravitatieconstante x van Einstein

-4y

Wé. & n:‘w ‘%{a 5@,,;& 5 MCMdtl

ivdordasd lsext w (w5, ) dat de gravitavievergelifking vaw

Elusveiu lu het grensgeval overgsai iw de vergeliking -#/ /e
= 4 ?}ﬂ* der qu,gaieka wechaniee, sooals het correspondentie-

prineipe dat verlangt.

Het gravitatieveld vam @en yustend massapunt.

Ven eeun rustewd massapunt mogen we verwachten dat het
gravitatieveld bolsymmetrie heaf't.Is er geeun massapunt,dan is
‘de dtv® euclidisoh,dus in ¢ ew gewowe boloobrdinaten:

3 K " '
16,9 ﬁ‘ail"‘a- @gd/ - afukx‘aw«z“m*&.:ly

Nu brengen we het massapuut in O en ver
 laugen dat de bolsymaetrie bewanrd bLYfL.
Daw woet e‘dT’ due woodsekelifk den vorm

| hebben

%)

/‘/

# 4 . &
phy  etdtt e f(s;,! e zm “' -y (vda H‘M‘"WJ
waar 4 , ¢ on f | W&M‘wkmigé funetios ven ¢ sim.In

4

| \ | /
plasts ven  VOSTen we ma in een vofrdinast %
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A
) sohrijven we 2  em <
en voor =’ éeuvoudigheidshaive weer v ; dan wordt

Vooxr de functies { [~') eu Lo

’ z ‘.
e eldsts 2tetdd - lantl s it eag ®

ey bijgevolg
A

2 4 . 2 L4
A fr,n—l ,;u-.--z );”.-zmé',jﬂ-z

wauneer v , 4 L/ en ¢/ als ‘g(l ,51 ,33 ,3’
geuomen. worden en

Ko A &

1
Y3 -7”4’ 2wt O

' ¥
Nu gaan we de 40 uvitdrukkingen C“ » uitrekemoun.Het

blijkt dat er 31 nul aijn} en dat voor de overige 9 geldt
7 all
7
/‘;2 = - Z ¢

7

T
LoP Y
gy Tmde K Ky
3

<
*
3
I

- —tin 0 &

i
i~

(1

tdﬂ?y
/ &«
LA

De vector Q ligt langs de para.mterlljnam van ¢ .Daar

B T TS
**u‘nk‘shﬁ’h

? )
iy . 48174’-'9"“[ "P £ = 2"

5

zija de parmterlmou diotuoh De waa Oudgmteu longte
langs 200'n atraa:.l tusschen z=7, en 25T, L cbc.
hieruit volgt dat '!: u&aﬁ da mtmmk gemeten mtund tot

O  is.
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volgt dat dege parameteriijuen in het algemesen niet

meer geodetisch zijn,d.w.z. dat eou massapunt in het gravitatie-

veld niet in rust DUJFL t.o.vam het ruimtelijk coordiwnatenstel-
sel v , B , (P .
Nu waren de functies X)) en Alr) nog willekeurig. 2

moeten zoo bepaald wordeun dst
1° %#;n o overal bshalve in de liju van het gravitefie-
centrum ';
2 e'dr" padert tot een euwklidiseh mnelameut voor
groote waardeuw van ¢ ,d.w.z. A en K
naderen tot © voor ¥ = ec .
De berekeniung leert,dal alleen g) $9 3 Tag 1 f,, -1 p(/i y

niet voor iedere waarde ven A eun X uul worden.Voor deze

compounenten vindt meun

PR R [l
gn’ 9@[:1* n f; /1 */:,C,f/:., 9y *@?4«?@ C”‘

gz:.""mr *"t'rl 1* ::Im ?}?3*‘76 “azagz %‘6

7 7 - *2 Vesr
TRV PV R VA AT T A P i

6/:.3 Sl T

2 : s
gmy"m /4 03050y Oyl - /;4'7! 7
en daaruit volgt ma substitutie
I ¢y ’r"&z"& E‘*‘aa
;¥ g K - ;; A o® DA )
m}ﬁ 3 $
Y’ i’*‘i'lt*""u}““"

; -2
M*g”{k{ 4 g-&i,(K )\)} b G20

)

P
p ]
&
AR 2O
B
[H

¢

33

ga

- ,
‘dj .,,Qa“ (~,:n. },Lxmgm'«“)“@
(e wammt 4 ).Uit (e )en ( d ) volgt RUY
M ﬂm M&M in hat aminﬁige uul matan sun
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a4
‘2 1 ’ ol de
3.7 £ (”'""“)wdﬁtﬂ‘ =

waaruit bij integrasie volgt

K of
A & e / 3 N Y ~
_/Jﬁ.% 2 e A - 3 WmM&W,{f}}
waarin o een integratieconstante is waaruan we voorloopig
nog geen physische beteekeuis hechten.Substitutie van dese

oplossivg in ( a ),d.w.z. in

\
i
P,
X
e
28
%
s
<
&
L\

lsert dat ook aan leze vergelijking voldaan is.
Dasrmede hebben we esu oplossing gevondem van dew vorm
' , 2 2
a8, A agzdrgm 6.- :-(/C,QM o '"""""‘"W &‘4{’& P 4 "(d ‘;m édy
S ] - §
;m u,,m@‘},emem veriiest zijn beteekeuis voor a'a' = of
e zufifan"gae eteekenis van o/ nagaan.De vergelijking van

son geodetische 1lijy is

‘ 1. % L » A
//9,; ‘ii . I ALY L,
At ~* AT AT
Deze vergelijking staat voor de vier vergelifkingen N
G e A e
g‘“‘iﬂfﬁ' Mm mré Jrogr TP R
ol T ?
4y
; w*" o T g~ - owmeo
fw"‘:?iﬁ ¥ z Jdt dtT {h dC d1T
@ ol = O
ﬁgg 'z u v 2 b) Ef‘t J.g
/ 4@1: dr “/?

ﬁif . e ac’ & :’;}F =0 |
Nemen we nu een daalt:}o dat in den ssuvang beweegt in het
4
viak & = 5{ ,mot een ‘gnelheid w ,dan is em Heoen 7z~ o
&{"&’*#f on & b1yt dus coustant eu gellk

Dasruit va,l%t dr R 20y
 do were reldlije vau
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s 4
4 7 & 2 ol Y
.,,__,.,..,. 2 - R e @it
()[ 7 i v i d'ﬂ T a{ i
a‘if.{)‘, &f .
i 8 . wd; ” d‘,
ol A B S WB e al X)
~ T K T e LR K T dr

;’Mg i £
De tweo laatste verpelijkivgen lateun zich owmiddel ik eenmaal

iutegreeren en geven den de twee eerste integralen

: » dy
) T c w C,
S d r {
v ) i ;
"J B4
~ AP -
& m’i?ﬁi‘ § o g

waar 2, eun €, integratieconstaanten ziju.We zoudeu mu de ear-
ate vergelijking moesu jintegresren.in plaasty daarvan nemev we

liever de vergelijking

. gt {)( 7 b
/20,3 = (o aj){;m' et {”ﬁ @{;d ( H8s4 s¥ ,des

die evenzoo een earnte integrazl is en elimineeren.Elimiueereun
wa At eu o4 wet. bebnip van de andere twee eerste integra-

lon (20,4 ) , dan onfsteat

2

&, (ol 4 of aj &,
met g g SRR
of voor T =

Y 2t o 3
- g u =7 e -
/ iﬁ sl x = ’ﬁs W::_ﬁ’ P Wgn r "‘ d f )
:, ” ) [b & &af

Dif mmmimm van Lév _ge@m

, o + p = + %f{ (@W[fi})

120.6 J"‘f";"x A “":t'j""“ F& ]

L

waarnsast we nog eeus de eerste imtegrasl (/24«) beschouwen,

wa iun dm vOrm.

naa 1u het vla.waf



1o da Klasaisks mechamies is

X B -
e trry o= é’" { w = passs nitraotiscentrum,
147.2 3 (?) R 7.;0 . ¢ ' f = grat itatleonngtante v, Neow-
tou). '

wa,arln T e be’caekenie beef't van den gewoneun voeratraal.Twee
eersta intagmlen ?ﬂn

P4 iy z‘ﬁzp = *‘:—" ‘ oonstante (emergiewst); ﬂ.‘qu
2204 'z‘(? - £ = gonstant (perkenwst); {m"xTW]

Met behulp van (/274 ) setten we (/2/.4) om im een dit"mww
tisalvergelijking die allesm Y en SO bevat:

% ! Ao K
PR :z { L“g) 1 i{’ « A /ﬂ? ¢ C Y ‘; g 1
o0 hisr werkem we is constante uit door differemtistie masr @
' dvl ﬁ . -
4 " W - »
747, 0 . | d(f‘ + “’ {, § i ia j
Voor kleins snelheden ( ¥ << ¢, en grooten afstamnd van het at-
tractieieantm mooten de vergelijkingen ( 120.8) en (/20 ‘7 )

overgasn in de klassieks vergslijikingen (/2.6 ) em { +2/.4).04t
(i80.7) en (42/.9) volgt dus

‘,,f;{f_}" @ = ‘{

]

on vit (120.6 Y sn (i21.6) {(de term met (:»* is te verwaarloo-

zen):
4
, g ode zl’l‘l
¥ e £
of , .
? v d s A ' !
721.9 A= /;3‘ o

?aor d&' mm;is % A
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Yoor de aarde is
?L?s’ O *});5» 3 w A e

We hehben hier zonder meer & y wit de klassiaka mpaihand na
geidentificeerd met do 7 iun (/m 7 ),hoewel de unatuurlifk ge-

wveten afstend in wrkelm:hem 31;%2:; bédraagt.!iu is echter
¥ i . . ’

s ] &\ S
PRI I’Ow.:‘b;,"z": = ,zz.;‘," g _ ¢ Wi- gg - ‘«f% vr R WEE } {7 Z(:
o 1.-'! : El ¥ s R

v : | imwgaﬂma.;;;g

voor %L de . %, > ,en dess mitérukking is voor grocte waar-
dQur ver 1, em %, (t.0.ven o ) in sevste bemaderiug gelifk

4

‘.S&-ri :“!&, “11 n)
Lo vnegelijking

Ay TR I
) d,?’x * / I ] F & [’J

ig de dirferentiaawergaﬁmineg van da baan Als eerste benade-

ring nemen we de oplossing ven

dp v, Lt
1324 d.':fé U S I T

& nplo eaiug ven de garadueoerde vergelijking

o : n"z' '
R , ﬁ» D o'

is van defn.‘vorm
&3

& k4

s hiarklj komt v&o:r het rechter 1id eesumB.l. - & — ysoodat
de op}.oaaing van (N.i 43 1uids: '

m ,:nefx (H“MW f“))

31 'Wihelium resp
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pi
ﬁdiﬂ o .  cmasmnsnd
epheliva is N"“zz;u} TOP. ef(1-¢) OB o groote as is

dus 21a& u“wm m» eexrste bmxw wordt in den twee-

dem term vam het rachter 11d vam n (13) gomubstitusend. (/22. 3!
wt m over in

L]

VOSSN X At 0*““"’*”‘""“”"’5

= !dii r Pg!*‘ﬁ“‘ 4?‘“&”»)*,* 4’. M

: & & m&
moet wordem toogmmegd,ia gemakkelifk te berekenem.De term met |
csrs(P-f3] is in resounsntie em levert in de B.I.sen term met

QPan(Y-fH)  .Voor de totale o;ploasing vinden we
P = i*z,,(nem(q-p)) F: -t’ s (102 + g.« wmaf-m-é

/23.2 i L,,dsz; oo r(th) e N
= dfﬁ(n % {ztuc‘j)ﬂew“f-l‘)* "?“"‘-‘f*ﬁ)'

“"5' g4 étutf‘f~ﬁ) i

":.“ ( gd (H@)inemﬂng “i‘ 13314&:!{?&

~ 3y g4 &£ 1
L) -4{4\ & - d |
3 E R %5
113. !
] L %
-Qc‘lf'f%d’\%(,!“‘e)fe %
Lt ad
Asngezien ‘2‘?" = m,j is voor de planeten inderdaad
2,2 L=
o€

_ '7!' & 1 want of << & .De eerate term stelt,wammeer we
eerst eens van § afzien,een ellips voor am: mtrmn:ait

e’ {weinig verschillend v;zé ¢ ) en eemn _: 1] fetend
gty ‘Do twesds term stelt eon Klei-
ue schommeling met de dubbele periode voor,die dus 6& m
iets van eem ellirs doet aﬁ!jkan,m ﬂ:ﬁ r&m&w vean cextr
tot perihelium niet met den tijd doet veram I

van &  in dem e»arstan term makﬁ e@zm M’!; ‘ﬂa&”

weinlg verschillermd van
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van het paximnum ungzm draait.Het maximum vaw g treedt
namslijk op veor V.3 » P27, .. dus telkens watnees
Qﬂlﬁ'a“’ ) met 27 1is toagamm,dwu mmar@ is
toegenomen mt &?f(m % zxj Voor de plauneet Merourius f
goeft dit esn vaomitloopan veao het perihelium met 42 .9 secon-
de per eeuw.De werkelijk waargemomen afwifking (die verkregen
wordt nadat alle klaseiek-mechanische correcties voor de aw
ringen door andere plameteun zijn aaugebracht) bedraagt volgens " (
Newoomb 41.24 seconde met eew mxm:a.rigmm ven * 2, 09 m
ge %)

~ Te 16ideu nog oon andere formule af voor de parmoliw-
wijking. Klassiek geldt voor dem oﬂooﬁm Tu f lﬁ en m

mswolso (121.9):

‘ 77 -
/M-f | ,; * ,r"“"x‘: e
on daaruit volgt voor. de parihaliumahukins 205’ per omloop
et R
aMel A4y a
N .1, &‘” ® ’-” ,t = M
I‘!‘[ ' ? % £ & {¢-@ v ¢J~r ["“)

Mm alleen halve g_room m,omlco‘ﬁ’u;d en axcentriciteit voor-
komen. ' . |

Lichtstrealafwijking. Voor eem lichtstraal is dre o eu dus ten-
gevolge ven (/1) @ = oo .De vergelifking (/24.6 ) gaat dus

over in . : |
% PR PR
z&M, Iy e Bl

‘e m:w w.m mmaa mmmmm een ap:l.aming van de m




12%.
een afstand ﬁ van het ceutrum,dan kuunen we hier wel van
een integratiecoustante /3 afzien (vgl (/226)) asngezien
het er toch niet toe doet in welke richting de lichtstraal
+angs de zou gaat.Deze oplossing gesubstitueerd im het rechter
1id van (/24.3 ) geeft de vergelijking

A oot
RS ""‘é vf ; « ”"’"'}Z
o dy R
& !
met de B.I. j ;@("“‘PN‘“"P) eu dus met de oplossiug
eos
/252 P - “‘fé’j v+ i R&(**M‘P)
: o
De maximale waarde veu o « é{w& ﬁ) voor (s o Pmrdto
voor
: R :
7853 cos P = ”;}”‘w*
de eerste wortel is > 7 voor % << 1 eu dus oubruikbear,
de andere is in eerste benadering
o R /.. ﬁ') o«
54 ‘§(" '””ﬁ*)”‘g(”'n‘ * R

We hebben dus twee asymptotische richtingen:
M‘(,p, »

;oem
/25. 4

Bia, iy

w% . ; M (,(; w -1
en de hoek tusscheu degze beide bedraagt
| S | 24
16.6 V;"fa““{%'%j"g*g' R
| km li@hatm dia lm de WWlm@ vau de mn voor-
jet i eﬂy ma 94 10% en K = 697.108 waaruit *015*
' mm .De gemeten mmntim |
‘st.ﬁa 1.98 £ 0.12
inoipe eupeﬁii‘ia 1 61 * 0 0.

1) Bug.a. mm Wiss. k‘l a, aaa .‘f M‘W@W



126.

Het ruimtelijk lijunelement om de zom.
Vor> £ = comstant krijgen we het ruimtelijk lijmelement

. 2 .. a
/26, 1 dete 4 dits YAy Pant g

L.Flamm heeft aangetoond hoe men eeun ruimte met eeun dergelilk

lijnelement kan verwszsulijken.Neem in de gewone :ui:hte een ge-

© wooun rechthoekig agseust 1lsel [ ,
7 » ¥  eun beschouw gu het
g‘?» viek denparabool”

1264 ?za— f«[}’-c{]

die de ¥ - as enfjdt in F= & .
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is het lijnelement vaun de parabool
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lijuelement voor ket ountstane mntelingaoppervlak
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wagnear ﬁ de hoek van wenteling is gemeten va,naf het §7~v1ak
en ‘T de afstand tot de - a8 .Neent men wu WOg eeun vierde'
‘a8 9( sloodrecht op § ., 7 en Y en leat men het omwen-
; ta.tingﬁappmlak BOZLEE -y mtela*x om het ?5 -vlak,dan is het

‘Mjn&lmt voar het driedimeusienale omntelmgsopyervlak d@t
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;t ruimte.De ruimte om het gravitatiecemtrum van 7= &
tot 7= oo beeldt zich dus volkomen meatgetrouw af op de halft
ven dit hyperoppervliek,die outstaat uit de bovenate {of ook de

ouderste) helft van des parabool.
Men moet mu natuurlijk vooral niet denken dat de baan van '
een massepunt of een lichtstraal in deze driedimemnsiouvale ruim-
te geodetisch zou ziju.Ferst de wereldlijn in de ruimte,die ount- f‘
staat door aan de verkregen ruimte nog esn - gg toe te voe-
| gen is in die aldus verk’regeﬁ ruimte geodetisch em de banem
zijn slechte projecties in de richting van de £-es.Uit de fi-
guur is duidelijk te zieun dat voor twee punten iun het §7 vla.k
%, -~ %, volstrekt niet de natuurlijk gemeten afste.nd is,maar
ook‘dat 23~ ¢, hoe lavger hoe dichter tot diem afstand 'aa.dert
wanneer ¥, emn %, groot worden t.o.vamn o . |
De verschuiving der spectraallijnen.

Uit het vierdimeﬁsionale lijmelement volgt voor deun eigen-

tiid 4t voor eeun rustemd punt ( z , ¥ eu § constant)

yﬁf,7_; &t = dt f/:-—g

en dus voor twee puunten }op afstandeu ¥, en ¥, en mrdeti ot ,
die bij eenzelfde waarde <t hooren
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Uit deze vergelmting vclgt dat een klok des te laungzamer loopt,
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ngarmate de afstend tot het gravitatiecentrum k&einer is.Wat
voor een klok geldt moet ook voor een atoom geldem,de speetraa}

1ijnen van licht dat vaun het oppervliak van de zoun ‘komt ,moaten ‘

éma naar het moﬂ varachnven zﬁn Is 3 frequentie ven een

actraallim op de. zou, %), - die van dezelfde spectraa.llijn op

R dﬂ stmal vau ﬂe aon en 7, de st.raa:). van de
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. |
wolke waarde evem groot is als die van een Doppler effect de- !

hoorende bij esun suelheid vaw 0.63 km per seconde.Het effect
is buitengewoon moeilijk te weten omdat er tal vam anders oor-—
zaken sijn dis een verschuiviug der lijnen kuunen varoor»akqu,
als druk,Doppler effect, storing door maburige 1nnan,a§ouala |
~ dispersie.De ounderzoskingen moeten als nog niet at‘goalotmz ;
beschouwd worden.

Het pmcessiaﬁfrent.

Er is nog een vier@é offact,'@mau het bestaam het ge- .
makkelijkste kan worden ingeziem asn de hand van de door Flamm
gaconsﬁrueei‘da afbeelding vau d.é ruimte om de moun,Stel seus,
dat‘ men eeun lolsal aaaanobalmi in degze ruimte pseundoparallel
in een oirlé.al'om' de zou yoert.Dau sullen begin en sindstand
niet samsuvallen ondat de ruimte niet euklidisch is en men
borelgen:t gemakkelijlc dat de afwijkingshoek bl één dmluop /4 %

» bédraﬁgt~Vbo£ de marde wou dit beteskenen dat de aarde bij el-
keaomloop esu afwijking vam 0,013 boogssddnde zou krijgen.Nu zou
die redeveering heelemsal juist zijn,indien iu hbt vierdimen—
sionale mnelemant etdT" e term eo*Wt* stoma en uiet
(- 2 )d’é JDege term maakt schter dat de tijd ook nwedmt
en mﬂn niet maar zoo zounder meer met paaudopamllela varplmt»
- 8ingen in de driaﬁammioma mimm mag rekenen.ln warkaujm
*‘)mm moet mn e pnwﬂowalmlo wrplaa.tnina in vier umﬂﬁiﬁw
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ptelsel sarde - mn,‘bas\:aat or ook Mu msalm mjkzm
de vewegiug van de maan. 1) Beide mukingm (1,9 baagmamm
per seuw) siju niet te klein voor de waarmeming.In de bamw
van de praecessie voor de aarde komen echter voor,de mASHE vm g

de maan s+ eun sen grootheid H ,die vau de traaghommm»
ten van de sarde afhangl. De otzekerheid vam 4 levert ('&@M) ;
al eon fout die 1} maal de nieuwe prascessie is.Ock de Ww
peid // 1is wog neer onnauwkeurig bekend,meu zou mét de nﬁw—
keurigheid sem decimaal verder moeten gijn om de w&e te m
uen gebruiken.Ock de am.ﬁdns van de pmwomia van de mn

1igt vooralsnog binnen het gebied veun ouzekerhedem in de coun-
stanten. | - I
Eddington heeft uit het bestasun der wm'm”m&akiug
de volgende belaungrijke ‘Mrotiaem slotsom sawm.xndim |
mon met behulp van gyrostatische 1mtrmﬁt§u de draaiing vaun

do aarde sou metem,dan zou men vinden de draaiing t.o.ven een
geodetisch (d.i. pseudoparallel) mebmmd stelesl eu niet .

die t.o.van de vaste sterreu.De beweging t.o.vew de vaste ster-
ren kau dus alleen door astronomische metingen gevondsn wordeu.

') Fnu der Math.Wiss. VI 2. 22a ,F.Kottler.



