STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

TC 12a
Colloquium asymptotische ontwikkelingen 1947-1950, 3a;
Asymptotische ontwikkelingen met behulp van de Laplace-

integraal.,

B.J. de Jong

1949

BlaLIOT Hﬁm MATH EMAT!SCH CENMUM
wtommes. BB TERDA oo



$ ya AL T
j‘;';w TR

Syllabus Coll.Asympt.Ontwikkelingen.
Veordracht te houden op Uonderdag
27 Januari 1949 door den Heer
B,J.de Jong.

Asymptetische Ontwikkelingen met behulp van de Laplace-integraal.

In hoofdstuk III over Ilaplace-integralen (zie voor de defi-
nitie en aannamen omtrent de objectfunctie het begin ven dat hoofdstuk)
is bewezen (pag.27,stelling 10):

~ Indien £(F) = j e‘stf:(t}dt, een halfvlak van voorwaardelijke
convergentie bezit en "P
fim 7Py =Bps-n,
pn t-o
dan nadert gg(F) tot Bf’q%n)
als 181 cnbegrensd aangroeit met largsl < n9/(lr.

Uit deze stelling is onmiddellijk een stelling af te leiden,
die uit een ssymptotische ontwikkeling van de objectfunctief (t) bij
t = 0 concludeert tot een asymn‘m‘t*scne ontwikkeling van de resultaat-
functie f(F) voor S —» ©co .
Stelling 1.: Indn.ené(,(F ) een halfvlak van vcorwaardellake convergeutie
bezit,dan volgt uit :

Fit) ~ z._.c ) (~1<De <H < - - s+ 00)

=0

bij t = O’dQWQZ.

‘hn.‘w n'
t (F(Y) - c,t')—Cnyy  voor t— 0 en

V=0
iedere niet-negatieve n)

de ontwikkeling :
L CF) Zd mf%i.‘.:’.
pogeerd
voor onbegrensd toenemende lSi metiarg 5t < n}'(l( ,d WeZe

n+l+ '(68( F) -~ Z. C\; r(}-”*’)) — C,.‘_HF(kn.u )

voor iledere niat-negatiangehele n,
Voor het bewijs hveft men de vorige stelling slechts toe te passen op

‘ F(t)—— Z_C,,t i.p.ve 0p F (L) met = , enB=c,,,

Tot nu toe is t recel ondersteld.Om stelling 1 onder zekere
aahnamen uit te breiden tot complexe %,generaliseren we de Laplace- S
integraal door een complexe integratieweg toe te laten.Eerst bewijz'en &7
we nog: ' T
Stelling 2 f(S) -;f(F) is in het inwendige van het comergentle-half--“
vliak analysnscheen er geldt: s

F e = o fe TekEey at.

 Yoer het bmaa leiden we ee.n asntal lemma's af:




N

T
Lemma 1. : fcs) = fe“s FiL)dt (>

is een gehele funct:.e en

k)
I, (S) = ¢-n) je {,F(t)dt (k-——l’ L)

‘Wegens de gelijkmatige oonvergentie van [_ (- St) op het integratie-
interval is n=o

bo
§ (s = I( L F) dt.
< n,-—o fb _‘.
Elke term van deze reeks is een gehele functie en de reeks convergeert
in ieder begrensd gebled gell;;kmatzg,dus is f« {S) geheel en

(k) psag
f o) = L <= o j(t) F L) elt = fe 0 Fity dt

Lemma 2: Zf(F) vonvergeert in ieder begrensd gebied binnen het con-
vergentie-halfviak gelijkmatig aan de bovengrens. ‘

Dit lemma is bevat in de hulpstelling van hoofdstuk III pag.23,
waar de gelijkmatige convergentie zelfs bewezen wordt in elke hoek
larg (5 - S, YU TTals S, een convergentiepunt van de integraal is.

Lemma 3: £ (F) convergeert in ieder halfvlak 72S3 G (dus zeker in
ieder begrensd gebied)gelijkmatig aan de benedengrens.

Omdat van F (1) verondersteld is ,Jat ze aan de benedehgrens ab~
soluut-oneigenlijk integreerbaar is,is f | FTt)idt willekeurig klein
te maken,als b>a)> 0O voldoende kleln 1s.Maar dan is wegens de in het
halfvlak geldende ongelijkheid lf F(t) dtlige el j;F(-\;) dt
het linkerlid willekeurig klein te maken.

Om nu het bewijs van stelling 2 te geven,slaan we om elk willekeurig
punt van het inwendige van het convergentiehalfvlak van f(s) een bin-
nen het halfvlak gelegen cirkel,waarin dus op grond van de lemma's

2 en 3 gelijkmatig geldt: llm f (s) = :}- (s). Op grond. van de dubbel=
reeksenstelling van Weierstnass % lemma 1 is f (5) binnen het cirkel-

tje analytischeen geldt:
(x)

F*%s) vestaat en §(S) = 1im j; (5) = (=1) f P F(t)dit :

wree e ‘ q.e.d. ‘
We bew:.jzen nu
Stelling 3: Is F) _O(eatt\) (a2 0) voor t — oo in «{arg % <f3
(p-o<T) en is F () daar regulier (behalve eventueel in t = O en,
t = oo ,als F(1) dan maar langs iedere straal naar t = O absoluut 3
. greerbaar 18) ,dan convergeert de gegeneraliseerde Laplace-integra
‘f(ﬂ( F) = )‘S*‘]‘-'(t) dt (ot < P<PB) ninstens voor@(@ 5 )> a,e
daar analytisch.Voorts zijn alle functies X{W( F) elementen vazx
- zelfde analytische functie. -




Substltutle van t re‘? (r reeecl) in a{wg F) geeft:
e [ e TSTE(re ) dr.
Wegens | FH‘ <%\e. (hetgeen ult het gegeven volgt),convergeert deze
1ntegraal minstens voor ?Z te 5) >Clen wel absoluut Volgens stelling Z
is o‘f{ ( F) daar analytisch.
Beschouw nu de punten |, = Re ¥, en'l,= RQ Wy (R recel) met
o <E <Y, <]3 .Volgens_rde s‘telllng van Cauehy is

[Te TR At = fe F<t>c1t+5e'5*’F<+.)dt

(De 1ntegratieweg bij het eerste tweetal 1ntegralen zij rechtlijnig,
die bij de derde zij de boog van de cirkel %1 = R)

Voor R —» ®6 nadert de eerste integraal tot f(%)( F) de tweede tot
gf(%)( F). De derde integraal nadert tot nul voor alle punten s,
die op het in beide halfvlskken /29 (e""s)> L en @Z(e“’al S$)>Clgelegen
deel van de bisectrise van de begrenzingsrechten dezer halfvlakken gele-

gen zijn:Immers veor die puniten geldt ‘

arg S = -Y%+ Y’; 'en 1sl cos -9_03._;:%
2

en wegens P2 (5t) =18t Rcos(y - )3 siRcos Bzp s

z ] 15l R cos Y B _
Fartri ae] € Ry o760 55 oot
| T |

~-R(1s! cosizi—"‘-'— -a)

>

Alp,-%) e

Vear de beschouwde punten s nu,is de coé’ffioié’nt van -R in de exponent
pos:rlnef dus nadert het rechterlid van de laatste ongelijheid tot nul

L(F LW
voor 1 — + 0o .Twee willekeurige integralen (F) en (F)
stemmen dus op een halve rechte overeen en zijn dus elementen van de=-
zelfde analytische functie.

Bewijzen we nu de uitbreiding van stelling 1:
Stelling 4: Voldoet F(t) aan de voorwaarden van stelling 3 en geldt bo-
vendien

F(t)NLC‘L «1(),(3 oy —-)+Qo)

=0
voor It] — 0 1bij vast argt met o < argt <P ,dan geldt voor de im

..,{3 77' < arg $ < o<+.ﬂ' ~door f(s) c‘f(‘”( F) (.,Kyug) gedefinieerde

f{s)N Z_c _.Q_;“_D_ VOOT’S-?OO

n=0
gelijkmatig in »]3 E—u';w(arg ) <-°(+Il'- J‘,
bij iedere d“»o. :
Stelt men t = re ¢y (r reeel) (l<p<fB },dan is

¥



%o ) v . oo _ ty .
et rw) dt =e¥fe™" TF(reTdr
' Flre) ~ Z_ Chn M, |

Toepassn.ng van stelln.ng 1 geeft: o0
feome P E ce VIOt o L e, [Qutn)
(Sei}l))lﬂ-H rL=o S An+!

veor |s] — oo met -p-Z+ < args <~70+.'£.'.*d\(5\>o)

Dit geldt voor iedere Y met &< p< /3 zsdat de ontwikkeling geldt
in -8 < Jz(‘?; < args< ~c<+_g_2'- §(5a)

-




Syllabus Colloquium Asymptotische Ontvikkelingen
Spreker: B.J. de Jong, Kinderdijkstr.16 - Asd.Zd.

Een toepassing van stelling 4 vinden we in:

Qe _rreks van Stirling voor log /- (s) 5

We brschouven de voor Rs’® 0 reguliere functie
{(s) —-log/-(s) - s log s + zlogsfs-,alog 2T
en ve veronderstéllen bekend, dat
0%(s) -2 0 voor s —¢ +80 (s redel).
Volgens Hoofdstuk ITTI, pag.23, stelling 3 is dit zeker noodzakelijk,

opdat oir(s) een Laplace- grtransformeerde zm,}.

Uit % (s) = (s) - log s+ _1__ en ,
. 28
§; %s ) + 1 (volgt door differentidren uit
s s .

/T(s+1) = /() )
‘ Volgt, dat%(s) voldoet aan de differentievergeligking E
3 (s+1) -y "(s) = - log (1 +1> rH@ L) N €D
Voldoet ook g (s) aan deza vprgeligkipg, danséelgzi e
als ve g (s) x—(s) = v (s) stellen,

| V‘(s+1) -v'(s) =0 en dusv(s+1)~v(s) o
| Slechts als v (s) = 0 is, grldt g (s}—~—> O voor s —> *+ 00 (s regel).
) :Van alle functies, die aan (1) voldoen, kan dus %(s) slechts een
“ Laplace getransformeerda zijn. Veronderstel nu, dat er inderdaad een
;,«F(*(:) is me’u f(s) L (F (t)g Volgens stelling 2 is dan f (s) -—f\§ t@

) )
- Verder ziet men gemakkelijk in dat ff(sﬂ) = L{-t&" F(t)}
-t

("t

¢ -t
'Voorts is 1 =L(1) en1 = L(e )-en'log (1 + J,) L (1- a ) .
5 + 1 7

.‘](Het laatste verlfieeert men door ‘et linkerlid in een recks te ont-

f’.gwikkelen, en tnrmsgewijza de bigbehorende o’bjectf‘unctie t: bepalen)

\‘,;,Dus moet F (t) voldoen aan 4 s t - |
i *'tv -t i =

   ' t ul F(t) + tF(t) ,1‘""7.% ;z (1 +e )y zodat -
: ;Fi(t} ( —L‘a't ;i"'%) Deze functie heeft als singulariteiten

‘1 ‘ sj.echts polen en wel in t = Z}Em(k -'  -.".”,,'—-2,»-1, *1 , *2, ) en 1s
"7“-7-dus in 't bi,}zonﬂ,er 1n )(arg t)&/ﬂ/.z regulier. Hier geldt zeker .
H;!

;{;,F (t) = o (e } voor t-—30<?wc>r iedere f’-} O. Volgens stelling 3 |



6.
3 heeft F (t) dus een L.-getransformeerde en deze moet aan (1) vol-
‘doen, zodat dus inderdaad f(s) = L (F). |
In de omgeving van de oorsprong is F(t) (die een even functie is)
in een machtreeks te ontwikkelen.

De ontvikkeling definiéert juist de getallen van Bernoulli B :

F(t) = 2:( )m& B tak“"') n

Jm’}
Volgens stelling 4 geldt dus 1n}(arg s)K‘}T en gelijkmatig in

](arg )} <Tl-é\ (T>e):

f(s) ~~ (ml)m &Jh Aot ofwel }
myxl @h-i)am) 5‘ wi s B |
log /' (s) N~ 8 log s =3 logs - s + ¥ log 2T+ { Ay el

e (QM) xm S
VOOT 8—3 O,

Een toepassing van stelling 1 is:
de asymptotische ontwikkeling van de Pessel-fincties voor groot ar-

O .
o bREE)
Gaan we b.v. uit van Je(x) = My {2 n

B) Tionys | 4 an o
I.v.m. X >(%ir:‘; 3) = B(;vmi-‘i) =2 { comf)f‘!tt ,is

Jo(x) = R ( ~1 xn 2.
,,,,-,a,":ggm-‘ia’ (xeeaip) J‘f T ;W(xcwir}mf’

Substitutlie van z = QOS(f geeft:

(XY
Jo(x) = W)' toxz) de = . { 'Qg A2

i

Zet men x‘ LS RN Zage = . dan krijgt men:
Pt ,
Jo(is) = ..*_._}w j 4_31. [t-(z_;t- } ‘rl't , : G ;"(,wi.) ,b*ﬁ‘
Uit de ontwikkeling L.t ( i*t) *-.z_: o ‘ W.t-
\éﬁ mMmro '

in de omgeving van t = O 3

en stelling 1 volgt: F (*ﬂ*;} ! ;
‘ “n{"’sg (L*)WW‘ 2' >

2% 57 8T ()
VOOT S =g VQ 3(‘)‘@{

,  of wel Jo (x) ~-

mf % ’4“‘;{“"“)

i

F(z+m) ¢ =
| T0i=nm .2" x ;;hm
~ VOOr X wwp ©0 in 0 gwg‘xq“ gelijkmatig in |

‘ o¢ds arg X {“h.ﬁ |
i mn een mtwikkaling veor posit:lwa x ;:e v‘inden, schrijvan ves
e SM (i
”‘“ Yo (($) = fn e"t[m -t)] gt +fe ‘t[tga_.tﬂ 3 d‘c
S f,(swzg{a} [y




Voor £ (s) vinden dezelfde cintvikkeling als (1):
£ (s) N\h g (r(mrﬂ) . TR (2),
"Homzo P m} S TR .
echter nu voor s—3 5 in s mgarg s < 7]

Substitutie van t = 2 + u, daarna u = re“f
met \"-"- %7Tl in de integraal voor f? (s) geeft:

A LUV P
() = f Se l”ﬁm*” Q 7):) dy
Uit d twikkeli
e ontwikkeling ' Y (<1 )" C(m+d) Q\(“-E)‘f_ )Ln_L

. 0 - i :: \
(re ' (a4 2"9)] = Weo  mign

in de omgeving van r 0) en stelling 1 volgt:

£o(shay - oft ”*’Sg.: ‘"‘l r“:‘j (3)
VOOT S 3 O%  im VIR fy{arg s(f_,,T‘ s s’
Optelling van (2) en (3) greft een ontwikkeling van N P 30“5)
die zeker op de negatieve imaginaire as geldig is.
Substitutie van x =is geeft de ontvikkeling, die zeker op de positieve
redle as geldig is~

Fztn) 1 ol Tw4m Th)
N Z,T‘??T 7! x7

Omdat Jo(x) even is, is nu dus voor &lle x een asywptetische ontvikkeling

afgeleid.

Een toepassing van stelling 4 is neg:
de asymptotische ontr ikkeling van de foutenfunctie_van Gauss

«T © 3
Uit: L( 'i" g y“') = es‘ff" du (waarbij de integratieveg evenvijdig met
de positieve reéle as i& t;a;
) -

en de ox;twikkeling e 4 A ﬁ‘;;-——r— bij t
ene” /¥ =0 1) voor\(arg t)}a( o < '”h,
en stalling 5 volgt:

% n)‘

g “MN wexs-emwx\m,}‘g)_

M ’ T oy
Enigg omvorming en _.:LI gt “E é ey geeft:
% 3 = h 1
% ¢ Yelu ro l*{-'ﬁ < 5( " mm ) voor redle s—» + Qo
I

, nEe  fAngt
ien f(s) = L (F(t)), kan men onder zekere voorvaarden omgekeerd

de objretfunctie F(t) in de resultaatfunctie F(s) uitdrukken:
- F(t) = * { f(s)len nu uit het asymptotisch gedrag van f(s) tot het
 gedrag van F(t) besluiten. Vele der emkrerformules berusten op het



integraaltheorema van Fourier, dat we bekend veronderstellen:

Stelling 5: Is G(t) in ieder eindig interval integreerbaar en bestaat
™% 00

|G(t)]dt, dan geldt in ieder vunt, vaarbdij een omgeving aan

te ge‘mnﬂ isy waarin G(t) van begremde g&:‘riatin o
é(t*g) + G(%-0) .51._ f” Y diy f' T eC)dr

Me# G(t) = o voor t < o en G(t) = e“‘*‘t F(t) voor £ > o

geeft dit, zo men x+i ¥ = s stelt:
8telling 6: Convergeert fﬂ ST p(t)at voor x> absoluut, dan geldt in
ieder punt, waarbij een omgeving aan te geven is, waarbij F(t) van be-

grensde variatie is: + +0c3 X410
x

A st
_E(t+0). £ P(4=0) - & [ e+ amday = 1 [6 £(s) as (@)
T Zoo 2T .
Stelling 7: Is L(F) voor s= 8 corvergent, dan geldt: < ™

> s
(P(t)» 2n< i” RACTES :‘,;._(f‘i os g':w:'?&;)

'*‘;‘0 £ "'\50
met t ) ‘5.12 Fride
Volgens Hoofdstuk III pag.EO is Voox Re > Rs,
-st 5‘0
Ll f (SROEL

De integraal uit het rechterlid coavergeert voor Hs} Rsw absoluut, we-

gens de begrensdheld vean @ (t) (die ult de onderstelde convergentie
foe"s"g F(t)dt volgt). Toepassing vsn stelling 6 ep e‘g"t Sb (t),

2
hetgeen esn continue functie 1s, geeft het te bewijzens.

van

1 8: Is L (F) voor s = s, convergent en is F(t) voor t&'h
, f X 0o ”t
continu, terwijl G(t) = Inc f(sids met zekere x, > Rs,
voor alle t> A convergeert en in ieder intervel A<t £ T gelijkmatig,
dan geldt voor t 2> A: x mm
| F(t) = 1 5 =S Vis)ds
ETI K.vxﬁb ! .‘

¢p grcnd vgn de gelijkmatige convergentie 13 G6(t) in ieder int@mal

A < t < T continu en geldt er:
X pude

T : , -
j L grerat = L g r()as | ot é'}dt = ‘
o , 20 7y B}
’ A 51__ }«& ;Ws k2 Mg“s“) f(s)ds “f&‘%tl‘(t}'
op grond van stelling 7. A > ] ‘& i

. Dit geldt voor ledere T > A, Wegens de continulteit van ﬁ(ﬂ am ?(’t)
‘Pﬁ} hg@l&t voor. t} As : . |



X+ L Oy ¢

8
F(t) =6 () =_1 e f(s) ds, q e.d.
EIE ’

XL g
Toepassing van Hoofcisguk III stelling 5, pag.23 geeft:
= 1y
Stelling 9: Is I = f e f(x+iy)dy voor t 2 A gelijkmatig convergent,

ﬁm
dan geldt: I—» ovoor t— oo .
Toepassing van de stellingen 8 on 9 geeft:
Stelling 10: Is+£(F) xéocr s=s, ccnvergent en is F(t) voor t > A conti-
. i =
nu, terwijl j e f(x, +iy)dy met zekere x > Rs,
- N
voor alle t2 A gelijkmatig convergeert, dan is:
xt
F(t) = ole ) voor t — o

Alvorens deze stelling uit te%breiden, leiden we af een
: 1

ivt
Hulpstelling: Convergeert j e g (y) dy gelijkmatig voor
t2 A> o en geldt g(y) __329 o voor y —>» < , dan
e iyt
convergeert J e g(y)dy en vel gz=li knatig voor t > A > o,

oW e q 3 ‘

“h ity ity 1 [ ity g

Uit { e g(y)dy 1 e ~-‘ f € g (yldy
a it g

volgt voor t > A.

ity 21‘iﬂfsy 1
fe g{y)dy} %. (‘,8(a3} O *,fe g (y)dy{
Het rechterlid is, onafhankelljk van %, willekeurig klein, mits a en ®
maar voldcend groot zijn. |
Opmerking: Een analoge stelling geldt bij y = = ©°
We breiden nu stelling 10 a.v. uit:

Stelling 11: Onder de aannamen:

1) f£(s) = L(F} is voor s = s  convergent

2) F(t) is voor t > A contimn

3) f(s) is inRs>a (a £ Rs, ) analytisch en f{s)

- heeft voor Rs —» a nog randwaarden f(a+iy), zodat

£(s) in Rs)> a continu is.
: = (n)

x") fy (a + i?}, fﬂ (&'!'iy),- .»...,f (a"'iy:) bﬂ$t&&n en
y y
(n) '
& (aﬁ-%y) is in ieder eind:lg interval mmgmsrm
9) _;,;'ig Ly (a+iy) ~> © VOOT ¥ —> 2 o (k’m,h-“a 'ﬂ}
' y
6) je fy"} (a+iy}dy mmvargeert vaar t> A gemsmm

f(a}ds en { °ﬂ a r(sm mﬁammkmkf :

E . .




10.

gelijkmatig tot nul voor W —» 0©
-n at :
geldt: F(t) = o(t e ) voor t — o0

Bewljs: Voor k = n volgt uit
ity (k=1)

o
e f (a+iy)dy = M
- ity (k-1) +w 1ty (k)

e f (a +iy) - 1 le f (a+iy)dy
it 4t -

wegens 5) en 6) —w —w

ity (k-1) 1. o6
e f (atiy)dy = - 4 j 1ty (W)

oo 4t 2o e £ (at+tiy)dy
en wegens 6) en de hulpstelling convergeert ook de integraal uit het

linker1id gelijkmatig voor t; A,
De laatste betrekking is nu achtereenvolgens ook voor
K = n=ly.....92, 1 te bewijzen, zodat tenslotte geldt:
ity +oe ity (n
e f(a+iy)dy = (-~Ij_)f e f (a+iy)dy, waarbij ook de in-~

-0

tegraal uit het linkerlid gelijkmatig voor t £ A convergeert.
ity at  [*** fts
Nu is 1 e f(atiy)dy = b e f(s)ds, waarbij de laatste
2T] ~oo 27}5. 4 — < ba

integraal in ieder inter\{al A< t < T gelijkmatig convergeert en wegens
7 én‘de wegens 3) toepasbare uitbreiding' vén de 1n§égraalstelling van
‘Cauchy (waarbij de functie op de igiegr}&?ng zelf slechts continu on-
dersteld wordt) gelijk is aan e _ . e f(s)ds. De laatste inte-
~graal convergeert weer in o "o"i‘"

- leder interval A_ £t <7 gelighnatig en dus geldt op grond van

1) en 2) en stelling 8 voor t=2 A:

at ’é*w ts
o e F(H)={ f(s)ds = 217( ) , f (a+iy)dy,
3 LX - :
op grond van het eerder‘bewezene. o '

Wegens 6) en stelling 9 nadert de integraal uit het laatste lid tot nul

voor t — <o , waarmee het gestelde bewezen is.



