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As.Ontw. ' 1.
'-Summatieformule van Euler-kaclaurin

dooxr dJ. Ksmnermcn.
Zij f(x) een (reele of complexe) functie, gedefinieerd in het inter-
.val & £ x SVb, waarin b-a = n een natuurlijk getal voorstelt, We nemen
aan, dat f(x) in dit interval (2% 4+ 1)-mzal continu differentieerbaar is
zij F®(x) voor elke reele wearde van x ale volgt gedefinieerd

Py(x) =x~ |'x] - voor x#0 (mod. 1)

= " x=0 (mod. 1).
Blijkbaar is P, (x) een periodieke functie met periode 1.
Nu geldt

m b
(1)J Px-a)\\’m)dx:Z— {(aw) -é {—(X)dx

=0
]

weerin ¥ de gehele waarden doorloopt. Het accentteken bij het sombeken
in het tweede lid duidt aazn, dat de uiterste wazrden f(a) en f(a+n)=f(b)
slechts half dienen te worden geteld. We bewijzen (1) ale volgt: “

f HEISOLES jbg (xa) - x-a]-3 § 4'0anx -
b,
Z 4(7{(@,»%-;5)"; - z}\j \‘ X olx =

5 st oo 1038 - £ 0 {w).

)

%Zi d(a+7) ~jh{(x)4,x

We willen (1) partieel integreren en voeren dazrom in ')

@ Re= [ Ripds + G

waaxrin de ccnstante C2 z0 gekozen wordt, dat

(3) f Rl = o m_

Hierdoor is C, eenduidig bepaald. Wegens Jf C) A g £=0  voor m
geheel, volgt uit (2), cat Pﬁ(x) een 1er10¢*eke functie it net periode 1,
Dus volgt uit (3) voor gehele wzerden ven m

’hn
)Cﬁ § =L
en vormen we nu analoog met (2) de functie

}’P e+ G

') Deze wij,e om de sommatieformule af te leiden is mij a2an de hand ge-
daan door rrof, Dr, J.G. van der Corput.
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dan zel Pj(x) waer een periodieke functie zijn met periode 1, Cy kiezen

we zo, dat J ?k%)o}‘

Dit proces zetten we onbepszld woort, De sldus verkregen reeks functies
P, (x), ?Q(X),...Eh(x),... wordt eenduidig bepaeld door de volgende
3 elgenschappens
. P,(x) = X - Lx] voor x#o (mod. 1)
= voor x= 0 (mod. 1)

(4) j ‘p )J\s:o (h=1: 2! 3aoso)

>
(5 3. 114J&»=i Rds+ G a2, 3.0

Uit deze eigenschappen leidt men Jde volgende aft

4, Pe\(x) is een periodieke functie met periode 1.
5, Voor h = 2 is Pﬁx(x) een (h-2)-maal continu differentieerbare

functie, Verder is

(R-2) L9ttt
P (o )= a\a‘)- 29

m

als 57= X - [k].

. Y
6. By, _, (x) is een oneven functie D h=1, 2,...

Pag (x) is een even functie )
Wegens de periodiciteit is dit aequivalent met
b \

Verder is ?2 ho o) =
Alleen de laatste eigenschap behcef{ nog een nader bewijs, Zij ge-
geven, dat P (x) het beschreven karakter heeft, Als k oneven is, dan
volgt in het bijzonder 5 Tﬂ, ti; =0 en is dus K,K+,~.a
(vgl. formule (5)). Mu v$igt (zij

3“'”()():'2 Folg)df + Cogr e (- j P -0 0“;* Chﬂ

Yes( 7 ‘
=t~\>J Tty + G, o1 Uﬁww m:}“*L e 0

K'-u ‘

en de bewering geldt ook voor Py, (x). Daar P,(x) inderdaad een oneven
functie is, is eigenschap .6 bewezsen,

De %§tallen B van Bernoulli worden gedefinieerd door
)

[Bov (Bt o+ OB (D)B)-B, (n:88)

De leatste recursiformule schrijven we symbolisch volgens
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a8
(7 (B-’H) '-*Bm—;o (n
We vinden 3 =1, Bi =-5;‘, 32 =+’é enz, Noem nu
Tk
(8) (V+P »
‘(‘“’"'“-;m) = (‘P& \X)

P

2, 3..0)

n

(h - 1, 2;..0)

waarin oo - {}] , en het rechierlid =1ls boven symiolisch moet
worden ovsevst., Voor h = 1 end = 0 gelde evemwel W (X)=0o
“Te tonen nu sen, dat

(@ Pz @y (h =1, 2,...)

‘Te behoeven daartoe alleen bovengenoemde eigenschappen 1, 2 en 3 te
verifieren voor het functiestelsel (yg‘ {(X)(h =1, 2, 3,..). Vooreerst
l

geldt wegens B/ = 2 s det
G(x)= T3 (X)

TVerder geldt wegens (7) Lo
v o - ~? ) i ";% + 1

! ¢ - o T ™o /
e - U e e WS PR 3
(10) j (?9\ ( })C* g - »-‘} -w.%*—'--‘"‘ A i“& \5‘ ” '~«.<.....,._,____'._~T*_ = U
° ° (h+1)
zodat alleen nog g,everlfleerd behoeft te worden voor h =1, 2

(11) q)},*_, x) j (.K + constente,

‘degens de gerlodlclteﬂ: der belde leden (voor het rechterlm wegens
(10) en de periodiciteit van q‘g\ ‘;)mogen we aannemen, dat 0 £ x<1. Dan is

K X+ h+l A+t
j o(E) A (5*5)0 (x5 B
' ('R"” ’). U}H)f
Nu ook (11) bewezen is, volg‘b (9) Voor h = 1 geldt dus

:B.
o= P-?\QH.; °) = (ﬁlfaﬂ (0)= -'-2&4-( R —sz o)< Lﬁzk,(‘a)— -Z&’
(254! @)

IERER}

g);»,,,, + constante.

dus Lo I =P8

(12) Bz-ﬂ..;,l =0 (h = 1) 2: 3:w00)

Gebruikmekend van de geconstrueerde functies P& (x) vormexa we nu met
partiele intesratie het linkerlid van (1) om. Wegens

X i _ DBy .
1?,{,\ (X*O)] o - [?1 (X GEK:L _-_T:; lo) = :é:l en ‘(12) vinden we

@ 2 Ytarn= [ odne B - {0+ Zefdiv-o]

: IR *’“ Hn(’ﬁ) :FI‘:;”*’Rx
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woerin

(14) 5 ’Pv (e NPT

Dit is de beroemd e somatie*‘orr"ule van Euler-lMacLaurin. Hiermee
Imannen we sommen
5 2, %(04;)7

die voor n =00 slecht converg, ren ¢f zelfs divergeren, veelel zeer
nauwkeurig berekenen. Voor grote wa-rden van n levert (13) vecak een
as fm;to“icche on‘twn.kkeling v*»n\s naar n

e

~ls \S Qm-; \i) jy ZT;) M % bestazt, schrijven we
° o B \ @)
a - “& + jB -?k
(15) ),_Z o) 5«’?(}()05)« x by - g 1T,
wazsrin T'
C SR -t
(16) . ) 2 e D P J By gt
| o (2x)]

en

c’o
(17) /RK = __5‘7 Zt’-u 74 uh}})

Pest men op het rechterlid van (l'?) weer partiele intégra’tie toe, dan

7indt men B (h12p4 1)
R 2R1) B (hazp)

Ry =2z 4 ()3 mep ,ﬁ /!

Ge) A (25 +2)! % / R K+op)] ( / HZFH 3 )

mits de omvorming geocorloofd is d.w.z. mits £(x) nog (2" +27 4+ 1) masl

contin differentieerbazr is voor b € x<oo. Verder moet gelden dat
. (2 ’H—Q)

-3 4 oo

en de mtegra}.en J ’szw( c;) {(Dm 5)9) % ( ?: L2 Q)"H)
bestzan, zeer vask levert (18) een asymptohsche ontw:tk.:ellng van Ry
neer b (vzarin b = a+n).

Toepassing.

Voor grote waerden van K wordt gevrzegd

\SN arr: Q? *

Yoor f(x) = \/x log'{x passen we nu (13) toe. We vinden
’SN*émfegN:le\/&—%zadm -+~[ (N) { )]‘*‘?
+ N "

I?Je_g) T\D = "Si ‘F;(l) f‘('x) 0’3:




As.Untw, 5.
Berekening levert £‘(X)-:: 3'2- :(‘% (—Q,ogzs( +4 5? x

(20) &%x}: L kA (‘?,\5‘(5923 -41154593.: -24)
- (e [ 2 a )i §_ __!L
f f{o‘;xdc{‘-—éfv N§3¥%szqf:0;N+3> .5..7
}

waarui’c volgt

- ENJR 5%1\/«!&«N+3)+2Fﬁ N - *L
+ 37 \/~ &DI\/#/%N)-rPZ

wreexrin RQ weer door (19) wordt gegeven. Daar de periodicke functie
P (x) veperkt is, bestaat wegenc (20) de integrasl:

Lé \S P (X) <€ ﬁ)i) * *© W
zodat wc kunnen scnrwgvun /Rw- ‘\— ha * met ?23 .,{ ~3\X) % (X)D)X
dat we volgens (18) ontwikkelen d N

X D, [w L B X
1) R, = ToAq . e bR
@0 Ry e T qliNe s §7 0w + T,

PK)’
OO
1y X (2r+)
Rm, =j/v P-?N-H {D?)“{ (%)

Yoor elk reeel getal "7>O geldt in ons geval, dat

) (2K +) —_
()= T\ xx2+31~7 waaruit volgt

Hierin is

RH-H SIReN {Nl kj,-’)}daar immers E,,H (X) een begrengde
functie is, De oneindig voortgezette ontwikkeling (21) blijkt een
asymptotische ontwikkeling naar N te zijn.

Schatting ven de restterm
Hiertoe hebben we een bovengrens van ”DQ K4y (-7()} nodig, We gaan |
uit ven de PFourierontwikkeling

(22} ’P/(x): “f‘oﬁm.znmx

to Mt mM 271 ‘: X
Dzexr de reeks Z "“ met Z = 2 absoluut en gelijkmetig

convergeert voor il ]-215 ?<3 » volgt uit het majorantenprincipe, deat
(22; =zbsoluut en gelijkmatig convergeert voor m+§ € x < an-T
w~m~ino<5<% en m geheel, Men mag nu {22) term voor term ') integreren

zod ot o
, i W2onmx
T2 (x)= j TiCg)dg+Cs s Z (2mm )2 t

- — 3o "

'YImmers P (x) is begrensd in een J-omgeving van de critieke punten,
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De reeks in het laatste lid convergeert gelijkmatig voor — o ¢ Ot 4 oo
Wegens j e 2Tm X = o (W12 geldt

| S Paterags
zodat @2 = 0. O» deze wijze volgt met volledige inductie
>
K- 2 2T
(23 hag ()= (=07 & = fasa (hsr2,-- )

m=i (2Tim ;TN

(24) P (%)< L1) & 2. 2 T M X {472);'2,“‘)

28y 239 ,-,.‘)237-#!

M

Hieruit vinden we de bovengrens

(25) \E(x));{ 2?-_3 2 (Ae=,3,4,)

M= (2.”’”)‘?\

Substitucren we in (23) x = 0 dan vinden ve
T b B
(26) JK (D) T ‘._—3\‘3' ) ¢_‘_ (—7—” )4'.9"‘
(oap)! ™=

Voor h even Bordt in (25) de bovengrens van }Ph (x)Idus aangenomen ¢n is
gelijk aan/ %/9\! ) .

Voor elke gehele wasrde van h met h = z 2 kan men wegens Z—l m <2
de schatting (25) verzwakken tot

4
}’Pﬁ (a)} < 237) = w
y e Vi R “{oo) (¥dx
Willen ve bijvoorbeeld de in (21) voorkomende rest
schatten, dzn gebruiken we

4 4 _ _
)f (>0 )< (2m)? » S50 S0

i 3 = /é
[{f) < =7 4=
het laatste wegens (20). Dus volgt

)RQ%] < g" - J%\Qz;i‘dx:;;‘f' f\jaﬁ(f‘p&/\/+§%w+§g’)

Opmerking: Als &f g() voor a £ x S b niet varjtcken verandert, dan is in
(13) de restterm Wy in a‘nsolu’ce waarde hoogstens gelijk aan de laatst

beschouwde term. Immers

: "
i - } aner &) 4 e SEH?)QR((%M;
R s A [P - 70

>
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met aé."?:’— b (we gebruikten de middelwaardestelling). Dus wegens (25)

en (26) is (215 (2%
Rl 2] 2 ({02170

Andereg¥z2aiie van de restterm in (13) voor het gevel, dat £(x) een re-
guliere functie is. ‘ '
Stelling 1., Zij £(z) analytisch ir een strook G a<Rz £ b , Waarin

& en b?neu aé b en b-0 =n = geheel reele grootheden zijn. Neem aan
dat voor - x reeel en a € x< b ool’q@ (x) reeel is. Zij verder gelijkmatig
voor a<£ x £ b (M ~21) 4

(27) %Zi.ﬁmoo%ﬁx:hk;\é) 2. S

Wa.arinrr( cen positief reeel getel voorstelt.

Dan geldts

b 2y faken
(28) i—-‘a/g(ﬂ-\n)):j %(x)o’m—+ ST \Q a)] +Q§‘;[ {@)d{ ra)J

Y=o
)K (Qz‘ﬂ o J0 b ] i ?H
waarin /RK (QK J+L ~__3____~L___‘(f:: 9> 7/ x=a Qko&«?
(29) )T
waarino<9<lals k = 1,2,3 ..... on 5 =1 als k = 0.
Bewijs: De func‘tle(f(z) = @ T2 Qf__, heeft in de punten z =Qq+V

met ¥ geheel een enkelvoudig nulpunt.
go’(z)haeft in die punten de waarde 27 ..
Zij G, een contour binnen het gebied &, die de punten z=G+Y met
Y =1 1254000 {n=1) elk eenmaal in positieve zin omloopt, dan geldt:
(o) <= {=) g

2,. ( & +v) = i, <

= ¢(z)

" klezen wij het contouz' uit de volgende figuur:

6 ]
' +
E. H o ,
1( C?‘e :{\9\’
—— fA '
Om de punten a endb zijn halve cirkels aangebracht met straalf<1.
In een voldoend kleine omgeving van z =@ Xunnen wi} schrijven

4(2) - 4 :f (q)+ O(')

o) Z-a ITIL

en voor £- o0 is de bijdrage van de halve cirkel om 2z = a in het rechter-
1id van (30)
(31) -3 £(a) +O(€)
Evenzo ‘Vcox‘de halve cirkel BCD
Op JA geldt (e (z) = (Xt a) O (™" )
en wegens (27) gaat voor h—-% de bijdrage van JA in het rechterlid van
(30) nser nul, |
Op het gedeelte DEFG vane schrijven we

£2) = Plalsd 2(5) - £(a)

©(z) ¢(z)

Voor C
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Nu is vooreerst b
- f £(z)dz = + f f(z)dz = ff(x)dx + O(&)
DIFG (+0.CD a

Verder geldt op FE Lpuf-w N 2ne(AH+Ch-a) ) k,\ 27 g)
=) Q-?'m’ormn—r; -

en wesens (27) volwt{‘f—. dz~ 0 &gls h—> + oo

Combineren we 2l Meze gegevens, dan vinden we

(33) fi}l = - ( (a) + f(b)) + jé’(x)dx + (&)

b .
+ 1 j —‘f{{;g 1 2(osiy)ay + 1} ‘i’{—w L 2(a +1y) ay
£ -&

7 o]

£
[ 4}
+ 1if{ __f(e+iy : f £ b+1"%_
j —%adeiy dy + 1 (’B—-ﬁff dy + By

~E

waarbij léLn Ry= 0. Laten m ru in (33) de integratiegrens h nasar +%
- O
nederen, don zullen de resulterende oneigenlijke integralen wegens
(27) oonvergeren')ﬂ, en we kriigen in vor’\am net (30) x =b
7_; )) . /%g (f K+L3 +1
£fla +Y) = f T(x)dx + L ) | b e— f(x+iy) dy
2] b(. - “=n L X‘}‘L ¢ =
‘}"—O / :‘ ()‘*n\ =a

oo - 4__.zj &y ¢ O
(X# h)
E,\u geldt ke(aﬂé*r) = (p(b-t-ly) = e""’.)-— 1 en dus volgt
X‘ -~
é f(e-'l")’) _S‘ (}')dx + ‘( [{(X-&-Lla) -—.\ (x \ﬁ)‘] —271—"2— + U(é)
De intesrand van de laa‘csée integraal is begrensd 1n een omgeving
O<£y<€& en de overgang &£->0 lever® dus een convergente integraasl,

We v:.naen
(34) Z £fla +¥Y) = fbf(x)dx + R,

met
(35) R ,{iju;) Q(x—\gﬂ =r1_~;

waarmee suel.Llng 1 voor ¥ =0 bewezen 1s. Near voor x reeel ook f(x)
reeel is, zal in (35) de ultdru.{k*ng

T [y~ dox- w0l
eveneens reeel zijn, Bij het afbreken van de reeks van Taylor van deze
uitdrukking, mogen we dus de restterm van Lagrange g’gbml’cen.

(36) 2[3 £(x)y - 3, £y + e 4 f‘”m) . %(-M Hh?)xn@ts\
met 0 < © < 1, Stel nu B:" (2! T @R -

f;’“f”mdy (-1) TTFE (p=1, 2,...%# (x-cby)
Na mvujlmg van (36) en (35) v1nden we in verband met (34) .

(37) Z £( a+Y) = ,a( f(x)dx + _~q__ )_f (b) - £ (a.)] Foee . o+
Vau + '?;TET! . _tfuw—:)(b) £ QK-) (a)] + Ry
waarbij Ry door (29) wordt gegeven.

We moeten nog aantonen dat

B’:‘;‘ = B.?)( (k=1} 2’ o-.o-)

Pas dsartoe (37) toe met £(z) = 22 en a =0, b =n

¥YI.p.v. (27) kunnen we ook eisen dat de betreffende integrale:
geren en (27) geldt voorm =



AB{J bf. 90

Daar in 4l%t geval R = O vinden we »
(38) 4;3:, \)mf—s: 21: + 8& (zh.)mwb: SR = wlj’;_“), f-’{k"‘}!
tR Y] ‘
Pas nu (13) toe met f(}é = x*'1 , dan vinden we de met (38) analoge
formule
{ 5 Yt 1y BZ.. Lk~ )
G YT e gt w(‘fy .y

Deaxr (38) en (39) voor n =1, 2, 3, 4...gelden, volgt qu,- Bay
veork= 1, 2, ..... k, zodat (37) nu in (28) overgaat en stelling 1
bewezen is,

Onder de voorwa-rden van stelling 1 (in het bijzonder wegens (27) )

nestact zorel voor x =6 als x = b . '
SRS AN

O . {-ﬂl”l (.‘.H) ‘ ‘
(40) __{\;K{S’f)” (*i) j i 3(-;-%—,\“1, ('>r~\‘::;>)k:;mrt9 \He-o algmgty

k) FPTUL
en we Iunnen dug stelling 1 ock in de vnlgende vorm brensens
Stellir. 2 £Zij £(z) resgulier in een ;3vied G waarvoor &= s £
(b e e ziin reeel met boa =1 als netuurlijk getal). Neei. aan,
dat golijlmetlg geldtd (,7 o2 Y

(4-1} ..{A,- ‘xi—u ).Q = 0
Voor & £ X< b , waarin "7>O Dan zeldt . (2¥7-1)
’Y’ Bz { 'R
(42) %(OH-\?) CG,H -}—5 /?(,f\)v Y X+ 5-3- 'f ({)T-' (Q:f/’ % (l’)”{'_Q ( >

aarin @rh__ B ‘((Q)”"“‘T—B—Ejﬁmﬂk(&)

T) Aecuivalent met de bel cende formule
. —
*:“91*”‘ (m+5)"
W =Na¢
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Somnavieformule var Iuler-Meselaurin II

Zrrate ]
i k)
1. Op ©vlz, 2 regel 10 v.o. stant: f; i igff*ﬁ

Lees: f
j «ﬁﬁ)*s%
2, 2ie bviz, 5, formule (2&;. De %Lljif”tlge convergentie volgt in het

geheel nist uit het majorantensrincipe, zoals gesuggereerd, mear blijkt
bij vartiele sommatie wegens

| L am%x,__l"__ ! ‘__f | 1

t% o 2mHx < )ﬁ?—:‘“ ) 1-{“"“"j“ QJMT]K} < 25wy

als x gelegen is in het interval P € X &Mmaley

(met m eheel en O < J\{i’;‘ Y. : 3

3. Op blz. 6, regel 9 v.o, staat "5 " Lees " 54 *

Daaruit voortvloeiende correcties dienen te worden aangebracht op bdl, 6,
regel 6 v,0.¢

Opm,_1 ansloog met de beschouwing van blz, 5 bewijzen we de volgende
stelling:

Stelling, Is £(x) voor x> & cneipfig vaak differentieerbzzr, en is een

»

natuurlijx getal #, te vinden, en een cnbegrensd aangroeienfe rij van »
reele zetallen fk;xl (k = kg9 k,+ 1...) zodanig dat
P (K‘H)
(43) lim x (x) = (k =k, Ko+ 1,..4)
% o0

dan geldt voor grote waarden vem N (wzerbij N ecn natuurlijk getal voor-
stelt) Qe asympiotische ontwikkeling

(2h=)
Nm<§<m>-j {cx)dx+1¥(N)+C+g (m* (V)

iz

-

Hierin stelt C een getal vocr, dat niet van N, maar wel ven het
(natu.rlijk) getal m afhangt,
Bewijs. We passen de sommatieformule (15) toe voor k = kype Dit is toe-
gestaan, omdat wegens [, > | en (43), toegepast voor k = k, de vol-

gende integreal zin heeft X
| e (X 4(: £
/‘R”rﬂ, T “'j” gﬁ’ﬁl [X)Q‘IX
: 4 |
fe vinden g (7hed)
i— %f;)ufﬁ {”‘9"’4 S Z w (N}*”R

Yizmrw

waarin C een ven N onafhankeliak constante vnorstelt. Toepaasing van 1 f
famule (18} 1evarz nu voor > o : -

x h-
;” kzgﬂmm* ‘em )N') /Rg,
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met & (@4 +1)
(44) ?Q » =~ J sz (x}% ( X)dX

N

Jrndet ’F.?ahs U'() gcn periodieke en dus btegrensde functie voorstelt,
is de in (44) voorkomerde intexn 3 van lagere corde dan X F"en dusg
g van lzgere orde dan N%fe Door ("‘: onbezrensd te laten aangroei-
an, zal ook Pg cnbegrensd asngroeien, en vinden we de in de stelling
gencende asymptctische ontwikkeling, .
Opni, 2. In stelling 1 (lz, 7) is de realiteit van £(z) voor reele z
alleen noliig 2ls k 2 1, (niet voor k = 0), ondat deze eigenschap eerst
gebruikt is in formule (36) tij het tezigen van de restterm ven
Legrenze,
Opm, 3, In stelling 1 is het voldoende om (27) te eisen voor M = O,
Schrijf n.l., in het oe‘.,u.as formule (31) in de vorm

f j_(f, *z:**“ \f(a)-»—’&&) JL x)o(;-c -+ 0(e) -\rKRL,*-f_D_L}

Co (=) A
waarin :
M~ - ;. .X:'b
L ‘1 (X4 )= q(X-¢ )]
Dy 7] : IS s B
n
Yot PR
Voor h —» 00 geldt lim 'Pk = O en uu..; ‘oe taat
g
X+ & { X-
(45) 1im "Q'Hx iﬁj 1"8( + $) % v?)]x:c\ G{:}
e\‘*)-% £ Q_anb -}

Het overize deel van het bewijs D1ijft verder ongewijzigd, In het bij-
zonder zij nog opgemerkt, dat het bestaan van de integrosl (29) wegens
formule (26) voortvloeit wit het bestaan van de integraal (35).

Uit het bestaan ven de integraal (29) volgt evenwel nog niet de ron-

vergeniie van
(_tr) k)
f A? ()H-LQ:—; f (o0~ By)

’RK(%Jn

yooy Xza of :xzba.
Deze convergentie treedt dan en alleen dan op s8ls =~ - .

;{46)” ’R,Q(,x)mj %(xw;;) { x-uﬂ%

i‘m 5__

3 Tdy

o]

~ convergeert voor x = & en x = b (wegens een met (36) analoge formule).
In stelling 2 (op blz. 9) werd de convergentie ven (46) voor x =& en
x =D vergekerd door de conditie (27) met Mm>0 . Deze eis i¢ te zwaar,
dcoh ken niet zonder meer vervangen worden door (27) uct e
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Juist jenocemde nedige-en-voldoende-conditvie is natuurlijkx verrs e
verkiezen,

[ T U VP B B R
eneralisstie ven stellins 1,

Zij geszeven een functie £{z) gedefinieerd voor af£Rz£t, wearin
ii £(z) regulicr in deze
in het binnengebied

o i - P oy g e | [ B s - v ‘™
& en b reeel et een geheceltalliy versechil,
- o - ovin gy T T 3 g e e
gstrock K op nolen of vertakxingspunt
ol b £ ” S IR~ JPNe o -
ven de strcok '), Zij weer gelijkmetig voor

dan geld
s ’G

(47) ; {())) j(f(z)a?\v.:fwé- J/wf‘%(x+i‘a";)‘4 (xwi\"““%.&fo

o QIQ3 -
waerm‘f een van a naar b lopende weg en woorin Ca een nader aan te
geven correctieterm voorstelt, die van b afhsanielijk is, Als f(z)
reeel is voor reele weoarden van z, dan volgt uit (47) voor k->1

* *1) ; (2h-1!
{m)) j%/(x)dx + 2‘ 2&,)}{£2 (b)- m)}ﬂ?w,,LCO
*)wa

met - (..;} e ‘ffi'*f) ;he)) %’(;{ LD‘:))]
K

g.zk}‘ o

r(j

U
(og ©<l)
en we behoeven dus alleen Ga en£ in (47) =z2an te geven,
a) Eeeft £(z) een 2antal polen (Si;binnen K "), dan zal in het bewijs
van stell:.ng 1 formule (30) vervangen moeten worden door

z
“e) = d)- j;iL__( Ve = 2
Va4 ‘
c, ¢l2)
als ’f»(:’: het residu van 2T1L é(’} voor 2 = ('3& voorstelt
0(z)
en de sommatie geschiedt over de binnen @n gelegen polen,
¥u £(z) polen heeft in X is de formule op de tweede regel van blz,
{voorkomend in het bewijs ven stelling 1) niet meer juist, Aannemend,
dat geen polen op de reele as voorkomen vmden we nu

G - { iz - jcgw)dx L0 -y

@EFG

waa:rm !"’& het residu van 3Tl ’%(2 voor 2:(3 voorstelt en de

' ') EM! geval, ﬁatean puol of vertakkmgspunt op de rand hgt behand
 men analoog, doch is nu niet ven belang,

£

Tt

" Natuurlijk verschillend van a, a+1,..,b, dacr an&ers het lmkerlidf |

van {4‘?) geen zin heef’b.
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sommeiie geechiedt over de polen ﬁ; selegen binnen “Lpen Loven de
reele zg, ale de in de rechterleden van (48) en (49) voeorkeucnde scmmen
voor ‘\ convergeren (L.v. als in K sleehts einiiy vele polen van
£(z) zelegen zijin), dan wordt de bijirage tot de correctieterm e,
in (4';’) —
50) “ZT;”Z,’LZ

> 7

wasrin n(% resy, ﬁ-ﬁ de residuer veoorstellen van

~

(51) 2mi g(z} resp .?m;%az}
¢ (2)
in het punt << ﬁ; , terwiil de scmmatie geschied?t over alle in \’f
gelegen polen, resy, alle in K en boven de recle es Zelzzen polen.,
Wat is het effect van een rocl ﬂ in K en op de reels as?
us al ﬁ;(n Breng een halve cirkel om A zan mel sirazt £ . Ku geldt
(afgezien van polen bvinnen Ca en bo-

- -
G ven de reele as, waarvan we het effect

als boven zangegeven in rekening
&,., F/%\R ’ brengen)
”—WK ’ 6\‘ 5 * O
! .
- ! {(‘2‘.)4‘11 j«f(z)dz j‘?(,y)d,wj {(x)o"f ~2 " +Ce).
P

CHP({RCD {34'5.
Dus in (47) moeten we kiezen

%(ZMZ‘— f{“j ]gg(“

E»o G&-g

L

terwijl in C’o de peol [3 een bijdrage

geeft, Zoals reedd aangetoond ¢ t@ft een pool binnen K en boven de
reele as een bijdrage =V _.)(,/3 , en een pool binnen ' ¢n beneden

de recle as een bijdrage -

Ty ta &, .

‘9} Neem zzn, dat f(z) binnen K een vertakkingspunt J heeft (we be-
gchowrex alleen het gevael van één vertakkingspunt, dasr voor meer ver-
takkingspunten de gevelgde methode essentieecl deszelfde is), lien maakt
f(z) eenduidig door vanaf é/ loodreeht naar beneden een snede aan te
brengen (als a’ loodrecht boven één der punten a, a+t,..,.b ligt, dan
moeten we de snede even om dat punt heenbuigen). Als contour G kiezen
we nu de weg uit de figuur op de volgende blz, Ieder der pun‘ben

~a+l, a+2,...b~1 wordt eemmazl in positieve zin doorlopen terwijl £(z)
“regulier is binnen Cofn . Het bewijs voorkomend op peg. 8 kan nu gema.k-
kelijk worden aesngepast, In (47) wordt
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¥
»% m
¥ .
v L;; C: / C%iz,}
la o~ j —— dz
S m— PN : M lz)
é / t, [ {
iz( 1
/\;i
!
gx
wls de integratiewveg een "Schileifenintegral" langs de esnede is, In
2 %(x)ﬁ X ~ moet f van a neer b lepen zonder de snede te
passwren, Als niet boven de reele as verloopt, dan schrijven we in
(47) by
fdz < | {ovdx
£ 4

le ¥ boven de reele as ligt, dan wordt £ de weg @ Pq’?{b in de
lectste figuur.
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Sommatiefornule van Zuler laclourin ITI dooxr J, Kempermen,

Stelling 4. 2ij f(w) = f(XnPuJX voor x2 & een reguliere Tunctie, op

einiiz vele singuloriteiten na, die niet liggen op de von’ x = &,

nocii semenvallen net een der vunten o, a+1, a+2,....0i7 o=lijkmatig

voor elx inverv:sl agxgb

= & ”2"’1
(48) lim f(x;&u3 ye ' d 20
Y p o

en laat verder veor x voldoende graat en xua geheel, voldsan zijn esan
L9,

(49) |2z +iy) - 2(x by | & K {00l %)
g 04

waeriin Uf£ y<oo en wazrin K enm vositieve constanten voorstellen,
D seltts

ar.
(50) i {x) = f%wdv’-f— l (ﬂw dy _one C
M= L

T

mits we aannemen, dat de cneindige scom in het linkerlid convergeert,
Hierin is L een van a ultgzande weg in het helfvlek xg:a, die de sin-
gulariteiten ven £0O vermijdt, geen dubbelpunten heeft,en vanaf een
zeker punt %zg a op de reele as langs de reele as nzar het positief
oneiniige loopt; C is de som van evenveel termen als de funchie 7.
singuliere punten bezit in het hslfvlek x> e; de bijdrage wot C van
een boven L gelegen singulier punt(% is g%lijk ean het bij (3 behorend
resi@u van £(& vermenigvaldigd met prTIRg e en

de bijdrzge Tot C van eenbeneden L gelegen éingulier punt 3 is gelijk
acn het bij 3 behorend residu van f(w vermenigvuldigd met

[ it

W 99 ‘3 ?V K i{?&}xmm ool QL‘QM& b(‘v\&t c&[«um.-‘[ug o (}(}
Bewijs e

i) o = a + n, wasrin n een zodanig groot natuurlijk getal voor-
stelt, dzt v 2 ? en in het helfvlek x2 b geen singulariteiten van
f(&¥ ligzen., 2ij Lb het deel van L, dat gelegen is tussen a en b, Tosa
passing ven de op blz, 12 asngegeven generalisatie van stelling 1
geeft

5 )= fxg(uidusf ami C +’R(%)

wasxrin
H (X+iy) - 4-(X- 51'“&
Y -
i =
(52) R(‘D);’ : A &mﬂ«i ; ‘aﬂ"('fﬂ

en wacrin € juist de in stelling 4‘miteengezette betekenis heeft,
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Jezers (49) ccnvergeert veor elke x2 &, met x-a gehcel, de integrzal

Qo=+ ( CILITPER {CCON
L !":v -l
o

terwijl bovendien geldt (voor x voldoende greet, en x-2 geheel)

o 4 |

In (51) hunnen we nu schrijven L(b) =_;Q (t) —-_Q (a)
en wezens (53) en de convergentie wvan het linkerlid in (50) velgt mu
Liz (2 ) =0

(b~a stelt steeds een netuurlijk zet-l voor), en dus

e

1im 2(b) = .__Q(Q) I f \ﬁ(q +C3)*‘~£(u-¢3) @3

b—;i-Oo ~",‘Mgl -{

De limietovergeng b — @ in (51) levert nu juist

(50) (in het bijzonder volgt het vestsen ven de integrasz {%‘Z)dz)

wearmee het gestelde bewezen is,

Bulpstelling. Zij g(y,z) een functie gedefinieerd voor z behorend tot een

deelverzemeling van het complexe vlzk, die het punt z=90 fot verdich-

tingspunt heeft, en voor elke reele wcarde> 0 van y. Neem aan, dat

g(y,z) nacr y integreerb:zr is en de integreal /( %(3,2) C\j bestaat,
Laet a,:'\,,m.,hb.... een onbeperkt aangroeiende rij van reele getal-

len voorstellen en zij voor elk matuurlijk getal N

N - A
»Y)
(54) 3(5,2): Z—"'r—\‘j + "L—N (y,2)
Miwg

wazrin A, (4 ) (met n =0, 1, 2,...) functies voorstellen Gie over het
intervel Of ¥y <% oneigenlijk integreerbzar zijn (analoog dus ook voor
)‘LN (3;'2'.) ).
Lezt verder een onbegrensd aangroeiende rij reele getallen
o,}A,, ~~,/VN, . gegeven zijn, en neem asan, dat voor Nz N,

sy z/" f " (9:2) ey

een begrensde functie va.nNzi is, Dan geldt de asymptotische ontwikkeling

(56) j 3(4,2)dy < Z?s:. L O(z) (N2 N,)

N =0

weerin  Cm = f A (\9’4‘7
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Bewijs. De bewering volgt door integratie van (54),wegens ’t begrensd

zijn van (55).
Toepessing, Zij h{) = hix + LJ ) voor x 21 een reguliere functie met

(57) {,?\(x-ng)({; M Exo] P9

wearin M een positieve constante en O een positieve constante <27
voorstelt, Zij verder een positieve constante & gegeven, zo dat voor
-Lgy ¢+ & en voor elle gehele waarde ¢ 1 van x geldt

(58) \ L' (xxig)) £ N[00

waarin N een positief reeel getal voorstelt, Vorm nu voor o <« £!
en o< < °o o0 ~

(59) \fz(z): ;”Qx(’")‘l"? ,

aangencmen, dat het rechterlid convergeert.
Onder genoemde voorwaarden kunnen we ‘Y (Z}voor grote reele waarden,
van z asymptotisch ontwikkelen volgens

(2)= thé (k(x)e ‘~‘;lx+£~} A:
(60y F1e= 2 <

m Qt
A =

+ O(z™")
(‘\1:!;2,.-:)

f A+ ) '*“3) = fo-y (’”“‘5) oy (n=o,t, )
3“3 - |

Om dit te bewijzen passen we stelling 4 toe met & = 1 en

{61) g(x.).\.x),_ /?\(X+L3)_Q. 2 (’<+“3}

en laten dasrtoe eerst zien, dat voor deze keuze van f£(x +iy )} aan alle
voorcondities van stelling 4 is voldsan,

We merken eerst op, dat geldt voor x2 0 s 04 X1 3y ~m<F£ ~,220
of

(62) '&._‘(xw) [g o~ X |

=

<
daar immers voor x +(.3 = S" < s geldt
K. (X+ig) . e > ¢ (e )™ )
t
Onder de speciale keuze (61) van f(x +‘.3 ) krl;;gt voorwaarde (48)
de gedaante

i . e
*)  Voor 0 <« ! s, T3S Ps z geldt n.l. cosXy - cos y > 0,
dear het lqir{kerlid nal is voor y = 0O en zijn afgeleide
o (F\m iy T ¥ - Sam ¢ \0) ~ hetzelfde teken heeft als <f .
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1 y ¥
11 ) " (X )
dm | hixzls) & LY Lo

en wegens (57) en (62) is hierran inderdzad voldaan,
Om voorw crde (49) in cns gev:zl %e verifieren, mceten we zantonen,

dat de positieve constanten K enﬁ‘] 20 te wvinden zijn, dat voor Oy«

en X uah >
5 ((?,ﬁ N ATy

X e

L iy ¥ )
(64) ‘X(“,‘:})F/‘?\f:‘“v)‘l _ 4& K-u.j)t?;z {(X-vy5 /5 K;%(/:}} kel E 4 3\.,(.,?1{-{

Nu geldt wegens (57) en (62), dcot

}X(.:x:“é))-é ?N siﬂ wi&,

wasrin 0 < B <2m . Bij een willekeurige, doch vastgekozen po-

sitieve cconsiante n’z is de constante C); z0 te beyalen, dat voor y 3 £

¥

oy
£

N}

:éﬂg

Cl am
3

~1
7
+1
en K> O it dus zo te vinden, det (64) geldt voor y > & .

Verder bestaat een positieve constante 2 zo dat voor Q&Ky £

geldt
any

< - |
G Yy £
H»'r?

J i
en we hehoeven dus alleen nog te laten zien, dat C3>£9 z0 gekozen kan
worden, &at voor Oy § Ba x ;;:35.3::&,;;{3. 21, 0t

x

65y [ X(=mw] ¢ Clhle =y
De functis X(x,y) reemt voor y = 0 de waarde nul zan, zodat volgt

) )
(66) X (x,4)= f %ﬁﬁm ot

Hierin is
’ " wa X+ b:j

o¢ ¥ fwe ""“‘3

N Y ( L o
| "BX(”*’:?)“ (A F ¥ A(w) &
%y
: ¥ W'*'i] d ) L
Voor WX+ en x > 1 geldt \wr wegens %/
Wegens (57), (58) en (62) is nu een conetante C te vinden, zo dat voor

0¢yss &m x geladz) L_____j)a:(“’ &(W/E““‘*

S
-




" Asympt. Untw. 19
waaruit wegens (86) nu (65) velgt. hHiermee is bij de specisle keuze

(61) de voorconditie (49) geverifieerd, en dasr gegeven is dat de in

(59) voorkomenie recks convergeerc,is nu a2an alle voorwazorlen van stel-
ling 4 voldaan,

1oepassing van deze stelling levert nu

l . ep

(67) \.}/(‘z)-.- 5 "g\(f) g 2 .,Lj 'Q{X)QM

!

'

ol x —ﬂ?o

Nis

waarin
e’

Cag , - " - -%}V
s R ¢ | RO 2P Qg e F”
T PEN "2

(in het bijzonier velgt de oonvergentie van de optredende integralen)
Om de zengegeven ontwikﬂelmﬁ, (60) te vewijzen, ontwikkelen we de rest-

term Y, in (67) nwrz , en wel door eerst in de integrazl, wvoorkomend
in de formule (68) voor R, de integrand naar “2‘" te ontwikkelen, Hier-
voor sebruiken we de reeksontwikkeling van Taylor, met restterm volgens
Cauchy, 4ij voor O<€y<e en u>0

-uli+ —tn [1=¢ .
[ﬂﬂ5+¥ﬂ) ”3) Q Lﬂ)‘t (1-%) .

-

—-1

Den is Nal -

ne oo N
S = (Aesigneiy - RO-w)i-b) ¢ R (uy)
(59) S\ (wy)= £ 3T T

[ AT+

waerin { | ‘{: t):\!q QN_/\ ( t) :}) u‘
‘ u, T e—— - : W
Hierin is
NA u ‘j/‘ Ng(xwv) H-'ﬂ) ,t_ -u Dy ),‘\U uj)(;w:} )Ni'“(hvﬂ
; ‘ *-.i ¥
(71) PR
> ul s

Men bewijst nu, dat voor Of€y «% en 05&«:ua< aq ealdt
(72) A("*‘a’j) C:: ,,.3‘3
~u” -




wraexrin C‘.4 en X geschikt gekozen ,positieve constanten worstellen.’v"orr«
eoxgt . geq.d‘!: n.l, voor y 2 &

R¥E ony
T f g
en wegens (57) en ¢ ~u (1) \é‘ vogt dan, dat in (71)

WAy |
2wV }

. A ~ {2 A
AB;L&‘JM{ \re))

voor zekere positieve constante B,, zcdat (72) gelat met o< y<an-o
en gesnchiht gekozen positieve consztante A CVOOY O & «35&_ mer<i men 0p,
dat de teller T(u,y) in het Techteriid wan (74

71) vl is voor y=0 en
dus xgeschreven kan worden als

3“«"7{0 >t/ o 1'“_4.,1.“' . ’Vw. (itw) “*ﬂﬁ"::t
T—(u"é):g “Bt t L')o LQ { ;,\.‘r) :;.‘YH J Jt‘

De inteirand in deze integreal is voor o< U QU <0 en O% MW b
gelijluctis begrensd wegens (') =1> 1 lp en wegens (57) en (58).Dus
volgt 1’“(@,3*)} < B,y met BDO er wegens

BN/\(M,%) <(~ >N T U,y )

v R
volgt nu voor O0sy « & en u< u, sdat
LAAICIY } s D2

D ToarTt
waarmee bewezen is,dat C4> 0 zo gekozen kan worden, dat voor O_fu<uo
en elke niet-negatieve wazerde ven y formule (72) geldt.
Wegens (70) is dan voor y>0 en Ogu<u,

RN (M)*g)} % MN-SL*JA:’

Ca ci*

~

«

en’ dus j 'RN (d *9)&‘) een convergente integrazl,die voor u-—0
hoogs’cens van de oxrde uNia.

2ij u=e JDan is dn (67) Ro= ¢ i MNu9) 0y gubstitutie
ven de ontwikkelimg (69) in de leatste integraal geeft

,'“ﬁ(, iy i) o1 (i) ,)noe e

- ® m )@ug +’J“’ — “\“ﬁ {- ' M;

(73>Rrg_ 2ty J ) iy dg,%jaﬁ” 9)dly
rQ >

A -1

(dat de in de som optredende integralen inderdsad convergeren volgt
_direet uit (57)).In verband met de juist gemaakte opmerking betreffende

-



‘ﬁsympt.ontw. 21

ey

’ i;RN(u:E) dy ,zeeft substitutie van (73) in (67) juist de in (60}
gencemde ontwikkeling met een restterm ,die voor z -»co hoogetens van
de orde z"h is (steeds is uu% gedaecnt)y de coefficienten worden juist
) de op blz,17 aangegeven wijze verkregen,

N.B. Expleciet gebruik ven de hulpstelling is in de lzotete beschou~
wing blijkb-ar overbodig.Wij hebben deze toch cls cen aparte hulpstel-
ling geformuleerd om beter het principe te laten uitkomen, volgens welke
met behulp van e*zlling 1 ("de complexe Euler-MacLaurin-formule®),of
eigenlijk met de dearuit afgeleide stelling 4 ,ecn asymptotisehe ontwik~
keling voor grote z kan vorden bepaald voor functies van het volgende
type co

r——

vy s 2 8ine)

Mmoo
waarin g(w,z) in het halfvlak Re(w)> O een reguliere functie van w is

(op eindig veecl singulariteiten :2).diec nog saan zekere bijvoerwasrden
moet voldosn,
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Sommaticformule van Buler-llacLaurin 1V

Y'e laten nu een stelling volgen, die cen samenvatting wil zijn
van stelling 1 (blz.7) en zijn .cneralisaties, zoals die op blz.
12-14 zijn gegeven en bewezihe.
Stelling 5 Zij G de strock ag Rz g:mb in het complexce z-vlak,
waarin a en b redle getallen voorstellen met
b - a =X als natuurlijk getal. Zij G¥het enkel-
voudig semznhangend gebicd, dat ontstazt door G
4 open te snijden langs eindig vele half-oneindige,
o J ‘1L op den duur rechtlijnige, elkaar niet kruisende

! sneden. Geen der sneden mag een randpunt van G of
'\ {//,3; €én der punten a+1, a+2, ....b-1 bevatten, Zij L
A g een weg, die in ¢™ van a naar b loopt. Laat f(2z)
; in Gﬁbeen zcnduidige, reguliere functie voorstel-
{ len, zo dat gelijkmatig voor a & X § b geldt

(74) 1lim £(x+ iy) Y 2 g
¥=2+20
Beschouw een snede, en zij Ck ¢en lusvormige, positief omlopen
weg langs de snede.
Als Ck in de richting van de positief imaginaire as naar het
oneindige gaat, =zii dan

(75) I,

if
H
o
!
1>
b
iy
%
©
s
s |

*

Gaat daarzntegen Ck 3n dz richiing van de nezatief imaginaire as
i

naar oneindig, dan stsllian we
\ £z -
(7€) Iy = 41 oAz -a) ik
C - -}
k
We nemen dat sll. integraler van de gedaante (75) of (76) convergent
zijn. Dan geldt: e
- ﬁ e = frioan o 1) ff(myg_n; f}(;:_ﬂ_._y_ﬂ_a_csq ay - 51,
-&, h

n=0 d: 0"

Het accentteken bij de som duidt aan, dat de uiterste termen

f(a) en f(a+N) = f(b) slechts half worden meegetelds De somZIk in
het rechterlid van (77) bevat evenveel termen als er sneden zijn.

Als boverdien £(z) relel is voor reele waarden van z, dan geldt
voor elk natuurliik getal k
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N (2 @b}

(’78)fo (a+n) = [f(z)dz Z [{ (b)— {) (o) *ffPh. “*ZI.K
n=Q

~ 3‘
waarin o~ L (K A ;}x o
(__*)K ! { ;x (&'4—!«83)“ ’ (x* g X=0 cl)
(79) Ry = {QYH o) 9 ¢
>3
Hierin stelt(? \a, b, ¥v) een redel getal met 0< © £ 1 voor.

Cpm.1 Uit de gegevens vazn atelling 5 volgt de convergentie van de
in (77) en (79) veocrkomsnd2 integralen.

Opm,2 2Zij f(z) regulier in G cp eindig vele polenlq na, die geen
van alle samenvallen net e2n randpunt van G of een der punten a,
at+l, ee-se. D. Laat verder asn (74) voldaan zijn, We pdssen stelling
5 toe voor(iiala ezn in G va2n a naar b lopende weg zonder dubbelpun-
ten, die de polien van f(z) vermiidt.

In G brengen we half-oneindige rechtlijnige sneden aan. Elk heef%
een pacl;%{als begiapunt en gast vandear veriicaal nazr doven of
beneden., al naar 22leng | ?k bovern of bpncinn): ligs.

Uit stellinz 9 volzt rnv de geldigheid van formule (77), waarin Ik

gelijk is aan het il ”K hehorende residu ven £(z) vermenigvuldigd
271 arie
met ) IR B ot T -al » 8l naar gelang de
Me“ 7

" b |2
pool By toven <f benedens, Jigl.
N.B, Verzelijk oox stelling 4 cp biz.15.
We gever mu een toepassing van st2lling 5. Zi] gegeven de gehele

functie o
aps %\
(80) F(z) = N .
i

waarin & een ra#el getzl » 1 voorstelt. Gevraagd wordt om de ge-
daante van de asymptotische ontwikkeling vean P(z) (voor grote waar-

den van ! z; } te tepalen- Naavtos gaan we over op

O
o [
(81)}ﬂz)==£ii%§xh~7)~rﬁﬂ§ *)
Ny §
Stel au
fo -t
tq‘"‘“ 7 Ga o~
(82) F(oyz) = 0 | legfn —2y 5 g ]
Yixni

waarin b een geneel getalf} 2 voorstelt. Uit de formule van Stirling

volgt
De nauwkeur;ge definitie van log01wz) is niet van belang daar
Hﬁzg en Hy(2z) = H(z) + n.2Mi aanleiding geven %ot dezelfde functie
Flz)e. ; e
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(83) G“’Zlog n = G‘log,r(b) G'{_ log 2M+{b-§)log b - b + ‘E(‘o)]

Hierin s‘belt g(b)een retel getal voor, dat voor bs+% tot nul

na, er't. Op de som o
log ('n -z) ‘
mz] < N
passen we stelling 5 toe. Stel f(w) log (W ~T), waarin wr
voor w re8el en positief eveneens re8el en positief wordt gedacht.
Aan voorwaarde (74) wan stelling 5 is voldaan; £(w) = £(x+iy)
heeft een vertakkingspunt voor wcr:: z, -Niwel voor w = zyS als
we invoeren § = (-;-;,. Te maker f(w) regulier in de strook 1£x<h-1
door een half-oneindige rechtlijnige snede K aan te brengen vanaf
w o= ze verticaal naar beneden. Deze is alleen van belang als
W o= zf een pum; is van de beschouwde strook. Welke tak van
S quf log (W -z) we kiezen voor f(w) is niet
/,
Tal belang.
: 5 2L} verder J-D een van w=1 paar w=b lopende

N

o J__ JL | weg in het complexe w-vlak, die K niet pas-
_ ¥ seery en laat C.-de lusvormige weg voorstel-
% len, die de snede K in positieve zin om-

£l -
- looph. Pormule (77) van stelling 5 geeft nu
b H 5! / , , \,}K:b
§ log(n~2) = \Flw)dw :F j J =z "‘221;’ LENE = Al gy
M=y A oy '
. i f(w) aw
$ EA TR
ofwel ~
by
A \ 1 .. ( ¢
(84) / loz(m =Z) =3 108 i) Jog(u*l) +f log(w -—z) aw -
mx : [ - s
1o =="w »z\ aw
= -é-x- NG -0
) ¥ 4] V\:
waarin { 3 ;,« S A%
i - “ -L AL -
«Q.(X) = 7 10g m———tes -
o 3 LS 4 Vbl

Vatuurlijk vervalt in (84) de lusintegraal als w = z¥ linke ven de
lijn Bw = 1 valt,

We behandslen nu achiers em:olgens de uité.x:ukl«:ingen voorkamend in
het rechterlid van (84). p ' 'G" - . |
log(w -z)dw. Pertidle integratie

1. We beschcuwen voorserst §
levert r:: c qﬁ} S - (
loglw -z} aw = w log{w -z) - -'i--- P‘:: w log(w =z) Uz -Uz dw
J : f ez w -2
Sn dus geldt | i
(85) j losr\w -z v «i}iog{n -z) - log(‘l-—z) Tb +¥-Tz L
o wrtewm

£
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We zullen nu voortaan het geval uitsluiten, dat w = z? op de redle
ag ligt. Als z = re“f en dus zr = rf (eca;’\' + i ainf?) dan eisen we
dus, dat sinPP$ 0 deweze Y F 0,255 oo
Als sin W)o dan ligt w = z$ Yhoven dg retle agsy als sinfq < 0
dan ligt w = z{ veneden de redle as. Verder ligt voor ¥y z = e
en xz! = r voldoende groot het punt w = 2§ rechts of links van
Rw = 1 al naar gelang ccsfce) 0 of cos@t{é‘ 0.

¥u is oo
I (N
w -~z X - %

1
waax'gn 1§§w5(b) = 0. Voor b voldoende groot is A dan en alleen

dan van nul verschillend als het punt w = zf boven de re8le as en
rechts van Rw = 1 gelegen is, dus als sinf\o}v 0 en cos sﬂf > 0.
In dat geval geldt

A= - aw

w -z

De integraal in het rechterlid heeft als integratieweg een klein
in positieve zin omlopen cirkeltje om w = zf. -
Substitutie w = s (dw zfsf“! ds) geeft nu A = -2 ifzf .

We vatten nu de laatste twee termen in (85) samen:

o0
T e [ e
]

Hierin is Bg-~0Uz A dan en alleen dan van nul verschillend als
cos¢ys O en sin@f) 0. In dat geval is B = +2nizl . Verder gelat
voor Jz} < 1 o0

[+ -3
- 2 a6
h(z) = G“-.-(Tz,f Gc}x = T-02 (xr +2X 42 X & aeee)dx =
) X -2 oo i
S
Mzrg ?Mm

Hierin is 0L Ysé:(‘!. Toepassing van Theorema 1 op blz.1 van de
syllabus "The asymptotic developments of Punctions defined by
MacLaurinseries" volgt nu dat de functie h(z), Ee voor Jz} < 1

gedefinieerd wordt door de ontwikkeling h(z) = Z po ,
voor Jz]| > 1 voldoet aan ¢ © T

fend ,

- T7(~2)
R i "

‘ { N (~-2)

De laatste term is juist het residu van (f“W’) Y, VOoor W =
De laatste formule is ook juist als we het teken voor “gelijk"
vervangen door het teken voor "asymptotisch gelijk", mits wt; z:f Q.
Uit (85) volgt nu voor | z]>1
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(86) flog(wﬁtz)dw =b log(l;:-—z) - log(1-2) -¢b

s .
5 1 (-1
L i (f'm) 0 + —gizlﬂf + B +E(Y)

2. We beschouwen nu de bijdrage van de lusintegraal

log(w -z)
3 { G2hIw dw
~2hw
tot het reohterlid van (84). VWegens d{log(e * - 1)}

z-nlsm aw vinden we met partiele integratie

N G~} { .z*mw)
log (w -z)log(e” -2new - 1)) 27, . lcg =L ea

De "gtokterm" is log (-1), als de limiet van de uitdrukking

-

-7 ") wow

--1-,-- ){Mg(wv -2) + Mi}log(e eniw _ 1) - log(w -z)log,(e"u ?-1 i

JTTL, ’ o
f

waarin we w = z° -iy stellen en y-»+%laten naderen.

De integraal in het rechterlid vormen we om met de substitutie
w¢ =g, dw-.—.?’sf 'ds. We vinden

,ﬂ
- logl -1 + e:gp(—2nisr)
3»10@(1) %‘T{ . o8k exp(- s

waarbij we voor C! een klein, positief omlopen, cirkeltje om
het punt s=z mogen nemen. Dus

(8n M = log(~1) - log [ -1+exp (-Zﬂize):j.

De term -'3, treedt alleen dan op in het rechterlid van (84),
wanneer w = z? rechts van Rw = 1 valt voor {z} = r voldoende
groot, d.w.z, als oos?\{'}'(}.

3. Destuderen we dus verder de termen £(b) en.Q(1) in het
rechterlid van (84). Vooreerst is het duidelijk dat

(eg) Jin £ vy =

) )
Verder geldt voor,QH) de formule
Oy
(89) _Q(ﬂ =1 J log L1+i;z)‘~ -2 dy
1 S (1-iy)’ - z ?’3-— 1

Formuls (84) werd verkregen als een directe toepassing van
stelling 5. LUus is het verboden, dat het vertakkingspunt
(zij z = r &%)

w o= zf = rf (cosfcf+ i sinyf)

op de grenslijn Rw = 1 van de beschouwuie strook valt. In dit geval
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“'glijkt ook het rechterlid van (89) divergent te.zijn; Svenwel is
 ¥oor arg z :‘?en Jz] = r voldoende groot R(z;)c rfonsf‘tf zeker van 1
- verschillend. De lijnen arg z -‘-‘*‘{’ met cosfvf = 0 hebben blijkbaar een
zeer bijzonder karakter, zoals trouwens reeds eerder bleek.

- Door toepassing van de hulpstelling op blz.16 blijkt, dat we een
asymptotische ontwikkeling van_D,( 1) verkrijgen door de integrand

in (89) formeel naar | te ontwikkelen en eveneens formeel te inte-

greren. Dus =
(2]

(90) (1)~ Z =2
waarin ‘ = 5 -
J [(Hmv) - (1-iy) }’ﬁl—dy
e

-1
Deze asymptotlsche ontwikkeling geldt in elke sector met de oorsprong
als top, diz geen halflijn arg z —{P met cosg‘f = 0 bevata
ngenvattend volbt nu uit (84) voor cos f&f%c en suxsnf# ¢

L 10&(”"’—) logf! Z)-—-l lOg,(o{Z + b log(b*z) - log(i-Z2) Q_b

Mi=i -
= “ T?FZF T o
A (Fnjz” nL +iamiaf | -ilog(-1) -

- log {1+ expl mm)},-—D_(n + £(%)

De termen in het rechterlid tussen gestlppelde haken zijn facultatief.
De eerste treedt alleen op als tegelijkertijd geldt cos§’9>0 en sineyO.
De tweede alleen als cosegw0. De term E(b) nadert tot nul als b-*+ ¢
Tegens (82) en (83) geldt mn -

K(b,z) = 5;5 1og 2T --lilog( 1--2) + (b-—i) [log(th }=T log ;}

- nAGIANNE IS - B S 'S
%_ '-;-)--3_——* * STamp Y Lzm 5 - 1 1og( —1)—log§-—1+ exp{-2Wiz }

SR +E(D. )
Limietovergang b-»w lcert ’egens\“) 1, dat voor sin 2r<ﬁeo

H(z) = -3¢ logam -5;Log(1-z) ~> 1 71 (vz))" ,: 27112.?"
-_Qm

2 . (s’fn)'yh _s..,,\mr
In verband met (93) en de opmer&:ng vdér formule (86) volgt tenslotte

-

......-

-

log,( -1) - 1onf~1+exn( -2Miz )

| R

(zij z = r ¢ 1 TH-z) = bh_,,
F(z)™ \T,ﬁ""y\/ exp ( ‘-"r\TT‘ ) % zr als cosfy(o >
T’(’Zﬁ! ' Ny . r é?' bq\
F(z)™™ (\/_3’1:-)\/-‘ T =—exn ( _f,,‘,,,mr )"}_“XJ“?”‘-Z )“1] -cfo_ =n
ne- -nf ) T als C:Sf“f)o en sinr\po.
F(Z)"“(ﬁ‘ﬂ 77 eXp (M":\':"f’ ) }1 B pr(—-'mz.) pal ;_;:;__,

als cosrqﬂo en siney<C.



