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Aa.Ontw. 1 .. 

•"' Somma.tieformu.le van Eu.ler-I~acLa~ 
~ 

door J. Kamperme.n. 
Zij f(x) een (reele of oomplexe) functie, gedef'inieerd in het inter-

. val a ~ x ~ b., waarin b-a = n een natuurlijk getal voorstelt. Vfe nemen 
a.an,. dat f{x) in dit interval (2\-:: + 1 )-maal continu diffe:rentieerbaar i& 

Zij ;e·(x) voor elke reele 'i7ae.rde van x a.ls volgt gedefinieerd 

P,(x) = x - [ x] - f voor xtO {mod. 1) 
= 0 u x-. 0 ( mod • 1 ) • 

Blijkbac,r ia P1 (x) een periodieke functie met periode 1. 

Nu geld t ~ 1 ( b 

{1) t P,(x-n)f(x}clx = { 1(nV) -1 {-(X)Qx 
~ 

..,,e.z.rin Y de gehele wa2..rden doorloopt .. Het a.ccentteken bij het somteken 
i.i.'l he·!; ·t·v1eede lid duidt aa.n, da.t de uiterste wae,rden f(a) en f(a+n)=f'(b) 
slech'i;s half dienen te ·ororden geteld .. Vie bewij zen ( 1) als volgt: ··~ 

1 bD .. {I ~ J,·b{ I"' ~I J !,cx-q)' (X)O:=-, 1 (X-<l)-[x-ci]-.:,_} <-\ (xHx -
C\ 

ii~! I 

L {;t-f 1(~ti~J)1J 
~=-o o 

We willen ( 1) partieel integreren en voeren de.:::,rom in ') 

R (.. ( xp ~ 
, ~ X) = J · 1 ' f )d ~ + 1-_2 

0 

(2) 

waaxin de co.nstante C:{ :zo gekozen wordt, dat 

(3) f f:i ( P o\ S ·"" 0 , "" 
9 \ Cr;;;,1,+,1-1 Hierdoor 1a c1 eenduidig bepaald. Wegens ./

0 
; 1 \ 71 ,,, '1 » 0 voor m 

geheel, volgt uit (2), da.t P~ (x) e<:H~ period.i.eke functie ir~ :;i.et ~ri.ode 1. 
Dut volgt uit (3) voor gehele we.?.rder.i ,t'..n m 

J ~ p I t \ -1 C _ , 
j':(\)JfJI~---' 

V ' 
e:1 vorinen we nu aneloog met ( 2) de fu.nct ie 

r~ ( x 1 : 5 x T'\ ( ~ ) ~ 1 -;- c\ 
I) 

1 ) !leze wij :::e orn de sommatieformule af te leiden is mij aan de ham ge­
daan door l>rof. Jr. J.G. van der Corput .. 
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dan z&l F,(x) weer een periodieke funotie zijn met periode 1. c1 kiezen 

we zo , d at J.' 'P~ ( ~ ) o\ ~ ::- 0 • 

Dit i.)roces zetten we onbep~.e.ld voort. De e.ldue verkregen reeks fu.neties 
P1 (x), ~~(x), ••• ?h(x),... wordt eenduidig bepaald door de volgende 
3 eigenschappen1 

- \ I 
1. P1(x) = x - LxJ - J voor xj O (mod. 1) 

voor xa O (mod. 1) = 0 

(4) 2. j I ? -t ( ~ )i~ ~ :: o ( h = 1 , 2 , 3 , ••• ) 
0 

(5) 3. f-'-f,➔ 1 (:.) "'- J. >t ~ ( ~) ,A ~ i- O',i, ,_ 1 ( b 1 , 2 , 3 • .. ) 

Uit deze eigenschappen leidt men de volgende a.fa 

4. P~ (x) is een perio~ieke functie met periode 1. 
5. Voor h ~ 2 is P~ (x) e~n (h-2)-maal continu diff'erentieerbare 

functie. Verder is 

p (~-=n 7' .!. J t J. f- .J.. 
~ ,or}~ ~(a:)::: i, ~ l. lJ ala ~ = x - [xJ. 

6. J?~l-i-, (x) is een oneven functie 1 h = 1 , 2 , •• • 
P ~ \ (x) is een even funotie 5 
Wegens de periodiciteit is dit aequivalent met 

(6) P~h(\-ac)-:: ~h (~) en e~-1 (1-l)~-r!lh-1 {4t) 

Verder is 1\. l,_1 (o) = O. 
Alleen de laatste eigenschap behoeft nog een nader bewijs. Zij ge­

geven, dat P~(x) het beschreven karakter heeft. Als k oneven 'is, da.n 
volgt in het bijzonder 5 1 'Pl( ( $ )c~ ~ :::.o en is due ~tr+i-=- o 
( vgl.. f ormule ( 5)) • Nu vo'igt ( zij '7,. .- f } 
t+,\;c)o f P~ (PAf t C"1r+1 r (-•)i r '?~ \-P ~ ~ t Q\H,:: 

~j-x ~r 
:: l-1) 'Pl\" (7)t>. '7 +('.>~+I 0 (-1)1~ .. f x)-e;,..,}+Ci,.,: 1-/··t,1-x) 

C> 

eri de bewaring geldt ook voor PK+i (x). Daar P1 (x) illderda.ad een oneven 
funatie is, is eigenschap.6 bewezen. 

De ~tallen B van Bernoulli worden gedefinieerd door 
~o-= \ 
( 8 111 .., \~ )B'h_l-t' "+ (;:1) l'J-t (;,) B0J- 13~ (?l:.t,J ·•) 

De le.atste reoursi:formu.le echrijven we symbolisob volgens 
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c1> (B-+ ,)m - Bf)\~ o {n == 2, 3 ••• ) 
I I 

We vinden B = 1, B1 =-;, B-< =+ <:, enz. Noem nu 

(S) (.'.flt)~': lp,e_ \X) (h = 1, 2, ... ) 

waarin ~-= x· _ [ ~J , en het rechterlid e.le boven sym':1oliach moet 
word en op.:;evs.t. Voor h = 1 en J' = 0 gelde eve.mvel (:f 1 ( X)-=- ~ 

·re tonen nu ae.n, dat 

(9) (h = 1, 2,- •• ) 

1e behoeven deartoe alleen bovengenoemde eigenschappe~ 1, 2 en 3 te 
verifieren voor het 

1
functiestelsel (f~ l X) (h = 1, 2, 3 ••• ). Vooreeret 

geldt Yrege.ns B 1 = -3 , dat 

q;(x)= ~ ( X) 
Verd er geld t \"Tegens ( 7) 

~+-{ 1+1 J I ( / 1 "\ 1'.'1 ·, -1"\ 
< 10) . Lr r, ( ~ J of ~ -= J ~J_ ! _ t· _; c~ 1 -

0 -o -t '. 
,' .• :::i_ '. /'1 
\ / 7" I .1/ -· . ..,,l ---------- - (.) 

( -~ -+ I) ! 
zodat alleen nag geverifieerd behoeft te worden voor h = 1, 2, ••• 

){ 

(11) <fk ... 1 (x J -:::, S
0 

(fi ~ ~ ) "' ~ + constante. 
7egens de periodiciteit der beide leden (voor het rechterlid wegens 
(10) en de periodiciteit van (p~ {f)mogen we aa.nnemen. dat O ~· x<1. Dan js 

i. i( f..-'{ ~ ( >:+ B)h+I 13 ~+I 
Cf~(~) o-\ ~ =- ( { t B {J e-= • __ =-- ~+-1+ oonetante~ 

() () ~ ~ ) ( ~ + I)! (~-t I~ 

Nu ook (11) bewezen is, volgt (9j. Voor b ~ 1 geldt dus 

o = p~~-J-1 (o) ~ ~l--+1 (a)~~ ~•I > };~ (oJ: i~ (o).:: .'.B~t, 
c:; ~:J); (-< ~) ~ 

dus o.a. 

(12) 13 - C 
.2~-+I - (h = 1, 2, 3, ••• ) 

Gebruikma.kend van de geconstrueerde functies P~ (x) vormo!l we nu met 
partiele integratie het linkerlid van (1) om. \Vegens 

ff{ (x-aB ::: f ~ (X•Q~ ,,. 1 lo)::~ en (12) vinden we 
X= C\ '(.::. b ~. 

(13) _f, I~ (CH-ii)- s.Q; ~ Pl )ci><= ~ r4·r1.J- J;r QD + ~[{f'&J-1(~] 
:e-<'\-( [~{t}'H) ~(1~-1] J. rt, + • . . + I ( -t)- I Q } -t I'\ " 
(l k'). . . 
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b W:~2rin \ , u - "'2 ( t (~1141) 

( 14) 11 \'\ ,_ ..I~ 7 1, + 1 \ $ ) A 1 $) d ~ 
:Dit is de b.~roemde sommetiefor:ir.ule va..'1 Eu.ler-MaoLaurin. Hiormee 

~a:umen 'He s on-,:;nen S tn :: X, -~ ( 0 -+ y) 
)>.::c., V , 

4 

t.Ia voor n ➔ C<:> slecbt converg::,;r'3n c:f zelfs divergeren, veeJ.al zeer 

ns.uwkeLlrig berekenen. Yoor 3rcte 1:1.":, r5.en ve.n n levert (13) vi ak een 

besta: .. t, 5chrij ven we 

(16) ., -

en 

(17) 

Pest men op het rechterlid van ( l'?) weer partiele integr:;:::ti.e toe, dan 

7indt 

(18) 

mits de omvorming geoorloofe. is d.u .. z. mits f(x) nog (2.'· +2: + 1) maal 

oontin11 differentieerbc3,.2,r is voor b ~ x <co. Verder moet gelde.n dat 

~ ("2 li'-t- e) D ) 
lim ( i;:) - ( ~ ~ I . < .. ~lb I ;-:,,+ Ot:I . >" - 0 \ j ) 

en de bte(\re.len ~o., ~.,. .. -l ( n {\.:1l(-,.ef e)cl ~ . H~ L"-, .-• 11r+1) 
bestz.an .. :L;eer vaak levert (18) een asymptotiscbe ontwikkeling van R ~ 
nae,r b ( ·1a,ar in b = a+n) • 

Voor grate v:aarden van 1,; wordt gevrz:.s,gd 
..fit_ 

._SN -= ~ ~ o-,-J.~ 
Voor f(x) = y-;;_ lo{(' x passen vie nu (13) toe. We vinden 

Str i IN J,i,J IY"' ~ Iv ,/5: ;,,,od f/1 ... ;i r f ( N)- f ( 1) J + ~" 

7::) 'R~ "" j /./ B ( ::t) rc:i:) ch: 
i 



• s. f - lb / 
levert ·~ ( .X) ~ .:c \ 

(20) 

waaruit volgt 

s - ~ 
"' - C\ 

/iv ( 3 ~ '-.N - t1 4) 
+ -L. -L. 

( 

(3 

5 .. 

~ 4-'1 .e ~) 

-4,,tt.x -~½) 

,12.arin R2. weer door ( 
P3 (x) beperkt is, 

) wordt de :period 

ns (20) de integr6al: 
functie 

<l~ 
zodat TfC' kunnen s 
4at we volgens (18) 

c21) K?-x--= _ 
'\ 2.1 ! 

Hier is 
--t") ~ 

l\ i-;-i-1 

ontwikke 
111 } 'N, ..J. •. ..,,. --

Voor elk reeel geta.l 7> 0 geld t in onR geval, dat 
p (~K t-1) ( l ) 
l ( '° -0- ~ -:2. Ii-+ i '/ waa.rui t volgt 

71::+} ::::- 0- \wn:-t~1idaar immers tk·H ( .X) een begrensde 

functie is. De oneindig voortgezette ontwikkeling (21) blijkt een 
asymp-totische ontwikkeling na.ar N te zijn. 
§ichatt.i,as. Ve.n de rest_:term 

Biertoe hebben vie een bovengrens van f'r;K+\ (.::>()} nodig. Vie gaan 
uit van de Fourierontwikkeling 

(22) 
....-n 0.-, 

Y; ( X) ::- - T d'~ ~"'n I)'\ X 

Co '1';).,. I 'h ll • 
tt:'"- ,,., 271 !.- X . 

D2..f:;:• de reelcs - .::::::... ¾ri met 2 = .Q;.. absoluut en geliJkme:ti.g 

conve_;'ge~rt voor ,,,,,.\ l z I~ f < f , volgt uit bet majorantenp::::-i.noipe, dat 
( 22. J absoluut en gelijkmatig convergeert voor """"'~ S '! x ! """+1 - S-
we,,!:""i"iu I) <S-<i en m geheel. Afon mag nu. ( 22) term voor term •) integreren 

zodc:~ j J -.::i ;- ~ Q..m ~.Tl "' X C l 
~(x)-: 0 i 1 (~)tA~-tC~.:: .c._ ---: t ~ 

--••---.. ·- J (211 "1 )l 
• )Immers J? 1 (x} is begrensd in een f-omgeving van de critieke pun.ten. 
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De reeks in het laatste lid convergeert gelijkmatig voor - eu < ~< ➔ o..:. 
Wegens j ' ~ :.>n --n x ::: 0 (?1:-~•_geldt 

o (I 
' Jo 1\. ( ~ ) ~ t : <°;t f 

iodat e~ == O. Op dezo uijze volgt met volledigc inductie 
0-) 

1.21 (:::r}:::- (-\)~~I z 2 Co,"'2-r, ¥\X 
~ "I\.,, I ( :i 1) I')'! } ,_ l"I 

(23) 

(24) 

Hieruit vinden we de bovengrons 
0-..) 

(25) I 1i (x) I 1 f. (~~"';-{, 
Substituoren we in (23) x = 0 1 dan vinden we 

'""D ( I l 1? fr-' ~- 'l (26) f ,H, OJ ~ ::3..!'.! :-(-1) 2_ -f :m--)-r-<1-' 
( :> () ~ fl) '"-1 r, 

Voor h even'Gordt in (25) de bove113rens van )Pi,(x)jdus aangenomen en is 

gelijk ea.n/ t/~ ! } > ~ _!,_ < 2. 
Voor elke gehele ,1ae.:.rde van h met h = 2 kan men wegene r, """' 

de scbatting (25) verzwakken tot 

I --P-e. < "i)t > I < i _,_~) .,_ 
Willen v:e bijvoorbeeld de in (21) 
schatten, dan gebruiken we 

)'P:i( X) l < (-'l~) .. < -2,t = fc 

* ( co ~nt - 'P ''Y< rA voorkomende rest 'R~ - .)tv :, 1 ~'2 ,x 
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met a~ '1 ~ b (we gebruikten de middelwe1.ardestelling). Dus wegens (25) 

en (26) isltf ' B·. , J(="<l,-1 (:?It-'} \ 

k ) ~ (-2 ~-)! ( 1 ( b) - 4 ( °' > J 

!n?-E2reA'.!1E~e van de restterm in (13) voor bet geval, dat f(x) een re­
guliere f1,,1.nctie is. 
Stel].j-ng ~. Zij f(z) analytisch ir. cell strook G a~Rz L b , waarin 

a en bi met a L. b en b-o. = n == 6ebeel?reele grootheden zijn. Neem aan 
dat voor ·x reeel en a ~ x~ b ool::'f (x) reeel is .. Zij verder gelijkmatig 

voor aL X ~ b <r-'2.TJ) ~ 
( 27) ~~O() ~\Xx(,';}) .R.. -: O 
waarin1 een positief reeel getal voorstelt. 
Dan geld t: b B - (.:t h'-l) J µ11-1)J 
(28) i_ ' 4 (ti+-.>)-: J { (<) ok+ ~ [4'( e, )-~\QB+.,·+('< ~\ [{ { lJ -, (q) 

~~o o '7':7 
. K f~{(.:)i,) .·· , ~(:iril ~x::b + 1\1\ 

i ~ - (-d [·.· (.::x+t.: tJ l");•- i (X-L' tJL\) "'IL,, 
waar n I\ \-( - ,., - " 0 x- a_ « ni l, ... 
( 29) \ ( ~ 'rf} ~ i: 0 ---~ ~~~:~--;-- - ---~ . - ~ (J_d' 

- ._,,,. -- . 
waarin o<.0<1 als k = 1,2,3 .... ., • 01.1 8-= 1 als k = O. 
Bewijs: De functie'f(z) = .e~nC.(2..-a~.J heeft in de punten z =ct+Y 
met-.:; geheel een enkelv-oudig nulpu.:.1t. 

~ (-z) heeft in die punt en de waarc.e :Z.Tr ~. 
Zij ~ 1 een contour binnen het gebieJ G., die de punten z= a+ Y · met 
'I== 1,2, •••• {n-1) elk eenmaal in pos1."iiieve zin omloopt, dan geldt: 

(30) ;-1 { }>) - i ~ d:z 
L- ( 6! + - (.p (Z) v~, ~ I 

Voor (~ kiezen wij het conto.ur ui t de volgende figuurt 

C 1\ 
·~____,.-........1A J \\_ 

Om de punten a halve cirkels aangebracbt met straall < 1. 
In een v.oldoend kleine omgeving van z = Cl kunnen wij schrijven 

~ ~ _1_. ~ ...j.. 0(1) 
1-f{-Z.) Z-~ 7"17i., 1 

en voor €.~ o is de bijdrage van de halve cirkel om z = a .in bet recbter-
lid van (30) 
(31) -ft(a) +O(E.) 
Evenzo vourde halve oirkel BCD 

{32) - if'(b) + 0(£) . 
0 ·-A 1·dt (f) ( ) .,_Tit:.(.X-t. -ti-a) = /\.'\ ( "1.nt) p ~Age. 1 z = e v ~ 

e.n iffegene {27) gaat voor h➔C.V de bijdrage \ran c:fA in het rechterlid van 

(30) naar'nul. 

Op he·t gedeelt~ DEFG vane~ achrijven we 

t1tl = ~ (z)+1 f(z) - f(z) 
<eC-z> yc:z> 
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Nu is vooreerst 
- J f(z)dz = + f f(z)dz :::, 

b f f(x)dx + ~)(.f) 
J}.;FG '.l : .. CJ (I 

Verd er geld t op :?.E lp ( ~-+!. ':: -<~ :1,... '- ( .-,.; ,.,. 1., i- - n) , (.) ( _ ::;11 ~) 

~ ·--- ::: \,/ ~ , ytz) :~r.1.{'i::J,(+c..h-a) ·--
t. ~ -I 

en we.sens ( 27) volgt / 'il! dz? O a.ls h ➔ + oo 
f1' y 

Combineren ·r,e al d.eze gegever:s, dar: ,vinden we 

(33) ( j_<_<L_ = -5, ( f(a) + f(b)) +' j~(x)dx + CS(£) 
J 'fC2) J ~ 
C'l1 h it 

+ i J-Jf. (1?.tµl+j__ f'(b+iy)dy + "'J 5f~(§+p~~+1-- +-(a +ir) dy 
<.P 1b+iyT - • <Pta+ !' ... 

c I -l ~ 1 
'-4 I ~ 

+ i l ,_ fl_a::t-_i;{j dy + i f ~~~~+~:(~ dy .i. R 

8 

-<.f. Ta+iy -i f' t +iy, · h 
waarbij lim R, == O. La.ten ·:1e nu ir. (33) de integratiegrens h .naar+~ 

,, ~ q;;, I? 

naderen, 1~n zullen de resulterecde oneigenlijke integralen ~egens 
(27) oonver.;;:eren~. en we kri·;,::en :U: •,ercan::l met (30) 1/ "-b f o , b - ~ "-· - c • ,( . "' -

-i -f'fr->+Y)- J{;,(...,\ . ..;...,,c 1 Jr-,i'J~_:::t:-,+l f(x+i,r) d'lr 
~.., ... ,_ . -- () -v:..,.,,~ /~.J~- -: 'L. <-f (X+( ~ "-'X-::<\ " 

- • ' I -...ff){-•'\' j•.l:,d or + ). i I· - ·"" +' :-'L- y + \£) 
.J L' ;ll {X+ ~) .... 

C. ., J "· (', 

f a+>', = f p:)dx + / 1 .1:,x.,_L~) -.t1 tx-~) 1._ 

1~·-;u1 ge(ld~\<-f (a+Jl~'~ = <f (bli~L [= 11 ~-~~.:;- r 1 e~ ijd~b :~gt 

-1> , ..- ;:!: 1 • 7 )(":<t ~ __,_ I 
:Je in-be:;rand van de laatste inte-3r'-1al is begrensd in een omgeving 

0 ~ y ~ E. en de over gang E ➔ 0 lev-9:'"t dus een convergente integraal. 

~ae vinden f n I 
( 34) 2 :f'(a. +)) ) = f (x)dx + R0 

~=o ~ ~ 

met l°"' rt 
(35) R = ± J [{(>l+~~>-fcx-~)].x::~ :J~; 

0 X::.11\ ~ -I 
wa.ar:mee s-celling 1 voor k = 0 be0r1ezen is. 7)e,ar voor x reeel ook f(x) 

reeel is, za.l in (35) de uitdrukkin~ 
r - . ...., ..l(:.: i; Tl J(a{+-~)- ..v (.X- "':?) l 
,.. i , l ~ ..J x':'a. 

eveneens reeel zijn. Bij bet afbreken van de reeks van Taylor van deze 

ui tdrukk:ing, :mogen we dus de restterm van Lagrange .,~_bruiken,. 
[ I l I ill '!> )/1"-I ~•N) J lr-1 . I:> t~ ~-

( 3 o) 2 jT !(x)y - ;j f (x)y + , . +{- 1 t t'I:) y +c-i} ,l i[=i (-tKJ -r-.:i ) 
• _i, - I ( X+ 1.V ~ 

met O <: 0 <. 1. Stel nu B* i~K" .. ,! =-1\ ~i:: · 
!:Jc :tf-1 I - p-1 -=:.f ~ vc~l-0" ~ j d ,-rr;;-dY - (-1) Ajf (p=1,2,. .. ) i (;<-:J:;~)-

Ma invu.)ling .,e.va.n1 (36) en J35) vinden we in verband met (34) · 

(37) L I f( a+Y) = J f(x)dx + ~* ft' (b) - f 1 (a.~ + • • . + 
l.'=u + a ~ii-( .. f- ftfl<:g(b) - f<.:ilf-i) (a)l + Ri-

,~ \-1"}! '.l f\ 

wa.arbij Rk' door (29) wordt gegeven. 
We moeten nog aantonen da.t 

* B~\<{ = B~ 
Pas daa.rtoe (37) toe met f(z) = z~lf-1 en t\ =O, b :::.:.- n 

... ·• .. ) 
-~)I,.p.v .. (27) k:unnen v,e oak eisen dat de betreffende in•teg:ra.le: 

geren en (27) geldt voor1 = 0 
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Dasr .~n d.:l:t geval R'tt= 0 vinden ,1e * 
(38) L_ 1 ...)~•<-• .... .,,ur + B<~(~~-,Jrrl:tl\"-':i_ , .. + B~w (~k'-,lf 

'V:<1 - ~'1 ~, (~If)! 
l'as nu (13) toe met f(xJ = x1-'H , dan vinden we de met (38) ans.loge 

f' ormule ,..,, 1 , 1r B fl .. B ) 
:, h",/ '>"\ .l.. I I... I' •°l ., ~ ) 

( 3 9) ...) == - + _;-r , '- "i ~ J rr. -+. • • "t ~ 1 (<'tr-,). 
- '< K • p~;. ~ 

Daa:r (38) en (39) voor ·n = 1, 2, 3, 4 .... gelden, volgt ~I(= :B~w' 
voor~= 1, 2, ••••• k, zodat (37) nu in (28) overgaat en stalling 1 
oewezen is. 
Onder de voonta,.·,rden van stalling 1 (i.n het bijzonder wege.nR (27) ) 
besta...t zo1.el voor x =a a.ls :x:: = b 
( 40) ~ , " 1'" r:·} ~ . ~· { 211') 

(") ~ (-t) ) (:J{+t:1l~> - ' \?(-\t1~) .l!.h\{M 
... U.K(rX)- - ·· · ------.i..--- ~ d 

{~ ~)( 0 J(.:,l"::>_1 ,· 

en we.i.:u..nnen due stelling 1 ook -Ln ;:A volgende vorm brengen: 
SJ;_eJ.J}F.:.:, .. 2. Zij f( z) rec;1llier in een ~; "3iJied G wae.rvoor a:!: 1:.?.i ~ 

(be:: g zijn reeel metb .• R = .n al,3 nc.tuurlijk getal). Neert~ a.an, 

da·t 6 -::.U.jlullc':iiig geldt ('7-~11) ~ 

(41) tv"Y\ J. ( :;( ±~) ,(_ ,.. o 
\f ...;.-t, no -1 
c/ 

voor a -.:: :x:~ b , uaa.rin '7>0. Dan ;Jeldt 

( 42) E' { (o. + "} "' C' -k + j~ I, 1 ( -'I ).,l X-4- !t 

,., 

=-i-1 . . . •.; .: :: . 

t") J.e~uivalent met de belcende formula 
,..,,_, i- ( t;,)'?( i-r B-:. rr 
~ -J't.. n""' ._ 'Y\ +).,) -
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:Errata 1 

1. Op bl~,. 2 regel 10 v.o. ste.::t: ( R~( ;) rl ~ 
Lees: J! {, x ~ ( ~) c~, 

2. Z1e blz. 5, formule (22). De lijkmetige co.nvergentie volgt in het 
geheel nist uit het :najorantenprincipe, zoals e;esuggereerd, maar blijkt 
bij ~artiele somr-atie wege.ns 

'f f ·>'V'A ~ n,j1 >< J < 1 f i. i:.t-n 4t x J-= 1-,_ < ~Jrf~ / = l:l~L-n l( ) < ~ ! t-. 
11"':i-l l(',.I " .$~TI 0 

ale x ~c:.e.;en is in het interval ~ .S <: x, '>'r'i-4- , ... J 
(met ~n ~'-'e!leel e.n O '( S < ¾ ) • 

o< f I 

3. Op blz. 6, regel 9 v.o. staat "S(, " Lees "'fi 11 

Daa.ruit voortvloeiende correoties dienen te ~orden aangebracht op bl. 6, 
rege 1. 6 v. o .. i 
0:2,m._:t .Ane.loog met de beechouv1ing van blz. 5 bewij zen -qe de volgende 
stelli.ng: 
Ste~}:.iPS,, Is f(x) voor x~ a o.ne~1g vaalt differe.ntieerbt,a .. r, en is een 
natuurlijk getal l 0 te vi.nden, en een cr1begrensd a.angroeienee rij w:n • 
reele geta.llen ft<> I (k = k0 , k.,+ 1 ••• ) zodanig dat 

(43) lim x rl(' f (<~tl}(,c) :;: 0 (k = kl) t ko+ 1, ••• ) 
,f-j>CO 

dan geldt voor grote wa.a.rden vs.fl N (waarbij N eon natuurli.jk ge.ta.l voor-
stel t) de· a.symptotische ontvrikkeling 1 N Al I 00 :B.1h y (:211 .. 1) 2'.>f (,.,,)= J ~ <.xhh + :d ( N) + C + L ~\ , ( IV) 

"1.sl"t'\ ~ ~:t, 
Hierin stelt O een getal voor, dat niet van N, ma.ar wel ven het 

(natu!:trlijk) getal m afhangt. 
~-e~iJp. ~Te passen de sommatieformule (15) toe voor k = kt1• Dit is toe ... 
gestaa..n, omdat \Vegens r~ . ..). \ en ( 43) t toegepast voor k = ki'.l dt v·vl ... 

g~nde integraal zin he:t (-'-t-tu+i) 

'RI(., .. - l 'f; lfo't I ( X) 4 ( JI') of )( 

We vtn { ,~,. e + ( fxJdx + l ~ (NJ + [, ~ t1NJ-+-'f?No 
IYh:l"II\ 

waarin O een van N onafha.nkelijk eonstante vooratelt. 
,torm.ule (18) lever! nu voor f > f, 0 · ~ ,: r , .. ~ ..t r2.1..,, ,.n ""1.:> 

.ro 4fJi.+t ~ , (IY/ - , f\.(.. 



11 

Jmde.t 1';f+1 ( ><) een periodieke en dus begrensde functie voorstelt, 
i~ de in (44) voorkomende inte3rntd van lagere orde dan 'X • Plan dua 
Li 1Y, v::n lae;ere orde d21.n N , .... re• D .. :•or e onbegrensd 'te la.ten aangroei­
,':ln, za.l ook f-l onbegrensd aansroeien, en vinden vre de in de s·celling 
genoem.de asymptct ische ontuikk~ ling. • 
9.P.B.• ~ •• In stelling 1 (blz., 7) is de realiteit van f( z) voor reele z 
alleen no~ig ala k ~ 1, (niet voor k = C), omdat deze eigenschap eerst 
gebruikt is in fo:rr.iule (36) bij het oezigen van de restterm van 
Lagre~n3 e. 
Opm • .3 11 In s·telling 1 is het voldoende om ( 27) te eisen voor Hj = o. 
Schrijf n. 1., in het 'beviij s formule ( 33) in de vorm 

J bc1-z-=-i \~ta)-i-~te,)+/ ~<xJol;l -+L?f.s:J-+1?~+ Jli, 
(.t~ l.((11} A 

waarin 

7 J~n(X<,"J)-i(X-~~::: 
i'La• -----~ ~~ -r. " E.. Q,. .ltn~ -I 

Voor h ➔ to geldt lim 1>, -:.- o en dus bests.at 
. ' h 
, J-.l~O(}(~'-~)-t\X-~)l "'" 

(45) lim Jl~ • Z° v ' l J X-r~ ol~ 
l ➔ 'lloo l. "-:in~ -\ 

Het overige deel van bet bewijs blijft verder ongewijzigd. In het bij­
zonder zij nog opgemerlct, dat bet bestaa.n van de integrc.e.l (29) wegene 
formule (36) voortvloeit uit het bestaan van de integraal (35). 

Uit het bestaan van de integraal (29) volgt evenv1el nog nie·t de ,..on-

"loo 'f" X::: ~ o1 )( 11 b .. 
Deze oonvergentie treedt da.n en alleen dan op ale . . 
(46) 1{0 c )() • J~. ~ <~ ~~) - 1r x- l,, 

t> Jtt"~-, ~ 
oonvergeert voor x = a. en x = b (wegens een met (36) a.naloge f(>rmu.le). · 
l.n s\elling .2 (op blz. 9) we:rd de co,nvergentie ven (46) ·voox ;t = a .~i.\ 

, I , , , I / 

x = b veree'k•rd 4oor de oonditie (27) met "?>" • l')eze eis. ;b: -~e zv,a.l':U:", 
~ooh kan. ntet .zonder meer. vervang~n worden door. (27) iu,t :/,, 
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juist c;enoemde nodit;e-en-vold,,:,ende-ccn:Htie is natuurlijk verr 1,: ·~e 
\·e1·kiezen. 
r.:;e:neralisr:. tie vr· . .n stellint; 1. 
-----·"".,.,...._,.,..........,. 11·111 $ 

Zij gegeve:!~ een functie f ( z) Gede! inieerd vcor a~ Rz ~ b, wa.arin 
& en b reeel met een Geheeltall versohil. Zij f(z) reguli r in deze 
stroo},;: K op ?Olen of vertakkin~;s1;;i.tr.·ten r.e, gelegen in het binnengebied 
van de strcok '). Zij weer gelijkmatig voor a~ xtb 

ljJn { { A ::t: L~) '<.. -.2n:-,., a 
~->CO 

~;,r.er-, {,Y)~ f, ~ (Z)rl-z + ± f Mtx+.~-4 (x-~5(: ,s +C., 
~~ I(, '1 Q vi_, 

v,aarinJ een van a naa.r b lopende weg en w:::.ririn C., een nailer aa.ri te 
geven corl~ectie-tero voorstelt, die van b afhe.nkelijk is • .Als f(z) 
:reeel is voor reele v,e,a.rden van z, da.n volgt uit (47) voor k ~ 1 

b 1 ,. J: .B:.ih [ i ,~l-1) J t.t~-il J · -
~ 1 \J) • J. ,f(x; tlx t- L (0;)/ 't ( b)- i r 4 ) + 11',~ + C'. 
v~a -, i .R:::.i 

(<tr) ' . _p . ;,x#!h 
met, ~ sfltl [ { ( Xt i. e ':))- ~ (X-.L .. V~/J _ <tr' 1?K ,. • (-,'/~ _ _:_ _ _.:tn""'"'i:, _______ ¥_~ ~ rl~ 

( ~ h'). 1.. o · Q. ...+ ( o <: ~ < I) 
en we behoeven due alleen e,J enc{ in (47) a~n te geven .. 
a) Heeft f(z) een aental polen (3i:,binnen K "), dan zal in het bewijs 
va.n stelling 1 formule (30) vervangen moeten worden door 

(48) ~ 1 (Y): J k 1 o) z - L 11.(3· 
v:::-t +I Cn 'f J;t j '-

e.ls ti.('~ het residu van .tnl jt 7} voor "Z'i:t~l voorstelt 
Cf (-z} 

en de sommatie geschiedt over de binnen e,, gelegen polen. 
Nu f( z) polen hee:ft in K is de fotmule op de tweede :reg&l van blz. ,; 

(voo:rkom.end in het bewijs van atelling 1) niet meer juist. Aam:i.emencJ., 
dat geen polen op de reele as voorkomen vinden we nu 

(49) -Ji,.c,{(~Jcl-z = t 4 f-l')dX i' C)(i) • LI It.; 
waui.r.t r: bet .reaidu van :ln~ i<2) voor i'• ~ voorstelt en de . .. ~ ....................... .. 
') .'8t $&Tal, 4ateen pool ot vertakkingapu.nt op de rand ligt., behand 

·· tntHl ans.loog, doeh is nu niet van 'belang, 
NELtuu.rli,.;Jk. ve;-sohillend van a,· a+1, ••• b, da.::,r anders .het l.ink~ri:id< 

·. VE#l {4'7) SEH:tn £in. heeft • 
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reele ::.s •. ~%::.£ :h: ir. ;:I:': rt:t';:·~u:z·:,.:h:·r: v?r; (4t3) t"n (49) v,.,c:·kc;:i.r:je sc::i..11er. 
,'II" t -~ ~"''fil'••t.'l""~ .... "'·,...•."·.·· •"••• ,,,, .··>,;- ,1-"" L< ·," ,.. ....... "I e~n::-:.: ~- v-.1."",e. .,.•~0 1 en 't.'f"tl':Y\ .. oc.~r '1 ➔ -,., ,..,(J,,.,t;, .. :.:_,~:r~ .. \ ... v. f\_,;:;,, ~·· I\ S-t:C' •• -.;:, .,_ 'LL~:, ',.: ... t) .I. v,;:w •• 

f'("'' ··e1J..•.•~.:.,,, '"~ .;,.,.., ···,-:;,,, .,.,.,.,.. .. ~'/"' ., ·, ~-,' ,.,....., ... c +:,~~.-~ .. ~ ·:•,r:-::''T''·'C+.,~e·tf::T'r",, e,., 
- ...,,I .:;;, ·,A.,',;,,5 ..... .t.i. "--·•, .. :: ... "'), .,.4,<,c'",,.,_,, ~,.,..., ...... ..I.,.. "',...,t; :,.""""'tJ~-i..:-i:;:'I,~- _....,.. - _....,.. ,., _,..,.._~ - ·- "'~ ..., 

resp 

in t-:;.;:t :i;-unt z: (8~ tcr·;:~.j:!. ::.:e s~::::.:::z:tie gascniedt ove:" ,:01:;.e in r( 
:7.e.L•e£:..L!"•· "'.•.·'"'.._1 e.r,_ r~'s.•."'J• t::l,,,i"'.._e i••""• 1-( c,;r.; '\,,('\"f<l!'"I ;l,> re,s,''e ,::-,~ "i"•; -. ',",~• "1Qien ~ ,_. ..,_. - v , '-' • -. ~ I '- • '-' _, ' "'•• ¼A~.. • ·~ ..i. ~.,;;, C-:, = ~ •. ~ ._ •• J:: - • 

,i&t is het •,;ffect ~oc: r l.,n K sn o:p :ie r,.se::.: as? 

Dus 

-'11I<'G 
Dus in 

3reng 

f) 

r, (' 

cirke:. c'::·. f> £tan r::et s~:raat E... • :;u geldt 
(af t:;e zie1: var. pol en h inn en C,.,, en bo-­

"tfJn dE: reele as, vmarvan r:e bet effect 

a:s coven aangegoven in rekening 
breng;en) 

. ~-b. fu 

{ 1-.: J,I,;. -. J 1 (z} d i "'J { (..t)J M J / O'hl " 
G'HP'fRC:0. Q [1+£. 

I 

- '.i +(.9(£). 

( 47) meet en we laezen 

l- ((3-t J ~ i 1rzJd:z:-=- .(;.;.,,. .1. -+ ] 1c)( el x 
'X f:-,;,,.o a ;'a•l 

ter.1i.j l in l 0 de pool f; een 
{ ~ 

bijdrage 

- )L~ -{ rt(!; 
gee:E'"':;. Zoals reeds" aangetoond geeft een pool bim:1er1 K er! 0Y:en de 
reele as een bijdrage -1,,~ - Jt,; , e?l een pool binnen \'( 011 beneden 

de reli:.le es een bijdrage - rc.,,/9 ta\.. E., ,, 
~ Ne err:. ,-:u:.n, dat f( z) binnen k' ean vertakkinc;;spunt J' heeft (we be­
schou~1en alleen het ~evel van i6n vertakkingspunt, dasr voor meer ver­
tak.ki.ngspunten de gevole;de me·thode essentieel dezelfde is),. It:en maakt 

:f(z) eenduidig door vanaf r loodreeht naar beneden een suede a.an te 
brengcn (als j' loodrecht boven een de<r punten a, s.+1, .... b ligt, d.a.n. 
moeten Yte de snede even om dat pQ.nt heenbuigen)., .Ala corri:iour C:Y'J kiezen 
we.nu dfi weg uit de :figuur op de volgende blz. Ieder de:r punten 
a+1, a+2,. ·:. b-1 wordt eemne.c:.l in positi.eve zin doorlopen terwij 1 f( z) 
regulier is binnen C:m • Bet bm,ijs voorkomend op pa.g. 8 kan nu gemak­
kelijk. worden ae..ngepaat. In (47) wordt 



een ch 

boven de ree 
( 47) 

de reele as l 
-t; e figuur. 

, dan 

II 

as 

de 

dz 

de e is,. In 
t;;r~ sneae te 

s ven we in 
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Sommatie:fort:tule van :C..\J.ler MacLt:1.urin III . ,,.,,. ...... ......,,............., ........,. ___________ ........., ___ ......,. 15 

door J. Kem:perman • 

§1!..l:_..lJ._~J.• ii,j f(~ :::: f(x +l;j) voor x~ a. een reguliere functie, op 
einJig vele sin,gul~iteiten na, die niet liggen op de r.. . x = a, 
noch se,menvallen met ee.n der punt en e., a+1, a+2, •••. 1ij .·, · !onatig 
voor elk i1·r~erv::0 l a 5. x ~ b 

(48) lim f(x:f::L1.1) e_2,,j = O 
~➔ +00 <J 

en laa:a verder voor x voldoende groot e.n x-a gebeel, 
.t '-111.j I 

(49) f f(x + l.~ ) - f{x -'-'a\ ~ k I icx>) ,,., -
. ~ +1 

voldaa.n zijn aan 

~ 
waariu Oa Y<0r:> e.n v-ra2.rin K en1 positieve constan·ten voors·tellen. 
Dar: a,elc'lt: ,co 

( 50) r '\ (X) = f ~ ("')d,u-+ ~ {_±(Cl+.1~ :±1"-''al cl::i - ~Tli. C 
'YI~ l .:, t. -1 

mits v;e aannemen, da.t de oneine.ige som in bet linkerlid convergeert. 
Hierin is L een van a uitge.ende weg in het he,lfvle..k x~ a., die de sin--gulariteiten van f~ vermijdt, geen dubbelpunten heeft,en vanaf een 
zeker punt f ~ a op de reele as langs de reele as naar het positief 
oneindige loopt; C is de som van evenveel termen als de funotie i \,.;. 
einguliere pu.nten bezit in het hE.,lfvlak x~ a, de bijdrage ·tot C van 
een ·boven· L gelegen singulier punt (3 is gelijk a.an het bij (3 behoretld 
residu van f(t~ vermenigvuldigd met -~«tc~-t\) en 

. ,-~ 
de bijdr2.ge tot C van eenbe:leden L gelege.n singulier punt~ is geli~k 
a~.n hef bij f?, behorend residu van f (,~; vermenigvuldigd met 

2'Mi.( f)- 4) I ~ 1,r,v- l< ~{ (:t)I ~ ~ ~ t~ .tJ ... \<.t+\,\-1.t~ t;)( (X) 
-l , -1 ~ .ti.""' c<VO~b 

Bewi,jp _ _ .... 
.tij b = a + n, wat.rin n een zodanig groot natu.urlijk getal voor­

stelt, tl:.t b ~ f en in het hE1,lfvlek x.e'. b geen singula.riteiten van 
f(l~ liggen. Zij Li, bet deel V&n L, dat gelege.n is tussen a en b• !Coa~ 
passing ven de op blz .. 12 aangegeve.n generalise.tie van stal~ 1 
gee:ft 

(nJ ,[• ~<x>= f {<<11 d...,, -~n• C + 'R(t) 
11'\:ti, Lb 

en wa,::rin O juiat de in stelling 4 'litee:ag•zette betekenis heef1. 
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·,1e,;ens (49) ccnvert;eert vcs::i:r elke Xf a, rtu:it x-a gehcel, de intl!grsal 

;oo 
Jl (X) .::. ~ I 

I., I 
.Jo 

4 ( X .+-\.\.1,) - ~I\,,:,;; - ~l. ◄ ) _) 
--i ___ .,__, -· -·---~- """"1 

_1-:,'1 d 
~ , -l 

ter•,rijl bovendien geld·.; ('1,rc;:;r x vo:do~m~le g:rcct, en x-a t:ftg:-:~l) 

·•0o . 

I n i \ i ) , i J ctj ~L (X) I ~ ;( 'i ,X)I ---,+....,;, l'l'I;;._.. --

~ :) i--+ I 

( 53) 

In (51) ku.nnen •,re nu achrijven h(b) =S2 (b) -Q (a) 
en we.:.:;ens ( 53) en d.e c-onver~er..t ie \"2u1 hei; linker lid in ( 50) \~olgt nu 

limf) (b) = 0 
b,i,oo 

(b-2 stelt steeds een n?tuurlijk Jet~: veer), en dus 

, (:Jo P. {Q +(l-1 )-i(H-t-~) -1. 
li.m H(b) = - J2 (o) :: L- j -~----- t:-!\.J 
b-,v0 O - 1 

De limietovergang b ➔ co in ( 51) le•;ert nu juist ( , 
(50) (in het bijzonder volst het best2.rn ve.n de inte&raal JL irz.)ctZ) 
Wf'~armee het gestelde bewezen is., 

HulP.§..~j::_ll..ipg. Zij g(y,z) een functie 5edefinieerd voor z behorend tot een 
deelverzemeling van het com:9lexe vlr.k, die het punt z.::: 00 tot verdich­
ttn::,spun·l.; heeft, en vc-or elke reele vre.arde ~ 0 van y., Neer:. a.an, dat 
g(y ,z) na:.,r y integreerb: c'X is en de integre.al {0o~ ( 'j, 2.) d j beets.at .. 

Lae:.t ::\0 , ?\,,. ... , ~,, .. ,. ... een onbeperkt e.:::.ngroeiende rij ve.n reele getal­
len voorstellen en zij voor elk natuttrlijk gete-..1 1! 

N-J AT)(~) 
(54) ~(~,z>=-L z~~ + ""L-),1<:h--i.) 

'n•o 

(t:1et n = 0, 1, 2, ••• ) functiea voorstellen die over het 
intervG~l 01 y ""- 00 oneigenlijk integreerbi\ar zijn (a.naloog dus ook voor 

ftN (~;z) ). 
Lec.t verder een onbegrensd aangroeiende rij reele geta.llen 

jJ,,,)AP •··>)"IV,,, • · gegeven zijn 1 en neem aa.o, dat voor N~ Ni, 

< ss) z/-'" f--i.,, ( '.l, 2 ) ~ 
een begrensde :fi.:tnotie van z is. Dan geldt de asymptotische o.ntwikkeling 

Jo0 fi/ .. r. t/ 
(56) ~ ('j,Z)d..., ,, f z .... : + 0(-z-/'N) (N? N.,) . ~ 

we.!'..l' in e Tl = I Oo A ,r\ ( ';) ~ 
,.., 
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J3~wi~_s ... De beweri.ng volgt door integratie v,an. (54) ,<v1egen.E 't begrensd 
zijn van (55). 

~~eP.a.s.s.i~. Zij h(u,j = h(x: ± -:.j) voor x~1 een reguliere functie met 

(57) ( ~ (X+~~)!;; M I ~ (X) \ il Sj 

waarin M een positieve constante en 0 een positieve cons-t;s,nte < ~Tl 
voorstelt. Zij verder een positieve constants l gegeven:, so dat voor 

- t. ~ ~ -;- + E. en voor ell~ gehele waarde ~ 1 va:rl :x: geldt 

(58) \{'(x+~:,)} ~ N){(-,c)/ 
waarin N een positief reeel getal voorstelt. Vorm nu voor 
en o < z < o0 ~ -n ~ 

(59) t--(Z): ~I { {~) ..Q_-z: 
' 

aangenoment dat het rechterlid convergeert. 
Onder genoemde voorwaarden kunnen we 't (z:)voor grote reele waarden 

van z asym.ptotisch ontwikkelen volgens 

Om dit te bewijzen passen He stelling 4 toe met a == 1 en 

(61) 
I ( • \ ~ l o . ·-~ ><..\o,~' , ( X'+ t ~) ~ ---r-. (. X + \.~) ..Q.. 

en laten da2,rtoe eerst zien, dat voor deze keuze van f(x + ~:i ) aan alle 
voorcondities van stelling 4 is voldaan. 

We merken eerst op, dat geldt voor x~ 0 · i O :!f 0< ~ 1 , -~< y~ ..\-- ~ z>a 
) !(. C>(I . ,""< J# 

(62 l -z Xi-~) ~ .e.-~ x '.'::" t .e.. . -

daar immers voor x + l ~ =- f -€. \. If ' geld t 
. ·. . "{ ' c(. . . ""'( . . e{ "'( 1<.._ {X+~) .,, } en,otf ~ \ ( ec, <p) :: ~ 

t) 

Onder de speciale keuze (61) van f(x + LJ ) krijgt voorwaarde (48) 
de gedaante 

•) Yoor O !!: 0( ~ t ., -~ -5' <f-:: ; geldt n.l .. coa Cl( ·<-f 
de,ar bet linkerlid nul is voor y = 0 en zijn afgeleide 
oc (~'f ~O( ... f -~ Q,{ 1) hetzelfde t~ken hee;ft ala 

\, 



18 
, ""' 

lim { ( )(' ± ~} "'-. - i! ( ~ :t l:,) .IJ.. -ll-n;) a 0 
, ➔ ct:, 

e:n wegens (57) en (62) ie hierr.an inderdr:.ad volda.an. 
Om voonF 2.rde ( 49) in one i;ev-::1 te verifieren, moeten we e.arrto:Hu~, 

dat de positieve constanten K en'? zo te vinden zijn, dr.t voor 0 ~ y < o.. 
C-1'\ >< !)«l\tti ~l 

w ~ x~ Uy 
(64) f / -.!. {,1i1-") ! (~~~,) / KID )' -r ~ -1 Xf-'f,y>J= "1(.:t -,.(:, )i ~ _ {-dx-~) e.. ... , ~ · 'h (.1".'1 J ·"- •+i 

, ~ + l 

Nu geldt we&ens (57) en (62), det 
:x"" 

} X <. :x: ,~} J ~ , Jv·1 \ t < :<) I J<.. - z- ~ a~ 
wae.rin O <. 0 < :"tTI • Bij een willekeurige, doeh vastgekozen po ... 
s1tieve cons·~a.nte "1 is de constante ~, zo te be,,,alen, dat voor y £ c. 

8!j -'<..;)Tl::f_, 

Jl.., ~ ( I •·11 
j +I 

en K} 0 is due zo te v1nden, ds.t (64) geldt voor y ~ E. • 
Verd.er bestaat een positieve constante C:/ zo dat voor o,y f; C 

geldt ~.,, ::, 
<: ..;z. - ' 
==-

~I+'?+ I 

en we behoeven d.us alleen nog te laten zien, dat L3 >o zo. gak().lllltA llaa 
worde.n, da.t voor 0-s.y;;:tC ·en. x .. ct,,•~J >1 ·l·",•t ..... =- t-, M ' .. ,.., "'""" ... ~-~ ::: l ♦,,,i""'"'"""' 

~ 

(65) Ix, -.:x, ,> I ~ t\ \ i (X) I .e - z: -~ 

De fttnotie X (:x:,y) neemt voor y = 0 de waarde nul aa1:2, zode.t vol.gt 

(66) X J"' ~x t ::x,t) A, .... ( :X-' M) =: ,.,v.,.. 
ti o t 

0 

Hierin is 
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~ w:::;.-u-uit vre3enr-s (65) mt (65) va:ct. h.ierm~:ns is bij de speci,~le keuze 

( 61) de vocrcc;nd i tie ( 49) geveri.f ieerd, en da.~r gegevcn ic d.::::.t de ir. 

( 59) voorko1nen1e r;;;; C'~'i:S conver~eer\:;, is .r.u aan alle v ,•ol"\r:.t·rt en v·;:}JJ. s·liel-
1 ing 4 voldaa.r1. 

,;_ Jepe.esin,s va:n deze cte::i.ling levert l'Jll <I( 

I - X 
I t>. - - I VD - -

( 6 7) i' ( '2 ) ~ ~ ·~ \ 1 ) k:. :z -+ j . .._ l X) ii;~ z. <' ! >i 
J 

v,aarin 

( in het bij ;;onie:r volgt de oonvergentie v&n de optredende integralen) 
Om de e.e,ngegeven ontwikkelinb (60) te l1e'i'fijzen, ontwikkelen we de rest-
term 1\:, i.n ( 67) .na.1:.r.} , en wel door eerst in de intee;raal, voorkoaend 

I 
in de f'ormule (68) voor Ru, de intee;;rand na&r 2 te ontwikkelen. Hier-
voor ~ebruike.n vie de ree;rnontwikkeling van Taylor, met resttem vol.gens 
Cauchy. Liij voor 0~ y<CX>. en u~ 0 

- ~ 0 
/l • -1.,i\{I+~) t . -u (1-~) I 
~(I+ 1,,q)€... f1-\k\) .t, ... l ..) - \ .., J 

ne.n is 



en wegena (57) en 

voor zeke:re poe 
en gekozen 
dat de teller T (u 
dua 

De 

gelij 
deze 

zen , 

e B1, 

cc 

b 

volgt I :.r (n,y)} _ 

'i:lJ\ 
- . h ) '-jl -:.:(-1 )N ----

J u111 
volgt nu voor Os y "c en u< u0 I ,/v /\ < ~; ~ J I ~ 33!4 

-0.\./~ I - ~ 

constanten voorst 

, d 

.. t~, 1"1'\ 
" " i::.; 

E C4 t 

N 
w 

\ 
\ ' i 

in ( l" 
' 

:) '- :f~ t 
V'CJOJ:' 

men op. 
en 

en Of -lj <{. E. 
( ) en ( 58) .Dus 

waa.rmee bewezen is,dat gekozen kan wcrden, da.t voor 0-tu<l\, 
tm elke niet-negatieve vr,n y formule (72) geldt .. 

Wegena (70) is da.n 'f-toor y2-0 en G:Z(u< 

11~N (~i~)) i'. €r N .,_ -j' 

en: dus ia J RN (tJ }·~)tl-, een cox1vergerlte integraz,1 ,die voor u ➔O 
hoogstena van de orde UN is. I 'iltJI\ 

Zij u=¼ .Dan is tin ( 67) KI) ':ct ~ 1 · .{ud~) ~ Sub8titutie 

, van de ontwikkelblg ( 69) in de laatste integraal geeft 

.-r,. . ~.N-'t-1;"1\. ~ « IY/ J ~ f?t1~~)(1 +~.)ri-l__ h (i~~)(,- ~~": . ·fl? ,~, 1 J~ .. · 
(73) r\ r L 1 .. .tn, ~·;; +t, N J 

0 <'t');;rl,? '11., J.. -1 (} 
() 

(da.t de in da som optredemde int egralen i:nderdv.a.d oonvergeren volgt 
d;J.re~t uit (57)) .In verband met de juiat gemaa.kte opmerki.t:18 betref:fende 

• 



Aeympt. ont"f1, 21 
~ 

t~(u,y) dy ,geeft eubstitutie van (73) in (67) juiet de in (60; 
genoemde o.r,twikkeling met een restterm ,die voor z ➔Co hoogetens va.."'l 

N 1 de orde z- ia (steeds is u=z gedat~t)~ de coetficienter. warden juist 
,: :.) de op blz, 17 aa..ngegeven wij ze verkregen. 

?I.:B, Expleoiet gebruik ve.n de hulpstelling is in de l~:1-',tate beschou­
wing blijkb:ar overbodig;wij hebben deze toch als een aparte hulpstel­
ling gt::f'ormu.leerd om 'beter bet prir.cipe te laten uitkomen, volgene welk.e 
met bebulp van s..,slling 1 ("de oomplexe Euler-MaoLaurin-formula"),of 
eigenlijk met de daaruit afgeleide stelling 4 1een asymptotis•he ontwik­
keling voor grote z ka.n i!Orden bepaald voor :runetiee van het volgende 

type 0o 

'f lZ) : ~ ~ ( 'l'l,Z) 

wearin g(w,z) in het halfvlak Re(w)? O een reguliere tunotie van w is 
(op eindig veal singulariteiten :::r:\~ .dio nog aa.n zekere biJYOt>rM!ta.rd.en 
moet vold.oen, 
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,re laten nu een stelli~ volgen. die een samenvattin& wil zijn 
van stelling 1 (blz.7) en zijn beneralisaties, zeals die op blz. 
12-14 zijn gegeven en bewez~n. 
Stellip.g 5 Zij G di:• strook a.a Rz ~ b in het complexc z-vlak, 

waarin a en b re!le getallen voorstellen mat 

,, .. ,., 
I , 

I • 
~ 

b - a= N als natuurlijk getal. Zij G*het enkel-
voudig sem3n..~angend gebied, dat ontstaat door G 
open te snijden langs eindig vel~ half-oneindige, 

,' \ h op den duur rechtlijniga, elkaar niet kruisende ______ _...,,......,,__f.,,----4~ 
\ 

\ 
\ 

\ 

' 

(74) 

1 sneden. Geen der sneden mag een ra.ndpunt van G of 
een der puntcn a+1, a.+2, •••• b-1 beva.tten. Zij L 
een weg, dte in G • van a naar b loopt. La.at f( z) 

I % I i.n G een ecnduidige, reguliere functie voorstel-
1 le!l, zo ds.t gelijkmatig voor a "- x ;i b geldt 
I . 

lim f(x± iy) c-zr?y = O 
y➔ +;)O 

Beachouw een snede, en zij C); een lusvormige, poai tief omlopen 
weg langs de snede • 

.A.ls Ck in de ri.:hting var. c,e posi tief imaginaire as naar hat 
oneind:i.ge gAat, ~i j r.an 

(75) 

Ga.at 
naar 

(76) 

, ___ f~r.) 

-~•r1:J I z~•aj J Ik = i -1•-l"'·--:-T- dr. 
1 •• h . . 

Y.: 

daarantege:,n r.:k J.n dJ :·t.:htit.1.t; ,•an de 
oneind:i.g, d!in f;.i.;ell•';~. we 

., 

I ffz'\ .1 ~n-~-, ................ ._ U!;j 
,i e ,_ ? .;. \ z a, - ·• 
Cl ;: 

negatief imaginaire as 

We nemen dat alli; ir.1.tegraJ.er. van. clr .. gedsante {75) of (76) convergent 
zijn. Dan geldt: 

(77) 2::' f(a+n) ~ 
n=O 

Het aocentteke:n blj de som duidt aan, dat de uiterste tel"J'Jli6n 
f( a) en :f( a.+N) m f( 'b) slechts half worden meegeteld. De aom 1:' Ik in 
bet reohterli<l van ( 77) bevat evenveel termen ala er snedan zi.jn • 

.Us bove:r.d.ien f( 21) re!e:i. is voor reele waarden van z, da.n geldt 
voor elk natuurli!k getal k 



N I 
(76) L f (a+n) = 

n::-0 

waarin 

(-•)"" 
( 79) Rk = - . 

Hierin ste1t8 = 8(a, b, y) een re~el getal m~t 0~0-!: 1 voor. 
9pm.1 tJi t de gor;evP-:.1;::: v:in .. ,"';olling 5 vol gt de convergentie van de 
in ( 77) en ( 79) v·corkom;~ndz int€ g.ro.len. 

0;em.2 Zij f, :?.) reg1.1.1ior i.n G c,p e:l.ndig vele polen f,k na, die geen 
van alle samenvallen oet een rand.punt van G of een der punten a, 
a+1, • ...... 'b., Laat v~J:rler o.an ( ,./4) voldaan zijn. We passen stalling 
5 toe voor cf_ als een il1 G van a naar b lopende weg zond.er dubbelpun­
ten, die de polen van f( ~;) .. ,e~:mijdt .. 
In G bl'E·n.gen wr. hal:':'-oneindige reohtlijnige sneden aan. Elk hee:ft 

een pool (Ju nls beg.L1y1.:1J.t ~n c;ae.t i.-andear ·verJ.;io3al :iaar "Joven. o:f 
benede::1r al u..:.a;.:- ga,lc:' .. t.ig ~k boven of ban2denJ..1 J.igt. 

Uit stellinz 5 vol.gt r.,1 de geldigheid van form1Jle (77) t waa.rin Ik 
gelijk is ae.,1 het "bi~ f.1:-\t< b~horendJ residu ve.n f(z) vermenigvu.ld:i.gd 1n, · ~n~ 
met -,-_-4.. ___ Jr,-,-;t·~;:ar·· cf ?71,:.<fl( -a} -I I , al naar gelang de 

pool e>K tov'.rn. cf beneder.1c[~ lie,t. 
N.B .. ve,:ge::!.ijk ClO~ s1;eJ.ll~1.t~. A. cp blz.15 .. 

We geven. rm. e(::r. t0epacsir:.g van st.:1!11:.ng 5.. Zij gegeven de gehele 
functie:. 

(80) F(z) 

waarin G"" eeu 1·aeeJ. getal ,') 1 voorstelt. Gevraagd wordt om de ge­
daante van de asyn:ptotisohe ontwikkeling van F( z) (voor grote waar-

-den van 1 zj ) te bepalen- l'ae-.,.:-toa · gaa.n we over op 
(1w 

r:- r -- 7 
(81) H(z) =LL½6,~-?.)-f.'½~ •) 

"1'1-:::I 

Stel .11:i. 
b-1 

(82) K(b~z) _ 2.=· f ?t(;(r1ti:_:l)--v·~l\f)] 

waarin b een geheel getal). 2 voorstelt. Uit de formule va.n Stirling 
volgt =- , 
· =-i' De ·nauwteurige definitie van. log(nr_-z) is met van belang dear. 

H( z). en H1{ z) = H(z) + n.2111 aanleiding geven tot dezelfde. funoti• 
.J{e). . 



b-t _ (~4 
(83) C, L log n = v log f(b) cu,i log 2tt+(b-:-f )log b - b + f(b~ 

'>'L::t ~ ~ 
Hierin stel t E.(b) een re~el getal voor, dat voor 6 ... +0o tot nul 

~t. Op de som .... , 
. ti 

log ('Y1 -z) 
m~1 . ~ ~ 

passen we stalling 5 toe. Stel f(w) = log (w --:i), waarin \-\1" 

voorw re~el en positief eveneens re@el en positief wordt gedacht • 
.Aan voorwaarde (74) ..,an stelling 5 is voldaan,; f(w) = f(x+iy) 

heeft een vertakkingspu..u+. voor we;-= z, •t)fwel voor w = zfs als 

we invoeren f = ~-. vre make~ f(w) regulier in de strook 1.+x ~b-1 
door een half-oneindige rochtlij.nige snede K aan te brengen vanaf 
w = z~ verticaal naar beneden. Deze is alleen van belang als 
w = z r een :punt i.s van de beschouwde strock. Welke tak van 

/~ v->-""Zf J~og ( w <r -z) we kiezen voor f( w) is niet 
I \ t,J I • -rra11 bela.ng~ 

cl i ] t f I Zij ·v-e·ca.er J .. een van w=1 n.aar w= .b lopende 
______ '.£j_ -~LI ____ ·v1eg in het;: oomple:;1::e w-vlak, die K niet :pas-

,,._ ti If. ~ see1.··'i:; e:c laat C- de lusvormige weg voorstel-
. leni die de snea.e K in :posi tieve zin om-• 

t>I~ ( ) . '"'i ri: loop-t~ FormuJ_e· 77 van stalling 5 geef-t. nu 
b 1 . ; 1 I I ( ,- :"l x~ ~ · 
~ log(nu: .. 7.) ~ ~f(w)dw + ~t \ J_~.!z .. _t-1:Y..L::.ALJL .. - ~I)k~t dy -L ./ . J • ./ ll.~,,,; ... \ ., 

i. .. 

ofwel 

wa.arin 
(\( ' . I ...J"'- XJ = •~-

y· 

~atuurlij k verv alt 
l.ijn Rw = 1 val t. 

( tr 
+ I log(w -z) dw -

-P \ 
'"• 

+ _J). ( b) - J)( 1 ) 

links van d.e 

\7e behandalen nu achtere.ew~oJ_geus de ui td.::-:t.tlckingen voork()"lX!.eXld i'l."I 
~ . 

l:iet reohterl:td. va.n ( 84) • 
1. We beachc-uwen voo:rse!'st 

tevert 
log(w -z) dw ~ w log(w -z) J ~ ¼ 

} 1.og(w~-~)dw~ Parti~J.e integratie. 

~, ~. . ;· . ' Ci wd,1 . V'°· . dw .,. ( ~- = w '.l.og(w -z) -<rz -~z ~ 
J il✓ -7.., · ·w -z 

~n dus gelclt _ 1 ·· ~ •. · c; · . dw 
~85) j log;(w -z)o.w ~ b-1.og(b -z) - 1.og( 1-z? --rb + r'-~z .;w-'S" 

!... 
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'We sullen nu voorta~n bet geval uitsluiten, dat w • s f1 op de relle 
as l:i.gt. Als z ·= re" 1' en dus :t. f = r f ( cos f T + 1 sin ff) dan eisen we 

. ~ ,, .tn 
dus, datsinf'f-1- O d.w.z. Cf To,=.;;-, T, .. 
A.ls sin f 'f) O dan ligt w = z t boven de re&le ass als sin f tf '( O 
dan ligt w = zf beneden de re!le as. Verder ligt voor ~ z = 'f 
en } e l == r voldoen:le groot bet punt w = z f rechts of links van 
Rw • 1 al. naar gelang COSf'f > 0 of COS~"(~ o. 

Nu 1J w,:: z = J °" x.,fl~ " + C (b) +A 

waaAn lim €,, ( b) = o .. 1 Voor b voldoende groat is A dan e:n al.le en 
b.;.00 p 

dan van nul. versohillend ala het punt w = zJ boven de reele as en 
reehts van Rw = 1 gelegen is, dus als sin f 'f > 0 en cos f 'f > O. 
In dat geval geldt 

A. = _ f dw 
Wv - Z 

De integraal in hat rechterlid heeft als integratieweg een klein 
in positieve zin omlopen cirkeltje om w = zf. 

~ r-• r- 1 
Substitutie w = s ( dw = f s ds) geeft nu A = -2 if,z • 
We va.tten nu de laatste twee termen in ( 85) samen: · 

QO 

~ -~%1 ~w == o--~z f ,dx + f,.(b) + l3 
llil -:t X -x t . 

Hierin is B "-vx A dan en alleen dan van nul verschi1lelld a.ls 
COSf\f) 0 en sinf <f) O. In dat geval is l3 = +2»izr • Verder gel.dt 

voor l z} < 1 Jco .., 
dx f '(;" ... >tr • ...!;-h( z) = <r-t;"z. ___ ..........,_ = G""-ttz (x- +zx +z x+ •••• )dx= 

xv -:z 00 I 
t , Zn 

=L---
,n,.. f - "" 

Hierin is O..tf=ci=-<1. Toepassing van Theorema.1 op blz .. 1 van de 
syllabus "The asymptotio developments of Functions defined b:, 

M.acLaurinseries" volgt nu dat de functie h( z), !e vo'r,r J z I < 1 
gedefinieerd wordt door de ontwikkeling h(z) = 1z , 

-IY) 
voor } z I> 1 voldoet aan r ..:i 

~ 1 TI(--:z.) 
h(z} = -L --- + --. --

• (f+ll'l) z" 7t"r\Tt \ Tl ( -'2 ) w 
De laatste term is juist het residu van (f•W) sinr, V voor W = f 
De la.a.tste formula is oak juist a.ls we het teken voor 11 gelijk" 
verva.ngen door het teken voor •aay:mptotisoh gelijk", mi ts OJt' Zf o. 
Uit (85) volgt nu voor l zl :> 1 



(86) J log(we'-z)dw =b log(f'-z) - 1og(1-1!) -<rb 
, ~ 1 n,-z)r 

r}.. -"T (f+n) Zn + sinTlf + B 

(26 

+ l(b) 

2. We beschouwen nu de bijdrage van de lusintegraal. 

d = 1· lo_§,w~ -z) . dw 
2 11.W 1 

t e - f -tt1.:_, } 
tot bet rechterlld van ( 84). Vlegens d log( e - 1) .· = 

== • , g"ni dw vinden we met partiele integratie 
e2T!iw - 1 

LL ;:;- · . J' f <r-1 1 -t7'it·w > J ., EM log (w •z)log(e-2n1.w - 11 . ;i J w ~~-~ ·!....,\-,, 

De n atoktermn is log ( -1), als de limiet van de ui tdru.lt!dng 

-
1 lf ~ i -2niw ~ ..Jl-... ,""" ~-, --:-- log(w -z) + 2Tii log(e - 1) - log(w -z)log(e -1.'i ,n,., . ...• 

waarin we w = z f -iy stellen en y-;. +0i0 la ten naderen .. 

De integraal in het rechterlid vormen we om mat de substitutie 
w1 =s, dw=) sf-I ds. We v:l.nden 

t\ = log (-1) _ ~ J. 1~ -1 + e;p{-2pirl) ds a zd .i. {: s - z 
waarbij we voor c• ee'i klein, positief omlopen, cirkeltje om 
hst punt s=z mogen nemen.. Dus 

( 87} "J == log( -1) - log [ -1 +exp (-2n1zf) J,. 
De term - 'j- trcedt allee.n dan op in het rechterlid van ( 84), 
wanneer w = z f rechts van Rw = 1 valt voor f z) = r voldoende 
g:root, d .. w~ z, als cos f lf>O. 

3., :3estuderen •,ve c.us V";;rder de terme.n l( b) enil( 1) in het 
rechterlid van (84). Vooreerst is het duidelijk dat 

(88) lim_fl (b) = 0 
\,~ .. 'lib 

Verd.er gelit voorJl.(1) de formule 

(89) J1< 1) = f J~og I 1+iy( - z. 
tt (1-iy)" - z 

Formule ( 84) wer1 verkrege~1 als een directe toepassing va.1:1 
stalling 5 .. 11us is het verbod.en, dat het vertakkingspunt 
( zij z = r e "'f) 

w C: z f ;: r f ( cos r 1 + 1 sinr f) 
op de grenslijn Rw ~-:; 1 van de besohouw .... e strook valt .. In dit geva·1 
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blijkt ook het rechterlid van (89) divergent te zijn. :1venwel is 
toor a.rg s =~en Jzl = r voldoende groot :a(J)==·r,oosrr zeker van 1 
versohillend. De lijnen arg :z = ~ met cosff = O hebben blijkbaar een 
zeer bij zonder ltarak:ter, zeals t:rouwens reeds ee,rdar bleek. 

Door t'oepa.ssing van de hulpstelling o:p blz .. 16 blijlrt, dat we ee:n 

a.symptotische ontwikkeling van..Q( 1) verkrijgen door de integrand 
in ( 89) formeel naar J. .,.:;e ontwikkelen en eveneens formeel te inte-
greren. Dus 

0.:, 

(90).D.(1)1'\Jl 0~ 
• IYb:I Z 

waar:i.n .. , ~ Joo [ . ritr o. = - ( 1+iy) 
l'lf l"Ji ' 

0 
Deze a.symptotische ontvdkkeling geldt in elke sector met de oorsprong 

als top, die geen halflijn arg z = l(> met cos~f = 0 bevat" 
St~?nvattend volgt nu. ui t ( 84) voor cos f Yf O e:: sin f rt 0 
~ Ci_ I I . }.,.. b b L log(T1-.i:.. ) = i log( 1--z )-i log( l! -z.) + b log( -iZ) - log(i-z. ) - Cf;' · 

M=• ~ A -r? r-z )f r p:: r 
- t_ - ' . + ·• ":'.;. ... ..,.._ + • 2l1iz l ' - 'log( -1) -

- ( P + n):;,, n ff'i.rJ:nri) 1 ! ; 
I I '- j ', • • •• 

- log f -1 + E,:-;r(·-~TI cz.\)}: -u ( 1) +- l ( b) 
-· De termen in het :reohterlid 't1Ji2".se.n gestip:peliie haken zijn facul tatief. 

De eerste t:reedt alleen op a1 s tegelijkertijd geldt cosrcr>O en sinf+O. 
De t·weede allE'en als cosrvi>O .. I'e te.:i:-m i.'.:,(b) nader·c tot nu.l als b-;+010 

r.regens ( 82) e11 ( 63) geld t 1".!.11 G'" , 

K(b,z) = -t·1og 217 ·- flog( ·1--z) ~ (b-1] [~og(b-2 )-~log ~ 1 

- ~ -{ ·1-~- 4· J.1. (---"}JP+ ! '217'i 7. r} - : lo;,;(-1)-lo,a~-1+ ex'l"l(-21)iz1\ l~ 
✓- P+11)z:·• S).'lT"f> I i : C• e, l:' ~ ~), 

1 i t ii,,., "'" ,i.., I 

-lt l ~ ) + l ( :, ' ., -· 

tenslotte 

> 


