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1. Theorie van Hadamard over machtreeksen van eindige orde op de
convergentiecirkel, ‘

(Vgl, J. Hadamard: Essai sur Tétude des fonctions données par
leur développement de Taylors Journ.de math,
pures et appl, VIII(1892) pag.101-186)

Hadamard beschouwt een machtreeks met eindige convergentiestraal

P(z) = ] _ay zR ) (1.1)
en zijn afgeleiden van willekeurige orde, gedefini-
eerd door
DY F(z) = F(z)
- 3 1 2 o o
DZ P(z) = W‘zf (2.—5) F(S)ds (o< 0) (12
o d o-p®
DZ F(Z) = ‘d.,-.z? DZ P(z) (05 P -1 <0('<!‘a)

en noemt een functie er &én met eindige wisseling
(& écart fini)
in een interval (a,b), als er een limes superior is aan te geven
voor de integralen

¢

b b
m 5 cos mz £(z) dz enm j sin mz f£(z)dz,
a' a'

waarin (aﬂﬁ) een willekeurig onderinterval van het
interval (a,b) is. Deze limes superior noemt hij deo
wisseling I (écert) van de functie in het interval (a,b),
Door op een willekeurige rectificecrbare kromme in het complexe

vlak een functie als functie van de booglengte te beschouwen, kan hiji

op deze manier het begrip eindige wisseling ook op zo'n kromme defi-
nidren,

Een functie met begrensde variatie heeft ook een cindige wisseling
de omkering van dezc stelling ie niet bewezen.

Als orde w van de functic F(z) definiccrt hij de ondergrens van
de frelle) getallen ), waarvoor geldt, dat D;)F(z) langs de conver-
gentiecirkel eindig cn continu is en ecn eindige wisscling heeft,

Hij vewijst dan, dat

w =1+ lim sup %gz’zn‘ (1.3)

rh—3 o0

Algemener definicert hij de orde w(x,B) langs cen boog (x,B) van
dc convergentiécirkcl, als de ondergrens van de (ro#le) gotallon)%;
wazrvoor geldt, dat D; P(z) langs dic boog e¢indig en continu is en
cecn cindige wisscling heeft. Tenslottc noemt hij de ordew( z_,) van
F(z) in cen willekeurig punt z, van de convergenticeirkel de¢ waardc
van g}(d,ﬁ} in een willekeurig klein boogje (=,B3) om z_.

Dan geldt, daar dc orde in ccn regulier punt —oczal zijns
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Do orde w ven F(z) is &. bovensrons ven dcaa(zk) in de singulo-
riteiten z, ven F(z) op dc¢ converg.nticeirkel,

Hedemard toont dan nog can, dat, indien de orde w(e,f) op ccr
boog (u,ﬁ), waerin « en B de argumentenat () end (B) hcbben, po-
gitief is, dezc ook gedefinicord ken worden els dc ondcrgrens
vaen doe (re8lc) waarden A wanrvoor gcldt, dat (Fnjy)k E(ffeiﬁ)
cn (f---ﬁ')A I(ﬁ') cindig en begrensd blijven voor J(ﬁ) < ),
els _p' van de klcine kant tot do convcrgcntiestra&lj° nadcert,
Hicrin is I(ff) gcechrevin voor dc wisscling van P(z) op cecn bo.
met stracl P ocn argument tussond (B) cn (). p

Deer, als F(z) dc ordalﬂ(u,@) op ccn boog (ot,f8) hocft, g:; F(z)
dc ordclnﬁu,ﬁ)+-p heeft, kan men deze definitie ook uitbrc%ﬁcn t
functics mct ncgaticve orde, door curst zo vezk te differcntibir..
dat cin functig van pogiticve ordc ontstzet, d.w.z. ale ~p+icwle,
<-p zal men d”_ F(z) bcschowwen,

Ale op egnd%gogje (o,p) wear z = 7 dc cnige einguleriteit ver
F(z) is, (z - 2z4)" F(z) continu cn cindig is, z=l dc orde zcker
nict groter zijn dan X +1.

Immers
~A-£

D, B(2) = T J (2975 T R(€)as

ze.l .den continu cn eindig‘zijn veor willckeurig klceinc positicve
&, cn due zal D”“x“£"1F(z) 2ls intecgrasl van ccn continue eindi
furectic cn bogru;sdo variatic, c¢rgo eindige wisscling hcbben, ewn
ook continu cn cindig zijn.

Het product van cen functic F(z) van de ordecu(d,ﬁ) op dc booz
(u,p) mct con functic, diec oo dic boog regulicr is, is hoogstens
weer van de orde w(«,f). D¢ orde zal prociestu(m,ﬁl‘?%‘n, els dc
regulicre functie in dic singularitciten van F(zfvae ordouJ&x{ﬁ)
he £t en weclke op de boog &x,p) liggen, geen nulpunten heeft,

Hct product vaxn twee - . functics van positieve orde heeft ecl
orde, die hoogstens gelijk is ~an de som van de orden der facto-
ren,

Het product van cen functic ven positieve orde met ccn ven
nict-positieve orde hecft ccn orde, die hoogstens gelijk is aen
de positieve ordc. *

Hct product ven twee functics van negaticve orde heeft een
orde, dic hoogstens gclijk is aan de greootste der orden van dc
factoren.,

Ir. het algemecn duss

w (£xg) < max. fwi(f), wig), w(f)+ w(gl}
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Tenaslotte zij opgemerkt, det men voor (1.3) ook ken schrijven

%n
linm sup J;:#m =0 als h)-u}}

B —— O n (1.4)
= als A (w
Fureties van eindige orde zijn b,.v,
(1-2)"F 1ogP (1-2) ordew =4, als niet

tegelijkertijd p = O en p gcheel niet-positief. (In het laatste
gevel is de functie analytisch)

2, Feeculteitreeksontwikkelingen van Leplace-intcgralen,

(Vgl. N.E.Norlund: Vorlccungen iiber Differenzenrechnung pag.
256-271)

We beschouwen Laplace-intcgralen van con cnigszins veralgemecnd
tyne. Het contour zal n,l. van +oolopen longs de reBle as, één keer
in negaticve richting om de oorsprong, en dan wecr terug naar+ceo

e ’
W—-—« —3 + 00 ZlJ nu (o-)

' ¢(z) = E%I lx?"zx g(x) dx (2.1)
Je ecrstc voorwasrde, dic we aan g(x) zullen opleggen, zal zijn,
dat deze functie -~ met eventuBle uitzondering van de oorsprong en
het oneindige punt, analytisch zal zijn in een strook ter weerzijde
van de reBle as, die wordt vastgelegd door

Y
A Re x

X > - X X > 0

) A/ /. "/ 0 N (2.2)
NTR IIm x| « ¥y, ¥o> O

We stellen nu met o> 0
t = e-dx (203)

dan gaat (2,1) ovir iﬂu4 .,
6(2) =gzt T &7 (1) ab (244)
met  g*()° = g(=29ETE)

g“(t) zal in het algemeen een veelwsardige functie
van t zijn, we moeten daarvan die tak kiezen, die correspondeert
met de waarden van g(x) voor relle x. (Dit kunnen cvtitwee takken ve:
de functie zijn als x=0 een vertakkingspunt van g(x) was).
Deze tak(ken) zal (zullen) met evt, uitzondering van de punten
=0 en t=1 analytisch zijn in een sector om de oorsprong, die vast-
gelegd wordt door

4@ ¥ |.tl < o™ (205)
N/ larg tl <oy,
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We¢ zullen nu ol zo kiezen, dat ﬁ °y 2 en o ¥.5 I y .l
% > max ( - , 198 2) ot (2,6)
Vo ' %y ’

Dan zal de cenheidscirkel om het punt =1 gcheel binnen de door
(2.5) zedefinieerde scetor vallen.

De uiteindelijke voorweardc, dic we nu aan g(x) zullcn stellen,
zal zijn, dat voor zekere « , dic aan (2,6) voldoet, (of cvt, ccn
kl.ine & , vaarvoor g’ (t) binncn cn op dc¢ ccnheidseirkel om t=4,
met CVuﬂbu&lC uitsluiting van $=0, regulicr is) na dc transformatic

- %
t =g g (t) te schrijven zal zijn, als
P
g (1) = ); (5-1)" log"(t-1) h_ (%) (2.7)
waarin dc hk(t) in ¢n op de cirkel it—1f = 1 rcgulicr zijr.

mcet cvt, uitsluiting van t=0, waer dan dc ordc ¢indig moct zijn,
Dit zal dan ook voor clke «,»s« gelden, stcl n,l,

b, =0, aus t =t
Dit gesubstituccrd in g*(t) levert
/;: I 7 Y Ko S o
g (t) = g"(t ™) = kZ(t, '=1) log (t =1) h (%
% 4
o v (87 -1 ,& ‘
-2y ) j-:( ) 10g? (%, 1) Log(—E=t yn (v
;0 3 i
>y N K
(5, ) 1og'(, 1), (%)
Waax:in
- -k t o
b (6) = (S >£<>1og S b (55k

31
We zicn, dat hk: ccn som is van productcn van dc hj(t“L‘)
mct funectics, dic in un op d¢ cenheidseirkel om ¥ =1 analytiseh zij:,
terwijl ook h; (t &') daar analytisch is, mct ovt, uitzondcring van
q =0, waar dc ordc cindig is Dus ook dc hkﬂ (t') vertonen decze cigope
schappcn,

We zullen nu con bepaalde « ~waarde, dic aan (2.6) voldoet kicz:.
en van dc intcgraal (2.4) dat dcel, dat corrispondecrt met cen bepe
dc term ‘

(t—15ilogk(t~1)k (%) trachten tc ontwikkclen.,

zij n(t) in egn Taylor-rccks om t=1 ontwikkcld:

h(t) = Ea (t-1)" (2.8)

D¢ ordc van h(t) zij w .

Wc beschouwen duss
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G (2) = oy = j t<" (t-1) 1log (t-1) h(%) dat (2.9)

. o

zicrin kunncn we formeccl h(t) door dc rccks (2.8) vervangen en ter .
voor tcrm integreren.

Dit levers

(i)

1 1 el ven
6y (2) =2 T a o j £57 (=1)""" 1log E(t-1) at (2.7
(¢}

Z21j nu eerst ¥ nict gehcel positief of nal
Voor v ,ﬂ>|—1 geldt, mits ook hicr v nict gehecl
{ t+}
1

mr [ T 1) at
g:—r-{ﬂ't"(t-'t)' at + o0 o) at)

}

i

i

N 7 . '
= -8l [ o F gy as

T
o}
_ sinmy w!y!
i (’;.u.w»:)!
_ ! (2.7~

-

(}.&+)}4j}f£-\i-t)f v ‘

(We hebben stilzwijgond aangenomen, dat we (t-1) vestloggen dev
log(t-1) = -mi tc nemen als wc in t=0 beginnen). Formule (2,11) gel -
door analytische voortzetting voor alley -wearden, Door k-mael nasa. -
tc differentilren vinden we dan tenslotte

(14) g
-~ j £7 (41) log E(t-1) at =

) N
v " gu-wﬂ)!(-v—t)-’
Substituercn we dit in (2.10) dan krijgen we

4 ¥ (& -1 ! 1 2.;1
& (2) = nican ov® 1(1 wvar)(-y-n-1)/] )
= ,

Nu geldt ten cerste

Rez
2" (&) o (n (2.14)
ayv© (§_+V+n ).’(-\!-n-l )i

. -Rex
(_1 )n sin Ty (c%. ")!(W’h)! - Q(x“\ A)

. I
+V+h),‘(-\?—n~—l)f b (L +ven)!

i

0 t-f).’ o (3"1-’(}’-»41).1 ) .
53%4-’}-&“ )3 (\I-n—y)f B R’ (%\+9+n)! iv(\"*n) W(u*v‘&n)
®

+ LA)ﬁNcosRv§

waarin
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Y (V+n) - Y(2 +v4n) = O(%), dus

< / LCE Y
-Q.. -(l_l‘ 1)' :.-O(I}R ‘3-

v (% +v +n)/ (V ~n-1)

5 cte,
Maar lim sup -!7\—_-_-1‘» =0 als Aswvolgens (1.4)

n -3 OO0 n
dus voor willckcurige & > 0 is
1i Sh . =0
iy R
Zl;)_”fnerin E=¢& =&, &>t > 0,

dan vindcn we

8
n o _ -
m-—@(n

W&, g'n
Dus als bn = 0(n ), zal dc rccks ZB—- absoluut convergerc. .
n

ST
4

Door ¢, willckcurig klcii tc maken vinden we ;oor dc reecks (2,13)
door rekening te houdun met (2,14):
De door (2.13) gedefinicerde recks voor G, (z) convergecrt abso-
luut in het halfvlak gedcfinicerd door
Re 2 > qw (2.15)
Bovendien convergeert ze gelijkmetig in een halfvlak
Re 2 dow+e 5 &> 0,

Diermee is het ftorm voor fterm integreren gercchtvaardigd.

(Als h(t) ook in t=0 analytisch is W = -ooen convergecrt de recke
overal absoluut).

Ock als Rec z <«w kan dc rceks nog convergeren, daar cen faculteil
roecks gelijkmatig convergecrt in icder halfvlek, dat mct zijn rand
gehccl binnen het convergentic halfvlak ligt, zal dc rcecks in het
gehcle convergentic halfvlak ecn analytische funetic voorstellen.

In icder geval zal de reoks voor Re z <« (w -1) divecrgeren, immer:
als Re 2 =X (w =1-£), dan is dc orde van de¢ termen in (2.13)

0 (an/nu»ig:f.) cn volgens (1.4) is |
’}iggsup J:f:k==cx>, dus de termcn nadercn nict mcer tot nul,

Dc convergenticabscis van dc faculteitrecks kon zowrel groter,
klcincr of geclijk aan dc convergenticebseis vean de Laplacc—integrar o
zijn,

Tonslotte zij opgemerkt, dat men in (2.9) i.p.v. h(t) ock
h(rc,t) = tﬂ'h(t) near (t-1) kan ontwikkelen, Dan is h (M ,t) weer
ceén funetie van cindigc orde, mcn vindt cen recks analcog aen dic ir

(2.13), cchter met 3 door O-Z? - p+ vcrvangen.
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Ale h(t) cen positicve orde heoft en p negeticf is, zal de ordc
ven h(p ,%) hoogetcns w - F zijn, We zien dus, dat de nicuwe recke
voor

Bo(Z -p) > wop
of Re z setw zeker weer convergecrt,

In het gevaly gchell positic? of nul is, kunncn we het contour
sementrekken tot do re8le ne van 0 tot 1 en terug, De cnige verand. -
ring die optrcedt sls we teruggaan, is dat in de integrand ven (2,¢
log (t=1) om cin bedrag 27i veranderd is, Door nu becilc stukken,
hein en terug, samen tc vocgen, zien we, dat we coen lincair composi-
“um ven intcgralen van het type

o 1( 2 o

5(2) =2 [ 7" (1-t) 10’ (1-t) n(t)at (2.
overhouden wa?rin J ¢ k-1,

(Uit samentrelken kunnen we cou uitvocren als ReV) ~1 mear nict
schecl, dan wordst bijmhot teruggaan bovendicn (t~1)v met. cen zeker.
Tactor vermenigvuldigd, dit heoft tengevolge, dot in (2,16) j ook
nog gclijk k kan worden),

Dit samcntrckken ven het contour komt hicrmce ovcrecehn, 4ot moen
in dec corspronkclijke vorm (2.1) ven dc Iaplace-~integroal het con-
tour langs de rcblc as van O toteo ncemt.

Men stelf nu weer

& W
a(t) = ) _a  (1-t)" (2.7
en vindt o |
/- LRSS :
G;(z) =3~fan“ g e (1=%) log’ (1-t) at
12 x N (2 1) (ven)!
ket = (2.18)

(V 40+ 20

Veoor dc¢ conviergentic gildt hetzelfde als bij nict gehcle positic-
ve Vv , '
Norlund's bewering, dat ecn Leplace-integracsl

¢(z) = jme”“g(x) ax,

wearin g(x) in ecn strock om de reBle as, als dcor (2,2) gedefi.
nicerd anclytisch is, terwijl hicrin voor zekere k gelijkmatig gel -

Ny < g(x) =0 o
voor te stellen is door cen faculteitrecks, volgt hieruit ommiddc ..
D¢ trensformatie t = e~ "% levert nu cen g*(t) dic anelytisch is i..
de sector (2.5), terwijl 5~ é?t) continu is in dic seotor, met ir
begrip van t=0. Door« 2an doc voorwenrde (2,6) te laten volioen,
velt de eirkel [t-1 = 1 gchecl binnen dcze sector, zodat g (b) i
en op deze cirkel, met cvt.uitzond. van =0 analytisoh is, berwii
t é?t) op dcze cirkel continu is. Volgens het in dc corste pio

graaf gezegde is dus g*(t) van cindige ordce,
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3. Verband met asymptotische ontwikkelingen. Veorbeclden:
We bescheuwen gemkshalve cen integranl van het types (2.16)

met V= j = 0, De ster ?n de index J weg latend, hebbenwe dus
{ %-\"‘1
¢z) = L |+ h(t)dt (3.1)

met £ n
h(t)= ) 2 (1 -7 (3.2)

Voor (2,18) vinden we dan
P a_ n!
Glz) = - 7z . z
RS &(%+1>...(7‘;+n)

e

N
Rn‘ T, nd

Z(B+ X )eso (240K ) (3.3)

3

Vergroten van de « -wanrde kan geen kwaad zo als we in paragraaf
2 reeds zagen, echter wel verkleinen, doordat op deze wijze andere
singulariteiten dan t = C op of in dc cirkel|t - 1= 1 ingevoerd
kunnen worden,

Dit verklaart, wanror faculteitrecksen convergeren, terwijl
asymptotische recksen met ontwikkelingen naar fﬁ\ , dic dus met
X = 0 corresponderen, divergeren. !

Een eenvoudig voorbecld van cen faculteitrecks is (vgl. N.E.
Nérlund loc.cit.)

» &0 8 ,O-!'S*l (p+s)
o oy (s )m (3.4)
(z-1)s 2F* sz o (2+f3+l)...(z+f>+s)
(p+s .
waarin B de getallen van Bernouilli van de orde (f-+s) Z1]Na

Deze recksveorstelling volgt uit

1
\ ) p
L gtz /"{ - log t}’ at

2P )
s s _(p+Y)
°¥ (-1) B¢
[ RN s - .
(- log t) /c (1 - ) 64;) = (f” 3 (1 - 1)
Een andere is (s41)
on s+
1 _ Z (5) Bon (X +s) (3.5)
(zucx)n*l Toonoh z(Z+1)...(z+s)

Ben voorbeeld tan een functie, waarvoor ook de ontwikkeling

42

A
naar -- convergeert is e /2 .
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A/ o0
...J-Z . A n
Men heoft e = l, *iull_,_
IS o1 n: 4 n
0y
/. \n"“l
= ] - Z L_z‘..i.._.;}.
n:1 niz
Voor n » 1 is
f_ﬂ
;h = 3;1 3 \ £271 (- log )71 at, (vgl. boven), dus
O
A

{ T ,
=1+ | ° L7, (2Vleg %) at, (3,6)
o Vileg t
of als ¢ = e*f -
-7/ - V%
‘o1 {ex*”* Ip(2Vx) gy (3.7)
| 53
Q
J,(2Vx)
‘*z;:r*“ is een gehele functie, en in iedere stroock om de redle
X

Jl(:zv?i)
A

-1
elke k¥ > 0, dus is ¢ %in een faculteitreeks ontwikkelbanr.

—kx_

as nadert e gelijkmatig naar nul als |x|— e voor

Uit (3.6) vindt men:

_:’/ = Lol n‘
Z e M
=) o n 08‘)
“ 1+ 2;; z(z+1)...(z+n) . (3.8
waarin de a_ de ontwikkelingscoefficienten zijn van p s
n V-1log t
¥ &

naar (1-t): (2V/ I -

dol2y = log N

1 = ) oa, (1-t)", (3.5")

V“" log 1 no

Lol intorcceuter voorbeeld krijgen we, als we onvolledige Gamma-
functies beschouwen. We definieren deze door
Yy <
- 1.
[L(=)= (es £ af (3.9)
r
Z
21ij hierin nu

§ = z{X + 1), dan vinden we
o

_f;(z)z ™2 P { 7B 4+ x)p“1 a x. (3.9*°

(o]
waarin (1 + x)p*l regulier is in cen half vlak met Re x > =1,
terwijl voor elke k>0 T (1 + x)p"l gelijkmrtig tot nul nadert
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als [x}~a:a in een strook van willekeurige brecdte om de redle as.
We krijgen dus, dat (3.9) naar een faculteitreeks van het type
(3.3) is te ontwikkelen, als masar « > log 2 wordt gekozen, Bij

A< log 2 wordt de recks divergent, inderdaad vinden we voor

= 0 éen divergents asymptotische reeks.

We zullen het geval van p = 0, waarbij we — B i(-z) krijgen

nader uitwerken, . §
..Ei(—z): ( ie—g—-dé

zz e 2% '
= e ' Te
e é Ty O (3.1C)
- X Ry
We stellen t = e en krijgen
- O -
- E i(-z)= .‘?.5\.- . g +. {1 - —9&——} at (3,11)
- fa}
We zullen nu {l - lo:g{ tk naar =1 - % ontwikkelen.
Stelt men 1 - -1-0-5-3 = Lb T"
log tk~1 Zj n (3.127
en {l - o = a’l’l(‘ ’
- L .
- dan geldt b, = === nz2l (34173
en ag bo =1 . 1
_ (3.14,
&n bo - ay bpx

K

Op deze wijze vindt men achtereenvolgens

a. =
o 1

S By = - 1

ota, = S5
>
3 3
2ot ey D
ols = 24-36% +22% “ebo
4 41
s 120=240 & +210 o 2=100ct J424ek
Hag = - 51
p 720-1800&K +2040 ot 2=1350 of 2+548 % $=120x
& 8.6 = 6 :
s 5040-15120%21000 o 2-17640 % >+9744 & *=3528x F+720 01 °
7 - ,
Fa £0320~141120%231840 & 2035200 o 2+162456 « 1=787920
8 = g1

en dus voor =~ B i(-z) de ontwikkeling

4261736 o 05
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2
_z‘ P - 6 ~- 6X + 2«

1 2

Z(z+ o) T B(z ) (z40 ) T Z(at) (z+2%) (2+3)
24-36% +200 “=6x 0 _ 120-0400 +210 2=100% +240¢
z(z+a). ., (z+4x ) z(z+ ). .. (z245a )

4 . — o % —l- R
- B i(=-z)= ¢ -

o

2
720-1800 42040 "=1350 3+548a 4-1?00( a

-+

_ 5040-15120& +21000¢k °=17620 & 2+97440¢ *-3528« *+720e °

+ £0320-1411208 +231840 4 2-235200  2+162456% =737924226136a =5040n
Z(Z+\i) LI ) (Z +8d)

Voorod = 0 krijgen we inderdnnd de gewonc reczks.

De ontwikkelingscoefficicnten werden berckend voor o = 1 en
R = 2, wat convergemte ontwikkclingen levert, verder voorX = log 2,
welke net op de grens van convergentie ligt, en voor X = 0,5, waar-
voor we divergente ontwikkelingen krijgen.

Hieronder is een tabel van de gevonden waarden van de tellers,
met als vergelijking die voor dc asymptotische recks (X =0)

n 0 0,5 log 2 1 2
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 2 1,5 1,30685 1 0
3 6 3,5 2,80202 2 2
4 24 10,75 7,61852 4 - 8
5 120 41,5 26,7774 14 64
6 720 191,75 110,173 38 -592
7 5040 1035 539,193 216 6768
8 40320 6380,25 2968,92 600  -90624

Bovendien bepailden we uit de eerste 9 termen van de recks, zonder
de factor e 2, de som voor z = 1,2,3. VoorX = log 2 en¥ = 0,5 werd
hierbij na een geschikte term het BEuler-proces toegepast, voordl = Q
(asymptotische reeks naar ;% ) pasten we (bij gebrek ann kennis van
een beter proces) het Buler-proces na de term met kleinste absolute
wanrde toe, hierdoor ontstant een nieuwe alternerende reeks, waarop
op dezelfde Wijze het Bulcr-proces werd teegepast, enz., tot men
tenslotte niet meer verder komt. Voor X = 1 en 2 pasten we het
Buler-proces niet toe, omdat het hier geen voordcelen opleverde.
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De begin convergentic was woora = 1 het beste, bij ®x = 2 was zi}
zeer slecht , Het Buler-proces zorgt bij de lagex =-waarden er voor,
dat de met de eerste 9 termen toch nog een behocorlijk resultaat be-
haald kan worden.

Veor « = leog 2 is de reeks nog convergent, daar de orde van de
singulariteit vocr t = 2 dan eindig, n.l. 1 is. De orde van de singu-
lariteit in t = 0 is nul, daar t) {1 - l%%—ij-lcontinu isint =0
voor » 3 0, maar niet voor X < 0. Stelt men verder t = 1-e%f
langs de cirkel |1 - t| = 1, dan vindt men (voor )

f1-leetl” gy log(2 cosf) _ 4 g
2 o X

wat een begrensd varierende functie is.

Als o> log 2 is er dus zeker (absclute) convergentie voor
Re z >0, als Re 2z <0 kan de reeks niet meer convergeren, daar ze de
logarithmische singulariteit in z = 0 niet kan voorstellen.

Als ®x = log 2 zijn we zeker van (absolute) convergentie vecor
Re z > log 2.

Het heeft dus inderdaad zin de reeks te beschouwen voor x = log 2.
Voor & = C,5 krijgen we divergentie. Oneindig veel termen van de
reeks gedragen zich ongeveer als (e% - 17" nQRez’ waarin et “1¢ 1)
Of het toepassen van de sommatiemethode van Euler zin heeft, is nerg
een open vraag. Hierbij dient echter reeds opgemerkt te worden, dat
de methode van Buler de machtreeks voor il - 2 log ti”l overvoert
in een reeks, die nog tot t = 0O convergeert.

Het onderstaande tabelletje geeft de resltaten met de exacte waar-
den van -e% B i{-z). Hieruit blijkt, dat X = 0,5 verreweg de beste
resultaten oplevert.

AN 0 0,5 log 2 1 2 exact
1 0,6019 0,5969 0,5983 0,6011  0,6216 0,5963
2 0,36111 0,36135  0,36143 0,36162 ©,36421 0,36133
3 0,262088  0,262081 0,262095  0,262124 0,262675 0,262084

Als laatste vecorbeelden diene de logarithme van de faculteit en
haar afgeleide, de Y —~functie,

Hier kan men de integraalvoorstelling van Gausz voor de Y =functie
gebruiken :

X -x ~x{z+1) 2
e e - { 1 1 \
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Nérlund geeft al aan, hoc men met behulp hiervan een faculteit-

reeks voor W (z+ ) ~Y(z) kan vinden. Immers men heeft
o

{ - .-ta—"‘x
Y (zep) =(e)= [ eT(FIX le gy
o 1-e
' 4
= [+ oy @ (3.17)

(8]
Dit levert, zoals men gemakkelijk ziet, de faculteitrecks

(- R =D (- ﬂ
Y (z+p)= Wia)= L g.i)l (zié)(zlz).fsz§%+1) (3.1,

IR

Voor log z! geldt de integraalvoorstelling van Plana ¢

[ o]
¢ X

, ~2X

- 1l "7}

log 2! = | L T e —— dx

J x 4 R

\ (3:19;
S T i § dt
P oI Tom T
Q

Meakt men tenslotte nog gebruik ven

L]

0¥ ~(z+l)x
log (z+l)= [ —_ ax
“ IX (3.20)
- 1-t 44
- log t
Q
dan vindt men
‘ —
- - Z 1_ !
W (z) - leg(z4l)= - [ 4% [ 2 + e dt (3.21)

<

log 28 - (2 + %) log (z + 1) =
]

z ¢ 1,1 ‘._._l.___l.k d%
- “i{t [1x*5*2) -1~ 2] Teg s
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In de Lloatste intcgrosl nemen oo eerst ecnc de grenzen 0 en a<d
tuodls A o -
2 z+1 {
{ 2t .. _ & (42 |1 1| dt
Tog® P =T~ )Y ox3 -
o T8 e o LB log* %

Varéer scbhruik makend vin
]

("
g T o= - ~L vinden we
T log™ t

o log a
2l 11 ] 1% at
(S% T I T3 TeE -
[~ ) & .
g i I TR W P P T I
Tg¥ (TF " Tg® 72~ JITF 2%t T
1«-512'*"1
- TIog | ¢t

In beide integralon io nu 4o irtuogrend einliz veor a = 1,
we unnen dus lo limict

svergeng a-+1 ultvocren, Op deze wijzo
blijkt

log 2} ~(zel et LA . oL ae
~{(Z4+%) 103 bt = e 1 e - -
Cg 2. Byl 08 By VI T+~ %
© 4 .
"y 4 1 +1 + 1 ;1
’ T * 7 ¥ 1log &) Tog
R i
Dc cerete integraal zullecr v in con foculteltr

coke ontwikkelen
2ic cun in zeker helfvick Rer > o poor nul strevende funetic dceii
W

nicert, Stirling's asymptotischc formule levert e

ie -
L 1 at 1 —
i X Y2+ ¥ Iz T ) log 27L

-

e

ous

A
2
log 2! (z+§) log (z+1) - (z+1) + % log 27 - {Igéwg X
)

X H‘f T - ’zj at (3.
¥et bchulp van de integreclvecorstcllingen (3. 21) cn §.22) kan
nen 4’(2) en log (z+1)! no dc substitubic %y = £7 in faculteitrec
sen van de algemenc vorm (3.3) ontwikkelen, die de asymptotischo
rcckson van Stirling vervangen. Qck hicr is ccn ondergrens voor G

& ~yzorden eon tc geven wacrveer 4o rocks in zcker hilfvlek con-

-

K LK)
vergeert, Neem b,v, d¢ ¥ -functic, ne dc eubstitutic t4 =1t krij-
gen we de integraalveorstclling: 2+1 -1

¥ 1 (%, = | at
(z) - log (2+1) = - 3 3 ¥ __.b_;/og YT E, 1

R 1 =
D¢ singularitciten ven _t1ma Ibg

zijn de punten t1'
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wRrvooer t,: " 1, beholve het punt %4 =1, nls hicrveer leg T, go-
Aufinicerd words nct =X <ary t1<r¢ Dc gevondien rooks ontwikkeling
zol nu ddvergeren, als zo'n ein_ul-riteit in de cerhcidseirkel om
'b1 = 1 kowt t¢ lizgen on op hct blod von het Ricmann-opp., waar we
“e integrand beschowren, 3.i. Jus bijg. -A< erg t4< 7 Stel men
cus zo'n singulariteit t voor deor ¢ , don moet duc veor de grel;
weordce f gelden

A

&y
nt —
/i =k x 27 (3.2
voor ccehn ,9 -woarie, dic
tussen-% en+7C ligt, on warrveor occk geldt dat
)
[1 - ¢ | =1 (3.2
G
terwijl dc bgtrck‘ciu{; (3.23) niet geldt voor cen ~ -wa~rde met 7
ncere sbecolute war, .

i

D¢ cnige 5 -wmrw“, 2ic a~n (3.24) voliocn cn Ttusscen =7 on +

g Giehf, zijn 3 = 4 3- Jot Ce botrekking (3.23) nict voor o/ 's met
kloinere cbsolute wacrlc wmng zclicen, botekent, 2ab men & = £ 14
moct nemen, Zo vindt wen

“- 2,

Voor« = 32- is d¢ orde nog cindig n.l, 1. Don is (cbsolute;
convergentic gewaorborgd voor Re z D -~ ;’- .

Op Zezelfdce grondcn als bij dec cxpotenticel-interenl vindt mo:
2ot vocr00>§ ¢ convergentic blijft bestean zelang Re z > -1, voom
Rez < =1 is c¢r divergentic, weer vanwege Ao logarithnmische singu-
laritceit in z = -1,

Hetzelflic geldd voor ‘o facultciftrecks voor leog z!

Voor o =1 krijgt men 4c volgenic rcikscen,

1 1 1
Y (z) = lcg (z41) - Plze1y ~ T2(z+10(z+2) ~ T2(z+1)(2+2)(2+3)

— 9 :
To0T2+1) (2420 . .. (2+4) = 20(z+1)(2+2) . (245) * e 00

B

leg (Z-H}) log(z+1) ~ (z+41) + % log 2TC + ’{'2‘('12?[7

1 1 N
360(z+1)(2+2) (a+3)  120(z+T)(z+2) .. -

+ suee (3426)
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4. Machtrecksen waarvan de coéfficiénten door faculteitreecksen voorge-
steld kunnen worden.

a) Machtreeksen met eindige convergentiestraal.

Zij £(%) analytisch in een sector van ecn cirkel met straal > 1,
welke sector het punt 1 in zijn inwendige bevat. Hetgdnieg&iil?-a me&
& zogkozen &t V£(t) voor ieder vast getal ¢ > k - 1 tot nul nadert,
als t in genoemde sector tot de oorsprong nadert

Stel voor iedere gehele k % k
A €% ® ¥ P
L, = (% ) 803 (f_l) f{t) adt

K7™ omi

o]

Q _
waarin arg(t.l) in het punt %+ = o gelijk aan - 7 gekozen wordt, en .
waarbij de integratiewecg binnen genocmie sector ligt. Volgens 6 2 -
dan 8y ontwikkeld worden in cen faculteitrecks., De convergentiestraal

van de reeks

F?;z)

feta)
J oz
oz
2 Ky k

is gelijk aan 1 en voor |zl

A

1 geldt:

(14}

1 : ’ - Ko v P

Fo - ﬂ:..:j Crozy (26) o) beget nflodt
27 A |

Dit levert ons de analytische voortzetting van F(z) in het complexe

z-vlak met een snede langs de positieve redle as vanaf z = 1. Het inte-
gratiepad van (4.3) moet zo gekozen worden, dat het gcheel binnen het '
- boven oOmschreven regulariteitsgebied van £(t) ligt en bovendien het
punt t = % er buiten valt. 1

Ligt 2z dicht genoeg in de buurt van 1, dan ligt & binnen de ge=-
noemde sector. Men kan dan naast de oorspronkelijke contour cr ecn
beschouwen, die geheel binnen de sector ligt, maar het punt %-Wel om=
sluit. Dit betekent, dat men aan de integraal (4.3 ) het residu van de

et

"wli integrand in t = Z toevoegt.
//’p" xiwzlt
B N
Dus
GaXt+)
Py (o) () (v 3 aag(’b x)f(t)d,t
zm
O

vt gty nfiy
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it

Ll o)
f Croat) 2ty oo Loat et ) Pt dt
(V)

3
"“ ‘ch%U Z.)-uo? !P§(~‘13

4 -1
Hierin kunnen we de intesratieweg onafhankelijk van z kiezen, als
z tot 1 nadert, en we vinden dus

PN

J = ¥
_F‘fl}:. il {'\..'Z.‘}{go%{t,z}ngggz}f(jﬁ) + H(Z!

*
waarin H{(z)} een in de omgeving van z - 1 reguliere functie is,
Vervangen we in het bovenstaande z door xéyz, waarin Q%$ 0, dan
1
vinden wij dat de functie

ety p‘ %
v ¢
L0 n L
K kg 1
in de omgeving van het punt z = § geschreven kan worden in de gedaante
s

O Y

g1 (- d) %Eag{»q &lt,go? *1)'f( v Hiz)

waarbij H(z) in de omgeving van z =‘% regulier is.

Als voorbeeld diene de opgave de aard van de op de eenheidscirkel
gelegen singulariteiten te bepalen van de functie

o ®
Ty = Z::_ 7
ozt k_?\

Als X niet geheel positief is, geldt de formule

(i +)

' Toon [ (Begt) Tt
— = “’ﬁ IS ! g C‘% . -b oy
dus b LT 4
{1+)
Fezy - Doe-n) 1j (o2t ?,g?.‘c.)“d’c.
2T i

o
zodat volgens het bovenstaande F(z) in de omgeving van het punt 2 ? 1

afgezien van een reguliere functie, gelijk is aan r(|-h)(ﬁaz;}

Is A echter wel geheel positief, dan is
{v+)

P ' ( t”"loﬁ(t-.){-%o%tJl-‘dt

L m) PRTE {
dus (1+) | 5
Fez)= zZ (1.7t) ﬂng(t,-*)cufla%t) dt
(A-u! lﬁl

zodat in dat geval F(z) in de mwmcvzng van het punt z = 1, op een regu-
liere functie na, gelijk is aan . log (1-2). 10g '{z). In dit

-|)
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speciale geval treedt dus in het punt z = 1 een logarithmische singula=-
riteit op.
Het bovenstaande kan omgekeerd ook worden toegepast om onder be-

paalde voorwaarden met behulp van het functietheoretisch karakter van de

functie
o

(}(zl = Z:_ %k z,K (ke geheel 2 0)

LR

iedere coefficiént bk approximatief door een faculteitrecvks voor te
stellen., Zij gegeven, dat G(z) op de convergenticcirkel met straal R een
eindig asantal singulariteiten j bezit. In de omgeving van zulk een
singulariteit gelde

g(l}t[iﬁ_(&)‘\}-‘(l-_ﬂrﬂgcg )f(_é’—)

de somz:wcrd't uitgestrekt over ecen eindig aantal waarden van M j de
exponenten *ﬁ,\en Pu &1 de functie fp hangen niet alleen van F o doch
mogen ook van j afhangen. Daarbij wordt verondersteld, dat :fa(t) ana~
lytisch is in een sector van een cirkel met straal > 1, welke sector
het punt 1 in zijn inwendige bevat; voor iedere voste ¢ >K .1 nadert
f (t) tot nul, als t in genoemde sector tot de oorsprong nadert.

De bewerlng da't onder deze voorwaarden iedere coéfficient 3) bij
benadering voorgesteld kan worden door %b% §8rm van facultutrea,ksnn
van de gedaante

- X
T : .
_ T Z‘;‘ yoroptel
Wwaarin
(i+}

K ¥ P,

P W

() = £t fog Tt (L) di
! ?.m, 3 f

en wel zo dat de afwijking gelijk is aan O(P ), waarin F een geschikt

gekozen van k, p en j onafhmnkelijk getal » R voorstelt.
Het bewijs is heel ecnvoudig. De functie

%(u - Z,Z:Z: Uy () 2"

K2Kg '
is n.l., niet alleen analy‘tisch blnnen de clrkel {z = R, maar ook op die

cirkel zelfs in de singuliere punten j van G(z). Genoemde functie is
€

dus analytisch binneﬁ\%p ecn cirkel met de oorsprong tot middelpunt en

met een s’craalp > R. Hieruit volgt de bewering.
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(1) 213 a.k = _—-.L:. é + (_'t-’\): \1;(_'(.)(‘(:*.:

¢ .
wearin de 1ntegratleweg 1n de oorsprong begint en eindigt con één
positieve slag om het punt 4. Men begint in t=0 met arg.t=0 ecn arg,
(t-1) = -7, Verder zal de integratieweg binnen de cirkel met straal
1 om het punt 1 liggen. Binnen deze cirkel is W (%) analytisch veron-
dersteld, terwijl voor elk punt % in die cirkel bij gcschikt gekozen
pogitieve ¢ zal gelden

-t &

{2) &\%({}) <;{~i<1~\4_tk)

¢, en de hieronder volgende ¢, ,...,¢. zZullen geschikt g»kozen
positieve constanten voorstellen. R R
om ) we Yl gohen. VL L, De genocmde

voorwaarden sluiten in, dat &, voor Re¢ k> 0 gedefinieerd is en in

dat gebied in cen gegencrazliseerde faculteitrecks ontwikkelbaar,
Verder zij

(3) @(z) .-'i b, z

een in de clrkel {zx <\B analytische functie, Op en bulten demc
cirkel zal G(z) de singulariteiten j bezitten, wearven geen twee op
dezelfde halfstraal vanuit O liggen.
- Uit het asymptctlsch gedrag van ée a, volgt dat de machtreeks ~
) #(2) -3 apt -

' eveneens een convergentlestraal R bezit, S : -

' We snijden nu het z-vlak open, door. vanuit iedere 81ngularitezt
j van G(z) een snede aan te brengen, die in het verlengde loopt van
de straal die O met j verbindt.

We‘beW1jzen nu de vqlgende stelllng

$Z2ij v (%) = i, &y {t-1). 4. dan

zal in het Opengcsneden z-vlak F(z) een analytlsche functle
van z zijn, dle kan Worden ontW1kkeld fn de reeks. . '
I ol < 1 634»{%v:-~
B(z) = o= 3o ) Qe -t e

Hlermh wordt de 1ntegratiewég gekozen langs de reBle asg van O to:
1—»8 waarin 0< § <1, dan langs een cirkeltje met straal 5 positier
om 1, en weer terug langs de reBle as naar nul, Hierbij zal & zo go-
- kozen Worden, dat geen der s1ngular1telten van G(zt) blnneh de oL~
4our valt. (N,B. Door het opensnlgden van het z-vlak zal geen der
punten tni, welke de 31ngular1te1ten van G(zt) zi;n, op de. réelc
tuesen O en 1 1lggen)
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We kiezen de infpegratieveg van (1)

cdanig, dat ze aan dezelfde e
sen voldoet, als die van de integraal in de stelling

Zij nu allereerst {2~ R, dan kunnen we . 20 kiezen, dat ook op
de integratieweg vwan (1) !zt < R is. In

o et

i b, :’:‘ -
I, bkz {'tk (t-1)
is dan de reeks

+ (%) dt
_ bkﬁktk

abgoluut en gelijkmatig convergent, evenalo
elk van de integralen. Ve kunnen dus integratie en sommatie van volg-
orde verwisselen en vinden

) e . ot .
(5) Plods L) %i:iiai S (i

We kunnen nu voor $4

"

1schr13ven

i
i/ N PR
: E SV YDA FIRS] B P (‘,‘

&.*,f HE ‘? N
waarin

s |
i £y %ooa Y
R LARENEY § - 1 K
B ;‘: L ‘:l vy :6: L *

Is nu 0<r<1 en K, de omtrek van een cirkel met 1 als middel
punt en straal r, dan geldt

)(k 4..

h ‘<‘ k] . -
MWy (et
BN }K-}

clw
en dus voor 1edere t binnen E gelc

egsn
A \t\} i \ *.‘:’Mf{; Z ;f-i}k: __‘q”\ EHW}({‘W
g AN S70 0 DA R int K, Wot) " {w- ‘ti
Dus, gebruik makend van de ongelijkheid (2), L
. i
o»‘“ " X i ‘4-""{': f { z
(6) iw(“ < Lifiea vy §\,‘ hl“‘)‘
et av LWt
We voeren nu in de transformatie
R
bed - -1 } 3; L !
waarin D : 1.4/ | cé“; 02 ¥

dit levert dan voor de integraal in het rechterlid van bovenstaande
cngelijkheid

-7
) ] B R S
K, = 7 T T
Hierin is Pt _ Vit |
* Doy "*’?1‘"‘“-?\‘4”"1?5"”‘51\‘?‘:“” o, 1~MJL(2
Troar Dlesy t Y = / eoik = ouream Y b
s - ‘\ .
Is ¢ < v(2-Y2) , dan is 1 L
. { <R ‘ 1
ri_1re Cos L{M(?" 2 {ro ) = ({3 -1)
zodat dan 3 ldwl < AzT,
KT

w-t! = -1

Als daarentegen. p>v(2 ”'Vﬁ) dan is er in het eerste kwadrant
esn hoek 1 % te vinden met sin ~m = -4

y 2z0dat dan
l ‘ <~ 1 ‘zf ) {éﬁ Lym '~¥{‘f"’ﬁ.ﬂ‘t T.fn
SK 1< ﬁ S “r\ -Ti [f (M L

:) “"’l
In d3 laatste ultdrukking 513n de eerste en tweade term begrensu
terwijl de laatste term van de orde log

ig. Onder alle omstandla-
heden geldt dus

< ol Ko &
™~

—_— Nl [ e ey
Krjw/ot! ~ 41-e
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en dus volgense (6) PEEs

4 1 ,‘{s & » 2»
é?} ‘\lwt_{\t\ <. \;: f‘ht‘ fi,«’ J Iﬁ a Y)i’
Dezas ongula.jkheid geldt voor icdere r tussen o:-|1.ilen 1.

Te passen (7) nu toe in de integrasl vears‘cellm&«, (5) van F(g), di-
geschreven kan worden in de vornm

Aok »
b i) LEAN ot
Fla) & L."%.q C l21) a{mi} e+ M
DI ’u‘ ’r){f ‘ -
4 R
e P 3{’““ 3‘) Jolenas

Daarbij worde allereerst 1 zo groot gekozen, dat

, S o i X ‘
H ¢ (,_Hé) ,1s,{we hc,bbendarxw{

. . [ E y i \ o S
(8) <= “'}“ii}i e “ als (L Te(d-1)
Voor t > % kiezen we in (7) »r =1 = ( y dus v-23=2 1 %&

-t o . .
, en omdat ¥ "dan begrensd is als 1 onbegrensd toeneemt, vin-
den we voor t > -

s
W

7 ) | » e ¢
L §~..Jl{.t,v<h t &?‘~"~~
Als daarentegen { « . , nemen we in (7) veo L2}, dus
oy ro? 2 +li-2) ' Omda‘t; dan
Y S , o\ T
" < =2 e e
vty - - g

begrensd is vinden we voor ¢ <} )
, o T TR ) ~1rE i s
Sc‘»‘ﬂ < ¢~ {1-?) Lm ™ 7 OG5t S
De gevonden resultaten in (8) substltuerendf v:.nda,n we M{M
‘i»% }‘i\ %:L {:;, (.{—:{"3”{ K\ S (Zt;\f tl ol + __# \&C’té 2t (/ U I
Zij M = max L (z+) , dan is dus

J t
oL . - 14 5 A E—u l"
H\ o f.__,_{ A L:.HL}L + ;‘«I’ }”i \6 { EL'} % e .
x e c
Het rechterlid van deze Oﬂ;‘;blljkht?id nadert tot nul als 1 onbe-
perkt aangroeit, dus ook H. Hlerbl.} is dus mderdaad bewe, en, dat

\“3
Flz) & 2 § X Ca () (+- )%
Teoepassingen.
Zij {:'(z),— ¢, dus éh: -fg. Dan is G(z) en dus ook F(z) een gehele
functie. Men heeft oa @) L. 314 K
o 5! N (x-t) e
L) W ke K % )
Hierin is ulx He » >0 - ! LTI
NPT AL € T‘fl,ﬁ,’
\{1 e i) drs g V (r-t) cler 2BES o
in a
waar '
Tz;n) = e " 2 e
de onvolledige Gamma-functie voorstelt.
Door 'analytische voortzetting geldt dit ook voor TRex
We vinden zo

Fla) . snTd
(2) s 82TB

HE

2 ) X, Tz,
l2~z

,,u
\
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Als |arg zl< I, zal als|z |~ w0 de onvolledige Gamma-functieT (z ;P +k)
tot de vclledige Gamma-functic T  (B+k) naderen, Het is het vervangen
van de onvolledige Gamma~-functie door de volledige, wat de convergente

ontwikkeling in een divergente asymptotische ontwikkeling doet over-
gaan.

Is n.leRerdodan is T(2;4) =" a.h,mS e »
Hierin zijn zowel T'(z;}) JT'{?‘} als | et at ana-

lytische functies van A , dus bovenstaande relatie blijft ook gelden
als Re» <0, We vinden dus zo

T:): T0) + Ofe™2)

% T o+ O 4D
’ *z.."(m = OL 2

-t ?t.-i ,

en eTlah=

We zien dus dat het vervangen varn de onvolledige Gammafunctie door
de volledige een fout introduceert, die is van kleinere orde in T,
dan welke term van de reeKSOﬂtw1kkelinb 00ka

Nadert{z. tot oneindig met |arg i WL\%E, dan zal de term Lﬁ’ﬂ}de
hoofdbijdrage leveren, in de ree csontwikkeling worden alle termen van
dezelfde orde.

Als tweede toepassing nemen we G(Z; = coshiz, dus
: 4
bK: -{(':1:‘ k avean
= 0 k oneven

In dit geval vinden we 3
Ry -1 .
Fla S(ws h o) (t-1) w () ax
o A A, \ !5..1+P< ‘
o) (coshzt) (k1) cle

Ly
’IT\;\ k>o hY

2, -2
J.nvs{"“ zf-.\k%& a @>(5+k‘ € :’L'z: k)

2T k=0 {‘3 ¥ Zwi;::)—(g* R

Hierin is . §
Pla)- w}ﬁai K)o STEabs
' +

-2
_k \
'r%sa,k) 7B e“T'(@«»k)(-—zSﬁ s O (i)

Als [z,/«-w met [arg m[( T , krijg+ men een asymptotische reeks
door P(z)door e% T(f+9 z‘““k te vervangen; als |Z| > o0 met

omg —z)t( 1—; krijgt men sen asymptotische reeks, door ° (m) door
E“ET{‘EW k )(~ z)’"ﬁ“k te vervangen.



Als voorbeeld van de laatste tcepassing nemen we

K!
&K: AT
CETS Y
PN TIY SDE
A s
en dus ”
. o0 i,iz"z\ “'-q- f?l
P (’2.): Z 4 PR
¥ \ e "‘"““‘“"" N - T.“

—
\f’h!'t \ . }
£y ' { A\
levert i {\_:#_:i- ), x (—%”- j), Y
O = 7 G L 4 T SR S Q‘n—z J‘
Gl sl ey )
o ¥ a—— i
¢/
. \ A
.‘, \ i /A'!- J i :" \ !
S PSS ST S N () i

A 1}
o ’ *) K \,!q_‘é \YH'I/;
= aenmr oo N 4 el ({'4 1) ot
’.k'" XTE,* jjt.‘v o
In dit voorbeela ig ou:s
e 4 A
o g \ RN

PR

en we vinden m_ . I () 3 o
<Z> I“(‘Z’\} - M 5_11:1' SOQCosH‘Z.t (- i) che

wat overeenkomt met de integraalvoorstelling van Poisson voor de Be
functies.

Tenslotte X, - ) ('“‘;'_\)! )7 %_~k (’n— %—_l}” _
S |
e (n-z-R) ke

dus vinden we de reeksogtwikkeling,

Tk i
I"(Z) fin Fw ?{_,i,k),i(‘ 3‘(3"*?(:1;?1{1@&_\%1 EI
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Beschouwen we alleen de 2erste term tussen de haken en nemen we
T/’n + Ko+ }1:) i.pev. de onvolludi&,u sammafunctie, dan krijgen we

K .-k \§
1 4 . __‘ k
‘}L klz‘b < Sy E" (o ) L ‘ “ * i k
\Lme keo Ko n-4e k} z

= TR
A S UL B UL o Bl i o)
, ;:;‘wz‘ PK."{) k& 6.8 L\“\

wat de bekende asymptotische recks is,

Men kan de stelling van page 22 op de volgende manier geferallberen.
o ] ' o wd ‘)9}3 v,“‘}‘**'/u’

2L N20, H20, 4 >0 ey L 5T (hog ) ‘*)H')”"

Hierin stelt (¢ cen functie voor, die in de cirkel |1_+|< 1 een~

waardig en analytisch is, terwijl bovendien binnen aie cirkel geldt

Wkﬂ".‘“l'\ !“Req< _h- *D*

waarin P> 0 en g van 1 onafhankelijke getallen voorstellen die vol-
doen aan Reo- p- Reg>0

Zij verder ~t; \y ): L :w z,\ - 1) de machtrecksontwikkeling vai:
W () om het punt 1.
Zij Q (2} z b 2en iunctis, die binnen de ecirkel \'1.\ 4‘:,

analytisch en ecnwwamlﬂ ig, terwijl we bovendien onderstellen, dat na
het aanbrangan van cen sindig asntal coupures langs halfrechten,die
gen pvt,u:ml'.%1 met 4o verbinden, , y,) inhet gehele opsngesncden % -vlak
analytisch en eenwaardigi is. wz & b

Dan is de functie ' @z.) -2 0 b % in een %-vlak, dat opsngesiu. -
dan is door coupures aan te brun&cn langs de halfrechten, dic de punte.

b"TtL * ...)~L
& ‘a yz e é e verbindsn en langs de halfrech-
RIS -puﬂ.t . f‘u,‘n:'l
ten,die de punten d l{}‘-‘—}—-—— met é © o0 verbinden
1

- een analytische en aanwaardige functie, die voor te stellen is door d.
N -1 16—1 Sy
integraal (z) (z-h e-1) >Jc Le-1)* 7 g L) de

of door de reeks

L5
- Z. < C . ({_ 1)) _tez -1-4, 1)I5 ek
(2‘) “‘FFT ke 5*& y ‘Z -

L
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De intesralen zijn hierbij genomen langs integratiewegen, die in
O Deginne g s reele . $ et [ 0 vl :

. "n, longs de reele as lopen tot (-0 [ 0< o~ 1) , dan in poeitie~
ve richting lengs de omtrec von cen cirkeltje met streel L en middel-~
Puit 1, en tenslotte langs de reele as terug naer 0, rierin wordt ©
1o Y s - : .

Zlein gekozen, daﬁ blnnun er op de integratie . contour geen singu-
lariteiten van 7 “u iizen, '

o

het dewijs is ;z.naloag aan Zat van de cerste stellin .,
Is Levendien gegeven dat lim (- L) Y=o bij gesehlkt gekozen
&20 , dan kan men i,p.v. 4, inveeren

# 1 e xh 5 Blteun W
f?,}r R + {{\!‘_ t “{f'(“‘ j it
(Y o
" v #f P % h
e v . / - » ’ ’
Nen vindt den, dat F~ az =2.0, b, 2 analyfisel is veort be sote
ten in een 2 -vlak ope.ziotiumd en door coupures aan to brengen langs
4 A -
helfrechten, die qi-;amj’“ met ] >¢ verbinden, ¢n dasr voor
te st:llen door - |
L 2N ( ’“) et ety L€$ A {\1{ 4 “" w10 “‘H»K
}«T (P \ui :“,J’“{; e (Mt \%‘t%;({’t‘-‘.l"f“‘} }“{ ja’”% j{- (x-f\ tlt
A 50‘1 - - g ko V%

£ij nu ¥[t)ecn funeh.z, dic zowel in de cirkel jti< 4  als in de
cirkel 1M_ti<t cernwa ardi;, ¢n analytisch is. Bovendicn geldt in do

oirkel Iti<zs , p@ -Req,
e ol e, (-t |

vaerin PD:-}:_ 0 s cn in do oivkel |1- 1] <1

-t

} y J,.:'_.t?)“f’i }_E'-RCM

l “’4 »..»

wearin o, 2 o .

Verder i—ij X cen co AL‘.:‘:-;' osal mot Re o > b, + Re qq en [S
cen complix getal met 2 ;.ﬂ;: B, * K¢ Go

Mot gegeven ;\2 0 en 1,';_:» ¢, wuerven nminstens cen > € is, defi-

L B .a+ah
a, = § S (1. ‘ \y(-t)

b
Vind 4 - B L . : N
De funetic G{z)en do deaarbij behorende punten } en de bijbehorcndce

coupurcs d:,%iniwcn 'm. cvenels in het voorafgeandu, Is d

.
s
nicron we o nu

dan
F'('z, = & a, A 'z, , dan is d¢ dcor deze machitrecks gedefini-

ccrde functic ncllytlscb voort te zotton in ecn 'z ~vlak, dat opengu-

sncden 15 door coupurcs asn tc¢ brensen langs de halfrechten, dic

J M; ka met oo wrblndun, door dc¢ intcgraalvoorstcelling

F ()= S Q(M ) ) e (1) B g (1) d+
Z) g Kk i ( i xt -0“) Lwetedy (4-'*:)9““}\ e

als dc dc ontwlkkulwgscoefflclcntcn zi:]n in

¢ OE éa Vi - Jc}

of de¢ I‘OukB
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mLehter is ook A

4 i ah -1+ Ah
a, = % p Berep (isk) | X (o) cbe
weaarin )\(; ) x/(ﬂ -ﬁ) in de c?rkcl\1§<16unwaardlg cn analy—
Tiscn ie cn voldoct aan \{Lﬂ} <, (1.. 1~ ) Fo }‘c}hq"
met Re [} _ P, - Tkeqof>-0
D1% loevert dan dc recksontwikkeling k
LIRS

Fla)- 14, b, Gl Y‘) )T

. 5 B G (6 w**) ST g ) B
waarin ¢c 5' de onuW1hkci bOOufflClbﬂtcn zijn in
{ =
x {)‘: A (1"t> ( ): 2.{) Bk "tk
We nemoen woor als toopa'51n“ }’K T'i N (xtzx.:
Verder 2ij guzy, = py =0 b4 Rt g rw-t O AN=1,

We vinden dan tcn cerstc weor

. l
Fﬁéz),: s &k g A (‘—{\)B 44 &
= 0 oY © ex 7o (g «\

wclke rocks het karakter van cun asymptOulschc recks heeft voor
|avg 2, | <2

D¢ tweedco rcbksontw1hkclin is
o} " <14 1 ’
Pl 58 @ e " du

gk T (-z;wrk)

li("

Fpabi

Nu is weer L“z\%*k
TH(- 25 o k} T‘gw\-(-l«} A- O( )
( .‘.\w»k kz)d.‘ i

als dus Xarg (- ¢4)‘ i mskon we in iedere term van de laabst-
gcenocmdce recks cen foutd él~ ven klcincre orde in Y, is, dan wclkc
term ven de recksontwikkeling ook, indicn we dc onvollodige Gammas-
functic door de volledige vervangon., Zo krijgen we voor \arb( E) (Zﬁ
de asympbtotische recks 4

-‘ ‘Zﬁ>_: ii Ek"f‘éﬁ4*¥«3

sz’*’%+\<
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Oplossing van diffcrentievergelijkingen door Faculteitreeksen.

Beschouw de differentievergelijking van de n-de orde

L
1) > Frsdiawiesl) =0
{xo
waxrin de P£ (x) polynomen zijn.
We zullen deze differentievergelijking normaal ncemen als
1° De graad von B, en Py gelijk zijn, bijvoorbeeld p,en lie van de
andere PLS zeker niet hoger.

2% Is dan PL(X) = < &x(xﬂ) vos(x+k-1), dan wordt veronlersteld,
dat le aifferen‘himlvergelijking p
€3
(2) {c—u“ ¢ (. T L £ }=0
“hwo &= i - v

er één van het Fuchs'se type is, dies één met ui‘tsluitendié’ punten
"jer Beotimmtheit®.
Teoutrachten nu de differentievergalijking (1) op te lossen door

voor un(x) de integraalvoorstelling
(c+)

R £ e ot
J i

~ ~

te substitueren. Door gebruik te maken van

(as (a+)
() (e Xq—') . J ta“lkp(t)a‘{at- - (“l)’?' { #1*'&"-/%("21:) /.{_

gaat (1) over in )

¢ {a+) : , R+k \%Mféwj +z@:
[ v St e Lt
° Kexo ~ oz

Ben integranlvoorstelling (3) voor w zal una zZcker 2an (1) voldoen
als ¢ aan de differentiazlvergelijking (2} veoldeced. Deza oplossingen
van {2) hebben allen ecn cindige orde in % = 0, Ins o0ij voldoend grote
x zal de integraalvoorstelling (3) inde

erconac =in hekren.
Opdat echter deze integranl geen nwl cplevort, zulicn we voor o eon
singulier punt van ‘f{t) moeten nemsn. Behalye t = C on * =003zijn uls
nog de punten, die valdoesn asn de vergelijking
x £
(4) Z D(‘L t =0
e ot
Dage o, f\‘:}:u en 'Xodﬁto y.vinden we in het algemsch, dus n-van
deze pun‘ten en bovendien, weer in het algemeen, in ¢l van die punten

een bijbehorende singulisre oplossing ¢ (t) ven de differentiaalverge~
lijking. Daar dan

2rii
in een facnlteitreeks te ontwikkelen vindt men bovendien, aan de hend
van hun asymptotisch gedrag, dat de gevanien n oplossingen onafhanko-
lijk zijn,.

{i+)
M) = o"""j *U"")o(cw)a(w
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Is daarentegen een speciale wasrde van a bijvoorbeeld een dubbel-
wortel van de vergelijking (4), dan zal men in het algemeen ook twee
bijbehorende singuliere oplossingen ¥ (%) vinden en men hovdt het ge-~
wenste aantal onafhankelijke oplossingen u(x) van de differentieverge-
lijking.

Lastiger wordt het echter als bij een opiossing t = a van (4) geen
in dat punt singuliere s)(t) behcort. Zen extreem geval krijgt men bij-
voorbeeld, als

. R, tay = € R
en dus :
Uk » & Yok
In dat geval wordt de verﬂalljking (4)

(1) poett
kw

terwijl men de dlfferentlaalveruellgklng (3) kan schrijven als
Tv 'y h ; ,
~ {, % SRR Y G £
> {en¥ gttt et of
Rw0 4,»

(21) Pl DV SPAL
Z =1 3& % ) =Q
K=o .

De oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn de functies
?(t)‘ﬁ'tr waarin { bepaald wordt door
Z(—az)f‘f t>fh <P*‘5 $ﬁ~-¥e+t):(‘,
o ‘
of wel P, (- p)

Voor geen van deze oplossingen is een oplossing van de vergelijking
(4') een singulier punt. Dat er toch oplossingen u(x) van de differarn-
tievergelijking (1) zijn, die voor te stellen zijn in de vorm (3) blijkt
aldus: o X

&tKX)a?éz&v i¢ een oplossing van de differen-
tievergelijking, nits o voldoet aan

Z @ﬁ, jﬂ:x@

Dit blijkt direct door substitntie in de differentievergelijking.
Waar de P, (x) een polynoom is, bliikt direct, dat w(x) in de vorn

{ (343
X~ 4
/‘w‘(l\)m O'TZ _} ‘t' 'Lsp(st) d“~
[
is te schrijven.
Is bijvoorbeeld B, (x) = (X-§ Xx-Fe) - (X-Ea) » met alle €,
verschillend, dan &q N

] i

e e ey
MW‘):E’ %‘fi BRI S §
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QWL ('LMA
o % 1 +) ) Y
o / X -1 T }] ) i
- O - — kwﬁ {(Ay-1 fLV
L5 E ST

R
- '(‘J"' :;8:1; &/

) 1) At
. o' \ /
] »Lme, K;

zodat men : BRE) (§)- m)
Syt ST
Pt = {czrég.xg-—%m)*mﬁ AN Agg nemen.

De oorzaask van deze moeilijkheid ligt hierin, dat de eis waaraan (%)
moest voldoen lwidde s N " ) i
(V) r & { : .
_t:rv} i %_‘g M)"'{t& (\?f (UZ D“lk -t i,] (\Xi-.‘::b
o L >0 ‘L:’L‘
waaraan niet alleen voldaan is, als P(t) aan de differentiaal (2) vol-
doet, maar ok als men deze doovr sen algemenere vervangt, waarin het

¢

rechterlid nvl door een willekenrige binnen en op de contour van boven-
gtaande integraal, met de uitzondering van t = 0, reguliecre functie
wordt vervangen. In t = 0 moet deze functie een cindige crde hebbeu
(of orde = - 0o ). Deze functie H(%) noemende krijgt men dus
Z(*’) oAy U@ ) o= —~
\S} S— ;t,‘. -"f
] ¢

De homogene vergelijking had de oploss:.ngen <f= ¥ , waarin Sa-vol-
doet &an P (—g’) =0, dei. dus 0-—-§,.,-§,3.,, +y~ §m+ Past men dus de
methode van variatie der constanten toe, om de inhomogene vergelijking
op te losscn, dan vindt men, als (f (t)= 2~ @, (tHt~ Fegords gesteld

@i' t_c’ i - j,f":: t—EP:C
?,d:t_g'+'“ - \?PC"P ‘?? *

/* ’/ fzé-; f’}’b.:‘b

?,(%,4_()@}:_{:?"4___ +$F(§+QL 'L¥? o gc I

a0 (g € (I € p(8r) (5 p-3)C, AL

Ep )P H(t)
; (2+,) Q,;H:’ Z)(l ; Y %b(?r‘*}'?*l} d,rt :NO%L.E:“:E:(
o di ..'5, y’r"ir -
',IP“{%W"' o }/“ P{- aLfo'i!

Daar J een enkelvondig nulpunt van Z@jt moet zijn, geldt dus in de
omgeving van
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it c | | o
‘3"@ tﬂ = £ 3, + in de.omgeving van T-J regu-
o Qgt

liere functie y/(t)

“0

Oploss:mgen van het bovenstaande vergellaklngstelsel levert
-1
- & - L (X
*t g*’ —JZ(TT 3) = %ﬂ‘ ).’
“(%*iz)v A ?réin?

o st :—y)“‘mm o

= 2

‘ (§1 ;)"‘(%;

- .

of

waarin de X (t) in de omgeving van % =t7 regulier zijn.
Tenslotte

€ t
e, =@ J J“’?'« ) Juwrty, b
(8% (6 € °

waarin de (t) in de omgeving van t =+ regulier zijr.
De nu gevonden vorm van (f(t) stemt met de reeds eerder gevondene

overeel,



