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!§:£!:!~!~:!:!E~~!f~~~--~e--~E1~£~=!!3!~~~~!~!~.:. 
1. Theorie van Hadamard over machtreeksen van eindige orde op de 

convergentiecirkel. 

(Vgl. J. Badarrnrd: Essai sur l'etude des fonctions donnees par 
leur developpement de Taylor; Journ.de math. 
pures et appl. VIII(1892) pag.101-186) 

Hadamard beschouvrt een machtreeks met eindige convergentiestraal 
- n F ( z) = 6 an z 7 ( 1 .1 } 

en zijn afgeleiden van willekeurige orde, gedefini-
eerd door 
Do 

z F(z) = F(z) 
i,. 1 

2. -«-J 

Dz F(z) = (.c,..,)! J (1.-~) F(~)d_~ (,:,t < 0) 
Do-. d"' 

1.() 

F(z) = - n;·" F(z) ( 0 ~ p -1 < « .q;i ) z dzio 

en noemt een functie er een met eindige wisseling 
(~ ecart fini) 

in een interval (a,b), als er een limes superior is aan te geven 
voor de integralen 

b 1 b' 
m J cos mz f(z) dz en m J sin mz f(z)dz, 

~ ~ 

( 1,2 

waarin (a', b) een willekeurig onderinterval van bet 

interval (a,b) is. Dezc limes superior noemt hij do 
wisseling I (ecart) van de funotie in bet interval (a,b), 

Door op een willekeurige rectificeBrbare kronune in hot complex:e 
vlak oen functie als functie van de booglengte te boschouwen, ·kan hij 

op dezc manier bet begrip eindige wisseling ook op zo 'n kromme dcfi­
ni~ren. 

Een functi0 met begrcnsdc variatio hoeft ook oen 0indige wisseling 
de omkering van dczo stelling is niet bcwczcn • 

.A.ls orde w van de functic ?(z) definiccrt hij de ondergr0ns van 
de Q:'e~l0) gcta.llon ;i, waarvoor ge;ldt, dat D;'A F(z) langs de convcr­

gontiecirkol eindig on continu is on eon oindigc wissoling hocft. 

Hij bowijst dan, dat 

. ~?€: lanJ w = 1 + lim sup !rugn- (1 .3) 
\"; ~O<:) 

Algemener definiecrt hij do ordcw(O(,J,) langs ccn boog (<X'.,fo) van 
de convcrgenti~cirkcl, als de ondcrgrcns van do (ro~le) gctallcn >i 
wae,rvoor goldt, dat D: F(z) langs die boog cindig on continu is en 
ocn cindigc wissoling hooft. Tonslotto noemt hij do ordc w( z.0 ) van 
F(z) in oQn willckcurig punt z0 van do convorgentiocirkol do waardo 

van~ (~,p) in een willokourig kloin boogje (d-,~) om z0 .-

1)an gcldt, daar de ordc in ocn regulier punt - oc zal zijn: 



ritci ten z, 
;{ 

pr:.g.2 

.r:2".dc.mnrd toont dr:::.r:. nog c:r\n, dr~t, indi~n di:. ordow(e<,?) op ct:r. 

~~~~--~o:~p), ·~a?rin C( on fi_d~ c.r~umcntcnJ(cx) on-:J'(p) hc1:,bcn, po-
.... 1~1 .... ..1. is, d0ze: oolt g(.dcf1.n::..ccrc: kc.n rrordcn e.ls de orn'ic.rgrens 

v:.n du ( retHc) waerdon /I vm:::.rvoor gcldt, dnt (o-p')'' i( r:/ r/:,,) 
I )\ . ') .J 

on (f-P) I(f') cindig or. b~gri.:,nsd blijvon voorJ'(fa) <i-9-<1.,-(o<), 
2.ls f' ,ran do klcinc k:.nt tot d;:.. convcrgcntioatra.'J..l f n~dcrt. 

HL.rin if.: I( f) goschrovc,n voor de wisscling ve.n F(z) op ocn bo~ 
met strae.l .fen c.rgu.mu:1t tusecnJ(1S) cn.J'(c<). _p 

De,c.r, a.ls F( z) de ordc. W(ti 1 ~) op ccn boog (<'!., p) hccft, ~ F( z) 

de ordc Lu (oi.,p)+ p hGcft, k~n :ncn doze dofinitic ook uitbro4ac1~ t 
functics met ncg~ticvc ordc, door c~rst zo v~sk t~ diffarcnti8rc. 
d.e.t c.;...n fu.r.:.cti¼ vc.n positicvc. ord.0 ontst:::.ct, d.v,.z. 2,ls -p+l-$w(o, 

di" <-p ze.l r:.1en _:__ F(z) b(..schour;c.:r.. 

AlE op e-..ndij~ogje: (a.,p) ·.-mc.r z \::' 'l de: cnigc sir1gulc,rit0it vnr. 

F(z) is, (z - z1/' F(z) conth!u on oindig is, zs.l do ordo zokor 
ni.::t groter zijn dan ;\ +1. 

Irm:ncrs 
z 

- ).._t, 1 J' ,. X -£ -1 ,s. 
Dz F(z) = r"+f--i)°! 2 (zc~) F(~)d'? 

zc.l .c.:.c·,n conti.nu en eindig 1zijn voor vlillckcurig klvi11c i;:,osi ticv 
C a 1 -><-£-1 ( ) • t' • '' c., en c.u.s z.s1 D,.,,. F z rds 1.ntcgr,'.-,,~.1 Y".n 0;.;n con inuo 01.mAJ. 

.:., 

fur~ctic en bogrc.nsdc vnrie.tic, ergo c.indige wissoling hcbbcn, or. 
ook continu en cindig zijn. 

fo .. t product vr:,n cun functic F(z) vnn do ordc w (o: ,p) op de boog 
(~,p) mot c~n functio, di~ o~ die boog rcgulior is, iG hoogstons 
'>nc-c.;r vo.n de: ordo w(..:t.,A). De ordo zal prccics W(t'-. 1 /.;) zijn, ala d,~ r ~WU r f'!!-}I 
rcgulicrc functic in dio singularitoiten van F(z),~ordcw (e4,J3) 
hc_ft en w0lko op do boog (oi:,~) liggcn, goGn nulpuntcn he:oft .. 

He t product vc.:.: twee ~ functics van posi tievc orde hccft €:(;L 

orde, die hoogstens gi..:li,F: ii::; ,-qn de som ve,n de ordcn dor fncto­
rcn,. 

lic.t product van 0cn functie v~,n positievo ordc m(.t .:::en ve .... ~ 
nict-positicvc ordc hccft cc.n ordo, die hoogstons gclijk is £'.E~r: 

de positievo ordc. 
B.c t product v0.n tvrnc functic.s van nega.ticvc ordo hcoft oon 

ordo, die hoogstens gclijk is :£1an de grootstc der ordcn vs.n de 

f .~.o t oron. 
Ir:. bet e.lgcmeLn dus: 

w (fxg) :5 m,-:-i.x .. l w(f), w(g), u{f)+ w(g)J 
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Tenslotte zij opgemerkt, 

li:n sup 1;~~ • = o 
dat moii voor (1.,3) ook 1-ta.n aohrijven 

n-.....oq n als )\ > vJ I 
a.ls ,.\ < w ,, 

Fu:·cties va.n eindi6e o:rde zijn b.v. 

(1 .4) 

(1-z)-f log I> (1-z) orde w =f, als niet 
te~;8lijkertijd p = 0 en~ ge;heel niet-positief. (In bet L:1atste 
gevc.l is de functie a:nalytisch} 

2. lilE".culteitreekaont11ikkelingen van Le.plooe-intcgre,len .. 

(Vgl. N .E.Ni::irlu.nd: Vorlc::unGcn i.fbor :Jiffcrl;:;)nzen:rechi-1u.ng pag. 
256-271) 

Wo bc;:,ohomrnn La.pli:tcc-intcgrc.lGn vc.n ccn cnigszins vcr2,lgcmoc.;nd 
ty;;c. Set contour zal n.l. va1'l +C,!Qlopcn lr,ngs do ro!Ho as, een koor 
i:: ncg2.ticvc richtin[; om d!i:. oors?ror::g, en d:?.n V!ccr tcrug nD.ar ... oo 

_ ➔ +oo Zij nu <o-) --Ef2:l,~~~ 

G(z) = ~~i J000-zx g(x) dx (2.1) 
~Je e0rstc voor\7ae:.rdo, dio we ae.n g(x) zullen opleggen, zal zijn, 

deze functie - met eventuele uitzondering van de ooraprong en 
het cneindige punt, analytisch zal zijn in een atrook ter weerzijdc 
van de re~le as, die wordt vastgelegd door 

. ._--- Rex>-x0 

, • tJ• I Im x I < y 0 

We stellen nu met d. > 0 
t = 8-o(X 

(2,1) over in,.; 
1 I I{ + ~ ~ 1 ~ ( 

G(z) = ~~i~J t ~ g t) dt 
met g~(t)0 = g(- l~g t) 

dan gaat 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

g*(t) zal in het algemeen een veelwaardige ft.rnctie 
van t ziJn, we moeten daarvan die tak kiezen, die correspondeert 
met de waarden van g(x) voor ret:ne x. (Dit kunnen ovt.twee takken ve.· 

de functie zijn ala xd) ocn vertakkingspunt van g(x) was). 
Deze tak(ken) zal (zullcn} met evt. uitzondering van de punten 

t:::O en t=1 analytisoh zijn in een sector om. de oorsprong, die vast-

gelegd wordt door 

~ 
itl < efl(Xo 

la.rg t ! < « .:J. 
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W1.;; zull-::o 

(2,6) 

Dnn zal de GCnhBidacirk€l om hct punt t:::1 gohccl binnen de door 
(2.5) ;.;cdc.fini00rdo sootor vall,.,;,n., 

Do uit0indclijkc voorwaa.rdo, die we nu a.an g(x) zullon stollen; 
zal zi;jn, dat voor z0kcro « , die aan (2.6) vo].doct, (of cvt. ucn 
kL. ino o< , ,.raarvoor g * (t) b inn en on op d-.:.. ccnhoidscirkcl 0111 t:::1, 

m0t cvcn·GutHc uitsluiting van t=O, rcgulicr is) na de transformatio 
-ct('ll: II, 

t::: 0 g (t) to schrijvon zal zijn, ala 

"" g (t) 
p v 

= L (t-1) 
ibO 

K 
log (t-1) h (t) 

"' 
(2.7) 

w2.arin de h. (t) in on op do cirkol lt-1 I = 1 rcgo.liar zijr. 
l<. 

mc:t cvt. uitsluitir...g van t=O, wacr da.n de ordc cindig moot zijn .. 
Di t zal dan ook voor olkc <X,:,, o,: gcldon, stol n.l, 

tx. 'K «I t 1 = a - " , dus t = t 1 ,:,,;, 

Dit 

waarin 
,;,i.f. 'I p J J. -k ti:J..f« t 

(t ) ( t "', 1) ' ( ' 1 ( ' ·~ 1 ) h (t ,;(,~ ) h"' • ' = =t' -T L l<. J og ;; =-~ . ' 
J j:k , J I rJ., 

·,c zion, dat hi<,, ccn som is van productcn van do hj (t 1 I.-,) 
mot funct ics, die in c.n op do c :.;nhoidsoirkol om t =1 a.."1alytiseh zijL, 

tcrv,ijl ook bj (t 1e1. 1• 1 ) daar analytisch is, met cvt 1
• uitzondcring vari 

t ::::O, waar de ordc cindig is Dus ook de h (t ) vertonon dozo oigon""' 
I k.,1 I 

schappon. 
We zullon nu ccn bcpae..ldo I;)(, -vmardo, die aan (2.6) vold.oot kicz: 

en van do intcgra.al (2 .. 4) da.t dccl, dat corr(.spondcc.rt m1:.;t con bc:p: 

de torm 
"I/ 

( t-1) logk(t-1) h ( t) trachto.n to ontwikkc lon. 

Zij h(t) iJ:1 C2;R Taylor-rocks om t=1 ontvrikkold i 

h(t) = ha.0 (t-1) 0 

De ordc van h(t) zij w. 

We boschom1on dus:. 
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Gk(z) • m ;- j t"' (t-1) log (t-1) h{t) dt (,e. 9) 
0 

nicrin kunnon we !ormccl b(t) door do reeks (2.8} vorve.ngon en to,~ 
voor term intogroron. 

Dit lt:Vt.)rt 
( I+) 

Gk(z) = J [_ a.n ~ J t? - ' (t-1) "' .. " log k{t-1) dt (2 .... 
0 

Zij nu eorat Y niot gehcel positio.f' of nul 
Voor v , f). -1 goldt, mi ts ook hior v nict gehce;l 

1 f( t+J 14 y 

ffi t (t-1) dt 

= ~ i )1t 1\t-1 t dt + o u Iii f O tf, (t-1 )y dt J 
0 f 

I 

= - si,n ;t'i j t 1 (1-ti' dt 
0 

= sin rrv 
Tr 

. J:!:J..; !_ 
Cf+~1-,)! 

Ft I 
()'-+ ,1+1). l-v-1). 

= ~! (2. _, ·, 

(We hebbcn atilz-.;ijg(..nd 
log(t-1) = -ni tc nemon als 

,J 

as.ngonomon, dat vro (t-1) V&stlcggon de 

we in t:::O beginno.n). Formul0 (2.11) gc 1• • -

door e.ne.lytische voortzotting voor allo ~ -waardo.n. Door k-roa.al na.e.: . . , 
tc diffcrcntit!ren vindcn we dan tcnslotto 

( 1+) 

2rri J t f- (t-1 )11 log k(t-1) dt = 
0 

)"' ~! 
aik (JJ--+V+~)l (-v-1)! 

Substituoron wo dit in (2.10) dan krijgcn wo 

G., (z) - 1 La 6 lf( ¼ - 1 • J ! • J 
... - rt -:o n c) v ( 1 +\I+ n) ! ( -V - n - 1) ! 

o( 

(2.13) 

-~ .. 'Z,w 
= 0 ( h ) (2.14) 

bijv .. 

= 1 ( I - ~ I.' l 'V + nt ! 1 lf' ( v + n ) - ~ ( ! -1r \t + n ) 
ff (: + v+n) ! l ~ 

+ (-1 )nir oos Jr v l 
waarin 
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·f (\/+n) - '+'(j + v +n) = O(ti), dus 

J... 1 ¾ ----12£ -l;;n4.. 
QV 1 = O(n ). Cl +\I +n). (\/ -n-1) 

Maa.r lim sup 
n-11 o<'.I 

'a I cto. 
j~ ~1 = 0 ala :.\ > w volgc.ns 
n 

,!I • ~ ~ I i uus voor ~lLlc~cur ge 6 > 0 is 
, . a" .1.1m suu '••.&£ = 0 

'r\ ---t ~ ti-.. ,-t 
Zij nierin £ = 6 1 - f,.., o, 

a.an vindc.n we 
an 

- d(r.~ 
ti .... i ... €., -

P&s .. 6 

(1,.4) 

a 
zal do rc,;ks L cP, absoluut oomrcrgerc.·~ .. 

n 
Door ro~kcn vindcn we voor de rooks {2.13) 

De door (2 .. 13) gvicfi1-:.i(.;sr~lc rE..-.:.ks voor G": (z) convcrgucrt abso-
luut in h'-"'t• h•· 1 fVl"' 1" ,·•, l,•f'1."•-1•r,,· ... -" •1 oor ... ....... .I,.-.;..,...,_ c.....1-... uv',,,.t.\..i-4 ""i \,,,,\.,,.il.,.-.,,4 \.>lo 

Re z > oc: w 

Bovcndio11 com.r(;rgccrt zo gclijkmatig in ocn halfvlak 

Re z > ex w + £ , f, > 0 , 

(2.15) 

hicrme;e is hot tcr::. ;;oor term integrcrcn gcrcchtvaa:rdigd. 
(A.ls h(t) ook in t=O analytisch is u; = - oo en convcrgaort do rcck12 
ovoral absoluut). 

Ook a.ls Re z <O{w kan do reeks nog convcrgcren, daar cen faoultoL 

rocks gclijkmatig co.nvcrgocrt in iodor halfvlak, dat met zijn rand 
gchc:l bi.rmcn hot convcrge:ntic halfvlalt ligt, za.l de reeks in hot 
gehclo convcrgontio balfvlak con analytischo functic voorstcllon. 

In icdor gcval zal do rcdrn voor Re z < 0( ( w -1) divorgorcn, immcr;: 
2.ls Re z :::Cl( (w -1- E,), dan is de ordo van do termcn in (2.13) 

0 (a/ w -1-l.) on volgcns (1.4) is 
n n ta. I 

1 • 1 n, .::i d t d . t t t l ... im sup - = oo, t..us 1 · o crmcn na crcn rue m.cor o nu .. 
t'I ➔~ hw-,.t 

Do co1wcrgcntioabscis van de fe.oultoitrooks ken zo0:rcl grater, 
klcincr of gclijk 0.2.n do cor.:vorgcx:ticabscis ,lc.r:. de k.placo-intcgrc.: .. 

zijn .. 
Tonslotte zij opgemorkt, dat racn in (2 .. 9) i .. p.v. h(t) ook 

h(f ,t) = ti'- h(t) naur (t-1) krrn ontv1ikkclcn., Dan is b (f- ,t) v1cor 
ct:n .funotie van aindigo ordo, men vindt con rocks analoog aan die i1:: 

(2.13), ochter mot! door~_.µ_ vcrvangon. 
Cl(, « I 
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Als h(t) c(;n poeitiovc crdc hoc.ft on /A ncgc.th:f iLJ, zo.1 do ordc 

V:'.n h (f , t) hoogetL.ns w - /A zi.jn. Wo zie;.n due, dat do nicuwo rec kc 
voor 

Re(;- - f-J· ) > w ~ f 
of R(.; z '> Ii( w zoker weer conve:rgc0rt .. 

In hct gcva.l V gchc-:...1 positie:f of nul is, kunncn uo hot cont;:iur 

sru::1ontr£.kken tot de rctHo r~E.:: Vtlr.i O tot 1 on tcrug. De 0nigc. vcrru1c:. -
ring die optr0cdt ,r.-i.ls r:c tc.ruggoo.n, is •'.io.t in de integrand vc.n (2.S, 
log ( t-1) o:-n ,., 1..n bcc.r!'.g 2iii vcran.:ord is. Door nu be Lie stukkcn, 
hc.n 0n 'terug, t't:;:.;ci: tc vocgcn, zicn wa, dat vw con linoair composi­
:::um vr'n i"'t•·.Qrr•; .-. ...- v.,,.,.., b.:•+ t 1 ·pc ..,,,, ..... \,,., v ...... _,\,.,,..,. t, ... 4 .;. ..__ iiJJ ttl 

G*J.(z) = 1 , .. 1 t ~-• (1-t)>' logj (1-t) h(t)dt 
°' " (I 

ovcrhcudGn ·:r":",".rin j ~ k-1. 

( ... J i-t snrr..ontr0::.:..::r::. kLu:nc.l'l ,;Jc oo:: ui tvoc:rcn 2.ls Re -J > -1 me.r..r r~i': t 
r;cb0cl, dan r10r::t bij ·hct toruggaan bovcndion (t-1 )'1 mot con zckor~ 

i'::-~ctor V(.,rmc.I:iGVLtl:.lit;C:., :. it hec. ft tcngcvolgc, ,::.ct i!~ ( 2 .16) j ook 
nog gclijk k. k::-.n ·Jor·lr,n). 

Dit sar::i.cntrc·kkcr.. v,~n he.;t contou.r kont hicrmcc ovorcon, d2.t rae,;.r: 

in de oorspronk.cli.jko vorm (2 .1) vc.n de L'1plr:.cc-i.ntcgr,:.,,nl bot coi:­
tour lr.ngs do rel.He. e.s v:.:..n O tm; oo nccmt. 

Men stolt nu ~ocr 
~ ~ n 

h(t) = 6 c.n (1-t). 
c.n vindt 

'14- 1 .,,. Jl JI X.,~- I -I+)\ J 
GJ.(z) =-La. t ·· (1-t) log· 

II. I'!~() .r.: ' 
1 ~ * 0 ~J ( i -1) _I ( v +n) / 

- - ) t' _£:_ .. 91, w -

- Of.. ~ ·n o 11J ( v +n+ .!. ) ! 
..... 

(1-t) dt 

(2.18) 

Voor de convwrgcntic g~ltt hctzclfdc nlE bij nict gabol~ positio­

vc " .. 
Norlund' s bev1ering, dat ccn wplcce-integrnc.l 

G(z) = r e-x z t;;(x) dx, 
0 

'.'le.e..rin g (x) in GGn strook om de reBle as, els door (2.2) gcdcfi•• 

nicclrd e:,.nc.lyt isch is, terdij l hicrin voor zck.oro k gelijkr:1cti£; gol · · 

lim e-kx g(~) = O 
ht! ➔ oo t h' ·t . voor tc stclle.n is door oe.n fa.culteitrccks, volg 1cru1 onm1c~r,c,. 

De;; trc.nsforma.tio t = e-,tx l0vcrt nu oe.n g*(t) di~ anelytiscb is L .. 

do sector (2.5), toruijl tl<~ gl4-(t} continu is in dio sector, met 1~-, 

bcgrip vo.n t::O .. Door o( 2.fi.n de voor.•mn.rdc (2 .. 6) tc lat en vold.oon, 

VP.lt de cirkol lt-11 = 1 gcho"'l binnon dczo soctor, zodc.t g'\t) :i 

an op dczc cirkol, mC;t C:vt.uitzond .. vr~n t::O nnnlytisch is, tcrv1:i.j 

t Viii( gtt) op doze oirkcl continu is .. Volgcns hat in de.. 01..;rsto lK. 

gro.a.f gozcgdo is dus g'"{t) v1.1.n cindigo ordc;. 
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'3. Verbn.nd met n.symptotisch~} ontwikkclingen,. Vt'lorbeelden: 
We beschcuwen gerrri.kshalvc ccn integr~nl vnn hot types (2.16) 

met V = j = o. De stcr en do i.ndex j weg lntend, hebben we dus 
1 ii.,- 1 

G(z) = _!_ ) t • h(t)dt (3.1) 
(X t 

met 
h(t)= (3. 2) 

Voor (2.18) vinden we dqn 
l"-c1 ..,. I 
-· c"n n. 

G(z) e: .!.. \ 
·~ .S l ( ! +l) ••• ( ! +n) 

= z ( z+ c< ) ••• ( z+no< ) (3.;) 

Vengroten van de :I.. -wc1.1.r:2e knn geen kwa.n.d zo als we in paragraaf 
2 reeds zagen, echtcr wel verkleinen, doordat op doze wijze a.ndere 
singulariteiten dan i: :::, C' op of in de cirkcll t - 11 = 1 ingevoerd 
k:unnen worder.i.. 

Dit verklaart, w9.rtro1r: faculteitre0ksen convergeren, terwijl 

asymptotische reeksen met ontwikkelingen naar 1.. , die dus met 
~ ~ 0 corresponderen, divergeren. 

., ., 

Een eenvoudig voorbeeld van een faculteitreeks is 
N"drlund loo.cit.) 

• 
(z+p ) ! 

( z-1) ! zp-n 
= 

s ( f-+ s ~ 1 ) c p+s) 
(-1) .s B.s 
(z+f+l) ••• (z+f +s) 

( vgl. N. E. 

(3.4) 

( o+s.) 
wao.rin B s' de getallen van Bernouilli van de orde ( f + S ) zijn.. 

Deze reeksv•orstelling volgt uit 

P! 
z p+l 

1 f 
( tZ-:1 J - l J l log t J dt 

Q 
"<:i 

o o[ 
( - log t )1 = f ( 1 - t )! s :! 

0 

( )s (f•~) s 
-1 { Bs 'i ( 1 - t) • 
S 1 ) + S I 

Een and.ere is 
B(s+l) (o< +s) 
s-n 

z (z+l) ••. (it's) 

Een voorbeeld ~~n een functie, wanrvoor ook de ontwikkeling 
naar ? convergeert is e-1/7 • 

I. • 
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-½ tO 

Men hecft \ (-l)n 
e = L 

h«O n: z n 

<'O 
(-l)n-1 

= 1 - L. 
"': 1 n! z n 

Voor n > 1 is 

1 _ 1 zn - __,..( n"""'-~1 .... l .... ! 

i 

~ tz-l (- log t)n-l dt. (vgl4 boven), dua 

-½ 
e = 1 -

() 

1 ,., 
[ (-l}n \ tz-l (- log t)n dt 
.ri:.o n! (m+l) ! 0 

1 

= 1 + \ tz-1 Jl (2 V-l•g t) dt, (3, 6) 
: ... 

0 \flog t 
•f a.ls t -x = e 

-11 00 

J l ( 2 \lx1
) - l 

l + f -xz dx ( 3. 7) e = e -vr-
Q 

J1 (2 Vx) 
_ is 

Vx k 
- X 

een gehele 
J1 ( 2 Vx) 

as nadert e . 
lfx 

elke k > O, dus is e -1..h. in 

functie, en in iedere strook om de relle 

gelijkmatig na.o.r nul als (xi -4 C<"..1 voor 

een faculteitreeks ontwikkelba.o.r. 

Uit ( 3. 6) vindt men: 

(3.8) 

w~arin de an de ontwikkclingscoefficienten 

---
. . J 1 ( 2 V -log t) 

ziJn van __ _ 
V-log t 

nan.r (1-t): 
00 

J 1 < 2 V - 1 og t) 
---====--= V- log t ' L an (1 - t)n • 

n:o 

i:;'"'1 .. • L~t-~r;.;cct· .. r:t..r voorbeeld krijgen we, Rls we onvolledigo Gammo.­

functies beschouwon. We dcfinieren deze door 
- t; r; ( z ) = { e .. ) ~ p-l d ~ ( 3 • 9 ) 

2 

Zij hierin nu 

z(X + 1), dan vinden we 
O'O 

e-z zP \ c-zx(l + x)p-l d x. 
0 

(3.9'' 

waarin (1 + x)p-l regulier is in eon ha]fvl~k met Rex> -1, 
terwijl voor elle k) O e-kx (1 + x)p-l gelijkrnn.tig tot nul nadert 
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als \ x \ ~ ~ in een strook van willekeurige breGdte om de reele as+ 
We krijgen dus, dat (3.9) n~ar een faculteitreeks van het type 
(3.3) is te ontwikkelen, als maRr o< > log 2 wordt gekozen. Bij 

o<< leg 2 wordt de reeks divergent, inderdaad vinden we voor 
= 0 een divergent, a~ymptotische reeks. 

We zullen het geval van p = o, waarbij we - E i(-z) krijgen 
nader uitwerken. 

0~ -~ 
- E i(-z)= \ e df 

'Z :f _;x 
-z ) e dx = e ~x 

0 

We stellen t = e- o< x en krijgen 
-z 1. .1/.:x-1. -1 

- E i(-z)= 2--- •. ( t {1 lo~_j,l dt 
(X ' -1 Jo ) 

We zull en nu ( 1 - 10: t l na8.r t = l - t ontwikkele n. 

St el t men 1 ... log t = ; b z:- n 
C;{ \--1 - n 

en \i _ log t _ v _ n l 0( - Lan c , 

dan geldt bo = 1, bn = _L n ~l ncx 

en a 0 bo = 1 

bn-k ~ n-1 

an bo = ) ak 
l<-;::O 

Op deze wijze vindt men achtereenvolgens 

a = 1 
0 

1./ 
Q{ a4 

s 
~ a5 

6 
d. a6 

2-d.. 
= 2! 

= 

= -
= 

6-6o( +2(.;( 2 

3 ! 
24-36ix +22<X 2--6 i::t.. 3 

4 ! 

120-240 cl, +210-,. 2-l00ct 3 +24ei- 4 

720-18000,: +2040o< 2-1350()( 3+5_48<X 4-1200( 5 
6 ! 

( 3. lC) 

(3.11) 

( 3" 13 

r1:l a = !5040-15120xt21000()( 2-17640 c< 3+9744c( 4-3528ct 5+720c,, 6 
7 

I 
cf. ag· == 403 20-141120~231840 C( 2-2~5 200 c( 3 + 162456 « 4 ,,..'7..?79 201 

8 ! 

en dus voor - E i(-z) de ontwikkeling 
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? ~ 

+ ~,;~f. ~~?z+;~6r , 
.,, 'i:; ,. 

120-24Ccx +210~ c-lOOcX '+24('{ ·+ 
- z 7 z+ r:< \ ••• { z+ C\ , 

~ - l ~ 6 
5040-15120o<. +21000o< '"-17640 ot '+9744-c< · :l528i:x ·· +72C« 

"'· -:; 4 5 ,. 
+ 40320-1411~:±:231840,,:{ ,c:_2;i521)C o: · +16245~ -787921X+26]_J~.::?0'.t1..~ :' 

z ( z+ rt ) .. • ( z +8 o< ) 

l (3.15) 
•• 41 • J • 

Voord.. = 0 kri.jgen w,-:: inderd·•.c,:i n,-> g~~'.vonc r'8:ikS. 

De ontwik~elir.1{;5sccefficicnten warden bQrc,kond voor ct, = 1 en 
d. = 2, wat conv8rge nti:; ontv;ilr1-:d in1i;Gn lcvert, vcrder vooro< = log 2, 

welke net op de grcns van convcrgt~ntio ligt 1 en voor ex. = 0 ,5, W'"t~tr­

voor we div~rg,:.,nte ontwikkelingcm krijg,Jn. 

Hieronder is een t~bel vnn de gevonden w~arden v~n de tell~rs, 
met als vergelij1dng die ~voor de ~symptotischc re~ks (~ =0) 

n 0 0,5 log 2 1 2 

0 , 1 .l. 1 1 1 

1 l 1 1 1 1 

2 " 1,5 C: 1,30685 1 0 

3 6 ~ .:: 
• .J ' .,.,1 .2, t~() 20 2 2 2 

4 24 10,?5 7,61852 4 - 8 

5 120 41,5 26,7774 14 64 

6 720 191,75 110,173 38 -592 
1 5040 1035 539,.193 216 6768 

8 40320 6380 ').;_ ''- -· :?969,9~? 6CO -90624 

Bovendiet bepati.lden vm ui t de eerste 9 termen v:1n de re<Jks, zond01· 
-z de factor e , do sor.'l vcor z = 1,2,3 .. Vc,oral.= log 2 en(::,(= 0,5 werd 

hierbij n·1 een ge schikt e term het Eulor-pr ::JCl:)S tougepri,st, voor cl.= 0 

( asymptotische reeks n'l.:i.r 1>, ) pnsten wo ( bij gebrek cv~n kcnnis v~n 

een bet er pro ces) het "8'..ller-proces na de term met kleinste '1bso:t ute 

wanrde toe, hierdoor ontstn.'."lt een niouwG n.lterr10rcnda reeks, wn:trop 

op dezelfde Wijze het Euler-proces werd toogepast, enz., tot men 

tenslotte niet meer viard0r komt. Voor ~ = 1 en 2 p.0.sten we het 
Eu.l8r-proces niet toe, omd-:-.t hot hi..:ir g;:,~dn voord~} L:m oplcvurd0 .. 
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De begin convorgen'ti,:) w:1,r- ":?cr,:x = l het beste, b'i,i /)'. = ,~ was zij 

zeer slecht • Het .!ruler-prC'Ci?J :::orgt bi,j de la.ge o; -w(,l.arden er voor, 

d·:d de r.iet de eerste 9 t ermPn toch nog e~:m behcorl j,,jk resul ta.at be­

har-1.ld ka.n wcrder.. 

Yeor ... < = leg 2 is de ree1rn nog co~1vergent, danr de crde vim de 

singulnriteit vocr t = :2 dan eir.dig, n.1. 1 is. ))e crde van de sinc:u-
~ 1"'"' + ' . t l . t . t . t ,... . 1 d t ' J 1 · ,.·e; " • . . . .i. 0 ari ei 1.n . = ,: is nu_, a~r , 1 - ~{ _; con1>1.nu 1s in " .... 

voor ); ~ 0, l'!'l[:1.Hr niet voz-:,r ) ,, J. Stelt men verd.er t = 1 - ei'f 

langs de cirkel il - tl = l, dan v-indt men (voo:::- ) 

wa.t een begrensd -v:1rier12nde fun~tie is. 

Als ~>log~ is er dus zeker (abs elute) c~nvergentie voor 

Re z > 0, als Re z "'- C kar; de ree-;·:D ni et mt}er conw~rgeren, dnar Z.E' de 

logari thmische singi..ilari teit in z -- O niet kan v0orst~llen. 

Als ~ = log 2 zijn we z~ker v~n (atsolute) convcrgentie voor 
Re z > log 2. 

Het heeft dus inderdaad zin da reeks te besch.ouwen voor ex = log ;-:i., 

Voor d = 0,5 krijgen we di.vergentie,. Oneindig veel termen van de 
~ -n 2Rez ¼ , reeks gedragen zich ongeveer als {e 4 - 1) .. n , wan.rin e .. -1< lJ· · 

Of het toepassen van de sommatiemethode van Euler zin heeft, is nl".'g 

een open vraag. Rierbij dient echter reeds opgemerkt te word.en, dat 
. t 1 

de :methode van Euler de r:achtreeks voor 11 - 2 log tj- overvoert 

in een reeks, die nog tot t = 0 convergeert. 

Het ~nderstaande tabelletje geeft de :rcsltaten met de exacte wa.ar­
den van -ez E i(-z). Hieruit blijkt, dat ~ = 0,5 verreweg de beste 
resul tater~ 0plevert. 

z'-'!' 0 0,5 log 2 l 2 exact 

l 0, 6019 0,5969 0,5983 0,6011 0,6216 0,5963 
2 0,36111 0,36135 0,36143 0,36162 0,'36421 0,36135 
3 o, 262088 0,262081 0,262095 0,262124 0,26~675 0,262084 

Als laatste vcorbeelden diene de logarithroe van de faculteit en 

haar afgeleide, de~ -functie, 
Hier kan men de integraalvoorstelling van Gs.usz voor de \.p -functie 

geb !'11.iiken 

'i' (z) = d X = .... 
I z 
[ ! . l . + t l dt 

J ) 1 og t 1 .... t } 
0 
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Norlund gecft al a.an, hod man met behulp hiervan con facul ttd t ... 

rc:eks voor 1P (z+ f) - :.V(z) ka.n vin<.iEm .. Imrners mfm heeft 

= 

t.,,l 

_t..,+i',x J e , ..... ,. 

l} 

I p. 
1-t { z t 1 t I -J 

n 

1-e-;-•x 
-x 1-c 

dt 

d X 

Dit levertt zeals men gemak'l.:elijk ziet, de faculteitrti,·ks 
u<l 

'
'.-r-,. :•' n(-+l)~ 1f {z+ f )- tf(z)= ~ 

Voor log z! geldt d,,l intcgrai1lvor.'rstclling vrm Pls.na : 

log z! = 
0 

. 1 -~x"' I -e l ;z--•-• 
J -x ~ 
i. 1-c J 

dx 

I "' ....._z 

t 
dt 

) •:; J.,-·v -- .. - -=,-·--z-1 ' log t I ' ~-~ . 
~ 

Ma.a.kt men tensl0tte neg g,::; bruik v,Jn 
00 f e-x _ c,-·( z+l )x 

log (z+l)= 
,. X ,, I 

l l - tz 
= ,.. J log t dt 

dx 

0 

dan vindt men 

- ')( tz r 1 -I \V,. ( z) - leg( z+l )::: , ,;-- + 1 dt L .1.-t log t .... 
() 

log zJ - (z +½)log (z + 1) = 
I 

( { z .J t 
0 

(3 .. 1 

( ;. 20) 

(3.21) 
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In ::lu L.:itate int(,;;grr.al nmnun .:c eerat e0no de gronzen O c.:n a.(. 1 

u is / z t 2 a z+ 1 f z l- 1 
) Tog f d t = Io"g" o. - ) t log i 

0 0 
- 1 1 dt 

log :t t. 
Var\itur ~~bruik mnke.nd 1 v,.r. 

= - --·- v in:1 e 11 ·we, 
0 t log t t log a 

1 1} dt 
- 1=t' - ~ log t = 

1 1 1 -1 1 1 - l -l 1-f + Io"g t - ~- dt - j [1-f + l!" + t'i:og 'I'] 
1-o.t+1 

-'"""l!"'-
J..0§, a • 

In bEiide intcgri::.1<..n is nu ·:1c ir.t .:greJ:ld oiniig voor a = 1, 
we 1illnnen Cua ~! c: lir::1.i:.. t ; .. v..:;.:cge.rig n....., ·1 uitvoorcn. Op dezo Y!ijzo 

blijld 

t'J. .,._z l- .. 1 1] 
log z! -(z+!) ::.og ( r•,-r':) -= - \ ,.~-r :r-:i:- + ...-:--;;:-:,.:- - ,r dt 

-~ · L~~ ~ 1-ij L06 ~ C 

r 

0 1_ . 

- (z.,.1) ,. (l;:k + ½ + n~g 'l'l to~\ 
0 -

Do c.t::rstc intt;grae.l zullc.ri '/ir, il~ -.::.:~n fecultoitrocks o.ntwil{..lcolol"l 

'."lie .:.;(.;n in zokor halfvle.k Rcz ) !.:i(; .r~cr:-.r nul strcvondo funotio dcf'.i• 

nit.art. Stirling's asymptotiscno formulo lcvort a.e.n 

f 1f 1 1 1 ] dt 1 J .. ;':'f + ~ + t log t !og =t = ~ log 2 7t 

:Dus 1 'Z 

log zl = (z+l) log (z+1) - (z+1) +*log 27r- (r-~·t i< . ii:: ... J .,g 
Q 

)t [~~~ + ro!t • ½] dt (3. 
Mot bchulp van do intogr~clvoorstcllin5on (3.21) on e.22) kan 

men 4' (z) on log (z+1 )! nr. de substituti.o t 1 = to( 1.n faou.ltoitx-oc ~· 
sen van de D.l.gcmono vorm (3. 3) ontv:ik!rnlcn, C:.ic do asymptotieoho 

rcckson van Stirling vc.rvc.ngon. Ook hicr is o,n om1c.r3rons voor c. :, 
ol. -wc.urdcn a. e.n tc govon \'."/1:'.c.rvoor c.o reeks in zckur h: .lfvlak con-. t,( . 

vorgccrt. Nccm b.v. do i'-funotio, nr'., c1c. e:ubstitutio t1 = t krij-

gon wo do intogr~. alvoorstclling: '2+1 1 l. 
1 ('l - • 1 (),( ] '½' (z) - log (z+1) = - - ) t 1 c< -,,Jo1. + log !b1· dt1 
o( 0 1-t1 

1 o< Do aingularit~itan van ----- + I t zijn do puntan t 1. 1-t1.,_ 1°' .og 1 
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-1./i ~n rv,~~r t ~- 1 br~ 1 •'1~- ~-~ "''!~+ t - 1 ~,~ h1~rvnr.-r 1~~ t1 er-"""'"' '1 - J ,...,L.i. ,.J..· \.. •. .._'-.,11 l;,·N""' ;v . 1 - , r_ • ....,u _ -... ..,.._f,,,,;J u...,. 

~-:."'.f'i.rli<,~r..::. 'ilordt r.iwt •lf<.nrt:: t.1 < Tt:,. De gcvon~i:.,.n rc:.,,kr-; ontuikl--.olinc 

v·.1 ;:u , iv.::..rGc.rcn, P.lr; :::::;- • .n e ixi....,u.L:ri tcit ir: de our:h~idocirkol oc 

t 1 = 1 kD:.:.t t(.. lisgcn ~n op he. t bl:.~ v:: . .n hct Ricmc..nn-opp., vroor we 
:~.t; il1.;ogrr~nc. bcschou•,;,J.i:,, :.i. 2ua bij\.". -11..<·r.r::; t 1<7r. Stol mon 

ti 
;?,US ZQ'l'.J. l!':i_.•-;r,_:u:r:.r1.•t,....;t t ,,.,_ ... ,,.. ~ ... , ... ,r ,...L,.i ,,,.,,, .,,•,t·•i• ,.,.,,.. 1r,:·,r (~,~ .;•rr•· .. 

. _ .. _ ....,..., "--'J.. '--'\..'""" (,,.,,,~.i...r v I.,., ...... ~ulvv ... ..,\.!<.-, 'Iii..,·, .4i....,.- u '-"•·~ 

(\ I 

1/. -, o<. = k X 2 ll 
V'(>(}!' ct..n S -wr-.ar·lo, •~ ic 

tucson-Jl' en+ lC lie;t, c.1:'l ,;;ra~··.rv<:wr cok g(.;l:1t dc.t 
• '~! 

l1 - 0~ \ = 1 
t 

l'.lcr~ r.b~:..::lut;;.; ml".rdc. 

:Jo onL~c ;) -m.::.r~r~(;rJ. 1 °:ic :"':·0 :-. (3 .24) vcl::o:;..n er: 
ll .. , ..• ., .. , 7i:: i ,,. ( 2) u,..~7.1-;, Z1Jn 1v = ± 3 * .r:c .i.,.; b,:~tr(.. .~:-:in;-; 3 .. 3 

kl~ ir:cr,~ ::--~b s Glut c \'.1"Ckr.,J.'-~ .. ~ L-~~:-~g .~3c 1::. 011, be tc}t(..r~t, 

2 
OI. ::::; 11:"• 

- 7[. C!~ + 
C1 

.... 1 's mc.:t 
= ±. 1 

., 2 
V0or o(. = ~ is do or:--:o ll~'C t . .::.1,lC-ig n.l. 

1 
1. J:.n is (r:.bcolut0: 

.... 
convergent io gcvn~,:rbor-1:;-::! voor Re z > - j .. 

Op ::'..E.Zclf:lc gron::or: c.lc bij do c:rpotontiosl-i.ntt.:;rE'.r.l vi1:1r:.t r:1 •. : 

:2.t vooro<>f ,::c cor:vcr1::;cntic blijft bostacn zol?.ng Re. z > -1, vo0 1 

Rcz / 1 ... s ·r ·"1·,.,c·r·--,··r ... 1'0 -,c···r V"l'l•·rr,·•~, rlr. 1'.i~-•.-,ri··tht'i.:.chc sin~u-' .,. .J.. \.,; ·,.,t v"-"' ~l...,,...1,u , \; \,., c..;, ... ...,,,....,l:t\J vr.11,,,, \..-t:, .. ,• ...... ___, """' 

lc.ri tci t ii: z == -1. 
Hctz0lf:c. i:;c.ldt VON~ ·'-' fr-.cultcitrccks velor log z! 
V- 0r O<' =1 kl"ijc;t T:1cn :.c ,r-:.,1::;c..n ·;c rcvkc-w.n. 

\Jj 1 1 1 
T (z) = leg (z+1 ) - ~(z+1) - 12{z+~J{z+2J - -~-t-z+~-1_....,. ..... (z_+.,....2),_{_z+---i::3""'") 

- 12t5tz+~j!z+2J. .. (z+4"T - 2o(z+15(z+2}.:.::Tz+:n· + ... c 
leg zl = (z4') log(z+1) - (z+1) + ½ log 2Tf + ~~cl+rr 

1 _,,_._,..;.1 ___ _ 
- 3bU( z+i ){z+~Yfz+~D - 12ofz+~) Cz+~f ;:\: 

+ • ... (3.26) 
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4. Machtreeksen waarvan de coefficienten door £aculteitreeksen voorge­

steld kunnen worden. 

a) Machtreeksen met eindige convergentiestraal. 

Zij f(t) analytisch in een 

wolke sector het punt 1 in zijn 
dt: z;ogdIDzenfrrt t ei,f'(t) voor ieder 

sector van een cirkel met straal > 1~ 
inwendige bevat. Het gche1e gstcl ·k = 0 wor­

o 
vast getal q > k - 1 tot nul nadort, . () 

als t in ge noemde sector tot de oor.sprong nadert. 
Stel voor iedere gehele k ~ k 0 

( !+) \-( " p 

('t K =- ~ f t { t, - I) e Q _g ( f. _ l ). f ( t,) cl t 
2. lT t, 

0 
waarin arg(t~l) in het punt t = o gelijk aan - TT gekozen wordt~ on · 

1<a11 
waarbij de integratiewog binnen geno0mAe sector ligt. Volgens § 2 

dan ak ontwikkel d word(3Il in een £acul toi troc.::ks. De convergentiestraal 

van de reeks 

(j, 7.. 
\\ 

\<. 

is gelijk aan 1 en voor lzl ~ 1 geldt~ 

(1+) . 

-F J . -I [<;~ V Ii \:> f ( t d J. 
. ( 1-) :: ~ ( I - 7. t ) ( 1. 1, } ( t -· t } {, 0~ ( t - I ) . ) v 

i rr r., 
Q 

Dit levert ons de analytische voortzetting van F(z) _in het complexe 

z-vlak met een snede langs de posi tieve re'ele as vana£ z = 1. Het inte­
gratiepad van (4.3) moet zo gekozen wor<lcn, dat het goheel binnen het 

boven omschreven regulariteitsgebied van f(t) ligt en bovendien het 

punt t =½er buiten valt. 
Ligt z dicht genoeg in de buurt van 1, dan ligt ~ binnen de ge-

noemde sector. Men kan dan naast 

beschouwen, die geheel binnen de 
sluit. Dit betekent, dat men aan 

Dus 

de oorspronkelijke contour er een 
sector ligt 1 maar hct punt; wel om­
de int0graal ( L,! .3 ) het r esidu van de 

1 integrand int~ z toevoegt ♦ 
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( l+H J. •I f ( I - z.t (( 1.t,"''(t - ,t eo~p (t. I) t ( t) clt 

0 + 1. _-.,, I ( I - 1.) w { t ci \ I - 7..) - ~ 0, 1. f' f ( i ) 
I 

-::. -
1TH 

Hierin kunnen we de integratieweg onafh~1nkelijk va.n z kiezen, als 

z tot l na.dert, en we vinden dus 

Wl 
waa.rin H( z) een in de orn.gevi ng van z ~0 1 reguliere functie is. 

Vervange n we in hcit bovenstaand e z do or .J' z, waarin ,..o/ -4: 0, dan 
I 

vinden wij dat de functie 
C><) I,,., 
\ ' .. 
Lo.Kj'z.. 

in de omgeving van 
I<:. .. 1c. 1 

het punt z = 5 geschreven kan warden in rte gedaante 

p 
_,.,_, ·"· 1 ~ ! o ~ tt l f 

~ 'Z. ( I _ ~ 7_) }{, O ~ \ l - .~ Z. } - [, 0~ ,.~ "Z.. j { ;y\. ) \- J'1 ( 'Z. ) 

wa.arbij H(z) in de omgeving van z = J regulier is. 

Als voorbeeld diene de opgave de aard van de op de P 0 m1eidscirkel 
gelegen singulariteiten te bepalen van de functie 

K .. I 

Als II niet geheel posi tief is, geldt de formula 

dus 

I 

~ 
.::; 

( I +) 

l( ,_~,. ( 

'2.Tit. 1 

1<,-1 I} ~-1 

t. t 11 o~ t ) d. t , 

(H) 

f < :z. l :::. r ( 1 - A , -z.. J < , _ L l ) .. \ f, c q t. )~ -1 d -t. 
,nl a 

' zodat volgens het bovenstaande F(z) in de omgeving van het punt z = 1 
). • I 

afgezien van een reguliere functie, gelijk is aan f(, -~) ( !oj ½) 
Is~ echter wel geheel positief, dan is 

(1+} l 
' =. ~ _!__J t"~ 1!03(t.1)(-loit) ·'dt 

-;r r(A) 1iit 
0 

dus 

zodat in dat geval F(z) in de o!J'll_?;eving van het punt z = 1, op een regu­
liere functie na, gelijk is a.an _.J__t. log (1-z) .. log>. ... i (z). In dit 

( ~ - I}• 
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speciAle geval treedt dus in het punt z = l el?n logs.rithmische singul~• 
riteit op. 

Het bovenstaando kan orng,:?kei~rd ook worden toegepast om ender be­
paalde voorwa.::trden met behulp van h,::t functietheore'tisch ksrakter van dc.i 

functie 
0¢ 
,- i( 

= L__ i~ z. (k geheel ~ 0) 
() 

K., 1< 0 

iedere coefficient bi{ apnroximntief door een faculteitrec·ks voor te 
stellen .. Zij gegevcn, dat 1:X(z) op de conver.-r,cnti,Jcirk,d met straal R een 

eindig aantal si.ngu}ari t,Ji ten j bez it.. In de omgev:i ng van zulk een 

singulariteit gelde 

~ ,- ' •Vt-'• I ,J .... e ,.,jl } • 
( 1.) '::. L_ I ..l-, .). ( I - 4)' <.,~ (.L - l) f ( 1.} r ' (r a· · 0 1.. · 1r -i 

de som L wordt uitgestr8kt ov,;~r een eirid:i.g aarrtal waardon van f- ; de r . 
exponenten'-'r,.en Pr- en de functieft"hangen niet al1een van;i-, doch 

mogen ook van j a.fhangen. Daarbij wordt verondersteld, dat f /t) a.na­
lytisch is in een sector van cen cirkel met st:raal > 1, welke sector 
het punt 1 in zijn inwendige bevat; voor iedere vnste , > K0 _ 1 nadGrt 

f (t) tot nul, als tin genoemde sector tot de oorsprong nadert. 

f De bewering¾at ender doze vocrwaa.~de:r:i iedere ~oe·fficient ..@,k bij 
benadering voorgesteld kan word en d oore5tf~1f8rm van facultci tre,:,ksan 

van de gedaante 

waarin 
(1 +, f ~ y \II l'.l f>t,1. f 

Ct k , r- ( k ) :; ~ J t ( t - I ) I t,o,,. '( t - ') l,. ( t ) d t 
1-HL O k 

en wel zo dat do afwijking gelijk is aan O(p- ) , waarin 

gekozen van k, p en j ona.:fhankelijk gctal > R voorstelt. 

Het bewijs is heel eunvoudig. De functie 

0¢ k 

Cl 1.\ - L cc Ctk,~ (J) z. 

p een geschikt 
} 

a J, r !\:~. Jf 

is n. l. niet alleen analytisch binnen de cirkel lzt = R, mart:r ook op die 

cirkel zelf's in de si:nguliere punten j van G( z ) .. Genoemde functie is 
$~ dus analytisch binne:n"'Op ecn cirkel met de oorsprong tot middelpunt en 

met een st:raal f > R., Hierui~ volgt de bewering .. 
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( 1) Zij a. ::: -1 • ~
11

) / { t - 1 / 2'- l '-V (. ·t) cL·t 
· K .rn 1 't. 
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waarin de integratiewe~. ~~ de oorsprong begint en eindigt on een 
positievc slag om bet punt·- ·f. ·-Men begint in t=0 met arg. t=O en arg. 

(t-1) = -n. Verder zal de integratiev1eg binnen de cirlcel mot straal 
1 om bet punt 1 liggen. Binnen deze cirkel isy(t) analytisch veron­
dersteld, terwijl voor elk punt tin die oii~kel bij gcsohikt gekozen 
J;)OSi tieve l zal geld en 

(2) \ 'f{d I < 1_: (-,~\Lt 1} It ~ 
0 1 en de hieronder volgende 0 4 1 ••• ,cs· zullen gosohikt gckoze.n 

positieve constanten voorstellen. ' :- .. ,. .:. ,.r · ~, . . ...,._ 
-~- , 1 • · •· - ) ,_,... ""'c..:.:,·'t.1'" · 0 · be.·· .... ,;':;.~" i.:. De genoomde 

voorwaarden sluiten int dat ak voor R~ k~ 0 g~definieerd is en in 
dat gebiod in een gegencraliseerde faculteitrecks ontwik.kolbaar. 

Verder zij 
. = k 

~3). G(~) =.t;,,bkz __ 
. <· .••. • • l . ·' : . ' ·. . . ' 

een in de oirkel lz \ <.. R a.nalytische fu.nctie. Op_ {:}J:l b~iten dest 

~irk~l _za.l c}(z) de singularitoit<m j bezitten, vraarva.n· geen twee op 
d~zelfde halfs~raal va.nu.it O_liggen. 

,Uit' heta.symptotisrih'·gedrag van· de ak·vo~gt~ dat''de\naobtret)kS' 
. . ·:xo . . . . ··. . 

·( 4)-, F(z) = t, a~p,, zk 
\,:.,o II. ._ 

· eveneens· een: conv€rgentiestraal R bozit. •. ,_ 
:. : ·· Wesnijden nu het z-vlak open,. doo:rva.n~it' iedor$ sj.ngu.la,rit.oit _ 

j· van-' G(z) een snede a.an. te brengen,· die in het verlengde loopt van 
de_: straal die O met j vetbitldt. 

Vie bewij zen ~u. ~e vo1gende a.telling : 
.. ~- .. k .. ' 

·:,: Zij o/ (t) = t O(L . {t-1) ~: dan , 
zal in bet opengcsneden z-vla.k ~(z} een ana.lytis~he ,funo:t_ie 

. . . . . . . ' .. . 

,an z zijn, iiio. ~ wotden ontw:j,kkf)ld in <li';? reek.a, : .. 
. F{zf- ~ -L ~1' ~-i ~~~·! CJ~-d(t _.1 )t~~ l ➔ ~ rt 1: · ··.. · ... 

,. . 
. . , ·. .2,tt l, k:u o V 

.Hicr:i'n word t de integ:retieweg gekozen la.ngs de ret!le as van O to : 
1·.:· S ,;. wa.arin Q < ~ < 1, dan langs oen cirkeltje met straal- ?> poaitie:'" 
om 1, .e.n we(;lr .t~rttgi la.ngs d·e. :re&le. as .r,:ia.ar ,nµ_l. '.HieJ-b_.ij za.1. ? z~ .~£i,~• 

,_kpz~n; Vlp;d~~-, ·µ~i g~fan ,d~l! -~intsu~arit_e_it,?n, van" G·(~t.). binn~-~ d,e. ?or.-• 
',t9µ.r v~lt.2:(N,.~ .. 3?90~. het:~ opepanijd~n van bet' z~vla.k. zal gee.ti der 
punt~~, t~-• ,we,J.!:t.e: ~:e· s~ngu.la.,r-itei~en. VBFi ~J~~l ,Zij~,. PP ?,~:.:t'~~-1-~ 
_tu,asen .0 en 1 liggon).. · 
. . . . ~ ) . 
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We kiezen de inj:egratiev1eg van ( 1) zodanig, dat ze aan dezelfde e· 
sen voldoet, ala d~e van de integraal in de stelling. 

Zij nu allereerst ! z \ ,. R, dan kunnen we ·: zo kiezen, dat ook op 

de integratieweg '\Ian ( 1) I zt \ •< R is. In 
o,.; ihl ~ 

F(z) = {-; 1~ \ bkzktk (t-1) ,. - 1 f (t) dt 

ie dan de reeks ~-1 bkzktk abaoluut en gelij kmatig convt3rge11t, evenul"' 
elk van de integralen. We kunnen dus integratie en sommatie van vols· 
orde verwisselen en vinden . 

!' I /.:,.1 

( 5) F ,, ) : ;¼; ) .: (~ (; t) (l 11 f ( ➔ \ 1
• i 1' 

We lp.umen nu voor ·ti\), schrijv~,r , { 
4- I t ) .: ,!? ,. 't 1 , \.. \ J ➔ t_t 1) ::\ \ t _I 

' waarin ...:. , • " 1 1, .... 
L. 4 l + ) .: ;:...., ,)t • D ~ t. • f 

f, j( , ,, I {. 

Is nu O <r < 1 en K,. de omtreb: vall een oirkel met 1 als middel·· 

punt en atraal r 1 dan geldt ~ 
· X1-· J..._ \ .. \.j.[w; (v-:,- ·· 1 dw 

I\. 2 T..,).. ~ .... , 

en due voor iedere t binnen K g~l~gsn ~ 

s~ l t ) : ;;;-; \ j( .,Gf ~ ~;,1 ~'.) :~~,~ '.~'" :: 1~ 1 

Due, gebruik makend van de ongelijkheid (2), 

(6) \ <' I ' I • )-1+ !. l \' \ cl w \ 
....:\l ~ t .l 11 < -(_n1. (_i_ - ,.. Y -

.. ' Iv.'- lW- t l 
We voeren nu in de transformatie 

' \ ( \f 
I-VJ:: (1-t) q ( 

waarin p ~ 11 - t l ) c{ It '.a O s ? < r 
dit levert d&n voor de integraal in het rechterlid van bovenstaande 

c ngelijkh$id 

Is ~ ~ ""f' l t - ff) , dan is 
1" l - l,"Y' f CO!) If> + 9 1 

) l ct 111L ~ 
Kt \W- t I -

zodat dan 

Ala dae.rentegen ~) 1" ( 2 -. t/3) , dan is er in het eerate k:wadra.nt 
een hoelt I iw. te vimen met _sin 1 o( ;;; ~ , aodat dan 

I ,I j °'- ,2 q) 1t t,l,r, •• · Jr r ,r;. l · 
l IA w <. l. r ) 5!..:i.. ..., i. r \ ~ ... ~ = z.' ~ t li 1 '? u~ tt. ➔ 1t, ·) L,) ; 
JK, \ \,J~·l\ - o r_ I) o<.l1rl' '-fl 'f. 0 1' 

In a~.laatste uitdrukking ~ijn de eerste en tweed.a term begrenaC 
terwijl de laatete term van de orde log .4... ia. Omer alle omste.ndig• 

'-~ heden geldt dua 



l 1) 
en dus volgans (6) 
,st lt)\ .(_ (.~ (" t Ci - l r·~ r. L-)~ n 

Dezd ongelijkheid geldt voor iJdere r tussen ?: \1.,t I en 1. 
~e pasean (7) nu toe in de integraal vooretelling (5) van F(z), di·. 

geschrr.;ven kan worden in de vorm r k' 
I . I \ .. ) ' ::i • 1 • H 

F ( .2,) .· ~ ~ ... \ r 1 :i 1: J l"'= - 1) cc t: +· 
"r1c ll.. • " ~ f 

met I I . 1- ,~• ~ \:; ( ,11 ) · ( t,. 1 J ~ · 1 ➔ _\ l t ') d -t 
I - J. !T \ 11 Q 

Daarbij worde alle~eerst l zo groot gekozen, dat 

1~ t ( 5 _,.. t )> o is, we hebben da.n t 
-1. . )U• t. 

( 8) \ H \ < ~ '\. \ \~ (, ;. ) \, ( ' . t , ((. t 

Voor t '> I kiazen we in (7) r == 1 - t , dus 'f- 0 ~ '\ ·· rt 
, en omdat ..,..ldan bogrensd is ala l onbegransd toeneemt, vin-

den we voor t ~ +- . \ . ·. c • ,, 
' \ Sc Lt) < c,, .t · tc~ -1 t. . 

Ale daarentegen t < ~ .. , nemen we in (7) ,·: t ( 1 -+ ? ) , dus 

1 _ •.--= r _ ·? :: ·± ( 1 - ? ) t o_p:1at dan 
-r - t s "(' . '~? = ( \ - i )' i-:"i> 

begrensd. is vim.en we Yoor t < r1 . 1 , 1 .,+c.' I.I ~ -+,;. f ~ 
1 ~. (,) 1 < c.- c I _ ~ ) ,.('° ~ '-? : c 5" t I .;, i •r 

~ ~ . 

De gavo.nden resultaten in (8) substituerende, vinde~ we 41 { 
· 1 • t , ( I , In I (: ( (. ) (. ) • II t.f . I \ H I < ~ c .. 1 c · L,.1 j " €. \ • >i ( :z. t) ci -t) c.1 t ,. ;f \ a tH _1 • t t \i t · 

Zij M = ma~ 1 c6 (1. -t) , da.n is dua i· 1 -Ht l t-1 ~ 
C <l I H \ < ~ t: ~ Jr\ lo J LI t + ~ Yl \ t Cd ""f t l t . 

Het rechterlid van dez~ ongelijkheid nadert tot nul als l onbe­
perkt aangroeit, dus ook H. Higrbij is dus i.nderdaad bowezen, dat 

~ (\. l('. ( ) ( ) (l. \ ... I< I f"" ( z. ). ,4.,.. • ~o t'X'1c; \ ~ l t t - 1 C1 '\'. 

Toepaasingen. 
Zij S.<i)= ~-.c, dus tk= ~~- Dan is G(z) en dus ook F(z) tien gehelo 

funotie. Men heeft ,,.) , 1.-°"', . )\;., 'lt/ )'1-1+'\, ·.L.L. 
) -, ( • I... t " C l;. F' (rz.. : ~. l... 'X..k O , - ~ 

.ill i \c:•c 

Hieri.n is a. l i. R(! )I > 0 s. t ~-' . , TI). 

,i-k-i ,: .. )t;;it(-t-1)"-'~t:- ~~ \,t~ (1.-t; C{t: >l.;;. 
T'(z; >i).:: \~ e - ,t t l-t c.lt 

• 
waarin 

de onvolledige Gamm.a-:funotia voorstelt. 
Doo.r ·analytische voortzetting geld t di t ook voor "R. <! '>- 1: o 

We vinden zo 

p (·,.) ~ 
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Ala I arg z\ < TT , zal ala izi-➔ - de onvolledige Gamma•fu1:1otie T' (:t; ~"'If.) 
t. 

tot de volledige Gamma-fur1otid T' (~+ k) naderen. Htjt is het vervangtm 
van de onvolledige Gamma-functie door de volladigti, wat de convergante 
ontwikkeling in ee.n divergantt:1 aeymptotische ont,dk:kel.ir,,g doct over-
gaan. ~ 

' ""!,' \ \ -'t >.-t . 
Is n.l. Rt/\> o dan is T'(2.; A):::: ; ~")- ~ e t d.t 

· , • , /># -t ~--1 ,. 
Hie:rin zijn zowel :1 ~:i.; \: j T'p.) als )~ i::: t l,t ana-
lytisohe fu.ncties van >. , dus bovenstaande relatie blijft ook e;elden 

als 1< e ~ ~ o • We vind.en dus zo 

T(-z.; t1) = T{>--) .,. 0(~-iz. rz.~- 1 ) 

We zie,n dus dat het vervan6en var.:. de o:cvolledige Gamme.functie doer 
de volledige een fout introduoeert, aie is van kleinera orde in z, 
dan welke term van de reekaontwikkeling ook. 

Nadert f z. ~ tot oneindig met \ arg : _ _,,•z)}<f, dan zal de term Oi.:l) de 
hoofdbijdrage leveren, in de reeksontwikkeling warden alle termen va,n 

dezelfde orde. 
Als tweede toepassing nemen we (r (z.) t:: ocsh z. 11 dus 

.b..,.~ = ,.!.,, k even ,._ I<-: 

In dit gaval vinden we 

f:."" t.z , , . _:!. .. , 
t '•-.- ") ·- llt (. 

-· 0 

w:•~:> 
J t_ 'II 

::: .•.• l:_. 2. • _'\.,... 
2-rr, ~J'~ ,,, 

k oneven 

B-1 
h tz. -t) (t - 1 )' 

Hierin ia ~ -r·t(~7 • l' -1-k \ e_:-~T(-zl jj+k.) 
-,-:, ( .., '\ e. 1 _. .. , 10 .,) +· ~----~.--·······--··-r t ,..J.:: . . ---- 1_ \i. +1::. 
. " 2/b-i:-k cZ1 ~ k O(-i. \ 

= e12• ·n:=i+k) :f~-k + e-~r(P->+k)(-~Y - + ~) 
Ala l ~/ ... oo met / a.rg i:.1/ < J! , krijg+~ men een a.aymptotiaohe reeks 
door -P(zJ door e,z T{~+i./''iz-A-k te vervangen; ala \z \ ➔ o0 met 

\ o.:ri (-2.) j < i krijgt men een a.symptotisohe reeks, door -P (iz) door 

e-~ 1' ((:> + k )(- z)-j)-k te VQrva.ngen •. 



en due 

- Tcepassing van cie durlicatief o:-~i..ule 

levert 
, r-, 
'.//TTT 
~ \ 

2Til 
\ . ' 

(<+ \ 
,' ,/ 

-~ 
\}1-f" l 

t 11., 

\ \ 
r ~ \ \ i 
i - fl- - ; , \ , ..... 

\.. '- . 

d. t~ 

I : ; 

.. 
\ 
) 
D 

' K 
t 

""I .:f,1 ; )'1+ ,I, 
( 

,, I,- ,I. I ' #-
\ I 1 ,,t \ 

.J. •1\ 1-C-·t1: \--) '- .... 

I 

Clt 
,, "f ~ ... ~ "~'1-

In di t voorbeel:j i~ :i~ ·.s 

en we vinden 

.. 
.,:~ ·,.::- -Y~ ~;_-, 

,( 

z :\I ', r._ )"\. ' J ' ' '\ ~,1.1:; -
\ ·. ) ·-

- ,... _t,:,_._ ... _ --:::rn \, n 

, )'TI ... 2t T l \ ( z .J- 'I) \ iz._.,, .::: 

'\ t I -1 / J .,., , ,,, I 
,L ,,-n~ 21:....---' f-1 ';, n. 

wat cwereenkomt met de integraalvoorstE:;.!lling van Poisson voo:r de Be 
functies. 
Tenslotte I l \ ! 

C(k.::: 2. l\-Yi-r_), 
Yrr! -
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Beschouwen we allr1:::tm de ..:tirstt:1 ti:;rr:l tusatin de haken en ne,me.n we 

l"'""(n + k. ;- :t) i .. p,. v. de onvollt:idif!!>I:$ Jammafunotia, dcm krijgen we 

II', et;!:, ,J<Jl' fr~ ,-k i/"" -'!_.1 L.\ i ~r· 17, . , ,;,,. ,,,-l1'"•' 
....l. ' 41 l - , \· . , .., ' Yi , , - -:-=-.-, - ' ..,..... . , 1 , k 

\!i..r'z.. k:o 'K.: /,~, ,i +-IC', '2. 
\, ,'<, ' I J \' 1- ! ' J $' 

--·· ' ·' 
'.; 2112.. 

o0 I 
-._ I ( \ 'f';, 
'--:. .... - ) 
k:-o 

-~ ..... 
~-··') 
.t.: .. '..- J 
,'. ,c(1 

wat de bekende asymptotisch6 recl!:s is. 
Men kan de stalling van r,ag. 22 01~ d.e vol~t:nde manier genaraliseren: 

"l' )' , /l, "+}ti\ 
Zij ). f I) l )'.: Q> A+J.I. ')- C) 9:..,, \i.,: •. L, ~~. t:.-i-1 h (1.:-J ,,.,.. , ,1, t+ J\Cl·t 

/ , . .ll'tl ,.) '- , "f, 

Hieri.n stel t \.t"(iJ i:;er1 fun~t:i,.3 voor, die in de cirkal \ 1 - t \ <_ 1 ~an­

waardig en analytisd', is, terwijl bovendien bi.on.an a.ie cirkal geldt 
· l l 1~eq 1 1 1\-f' 

I \.!. ( +) '1 ..,." ("' H- - ( l 1'! - t l/) I "'1 \ ,, « .. ..,, '\...,, i ... \ ~ - l 

waarin fJ ~ o en q van t- o:::::,afhankelijke getallen voorstellen die vol-
doan aan K.t °' _ p - Ps.,:: s_ '> 0 L 

,, • of,, , \ I'. 

Zi i verder t':I. ...i, ;' + 1 -. "' . i.. i • .•. 1 1 u T 1,, •) -· J;,.,, , ,, ', ,, 

'f' (-t) om het :punt 1 .. , " · ~ · 
Zij ~ (z) :t r: b; 1,,-. ,)t;rn :,_ unctie t die binnen de oirkel \ 'Z., \ ZF 
1 t · h 11 •, ~ • • • ~ b d . ., t ll d t an.a y isc ~ an eenvmaru.i-:; ;. r.,, t01w1 J l. wa oven ::1.en onuera e en, a nfl. 

de machtreeksontwikke1ling va,;,: 

het aari.brangan van '6:cn e: 1.c.ig ac:~ntc--::l coupures langa halfrechteri ,die 
' 

een punt J' met J:·;-0 verbi.I..d.2::.1,, <~ (iz,) inhet g~.,hele openl:Sesn..,d.en '1-• -vlak 
analytiso"h en eenwaardi? is~"""' 

' , \. h 
Dan is de functie F1 (z.) .::: ~~ .. C.1.11 •·\ •• ~ in een :l. -vle,k, dat opaJle;eS.1l,_ 

den is door coupures aan te brdne'>0n langs de halfrechten, di~ de punt,,,. ( , ,...... . 
, ).,t-t::\.-'. ~-,."'-'Tti. , -r1.1'U . 
~ \" r·- 1... met ' e ·· c-o verh1nd~n ~n le~ngs de halfri;Ch-

• • • . . \ >. • ,i., ., Lt ll. t , +,u:rt t 

ten,die de puntan J ~ e mclt A i2 ca varbinden 
(}, ~ /t y 

een analytische en ~enwaordige functie, die voor te stellt-n is door d,, 
(•H) .. ) l~ 

integraal F(iz);:: &i. \, c1 (iz,t~(~-J)l,I. -t-! lt-1)' -1'4-'~i:)d.t 

of door de reeks 00 jHJ M.\ 

F1(z): 2;t t 0 /1i. \ Ci(tz.-t/'({-~-i)) 



De inte 1 l'e.len ziJn h1'e1•b1·.; . ,:••i··1·•"·e"'\ ,_,..,ngs ., ' J """ · •3 t,)'""1 .a., "''"' .._,,_ ..t.,~ 

· 0 ;:,,<~innen, lcn6s de :reele as lc11)cn tot 1 - ,., : .. :).-,. 
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integratiewegen, die in 
· < 1) , 11',1!1 i!-: poeitie-

ve riohtinG lrncs de omtre~ v:~ ten cjrkeltje cet straal l en middel-
• "• >1 H ••• ~ ' ,;. ., t .I- • • •· ... ~ 

• ,.,.: l• I' c.; !Jene ... o ,,e _;_~l,.c•·s ne ..,,,,·:·,r,; p <'.ll('!l +e ..... ••g !"IC-;,:"o/• v'"' :-11,~r.; •-. W"'rdt n t .• .,,. -~ . ~ - - _, ,, ,~~ ., .,_ .... ~,........... • • ' ''- .i... '-' \., 
,.,, .. ., :,., 0 1· ..... .. ,e._,. ... ,,, ,;i • ' • d 
,_,,., 0 --: • .;., .,J (S no.., .. n, ,,Sv Dl!'UlO!'l e:. O;'.') r 8 ir:tegratie ... C('!Jtcmr gv(:n Si!lf;U-
- i • • 1,,. i' "'· 1\1.1., ~ 1ar ·coi"i.,en it£::.n •r t!.;.t,; 1:.,.~1. <;;e:l. 

nc·~ '.~eui,js is rne.lci:-:: a'cln :n1: ve,n de (:erste ste:1lin • 

Is :.:iovendicx:i gog0vm1 da.t lim·,,_i. t 1·>-l'+i.:t: .. s· 0 bij t;;d:·cf•ikt Gi.;koze.n 

.. 
(i.l 

'\. 

den, dat 1~ vccrt to ~at-

di,; zo·.:cl in do cirk0l il < •i els ind~ 
,. ir1 ... · ::·: 1 11 d t I<' i , ... , ••. yu1a•::,.,, .; •i ' ,• ·"l 
\,.;I - -- ··1 - 1 .. ~ ... ;,.,..:,n ,.,., . ..i.l.'-..c..:,::: \.,.;'J:-1. 

oir!r.cl l-tl < t 
iJ.naly t isct is. Bovt;;ndion go.: .. at in d.1.,.; 

\ "" Pc, I - K ~ ~ o 

:J 11-i\ ~ 

l , l l I l\f- ti;!-( 
,..,1.::: 0 • 

V<..rdor zij ·:X. ccn c:.::::r_ ::..•.· L-=·~,'.~~ r.·:..:t ·Re ex > \>'l + ""Re q1 
•·T·, ,• ~ , i .....,.. -

c.0n compL,x gctal m0t ~ .. ·.: V-· > f,t, --r- i•: (. c1 t' 
l~ct g05cvcn A> O c:1 .t,;. > o , \l~;.crven :·:i.instcns con > C is, 1:lefi-

':,c" / :::: 

nicr·.:.n v,c nu , ,,_ , f~ ~ 1 + .1.1. h 
' D ·~ l .. ,. ~ , ... t _f \)\ 1' \) I 

,.~ '\ .!.~ - 1 1 ·t ' \JJ (·\:. ti.-t 
i.....t.. h : · o " '- - T 

De functic Ci,(t)cn d:, daerbij bchorcndo puntcn J en do 'iJijbohorondc 

coupurcs d,:f ini0rcn 1.i ... vvc.nals in he:t voore.fg~:;.and~. Is ::an 

P(~) - ~ a. ! z. h , clan is de door dozo macht:rci:::ks godufini-
' - ~ h h · 

0cr--1'- fu.nctic" an::: lytiscb ,rno:rt ti... z::ttcn in c0x: 'Z, -vle.k, dat opongu-

sncdcn is door coupuroe a.::-.n t;::; br ...:n'":.cn langs do lwlfrcobtcn., d io 
j, l'>. ➔ 1-1. 'i~-+f- met ~ o0 v1..rb indc.n, door de ir,;tcgraalvoorstc111ng 

(1 'X' P '"' ( ) ( 1 fl ( ),. , 1 ll) IX~ 1 ( ) 1'6-1 ( ) I fl \= •z. = ) ti t, iz. -t ~ 1·1J -t 1 - -t t -t Cd 
of do rocks 

a.ls do do 
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bcht~r is ook 4 

. Ok= \. 

WE,e,ri11 X. l-t-) = '(' l1 -i.·/ 
tizch is an voldoot aan 
met 

dan de roaksontwik1rnling 

f / ) -if (l ( ( lL( \") ~-1-~ 0 ( )«-1·:~ K 
1.i:z1 ::. 2, Ok \ ~ ~1-t 1--l· J ·\: ~ --l- e,h• 

.: ~: ◊K \~ c~ (17.1-(/\ (\_-\;- t) ·t Oi-1-tk. (1 --t) /:) _1 _ cl~ -
c- 1 ,.._ ., l ~. ff'" · t · · · d-t: waarin e.c Ok a0 on~w1Kcc_1ngscoc _icion en ziJn in · 

=i I Q";1 

X t, ) ~ Lt S k ( ·1 - · t ) ~ • d . (+ J-= f ~ -t K 
lc<.:O ~ f ·K.~\) , k 

Wo ncm0n weer els toopassing b K:: ~ 1 ~ (1 li.) .= € '?, 

Vordcr zij /L.::: \1 = r,1 ::::. li • A - 11 , , _ cl 1..,_:1.., on f\ .:ii 1. 
. !) ~ 1; I • > '\ '\ - -

Wo vindan dan ton oorstc weer 

r(i-,,): t (k \;, CH l 1- -t) G-1<- k cl-\:-
. .:::: t ~ k e •i.. •2.i • (i- k ··t1 ( 1.¢' ; {:> + k) 

wclko reeks hot karaktor van oun asymptotischo reeks booft voor 
\ arg 1Z; I <_ ; 

De twoodo rcoksontwikkoling is 

F (1~ \- 5"1 ~I (1 e iz ·l:: i:: c,: .. 1 -1~ \(_ cl+ 
K:: () <- <> 

.:: i _h_\)(+ k T1 (-Ii;._+ k) 
Nu is WGcr 1<= 0 l- ~) 

T1(-z; oZ 1 k) _ T10x+k) + O l ¢) 
(-Z\'Hk - ' (:-2 )\ll+k ~ 

als dus \arg ( - 1Z1 ') I ( TT makc.n we in if'd0ro torm van dp laatst-
2, 

gcnocmdc :reeks ocn fout dL; vs . .n klcincro ordo in '4 is 1 dan wclkc 

terii1. vc.n c1c rccksontwikkcling ook, indion we de onvollcdigo Garnma­

functic door do vollodigc vorvangon. Zo ls:.rijgcn wo voo:r \ arg t- ti.;}.Zil 
l, 

do s.s;yrnptotischc rocks 

F1 (I~) ~ 1, ~ k -r (0c + 1~) 
~-Z)lp(,"'" k 
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Oploeeing V".lll dit:f orantievergclijkingen door Facml tei treekaen. _______ ... 
Beschouw de difforentievergelijking v~n de n-<ie orde 

"""' 
<1) z. ~ (cl'+i) .,<,i.,(t'.+ e ..1 ~ o 

l. .. o 
• wn 1rin de Pt (x} polynomen zijn .. 

We zullen deze differentiev~rgelijking normn~l noamen nls 
1° De gr~nd vl'"l.n p°' en Ph. gelijk zijn, bijvoorbeald p,.en ..lie vn.n ile 

n.ndero PL .t zeker nie\_ hogcr, 
2° Is ds.n Pt {x) = ~ c<L,l x(x+1) " ... (x+k-1), dan wordt veron.:tersteld., 
d!\t .:.e ,lif:ferentinnlv~rgelijking 

.J..~ ( .f~ ~ (4tl . ..;::_ t JI. l 
(2) 2 __ 1 <-1) .t y ct,. 2_ ~£ • .ft J =o 

I - J~ -,."t..,(J .,, 

er een vnn het Fncha• se type is, dias een mE:t uitaluitend.,if punttt;;n 
"Jer Bcrtimmtheit 11 • 

'7...:.:.,tr:'1chten nu de differentieverg-1lijking (1) op tt:: lessen door 
voor u(x) de integraalvoorstelling 

{G+) 
(3) ( i J :Jiff~! 

.q at.) 2 ~ t ~ct; oLt 
~ 0 -

te su'hsti tueren. Door gebrnik te mn.ken v:in 
(a .. ) {( a +) 

..._.,. ) {,l) J t~~I _,. i f,,'¥+-1, ... , (-Id lt 
o.. { ~ ➔ I. .. · ( "1C. ..i- ~ - I · 

0 
. If' { t ) c1>1.,l, :11: (- I ) .., L ' C.,.' ; 1:) (! 

g'.1,'lt ( 1) over in c 

/ fa-;-,) _ r ,111, ( \-7..~ k \k.: 7 •• -,·.::: .. • + l )l-::;;;O 
I . , .x ; 1 ~ .1 ( -1) 1.. cp , ~ . ✓ x l ,1..;, -- ~, dl I I L "! . ! "··- ' I ' ' ,.J 

..J •.• ~ L " ~ : .. ,., 
Q ""r\'lllf() - -

:Een integ:ra:1lvoorstelling (3) voor u zcJ ,:.,1.'l :.~~.k~r ::-'..n ( 1) voldo!i:Ul 
als tp a:1n c.e differentia'.J.1Vl:3rgs::;:lijking (2) -~'r' 1.:100t. }JJZ<l oplossing,dn 

v11.n (2) h~bben ullen ecn ein.:l.ige or.:ie int =·• Q, .:.,;~ .. ,i.;j vcldoend g:rote 
x zal de int,agraalvoorst~lling ( 3) in::l8r,:~~--,~~, ~:-:.:c. h;:;bc ..:.n .. 

Opdat ecbter dezG integr·1·:1.l ge0n nul CI,1-:.v _,rt, :!1 : :..L:· n ,ye voor n c1.m 

singulier p1l:nt vr:m lf(t) m0et.ta:n nem,,n1 .. B .. :-.,:1~10 t = C ,}~ ,I. r::-,0"'.'.>z:5..jn ::.d.·;: 

,nog de :punten, die v-::.luo8n ann d0 varg0lijki Oi~. 

·'Y\, e. 
(4) L d..lp,, t :0 

1.:::o , 
Da5,p d.,,,, =1= t, en rx o,-r---=f=- o , ,., vind.en we in h~t algem1:,1;;.nt dua n -van 

deze :puntenr en bovendien, weer in het algemeen, in ol!: yr.m die punto.n 
een bijbehorende sing·uliere oplossing f (t) van d,) ·di{ferentianlv~.rg,>· 
lijking. Daar dun 

~ (ff,..j '1$'-I I 
..u ('?():ll:' 121,,, a l ·\r 'f 'ow-> Ol-.tr 

in een fa.cnlteitraoka to ontwikke.len vind.t men bovendien, aa.n de hand 
VEUlhun aaymptot.isch gedrag, d0.t de gevon~an n oplossingen onafh'lllko ... 
li~k zijn. 
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Ia daarentegen een epeciale waarde van a bijvoorbeeld een dubbel­
wortel van de vergelijking (4), dan zal men in het algemeen.ook twee 
bijbehorende singuliere oplossingen If (t} v:i.nden en men houdt hat ge­
wenste aantal onafhankelijke oplossingen il(x) van ae diffarentieverge­
Jijking. 

Lastiger wo:rdt het echter als bij een oplossing t = a van (4) geen 
in dat punt singuliere y(t) behoort., Een extreem geval krijgt men bij­
voorbeeld, ala 

Pt\~)· <=,1, Po <::x:, 
en due 

In dat geval wordt de verg~lijking (4) 
~~ t L e..e. t. :cO ( 4 t) 
i.::-,, 

terwijl men de differentiaalvergelijking (3) kan schrijven als 
,,.... { n__ .'' • ' ' ~ Q.. ) z (- l ) w Ci(:,, ~ t f< ~ \ "~ (t ) /._ C:\, t J :. C *·I) , .. t> 

(2') t \ + H~ c~1 
(-1) ~ I), '1t "' Cf !'t.) :1: C 

~11'0 

De oplossingen van deze dif·f~rentiaalver6elijking zijn de functies 
<o(t) = tr waarin) bepaald wordt door 
' "fl' t L (-1 )' r OE' o,~ ? \ r •t} ... ( f - -~ + 1) =- C 

--k~o 
of wel P (- (-)) = 0 

ti, , 

Voor geen van deze oplossingen is een oplossing van de vergelijking 
(4') een singulier punt. Dat er toch oplossingon u(x) van de di:ffer.::m­
tievergelijking (1) zijn, die voor ta stellen zijn in de vorm (3) blijkt 
aldus: o,, :x. 

,>..l ~~)z='t-;) i;:~ een oplossing van de diffe?"en-

tievergelijking, mits .e'voldoet aan 

L rti .Y 1~o 

Di t blij kt direct door subs-ti tntie in de diff t3rentievergelijkine-, 
Waar de P0 (x) een polynoom. is, bl:jkt direct, dat 1:1.(x) in de ,,orm 

( ( "➔) 
.,u ( X) .:- ~~ l ) t 3'. -I ff \t ) c\.t 

, met alle ~ .It.. 
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zed 

0 
l ( -~ I I.I 

J 
men 1/1 

/ ct 
(P (~ \ - l ...;;. 
l "-J- 1.(~-

l .d 

De oorzaak van deze moeilij 
moest voldoen 

ti"'-) r ::t._·· r 
i . .:ic·-1 1 ;, ~ I 

j l' '"" ....,,... I,.____; 
L I 

1. 

\ 
j 

26 Januari ' 

-11 
/ 

lll;;)ffi6ll. 

hierin, dat de eis waaraan 

f . '" t,t 
,I.-- t .. ~ 
-L·t-

32 

( 

waaraan allesn v is, s (t) aan de differentiaal (2) vol-
doet, maar ook als men ze ct den re vervangt, waarin 

rechterlid n,::i.l or een wtlleki;;i.:ir:L binr1cn en op de co.nto,1r ,rnn bovE11:-

staande integraal, met de ,:Ii tzonderini va.'1. t = O, ie 

wordt vervangen~ Int= 
( of orde = - oo ) .. Deze 

0 moet 
ie 

functie een !;;;ind 

·t) notdm1::mde krij gt men dus 

k r ~(t> L (-t) <xo~l ::s:-~-
L ~ {. 

1'1':• 4- r 
D h · ' · h a. · t-1 · CO t · 1 e omcgane ve Jxang a ae op css:1.r.igen J = , waar1n f~vo -

doet a"tn P ( - f ) = 0, d. i. du.s i ;: -- ~ 1 , - \ :i , .. , - ~ ·"" • Past men dus de 

methode van variatie der constanten toe, om de inhomogene vergelijking 
op te loss~n, dan v:i.ndt men., als <f' (t) ~ L Q; ¾ (t) t-f•wordt gesteld 

➔ - ~ I , i t·- i ~' -·L ---r +- .. -- G 

p ,.Jlt I '. . + \ t:- ~,P __ r$ 
~J LI._. --. V 
\ 

l,{~,+1) ;l-f1+ -.\- ~ (~,./0 1 1,-1,,.:::-0 :. J, 

t t 
Daar j ee.n enkelvondig nulpunt van 4(2;. moet zijn, geldt dus in de 
omgeving van :;r 
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-Hr, H ( tJ. . t ,, _g__ 
c/0 ~ t L°CPa. t t.----Y 

+ in de~omgeving van 't;-J regu· 

/ Q;-() , 
lie re funetie 'f ( t). 

of 

Oplossingen van het bovenstaand\i) vergelijkingstelsel 

e,' t .. J,. -~Jt ... ~r·'.+ t:(t> ~ ) ... ~ 
{~,-s~)· • ( 5,--1~) 

~ y ~# (t _,o/J"'+ x, {t) 
(ji~ ~d '•' ( ~t"" ~ m) 

waarin de x~/ t) in de omgeving van t =1' r.egulier zijn. 
Tenslotte 

Ii) .... Ql 
I.C. I -

(t) ; .. ' ~ 
? f • 

_, 

().< -

levert 

waarin de r ( t.) in de omgeving van t = ,) regulier zij:r~ 

De nu gevonden vorm van ~ ( t) stemt met de reeds eerder 0evond0:;J.e 

overeen. 


