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Algemene Inleiding.

Bij een aandachtige beschouwing van de verschillende toepassingen
van de wiskunde op de physica en de techniek blijkt het, dat een groot
santal van de ogenschijnlijk meest verschillende gebieden van de physi-
ca en de techniek wathematische formuleringen toclaten, die vrijwel iden-
tiek zijn. Bij de aanvankelijk zeer grote verscheidenheid van physische
en technische problemen komen feitelijk alleen twec grote gebieden uit
de wiskunde te voorschijn, het geheel der theorieén, die men onder de
naam Mathematische Physica samenvat en die onderling een zecr grote
samnenhang vertonen en de Mathematischie Statistiek. Aan deze namen, waar-—
in het woord mathematisch als bijvoeglijk naamwoord optreedt, is het al

wdirect te zien, dat zij bij uitstek als toegeonaste wiskunde kunnen gel-
den, immers beide namen drukken uit, dat het hier om een andere wetenschaj

gaat, die mathematisch geformuleerd kan worden.

Hoewel ook tussen deze twee vakken relaties bestaan, immers de mo-
derne gquantenmechanica maakt zebruik van resultaten van elk der twee hier
genoemde gehieden, evenals de moderneturbulentiethcorie, vormen zij afe
zonderlijke gébieden, die ook afzgonderlijk behandeld kunnen worden. In
het vervolg zullen wij ons vrijwel witsliuitend mct de Mathewmatische Phy-
sica bezig houden en verstaan hieronder het samenstel van die gebieden
uit de wiskunde, die gebruikt worden bij de mathesatische formulering
en oplossing van problemen uit de klassicke physica, dus dic physica,.
waarin de quantentheorie geen of cen zeer geringe rol speelt, zoals de*

mechanica der continue media (stromingsleer, elasticiteits~ en plasti-
citeitstheorie), de warmtegeleiding en de electrodynamica, Het wezen—
lijke in deze theoricén is de opvatting van de physische grootheden als
continue grootheden, zodat de relaties tussen hen als differentiaal-
vergelijkingen en wel, omdat mecstal het aantal onafhankeliljk verander-
lijken wmccer dan é&én is, als partiéle differentiaal~vergelijkingen te
voorschijn komen. EBLIOTHERL MATHEMATIECH  CENTRUM

coimrermnts IS T ERIANE oo
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We hadden dus ook als titel kunnen kiezen: De pnrtlele’differen—
tlaalverge113k1ngen der mathematische Physica, warc het nlet dat in
sommige gevgllen een andere formulering (1ntegr"“lvergellgk1ngen of

veriatieproblemen) wenselijker is. ‘
Dasr de verscheidenheid der natuurverschijnselen zeer groot is
321 de aanmerkelijke reductie, die bij de mathematische formulering
optreedt, toch nog een zeer omvangrijk gebied ter bestudering over
laten, dat onmogelijk in een korte tijd behandeld kan worden. Het
uitgangspunt is tamelijk willekeurig, men gal in het algemeen begin-
nen met een betrekkelijk ecenvoudig overzichtelijk gebied om van dasr-
uit de stap nasr moeilijker gebieden te wegen. ils eerste gebied is
derrom gekozen een van de oudste gebieden der Mathematische Physica,
n.l. de Potentiaaltheorie, diec in twee dimensies equivalent is aan
de leer der complexe functies en der conforme =fbeeldingen. In vol-
gende cursussen zullen andere gebieden besproken worden, zoals de
golfvergelijking, de elgsticiteitstheorie en de lecr der trillingen,
in samenhang metintegrezlvergelijkingen en varlatlcproblemen.
Als literatuur, wasrin min of meer het gehele gebied der Mathe— -
metische Physica beschreven wordt,; noemen wij:
R. von Mises - Ph. Frank: Die Differential und Integralgleichungen
' der Mechanik und Physik,
, Bd. I, II, New York,Mary S. Rosenberg,1943.
R. Courant D. Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik
Bd I en II, Grundlehren der Mathematischen

Wisssenschaften, Springer, 1931 en 1937.
H. Batemant The partial Differential equations of
Msthematical Physics, Dover, 1944.
H. Webster: Partial Differential equations of Mathema~

tecal Physies. New York, Hafner, 1947.

Verder voor de potentissltheorie:

0.D. Kellog: Poundations of Potentiasl Theory,
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaf-
ten, Springer, 1929 :

Steinberg: Potentialtheorie, S=2mmlung GOschen.

Steinberg en Smiths: The theory of potential and Spherical Har-
monics. Toronto, 1946, The University of
Toronto Press.

terwijl in verschillende boeken, die gebieden der physica behandelen,

potentizaltheorie besproken wordt, zoals

H. Lamb: Hydrodynamies, 5-4-5-Q Ed., Dover, New York.

Stratton: Electromagnetic theory, Mac. Graw-Hill
New York, 1941. ‘
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Hoofdstuk I. Kracht- en stromingsvelden.

1. De gravitatieWet

De potentiagltheorie vindt ha-r corsprong in de mathematische for-
mulering ven de algemene grevitatiewet van Newton.

Ieder massadecltje in het heelal trekt ieder ander deeltje zan met
een kracht in de richting van hun verbindingslijn welks grootte
evenredig is met het product van hun massa's en omgekeerd evenre-~
dig met het kwadraat van hun afstand.

De toepasbearheid van de potentiazlthecrie is echter niet beperkt
tot de gravitetiekrachten alleen, zij geeft het fundament voor de
theorie van het electrostatische en magnetostatische veld, waer

de veldkrachten ook omgekeerd evenredig zijn met het kwadraat van
de afstand tussen de elementaire deeltjes, die krachtwerkingen uit-
oefenen en verder geeft zij, zoals blijkt bij het opstellen van de
differentiaslvergelijkingen, die bij de krachten behoren, de theorie
van de stroming van incompressibele vloeistoffen en de stationaire
problemen van wermtegeleiding.

Mathematisch geformuleerd luidt de wet van Newton:

' C MW, 2
‘/\ = f l\“‘z’ r b)
warrbi] r de vector is, die de verbindingslijn van de twee massa-
punten voorstelt, m, en m, hun massa's en £ de =lgemene gravitatie

constante.

Noemen wij de codrdineten van de punten x,,y,,2z, en Xp1¥p1%0
. 2 2 Fi
dan is r = \/{wa;,) + (YA'ﬁ) +(Z "ZL)

rd - )
en {‘/17‘?""“"2’5(X”X1.){/+ 7:“&)(} +(z,*z~);?!
waerbij 1 ’ 3 en ¥ de eenheidsvectoren langs de coBrdinastassen zijn.
In de electrostetica treedt precies dezelfde wet op voor de
kracht, die twee ladingen e, en e, Op afstand r op elkaar uitoefe-~
nen

K= 2%F,
Y$

Onder de veldsterkte in een punt van de ruimte verstaan wij de krasic
die op de eenheid van de massa in dat punt wordt uitgeocefend. Zij
is dus een vectorgrootheid.

Het veld in een punt x, y, 2z, van een massapunt met massa m in een
punt X490 Y40 29, is dus gegeven door
{—;3; P = X7 +_7‘}”+ Z7R
en de componenten zijn ’ (7.2
Y = f 2 (X% )
y f r5()’/ ) )
Z=4f®(z,-2) (x.,2)
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2. Het veld van lichamen van eindige afmetingen.

- In werkelijkheid hebben wij nooit met magsepunten te maken, manr
met continu verdeelde massas in de driedimensicnale ruimte. Om
de werking van twee lichemen van eindige uitgebreidheid op elkeacor
te beschouwen, maken wij gebruik van het volgende principe. Indien
twee lichamen gegeven zijn, verdelen wij deze in elementen op
de wijze, zoals in de integrmalrekening gebruikelijk is en denken
de massa van ieder elementje in een punt in het inwendige gecon-
centreerd. Dan is de kracht, die het ene licheam op het andere uit-
oefent, gelijk aan‘de limiet ven de kracht, die het ene systeem
vervangende massapunten op het andere uitoefent, berekend volgens
de bovengenoemde wet, indien wij de verdeling stecds fijner maken
zodat de meximele koorde van de elementen nas nul ga=t.

Om dit beginsel te legitimeren moeten wij dus in de eergte
plaats laten zien, dat de op dez¢ wijze gedefinieerde limiet
bestaat en ten tweede, dat voor lichmmen van kleine afmetingen
de ocorspronkelijke wet van Newton weer terugkomt,

.Wij beschouwen nu eerst de krachtwerking van e«n lichaam van ein~
dige afmetingen op een puntmassa, die erbuiten is geplaatst in
een punt P. De totzle kracht is de limiet van de som van de krach--
ten, die de messapunten, Pi die in elk element de massa A ;g re-
presenteren, uitcefent op het in P geplaatste massapunt. Zo wordt
de veldsterkte in dat punt

Feo tumf 2 227
waarbij r; de verbindingslijn P P, v?fﬂstelt; Voeren wij in de

specifieke massa, of dichtheid e; = S5 wa'rbij AV, het volume

van het i€ element voorstelt, dan is
) 0.
E: /éww‘fz ﬁﬁﬂ"’i
Indien wij de verdeling steeds fijner makeh, geat de som over in
een integresel., Daar P buiten het licheam ligt, is steeds rij>O,

De functie E(X“ yﬁ,z) is steeds een integreerbére functie, zodat.
ook de integraal

Fef ([f8 R

uitgestrekt over het gehele volume van het lichaam bestoat en de
veldsterkte in het punt P voorstelt. Zijn de codrdinsten van

7>
P(xp,yp,zp), dan zijn._de componenten van F gegeven door

X = f{“g%(x -x’,)ﬂéxx/a/z
Z {l@% b p)oxay #2,

f &, (z-zpled y etz

it
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Wij hebben de restrictie gemezkt, dat het punt P buiten het beschouw-
de lichsam lag. Op het eerste gezicht lijkt het, dat de kr-cht on-
‘eindig zal worden, als wij P tot het oppervlek laten naderen, immers
één van de termen van de som zal oneindig groot worden. Bij nader
inzien ig deze idee niet juist, docor een geschikte keuze ven de ele-
menten wordt bereikt, dat met de afstand ock het volume van het be-
schouwde element nazr nul geat. T

Leat P een afstand r tot het opper- o i ‘ .

vlak hebben en beschouw de messa van ' g“” }M“-

het lichasm binnen de bol met stra-l - ’ A
2r om P. Deze messe is van de orde r3 r3
en hast eantP€kking 1s dus van de orde —»— =, zodet de kracht van
de nebijgelegen massa's niet groot,wordtrmaar klein.

Voor een punt binnen het lichaam worden de - integralen oneigenlijk.
Om de integraten te berekenen, sluiten wij het punt P uit door een
klein volumeelementje v en strekken de integratie uit over het volu-~
me (V - v). Wij veronderstellen nu, dat de veldsterkte verkregen
‘wordt als de limiet van de integkalenover V - v, als wij v tot nul
leten naderem, indien deze integre=al bestz=at. Dit onderzoeken wij
aan het gevel, dat het elementje v de vorm heeft van een bolletje A
met strzal b om P. Leg een tweede, concentrische bol B met straal

R om P, dan is ;ﬁwﬁ“ “Mm\
P \
rf ~ / ) i' PR N \\
Lo {f JH E P v +f [ LT stvls ; 'a‘/‘/“\/’
B-2 i ;
( ‘ :’."\ . P ’1 ;;
{ f ( Y\ 0/)’% \*.—)o F(M. ~ ‘/;:
\N\ 45‘“
Wij bexekenen nu de tweede integraal afzbﬂderllgk en e
wel alleehn dc x com onent '
e a = p { ﬁ«“’f*t’/v . I
aargbegrensd is, 1s dezb :Lntez rasal begrensd door 23.,,“( (xm o)

waarhi] de. intenratie alleém over d& racHidgrielft mﬁ'ulf-nstrckt Voeren
-} nu de poolcodrdinaten in
xvrw@ Cdvs r %a)d;ap/npz@

[f{ Frots Zf (“rwawwn spas = (R -5)

P
zodat 1ﬁ9dé“l{miet eeﬂpélndlge waarde overblijft. Analoog voor de ~n--

dere eomponenten, Dasr in formule (1) de eerste integr-al onafhenkeliik
is van $is bewezen, dat de totale integraal steeds bencden een zeke--
re waarde blijft en, dasr zij met afnemende ) toeneemt, bestaet de

dan is

limiet.

Het geval, det het punt P op het oppervlak van het lichasam 1igt,'
is hierin begrepen, men heeft slechts buiten het lichaamf?: 0 te
stellen. ‘

‘ Indien de massa niet over een lichaam is verdeeld, masr over een
ovpervlak of een lijn, wordt de integreaal op analoge wijize berekend.
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'Iri;werkelijkheid hebben wij niet te moken met een mathematisch okpper- :

vlak of cen mathemstische kromme, mear met een dunne schaal of een dun~
‘ne stang, zodat de elementen, die wij ter vervenging nemen van het op~-
- pervlak worden ingesneden door een stel oppervlekteelementen of lijn-
~ elementen, De betrokken integralen zijn dan oppervlskteintegralen of

llanintegralen en de formules worden
F {J}ﬁ—? A res }?~ £ [if
e | Pe DET )5S

Voorbeelden,
Krachtveld van een rechte 1ijnsegment van constante massa met lengte 1.

P'._\ﬂ’;~><)

l’ o< \y
£
% {4 x
“.’/"""\{ o{":, . X

l\“ } e E S P

Kies de 1ijn met masssa Q per lengteeenheld 1angs de x ag, dan is de
kracht in het punt IP(x,‘y)

X = f{ L—t‘“r\.j—é-—-
Y= —f] _wfﬁf-

Voger in de heek x, bepa=ld deoor tg.4- y » dan is r _%m ; &= x=ytgv, |

Am“O(

X = ..____f ‘L 'lffztﬂ(wff"’::x_ OI,’G( — _’f [—&uvq‘ Czﬁ;dz]

Y=-.i jal trin K oA = PJLK,O,,,.:( = sema.],
als d{1 en «, de 'hoeken zijn, dle met de uiteinden ven de lijn corcirs-
pondercu., Laten wij de lengte ven de lijn stebds toenemen, dan nadcri
.y

x. tot Yjien x, tot~47 ; zodat %20 en Y — = 7

T -
R i

SR NP LY
- A R o
Bolschasl met constante belegging. oo ‘:\;1’/;'
Punt P op de x es (X1- 0,0). Straal bol ™~ “T/}
R. Veer poolcotrdinaten in, dan is op N\
het boloppervlak \w*
=R oo J
¥y =R sin9 we R r
z =R sine® M;O A
40 = R? 8in0 Lody ”
en de afstand van P tot het element is gegeven door
2 32 + x2 - 2RX (wip

zodat wij winden

Y = Z = 0 wegens de symmetrie
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ol H’.‘ pﬂmwwwm«km@ ‘

slogro  (REp 3 - 2Rxiome ¥

o L
= - X’ = xm@}&n@ LY
| {L”Egg (R4 = 2 KK torw)

Voeren wij r als nicuwe integratievarisbele in, dan ics

2rdr =+ 2 Bx sin s «e : .
. &

A X ,
zodat . ‘
) : L“- " b
)C )(orgg( (11' 31X~ l'f": U(’ lX+E p\K\—}/x }Q—b‘ii?:
- X-Al N
= TR ) s LR,
Z*”——f'f RU»«-']:O yooe X< K

TTRER
dasr wij tijdens Qe integretie erasan moeten denken, dat r cen afstand

igs en dus steeds positief is, d.w.z., voorlfa 0 is r=x - R veor xR
enT =R - x voor x <R.

De bolscheal trekt dus punten bulten de schaal asn met een kracht, die
hetzelfde is, alsof alle messa’ 1in het middelpunt was geconcentreerd,
terwijl binnen de schasl de krachtwerking nul is, De kracht maskt op heh
oppervliak dus een sprong ven £.47€ en is Jus discontinu.

Voor een punt x = R op het boloppervlak vinden wij de kracht door eerst
het punt, volgens het bovenstuande, te omsluiten met een klein cirkel-
tje, d.w.z. T2

e Risivo st oy RU-co00) _
X = { *>0 3'5 = @ R&(z ZWOU‘/’/Z

- f-ame i {mza 270 f for (w0 = 2n0 ]

zodat de krascht in dit punt juist het gcmlddelde ig vean de krachten

' in neburige punten buiten en binnen de bol gelegen.

Homogene bol met strazl R

Het veld in een punt P kunnen wij vinden door integrstie van het resul-
tast voor een bolsgchil..! '
Voor een punt P buiten de bol vinden wij

- . ~ 2

F = (.iEiLﬂagm_, V}u‘? e g
j f- - {4 xR

voor Sen punt binnen de bol dragen elleen

de delen gelegen binnen een boloppervlak
door dﬂt punt bijs

->
<-—@-‘o<w~f':—f”‘ |
zogd=a t de veldsterkte binnen in de bol lineair toenecmt tobt net opper-

vliak. en zich deerna gedraagt, alscof =lle massa in het middelpunt van
de bel geconcentreerd was.

~
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 Krachtvelden en esndere vectorvelden.

Wij kunnen nu in leder punt van de ruimte de veldsterkte berekenen,

die bij een gegeven massaverdeling behcort. In ieder punt is dus een

vector bepaald, Indien wij nu lijnen tekenen, zodanig, dat in ieder

punt de vector langs de rasklijn is gericht, verkrijgen wij een stel

krommen, de veldlijnen of in dit gcval, de krechtlijnen. Indien de

veldcomponenten zijn X, Y en Z zijn
Ras-S aic - oz

X = =

de differentiselvergelijkingen vecor de veldlijnen,
Een vectorveld werdt ook opgeleverd door ecn stromingsveld, waarbij
in ieder punt de snelheid van het medium is gegeven.
Indien de codrdineten van ecn punt zijn x, y, z, dan zijn de dlffuren—
tiaalvergelijkingsn voor de beweging
dr - Fix.y,zt).

In het algemeen zal v expliciet van de tijd afhangen, indien dit niet
het geval is, is de beweging staticnnair.
Uitgeschreven zijn de vergelijkingen

= M.«(K,Y,Z,{))
= VXY 7 ¢)
= wtx,y.z,t),

H Ak AR

en de oplessing zal de vorm hebben
= é?t,a)b,c)

waerbij &, b en ¢ integratieconstanten zijn, die bepeald zijn door
de waarden van x, y en z op het tijdstip tO P Xy Yo R Zg-
zodat we tenslotte de oplossing ln de vorm kunnen schrijven

F =Rt KoLV, T _
De vergellaklngen in deze vorm stersn bekend als vergelijkingen van
Lagrenge, zij levercn de bannkrommen van de deeltjes.
Op ieder ogenblik t* = const kunnen wij de vergelijkingen schrijven als

—«.?.é&-——-—- = &J* = MZ
u (x Y,z ) V(X% t!] W“()( Y,Z,t,)

die dus een vectorveld voorstellen., De veldlijnen ven dit veld zijn
de stroomlijnen. In het elgemeen zullen de stroomlijaen verschillen

van de baasnkrommen, die bepaald zijn door
oA, ol = = oAt

Xxpzt o’xyZH VHLRY, 2, ¢)
Llleen als de verhoudingui Vi) W onefhanke113k is van %, dus 0.2,

voor een stationnaire beweging zullen de basnkrommen mct de stroomlij-
nen samenvallen.

Voorbeelden.
[' u =X
¥ =y
W =3 i

De baenkrommen worden geleverd door de vergelijkingen
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.2 S oly _ =z - ot
X )4 =
dus
ST
X=XOC.€)
%
y= Yol ,
7 = Zoét

zij zijn dus rechte lijnen door de oorsprong en vellen semen met de
stroomlijnen, die beparld zijn door

X v =
X _ XL = £

-

*./ — v
a -zo

Da=r de snblheaen niet van t afhangen, is de beweging stetiocnnair,
2. U-:tX

of wel

v=y
W = 2,
baamkrommen;éx _ oty . Az
of wel ’ftl 4 =
x=><¢,e/"t’
y= Yoo
Z = Z, @
stroomllgnen op tljdstip:t volgen uit
&#

stroomlijn door Z
)3,& xo’ yo’ 0 -
(%) =% -Z

a

vallen niet samen met de baankrommen.
3). u = tx

v =ty
w =tz
baankrommen

X = X, gl/’:&z
y
% = ZDZ

stroomlijnen éﬁf;:é£¥': égz:,a R S
\-/ )(g )/O zD

Hoewel de beweging niet stationnair is, wallen de stroomll3ncn samen
met de benen van de deeltjes.

]
X
<
\f\
X
-

o~
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5.De stelling van Gauss,

Bij de vespreking van de beweging van vlceistoffen, die door een vector~
veld wordt beschreven, trecdt een nieuw begrip op, de divergentie van
het veld.

Indien een hoeveelheid vloeistof op het tijdstip t een gebied T van de
ruimte bezet, is het volume

V(t)={i‘i'f dxdydz. (1)

Wij hebben gezien dat wij op ieder tijdstip t de codrdinsten van een deel-
tje kunnen uitdrukken in de pleate—codrdinaten op het tijdstip t.:x, 5, »
z, en de tijd.0m dus &< tijdiafhankelijkheid van V(%) te beschrijven,
moeten wWij x rvp1%20 ©n ¥ als codrdinaten inveeren in (1) en krijgen

dan
a(x 2)
V{t)= j ( - ax, ay, dz.
o(x, yh )
waerbij
| o X gy 2.7
axo a\(‘(, /?" /'((
alxyz) .| ax 2y >z
a(xuyv/".?pj '3?" Ev;/., ) J;('
! 2 X Y P
i dde 3 Z, 3z,

Om dit te vinden, beschouwen wij even de transformotic van het volume~-
elementje d4x,dy,dz, met hoekpuaten op het tijdstip t,,

x 2] }ly .70
- p *
A b"n/)(.‘) /‘ =,
Y
“.r
" /e

)('r‘ ‘:y)(, }/,-&(2’:, Zp

X C"/J‘I < +Lx,
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dat op het tijdstip t is overgegazsn in

X ¥y Z
X+ 25, /4»53(,,1 # ¥ Tt FZ Ay

727 I b A B AFE

X+ alxst W”f] (74 a:xm—?“fo 7*53?0‘" "”’L"ﬁ’/'

az
xm"“ﬂ P A=l
en de lnhoud ven het paralleleplpedum is
x, éi =z /]
)(4' d)(o - , - \‘X i
| / Lolng W ox, Za,
-~ - - . 7 T - N 5<21
' - dﬁ;%~ﬂ
— — - . ., - s .:2.', i, er
- . / 2z

Voor het tijdstip t, is de aangroeiing van het volume gedurende het tijds-
verloop A1t gegeven door de formule

V(t, + At)- V(t)zj'(}((;%%u ;jx ay- iz, i

Nu is o0p het ogenblik t+At
Xx=x +u At

y=y +Vv At
z= 2 +w A%t
zodat
d (x,y.2) (34, 2w |
o (Xoy,2,) -1 2x é;b-+3z,} 4t

en

V(t, +5)=V(t) '/ dSu . DY aw
.At -fJY( + 57, + azo) dx,dy,dz,
in de veronderstelling, det de functies u, v en w continu differentieer-
bare functies zijn ven Xp,y,en z, in het gehele interval At.
Bij de limiet vinden wij

av f( [ (2 8%
= || + ) dx,dy,dz, ,
at .,,0” a") / o
zodat wij volgens de stelling van het gemiddelde mogen schrijven
dv I |
at 2uU v oW

V- ax Dy ¥ dz
waarbij deze grootheid bepaald is in een punt binnen het gebied T, .
Indien wij nu dit gebied steeds kleiner nemen, vinden wij de plaatse-
lijke relatieve toename ven het valume
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av
- Jn vV AW at
: div}*: + + e 1im ———

: dx ay 2z Voo ,

~ Als de verandering van het velume overal nul is, is de vloeistof .
onsamendrukbaar en div v= 0. Op deze wijze is ecn definitie van ondamen-
drukbare vliceistof verkregen. ‘

De toename van het volume per tijdseenheid kunnen wij ook op een ande-
re wijze berekenen.

Denk het begrenzende oppervlak benaderd door een ingeschreven veelvlak
en denk dat over ieder zijvlak van dat veelvlak de snelheid constant in
richting en grootte is. Dan stroomt in een tijd ot door dat zijvliek ewn
hoeveelheid vlceistof V;ASAf, waarbij Vn de component van de snelheid
loodrecht op het oppervlek voorstelt. Na een tijd L+t zal dus de vlicei~
stof, die op het tijdstip t in T lag een volume V +§iVnA{S innemen,

d.W.Z. A‘V‘

2V _ s{.as. | v
o I //7

Indien nu het snelheidsveld continu is en
indien de zijden van het veelvlask worden
verkleind, zal de uitdrukking SV -4 S na- \
deren tot de integra=zl
-
({} { v, ds
zodat de tweede uitdrukking voor de toename van het volume per tijds-~
eenheid is

Sy

dat
Wij vinden dus de stelling van Gauss:

4 -2 ~> :
(1{ aiv V.av= ([ V,.ds.
Vv S
Wegens het grote belang van de stelling van Gauss geven wij hier nog
een endere afleiding,die direct de twee integraaluitdrukkingen in elkear
omzet en wel voor een oppervlak, dat dcor iedere lijn j’eoérdinaatassen

slechts in twee punten wordt gesneden en daar een continu varierend
raskviak heef?t,

= 3 .y N ’ '——“—-\\\ ~.
Beschouw‘de integraal Q}'gf Ve dg/‘ o

S (Y, e
s

(1ot (5 =
%, = H f)((x\g,zy .X(x,y,zﬂ/(ya/z {7\\ )
A ~
wanneer x, en x, de snijpunten voorstellen T
van een lijn y= const, z= const. met het oppervlak. Noemen wij de op-
pervliakte-elementjes resp, dS1 en d82 , dan is dydz:-—dsﬂ&% (n1,x) en

ook dydz= dszt&?(nzxx), zodat wij krijgen

{ ggz?-%‘d Vo= ([ X% ,702) eoslan)el S+ X (X, , z)Caprpol J= ([ X eofr x)S.
s
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,‘Door,optellen ven analoge uitdrukkingen voor alle drie componenten vin-
~den we dan opnieuw de stelling van Gauss.

6. De flux, solenoidale velden.

De integraal £(§2 dS wordt voor het krachtveld de flux van het veld gem
noend. Als deze voor ieder gesloten cppervlak nul is, spreken wij van
~ een solenolidaal veld.
Deze véorwaarde is equivalent met de eis, dat in ieder punt de diver-
gentie in het veld nul is.
Wij beschouwen nu een veld van ecn eindige massaverdeling en weten dan,
dat voor een punt buiten de massa's

X= §§§-§§ (x—x ) dxdydz,

¥

¥ g} £, (y-yp)dxdydz,

e S“ P (z»zP)dxdydz.
v

die uitdrukking voor de divergentie is dan

div V= S({p[,} XKp 4 2 2 Loty 435 S| olxcty tx

JP[-—-—-——S ’(X?)+/V /;) }Jpéx%y/z =0

N3 3

want in de eerste plaats mogen wij, omdat wij buiten de messa's zijn,
differentieren onder het integraalteken en verder geldt

2 r _ P
arx = 2(x~xp)r-2 r §2~ ,
/ 3

Beschouw nu een gesloten kromme in het veld, die in cun oppervlak ligt
det ongewveer loodrecht op de krachtlijn stazt en de buis, die gevormd
wordt door in 2lle punten van de kromme de krachtlijnen zan te brengen.
Beschouwen wij dan -een

tweede kromme, die in /ff'f§>
een oppervlak ligt, dat ,//// ~)f
ongeveer loodrecht op de . K—»/"/ ~
krachtlijnen staat, dan > ~—’f”//’

geeft de stelling van Gauss

{( v,a8= é{vnds.

1 e
Indien nu S1 en 82 kleine oppervlakten A1 en A2 hebben, dan zal gelden
(bij benadering)

V A = V2 o

wezrbij V en Vﬁ de veldsterkten zijn in een punt, waar net oppervlak
werkelijk loodrecht op de veldsterkte is.
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Wij zien dus, dat het oppervlak van een krachtbuis omgekeerd evenredig
. is met de veldsterkte. De flux door een bol om een massapunt met massa
m ig
- ({ . I' du= =4 77 m,

als de normeal naar buiten is gericht en ( /’Q\\V{w

de kracht naar binnen. Voor ieder ander k \_,///,///

gesloten oppervliak is de flux even groot,

zoals blijkt door de stelling van Gauss’

toe te passen op de ruimte binnen dat opperviak en buiten cen bol, die
het massapunt omsluit, maar zelf binnen het oppervlak blijft.

Voor een eindig azntal massapunten blijft de stelling gelden en ook voor
een continue verdeling-binrnen het opperviak

cr - - Wi &f - ‘\\\ ’
(§vows = o letogmboan
S sV r < EBV

\-4./

N /'
Als( gzg) een punt is vals }en
X,¥,2 een punt " .¢ S, terwijl l,m en n richtingsceosinussen van de
normasl op S voorstellen.
Daar ré O is, mogen wij de integraties verwisselen en krijgen dan

(1 ¥y ds = gggg ,g(<§~><}/ +/\/-;z)w Hzth a e
S

= <4 j(ggmfz ~4 7 M.

als M de totale omsloten messe voorstelt.

Voor een vloeistofstroming stelt}( VndS de hoeveelheid vloeistof voor,
. S
die per tijdseenheid door het oppervlak stroomt. Wij kunnen dan zeggen.

dat in het gebied V de vloeistof gesbsorbeerd wordt en noemen dit een
putgebied ., dé: punimassa's corresponderen dan met de puntputten, of
als m negetief genomen wordt,puntbronnen.

7. De_continuiteitsvergelijking voor de stroming van een incompressibele
vlioeistof.

Yoor een incompressibele vlceistof hadden wij els definitie gekozen

div v= 0. Indien er echter bronnen in het veld zijn, geat dit niet

meer op. Wij mogen echter niet zeggen p = const.(denk mezar aan zeewa-
ter, waar de zoutconcentratie niet constant hoeft te zijn).

Wat constant 1s, is de dichtheid ven de vloeistof in een bepasld volu-
me-elementje.

Wij moeten dus de bewegingsvergelijkingen in de vorm van Lagrenge ge-
bruiken en de deeltjes identificeren door hun plarts op het tijdstip+..
Dasr wordt de massa 00k gegeven als functie(?(x%y%zv)t) «n de voorwaffn
de van constante dichtheid is
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¢
-—-—-——-:0
2%

- waarbij x,y,z, constant zijn.
Meestal duiden wij dit san door te schrijven

Ae = 0 of 2 E = 0.
dat D3

Indien wij nu £ gegeven denken als functie van x, y, z en &, moeten
eerst transformeren en opmerken dat voor een bepasld deeltje geldt

X= X(XHYNZM":)

V= ¥(X0:¥ 422,5%)
, = 2(%,,5, 1%012%),
waarbij xu,y,en z, constant zijn en dan het differentisclguobtient ba-

rekenen uit 4o e + 282X, 28 Dy, D€ .

——

At et K L D/ >2 2x 3t

Il

N
il

Mzar QX = u, [ A v, 2z =W
Ot 2% ot ’

zodat we krijgen als definitie voor onsamendrukbearheid

d& _ Qii + u 2L + v 2e + W 26 0.

A o+t °x Dy 2 5
Wij stellen nu de continuiteitsvergelijking op voor het geval, dat in
het veld bronnen aanwezig zijn en wel in een continue verdeling
§=v(xy,2.t).
"In een gebied T stroomt dus per seconde nzar binnen een masse

mgadv -f,(evﬁds
De totale messa in T op het tijdstip t is
f p av

zodat

2 mg av= ([{eo av = [{¢v.as

ot T 5
wearbij de afgeleide een partieel differentisalquetient is, wasrbij
X, ¥y en z counstant gehouden worden.
Daer wij ¢ continu #ifferentieerbaar hebben verondersteld, verwisselen
wij links lntegratle en differentiatie en passen verder rechts het
divergentietheorema toe op de vector ﬂfV en vinden dat voor ieder ge-
bied T moet gelden

TS - po+3cle )t 3y(ev) + (0 )] dV= o

Dlt kan dlleen, als de 1ntegrand nul ig, d.w.z.

- P+ M(gu)ub—j(m)-nz[ew)_o
Voor een incompressibele vloeistof geldt

clp _ a@ op d 2L _
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zodat de continulteltsverge113klng wordt

HOOFDSTUR II. De Potentiaal.

1. De krachtfunctie.

Wij beschouwen nu de beweging van een massapunt met massa m in e:=i
krachtveld met componenten X, Y en Z. Door een geschiklte keuze ven du
eenheden worden de beweglngsvergellgklngen

2 2
d° x z dcz
m =mX m =mY m =mnm 2Z.
ate ’ ate ’ a2

Hieruit velgt, dat

O'L[(igz‘*”d /2}(%5/ ’Vhé( 2 /‘/i éj‘f/l

en door integratie
T =T, =g F-itmi, ‘WIGCDL&+‘/0¢]+ Zioz),

De verandering in kinetische energie gedurende een tijdsverloop totot %,
is gelijk aan de arbeid, die door de kracht is verricht langs de weg
van P,tot P, als op t, het punt in P, is en op t in P.
Indien deze arbeid onafhankelijk is van de weg, noemen wij het kracht-
veld conservatief:
De functie P

WP P,)= _f(de+ Ydy+ Zdz)

o
is dan alleen door het veld bepaald en is een functie bij vaste P, vax
de codrdinaten x, y en z van P,
Dan is het duidelijk, dat de afbeleide in W(P P,) in de richting van

de x-as is
X +OK

b, WIP) - WAR) _ p A)( JX{){}/)‘z}g/)( = X,

bLX e f/P Hx>0

als P de x~coOrdinast x heeft en P1 de x=-geoordin-at x+ A x.

De afgeleide in een andere richting is
w(p) - W(P )
lim N
AG»o AS
waarbij de verschillen in codrdinaten tussen P en P
Ax= As'1
Ay= As'm
A zZ= s8-n
indien 1, m en n de richtingscosinussen zijn van de richiting P

ziin
-‘] u

Rl
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Den blijkt, dat het resultaat wordt
1 + Ym + Zn ,
d.w.2. 3ulst de component om de kracht in deze rlchtlng. Dus van een

conservatief krachtenveld bestaszt een krachtfunctie W, zodat de kracht
in een richting juist de afgeleide van de functic in deze richting is.
Omgekeerd, indien een functie bestaat, zodat

X= == 22 Y~—:‘3—g =322 is

K- *ay oz !

W(P B, )= ( ax+ 7 dy + §§a2=3 (®) -F(2.).
De functie @ is gell3k aan de krachtfunctie W op een additieve POHSTQh- 
te na.

Wij zeggen,dat de vector (X,Y,Z) is de gradient ven de functie E SE4
deze noemen wij de potentizal,

Indien wij in het oneindige zannemen p = 0, stelt ¥ dus voor de arbeid,
die het veld verricht =21s wij de massa m van het oneindige naar P bren-
gen,

Wij zien nu,dat voopriewtonse kmachtvelden een potentizsl bestaat,
immers voor een massapunt is

Xz'xp - X ) 2 1
r3 >x r |

P ML A S
r3 2y 1T

ge 22 _ 2 1,” B L
r3 3z r e LT

<11 voor eep volumeverdeling geldt

Blxop.z,)= {(f deﬂ/dz.
2., Dipolen. v

Een magneet wordt gevormd door een positieve en een negatieve hoesveele~
heid megnetisme met dezelfde absoluts. waarde op zeer korte afstand van
elkaar en het blijkt in de natuur niet mogelijk te zijn de afzonderlijke
nagneetpolen te isoleren.

Wij bereckenen de bijbehorende potentiaal .

m m -\'VhQ
U= - . ) P\
I‘" X y \
als r' en r de ~fstanden in de & « 2

twee polen tot het punt P zijn.
Indien X{'=3 near nul gaat, gaat
U near nul, tenzij wij m laten aangroeien, zodat het product m b = &«
constant blijft. .

Dan wordt in de. limiet U = /AL‘//H“ ;;; P _/!(
-9 :,‘( l’"
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alsd® de richting van de lijn Q' =sngeeft.

Wij hebben dus niets snders te docn dan de potentiral ven een punt
near het punt, wear zich de massa tevindt in de¢ richting van de as

ven de dipool te differentieren om de potentisal ven een dipocol in dat
punt te vinden. -

AUx-x,) + (s -yl am{z-2,)]
“/‘[ ]

f‘\w
als 1, m en n de richtingscosinusscii ven de as zijn.
Beschouw nu een specinal scort oppervlektetelegging mect divolen, n.l.
een belegging, wasrbij de normalen op het oppervlek s=amenvellen met de
essen van de dipoelen, dan is de potentisal
9
U= AN 7

(4 25kl

S
algf het moment van de dipool per oppervlakteeenheid veoorstelt., Wij
kunnen deze formule gemakkelijk cen meetkundige interpretatie geven.

Beschouw cen oppervliakteelementje ;

AS en verbind de omtrek met het ,/‘\\\\\\\\
punt P, wear ik de potentisal be- / A55
paal. 4 \<‘<\ :,'/4/:(:"3 o
Dan passen wij het divergentdothco- &é@‘ﬁ' /
rema toe op de vectov. <2 \\\\\g'

‘0)

Wt

3 1 e .
X:g‘g‘;:: ,Y‘:,.r-,) r

£
F v

Wwaorha] f,?sﬁzglopende codrdinaten zijn en x,y en z de codrdinaten
van P.
Als gebied kiezen wij het oppervlakteelmentje oS, de begrenzendesn a«
kegel en een elementje van een boloppservlak op P met stra=al R.
Binnen het oppervlak is div X= O en angs de zijwanden is de richting
ven Xjuist tengentiecl, zeodat wij vinden

{{ ¢ i' TS+ L i. LS =0

X Lot

rZ=

v

mear op de bol is ;%.7g, %1,
r
zodat '
~ oy
“';r J"’P': -l
Al/

woarbij mf?de ruimtehoek voorstelt, waeronder ik uit P het element van
de dubbellaag zie.

Wij vinden dus voor de totale potentisel in P
Us 2 pald
en blj steeds kleinere elementen

U::--S_é/udﬂ
waerbij de integratie over het gehele oppervlak wordt uitgestrekt.
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Indien wij dus esn gesloten gemagnetiseerd oppervlak hebben met con-
V stant moment, is voor een punt binnen het oppervlek

B - l/ﬂ:/m en daarbuiten U= O,

31, De circulatie van een stromingsveld.

De sgtelling van Stokes.

In een krachtveld had de integraal
g(de + Ydy + Zdz)

de betekenis van de arbeid, die dgcr de kracht werd verricht langs de
doorlopen weg. Wat is de betekenis van deze grootheid in een stro-
mingsveld? Als het krachtveld conservatief is, is de integraasl nul
langs een gesloten kromme, Als deze eigenschap voor ecn stromingsveld
geldt, noemen wij het stromingsveld rotatie-vrij.

Wij definieren nu in een stromingsveld de circulatie langs cen geslo-
ten kromme C door .

L = S(koto( + 5‘“;()/ + w oot
als Eiég het sgalaire product in de vectoren-; en 5§ voorstelt.
Beschouw eerst een zeer eenvoudige bveweging, n.l. die, waarbij de
vloeistof als een vast lichaam om een as roteert met constante hoek-

snelheid . Neem die as als z as, dan

is de circuletie om eem cirkel met
7 straal a in het xy vlak

Wa - 276 = 25 oat

Delen wij dit door het oppervlak, dan

zien we, dat het resultaat 24 afhanke-~
/ 1ijk is ven de streal van de cirkel.

Neem nu een verticasl vlak, dan is de

lijnintegraal om een cirkel in das vlak met strasl a nul, onafhankelijk
ven de strasl. Dit brengt ons ertoe om e2n de circulatie in ecn punt
een waarde toe te kennen (gewoonlijk wervelsterkte genoemd) en verder
zien we, dat deze wanarde afhangt van de stand van het oppervlakje,
waarin de kromme {cirkel) ligbt, die we op het punt samentrekken.
Wij definieren nu de rotatie van een vector v in een punt P op de vol~-
gende wijze,
De component ven de rotatie in P in een richting n is de limiet van de
circuletie, genomen langs een kromme in een vlak loodrecht op n {(de
omloopsrichting behorend bij de richting van n als ecn rechtse schroei’
die P omsluit, gedeeld door het oppervlak van die kromme, indien wij
de meximale koorde van de kromme tot nul laten naderen, Hierbij is
dus verondersteld, dat deze limiet besteaet en tevens, dat zij onafhan-
kelijk is van de vorm van de grgmme,in formule

- . :
ot W -, 3 Vg
~ o A

y= [ S
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Neem even een, dat dit het gevel is, ‘ -+
- dan kunnen wij de componenten bereke- ’ ; (7P
nen door de kromme te specizliseren. i
Nemen wij de 2 component en als kromme in het x, y vlak een rechthoek

met hoekpunten Z
, ~ , ~d, 4 - +4,:4
-a, + &5 +ta, + 8; +a, - &; -8, -a - =53
dan is de circulatie , // y! /
r ~q — ; ) )( .
Wlsa oyx + {vlayg, 22 + ;)]
~a T4 +a , S
‘+g IA(X - 0)0‘—)( +(V{(~a Y o)a‘y “A i +2, v ax
+a a. (‘/

f[u (¢, +a,0) - U (¢-a gﬂam (:v*(a,d,o)v V(-0 4 Oloty

Indlen nmiu en v eontinu zijn, mogen wij de middelwaesrdestelling toe-
passen en dit vervangen door )

{u(x", +a,0) - u(x', -—a,O)} 2a - gv(a,y’,O) -v(-—a,y’,o)} 2a

en indien u en v verder continu differentiecrbasr zijn kunnen wij hier
voor schrijven

‘BM} - [Eﬂf] } s
ri Rl T R |
waarbij P' en P'' zekere punten van het vierkant zijn.

Indien wij nu de zijden e van het vierkant near nul laten gaman en door
4&2 delen vinden wij, A=t de z component van de reotatie gelijk is aan

QUn Y

EY' Y
en anafr~e8 VOOr de x en y componenten
rot W =] ZE 2Y 2w 2w o9 oy

Dy 52 Y3z T 3x T T 3y _
De samenhang tussen de rotatie van ewn vector en de circulatie langs
een gesloten kromme C wordt opgeleverd door het theorema van Stokes
—
g ;EFOLS :,gg@u*(?# S
3 ‘ v

wearbij S een oppervlak is, dat docor C begrenad wordt., Wij verdelen
dasrtoe het oppervliak in kleine

elementjes &0 en merken op dat
in eszn punt van dat elementje
de rotatie gedefinieerd is als

(o), = Lim T8

N0 D 67(
Zodat wij kunnen schrijven, det langs de omtrek van het elementje

pry [ Fells (el F) 8L 464
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;Waarbij Ek nasr nul ga:t, als wij de maximele koorde van het elementje ‘
verkleinen. :
Indien wij nu sommeren over alle elementjes; vallen juist de bijdragen
van de gemeenschappelijke zijden van aangrenzende elementjes tot de
lijnintegraal weg en wij verkrijgen

(R < L (et 7) 20 + T E, 0T
Tndien fu £ de maximale waarde van de £ aanduidt is

l(?o@s A.(uﬂ?')é\u <€(>’A [

en'blg de limiet
S«‘.o(s f((w‘tr) . olo

De circulatle onm een gesloten kromme is gelijk azn de integrasl over
de normaalcomponent van de rotstie over een oppervlak, dat door de
kromme wordt begrensd waarbij de normaslrichting en integratiezin
bij elkaar behoren als bij een rechtse schroef.
Wij leiden deze gstelling nog op een andere manier af en wel uit de stel-
ling van Gauss in twee dimensies '

2L + 28 ot xety = Sba/ Lax)= ((P(w&mds

{ DX '\/
Om dit te doenfherlelden WlJ slechts de termen met u in de te bewij-—-

zen betrekking

dy s wetsy = (0w _2» CLINC Ly SR AR 4 Py |
‘{(U&obmt’)".x/-t s ely ) SH(DV 3/) S 9)(/” ;,:y]’«[&’f
encﬁewijzen, dat
2
j U otx -§§ 2L ’“‘“5'610*
Laat de vergellgking van het oppervlak zijn
z—{(xy)

dan kunnen wii schrijven op het oppervlak

u(x,y,2) = i(x,y)
Q[‘: - }2,1’1“' +.°.?—€o(n .?..‘E
Dy “3; oL 2Y
Verder geldt voor, de rictrtingscosinussen van de normaal

2 ¥

oy

en

P Pt

? i T h
zodat op het oppervlsak
2Z o
>y 0™
Dan wordt
/ . 2L 5 sto
("}7} - LT __,--f S Y ﬂ(a
{ 55 3551
Maar nu is ndv~-ds de projectie op het xy vlak zodat wij krijgen
3
ff(mp;( 9a)ﬂfy = § U M.b
Pas hu de stelllng van Gau%s toe met P=0, Q~tA, dan vinden wi}
~§§9“x5~-§u )

maar aange21en(4~u is, is hJermede de eigenschap bewezen.
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Afd., Toegepaste Wiskunde.

Cursgus:

Methoden der mathematische physica.

Deel I. Potentiaaltheorie en
conforme afbeelding..

door
R, Timman.,

Bij de definitie van de rotatie in een punt hebben wij een kromme tot
op dat punt samengetrokken. Een gebied, waarin dit voor iedere kromme
mogelijk is, noemen wij een enkelvoudig samenhangend gebied, bijv. het
gebied begrensd door een bol, kubus, ellipsoide of twee concentrische
bollen. '

Anderzijds is een torus niet enkelvoudig samenhangend, want de cirkel
gevormd door de middelpunten van de meridiasandoorsneden kan niet op een
punt worden samengetrokken. Ik kan er een enkelvoudig samenhangend ge-
bied van maken door een meridiaanvlak als coupure aan te brengen en
die wegen uit te sluiten, die deze coupure snijden.

In een conservatief of rotatievrij veld in dit gecoupeerde gebied be-
staat een potentiaal U, gedefinieerd

op een additieve constante na. Be-
schouw nu een gesloten kromme P1P2P3P4
beginnend in een punt aan de ene

kant van de coupure en lopend tot het
tegenoverliggsnde punt, dan een stuk
langs de coupure en dan door de torus
heen weer terug. In dit geval is de lijn-
integraal [ Xds langs de gehele kromme
nul, dus

g (P\_ , SF‘PS-P g Pt,". g’Pz - B ., — e .,,...-"

P P'J N
) 2 3. . o7 ' . .
Maer aan weerszijden van de coupure is X hetzelfde, dus de integratie

over P2P3 en P1P4 vallen weg, en wi] vinden dat

2
. . P’ P‘; s .
in tegenoverliggende punten van de’coupure is constant. Bij een omloop
neemt de potentiazl met een vast bedrag toe. De potentinzl is dus niet

ondubbelzinnig bepaald, maar bevat een periode K.,&ie ook nul kan zijn.

=“[3, d.w.z. het potentiaalverschil
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Bij meervoudig samenhangende gebieden is dus de potentiasl in het al-

o gemeen geen eenduidige functie van de plaats, zij bevat periocden.

4. De vectorpotentiaal.

Wij hebben gezien, dat in een rotatievrij veld de functie f ?;3% een
potentisalfunctie ¥ definieert, zodanig dat v = grad ¢ . %o
In een divergentievrij veld, dat niet noodzakelijk rotatievrij hoeft
te zijn, bestaat een analoog begrip.
Voor iedere vector ¢ geldt
: div rot &= 0
zoals gemakkelijk door uitschrijven blijkt. B
7 e Ja 2 . 1T D 5 Pa Jx
ﬂf“g*ﬁ 9/; ?j ;ﬁi} 9'{3,,5_; +5§ZY:O
Als dus voor een vector v geldt div Ve 0, rijst de vraag of een vec-
tor a te bepalen is, zodarig dat
?:I‘Ot_g,
d.w.z. dat de gegeven veldlijnen de wervellijnen zijn van dat vector-
veld & .
Wij construeren eerst een bijzondere vectorpotentinal met derde compo-

nent 0. Noem de twee andere a = f en g= ay. Dan moet gelden
27 _?
=2 v, we ——J 2

Hieraan kunnen we voldoen door

z
g= - gu(xiy’z)dzx
f= fz,"/(X’Y»Z)dZ + h(x,y)

Substitueer in de derde vergelijking

9%‘ 2h <
wix,y,2)= - | 53 dz =5y - (2 4z
Zo 2

Daar div v = 0O is, gelds

olx P/
W(X,y,2)= - 57 +_;3;— dz= —al-+'w(x,y z)- w(x,y,2,)

Zo
dus

waaraan we kunnen voldoen door

7
h(x,5)= - /yvV(x,y,zo)dy-

- Q
zodat een vectorpotentiaal geconstrueerd is. Hij is echter niet on-

dubbelzinnig bepaald, immers, als wij er nog de gradient van een functi.
f% bij optellen, verkrijgen wij nog dezelfde v . '
—> -
v = rot a + rot grad Poz

-
rc»i;(aO + grad fﬂo).
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In het geval van een stroming kunnen wij een physische interpretatie
van de vectorpotentiaal geven door de hoeveelheid vloelistof te beschou-
wen die door een gesloten kromme stroomt. Leg een oppervliak door de
kromme,dan stroomt per sec. door dat op-
pervlek
p

fj 1; Ao = ),((“’f‘:‘ I 20

Masar volgens de stelllng van Shokes is
dit gelijk aan ~fa.du. Wij vinden dus,
dat de hoeveelheild vloeistof, die door cen kromme siroomt gelijk is a2n

o

de lijnintegraal van de vectorpotentiasl langs de omirek ven die krom=-
me. '

5. De differentiaclvergelijking vecor de potentiaal.

Wij hadden gezlen, dat veor een incompressibele vlozsistoef in statica-
naire stroming de continuiteitsvergelijking werd

div v -6 =0

als ¢cde bronsterkte voorstelde, d.w.z. de hoeveclheid wvioeistof, die
Per sec., door de begrenzing van een volumeelementje A v nasr buiten
stroomde gedecld door het volume van dat elementje.

Het analogon voor krachtvelden van ¢ is dus - 47pP .Indien nu het veld
rotatievrij is, bestaat een potentiaally , zodanig, dat v = grad?’
zodat y91n een veld met bronnen moet voldoen aan

A}ﬂ_ div grgdﬁp ;<'
-

Deze vergelijking staat bekend als de vergelijking van Poisson, Is het

2f+>¢ 47 E.

veld bovendien divergentievrij, dan geldt
_/.\..()D=Oy

de vergelijking van Laplace.

Indien het veld divergentievrij is, maar niet rotatievri]j, hadden wij qe~
zien, dot wijhot konden schrijven als de rotatie van sen vectorpotentia=zl
-7 —> —>

a, VvV =rot a,

: . -2 . — _‘9
Indien de rotatie van de vector v gegeven is, rot v =) , wordt dus

de vergelijking voor a

— =
rot rot a= ¥ .
LD s . . .
Nu is 2 niet ondubbelzinnig bepaald, wij konden ilmuers =ltijd de gre-

dient van een potentiasl toevoegen. Het is verstandig om dit zo te

Yo toev |

doen, dat de vectorpotentiaal & voldoet azan de vergelijking div &= ©.
-

Dan moet, als wij 8y als boven gevonden hebben, f% z¢ bepasld Joraen.

i ‘A ()

d.w.z. uit de vergelijking van Poisson.
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Wij denken nu, dat dit gelukt is en nemen dus steeds aan, dat div a~ O,
In dit geval wordt ‘

rot rot a:;Aé’a = -—?
zozols gemekkelljk door uit te schrijven blijkt.

8 sl -5 (0Tl ) 5 8 2

—

_day D%, 2 o
= vy
9)(2 '5;:.’3 * 2K QZ ra ;% ] b/

- . ~ e
- A&*,( + % &(4"'”({- = a:( it AQ;{ = 3){

Elk van de componenten van de vectorpotentisal voldoet dus aan de ver-
“gelijking van Poisson en bij afwezigheid van rotatiz =sn dc vergelij-
king van Laplace.

De potentisaltheorie hangt dus nauw semen met de studie von de ver-—
gelijkingen van Laplace en Poisson. Wij hebben gezien, dat icdere po-
tentiral ven een eindige massaverdeling aan deze vergelijkingen voldcet;b
wij zullen later ook zien, dat iedere oplossing van de vergelijking
van Leplace a2lg de potentiaal van een zekere massabelegging kan woerlian
opgevat.

"Wij noemen functies, die aan de vergelijking van Laplace voldoen, hsav-
monische functies,

6. De stellingen van Grecn.

Uit het divergentietheorema kunnen wij een aantal sfellingen afleiden;
die voor het vervolg ven groot belang zijn.

Beschouw twee functies w(x,y,z) en Y{x,y,z), die in een gsbledj/ be-
grensd door een oppervlak S continu zmijn. Pas nu hst divergentietheorems
toe op de vector fi u grad v, wet de formule voor de normale afgeleide

ven v oV
Ql/__ ;:'_)/q’) + 9)’ ny 7«_,./ 7’)3 J?/LA.@( W~
2n N 2y aZ

Als n,,n, en n3 de richtingscosinussen van de novrmaul voorstellen vine
den wij dag

ff{oééw*'(_/&cj,udfjd’l/az K "Lj/‘“" ol s f( W J"(“b
L%

of wel
m /‘/LAO(UL ?/w,,{r + A w}o\’ Ve (( (- 44("
Ookjéel’*
fﬂ%zu/u/u%r-+v’éu}MV,jfyL A

zodat wij vinden . R
”j{u:,/}v'- V"At’/\% oV = j/j(/a%—‘»: - )/-}"i-g/p(()'
Vo ~ ‘
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Daar in de integralen op het oppervlak alleen de eerste afgeleiden op-
‘treden, kunnen wij de hypothesen over u en v wat verlichten. et ig
voldoende, dat in het binnengebied vadafae tweede afgeleiden van u en
v continu zijn, terwijl de eecrste afgeleiden continu tot zekere grens-
vaarden naderen., Om dit duidelijk te maken, construeren wij een opper—
vliak, dat binneﬁerigt op kleine afstand van het opperviak S en passen
op dit gebied de stelling toe. Leten wij dan het binnenste oppervlak
tot B8 naderen, dan volgt de geldigheid direct. '

Door specialisering vinden wij niecuwe relaties

v= 1 '
— “polv- < ([ 24
£y |
Zijn w sn v beide ﬂplOSSlngen van de vergelijking ven Poigson, den is
Du= r;:) y A= J,s‘r@ en wij vinden

/ V
t

)(,( g ‘.—«/Lz,. \0’ D=0
S

’

Ock de bovenbenoemﬁe cigenschap, dat we iedere harncnische functie als
potentiaal van zekerw massabeleggingen kunnen opvatien, kunnen we nu
bewijzen.

Neem dasrvoor v:;% s, waarbij P(x,y,z) vast is -en &;q’;,iubegratiem
variabelen zijnen )

\//érsz +—(?g-y}?‘+ (§- z)?
Indien nu P buitehxfiigt, is steeds Av= 0 en wij vinden

({[ +ouar= 1+ % ~ w2l s

o

Indien u regulier harmonlsch inVis, wordt dit
L eu ‘('”/ ,
“{ Y 2n ? OLS

Als P echter in'V/llgt, gaan wij anders te werk. Daar x in P singulier
ig, sluiten wij dit punt uit dcor
een klein bolletje met straal U en
passen de stelling toe op het ge-
bied Vf, dat nit YV ontstast door
het bolletje uit te sluiten., Dit
geeft voor scn functie u, die vol-
doet aan de vergelijking ven Poisson
ou= -4 TR

[ (#-aujav
{

: e
ff{w an-l’{%)la{&* éﬁ—f 53( )
o

Op B gcldt r= cont= en 2 ==,
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Voer nu weer belcodrdinaten in in het bolletje
Eex="1 o z(fyc/cfvf
Y -y=F ﬁ’ﬂi«<?
§ -z= 1 Fn ¥
én op het bolletje

d0= S'ZQ&HJ f/’(.jﬁ%"ﬁ
en in het bolletje

dv= r‘zg,;.,,,‘(ylg((fo(&df" -
Dan geldt, als Au= -471 @ c ontlnu is

17

“JHLNU = - { fzmgqu&d¢xV«Qc

0 o .
als )20 gaat, zodat de volume-lnte :rasl over ¥ convergeert.

Verder is ook |
Su

<=2
(£ 50 0% Jagold > o
<y -

daar“%ﬁ continu is.
Tenslotte geldt op de bol

,2,(13) = ) 14 ?“L]w 5

en volgens de mlgdelwaazdestelllng voor continue u
\(75

qu—*/ﬁ= { f“%ﬁﬁﬂraf - G b,
) O -4m

'C.‘.\

L

waarbij U de wasrde van u ergens op de bol voorstelt. Indien wij §-70
laten gaen, nadert U tot Up en wij vinden als resultast

(/7/’&{9 = ff{ 24 9/4}% oS 4y [(( = AV

en in het bl}vonder voorL 0, dus u een harmonlqche functie

/T'L‘(p (jg - - ;f/?é)}

In het algemene geval stelt de eerste term een enkelvoudige oppervlak-
tebelegging voor, de tweede een dipoolbelegging en de¢ derde een ruimi
belegging. ' ’

Inderdesad is dus inVriedere harmonische functie voorgesteld als de po-
tentiaal van een zekere massabelegging op de rand vanV . |



[EMATISCH CENTRUM, : | Blz. 28
2z Boerhaavestr. 49,
amster damwO,

Afd. Toegepaste “iskunde

Cursus:
Methoden der mathematische physica.

Deel I, Potentiasltheorie en
conforme afbeelding.

door
R,Timman.

Door specialisering kunnen wij uit de laatste formle nog een helang-
- rijke stelling sfleiden door haar toe te passen op een bol B met miAd-
delpunt P, indien v een harmonische functie in een gehied is, dat B
bevat. D=n is

’

SER-17 78 ‘
Py U
4 FU, = jJ Y 33} oA o ﬁ
B
a/~ -
daar op de tol r=R en §_,ltyf = —E?;
r=R

Verder is voor een harmonische functie voor een gesloten gebied

i . . .
jjg"' S =0, zoals wij direct uit het voorgaande kunnen vinden, o~

an
dat wij tenslotte krijgen
, e .
M. = 2 5 Mdlg
P Y¥ R - |

3

de waarde van de harmonische functie in het middelpunt is het gemiddel-.
de van de waarden op het boloppervliak.

Hieruit volgt ook direct, dat een harmonische functie, die geen constan-
te is, in een benaald gebied haar maximum of minimum alleen op de rand

van dat gebied kan aannemen.

Hoofdstuk III.
De eigenschavpen van de potentiaal in punten van de massa,

1. Het zedrag van een potentiaal in de vrije ruimte.

Wij hebben reeds gezien, dat in punten in de ruimte de tweede af-
geleiden van de potentiaal, behorende bij een eindige massaverdeling
bestaan. 7ij laten ook nog zien, dat ook alle hogere afgeleiden be~
staan., Voor de potentiaal van een massapunt is deze eigenschap evident,
immers, de afgeleiden van de eerste orde zijn lineaire polynomen, ga--
deeld door r3 en afgeleiden van de orde n zijn polynomen +van de graazd
n gedeeld door r2n+1, ZOals.blijkt door volledige inductie. Immers




‘ : ; Biz., 29 |

RN v L v .
2 Py L Py B gt Plr)fmbis) g
9X  pEvn Add pin+z ; prved S

Deze functies zijn continu voor alle punten waar r # 0 is. Door inte-
gratie over een eindige massaverdeling verandert deze eigenschap niet,
zodat inderdaad alle afgeleiden continu blijven.

2. Het gedrag van een potentisal in vpunten van de massa van een ruimfe- ‘
belegg o '

Tij hebben in het vorige hoofdstuk gezien, dat iedere oplossing
voor de vergelijking van Poisson kon worden voorgesteld als de som van
de potentiaal van een oppervliakte-belegging, van een dubbellaag en ven
een volumebelegging: 7ij gaan nu het analytische gedrag van deze
functies ter plaatse van deze beleggingen zoeken.

De notentiaal van een ruimtebelegging is gegeven door

Up = gff%d
. Vo
uitgestrekt over het gebled V, 7ij hebben reeds gezien, dat deze onei-
genlijke integraal bestaat, zoals ook direct dvidelijk wordt indien wij

poolcoordinaten invoeren met P als middelopunt
(o P sin0draoxy

Ook voor de afgeleider Verdwijnt de singulariteit op deze wijze bijv.:
'bup - - X =X
= MR gt We 520 simo dr oty

~daar tw-—’1 £1 is,

Om continuiteitseigenschapven van de Uotentlaal te bestuderen, heb-
ben wij enkele stellingen nodig, die ons in staat stellen om schattin-
gen te maken voor de potentiaal van een elndlge massaverdeling., 7ij

zoeken een bovengrens voor de integrasal j}f atV’, uitgestrekt over een:

zeker volume V, onafhankelijk van de Plaats van het punt P en alleen
afhankelijk van het volume. Zoek een bol B met P als middelount met
degelide inhoud als V, zodat zijn straal is 1 = (:i?f /s

Dan is voor elk punt P v

({{tav < 27 [ /

want, duiden wij met B' het gemeenschapnelijke deel
van B en V aan, dan is

HE RN
iy |

<;-o—,f- ,:;-w (g 2r, B8
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daar in V-B' gelét r * 1 en B=V.
Verder is

ffﬁ—» oAV = fff-’i—%m )fﬁ%m 1.0V -

Bg- R’

€

-daar in B-B' geldt r 1.
Door combinatie van deze ongelijkheden vinden w;;, dat
V v’ -
R S
B
: FA
£
= =272 7
7 47 =4

| g
= i;; ﬁ%?f.+- Ei—“

/3&/ %

Op dezelfde manier bewijzen wij, dat
7
(54 < 47 (2Y)"
Om nu te bewijzen, dat de potentiaal van een volumebelesgging continu
is in de punten van diec belegging, beschouwen Wij]
_ j‘lifﬁgr
Up = lfe
waarbij P binnen of op V ligt.
Om de continuiteit =zen e tonen, moeten WE; laten zien, dat[UP-UéA<C£
gemaakt kan worden voor iedere £ >0 door PP!' voldoendklein te nemen,
Taat P binnen V liggen en construeer een bol B om P met straal %,
<die binnen V ligt, zodat )

lsﬂt—f"/ /;3

Dit ken, want als [@|{ g ,,1s

| S8 Lav|< bme [ Lot =g, 275"

zodat wij S'altijd z0 kunnen bepalen, dat aan de eis is voldaan.
Beschouw nu

Up = Jf v + H[ Loy = YO-u®
dan islU ;<~é6 , maar ook volgens de halpstelllnszP.’< ,é , zodat
steeds ‘ un _ u("( < ;S

Voor U(z) is P een uwitwendig punt, zodet de integraal daar zeker conti-
nu van P afhangt en w13 dus altijd kunnen krijgen, dat

{u(”’~u J< g
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,voor voldoend kleinefﬁﬁ', zodat wij onze stelling hebben bewezen. Als
P op het oppervlak ligt, gaat het bewijs ook door, alleen méeten wij
- dan B door het deel dat in V ligt vervangen. De continuiteit ven de
afgeleiden, zoals ' |

X = {fj@,ﬁch’f Hﬁﬁ wf'p AV

wordt op analoge wijze bewezen door gebruik te maken van de tweede
hulpstelling. 7ij moeten echter nog laten zien, dat de differentiatie
onder de integraal geoorloofd is. Om dit te bewijzen en tevens aan te

tonen dat X =§ﬁi§, sluiten wij het punt P uit door een klein cylinder-
X

tije. V1, straal é? met as evenwijdig aan de X-as

en hoogte h en P in het middelpunt, Noem dan

de integralen over het cylindertje U 1 ez1X(1)

en over de rest V-V1—V2 U(Z) en X(z)

Daar P een uitwen%%g punt is van VZ’ geldt

) I U

——

= 99X

voor P en alle punten op de as.
Beschouw zo'm punt P'{x',y,2), dan is

X
U(2)(X,y:?§) - TJ(Z)(X‘,yQZ) = ( X(Z)(t,y,Z)dt

|
~n "nwﬂnw +~olgt nit ounse hulnformulesxdat voor 0= O mowel U(1)¢> 0
als X' '’ 0, uniform voor alle punten in de nabijheid van P.
Daar dus X 25 -~ X uniform, mogen wij dexintegratie en de limiet ver-
wisselen, zods%t J«‘x,y‘,g) - U(x',y,z) =f X(t,y_,z)d'b

xl
waaruit volgt

2U
aX‘X
3, Gedrag van een opvervlaktebelegging.
De potentiaal van ecn {bij gedeelten continue) oppervliaktebeleg—
ging van een oppervlak S met continu veranderlijke normaal is ook con-
tinu in de punten P van S,

Up= ﬁ% as
Om dit te bewijzen, is nog een hulpstelling nodig. Xies een colrdina-
tensysteem zodanig, dat de normaal in een punt Q van S parallei met
de z-as is, zodat daar cos(n,z)=1, dan kunnen wij, omdat n continu me?t
het oppervlak verandert een gebied om Q afzonderen, zodat daar cos(n,z))

J © voor een gegeven getal cmet O < ¢ < 1. Als S binnen dat gebied
ligt, is
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17 < ¥ (¢

 waarbij o de projectie van 5 op het xy-vlak is. Als r' de projectiec
is van r op het (x,y)-vlak en dwde projectie van 48, dan is

4w dw . z
48 = o Xz S - en ook is r! < r ' //
zodat
' S’g DC.S" f jg ol w
. u) rsl 'QI ~‘-‘ y
Om %sak deze integraal te schattcn, 4{“ 2?? P!
maken wij gebruik van het twee-dimen-— , )
. . fé:w'v
~sionale analogon van de vroeger bhe— ’/
wezen hulpstelling // //
2 <an(y)” |
SS‘?T‘$ 17| = >/’/
)

dat op precies dezelide wijze wordd
bewezen., Hieruit volgt direct het gewenste resultaat.

-4, Gedrag van ecn dubbelilaag.

In tegenstelling tot een enkele oppervliaktebelegging is de po-
tentiaal van een Cubhellaag discontinu op het oppervlak.

~ oy
( GA( 7‘—) (3 [2's)
(/(P = 1) o = A8 = S/Sf__ﬁ‘f\{;) oA S
R S StE S rz

waarbij r loopt van net punt Q van het oppervliak tot het punt P. Hoem

de hoek (r,n) Y, dan is

Wij hebben vroocger recds gezien, dat, 1nd1en S een gesloten opperviak
is met constante dipoolmoment @ = 1. dat voor P binnen S:

(( ol 2

als de normaal naar buiten is gericht en vaor P buiten S; U=0. Voor P
op n hadden wij gevondenUP = -27, Indien nu in een punt A van het op-
pervlak G = GA dan schrijven wij:

> 3{ "’“JSJ’LH(G"@W’J%,S”

r.l

]
of wel S

u~%9mffi~lw0(§’ £,

en tonen aan, dat fP continu is als P langs de normaal door A het op-
pervlak passeert.

Breng een bol B aan om A met straal S , die uit 8 het stuk S1
- 8nijdt en noem
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f. %5(0*- a)waf { f ozcr;::« oS
Ms p~6, | <M op 8y, is

[/h] J

I£.1¢ mS! ?"aw\MU‘“’,iloés
; R I
 en deze integraal is begrensd, daar zij weer samenhangt met de rulmte—
hoek, waaronder het oppervliak wit P gezien wordt. (H;er moeten echter
steeds de absolute waardenvan de afzonderlijke ruimtehoeken worden opge-
teld). Mu gaat echter M — O als wij 81 steeds kleiner maken, zodat wij,
onafhankelijk van de positie van P E [ Xleiner kunnen maken dan een
- willekeurig klein getal. Verder is f2 een continue functie van P in de
' omgeving van A daar S-S, A niet bevat, zodat inderdaad f=f,+f, continu
ig in A als functie van P. Indien S gesloten is, kunnen wij de waarden
van 1L direct aangeven. Duiden wij met een -teken aan, dat de functies
A van het inwendige uit benaderen en met een +teken, dat zij van het
uitwendige komen en zetten wij voor de waarden op het opvervlak de in-
dex A danisﬁ = —ds =0 SL,ys -27 -f f:{

3 e / ~ =+ ﬁ* ) y-.: f«) f(""

zodat “ .
U 4T =l = U2
us

U. = U, -2T Ty, {/{ f(d“mb’ A

U, = Uag +27 Gy s "

ij zien dus, dat in het punt A van het oppervliak de potentiaal een
' sprong 4wa'maakt als wij van de ene of van de andere kant komen.

5. Gedrag van de normale afgeleide van een opvneérvlaktebelegging.

Beschouw nu weer een oppervliaktebelegging met continue belegging
van enkele polen g{jﬁf&(
Up = s

en kies op de normaal Ny 1n het ovunt A een positieve richting en laat
het punt P langs de normaal bewegen, Zolang P niet op S ligt, kunnen
wij differentiéren onder het integraalteken

oUp A7)
— = e —<dS
a'nﬂ Qf '34%

Wij onderzoeken nu de limiet van deze uitdrukking als P van de posi-

tieve of van de negatieve kant tot A nadert. Nu is
?EA gi g;{l + v.e = cos(r,x) cos(nA,x) t oreas = cos(nA,r),

waarbij r = (xP~XQ evses)y (Q is het integratiepunt)

zodat

o UP G-
— = - cos{n,,r)ds,
‘ ig;ﬁ 4 o
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Wij schrijven nu

3“?—-—_“500767@ r*Ja/,S'-/' “‘r Y wm“’lﬂ)ﬂfﬁ: U +U,

27,

en merken op, dat U1 niets anders is dan de potentiaal van een dubbel-
belegging, waarvoor wij zojuist gevonden hebben, dat

Usp = E-2ray | U, = E+270
waarbij
~w~$§0~‘wanlawm

voorstelt de waarde van de potentiaal wvan de dubbellaag in het punt A.
Wij laten nu zien, dat U2 continu is als P door S heengaat langs de
normaal in A en snijden weer een deel S1 van S uit door een bolletie B
met straal § om A. Dan is

ﬁ o exnal) - ‘/"’4"’"‘)%; b (e welar) bty f, v Y,

58 r*

Noem het waximum van |5 op S N, dan is
: g rop )~ b
j'j) NSFI (L»?‘c-z) : ﬂrm)f P <

B8 P

X+
[ 1mot-cnpl 21840 Z5E || 520, B2E)
<N 2 — oL <N f{ - ol <
g -0
Lan ff s o

B8 T oAS

Als we in Q een 1lijn trekken evenwijdig met Ny dan ontstaat een drie-

vlakshoek met ribben ng, n, en rop, zodat (nA,nQ),) (nQ’rQP) - (nA,rQP)

94 < 2w S sivi(Mda) 1g ¢y ff Sl Ly
P B r*

daar (nq,nA) een kleine hoek is.
Onm voor deze integraal een schatting te vindeny nemen wij A als oor-
sprong van een codrdinatenstelsel met n, als z-as, dan kunnen wij de
vergelijking van het oppervliak schrijven als 5 = f£(§, 7) Indien de
kromming continu is, heeft g continue afgeleiden van de eerste en
tweede orde en is

cosly =
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Daar in A _%g ='%;§ = 0 is, is een a, zo te bepalen, dat
2 0%
i

__g) \<a2(l% +!’?{)<’ 2a,T en]l-——-/(Qazr
s

) 27

en dus

A€ aff 32wy <ay (j 4

r ro

Deze integraal kunnen wij, onafhankelijk van de ligging van P zo klein
maken als wij willen door § veldoende klein te kiezen, Verder is F2
continu, zodat wij de verandering in Fz ook willekeurig klein kunnen
maken. Hieruit volgt, dat U, continu is,

Wij vinden dus het resultaat

dUp, S T T - ”mﬂ%ﬂfﬂ)&(}g’ + (fma‘”(”@»’“)m@l’f/..- A
gmﬂ = 3 'Sj ‘nl =
P p Q&
z ~aya, - ([ _‘:”Z@t':_’"w,,(g
s Feos

en -evenzo

oUYp_ = 27O, - j!d‘. ‘/"’(f’%}z‘rgﬁ)ds"' |
Chet A ,Zg,s

De normale afgeleide van de potentiaal van een dubbellaag behoeft in
het geheel niet te bestaan. Indien echter een limiet van de afgeleide
aan de positieve kant bestaat, kunnen wij op een dergelijke manier
als hier bewijzen, dat ook de afgeleide aan de negatieve kant bestaat
en dat deze twee afgeleiden gelijk zijn,

Indien 6 op S niet alleen continu is, maar bovendien continue
eerste en tweede afgeleiden heeft, is dit het geval,
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1. De logarithmigche potentizal.

Het analogon van de tot nu toe tehandelde stellingen in het platte
vliak is gebaseerd op de formule van de kracht, die een uniforme beleg=-
ging van een lijn op een eenheidsmassa uitoefent.

Deze kracht is alleen afhankelijk van de afstand V4
van de eenheidsmassa tot de lijn. Stel deze af- ﬂf/ <
stand r, dan s z13 gegeven d% a

- 27 '
= L | cngay = =2 r
VP"+2.:“)3 r ,;— r r

als O de massa per lengte~eenheid voorstelt.
Wij kunnen dus in het platte vlak de thecorie opbouwen, gebaseerd op een
krachtformule

m'
= - &)

en een Db ijbehorende potentiacl
U= m.log r. (2)

en met voor de hand liggende wijzigingen kan d: gehele voorgaande theo-
rie overgenomen worden, waarbij wij er wel asndacht asn moeten besteden,
dat in het oneindige deze potentiasl niet nul wordt.

De logarithmische potentiral im in het algemeen gemakkeli ker te
behandelen dan de potentiacl van Newtcon, ioor hazr nauwe verband met
met de theorie der complexe functiesd.

Beschouw daartoe in een gebied T, begrensd door een gesloten krom-
me S een reguliere potentieslfunctie u, Dan is

<§5€’i‘» de=0. ( 3)

en voor elke gesloten kromme C in T

zonder dubbelpunten, die uit een ein-
dig aantal bogen bestast met continu
veranderli ke raesklijn, geldt dan ook

36& '
4 .
o g=0 (4)

Zijn ma PO en P1 twee punten van T, verbonden dcocor twee bogen C1 en 02,
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~dan is ’
IC’, Cz, (5)
. . U - PP .
d.w.z. de functie i»°” : van de. cotrdinaten X, en y, van .‘P1 is on-
afhankelijk van de integratieweg, mits deze in T ligt.
Wij schrijven P |

v(x,y)= - j '?a"r% ds (6)

en merken op, dat langs de inté%ratieweg

DU _ W Ix AUy
I 3% am T ?Y I
— DU o o 4 2% ¢
waarbij A de hoek is, die de raaklijn met de positieve x-as maakt.

Hieruit v%}gt P
TOU a0l — 2E - IY 2, ,

o

waaruit het duidelijk wordt dat |
W _ 4y 2w (8)
2y WX T T oY

Hieruit volgt, dat v voldoet aan de vergelijking van Laplace

v 2%y
,5}’2‘1’9}/3’*0 - (9)

Verder heeft v contimue eerste afgeleiden en omdat u continue afgelei-
den had van willekeurig hoge orde heeft v ze ook. v is dus evenals u in
T een reguliere potentiszalfunctie, de geconjugerde functie van u. De ge-
conjugeerde potentiaal van v is -u, en verder is
U Bu __2v . 2u
Zx ey oy X
waaruit velgt, dat de lijnen u=const. en v=const. loodrecht op elkaar
staan., Wij kunnen dus de lijnen u=const., opvatten als de krachtlijnen
(stroomlijnen) van de equipotentiaallijnen v=const. en omgekeerd.
In de hydrodynamica heet v de stroomfunctie; haar physische betekenis
ig direct duidelijk: de hoeveelheid vloeistof, die per sec. stroomt tus-
sen de stroomlijnen v=v

(10)

4 en v=v, is gegeven door VouVg.

De differentiaslvergelijkingen (8) zijn in de functietheorie bekend
als de vergelijkingen van Cauchy-Riemann, die gelden tussen het recle
en imaginaire deel van een analytische functie f(z ) van de complexe
variabele z=x+1iy.

Een functie f(z)=u+iv is cen analytische functie van de complexe va-
riabele z=x+1ly, als zi; in ieder punt een continue afgeleide bezit

lim M :_f'(Z),

Oz
HZ >0
die onafhankelijk.is van de weg waarlangs we 4 z naar nul laten gaan.

Stel
Az= O%+i ay= ax(1+ti)= ay(i+Hk),

‘{faarbij t constant is, terwijl A4x-*0 en 4y—->0.
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is
£ (z)=1im u(x+ 2%, y+ay)-u(x,y)+iv(x+s x, y+4y)-:iv(x,y)
it AX + 1oy
- lim gu(x-» Ax,y+4 y)-u(X,y+8y)  w(x,y+ray)-u(x,y) .
4x=zo A2x(1+1%) Ay(i+ %)
oy V(xrax groy)-v(x gray) Vﬁx,,vuy)-—V(x,yl} ){ - 35—‘ %4*
Ax(1+it) | 2y (is#) 2% ”"t &

. @_‘K 3“ ‘9’/ ¢.-'..-v
m"' :3 LH/t}“; fyf*‘ i+?r ey Tk
Dlt kan dan en alleen dan onafhankellgk z13n van 'b, indien

w(QH + ¢

of

; Qu _
EY, ){/“tj“‘ + /(¢+//2C = O

sl ow eV - 2%, 2
S O =5y *! gy

waaruit de ve:gelijkingen van Cauchy-Riemann volgen en tevens de omge-
keerde bewering.

In dit geval zien we ook,dat
9“- oY o 2¥ 2%
f'(Z)"‘ 7‘ A -Eé—z' = 37 ( 5’7 .,

2. Conforme transformatie.

Indien w=u+iv=f(x+iy) een analytische funetie is van z=x+iy, die
regulier is in de omgeving van een punt z, en dus een ondubbelzinnig
bepazlde afgeleide heeft in deze omgeving. Indien deze afgeleide niet
nul is, wordt een conforme afbeelding verkregen van het vliak met colr-
dinaten x en y op het vlak met cobrdinaten w en v, d.w.z., dat de hoek
tugsen twee lijnelemmnten dz,l en dz2 in het z-vlak wergeat in dezelf-

de hoek tussen de beelden van deze lijnelementen in het w-vlak.

Immers,
~f1
rx . »AW,tf(z)Az+ T
Lz, Dw =f (z Y.A Zot T,
Ly WaaI‘leL 1 end"z grootheden zun, zodeanig,
dat
o7 &
1l 50 en =2 >0 bij de limiet.
424 4 7
;/A‘”‘_ De hoek tussen de beeldelementen avi, en
R :

sz is gegeven door
AW {bo)az +5

aw, {flo) Azy+Gy
b S, '
f(;lé,) + Vs ax = any (=) + Sz &%
(&) Oop, 22 o) + 5efnz, TH B E

Bij de limietovergang gaet de ecerste term nasr O en de stelling is be-
wezen, Wij kunnen zeggen, dat elk van de lijnelementen bij de conforme
transformatie gedrazid wordt over dezelfde hoek, die gegeven wordt door
arg £'(z)= Re log f'(z2).
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Ock het reele deel log £'(z) heeft cen nannachouweliike betekenls, inmers
|82 = {=za+5 en

:3“"*1,) {lz,) + 7
dus in de limiet zijn beide verhoudingen gelijk.

Wij kunnen dus zeggen, dat de drie heekjes, die door de infinitesimale
elementjes gevormd worden in beide vlinkken gelijkvormi, zijn en dat de
gelijkvormigheidsfactor wordt gegcven door if‘{ﬁg)i waasrven de logarithme |
is Re log £'(z).

Het is nu gemakkelijk im te zien, dnt de complexe functie van W
nébMﬁnvariant is bij de conforme trensformatie, immur&<} : ;gifwﬁi
heeft in de toegevecegde punten dezelfde waarde.

Stel nmu ‘QQM = \f?(t&y) +iy/uy/, dan hebben cok ¥ en iy in tocgevoegde
punten in het w- en z-vlak dezelfde wrarde, d.,w.2z. de lijnen y’wmumat.
en Y =constant in beide vlakken corresponderen met elkerar,

De correspondentie tussen de efgeleiden van deze functis wordt gegeven

door of Jlwm diw
vl {z:r/
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3. Integratie van een analytische functie, de stelling van Cauchy.

Beschouw nu de integraal van een regulier analytische functie
f(z)=u(x,y)+iv(x,y)
tussen de puntenﬁ?o en P4: P
f(z)dz= f{(udx-vdy}+i(u ay +vdx)} .

3 Po
Nu is volgens het tweedimensionale divergentietheorema voor een geslo-

ten kromme .
v }(udx-vdy):— ]/( % + %_&u_) as

f@dytgd#- //( 24 _ %’:—;)ds.

Hieruit volgt, dat / £f(z)dz bij vaste P, onafhankelijk van de weg, die
van PO naar P1 voert alleen afhangt van de codrdinatea van P1, mits

en

twee beschouwde wegen een gebied omsluiten, waar u en v regulier zijn.
Op deze wijze is dus bij een regulier analytische functie f(z) een an-
dere regulier analytische functie gedefinieerd,

F(q): u[f'(z}dz.

Indien het regularite;%sgebied tweevoidig samenhangend 1s behoeft de
stelling niet te gelden. Wij kunnen
dan wel analocog aan vroeger aantonen,
dat de integraal langs de binnenste
randkromme C1 gelijk moet zijn aan

de integraal langs de buitenste rand-
kromme 02 en ook dat de integraal
voor iedere kromme, die het binnen-
gebied een keer omsluit, dezelfde
waarde heeft. In een speciaal geval
kunnen wij deze waarde aangeven.
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,ﬂeschouw een enkelvoudig samennangend gebied, waarbinnen f£(z) reguller
*‘analytlsch 1s, en daarbij

9(; ‘fg z) dz
szo

waarbig z, een punt in G is en de

‘ 1ntegratieweg ¢ wordt ultgestrekt

- over een kromme, die Z, omsluit,

Door z, €n een willekeurig kleine om~
geving buiten te sluiten, gaat G over
in een tweeVoudig samenhangend gebied
G', waarbinnen

£(z)

Z-2,
!analytisch is.
Wij weten al dat de integraal langs C dan gelijk is aan de integraal
langs een kleine cirkel met straal & en middelpunt z , die de uitgeslo-
ten omgeving bevat. Op deze cirkel is

§ei?

z:zo+
f(z)zf(zo+ gei@ ).

Nu is wegens de continuiteit van £(z) voor voldoende kleine )

| £z« et ®)-(a)| <€

bij gegeven £ , dus ir . <7
' .
émf(z) dz = / Flz,# &< ) > L@d?’ /}(/2042}‘.:‘470/?
C z‘zo O‘&;": é\ﬂ i

t‘en verder

ff/’-a +Ie’ ?/d?“/f(""/“?’j* | /?//Zawe”) -fl)fa pltre
7 K |
zodat” /ijfz_ dze 170 flzg) + 27y

Z‘z-o

waarbij [y' £ & . Laten wij S—0 gaan, dan convergeert het rechterlid

tot 27’1f(zo), het residu van de functie gégl . Hierm-=de is dan de
o

stelling van Cauchy bewezen, die het mogelijk mazkt de waarde van een
anglytische functie in het inwendige van een gebied, wezr zij regulier
analytisch is, uit te drukken in haar randwaarden,

1 £{t
£2)= 573 Zﬂézl at.

4, De reeksen van Taylor en van Laurant.

Behalve de waarde f{z) is het ook mogelijk de waarden van de afgelei-
den in het punt z te bepalen. Beschcuw daartoe '

{z+4 * L {7 / & at
1;“”JZ“JL' 27 ;gj £oz-4 jci ‘Zﬂ( (¢- zﬁ?*rd}

¢ (tz)p o /;r‘—.z)(f-u}
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Waarbij de integratieweg de punten z en z+h omsluit. Bij de limietover— f;f
ang h—0 nadert de tweede integraal tot nul en wij vinden

£(2)= oy /‘f%}%z

In het algemeen bewijst men door volledige inductie

{h) ]({f)’
f (z2) = VTS Z(‘L&)hﬁ

Wij leiden hieruit direct de formule voor de reeks van Taylor af,

Indien z, een vast punt is in het inwendige van C, dan_is

0
_ E(%) 1 £(t) .
f(z)= Zﬁ'lc' t-z i/ t-z, 1- zfgﬂ at.

'S f:z

Indien /nga/( 1 is, d.w.z. als z ligt binnen een cirkel met middelpunw
o
Zys die geheel binnen C ligt, kunnenwij de integrand in een gelijkmatig

'convergente reeks ontwikkelen en vinden na integratie
A £t Z=Z Z=20y 2 &
f(z>*m/¥§zl[/1+ iz ¢ =) oo fass

=f(z )+-—f'(z Y{(z-z )+ f"(z )(z—z ) Fove

dt=

voor glle waarden van z binnen de cirkel met Z, als middelpunt. Een ge-
neralisatie van deze reeks krijgen wij door het geval te beschouwen,
dat f(z) regulier is in een gebied, dat door twee concentrische cirkels
K1 en K2 wordt begrensd. In dit ringgebied levert de integraalformule

van Cauchy

F(t 4 £(t
£(z)= 2311 //t(z) db+m i,//t(zl dt

waarbij zo te integreren 1s, dat het

ringgebied steeds aan de linkerkant
llgt Op K zetoen wijs

1 1 1 :El
t=z tuzo z-z t—z (E—z )
%y

1
en op K, 0
1 _ 1 A D ) (3=20)"
T=% Z=Z ‘1_t—zo T Z=2 ‘éi. Z-Z
o F"E; oL
Dan ontstaat door 1nti§Eat1e term voor term de reekg

£(z)= éi. (z~z ) .2ﬁrl fit;dfnﬁ :;2 Cn<3"zo)h

s z=co o] nhz — o

Waarbij C een willekeurige enkelvoudige gesloten kromme om Z is in het
ringgebied,

- 5. De randwaardeprohlemen van de_potentiaaltheorie voor de cirkel.
(probleem van Dirichlet).

get eerste randwaardeprobleem van de potentiaaltheorie kan beschreven
worden als:
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| Bepaal een oplossing van de vergelijking van Laplace A u=0, die in een
| g’ége#en gebied G, begrensd door een rand S met continu varierende rask-
1lijn regulier is en op de rand S gegeven waurden f aanneemt. ‘
Het tweede randwaardenproblesm (probleem van Neumann) is:

Bepaal een oplossing van de vergelijking van Laplace A u=0, die in
een gegeven gebied G, begrensd door een rand S met continu varierende
’raaklijn regulier is, terwijl zij in het gehele gebied, met inbegrip
van de rand continu is, evenals haar normale afgeleide, die op de rand
tot voorgeschreven waarden f moet naderen. Baar voor een regulier har-
monische functie geldt 222)-«21 ds=0 moet de gegeven functie f voldcen aan
de voorwaardesjfds:o. P '

Indien het gebiéd G met de rand S gevormd worden door het inwendige
en de omtrek van een cirkel C met straat R kunnen wij deze twee proble-~
Imen direct oplossen.

Volgens de stelling van Cauchy is voor
een inwendig punt j G
z=re™? =x+iy van de cirkel 7
Ja)- _.,Ljf.@.w - L ////eecfy 0t g
e 7/ Z D 5.

AN
indien f(z) regulier is bmnen en op de cirkel, \\

Beschouw verder een punt z* buiten de cirkel
* R2 R2 iy . fg%%
2= =T e ), daﬁgx is =>% regulier binnen en op de cirkel, dus

i¢
] (1t 1 i re
“27) T+ 4b= —r] f(e >*'1'¢";“ af
U
Door aftrekken verkrijgen we ¥

. 2_2
) £(z)=usivenl [ 2(Rel?).— £ -
R°-2Rr cos(‘/’ {0)+r
waaruit door gelijkstellen van reele en imaginaire delen volgt

2 .2
( [ )= "’"’"/J‘ R: . R -z
nf 2 v R ) RZ-2Rr cos(¥ - 9)+r? ¥

en

2_.2
v(r,¢ )= 7:'7/"/"(3’ ?). = B -z aé,
0

R°-2Rr cos(¢ - @)+r°

die het dus mogelijk maakt de waarde van de harmonische functies w en v
in een punt in het inwendige van de cirkel uit te drukken in hun rand-
waarden. Door r=0 te stellen vinden wij weer de stelling van het arith-
metische gemiddelde terug.

Deze integraal staat bekend als de integraal van Poisson.

Het is ook mogelijk om de geconjugeerde functie v in het inwendige van

de cirkel uit te drukken in de randwaarden van u. Deoor cptellen verkrij-
gen wij

_ 2R ($-¢
f(z)= /ﬂl(R,? Y+iv(R,¢" )J‘ (1+1R2f2§incos(sl) ‘f sA¥ .
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Daar wij gezien hebb&en, dat
o / v(R,p)ap=v(0),
verkrijgen wij 0 27

_ 1 Er sin(%-P) _
V(r,%)~v(0)+ F:?/MR,?)’ R°-2Rr cos(9‘-¢’)+r2 .-

Wij kunnen ook gebruik maken van de reeksuntwikkelingen door te schrij-

ven <

- / R, /(Z 1 T+ 2L ﬂ’zc&/((‘—/ 9‘"/

W+ v cvo) + ( T /€i¢4‘~ — cn/«l-'o/ AP .
,6 0/0/ 4 J (p 22 ’1 % ?;\’re L(S‘ ( ,L(g‘({g/.]d

6{‘/ _ f Le..(‘/ ‘4’} ’C("L:%TT CP
27 -
:c'v@/+¢ /L(, /[ R,@) /?e le ¢¢F_év(/+¢/¢¢/ﬁso/ ?4”’?’ AE
0 Re'P_ s ¢ 35

'Na ontw1kkellng van de breuk in de, woor r<R gell,]kmatlg convergente

reeks
T2 a4 2}( Z) 442 Z( ) ein®-f)

kunnen wij term voor term 1ntegreren en krlgge%vdan >£
flz)=ulr,P+iv(r,¥)=iv(0)+ % + Y (P) A
. L7 /? L”P z" hx ’
waarbij ,..,_/ { p/e 0/{0 6?,,,*6'5,,, /4,,:0/,’1!.../_

zodat 4,,, = ]‘;;L l&(’%@/ en M@ 4’?,

0O
’ 4 . %/Q(/&V/a@hﬁ@c{?.

In 4it geval vinden wi] vgpr u en v de geconjugeerde Fourier-reeksen

“pf) - & (é o to s A Ee
v (4, ¢) = b + \71 /,{,,C«h/(é £Q, For i ¢

Deze beschouwingen hebben echter alleen betrekking op het geval, dat f(z)
in de gehele cirkel met inbegrip van de rand bekend is en geven relaties
tussen de waarde van de functie in en inwendig punt ¢a h=ar randwaarden,
» Het is echter ook mogelijk te bewijzen, dat indien g(¥) een wille-
keurige continue functie is van @ met perlode 27 , de irtegralen

a,/»z, /=3§F 0/;/@/ . L ) ap

- AR enfdp) + 1t

2
. i) R sl -/ /0
Q}'/Q’/,}Z/ - 4){0/ tzf_;; o/'f[ﬁ?{‘w’z é/.g[(_%s?}‘z”q b
in het binnengebied van de cirkel een reguliere potentisalfunctie u en
haar geconjugeerde v voorstelt, terwijl u voor de wazrden g{(¥) nadert
als het inwendige punt tot de rand nadert. Dit bewijs is pgebaseerd op
de stelling, dat de functie g(P) in een convergente Fourier-recks ont-

wikkeld kan worden.

en
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De eerste formule levert dus de oplossing van het probleem van Dirichlet
voor de cirkel, de tweede geeft de oplossing van het prohleem van Neumann.
Immers, als wij op de cirkel %~ ~h(?0 omschrijven, waesrbij /h({). ae=0,
‘geven wij ook de wasrde van u;R%( h(¢¥). dQﬂ ,=e(p), d.w.z, de Waarde van

de geoonjugeerde functie u(r,¥) van T (2,%) op de eirkel.

6. Het'begrigkhoofdwaarde van_een divergente integraal.

Indien wij met behulp van de tweede integraalformule de waarden van

v op de cirkel willen berekenen, verkrlggen wij voor r=R
N4
(1,8 < v6) = Vi / () et (¢-0) 2y,

d.w.z., een divergente integraal die volgens de gebruikelijke integraal-~
definitie niet bestaat.

Wij zullen daarom dit type van singuliere integralen iets nader be-
'schouwen, en bewijzen, dat, indien g(x) in een afgesloten interval
a ¢ x{ b een functie is met continue eerste en tweede afgeleideh (niet

d:
noodzakelijk analyti ch), en a <x.< G de limiet

+J(x = 11W1 ~£!QL Ay + //fngfZ ch‘/.
XoaXfo
bestaat. Het bew1gs volgt ult de stelling van Taylor, n.l.

g(x)=g(x )+(X—x0)h(x,xo), waarbi] h(x,x ) een continue

functie is van x en x . '
X+ £ (

Dan is
. ¢oaq % J/
H {Xo £ =20 ( 0/{ X=X g X ,Lg X~Xgy
g {Jhe [ e s 4 At
XX
x{+e

qu P X‘X() E'-?o & X ~Ct
Dit begrip kunnen wij ook direct overdragen op complexe functies.

vs) oy

Zij C een boog van een kromme met continue kromtestraal waarbi]j
t §-+Jq dus een complexe functie met continue tweede afgeleiden is van
de booglengte s, waarvoor dus ‘t (s)f—1 is. Is nu £(t) een functie van
t, die als wij t door t(s) vervangen continue eerste en tweede afgeleiden
bezit.(£(t) behoeft dus niet analytisch te zijn).
Dan definieren wi] als hcofdwaarde va? Cauchy 4

HW/@G‘/@{( HO/,QL/%,L éj_‘ s

en bewijzen dat deze limiet bestaat.
Immers

it

—t -(s—s ). t (s ){1+(q-s Y& (g, sé dus voor voldoende
kleine (s~s ) ~—f =(5=5 )t' ) { 1+(s~s ) ;(s,s )&

waarbij «, en o, contlnue funcyles zijn van s en so.Verder is

C(t)= Pt )+(s=5,) o, (s,8.)
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zodat de integrand wordt '

Plt,) /

M + (5 5,).
en dus né spllt31ng in reeel en imaginair deel voldoet asn de eisen, die
voor het bestaan van een reele hoofdwaarde was vereist.

Wij definieren nu de complexe formule f(z) door de formule

ftx) - S 2
Z/fc & F-z ,

voor ieder punt z, dat niet op C ligt, voor een punt z—t op C definie~
ren wij de functie door de hoofdwaarde h(t ) van de 1ntegraal

Wij duiden verder door f+ (t ) en £ (t ) de limietwaarden van f(z)
aan, als ze bestaan, die we kr13gen door langs de normaal in het punt
t_ op C van de positieve of negatieve kant tot to te naderen. Dan bewij-

o]
zen we, dat deze inderdaad bestaan en gegeven zijn door

& £7(8 ) =h(t )+ P(t,)
£7(t ) =h(t )= P(t,)

Voor het bewijs nemen wi] het punt to als oorsprong en de raaklijn aan

C als x-as van assenstelsel, de y-as nemen wij als positieve normaal.
Dasr alleen de omgeving van de oor- ;
sprong kritiek is, nemen wij aan,
dat de raaklijn aan € nergens een

hoek groter dan een vaste waarde

o6 ( “% <K <L 7{72, } met de x- \ {ey Y
- P -z +€

as m akt en schrijven nu vecor de

punten op de y-as-’ 4

ef) - ar fly L e S o) B (50

waarbij, voor voldoende kleine &
¢t
S(ey) - J@(;é’gs HEy) - / /
Voorls| »€is |t-iy}>ce , waarbij c onafhankellgk is van € .
Hieruit volgt voor willekeurige yq eny

[Hiey) - H(E )l < / (p(“ [y, g lds < & 91-9, |

EZ

Verder is op C
Pl = @) + 36),
t= s+ S0
ZL/: / ¢+ 8 ﬂj(s/

waarbij /&,/@1,/@,... continu zijn in s,
Dus

G (s f%w/f’/z A
(¢.5) P s //+Sﬂ3/5// s

z/"j@(o) v (-iy) s flg® + st fe( as

vés"_j’ (&-cy)/.f cj + 3 /(5//
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Wij voeren nu de limietovergangen &£ — 0 en
nier door en stellen n.l. {y}: &3, '
In dit geval convergeert n.l. H(E,y), als wij {y«/==83, y2=0 zetten naer
2771 h(0).
In G(¢g, heeft de tweede term tot limiet nul, maar de eerste is

o) o [ S o Qo) b A ETLE ol T

L:.ig%ﬂAFY
E=0 3 S¥ (£ £ —0
zodat de stelling is bewezen.

\v1=0 op een bepaalde ma-

’ —/FLE
_E;-(E.? E‘——)n

Deze stelling doet sterk denken aan de vroeger bewezen stellingen
voor de normale afgeleide van een enkele belegging.

Inderdaad, voor ¥7reeel is zij volkomen aequivalent.
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Cursus:

Methoden der mathematische physica.

Deel I, Potentiaalthcorie en
conforme afbeelding.
door

R, Timman.

De complexe poteniiaal van ecn enkele pool in het punt Tp is n.l1.
psegeven door 1n(z~to), dus van eén belegging van de kromme C met E (%)
is de potontiaal - N
P (z)= ?’{t).lnéz«t)dt.

Indien wij het assenstelsél zo kiezen als boven is aang geven, krijgen
wij voor de¢ normele afgeleide in cen punt op de y-as

5% +
;é}':l [ ?;»_(—_:»b-}- dt= -~ 2T f(z).

Dc sprong in f£(z) bij het doorgaan door de kromme is ¢ (z), dus de sprong
in 5 is 2'?’?3(2), in overccnstemming met het vrocger gevonden resul-—
taat, :

7. De fundamentele afbeeldingsstelling van Riemann.

Nadat dc problemen van Neumann en Dirichlet voor de cirkel zijn op-
kmlost, lunnen wij ook proberen ze ov te lossen voor cen willekcurig ge-
slotcn gebied. »

Dit kan geschicden door middel van conformo transformatie, door het pro-
blcom terug te voeren tot het analoge probleem veor de cirkel. Deze mo-
gelijkheid is gcebascoerd op de afbecldingsstelling van Ricmann.

Wij beschouwen ecn enkelvoudig samcnhangoend gebied G, dat gecheel in
het inwendige van de cenheidsecirkel in het z-—-viek is gelegen cn dat het
nulpunt bewat en construcrcen nu ceén
afbceldingsfunctic f£(z), zodanig dat
het gchele gebicd G op de cirkel
wordt afgecbecld en dat

£(0)=0, £'(0)> 0.

Om tc bewijzen dat ecn dergelijke functie bestaat, mocten we cerst nog
enige cigenschappen beschouwen. _

In dc cerste plaats is het mogelijk de conheidscirkel zodanig on zich-

zelf af te beclden, dat een willekeurig inwendig punt P ir de oorsprong
overgaat en ccn willekeurige richting door P in d¢ richting van de »nositio-
Ve X-as,
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ij P gogeven door z=a, dan is

008 GTLN

L a z-1

bij geschiktc keuze van T inderdaad

d. gezochte transformatle.

Immers, als z=c l? - a=re™ ;r¢ 1, dan is
: (; elt"el —rplq' B iGr+0Q,
-l 1P _4

re
dus dc rand wordt op dc rand afgebeeld en het binncngebied ook, Verder

hebben wij voor het bewijs van het bestaan van de afbecldingsfunctie van
het gebicd G op de cirkel nog een sneciale afbeclding nodig, die als
volgt wordt verkregen:

Beschouw ccn punt P(zsz eim) f&<1). Ga dan oerst‘cen transformatie‘
Iﬁitvoeren, dic de cirkel in zich
overvoert en die P in de oorsprong
transformecert. En beschouw dan

& -\ z=e
€ T -y
Denken wij de cenhcldsoirkel in het
g vlak opengcsneden volgens de reéle

as, dan correspondecert met leder der
twece helften de gehelc c.nheidscirkel
in het z-vlak en de relle as wordt afgebecld op cen lijn door P naar de

rand. Wij brengen nu om cen een~ccnduidige corrcespondcentie aan te geven
nog ccn tweede eenhcidscirkel in het z-vlak aap, die wij, cevcenals dc ocr-
ste opensnijden volgens het beeld van de refle as en ovn de cerste gelegd
cnken. Indien wij nu de ene kant van de doorsnijding van dc bovenste
cirkel bevestigen aan de andere kant op de onderstes cirkel cem omgekecrd,
hebben wij cen figuur gekregen, dic wel &én-Sénduidig op de cirkel in
het  vlak wordt afgebecld. Zo 'n figuur heet het opperviak van Ricmann
behorende bij de afbeeldingsfunctic. Lopen wij in het  viak cen kcer om
de oorsprong heen, dan wordt deze omloop in het z-vlak afgsbecld op cen
kromme, die twce kecr om P heenloopt, &én keur op hot bovenste blad en
één keer op het onderste blad. Tenslotte voeren Wij no. in het viak

cen transformatic uit, YA A«
| —_ i BS-pTe - T(2)
"’7‘_ e #rz C;" papy”

waardoor bercikt word dat het nulpunt in hetv z-vliak overgaat in het
nulpunt in het T'-vlak en waardoor tcvens ('{0)} > O wordt door geschikte
keuzce van /3.

De omkeringsfunctie nocmen wij z~;kif} zij is in de¢ counheidseirkel con-
duidig en reguller. Blijkbaar is ook ?mjvoorftf £ 1 regnlier on heeft de

randwaardenlx_@ 1 voor ]'E'l =1, v
1%?# < 1 zijn; dus stocds 1s

Dan moet celter in het gehele binnengcebicd

Il < <)
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Wij kunnen nog icts meer zeggen als wij kijken naar de punten |zKro .
" Dan is cr zcker ecn g)» 1, zodanig dat voor al deze punten gcldt
lT]gq(/“«).\zl. _

Na deze voorbereidingen kunncn wij nu de afbecldingsstelling van Ricmann
'bewijzen. Daartoe beschouwen wij de verzamcling M van alle afbecldingen
@(z), die voldoen aan (P(0)=0, @'(0)>0 en dic het gebied G afbe.lden

op ccn declgebied H van de cirkel., Zij rn1/° de straal van de grootste
cirkel om het nulpunt, die in H bevat is, dan bestaat con recks functics
qb1(z),992(z)... , die voldoen aan de voorwaarden ?h(O):O,(P'n(O)>~O en
en Waarvoogriag n:1 is, d.w.z, wij kunncn G afbeclden op ecn gebicd, dat
willckeurig dicht tot de cirkel nadert.

Indicn n.l, de bovengrensrvan de getallen Fn kleiner was dan 1, dan kon-
den wij ccn gebied H beschouwen, dat cen cirkel bevat met straal

=f-¢ >0, Dan is er zeker een punt P met afstand tot de oorsprong,

dat niet tot H behoort. Wij construcrcn nu over H de bovenstaande functie
T= (z), en weten, dat het gebied H cen cirkel met straal fL— £ bevat,
Dan zal H afgebecld worden op ecn gebied H™4in het T -vlak, dat het
inwendige van een cirkel met straal ( A~£T)q( ) bevat. Daar echter gq> 1
is, kunnen wij &altijd zo kiezen, dat (Pw~£;)q( ) >p4 wordt, d.w.z.

wij hebben ccen afbeelding gevonden van G op een gobicd.fi*e, dat ecn cir-
kel met straal > bevat, waaruit wecr volgt dat niet de bovenste
grens kan zijn van dc cirkels, die in becldgcebieden van G beschreven zon-—
den worden. Hieruit volgt dus, dat/l’=1 moet zijn, zodat hes punt P nict
bestaat.

Het bewijs dat de functiesﬁ’n(z} inderdaand naar de afbocldingsfunctic
convergercn, laten wij achterwege. (Zie Hurwitz-Courant, Funktionenthco-
ric p, 397).

Door de voorgeschreven voorwaarden £(0)=0, £'(0)> 0 is dc afbeeldings-—
functie ondubbcliinnig vastgelegd., ITmmers indicn cr twee functies
(;zf(z),ifﬁgf*(z) warcn, dan kon men z climinercn en krccg dooré?* =)
ecn omkeerbaar ccenduidige afbeclding van de cenheidscirkel op zichzelf,
WaarbijCP(O)sO,CP'(O) 0 is. Dan isP> een functie, dic in de oorsprong
positicf is, nergens binncen de cirke® nul wordt en op de omtrck de ab-
solute waarde 1 bezit. Dan moect zij echier volg.ns het principe van het

maximum em minimum overal 1 zijn.

8. De functie van Green voor ecn enkclvoudig samenhengend gebicd.

Wij beschouwen nu cun cnkelvoudig samenhangend gcbicd G, begrensd
door een randkromme S, bestaande uit continue bogen en denken voor Ait
gcbicd het probleem van Dirichlet gestold.

Op de rand S zij gegeven coen continue functic f£(.s). Gevraagd wordt ecn
in G rcgulicr harmonische functie w aan t¢ geven, die op de rand tot do
gegeven waarden f(s) nadert.
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Volgens stellingen van vrocger kunnen wij de waarde van de¢ functie
u dircct uitdruikken in haar randwaarden en de waarden van dc normelc af-

‘-~‘%Clb%de AT U = ]/ /9 /&wja%’

"Hlurblg zijn de waarden van u op de 0utrek beckend, dc waardcn van
cchter niet.
Indien cchter v cen harmonischc funciic is in hct gehele gebied G, dan i:

oo ey ol f
Im
Gelukt hu‘ nu v zo te bepalcn, dat op de omtrek S overal v+log r= const.;
dan is '
| 7 - -9, Mxﬁp/m
[ ST
mdat, / 35, ds=0 is,

Dc funcule G =v+log r huct dc funcivie van Green van de evrste soort om
de pool P. Indien zij bekend is, is direct het probleem van IDirichlcet

3a

voor het zchied G opgelost ,
LT un = ju?f—’ofs
Up = - on 7

op cen dergelijke wijze gcbft het problecm van Neumann aanleiding tot -
cen functie van Grecn van de tweede soort door te zocken naar cen functic
w, zodanig, dat op de omtrek S

_1?__ = E *‘3:: Aﬁ%f
Dan geldt

2T Uy = — wrfﬁyfdf’ Z(@ .

-l

Voor cun cirkel zijn de functhies van Grecn gemakkpllgk aan te¢ goven,

Dc functic van Grecn van de eerstc soort behorcnde bij het punt'P(r,¢)

wordt verkrcgen als potentiaal behorende bij een bron fer sterkte 1 in
~hct punt P on cen van grotc putb

' O
in het spicgelpunt 7 /P/ % P

In het punt Q/o ) is de waarde
ST (i) <zk (U tpg = Cf g [
L Ay 2Vip gt g cof/P-¥)
Y ng+ 52; lf;@zc%,ﬁQ%-%y

Voor Q=R worét dit

Sz (10519 - Ay LA o G o

zodat dc functiec van Green i gevonden.

De funciic van Green van de tweede soort wordt verkregen door in P en P

even grotce bronnen aan te brengen. De op deze wijze verkr -gen formules
voor de oplossing van de problemcn van Dirichlet en Ncumenn voor de cii-
kel komen overcen mct dc vrouger guv\ndan 1ntugraal van Poisson.

ATHEER “’»’\THF'?"‘ 15C
o Myl
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Voor cen willekcurig gebied G hangt de functie van Green van de
cerste soort zeer nauw samen met de funetic, "dic de conforme transfor-
matie van het gebicd op de cenheidscirkel levert. Immers, indicn f(z)=§5'
hoet gobicd G op de cenheidscirkel afboceldt zodanig, dat f(ao)zO,f‘(zo) >0
dan is als =z op S ligt ‘f(z)}=1.

Dan is '

G(z1zoj=log {f(Z)l ‘

immers voor Z=2 heeft £(z) juist de gewenste logarithmische singulariteit

en voor ]z{ op S is

G( Z,}ZO)=O.
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A,m,s terdam--0,

Cursus:
Methoden der methematische physica.

Deel T. Potentiaaltheorie en

conforme afbeelding.

door
R. Timman.

Hoofdstuk V. Enkele toepassingen van de conforme transformetie op

technische problemen.

l. Stroming om draagvlakprofielen.

De bewegingsvergelijkingen om de stationnaire tweedimensionale
stroming van een incompressibele vloeistof net verwaarlozing van de
viscositeit zijn in rechthoekige coordinaten x en vy

w ou y %
5& 2 oy T }; X (1)
A VS ) (2)
" 7y § 2y
Samen met de continuilteitsvergelijking
D Dv

=0
¥ (3)
bepalen zij de stromlng.

Is de stroming bovendien wervelvrij, dan is

du OV
’)H Y 3% (4)

Op grond van verg. (4) bestaat een functie(P de snelheidspotentiaal,
zodanig, dat

U = % » \/= /g.f (5)
0¥ q
en op grond van verg. (3) bestaat een stroomfuncﬁie>£ , zodanig, dat
“1“‘ ...a¢ \/:_ })&: .

Uit (5) en (6) volgt, dat @ en‘f gekoppeld zijn door de vergelijkingen

= L)
.
v

-

de.wWez. Juist door de vergelijkingen van Cauchy-Riemann. Zr bestaat dus
een functie@ (z) van de complexe variabele Z = x+L;a)~, zodat

¢C2) = CP(")B) +('L,L/)(,g},
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en dat de geconjugeerde van de complexe snelheidsvector wordi

[,L-*(:\/ = 5(2

oz

Bij een conforme transformatie T = ;Gs) van het stromingsveld in het
z vlak op een stromingsveld in eend{ vlak blijft de potentiaal invariant

P 2= bS]

zodat de snelheden getransformeerd worden volgens de formule
At g Az /@‘7. b
éﬁi Az A Az

De snelheid in een punt wordt dus vermenigvuldigd met de afgeleide van
de afbeeldingsfuncti=.

1

Het verband tussen snelheid en druk in de vloeistof wordt direct

gegeven door de verg. (i) en (2) met behulp van (4) te schrijven als

DLl £ ) e
3:3,./11 (ullx»v*/*-‘{’j:o,

waaruit volgt, dat in het gehele incompressibele stromingsveld geldt de
wet van Bernoulli: .

l/ g,l;z‘.f.\/‘/-ﬁ vé. = 0wl

< | f |

De twee hcbfdproblemen uit de theorie der drasgvlakken lunnen nu als
" volgt geformuleerd worden:

1., Gegeven is een drasgvlakprofiel. Gevraagd wordt de drukverdeling
(of, wat hiermee equivalent is, de snelheidsverdeling) langs de con-
tour te bepalen, indien het @drasgvlak onder een gegeven invalshoek in
een parallelstroming wordt geplaatst.,

2. Ontwerp een draagvlakprofiel zodanig, dat bij een gegeven invals—
hoek een bepaalde voorgeschreven snelheidsverdeling langs de contour
optreedt.,

De stroming om een profiel wordt verkregen door dit stromingsveld
conform af te be clden op de stroming om een cirkelcylinder. In beide
gevallen is het probleem in wezen teruggzebrachi op het nrobleem van de
conforme transformatie van de profielcontour op een cirkel; in het
eerste geval wordt de afbeeldingsfunctie direct bepaald uit de geome-
trische gedaante van het profiel; in het itweede geval door de voorge-—
schreven snelheidsverdeling.

Om verder te gaan is het echter eerst nodig om de snelheidsverdeling
om een cirkel in parallelstroming te onderzoeken.
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2, De stroming van een cirkelcylinder.

Beschouw een cirkel in het z vlak met straal R en middelpunt in de
oorsprong en de stroming om deze cirkel, die in het oneindige het ge~
drag heeft van een parallelstroming met geconjugeerde complexe snel-

] ' - (X
heid W VA

~Indien de snelheid verder in het gehele vlak buiten de cirkel regu-
lier moet zijn, kunnen wij schrlgven

e - Ve~ ¢y Xn £
Az ;2

hw s Z%
. oo ‘~ 4
zodat de pgjentlaa;w?zrdt g}4{ ] ;;: & 5 }?
o _ -~ X, 7 - T h -
‘? - \/C z 4 7 he 2 ((/1*//'2 he
waarbij de integratieconstante nul is gesteld, -
Als de cirkel stroomlijn moet zijn, moet voor z = Re ' gelden
S, g - oot |
Stellen wij: | (:n
o = A, L

dan levert dit
\/;g,c,q(,}'w,ta Am,&,/? fa, oo A, Wt 4, /?/,.;ﬁa-ﬂj')

bondT = Wy
waat meebrengt, dat
B 5 b=V fhma Az fem m>s

zodat de u1te1nde113ke potenulaal wordt
C?r': Ve ?’:Z-+ 2)-@ /TR
L A s

waarbij / een onbepaalde re€le constante is.
De snelheid wordt dan ge@cven door

xxx
wr V47 {/ ~+ _L_.
X2

De waarde van de constante / is juist de circulatie om de cirkel, im-
mers langs een willekeurige gesloten kromme, die de cirkel omsluit, is

)7( Ve dS = f ,ﬁ ds - . -@

de toename van de snelheidspotentiaal als wij de cirkel één maal omlo-
pen, die, wegens de logarlthmlsche term juist de waarde | blijkt te
hebben.
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Op de omtrek van de cirkel is de toegevoegd complexe van de snelheid
gegeven door

v s "”}/Vﬁmﬁﬂ-d v j

‘ Zir R
Indien wij wensen, dat het stuwpunt wordt gegoven door ?** 0, wordt
- L [ &
/}%: /1}'\// W‘X/)Jﬁcth 0(/:' \/.(ath-,l?/cw/{"’dn’

3+ Figenschappen van de afbeeldingsfunctie.

Bij de hier beschouwde toepassing wordt het "uitengecbied van de cir-
kel in het z vlak steeds afgebe=1ld op het buitengebied van een drang-
stuk in het q: vlak., Deze situatie gaat door een inversie in het z vlak
en door een inversie in het vlek t.0.Ve een cirkel met middelpunt
binnen de profielcontour over in de situatie, waaron de stelling van
Riemann in de boven gegeven vorm hetrekking hecft over.

Verder gaat bij deze inversie het oneindige in elk der vlakken over
in de oorsprong in het geinverteerde vlek., Indien wij er bij de stelling
van Riemann voor zorgden, dat de oorswmrong in het cnc vlak correspon-
deerde met de oorsprong in het andere vlak, zal nu dus het oneindige in
het ene vlak corresponderen met het oneindige in het andere vlak en wij
kunnen de rchting van de pos. x as in het cne vlak laten corrcesnonderen
met de richting van de pas. x as in het andcere vlak. In dit geval moet
de afbeeldingsfunctie dus een Laurent-ontwikkeling toelaten van de vorm

~§§ )42): Cotz + S0 ¢ S0y o - 0 L _

/ z 2
en de afgeleide

/ . C ZC
- /. - -
.]/(:;) . / =7 f_3é -

Aangezien de verhoudigg tussen de geconjugeerden van de complexe snel-
heden gelijk is aan\f:(z)

% . 4 jft)
is deze vofledlg bepaald in toegevoegde punten van de cirkel en het nro-
fiel, Stellen wij

T(hy) scr (rigy o o o e f sy

dan geldt
¢
/if'e’-tf
i
en arg Vﬁ - arg%/¢=f'.
In het bijzonder zij op de omtrek van de cirkel T en T° zeconjugeerde

>

: . . . . LY
harmonische functies. Na invoering van poolcoordinaten z = Re op de
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cirkel zijn en dus op de cirkel verbonden door de integraal van
WV < A L [/ 4/ dé,
(V) a4 L rﬂﬂ/wf I )/
vt - A / T18) et (F~4) 48
0
en verder geldt de Four1er—ontw1kkellng voor r> R

”’/ f(%/-f (?‘/’z “'/ Xy ot > o R

T/ ﬁ’?‘a

" Poisson

j?’

waarbi] a P
, - ¢t hk
b Reas .
ez (;

Deze Fourier-coefficienten &, zijn echter niet geheel willekeurig
(behalve natuurlijk de restrictie, dat de reeks voor r = R moet conver—

geren) .
Immers, wij hadden gevonden, dat 7[(z) de onitwik'eling

/& ¢

- /= L O Z2€ .
/ J: zv 53
moest hebben, d.w.z.

Aoy = Anflej= —S- 2% -

=4

zoda’t

2

[ tojd=o

6{0 x £) dus

20
»(9 0
- | TO)eTAE o .
¥ t '
/ 718 nb oo o /ﬂ@/ b & dB=0
2 3

<K

7
o ook /“((-)) Ch 6 460 /m/mawu

Het is nu gemakkelijk om de coordln@ten van deprofielcontour uit te

drukken in de functies U en U , immers uit

A f/Z} l(x/= . Tz} + € T(2)
dz

volgt, dat y
7z, + ¢ T2,
S;;r’ ﬁ - /{ J( /) }

¥,
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Door te substitueren

7, - e ¢ 7

en door de keuze Z£,= Azg,;myolgt den direct

Si §4(7 A // LQQVJer%y+tQ/§
A

of wel

v

= v‘// / /F’4 @/ﬂ/@
/ ﬂ//cﬁn»dréya’&)

0
Verder zien w13, dat voldean moet zijn aan

0?@/4( T8 < 6
J a6 =0.
0
zodat de profielcontour een gesloten contour wordt.

AR Pown

4. Het eerste hoofdprobleem uit de profieltheorie.

Met behulp van de verkregen relaties kunnen nu de twee hoofdproble-
men uit de profieltheorie opgelost worden door middel van een iteratie-
proces.

De snelheid langs de profielcontour kan bepaald worden als de func-
ties U en T bekend zijn als functies van de beeldhoek 7ylangs de cirkel,
De hoek tussen de raaklijn zan het profiel en de x as wordt gegeven
door

o
#

ZC
A z vV, + & - - , oy
Q/L/ V/, af e ‘”‘1’0/2 .5:.4'?7-&— r/+*/
Indien de liggzing van het profiel +.0.v.e de coordinaatassen g en’7

gegeven is, is dus (F+T/7/L) : >\/'5/

gegeven als een bekende functie van fl.

De onbekende functies T'(Wﬁ ”TV5, %K?@ en 4?(7\ worﬁel nu door een
iteratieproces bepaald.

Begin met een nulde orde benadering

§=35,/"%)
en gebruik de formules ; (/
Tx‘\/?’(/ 7//*7! % 'Z/
/qz‘/ ,__,_/ 7‘/9/ 2t /f@/éf@

en dan /1{/ */?/ (‘/‘/&{a(@;/“g}( Q’@
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Het kan bewezen worden, dat bij een geschikte keuze van de nulde orde
benadering het proces convergeert., '

Uit de limietwaarden /{;,
gh r /égf/h 0; T: e T/h
4 —0a P - 0

volgt dan de snelheidsverdeling door middel van de formule

\/ . .
L £QW/7%% ﬁkﬂj+fmq}‘
Ve
Hierbij is ervoor gezorgd, dat het @chterste stuwpunt ligt in het punt,

dat met'fé O correspondecrt. In het‘algémeen zal een draagvlakprofiel
aldaar een scherpe punt hebben. Op de wijzigingen, die dit in de bere-
keningen aanbrengt, wordt hier niet verder ingegsan (vgl. R. Timman:
The direct and inverse problem of gerofoil theory, Revort F 16 of the
Notional Aeronautical Research Institute, Amsterdam).

5. Het tweede hoofdprobleem uit de proifieltheoric.
BiJ het tweede hoofdprobleem is het niet mogelijk om de snelheids-

verdeling langs de contour van het profiel voor te schrijven, want de
contour is niet bekend,

In plaats daarvan schrijven wij de snelheid voor als een functie
van de coordinaat 3 langs de koorde.

Deze snelheldsvprdellng is echter niet willekeurig want de functie
g, dle erbij behoort, moet voldoen aan de _betrekkingen

/ /V/ﬂ{yt :q / @h’lrﬁ{?fm X /frr(‘f/m“e/—k:o.(l)

ng kiezen dus als gegeven snelheldsvprdellng een functie, die drie
parame'ters/v‘ ¥ Kbevat: (g y K , w Ky
De functie ¢ (1?) is, zoals bekend, gegeven Goor

N[VL/ L. /14{\\// x /& 2 Jcﬂé""“(/ﬁ‘- Siv) & f (2)

zodat het verband tussen de onbekende functies 7 (g3 en % (J) gegeven
is door een relatie

Q“/#/ /b ﬁkfj 1* A’ k' Aﬂ/} (%)
die uit (2) volgt.
Neem nu weer een nulde orde benadering
% - (?(1}'}

dan volgt de afbeeldingsfunctie tenslotte weer uit het iteratieproces

O},{;&*’/ /A{J;(ht////#ﬂ_”,(/l )/(,,Jj

waarbij telkens k» L, Al en A5, pevanld woroen door

¥ i
vz-,/"‘/”“”‘/@.ﬁ“/“’”w’ ot 75

Q



Verder is 3
Tt (P =L /f/ﬁ/ ot 1/71—69/#??
en}J¢7/;j/: *_Ai// */Z%éah 7/ZL ﬂ%/f‘ﬁ/fﬁng

Tenslotte wordt de verticale coordinaat 7 gevonden ult

P B[ e IR

Blz.
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ﬁﬁ% Boerhaavestraat 49,
Amsterdan 0.
Cursus:
Methoden der mathematische physica.

Deel I,Potentiasaltheorie en
conforme afbeeldlng.
door

R.Timman.

6. Torsie van staven met willekeurige deoorsnede.

Beschouw een cylindrische staaf, waer geen volumekrachten op werken,

g X

die in de doorsnede z=0 ingeklend is - ,// o

en waar in de dcorsnede z=1 een kop- Py -

pel M werkt met as in de richting von S e O

de cylinderas, Neem aan, dat op het &
zij%lak van de cylinder geen krachten werken.

Indien de doorsnede van de cylinder een cirkel is, is de oplossing
van het probleem zeer ecnvoudig., De deorsnede blijft vlek bij de defor-
matie en het koppel zal cenvoudig iedere doorsnede over cen hoek &
verdrezaien,

Bij kleine verdraamiingen nemen wij =an, dat o] eenvoudig evenredig is

met z: O=Xz. De verplaestsing van elk punt in de z richting w is nul

en de verplaatsingen in x en y richting zijn

u=- Qy=—9 zy,

v= Hx= X zX,

Volgens de wet van Hooke kunnen wi}
nua direet de bijbehorende spanningen

y vinden
AN '-‘v dw | i
Tt M TR 24 e |

T . ) i "w Cwi AT Y

yy: {ﬁ w +TJ+1M1“

T3 Vi}-‘-‘- 'atf "Dﬁ.) +lp ?:g.xé .
Xujr {h; + \‘;); D(:f*( (F"2'#?)a0.

Taz = P, /@\B + ...“f}; - Ly,

ng-n fi[g%:f ?% 3 ®MZ

Blijkbe-r voldoen deze ran de evenwichtsvoorwaarden

'f”'”xu 2Ty I
T . or I
w%%{ 1 mggL + ~_¥y -
E)Tﬁy WT s
+ T
T T T

3 7
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en aen de compatfblllteitavoorwaarden (hier nlet ultgeschreven}, die ezwf
gen, dat elementen, dze‘vnor de deformatie aan elka=r sluiten, dit na de¢
deformatie ook nog doen. | | e
- De randvoorwaarden eigen, dat cop de rand van de cylinder geen kracht:

’Weﬁkenf Txx Caq _/X )\1) + r’j w(y,\)) =0,
Tx Cafnv) 41y, eolyv)= o

Tox Co[8W) ¥ gy G [y,

Asn de eerste twee voorwsarden is irf
tiek voldaan, de derde geeft

-0§Nﬁ1§éﬁ + X fZ g;?:wu.

 wasrsan inderdaad voldaan is, als de doorsnede een cirkel is. ,
Uit het feit, dat algemeen bewezen kan worden dat deze evenwichts-
vraegstukken slechts één oplossing toelaten, blijkt, dat de gevonden
oplossing ven een staaf met cirkelvormige doorsnede dé oplossing voor-
stelt, |
Uit de derde randvoorwaarde blijkt tevens, dat voor een niet cirkel-
vormige doorsnede de eenvoudige deformatie, waarbi] w=0, u=- Xay, V= XZx
niet kan voldoen. Er zal een welving van de vlakke doorsnede optreden,
w zal £ 0 zijn. Stel nu w=x ¥(x,y) en zoek of een functie &P te vinden
ig, die aan de gewenste voorwaarden voldoet.
In dit geval wordern de spanningen
TXx s T‘j’j ':T."ZZ = 0,

Uﬂ P“(K+

Tyzs Mo {t)y ”&f}.

en de evenw1cntsvoorwaarden leveren

et (GE5E <o
zodat ¥ een harmonlsche functie moet zijn.
Yerder is weer voldaan aan de compatibiliteitsvoorwaarden (niet uit-

geschreven) .
De randvoorwsardem san de buitenrand van de cylinder eisen nu, datb

[25? —»*}!/ Cﬁ)(x'\vj + Eg* x) tn (y’\;}: o,

of wel

W (‘h/x' ), 1’»3@ C‘n/tj =g Cnpx, ) - X &‘by(y‘\})
hetgeen Overgoat in
9 :
) ¢l

Hieruit volgt, dat het probleem van de torsie van een cylindrische stasz:
sequivalent is met het probleem van Neumann,
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Inderdpad ig hier a-n de eig, die bij het problcen ven Newnann nan
de normele rfgeleide werd gesteld, voldeen, iaomers geldt

/95‘3’ Ay - /fgj,:.xﬁ’jc/r:o

Kazst de torsinunctibf? kunnen wij de geconjugecrde functie 9L(x,y)
heschouwen, dan geldt lengs de rond, det

R g unlay) Kontyy) - 98 a D ALty

zodet wij ook Xunnen zeggen, dat lengs de rond

sL:— f-//{’ L«;y“/«; Cch-wﬂ'-

d.w.z, voor de LFfunctie ies het torgicprobleem aequivalent met het pro-
bleem van Dirichlet, det wij in het voorgrande velledig hebben opgelost
voor een willekeurig gebied,

D¢ samenhrng ven de functie gimet de gpanningen wordt ook direct
duidelijk, immers

T,2s /ux//w%?/ x/**%y
fxl B -y) = el g7 J

Voeren wij dus in de plsate van de functle “cen spanningsfunctie
y’( yJ) - ’(x +y2) in, den geldt

Cyz” ‘“/“‘
Tx2 = /"'(

Op de ra=nd moet 7;constant zijn en in het inwendige moet zij voldoen
ann de vefgeli3k%§ van Poigson
Met behulp van de voorgrende thecorie is het dus mogelijk om het torsie-
problecem voor cen storf met willekeurige doorsnede, mits deze enkelvou-
dig samenhengend is, velledig op t¢ longmen.

Wij leten nu nog zien, dat de spenningsverdeling, dic op deze wijze
wordt verkregen, scquivelent is met .sen koppel.
i resulterende kracht in dc x-richting iu

tlyfza ﬂ’yfe{ /&/1475?%TJV?J& M}X 7/34951} qjévﬁg/J?ﬂ/K ¥y

daar “=conet. op de rand,
Evenzo bewijzen wij, det de resulterende kracht in y richting nul is,
Het moment/?m de oorsprong wordt

ffz ://y72 /‘t;,/t/.uty - //]/A' 432_‘}:%(/{:?#

— /4 // a/.’;..i w)‘/a/xdy + 2pt o //-(L‘r:fx'//y

Transformeren wij deze egrste uitdrukking met de stelling vrn Green,
dan wordt ,\4.% «/4,'1 %[XPQ(XV/wyC'),(yv)deiz 4 o /st 4’;«({4
Kiezen wij =0 op de contour, den wordt M=2 pt o Jf \f/

Voeren wi} nog de torsiestijfhcid D in door de f01mule M=D,X ,

den is naz/w/ Ydrdy.



