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l'JSo/SI 

Bij een aandach-tige beschouwing van de verschillende toepassingen 
van de wiskunde op de physica en de techniek blijlct het, dat een groot 
aantal van de ogonschijnlijk meest verschillende gebieden van de physi­

cs. en de tcchniek _ 1.a.athematische formuleringcm toclaten, o.ie vrijwel iden­

tiek zijn. Bij de ~anvankelijk zeer grote verscheidenhcid van physische 
en tec:hnische problemen kom.en feitelijk alleen twee grote gebieden uit 
de wiskunde te voorschijn, het geheel der theorieen, die men onder de 
naam :Mathematische Physioa sam.en'Vat en die onderling een zecr grote 
samenhang vertonen en de JM:athematische Statistiek. Aan deze namen, waar­
in het woord raathematisch als bijvoeglijk naamwoord optreedt, is het al 

.,-direct te zien, dat zij bij ui tstek als toegepaste wiskunce lrunnen gel­
dent ir.ar.i1.ers beide n&D.1:m drukken ui t, da t het hier _om een andere wotenschaJ 
gaat, die mathematisch gcxormuleerd kan worden. 

Hoewel ook tussen deze twee vakken relaties bestaan, illll~ers de mo-
.derne quantenm.ochanica m.aakt gebruik van resultaton van elk der twee hier 
genoem.de gebieden, evenals de modcrneturbulonti1.:.d;h.Gorie, vormen zij af ... 
zonderlijke gebieden, die ook afzonderli;jk behundeld kunnen wordGn. In 
het vervolg zullen wij ons vrijvv0l ui tsl1;1.i tend mot de rfathe-iuatische }?hy• · 

sica bezig houden en verstaan hieronder het samenstel van die gebiadcn 
uit de wiskunde, die aebruikt worde11 bij de mathei,~atische form.ulering 
en oplossing van problemen uit de klassicke physica, dus dio physica,, 

·, 

waarin de quantentheorie geen of cen zeor geringe rol speel t, zoals de' 
mechanica der continue media (stromingsleer, elasticiteits- en plasti­

citeitsth~ori0), de warmtegeleiding en de electrodynamica. Het wezon­
lijke in deze theorioen is de opvat·ting van de physische grooth0den als 

continue grootheden, zodat .de relaties tuss.en hen als diffcrentiaal­
vorgelijk:ingen en wel 1 om.dat m.ecstal llet aantal onafhankelijk verander­

lijkcn lll00r. dan con is, als partiele di:ff erentiaal-vergelij1dngen te 
Vqorschij.n kom0n. S!IILIOTHE6¥: MATHE1'1ATISCH CENTP.UM 

__;__ AMST!:.f.i:IAl"I -
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:we. hadde:n du.a ook ala ti tel kunnen kiezen:. De partiele diffe~e.n­
ti·aalvergel_ijkingen der me,thematische Phvsica, were bet l'liet j da.t in 
sommige gev~llen een andere formulering (integra~lvergelijkitigen Df 
variat ieproblemen) wenselij ker is. 

Da~ de verscheidenheid der natuurverschijnselen ze~r groot ie 
~al de aan~e:r~elijke reductie, die bij de mathematische formulering 
optreedt, toch nog een zeer omvangrijk gebied ter bestudering over 
laten, dat onmogelijk in een korte tijd behandeld kan warden. Het 
uitgangspunt is tamelijk willekeurig, men zal in het algemeen begin­
neri met een hetrekkelijk e;envoudig overzichtelijk gebied om van dar.;.r-· 
u.it de stap naar moeilijker gebieden ta wageXl, Ji.ls eerste gebied is 
daP.rom gekozen een van de oudste gebieden der Mathematische Physic.a, ' 
n.l. de Potentiaaltheorie, die iri twee dimensies equivalent· is o,an 
de leer der complexe fum,ties en der conforme afbeeldingen. In vol­
gende cursussen zullen andere gebieden besproken worden, zoals de 
golfvergelijking, de ele.sticiteitstheorie en de leer der trillingen, 
in samenhang metintegranlvergelijkingen ~n v-ariatieproblemen. 

Als literatuur, wanrin min of meer bet gehele gebied der Mathe­
matische Physica beschreven wordt; noemen .wij: 
R~ vun Mises - Ph. Frank: Die Differential und Integralgleiohu.ngen 

der Mechanik und Physik~ 

R. Oou.r.an "b- n. Hilbert: 

H. Batemani 

H. Webster: 

Bd. I, II, New York,Mary S. Rosenberg,194). 
Methoden der Mathematischen Physik 
Bd I en IIi Grundlehren der Mathematischen 
Wisssenschaften, Springer, 1931 en 1937. 
The partial Differential equations- of 
M~thematical Physics, Dover, 1944. 
Partial Differential e~uations of Mathema­
tecal Physics. New York, Hafner, 1947. 

Verder voor de potentiaaltheorie: 
O.D. Kellog: Foundations of Potential Theory, 

Grundlehren der Mathemat ischen Wissenscha:,., 

ten, Springer, 1929 
Steinberg: Potentialtheorie, S~mmlung Goschen. 
Stainberg en Smith: The theory of potential and Spheric~l Har­

monics. Toronto, 1946, The University of 
Toronto Press. 

terwijl in verschillende boeken, die gebieden der physica behandelen, 
potentiaaltheorie besproken wordt, zoals 
H. Lamb: Hydrodynamit1s. 5:th Ed-. Dover, New York. 

Stratton: Electromagnetic theory, Mao. Graw-Hill 
New York, 1941. 

) 



Hoofdstu~ I. Kracht- en stromingsvelden. 

1. De gravitatiewet. 
De potentiaaltheorie vindt ha~r oorsprong in de mathematisc.he for­
mulering ve.n de algemene gr2.vitatiewet van Newton • 

. Ieder massade~ltje in het heelal trekt ieder ander deeltje aanmet 
een kracht in de richting van bun. verbindingslijn vrnlks grootte 
evenredig is met het product van hun massa's en omgekeerd evenre­
dig met het kwadraat van bun afstand. 
De toepasbaarheid van de potent iaa.l theorie is echter niet beperkt 
tot de gre.vite.tiekrachten alleen, zij geeft het fundament voor de 
theorie van het electrostatische en magnetostatische veld, wa2.r 
de veldkrachten ook omgekeerd evenredig zijn met het kwe.draat van 
de afstand tussen de elementaire de8l tj es, die krachtwerkingen ui·:; ... 
oefenen en verder geeft zij, zoals blijkt bij het opstellen van de 
differentiaalvergelijkingen, die bij de krachten behoren, de theorio 
van de stroming van incompressibele vloeistoffen en de stntionaire 
problemen van wexmtegeleiding. 
Mathematisch geformuleerd luidt de wet van Newton: 

!,t f' ··m . ·)n ➔ r\ =·· ..:.~a. r 
4 r , 

wa'"'rbij r de vector is, die de verbindingslijn van de twee massa-
punten voorstelt, m1 en m2 bun massa 1 s en f de ~lgemene gravitatie 
constante. 

Noemen wij de co·ordinat~vrm de punten x1 ,y1 ,z1 en x2 ,y 2 ,z2 
dan is r = v{ x., - X;. \ l -+ { Yi -fJt + l z, - ;z ~l 

en K = f ~1~:~,. iJX,-x~} t + l 1, -1/i.) { + (z, - zk) itj 1 

4 . . . 
waarbij i , j en k de eenheidsvectoren langs de coordinaP.tassen zij.n ., 

In de electrost~tica treedt precies dezelfde wet op voor de 
kracht, die twee ladingen e1 en e 2 op afstand r op e1kaar uitoefe­
nen 

K = t 1 e?.. 7i 
·----r"" r . 

Y'"' 

Onder de veldsterkte in een punt van de ruimte \rerstaan wij de kr,:.<~,.<: 

die op de eenheid van de massa in dat punt wordt uitgeoefend. Zij 
is dus een vectorgrootheid. 
Het veld in een punt x, y, z, van een masse:punt m.et m8.Ssa m in een 

punt x1, Y1, z1, is dus gegeven door 

F = f' ? t ~ y~ t f-Yi+ Z,t ' 

en de componenten zijn 
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2. Het veld van lichamen van eindiBe afmetingen. 

In vterkelijkheid hebbcn wij nooi t met massapunten te ma.ken, m~f:.r 
met continu verdeelde massas in de driedimensionale ruimte .. Om 
de werking van tw6e lichamen van eindige uitgebreidheid op elkac.r 
te beschouwen, maken wij gebruik van het volgende principe_ Indien 
twee lichamen gegeven zijn, verdelen wij deze in elementen op 
de wij ze, zoals in de integr.0 .alrekening gebruikelijk is en denken 
de ma.ssa van ieder elementje in een punt in bet inwendige gecon­
centreerd. Dan is de kracht, die het ene l'icheam op het andere uit-

i 

oefent, gelijk a2n de limiet van de kracht, die het ene systeem 
ve.rvangende massapunten op het ana·ere uitoefent, berekend volgens · 
de bovengenoemde wet, indien wij de verdeling steclds fijner ma.ken 
zodat de maxima.le koorde van de elementen naa: nul ga~t. 

Om dit beginsel te legitimeren moeten wij dus in de eerste 
plaats laten zien, dat de op dezc wijz0 gedefinieerde limiet 
bestaat en ten tweede, dat voor lichmmen v~n kleine afmetingen 
de oorspronkelijke wet van Newton we~r terugkomt • 

. Wij beschouwen nu eerst de krachtwerking van ec;n lichaam van ein­
dige afmetingen op een puntmassa, die erbuiten is geplnatst in 
een punt P. De totale kracht is de limiet vr-m de som VA.n dEJ krnch-· 
ten, die de massapunten, Pi die in elk element de massa £j. 1·1 i re­
presentereh, uitoefent op bet in P geplaatste massapunt. Zo wordt 
de veldsterkte in dat punt 

-> ,f' , ""S""" D ·,1-1 ~ "7:·· 
F = ./4.·Vh•l f 4-- -1 ... 1· l '( 

~ ' 

" waarb ij r i de verbindingslij n P :l? i voorstel t ~ Voeren wij in de 
s:pecifieke massa, of dichtheid e1 = ~ ;;,• wa.·rbij .b,. Vi hot volume 
van het i~ element voorstelt, dan is 

F = i:;¥\'l f 2.. ~ iZ b Yi 
i. v·c ~ 

Indien wij de verdeling steeds fijner makeh, g2at de som over in 
een integre.al. Daar :P bui ten het lichaam ligt, is steeds r i) 0, 
De fu.nctie t (x 1• Y..,_, z.) is steeds eon integreerbare functie, zodr:o,t 
ook de integraal 

F = f jJJ. ~l t ol ,r 

tiitgestrekt over het gehele volume v~n het lichaam bostsat en a~ 
veldsterkte in het punt P voorstelt. Zijn de coordinRten ven 

-;> 

P(xp ,Yp ,z:p}, de.n z:il_j,o_ge component en van F gegeven door 

X = f ·J!f ;.3(!-X ► )X-x_dfd;: , 

J = i . Q5 ~~ l'j -/r,) r;l.1, d J ,,(z. ) 

z,:: f ff( .s (2 -Zr),:hu:J. I dz . 
-~,: {';, I 
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Wij hebben de reatrictie gemeekt, dP-.t het punt P buiten het beschouw­
de lichf:am lag. Op het eerste gezioht lij kt het, de.t de kr,,,cht on­

eindig · zal worden, als wij :P to~ het o:ppervle.k lat en nederent immers 

een van de termen van de som zal oneindig groot warden. Bij nader 

inzien is deze idee niet juist, door een geschikte keuze VP.n de ele­
menten wordt bereikt, d~.t met de afstnnd ook het volume v1=1n het be-

schouwde element nai::-.r nul g£>.~t. . ..... ---:----•--..... . 
-. La.at P een afstand r tot het opper- ___ r, ·•.,. ..... I • .... 

!./ ir .. \. 
vlak hebben en beschouw de messa van 
het lichaam binnen de bol met stra..,.l ' :-p 
2r om P. Deze masse. is van de orde r3 r3 
en haRf een~r~kking 1s due van de orae -:'2° = r~ zodat de kracht van 
de nabijgelegen massa' s niet groot ,wordtrmaar klein. 
Voor een punt bin.nen het lichaam worden de integralen oneigenlijk. 
Om de integraten te berekenen, sluiten wij het punt P uit door een 

klein volumeelementje v en strekken de integratie uit over het volu­
me (V - v). Wij veronderstellen nu, dat de veldsterkte verkregen 

· wordt a.ls de li.miet van de i:a:tegta1en over V - v, als wij v tot nul 

le.ten ne.derem, indien deze integre.al bestB.F.tt. Dit onderzoeken wij 

aM het gev~l> dat het elementje v de vorm heeft van een bolletjeL). 

met straal Som J?. Leg een tweede, concentrische bol B met straal 
, .... ••'~:·•·-•-, ........... , .. 

/ '· 
/ --·- "I \ 

,' .... ,...~---, Y--- . . o; . \ 
l · : 1 

Rom P, de:.n is 

71' 17 ~ f JJJ. € -;,. f , 1[ "' -::- 1 
, ::: ~, • -,,.-~ i" rJ " + · J J ~ .:- r d v{ ~ 

v _..., o Y- 8 8 - A r 

~ p 1 : 

f · H (1-J t Jv-4·.~ fff..s f dA. · ·,~ - .~---·~' i 
'(-~ r f , -> o B-,... r l __ ,/; 

4--l "i....... ... 

Wij be1=ekenen nu de twe~de int.egraaJ... afzcnderlijk en ··-...... .__..._.-·:<··· 
...:.. •• -~ ..t.. .. l , . ~ -~ ,.. . 'I"\ • 

wel e.lleeb de x compon~n~ ( f (f: · . . .,.., 1 _,,-1 • 
..:. . . J. . I. - • )•~,~ di/ . ... . - __ 1." , ,.;/_ r-

:Qae..r t begrensd is, is deze inteeraa~ begrensd lioor 2e ..... ; {{-, }'i (x.U"t o} 
e.-.o. 

Vfal:trb.i·j ·de~ intenr.atfe. :1lleen--·ov-c1• c.181 :t·c::·o)-1:t_er-ne·l--:.f'tf -::i/s "'1i:iA;!:Ha-trokt. Voeren 
:.j nu de poolcoordinate.n in 

x ;, r c;-, 0 ' d--1 ~ r 2 ~ i,J d (J) d ,-, pt t;; 
dan is )j11 f1i R I . J f (. ~ ?}( ✓ =- ! j { ~ ... ~ _CAn ° '.v-w> c,1 d ri ()( cP d 6' = -rr ( R - S) 

B-i}Q'">Dl ~:. • 'f"o "fi td I . 
zodat in de limiet een eindige wanrde overblijft. 1~ne,loog voor de r-:.r>• 

dere •ompo.nenten. Dae.r in formule (1) de eerste integrr--_Al onefhP.nkeU.jk 

is van 'Sis bewezen, dat de totale integra.al steeds bcnoden een zeke--

re waarde blijft·en, da~r zij met afnemende itoeneemt, bestaat de 

limiet. 
Het geval, dat het punt Pop het oppervlak vnn het lichaam ligt, 

is hi.e.rin begrepen, men heeft slechts buiten het lichaa.m e= 0 te 

stellen. 
Indien o.e massa niet over een licha.o.m is verdeeld, maar over ·een 

opp.ervlak of een lijn, wordt de int.egrea.l op e..nalog.e wijze berekend. 
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tn werkelijkheid hebben wij niet te maken met een mathema.tisoh opper­
vlak of een mathem.,~.tische kromme, mae.r met e~n dunne schae.l of een dun~ 

' ,... I I 

ne ste.ng, zodat de element:en; die wij ter vervanging nemen van het op~ 

pervlak worden ingesneden door een ate~ oppervls.kteelementen of lijn­
elementen. De b.etrokken integra.len zijn dan oppervlP..kteintegl:'ale.n of 
lijnintegralen ell de formules worden 

. P-. f ff e,f dor reap. F"' f f 'rr ols 

Voorbeelden. 
1.Kraehtveld, van een reohte lijnsegment van constante massa met lengte l~ 

r . ~ 

,' '~ r .:=: \Jff·xJ'·-+ jl 
: %1'1 · ~. -~ cl(. 

~---; ~-· X 
i . ),,.- --.._. +-....... •·,1,;,,,............-;--•-_,.,.,..,"l:".-,__..-,.,~""' 

Kies de lijn met mass a.{: per lengteeenheid la.n:gs de x as, dan is de 
kracht :in bet punt P(x1y) .,,z 

X = - f i tt!:=_q~ 
- - f rl~:J :.~ y - J --· 

Voer in de 
d S = 1J:.ti'? 

o rs 
heek «, bepaald door tg:,-<. = $;x • . da.n is r = ..l. , ~ - x::::ytg-Y, 

I l..l_r,t-'( 

(.,qJ'-o( 
en 

:x: = -cl (~~9-< •V/>.J~ oto< ==- fl. [C,,tn a<, - u-..:,o(2,J., 
' 'J i( tr ~½< 'J , 

y = - ti 111. '.. (.,4:, «_ d4 ,= 6f [, k, ~ I - .)<-I v}' z.] ~ 
als :X1 en"'{ de~'hoeken zijn, die met de uiteinden van de lijn corrr.::-·· 
ponder~a. Laten wij de lengte van de lijn ste~ds .toenemen, dan n~d~zt 

a«.r tot . ½Jf en Q< 2 tot -i. 7T ; zodat ).:.:..,.> 0 en Y -:> :..f~ i( 
'~·-~~-.. r-•,···•··••, 

.. d· . :' ! l :'t 
,: ' i ; . I\ , n 

,. 
. -- -r--•- ..• ,.) \ t '1' -----f ·- --t~~- :&_~ .. ~·----+------ X 

I h ; ,\•7 
\,.__,1,,~/ 

Bol§chaal met const~..nte beleg5ins.:_ 
Pl.Ult Pop de x as (x1.0,0). Straal bol 
E •. Voer poolooordinRten in,· dan is op 
bet boloppervlak 

\ T:K\;/ / • .. · ....... •~rl .,.,..:'(j✓' 
' \ 

\ 

\,{f 

~.) y = Ii sin 0 ~ f 
?' 

z = R sin e 'k,,,, 1f 
dO = R2 sin0-~df }(. 

en de afstand van P tot 
r 2= R2 + x2 - 2Rx ~e 

het element is gegeven door 

zodat wij zinden 

Y = Z = 0 wegens de symmetrie 
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is: 

dat r een afs-~e.nd. 

r:::cx - R voor x) R 

en r = R - x voor x < R. 

De bolscha.al trekt di..:is punt en buiten de ache.al a.an met een kra.cht, di~ 
hetzelfde is, alsof ~lle massa · in bet middelpunt was geconcentreerd ,· 
terwijl binnen de schaal de krachtvrnrki.ng nul is,. De kr~.cht ma.akt op hot 

oppervle.k dus een sprong vi::,.n f.47Te'.. en is dus discontinu. 
Voor een punt x = R op het boloppervla.k vinden wij de kra.cht door eerst 
het punt, volgens het bovenstaande, te omsluiten met een klein oirkel-

• 71' 211 . 
tJe, d.w.z. . J 17 t. _1 ;,( ) 

f , f . e 1\. x.- t:) o1.. 0 (YI. re I" , .. w.>0 _ 
X = -~ .. R.:i, ( 2 - z Uo 0 15/z -

o ->O .i3::o r-::e f' .,,-

= f . .i if e L,;,,.,..,. fr,~ 0 d 0 "t ;::;. 2 if e _r .J:. ___ {_(Ar-:;,~ J-d Vi. :1 -== · 1 Tie f 
"S"" _., o 7i" t( 2. -..t w.- (JI J ] -r:_;;-;; a · · ") 

zodat·de krg,cbt i~ dit punt juist het gcmiddelde is van de krachten 
in naburige pu.nten buiten en binnen de bol gelegen~ 

~- Hpmogene bol met straal R 
Het veld in ee.n.punt P kunnen wij vinden door integr~tio van bet reaul­
taat voor een bol~cbil~:1 

Voor een punt P buiten de bol vinden wij 
....,. ( R ;.. J 
F = f ~ !:J_J:re..} ot. ~ = f . t,;J rr 'R e = f ~ >< ,~Q. 

><. "... 1(1• ) 

voor gen punt binnen de bol dragen alleen 
de delen gelegen bin.nen een boloppervle.k 
door dat punt bij: 

➔ ,.. (X. j f 4 F = t ·· ., !1 :~ ~-- ot. r ;s::: , J . rr e x ) 
(ii ' 

zodat de veldsterkte binnen in de bol lLnee,ir tooneomt tot h1:it opper-= 

vlak. en zich daP.rna gedraagt, e.lsof rlle mass a in het midd.elpunt val'.l 
,· 

de bol geconcentreerd was. 



Xraohtvelden en andere veotorvelden. 
Wij kurmen nu in ieder punt vA.n de ruimte de veldaterkte berekenen~ 
die bij een gegeven masaaverdeling behoort. In ieder punt is dua een 
vector bepe.als. Indien wij nu lijne,n tekenen, zodanig, d~t in ieder 

punt d.e vector ltmgs de raaklijn is gericht, verkrijgen wij een stel 
krommen, de veldlijnen of in dit govnl, de kre,chtlijt.len. Indien de 

veldcomponenten zijn X, Yen Z zijn 
;;,!-,{ -. ~· .- L - dz x - - -- z 

de differenti~alvergelijkingen voor de veldlijnen. 
Een v-ectorveld wordt ook opg0l1.:;vcrd door een stromingsveld, vrr.nrbij 

in ieder punt de snelheid VRn het medium ia gegeven. 
Indien de coordi,neten VP-.n een punt zijn x, y, z,. dan zijn de difforen­
t'iaa.lvergelijkingen voor de bev1eging 

➔ ~ 

~ = -v(x,y,z,t). 

In het algemeen ;al; expliciet van de tijd afhangen, indien dit niet 
het geval is, is de beweging stationnair. 
Uitgeschreven zijn de vergelijkingen 

.f!:f,,.. :;: U,, { X. y :z -t ) d.-f- .,, • ) 

~- = Y( X,f,:z .-£:). 
13. = 1u <.. x ,Y. z.. t: ). 
,".Lt 

en de oplossing zal de vorm hebben 

i = l(t, a., b > c) 
waa.rbij a, b en c integratieconstanten ziJn, die bepe.ald zijn door 
de waa.rden van x, yen z op het tijdstip t 0 : x0 , Yo en z0 . 

zodat we tenslotte de oplossing in de vorm kunnen schrijven 
"?'" ......,.{.L r = h ,:,. /-o, y~ _,r,,) 

De vergelijkingen in deze vorm ste~n bekcnd als vergelijkingen van 
Lngre.nge, zij leveron de bar..nkrommen van de deeltjes. 
Op ieder ogenblik t 1 = const kunnen wij de vergelijkingen schrijven als 

o6< ;:: ~ :: tx.z; 
U(x,y,z.,t1} V{KJY,'fr,-tJ) V{J',,y,:z)t:,) 

die dus een vectorveld voorstellen. De veldlijnen van dit veld ziJn 
de stroomlijnen. In het elgemeen zullen de stroomlijuen verschillon 
van de baa.nkrommen, die bepaald zijn door 

r;t.~ -- 1jf--- = c.:>e.:::,,C_ .;::;d-t 
U.-(1-.,'/,Z, t) rt x.;t, z, t.) "V-'-6-,Y, '2, t.) 

J.1.lleen als de verhouding u :, v. :, w onafha.nkelijk is vr:,n t, dus o. a. 

voor ecn statior.maire beweging zullen de bar..nkr-ommen rr..et de stroomlij" 

nen samenvalleD., 

Voorbeelden. 

If::; 
L w = z 

De bas.nkrommen worden geleverd door de vergelijkingen 



dus 
X = X .:;:;t Ov; 

-t: 
y = Yo .e, , 
z = z et. 0 . 

ot_--. ;:z ::::: o?+. .z:._ 

(9. 

ziJ zijn dus rechte lijnen door de oorsprong 
stroomlijnen, die bepa~ld zijn door 

en vallen se.men met de 

&-x. cd-7: :r; e 
.><. y z 

of wel 
:,L.. - +- ;; i£ . 

Xo - Ya Z,:) 
Da~r de sn0lheden niet van t afh~ngent is d0 bewoging stetionnair. 

2. u = tx 
V = y 

w = z. 

x t of wel , 
'11,7.'­

X = X,, -e 
t: 

y = Yo e.. 
t 

Z = Z 0 ~ 

stroomlijnen op tijdstip _it volgen uit 
2!:t::-: ~:;, tx~ 
t:X )' ;i! 

stroomlijn door xa, Yo, Zo. 
{ 15:.)Y-c::;. ,_;? """':!!=,. 

K,J Yo .::&-c? 
vallen niet samen met de baankrommen • 
. -
3). u = tx 

V = ty 
w = tz 

baankrommen~""" h= 
:x.,,t; Y-t 

X = Xo e,l/2:t. z 
'-i. -lJ. 

y = Yo .e i. 
//,2.l-

z = zve 

stroomlijnen (?/d...:;: 0:.>/, =- 9;::::; o :6... :::: }'.:. :;:- df.. 
X / ':l X o Yo .:Z:o 

Hoewel de beweging niet stationnair is, 1,i2...llen de stroomlij.twn a~men 

met de bP.nep van de deeltjes .. 
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bl.""- 10 .. 

Bij de bespreking van de bev1ei;ing van vloeiatoffen, die door een vector-
veld wordt beschreven, tre t t1en nieuw b op, de givergentie van 
het veld. 
Indien een hoeveelheid vloeistof op het tijdstip t een gebied T van de 
ruimte bezet, is het volume 

V(t)=fff dxdydz. (1) 
T 

Wij hebben gez1en dat wij op ieder tijdstip t de coordi.neten van een deel,~ 
tje kunnen uitdrukken in dG 1',l~ata-coordinaten op het tijdstip t 0 :x 0 ,y0 , 

Zc en de tijd.Om.dus. •-4 ttjc}i,afhankelijkheid van V(t) te lH.,sohrijve.c, 
moeten wij ,-.. ,,10 i z o en t ala oo.ordinaten irWOtc"''r-''¥l i.ri ( 1) en kt'tjfen 

dan 

wae.rbij 

Om dit te vinden, beschouv;en even 

elE::msotje <l:xo<iy0 dz.,. met hoakpu.oton op 

.:r.:i 

-r 

t ti~;dst 
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en de inhoud van het parallelepipedum is 

;<_ ;J- ;z I 
.QX. J 

X + a:x--~t;,<-Xo 
....,.,. ___ ;. 

I 
... 

---· l 

I 

Voor het tijdstip t c- is de aangroeiing van het volume gedurende het tijds•~· 
verloop -6.. t g~geven door de formule 

V(t 0 +t1t)- V(t)= (((( 3~·%'..Zl71 --/) dxJ1Y;t1z0 • 
J }) . C X ·l•,•·,'f 'I 

Nu is 09 bet ogenblik t -t ..6t 
To-

X= X +u /:l t 
Y= y +v 6 t 
Z= Z +W ;6 t 

zodat 

en 

d (x,y ,z) 

~ { Xo.Yu,z v) 

V(t 11 +.Dt)-V(t) 

At 

-1 = {1fL + ;) V + ~) A t . 
-~X',, "e,11) "'::>2, 

in de veronderstelling, dat de functiee u, v en w continu differentieer­
bare fu.ncties zijn ve.n x 0 ,yt1en zt7 in het gehele interval.,Llt.. 
J3ij de limiet vinden v1ij 

dV ((( ALJ 4V" 'dr,v dt = JJJ (~ + 'djo + ;~) dxudy0 dz0 , 

Ta -
zodat wij volgens de stelling van bet gemiddelde mogen schrijven 

~ ,. .. -
dt du ;) V d w 
---=-+-+ 

V OX oy d Z 

waa.rbij deze grootheid bepaald is in een punt binnen bet gebied T" • 
Indien wij nu dit gebied steeds kleiner nemen, vinden wij de plaatse­
lijke relatieve toenam.e van het V1l.lume 



_,::r 3u O V 
divf= - + - + 

d X t.} y 

dV 
ov:1 ~ 
- • lim -
~ Z V"-p,:; y' 

blz. 12 

Ala de verandering van het volume overal nul is, is de vloeistof 
onsamendrukbaar. en div V= O .. Op deze wijze is e!;;:n definitie van onsamen­
drukbare vloeistof verkregen. 
De toename van het vol1l.me per tijdseenheid kunnen wij ook op een ande..:. 

re wijze berekenen. 
Denk het begrenzende oppervlak benaderd door een ingeschreven veelvlak 
en denk dat over ieder zijvlak van dat veelvlak de snelbeid constant in 
richting en grootte is. Dan stroomt in eGn tijd ct door dat zijvla.k .et.n _.,. 
hoeveelheid vloeistof V0 AS.4t, waarbij Vn de component van de snelheid 

loodrecht op het oppervlak voorstelt. Na e€:n tijd.bt zal dus de vloei­
stof, die op het tijdstip t in T lag een volume V +:Z:.Vn.a. S innemen, 
d .w. z. -> 

= 'J_V ,J.\ s. n 

Indien nu het snelheidsveld continu is en 

indie.n de zijdErn van het veelvlak vrorden 
verkleind, zal de uitdrukking '> V.n·6 S na­
deren tot de integraal 

➔ f \ V ndS 
,s 

zodat de tweede uitdrukking voor de toename van bet volume per tijds-

eenheid is 

-2!_ = ({ V dS. 
dt 5 n 

Wij vinden dus de stelling van Gauss: 
(ff . ➔ (( -> 
1J~ div V.dV= n Vn.dS. 
-v- 5 

Wegens het grote belang van de stelling van Gauss geven wij hier nog 
een andere afleiding,die direct de twee integraaluitdrukkingen in elkaar 
omzet en wel voor een oppervlak, dat door iedere lijn ;f coordinaatassen 
slechts in twee pu.nten wordt gesneden en daar een continu varierend 
raakvlal-t heeft. 

Beschouw de integraal SJJ £~ dV= 
><"l,. . X V-- ::;x . . 

- fI ( (_:!_ t11Jdi:yp1,7. - ff rx ( ·-,1{ :1 . ./ - J t 'iJX j - J l-' X-..~:z')- .I\ X1f..2J\,;{ jClZ 

wanneer .x1 en x2 de snijpunten voorstellen 

. (-------. ':,. 
~JC. \. ! ~--------. _-__ -.. -. 0-- '\ 

(!:_ - . ~ 
van een lijn Y= const, z= const. met het oppervlak •. Noemen vlij de op­

pervlakte-elementj es resp. dS 1 en dS 2 , dan is dydz=-dS1C.t?f(n1 ,x) en 

ook ~dz= dS2U>;? (n2 .. x), zodat wij krijgen 

f i ~ ff o/_ V = r { [ x( j_ 1 ; j, Z} ~=>(v?ux}« s?J_ + X (X t ,Yi f j &,~{n1iJ ot,<;) ~ ({ X C,/)(n ,x) d, 5', 
V .5 
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Door optellen van analoge uitdrukkingsn voor alle drie componenten vin­
den we dan opnieuw de stelling van Gauss .• 

6. De flux, solenoidale velden. 
__ .._ __________ .......,.;..;.. 

De integraal ff fn dS wordt voor het krachtveld de flux van het veld ge­
noem~. Als deze voor ieder gesloten oppervlak nul is 1 spreken wij van 
een solenoidaal veld, 
Deze voorwaarde is equivalent met de eis, dat in ieder punt de diver­
gentie in het veld nul is. 

Wij beschouwen nu een veld van een eindige me.ssaverdeling en weten dan~. 
dat voor een punt buiten de massa•s 

X= \ff ~ (x-xp) dxdydz~ 
V-

Y= Hf ~?. (y-yp)dxdydz~ 
v--

Z= )\~ ~ 1 (z-zp)dxdydz. 

V' 
die uitdrukking voor de divergentie is dnn 

~z. <ffp[o X-Xp ?:i 'JI-"- ") .z-z;.,-1,,.{,.-J ,{v div y = .) . '$x' t"S. +- °<)l/ ~p +~ -;rr_ VA PC/• .. -:::: 
v· d 

' . 2. '.2. ( <..-
= JJJ p [ /:, - 3 /)(-X1>) +(v-;~) t :z-zr>] ,lxayd:z. -=-O 

V 
want in de eerste plaate mogen wij, omdat wij buiten de massat s zijn, 
differentieren onder het integraalteken en verder geldt 

a r 2 . a r, 
-=2(x-xp)-P2rrr, 
d X I 3 

~c~~~ -L -:-::-J:::: - -- (x-xp). :vx p ;-, ) 

Beschouw nu een geslot-en kromme in het veld, die in G,;n oppervlak ligt 
dat ongevaer loodrecht op de krachtlijn staat en de buis, die gevormd 
wordt door in alle punten van de kromme de krachtlijnen aan te brongen, 
Beschouwen wij dan ·e~n 

tweede kromme, die in 

een oppe~vlak ligt, dat 
ongEtv--eer l.cio<lre..:ht op de 

krachtlijnen staat, dan 
geeft de stelling van Gauss 

~~VndS= Jfvnas. 
SJ Si, 

Indien nu s1 en s2 kleine oppervlakten A1 en A2 hebben, dan zal gelden 
(bij benadering) 

V1 A1= V2A2' 
wae.rbij v1 en v2 de veldsterkten Zl.Jn in een punt, waar r:.et oppervlalt 
werkelijk loodrecht op de veldsterkte is. 
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Wij zien dus, dat bet oppervlak van een krachtbuis c,mgekeerd evenredig 
, is met de veldsterkte. De flux door een bol om een massapunt met massa 

mis !( m 2 - 1 ~ • r d-1r- -4 7T m, 
r 

a.ls de normaal naar buiten is g-ericht en 
de kracht ne.ar binnen. Voor ieder ander 
gesloten oppervlak is de flux even groot, 
zoals blijkt door de stelling Vpn Gauss· 
toe te pass en op de ruimte binnen dat oppervlak en bu.i "':ien oen bol, a i "'' 

bet massapunt omsluit, maar zelf binnen het op:pe:cvla.k blijft. 
Voor een eindig aBntal massapunten blijft de stelling geld.en en ook vo~::J' 

een continue.verdeling-binnen het oppervlak 

~~ y~ cl~ ==\~in r (~ -xJI+ {y-r~r~, 4;-z)~ d y,,t5' 
S /1 V 

Als(f it) een punt is \•ai:bs ~,,-·en 
x,y,z een punt-·~~ S, terwijl 
normaal op S voorstellen. 

l,m en n richtingscosinussen van de 

Daar rp O is, mogen wij de integraties verwisselen en krijgen dan 

r \ y Yl J{ $ =: \ \ ( e '~ ( { ~ ->()) +ty. ,z)~ +(z -s }--n o( s .of v·::-
$ v> s r~ 

::- -47fJ~}fdV-::: ~i.J7rM. 
,1 . 

als M de totale omsloten massa voorstelt. 
Voor een vloeistofstroming stelt H VndS de hoeveelheid vloeistof voor~ 

. s 
die per t ij dseenheid door het oppervlak stroomt ~ Wij kunnen dan zeggen ~ 
dat ln hQt g~biea ~rue vloeistof geabsorbeerd wordt en noemen dit een 
putgebied,,._de·: pu.ntmassa•s corresponderen den met de puntputten, of 
als m negatief genonmn wordt,puntb.ronnen. 

7. De continuiteitsvergelijking voor de stroming van een incompressibele 
vloeisto.£.:_ 

Voor eBn incompressibele vloeistof hadden wij als definitie gekozen 
d3.,~ v= 0. Indien er echter bro:nnen in het veld zijn, gaat dit niet 
meer op. Wij mogen echter niet zeggen E = coost.(denk maar aan zeewa­
ter, waar de zoutconcentratie niet constant hoeft te zijn). 
Wat constant is, is de dichtheid van de vloeistof in een bepaald volu­
me-elementje. 

Wij moeten dus de bewegingsvergelijkingen in de vorm van Lagrange ge­
bruiken en de deeltjes identificeren door hun pla?ts op bet 1:;ijdstip·f-:.i. 

Da~Jr wordt de massa ook gegeven als functiee(xo7y_,z1;, t) ,.n do 'l00r'N8J'-t.':..'•• 
I > ) 

de van eonstante dichtheid is 



waarbij X.;Y dz" 
Meestal duiden 

de 
dt 
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constant zijn. 
wij dit aan door te sch~ijven 

De 
= O of --- = O. 

D t 
Indien wij nu f, gegeven deoken als funct ie van x, y, z en t, rnoet en 
eerst transformeren en opmerken dat voor een bepaald deeltje geldt 

X= x( X q, y "Z..,, t) 

Y= y(xo,Y e,z 0 ,t) 
Z= z(x0 ,yr., ,z 0 ,t).., 

wanrbij x 0 ,y"en z 0 oonstant zijn)en dan het differentiec .. lquotien-t 03-

rekenen uit d~ -ar-i o9 ox oe )'-f ~ • ~ 
- -;::- ~ + ~ ·- +- - . --t -+ P<.:t" z_, t, ,:; )( "t ?} y ;J·-t ~ .z 'iJ t:. 

M:aar ox = u, "U-. = v, ~ = w , 
ot ot o t 

zodat we krijgen als definitie voor onsamendrukbaarheid 

(Je oe 0 V - + W - = • 
. J Y a z 

Vfij stellen nu de continuiteitsvergelijking op voor bet geval, do.t in 

h6t veld bronnen aanwezig zijn en vrel in een continue verdeling 
er = (i:"" ( x, y ) z , t) • 

· In een gebied T stroomt dus per seconde near binnen een me.ssa 

ff { f., (T dV - ffev !ldS 
T 5 

J)e to.tale massa in T op het t.ijdstip t is 

f5ft: dV 

' zoda.t 

rr· !t .J,1(:: dV= [ff to- dV -
Cl J T s 

waarbij de afgeleide een partieel differentiaalquotient is, wnP.rbij 
x, yen z c-0nstant gehoude~ worden. 

Daar wij f' continu lifferentieerbaar hebben verondersteld, 7erwisselen 
wij links integratie en diff'erentiatie en passen verder rechts het 

-;;> 

divergentietheorema toe op de vector e_ \I en vinden dat voor i&der ge--
bied T moet gelden 

Sff[ ~-Etr+~)(./eu.)-t-iy(ev) +~{ew)]dV.= 0 

Di-fT°kan slleen, als de integrand nul is, d.w.z. 

~f - f ~ + f;_lf u.) t-¾g ( f Y)-+ f:z(f w) = o 
Voor een incompressibele, vloeistof geldt 

c(e ~·ae u2f+Y~ 'f./2.e:=o -z:r J'"t -t- :)Y :;;, 'l + X.?.. 



zodat de continuiteitsvergelijking wordt 
, ol.e . .;....;;, - · _;_ + c,/.Aff .V-- ...,.. v .::i: o . e ;(..t 

HOOFDSTUK. II. D.e Potentiaal. 

1. ~ krachtfu.nct ie. 

blz. 16. 

Wij beschouwen nu de beweging van een massapunt met massa m in e--1.1 

krachtveld met componenten X, Y en z. Door een geschikte keuze ve,.r. tv..; 
eenheden worden de bewegingsvergelijkingen 

d 2 x m~ a2z. m - 2 = m X, 2 = m Y, m 2 = m Z. 
dt dt dt 

Hieruit volgt, dat 
l. 'Yn cl [-(~t2,+(qfy,l2-r(~Jl,7 - 'Yn ly rtd, -+-Y ~:X. + Z q{z J 
1., cli; al:(;J d-tl d·t:/ - - · l · d-f ,{,'I:. a-r J 

en door integrat ie 
p 

T - TO = J tyYI ')'- t - t i"J'11 Ve/: "YY) f (X ol-;( + y q(.l +- Z°J ~ .z.J' 
p~ 

De verandering in kinetische energie gedu.rende een tijdsverloop t 0 tot +,~ 

ia gelijk aan de arbeid, die door de kracht is verrioht le.ngs de weg 
van P.tot P, ala opt~ het punt in P~ is en opt in P. 
Indien deze arbeid onafhankelijk is van de w~g, noemen wij het kracht­
veld conservatief: 
De funct ie p 

W(P ,P ,J = f (Xdx+ Ydy+ Zdz) 
F'o 

is dan allee,n door het veld bepaald en is een functie bij vaste P0 va.:.-! 

de coordinaten x, yen z van P. 
Dan is het duidelijk, dat de af6eleide in W(P,P0 ) in de richting var.. 
de x-as is 

(i X +-AX. 

~ w. p) ;P,W(P,) ~ f ":;;; bl)(_ J X ( X:,y, 2) /Y-X "'- x- J 

als P de x-coordinal'?.t x heeft en P 1 de x-ooordi.:.1'c:at x+ LJ. x. 
De afgeleide in een andore richting is 

W(P) - W(P 1 ) lim ____ _,.; __ 

Li~->o LJS 
t 

waarbij de verschillen in ooordinaten tussen P en J? 1 ~ijn 
l:,.X= ,jS' 1 

LJY= .4s · m 

.6 Z= LlS · n 
indien 1, men n de richtingscosinussen zijn van de r ioh t i n::.s ·i:;,-,) 

- '~ -1 .. 
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Dan blijkt, dat het resultaat wordt 
Xl + Ym,+ Zn, 

d.w.z. juist de component om de kracht in deze richting. Dus v:an een 

conservatief krachtenveld bestae.t een krA.chtfunctie W, zodat de kracbt 
in een richting juist d~ a.fgeleide van de functic in deze richting is. 

Omgekesrd, indien een fUnct ie bestP..a.t, zodat 

X= ?>~ Y=~ Z•~ • is ~x oy o::z: , 
p 

W(P. "P0 )= r ¥! dx+ it dy + ~ dz= J (P) -§:-(".P0 ). 

P., 
De functie /P is gelijk ae.n de krachtfunctie W op een e.dditi6Ve 00.n.st.s.r:-· 

te na. 
Wij zeggen,dat de -rector (X,Y,Z) is de gradient van de functie .J t0n 
deie noemen wij de potentiaal. 
Indien wij in het oneindige aannemen J = O, etelt ~ dus voor de arbcid, 
die het veld verricht ~ls wij de massa m VBn het oneindige naar P bren-
gen~ 
Wij Zi6n nu, dnt VOOl'1'.1.Zewtdt.1se 

irmners voor e~n massapunt is 
kX1e.chtvelden een pott:mtiee.l best act~ 

·x - x: 0 1 
X= -E--3-- == - - t 

r d x r 
Y- __ Y l?.......,-,,..-Y_~- .L_ ~ , 

- .r3 "2Jy 
z - z :3 

Z- __ p _____ = ---
- 3 r dZ 

r 
1 

r 
, 

Een magneet wordt gevormd door een positieve en een negatieve hoeveel~­
heid magnetisme met de~elfde absol'ute. waarde op zeer korte afstand van 
elkaar en het blijkt in de natuur niet mogelijk te zijn de afzonderlijk!.. 
magncetpolen te isoleren. 
Wij berekenen de bijbehorend~ 

m m 
U:;:::---

~ r' r 
als r' en r de ~fstanden in de 
twee polen tot het punt P zijn. 
Indien )<i=o naar nul gaat, gaa.t 
U ne.a.r nul, tcnzij wi.j m laten aangroeien, zodat het product m f =- .¼. 

/ 
constant blijft. 

Dan wordt in de. limi¢->t 
I I - --f' , r --
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also<. de richting van de lijn QQ' i::ie.ngeoft. 
Wij hebben dus .oiets e.t1ders te do~;n d1.rn de potentii1al van een punt 

naar hat pi:l.nt" waar zich de massa bevindt in ds riC'hting van de as 

van de dipool te diffE>rentier,an om de pctentital \'e.n e€n dipool in dat 

punt te vind~n. · 

U= / [ f!ft..-'J,) -t')~~{/-;,"it-nl:z:-.i::,,13 

als 1, men n de richtingscosinuss~u V?ll de as zijn. 
Beschouw nu een specir,al soort oppervle.ktebeleg(;ing mot digol,im, n. l. 
een belegging, waa.rbij de normalen op het op:pervlak s-::in,E:nvallE;n :n12t de 

P,ssen van de ('.lipofl:len, den is de potc·nt iaa.l 

~( o I 
U= 1 u -·-' ·dcJ S:l o).I r ' ., 

als/ het mome11t van de dipool per oppervlaktt::eenheid voorstelt. Wij 

kurmen deze formule gemekkelijk ~en meetkundige i.cterpretatie g;even. 
Beschouw E-en oppervlakteelementje 
AS en verb ind de omtr~k met bet 
pu."lt P 1 wear ik de potenti~al be­

paal .. 
Dan pas sen wij bet di.ve.r1:F•nv.i ,""':'hl.".'O­

rema toe op de vcctr~. 
X <I I y ~ .. ..::. Z- ~ I =-Ji;'·-: =:r,; r r --.:·-

" ', I 1 •· '( ;., :.) !" 

wae:r-,....::l ~, 1 en~ lopende ooordinaten zijn on x,y en z de coordinaten 
f'an l? .. 

A.ls gobied kie~en v1ij het oppervlakteelmentje .tiS, de begrenz~e:!n CH 

kegel en een elementje ,tan een b,oloppGrvlak op P met stre.9.l R. 

Binnen het oppervlak is div X= 0 en :.tangs de zijwn.nde.o is de riohting 
van )'.j1.1ist tt?ngtntiet::1 1 .zodnt wij 

(( L . ..:... d ,... ' ( -~ I .u 
} ' ;)I' I' .v T' •' ; ·, • - (.>I. ') ,:, 0 

.ot ./.J,' . ;) ,.. 
d b l . ) I I op e o :is -· ·-· .::: .-, • 

zodat 
:; y ,.. (' .. 

AJ/ 
wn'"rbij 1.::.."i d~ ruimtBhoek ?oorstel t, 
de dubbelle.ag zie. 

vinden 

wa.eronder ik ·.1i t :P h1::it elemt"nt van 

Wij vinden dus voor de totale potentia~l in P 

en bij ateEida kleincre el~rnenten 

U r, ..10 
== - ~ /A' ... ~• 

-·· 
wae.rbij de integratie over het gehelE:1 oppervlak wordt u.itgcstrekt. 
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Indien wij dus ef::n geeloten gemagnetiseerd oppervlak hebben met con­
stant moment, is voor een punt binnen het oppervlak 

en daarbuiten U= O~ 

l• De circula~ie van een stromingsvel~. 

~~elling van_§_!£~~~ 

In een krachtveld had de integraal 

~(Xdx + Ydy + Zdz) 

de betekenis van de arbeid, die d90r de kracht ',rerd verricht langs de 
doorlopen weg. Wat is de betekenis van deze grootheid in een stro­
mingsveld? Als hat krachtveld conservatief is, is de inttgreal nul 
langs een gesloten kromme. Als deze eige.nschap voor e(:;n stromingsveld 
geldt, noemen wij het stromingsveld rotatie-vrij, 
Wij definieren nu in een stromingsveld de circulatie langs een geslo-
ten kromm.e C door . , -i> ~ 

L = f (v...,:)4._ + '}•'-d y r 1.v t>l-~-) = J -v- · ,:/ 5 

-> - C. - -"> als v·ds bet scalaire product in de vectoren vends voorstelt. 
]eschouw eerst een zeer eenvoudige beweging, n.1. die, waarbij de 
vloeistof als een vast lichaam om een as roteert met constante hoek-

I 

I 
I 

.'\·.½ t /'( 
i I 

snelheid ~. Neem die as als z as, dan 
is de circulatie om eem cirkel met 
straal a in het xy vlak 

w ~ . . 2. /TC,.. :::: .2 Ti £).i l.:i. t, 

Delen wij dit door het oppervlak; dan 
zien we, dat het resultaat 2:41 afhanke­
lijk is van de straal van de cirkel. 
Neem nu een verticaal vlak, dan is de 

lijnintegraal om een cirkel in dat; vlak met straBl a nul, onafhankelijk 
van de straal. Dit brengt ons ertoe om aan de circulatie in een punt 
een waarde toe te kennen (gewoonlijk wervelsterkte genoemd) en verder 
zien we, dat daze WB.arde afhangt van de stand van bet oppervlakje,, 
waarin de k.romme (cirkel) ligt, die we op het punt sQmentrekken. -, 
Wij definieren nu de rotatie v'an een vector v in een punt Pop de vol-
gende wijze. 
De component van de rota.tie in P in een richting n is de limiet ,,an de 

circulatie, genomen langs een kromme in een vlak loodrecht op n (de 
omlooparichting behorend bij de richting van n als eE:.n rechtse schroe:f::, 

die P omsluit, gedeeld door bet oppervlak van die kromme,. indien wij 
de m.e.ximale koorde van de kromme tot nul laten naderen~ Hi~rbij is 
dus verondersteld, dat deze limiet bestaat en tevens, dat zij onafha.i-.Js-·,. 

kelijk is van de vorm van de krormne~in formule 
_..,_ r -:> ~ 

'l,.,-,,t- Y-- .:::::: . :t~ ..l v·.e,,t 5 
;q _ _,,,o /) .,--; 
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Neem evan aen, dat dit het geva.l is, 
da.n kunnen wij de componenten bereke-
nen door de kromme te specialiseren. 

'n 

~ L~.!I. 
N&men wij de Z component en als kromme in het x, y vlak een rechtb.o,ek 
met boekpunten ;(, i 

-a, ~'a ___ - ___ +_a, >~ -a1 + a; +a1 + a; +a1 - a; -a1 -a 
dan is de circulatie 

·r,. ('fs..a ,t7 )ol;< -1- x:{~ 't, 0 ) t>l-<j ~ 
-a -ri;t -,.a 

+ (-~ ()(I-·~) Cl )ol)( -f i v(-a./j ,O)dy = 
-ra. ~Ct. ./ 

-a.,-~ 
{ 1"'· 

:;, 
~~ -~ . :::. J [u !xJ+().i o)-u (x1 -a,o)]dx+i [v(a);1,o)- rt-0 ,~ ,o)]oty. 

-~ r~ 

i 
i 

+a1-1-a 
) 

Indien nu u en v continu zijn, mogen wij de middelv7ae.rdest0lling toe­
passen en dit vervangen doo~ 
{ u ( x' ~ +a, 0) - u ( x' , -a, 0)] 2a - i v (a, y ' , 0) -v ( -a, y • , 0)} 2 a 
en indien u en v verder continu differentie6rbae.r zijn kunnen wij hie:r· 
voor schrijven 

) [--a LA l _ l- 2.Y-/1 1 L . i 
l aj J p I ;; X - p'' J IC{ 

waarbij P' en P' 1 zekere punten van het vierkant 
Indien wij nu de zijden a van het vierkant naar 
4a2 delen vinden wij, rlat de 7. c[lmpone.nt van de 

~-~ 
~'f d;,< 

en anar~~g voor de x en y oomponenten 
r(J-t y! ==- [ _q w _<2£ ~ - .;)w d r- 2> (..{] 

zijn. 
nul laten gae.n 
rotatie gelijk 

en door 
is aan 

"J y ;; .z ) ;J .z .,;, )( > ~ - 3V 
De samenhang tussen de rotatie van et,n, vector en de circulatie langs 
een gesloten kromme C worclt opgeleverd door bet theorema van Stokes 

~ ( ~ (-ut-( 7 4i · cl c· 
;> 

waarbij S een op:pervlak is, dat door C begrensd wordt. Wij verdelen 
da::Jrtoe het oppervlak in kleine 
elBmentjes LC"en merken op dat 
in e~n punt van dat elementje 
de rotatie gedtfinieerd is ala 

I 1· -~ 1J. J -v o,,t._f 
(rt<J- Y- :::::: ~ 

?") ,0-6"7--,. 0 .b v; 
Zodat wij kunnen schrijven, dat langs de omtrek van het elementje 

f:>,(.J'-k { ~ .. 4-==- (vri ::; )__ · D o; +- EK • .1:. o-~ . 
'Y1, 
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waarbij £.k naar t.iul ga;' t, als wij de maxima.le koorde van het elementje 
verkleinen. 
Indien wij nu sommeren over alle elementjes, vallen juist de bijdragen 
van de gemeenschappe1ijke zijden van aangrenzende eleme~tjes tot de 
lijnintegraal weg en wij ve:rkrijgen 

( ...;..,.-.,.:.-I(....;,.} -:,- . . ')''.ti~& ::.. L · L,Al·· ,,... ,.,_ ,6 0,- f- <... E. K ,6 a-ilt. 
. ~. t-
lndien nu f. de maximals waarde van de £.l,( aanduidt is 

J \ '{T.ci2 - ~[1.o-r ;"")¥ b '7 I < f f L A er"< I 
en bij cde limiet 

S ~,ds ~ { ( .{yrl YJ,.,., · ac--
~ g-

De circulatie om een gesloten kromme is gelijk ae.n de integrael over 
de normaalcomponent van de rotP.tie over eE:.n op:pervlak, dat door de 
kromme wordt begrensd waarbij de normaalrichting en integratiezin 
bij elkaar behoren als bij een rechtse schroe~. 
Wij leiden deze stelling nog op een andere manier af en -wel uit de ste.l­
ling van Gauss in twee dimensies 

JJ/ J p + ~ )/J(x: of v ::: f(i:> o( y _ l-( (£,( ) == ( (P.f -I· CJ? 7>" ) of S 
( :J J<... -;;, '/ ;· I ,., ' .. ·(! 

Om dit te doen 1herleiden v1ij slechts de termen met u in de te bewij-
zen betrekking 

r ( v...cl1.. -1- -r-· d. 'I + ~' ?{,t l ::: <jJ(~ - 22:: )R-1/2~ - ~j'>?-, -1-f..-?, y" _ 23) .,.. 11cx ::r j . .. J l ':) '/ -;;J,Z., · , :, Z a)( ,,,,x -.?.J' -
en ~ewijzen, dat $ 

J ~ o{,,t :; s ~ ~ ~1 - 'h ~)eta-
.... s. 

Laat de vergelijking van het oppervlak zijn 

Z= /(x y) 

dan kurmA.u wlj Rchrijsr-en op h0t oppervJ.ak 

u(x,y,a)= i(x,y) 

en ,,.,v. - ~ + 2.E. ~ 
':) j' - :Jj ;-,.z ~,7 

Verder geldt voo51 ae ricr+.ingscosiDussen 

-Ji - -.lt;. I . -,-- .. :::--
-c ,yy; ,, . ' 

zodat op het oppervlak 
~z -Y"Y1 ---- - --;;) 1/ 

·' 
Dan wordt 

van de normaal 

. - I ( ( /'I?') 2!:f:. - n ;)tA.)t>lcr = - f{ S )&. , '">'> ( dcr 
..'l -·, ;;,z. :>-t 1 ;?j l 
5 .. ':.. C. 0 

Maar nu is na,~~ds de projectie op het xy vlak zodat wij krijgen 

JJ{?Y? ~ - "h e!!:J ..J <r - - (( 0 (,.A • ct::; ,,. -;,~ i>lj ~ - J ) -;;y ;::, 
Pas Jnu de stelling van Gaui:is toe met P=O, Q= u, dan vinden wij 

- B ~U- of..$ ::: - r i;. · c,t5 ..-,y J 
s . -.. ic. d ma.a.r aangez1.en u =u s, is hj erme e de eigenschap bewezen .. 
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Bij de definitie v~n de rota.tie in een punt hebben wij een kromme tot 
op dat punt samengetrokken. Een gebied, waarin dit voor iedere kromme 
mogelijk is 1 noemen wij een enkelvoudig samenhangend gebied, bijv. het 
gebied begrensd door een bol, kubus, ellipsoide of twee concentrische 
bollen. 
Anderzijds is ee.n torus niet enkelvoudig samenhangend, want de cirkel 
gevormd door de middelpunten van de meridiaandoorsneden kan niet op aen 
punt worden samengetrokken. Ik kan er een enkelvoudig samenhangend ge­
bied van maken door een meridiaanvlak als coupure aan te brengen en. 
die wegen uit te sluiten, die deze coupure snijden. 
In een conservatief of rotatievrij veld in dit gecoupeerde gebied be­
staat een potentiaal U, gedefinieerd 
op een additieve constante na. Be­
schouw nu een gesloten kromme P1P2P3P4 
beginnend ·in een punt aan de ene 
kant van de coupure en lopend tot het 

dan een stuk tegenover~±ggsnde punt, 
langs de coupure en dan 
heen weer terug. In dit 
int egraal J Xd1 langs de 

door. de torus 
geval is de lijn­
gehele kromme 

nul, dus 1 
'P ~'Pi ( Pii ( I ! .,_-I- +-~ 4-} =o 

~ 

\ 

? \\ ?,4 
Maar aan Jeerszijden van de coupure is X hetzelfde~ dus de integratie 
over P;t>3 en P1P4 vallen weg, en wij vinden dat 

JI{ 1-P-. = J, d.w.z. het potentiaalverschil 
P. P, 

in tegenoverliggende punten van de 1 coupure is constant~ Bij een omloop 
neemt de potentiaal met een vast bedrag toe. De potenti'J.e.l is dus niet 
opdubbelzinnig bepaald, maar bevat een periode K- ,die ook nul kan zijn, 
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Bij meervoudig samenhangende gebieden is dua de potentiaal in het al­
gemeen geen eenduidige .functie van de plaats, zij bevat perioden. 

4. De_yect9rl?otenti§-@l. P 

Wij hebben gezien, dat in een rotatievrij veld de functie J v.ds een 
pot.entiaalfunctie 'f definieert, zodanig dat if = grad <f. "?u 

In een divergentiev·rij veld, dat niet naodzakE-lijk rotatievrij hoeft 
te zijn, bestaat een analoog begrip. 
Voor iedere vector £i' geldt 

div rot -i= 0 
zoals gemakkelijk door uitschrijven blijkt. 

"}_ i~ - '"?jiJJ.7' ~ ~. j -+ 2.-5·~ ~? ~ 'c ~ i2- 5_2_a_~. _,_ ~].:::: o 
it;< c>,z'. o 'j d I I ; x -t" ~ z J -;, ;c ) ? 7 ,;;i X 

...;;, ~ 

Als dus voor een vector v geldt div ef= O, rijst de vraag of een vcc­
~ 

tor ate bepaleb is, zoda~ig dat 
....:._; ~ 

v =rota, 
d.w.z. dat de gegeven veldlijnen de wervellijnen zijn van dat vector­

➔ veld a • 

Wij construeren 
nent O. Noem de 

')..: 

eerst een bijzondere vectorpotentiual met derde compo­
twee andere a= fen g= a. Dan meet gelden 

X y 
I,<. --=."':~1 

) 
\1--.; ;t, } w ~ -Y -r ;J 

. :JI dK 

Hieraan kunnen we voldoen door 
:4 

g= - {~u(x,y,z)dz, 

f= f~,v(x,y,z)dz + h(x,y) 
;(., 

$ubstitueer in de <1,erde vorgelijking 

J ov- 'i)j., r-s11 
w(x.y,z)~ - 1/ dz - Jy - . ~ dz 

ZQ i 
Daar div--; = 0 is; geldt · 0 

ofr j ~w Jh -
W ( X, y , '2i) = - ~1/ + °d.Z d Z = - JJ' + Vl ( X, y , Z) - VI ( X, y , Z O ) 

:z <> 
dus 

c) /,(x>'{/ = -vr(x y z ) 
-::>1 ;_ ' 0 

waaraan we kunnen voldoen door 
y 

~(x,y)= - / w(x,y,z0 )dy. 
y._, 

zodat een vectorpotentiaal geconstrueerd 
dubbelzinnig bepaald, immers, als wij er nog 
'(o bij optellen, verkrijgen wij nog dezelfde 

➔ -> v = rot a0 + rot grad <fo= 
= rot(¾ + grad~ 0 ). 

is. HiJ is echter niet on~ 
de gradient van een fnnGtj ( 
.-) 

V • 
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In het geval van een stroming kunnen wij een physisch1;:; interpretatie 
van de \rectorpotentiaal gcven door de hoeveelheid vloeistof te be.schou:­

wen die door een gesloton kromme stroomt. Leg eE.n opporvlak door de 
kromme, dan stroomt per sec, door dat o·p-~ 

/~ pervlak l, / 7 f J :.. rr _,.,) , . ., 
V . a· V:,,., p/..o :::: }, ( rut Ct. 11 o(v 

Maar volgens de stelling van Stokes is 
r _., ....:> 

dit gelijk aarJ ta.ds. Wij vinden dua 1 

dat de hoeveelheid vloeistaf, d.i8 door Gen krornife stroomt gelijk is aP:n 

de lijnintegraal van de vectorpotentie.al la.ngs de onrtrek van die krom­

me. 

5. ~f:l £_iffer·epti~§l V£E_gelijking voor d2._12_otentiaal. 

Wij ha.'.iden gezien ~ da.t voor een incompressibele ~,10 ai stc..,f j n Rta.t; :i.c ... 1•· 

naire st:::-oming de conth:miteitsvergelijking werd 
~'.> 

div V -r.f' = 0 

als ~de bronsterkte voorstelde, d.w.z. de hoeveelhei~ v]oeistof, dis 
per sec. door de begrenzing van een volu:meelementje t~ ·✓ r"'.IPJ:3,.r buiten 
stroomde gedeeld door bet volume van dat elementje. 
Het analogo.n voor krachtvelden van ,s- is dus - 4 Ttf: • Indien nu bet veJ d 

rotatievrij is, bestaat een potentiaaltf , zodanig, dat v' = grady? 
zodat y in een veld met bronnen moet voldoen aan 

. . ~ ;/-{fl & 
AifJ= d1.v grad Ct?= . +::....,.-,+ ... ,,..z= -47fiO. r t d x i. ;; y- ... "' \. 

Deze vergeli,jking staat bekend als de vergelijking van Poisson. Is het 
veld bovendien divergentievrij, dan geldt 

A'f= O, 

de vergelijking van Laplace. 
Indien bet vEld divergentievrij is, maar niet rotatievrit hadden wij se­
zien, df.'.t w:i,j lld konden schrij ven als de rot at ie van oen vectorp{)tentiaal 
-~ -4> -:::, a, v = rot a. 
lndien de rotatie van de vector 

-) 
de vergelijking voor a 

-> ? 
rot rot a= o . 

-7 -"' -> 
V gegeven is, rot V =a , wordt dus 

Nu is i: niet ondubbelzinnig bepaala, wij konden _imEJ.ers ~1.ltijd de gr2-

dient van BE;n potentia2,l 'fa toev?egen. Het is verstnndig 0:11 di.t zo tc 
doen, d2t de vectorpotentiaal ff· voldoet aan de vergelijki.ng djv ct":-:., 1'· •. 

Dan moet 1 als vdj t 0 als boven gevonden hebbe.n, fo zo b ep8.i::-.ld 7o:ec} £-):::c ~ 
dat 

-:> . 
div a 0 +.bc/fo = O 

d.w.z. uit de vergelijking van Poisson. 
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.Wij denken nu, dat dit gelukt is en nemen dtis steeds aan, dat div ~ o;, 
, ,In dit geval wordt 

Elk van de componenten van de· vectorpotentie.al voldoet d-:J,s nan de vor-• .. 

·gelijking van Pofsson en bij afwezigheid van rotetiz :::ia~ cl.c vergelij-.. 

king van Laplace., 

De potentiaal tbeorie hangt dua nBUW se.men met de f.rs1~dj_e v·::rn r1e ve:r.-. 

gelijk i.ngeb van Laplace en Poisson. Wij hobben gezien, da t icdere po­

tentir.=al va.."'.l een eindige massaverdeling aan deze vergeJ.ijkingen voldcBt £ 

wij z;ullen later oak zien, dat iedere oplossing vR-n de verge lijki.ng 

van Le.place als de. :pote.ntiaal van een zekere massn.1:-:0J.eggine; kan wor~_'?1n 
opgevat. 
Wij noemen f·.J.ncties, die aan de vergelijking van Laplace voldoen, ha~>· 
monische funaties. 

6. De sJ.~J~J.ngen ,Y.§:g __ Gr~~ 

Uit bet divergentietheorema kunnen wij een aantal stellingen afleiden; 
die voor het ver~olg ven groot belang zijn. 

Besohouv, twee functies (.,(,.(x,y,z) en 'Y"'(x,y,z) 1 die in. een gebiedY: be•­
grensd door een oppervlak S continu ~ijn, Pas nu hst divergentietheorema. 

-) 

toe op de vector F= u gr2d v, wAt de formule voor de normale afgeleide 

van v ,,,, 0 v -> 
d ✓ -= ~ ')1 1 -!- 2-]:,._ ?1 L f---- r, 1 -:::. 'Y7 . ~a,/ y-' 
') i.. d-~. ~/ 'J~ /f 
0 II · 

Ala n 1,n2 en n3 de richtingscosinussen van de 
d en w i.j d ai.t;1 

I Jr c;,l-ur-( /,,<. 9-~ ,t -r)olll-~ s~ ~ r-. pl tr-
,,,... ef ,$ 

of wel 

no~~aul voorstallen 

r( <-< d cvt o-· J ? 1'1 . 

<i 

JJJ <;' /('_.{.d IA ·,~,il Y' +I.A· 6. v--} G)(_ v- =- ( f l-t. ~~ (.-L () • 
"l',-1<'l (J s 

Ook ge;Ji1.t 

I ff 1 o/l'_.( u-ru.t:A v +- y- • l> lA 1 t>1V--~ Jf -v- ~A.{)-
-v- tJ s' o.,,., 

I 

zodat wij vinden 

SfJ{£A•.o-r-- v'"Au'}t1iV ~ Jf ( u~· - Y-f;,)dt.t:J-
-y- . . 5 
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Daar in de integra.len op het oppervlak alleen de eerste afgeleiden op­
treden, kunnen wij de hypothesen over u en v wat verlichten. net is 

voldoende > dat in het binnengebied vo.nVdc twecde afgeleiden van u en 

.v continu zi,jn, terwijl de eerste afgeleiden continu tot zekere grens­

v1aarden naderen. Om di t duideli,jk te maken, oonst'rueren wij een opper­

vlak, dat binnenYligt op kleine afstand van het oppervlak S en passen 

op di t gebied de stalling toe. Lat en wij dan het binnenste oppervlak 
tot S naderen, dan volgt de geldigheid direct. 
Door specialisering vinden wij nieuwe rBlaties 

V=_ 1_ 

Zijn u an v ~eid6 ~plossingen van de vergelijking van Poisson, d~n is 
bu== 4 r; o , /2.V= 4 rr p en wiJ' vinden 

i L '"" 
( • --., 1-. r, I I \ f / o ": - ,;.. ~v- I ''f' 0 
j . \,L :;:J'l ,, o; Jv'·/t, = 
s' C/ 

Ook de bovcr.igenoemd.e uigenschap, dat we iede:r.e h':>.coonische funct ie 3,ls 

potentiaal van zeker,J m.assabeleggingen kunnen opv,:::,_t":;en, kunnen we nu 
bewij zen. 

Neem daeT,roor v::: if , waarbij P(x,y, z) vast i:J ·en 

variabslen zj_jn en 
S ,','J •; , i1J ~ e grat ie•-

/ 1...,, j 

Y· ::-. vr--r-~ --x-i .. --+--(-1-_-Y 1-t-+_<_~---z1-i 

Indien nu P bui ten\Fligt, is steeds 1:::,. ...:,= 0 en wij vinde.u 

fff +~u otv-== H~ * ~ _ 2(ik)}cx$ 
u2Ji)1 I -y- $ l 

Indien u regulier harmonisch in Vis, wordt dit 

~ ~.{ I ;;i (A -0(~) 1' ~ 
- - - t{- ' - r\ . r 2y; . iJ n , - .,. 

l y- I 
Als P echtE::r in ligt, gaan i'7ij anders te werk. Daar 7 in P 
is, sluiten wij dit punt uit door 
een klein bolletje met straal Den 
passen de stelling toe op het ge­
bied"1f, dat uit V-□ntstaat door 
het bolletjo uit te sluiten. Dit 
geeft voor ecn functie u, dio vol­
doet aan de vergelijking van Poisson 

.DU= -4 7i' e 
SJ s ( + . ~. u) d V; 
v.;: 

S·sv 5 .i'. ~ - u ~) id()- -t-
t r ;fn :.)YJ ~ 

s 
Op B geldt r== cont= o en 

singu]_j_er 



Voer nu weer bolcoordinaton in in het bolletje 

~ -x= r L,,(r.J .;r u>-:J r 
'>/ -y = r .vh v ~.l->-, Cf 
5 -Z= (" -ft,.., J", 

en op het bolletje 

do= r 1 ~ J l}(.r o1.. -{~ 

en in het bolletje 

dv= r 2 ~ u dtf ex(iJot,~ 

Dan geldt, als ~U= -4 i1 e continu is 
( . () l.ii ~'iit 

- JS1 L1,:e pl JI~ - )0 so .{,r J.11re r~J'.df ./,r -) c) 

als~-)() gaat., zooat de volume-inte6raal overYcon~re:rgeert. 
Verder :ts ook ,., , ,., 

. I o'I,,,(_ .. --4 

J \ -j=- · :i-n· • <l ~ tY d_d d ,J ➔ o p J • .,,.~7 

d :JJA ..) t. . aar ;,-n c:on inu 1 s . 
Tenslotte geldt op de bol 

!if) ____ ~- { +) == r I J - Ji 
d Y) - -:;)r t L r'l.. t1.=.S'- () 

en volgene de middelwaardestelling voor continue u 
f-1 l..1i ;l71 .• 

J } u ~J d-C- -::.:. f \ u ~ iY o-t ;rd f -
~ 11 0 _ ,tn 

B 
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waar'b ij u ue wai::rde ~ran u ergens op de bol voorstelt. Indien wij s-#·.- J 

laten gaan, nadert u tot Up en wij vine.en als resultaat 

Lt -,r Up ::: J f f ..!.. ~ - tl ~( Vd i CK t ..f l; 7f f J { _g_ ot v 
. . S 1 r :} .-, r:,- M J -V- r 

en in het bijzonder voor e:::::. O, dus u een harmonische functie 

4-rru.p::: .(j 1 _!_ ~ -u ~Jotg 
f,.' ~ ►-- ; ...... :> )"I • 

In het algemene geval stelt de eerste term een enkelvoudige opperv1ak~ 
te'belegging voor, de tweede een dipoolb-elegging en du derde een ruinrt< 

belegging. 
Inderdaad i.s dus in V iedere harmonische functie voorgesteld als de p0; 

tent iaal V!:3.n een zekere mas.sabelegging op de rand van Y. 
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Door speciab.sering km·men wi j ui t de laa tste formul(-, nog een belane­

rijke stelling afleid9n door haar toe te passen op een bol B met rnjd~ 
del:punt P, :LncLi.(-3ll l'. een harmonische functie in een ge1,iPd is~ dat ~B 

bevat. J)r:-:n .:i.s 

J r. {) :;: ;._I I/ . ;: 

daar op de l:ol r::::R ff" 

Verder is voor een harmonische functie voor een gesloten gebied 

Jj -~ d S = O, zoals wij direct uit het voorgaanck kurn:18n vinde"Q, zc,•• 
B J n 

dat wij tenslct-te lr.rijgen 

1f ; R 2 Sf IA· ol.,1 
G 

de waarde van de han:2.onische functie in het middel::gunt is het gemj 0. 1:lBJ .. 

de van de waarden op het bolo:,p:pervlal-1:. 

Hierui t volgt ook chrect, dat een har1nonische functte, die geen consta.n­

te is, in een bel_)aald gebied ha.ar maximum of :minimmn alleen op cle 'J'.'A.:1c"!. 

van dat gr-:b'i.ed. l::::an aannemen. 

Hoofdstuk III • . ,___ 

R_e BiWl~J]_~n van de .,J?_otentiaal i_n }2_13:P-teE_En de massa. 

1.! .He._t gedrag -y~~~.!L..£2.1.entiaal in de _vrije _ _!~~-

\1ij hebben reeds gezien, dat; in punten in de ruimte de tweede 2,f­

geleiden van de :potentiaal, behorende bij een eindige massaverdelin(,!: 

bestaan. ~ij laten ook nog zien 2 dat ook alle hogere afgeleiden be­
staan. Voor de potentiaal van een massapunt is deze eigenschap eviaG1:\: 1 

immers, de afgeleiden van de eerste orde zijn lineaire :polynomen, gc-­

deeld door r 3 en afgeleiden van de orde n zijn :polynomeh "',an de graad 

n gedeeld door r 2n+1 , zoals · blijkt door volledige inductie. Im.1ners 
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';) p"l'l :ir 'P1<1x - (2"11+1) P,,' )(...,.~ p~l[r'J-(.i~+~~-i,,{>C-?) ?...-, 
ox rl'rf+1 r-2?1-,.1 r2,..,H-:J r- 1.,.,z...,..,.J - rtWc+J 

Deze functies zijn continu voor alle punten waar r I O is .. Door inte-• 
gratie over een eindige m.assaverdeling verandert dez.e eigenschap niet, 
zodat inderdaad alle a£geleiden continu blijven. 

2 .. Het g_edra_g_y.§]:l~e11;_J2,ote!1:..i~_i_!1:__J,,B-~ van d~a.ssa~ _e~~ ruimt_..§.­

.£~}; eg;g~p.g. 
Wij hebben in het vorige hoofdstuk gezien, dat iedere oplossing 

voor de vergelijking van Poisson kon worden voorgiesteld als de som van 
a.e potentiaal van een oppervlakte-belegging., van een dubbellaag en van 

een volumebelegging. '.7ij gaan nu het analytische gedrag van deze 
functies ter :plaatse van deze beleggingen zoeken., 

De potentiaal van een ruimtebelegging is gegeven door 

~ % (ff _e dy 
?' ""\F r 

uitgestrekt over het gebied v. ;Yij hebben reeds gezien, dat deze onei­
genlijke integraal bestaat, zoals ook direct duidelijk wordt indien wij 

poolcoordinaten invoeren met Pals middelpunt 

U f> :;:: { s \ e- r >¼ f3 (/ r ~ 0 <X (r 
Ook voor de afgeleic.en \l"erdwijnt de singulari tei t op deze i."dj ze bijv.: 

Om continu1teitseigensohappen van de potentiaal te bestuderen, hob~­

ben wij enkele stellingen nogig, die ons in staat stellen om schattin-­

gen te ma~cen voor de potentiaal van een eindige massaverdeling.. :7ij 

zoeken een bovengrens voor de integraal f55 ~ o.{-y- , ui tgestrekt over een · 
-v-

zeker volume V, onafhankelijk van de plaats van het :punt Pen alleen 
afhankelijk van het volume. Zoek een bol B met Pals middelnunt met 
dezelfde inhoud als V, zodat zijn straal is l ;::::: ( .JV-)½ "' 
Tian is voor elk punt p '-1 ff 

( ;y)~ -¥, 
. { { S ~ otv~ ~ 2 rr :P ~ 

-v 
want, duiden wij met B1 het gem.eenschapj)elijke deel 
van Ben V aan, dan is 



daar in V-B' geldt r J; 1 en B:::V. 

Verder is 

SJS o/ 1-
s' 

B-B' 
7 

daar in B-B' geldt r < l . .... 
Door combinatie van deze ongelitcheden vinden w·ij, dat 

fff ef!- ~ \ \ ~ o/'. ::: ( t> d t f: y J0 "~ 0 ot"' -
V g () o 

~t 
...,. -·2i1•2 

). 
= 271 ( 3 ~1½ 0J 

Op dezelfde manier bewijzen wij, dat 

55{ Al' < l, - (~) ½ ) r.i -.: , II l; 11 
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Om nu te bewij zen, dat de pgtentiaal van een volumebe1cig1?-::i ng cont:i.nu 

is in de punten van die l:lelegging, beschnuwen wij 

waarbij P binnen of op V ligt. 
Om de continu:l:teit e.2.:n ·to tonen, moeten w~ laten zien, dat(Up-Upt\<E. 
gemaakt ki;i.n woraen voor iedere. f > O door PP I voldoendklein te nemen. 

► Laat P binnen V liggen en construeer een bol B om P met straal b , 
~ie binnen V ligt, zodat 

l ~i{ e-f otv/ < EJ1 

Dit kan, want als /el{ f.,,,,,~,is 
✓ 

I s ss ; ti v Ii e 'h-16~ is r J_ ~ v == e ~_M 2.; rr r 2 
(3, Br -... 

zodat wij f al tij d zo kunnen bepalen 1 da t aan de eis i·s voldaan. 

Beschouw nu 

Up :r;; JfJ f olV + S{f 1. of_V ~ l{{')_l,l(i} 
B r V-8 r 

dan isl u;) / < c/4 ' maar ook volgens de hulpstellingl u~'! I< C./2 ' zodat 

steeds I Ll{ U U. (1J f / .t.£ 

Voor uC 2 ) 

nu van P 

I p - p' ' "!° 
is Peen uitwendig punt, zodat de integraal daar 

afhangt en Yvij dus altijd kunnen krijgen, dat 

i ti~ - ul~,f < f 
zeker Conti-
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-voor voldoend kleine PP 1 , zorlat W1J onze stelling hebben bewezen. Als 
Pop het oppervlak ligt, gaat het bewijs ook door, alleen m.oeten wij 

dan B door het deel dat in V ligt vervangen.. De continufteit van de 

af'geleiden, zoals 

f{J e~ ~,v-·_ JI{e ~p o(v. 
V ~ X V 

wordt op analoge wijze bewezen door gebruik te maken van de tweede 
hulpstelling. Wij moeten echter nog laten zien, dat de differentiatie 

onder de integraal ,..,.u 
tonen dat X = • P.., 

cXp 

geoorloofd is. 01:f cl.it te bewijzen en tevens aan te 

slui ten wij het punt P ui t door een lrlein cylinder-

t j e V 1 , straal 'b"' met as evemvij dig aan de X-as 
en hoogte hen Pin het middelpunt. Noem dan 
de integralen over het cylindertj e u< 1 ) en x< 1 ) 

en over de rest V-V 1=v2 u< 2 ) en x< 2 >. 
Daar Peen u.itwendig punt is van v2 , gelclt 

(:i.) 

l2..) 8 Li 
X ~ ~ 

voor P en alle punton op de as. 
Beschouw zo'n :punt P 1 (x' ,;r,z), dan is 

u( 2 )(x,y,%) - u( 2 )(x 1 1 y;z) = [ x( 2 )(t,y 1 z)dt 

x' 
""'"" .. ,.,.,..,..rt,.,,..,. -.-.-01. 5 -t -ui-t onse hulpformules dat voor D➔ 0 zowel u< 1 )-'> O 
als X( 1)-) 0 nnifor12i voor alle punten in de nabijheid van P. 
Daar dus x< 2 ) ➔ X uniform 1 mogen wij de integratie en de limiet ver-x , 
wisselen, zod;;..+, U(x.,y 1 z) - U(x 1 ,y1 z) = J X(t,y,z)dt 

waaruit volgt 

3. Gedrag van een op1)ervlakt,_e_beleggi~~ 
De potentjHal van -oon (bij gedeelten continue) oppervlaktebeleg­

ging van een o:ppervlak Sm.et. continu veranderlijke normaal is ook con­
tinu in de punten P van S~ 

U ::: ~)~ dS p Y" 

Om dit te bewijzen, is nog een hulpstelling nodig. Kies een coordina­
tensysteem zodanig, dat de normaal in een punt Q van S parallel met 
de z-as is, zodat daar cos(n,z)=1, dan kunnen wij, omdat n continu met 
het oppervlak verandert een gebied om Q afzonderen, zodat daar cos(n, z) ;p 
J, c voor een gegeven getal c met O < c < 1. Als S binnen dat gebied 
ligt, is 
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waarbij (..(J de proj ectie vs.n S op het xy-vlak is. A.ls r 1 de :projecti0 

is van r op het (x,y)-vlak en d{).)de projectie van dS, dan is 

as = d W ( d~ en 001:e is r 1 ~ r -Z::, co-srx;zr , c ~ , / 

zodat 
{ ~ r/41~ ~ _t s \ ~ ~ / p 
C' r tUJ r -~' I Y: 

Om. t:Ol'Jk deze integraal te schattcn, __ ,,....... __ "'J/h""if.~f ·-~-M:r1_'._P_1 
~---

maken wij gebruik van het twee-dirnen- 8,-~·f/ 
sionale analogon van c1e vroeger be- // 

wezcn hulpstelling /
1 

- y I -() ~ -<. . l-, ( ~)i J., .1------/,i------_,___-
) r' ' 1 TT ) f' 

dat op ::precies dezelfdG wijze wordt 

bewezen, Hierui t volgt a.irect het gewenste resul taat. 

~~,..Y.EE,._2._?2-_?:.._-~~£~?.~}}:? 9' g. 
In tegenstellin.g tot een enkele oppervlaktebelegging is de po-

tentiaal van een d.1-:. b::ibl.l.aag discontinu OJ? het oppervlak. 

I J s )( G- c.: ( {) I <I .5 5 (J ~ (I~ IY)) c:.J 
V' p ~ -=---- ~ p: ----:__ p,{_ ~ 

('/ ,._, rr: S' ... i -> 1> I I 

waarbij r loo~i;;t van :;:18t punt Q van het oppervlak tot l1et punt P. Noem 

de hoek (r,n) )' 1 ck.n ~-s 

U c..: )\c G-tll_b' dS 
p 1s/ r l 

Wij hebben v:ro(:gm"' rec~as gezien, dat, indien S een gesloten op:pervlak 

is met consta.nte dj_p;:,,,lr.a.oment o- = 1. dat voor P binnen S: 

s . 
als de normaal naar bui ten is gericht En voor P bui ten St U=O. Voor P 

op n hadden wij gevondenUp = -in. Indien nu in een punt A van het op­

pervlak ~ = 6" A dan schrijven wij: 

{) :1: ~ • ~ J ~~Yi d 1~ + j j ( ~ -~E) ~ 0 o( ;~ 

}<J ~• r of wel 

(.)_-O, 52 '"< fi_@:---6tJ)~OoL("V~ f 
/1 ;; tl ~ p 

en tonen aan, dat fp continu is als P langs de normaal door A het op­
pervlak passeert; 

Breng een bol B aan om A met straal 0, die uit & het stuk s1 
snijdt en noem 
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Al s ~-~ l ( M o J? S 1 , is 

l{,iJ ti\ f{ 1~[' ae,s ~ M Sf ~~1 ol> 
s, $ 

en deze integraal is begrensd, daar zij weer sa.menhangt met de ruimte­
hoek, waaronder het oppervlak uit P gezien wordt. (Hier moeten echter 
steeds de absolute waardEn van de afzonderlijke ru:imtehoeken warden o:pge~­
teld). :N"u gaat echter M ➔ 0 als wij s1 steeds kleiner malrnn, zodat; wij, 

onafhankelijk van de posi tie van P /f 1t kleiner kunnen malrnn dan een 

willekeurig klein getal. Verder is f 2 een continue functie van Pin de 

omgeving van A daar S-S 1 A niet bevat, zodat inderdaad f=f 1+f2 continu 
is. in A als functie van P. Indien S gesloten is, kunnen wij de waarden 
van Q direct aangeven~ Duiden wij met een -teken aan, dat de functies 
A van het inwendige ui t benaderen en m.et een +teken, dat zij van het 
uitwendige komen en zette:n wij voor de waarden op het o:ppervlak de in-

d ex A > dan is ..§?. _ '""=- - 1; 'Jr _'i{_ +· :::. " .511- fl :r. -1 Ti , f... = 1 fl , f+ 
') 

zodat 

dus 
U - + /., 1T ~ :;:; lL,, = u f} + 2.., 71 0-A 

{)__~ -1. 1T' o;,. 
(A_ ~ +- 2- TT u~ 

7ij Zien dus, dat in het punt A van het oppervlak de potentiaal een 
sprong 47flr maakt als wij van de ene of van de andere .kant komen .. 

~--q_~~ag Y.?..11 de normale E!;f_g__eleide_ van ee~_lHjrvlakteb~_~_ggj._p_g_. 
Beschouw nu weer een oppervlaktebelegging met continue belegging 

van enkele polen 11 (({ o ,J <' 
Vl p = JJ r 0--? 

p 
en kies op de normaal nA in het :9unt A een :positieve richting en laat 
het punt P langs de norm.aal bewegen, Zolang P niet op S ligt, kunnen 
wij differentieren onder het integraalteken 

E.!:!_r ce. } ( a ?.fr} d$ 
'J ,nli ~ 0 'I'?"' 

Wij onderzoeken nu de limiet van deze uitdrukking als P van de posi­
tieve of van de negatieve kant tot A nadert. Nu is 

or "dr 'ct x ( ) ) qnA= ~. onA+ ... = cos r,x cos(nA,x + ••• 

waarbij r = (xP-xQ ••••• ), (Q is het integratiepunt) 

zodat 
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Wij schrijven nu 

~P-::. - ff~ ven (n~. r) ~ $-t {f tr t:Ah(nu?rJ- Cffe(>?p, .rJ d fJ -
'o11/Q ,1 r ,s'. rJ, .} -

en merken op, dat u1 niets anders is dan de potentiaal van een dubbel­
belegging, waarvoor wij zojuist gevonden hebben, dat 

U.1+::::: f -1TT6it ) l<1-- $ £. +.zP-o;, l 

waarbij 

f -$ - 5 {er· l4> (G,,.t 'tn~J r;(S 
t rq,q 

voorstel t de waarde van de potentiaal van de dubbellaag in het punt A~ 
Wij laten nu zien, dat u2 continu is als P door S heengaat langs de 
normaal in A en snijdP-n weer een deel s1 van Suit door een bolletje i 
met straal f om A. Dan is 

u 2 -::; J f er CAn(ncilY -~ 'n~/-:) pl ~I + r r (T fd?b,,; I r l -u,'":l{ ')\A , j") olt :;: 71, + /j,._ 
8 r 1 s~B r l-

1 • 

Noem het ia.aximura van I cs-J o:p S N, dan is 

J j, l ~ N ) r 1 (Al) c~ <,? ,I'\,;> 1 -~ fn fl r'pq > 1 oD~ ~ 
B 1~ 

rr 2l·sk¥/·l~~I 
~ - r2, ----- .. ~S' ~ 

1 f) N rs w~1 
' ;I. B ~ &I~. 

I" 1. 

Als we in Q een lijn trekken evenwijdig met nA, dan ontstaat een drie-~ 

vlakshoek met ribben nQ, nA en rQP' zodat (nA,nQ)) (nQ,rQP) - (nA,rQP) 

daar (nQ,nA) een kleine hoek is. 

IV fS 
B 

'5-i,-.,, {'1?//1) fflq} t· ------- ~. ,-...1. . 
Om voor deze integraal een schatting te vinden-, nemen wij A als oor­
sprong van een coor-dinatenstelsel met nA als z-as, dan kunnen wij de 
vergelijking van het oppervlak sch.Tijven als) = f(S,~). Indien de 
kromm.ing continu is, heeft ~ continue afgeleiden van de eerste en 
tweede orde en is 



Daar in A O 5 = 'Ll 
~ ?7l. 

= 0 is, is een a 2 zo te bepalen, dat 

~\ 
~ s f 

en dus is 

11,1{ .{ a f( 3al. r a,/5 i Q (f !!!. 
I .l J '- ) )J r , 

B r 
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Deze integraal kunnen wij, onafhankelijk van de ligging van P zo klein 
maken als wij will en door f;' voldoende klein te kiezen. Verder is F 2 
continu, zodat wij de verandering in F2 ook willekeurig klein kunnen 
maken. Hieruit volgt, dat u2 continu is. 
~ij vinden dus het resultaat 

en·evenzo 

De normale afgeleide van de ::potentiaal van een dubbellaag behoeft in 
het geheel niet te bestaan. Indien echter een limiet van de afgeleide 
aan de positieve kant bestaat, kunnen wij op een dergelijke manier 

als hier bewijzen, dat ook de af geleide aan de negatieve kant bestae.t 
en dat deze twee afgeleiden gelijk zijn. 

Indien (S" op S niet alleen continu is, maar bovendien continue 
eerste en tweede afgeleiden heeft, is dit het geval. 
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1. De logarithmi£..2.h~ potentiaal. 
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Het analogon van de tot nu toe cebandelde stellingen in bet platte 
vlak is gebaseerd op de formule van de kracht, die een uniforme beleg-

' ging van een lijn op een eenheidsmasea uitoefent. 
Deze kracht is alleen afhankelijk van de afstand 
van de eenheidsmasea tot de lijn. Stel deze af­
stand r, dan is zij gegeven door 

, +.:X, ' i ...,. ' J' /"J ii ' 2., 'J-y, ~ v .(,~=- i ~ !E, .. e,.nf.dr = .:__ "v/i•,1.,...z."'1"' r _, - r 
-<?:)' l ~I• 

als ~de massa per lengte-eenheid voorstelt. 
Wij kunnen dus in het platte vlak de theorie opbotmen, gebaseerd op een 
krachtformule 

K=~ r 
en een b i,jbehorende potentiac.l 

U= m.log r. 

(1) 

( 2) 

en met vocr de hand lig6ende wi,jzicinc;en kan d::: gehele vocrgannde theo­

rie cvergenomen warden, waarbi~i w:j er wel a.endacht aE:.n m.oeten beatEtden, 

dat in het oneindige deze potentiaal niet nul wordt. 
De logari thn:ische potent i 1•:.1:i.l ia i.n he t Rlt:;l:trH:1s: n gemnkk8li.,,: ker te 

behandelen dan de potentinr,l va.1 :Newton, :oor ha!?.r ne:xwe verband met 
met de tbeorie der con:plexe functies. 

Beschouv .. · daartot: in uen 6ebit=d T, begrensd daor e1.;;n gesloten krom­

mis S een reguli()re potentiee.l..f 1mctie u. Dai~ is 

f ~ de=O. ( l) 
en vc,or elke gt•slotef kromme C in T 

zonder dubbelp1inten, die uit ee·n e in­

dig aantal boien bests.at met continu 
veranderl.i..,ke raak:l.ijn, geldt dan ook 

-- ds :::0 • ~ oU ( 4) 
~ ori 

Zijn nu PO en P 1 twee punt en van T, verbonder] door twee bogen c1 en c2 , 
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dan is f o« ~ a f c) .- d~.:::: 3 o<.s - 3~ ==-- o a~ ~~ ~~ 
Pt e1 c"L, ( 5) 

d.w .z. de functie ~~cl.· van de 
afhankelijk van de~integratieweg, 

coordinaten x1 en y1 van r1 is on­
mi ts deze in T ligt. 

Wij schrijven ? 

v(:x,y)= - f ~ ds 
Pu "3ri 

en merken op, dat langs de inte,gratieweg 
0u. _ 'Ju J;x Du -~ _ 
~ - ~ •:s:;, +- -;.,y Jn -

= - ~ S-t..,,. o< + ~- "°-:;·r.X ~x ziy 

(6) 

waarbij ~ de boek is, die de raaklijn met de positieve x-as maakt. 
Hieruit volgt p 

( p{ dll · · Z>t< d. 1 1 ( ( qC-( -" · ?'-<- · / ) v(< VJ :: j ~ d s .g,,__,""c>< - -;; -~ C,q:,~ == J .. ,~x ,Ax. - '5r O"~y. 
Po Po 

waaruit het duidelijk wordt dat 

( 7) 

E ~ 2f!:- ;JV dtl. 
-;;,y ;;x. .) "'5x ';:::' - ~y ( 8) 

Hieruit volgt, dat v voldoet c=ian de vergelijking van Laplace 

~ .,,. ~ .:: a o.x. 't ~ y ,2, • 
( 9) 

Verder heeft v contimue eerste afgeleiden en omdat u continue afgelei­
den had van willekeurig hoge orde heeft v ze ook. vis dus evenals u in 
Teen reguliere potentiaalfunctie, de geconjugerde functie van u. De ge­
conjugeerde potentiaal van vis -u, en verder is 

ZJU.. 8U 2l V . d'-<. --- --- - - ----- -;)): • ~ y - ~ y • '"dX (10) 

waaruit V(l)lgt, dat de lijnen U=const. en v:::const. loodreoht op elkaar 
ataan. Wij kunnen dus de lijnen U=const. opvatten als de kra.chtlijnen 
(stroomlijnen) van de equipotentiaallijnen v=const. en omgekeerd. 
In de hydrod~namica heet v de stroomfunctie; haar physische betekenis 
is direct duidelijk: de hoeveelheid vloeistof, die per sec. stroomt tus­
sen de stroomlijnen v=v1 en v=v2 is gegeven door v2-v1 • 

De differentiaalvergelijkingen (8) zijn in de functietheorie bekend 
als de vergelijkingen van Cauchy-Riemann~ die gelden tu.ssen het reele 
en imaginaire deel van een analytische functie f(z) van de complexe 
variabele z=x+iy. 

Een functie f(z)=u+iv is een analytische functie van de complexe va­
riabele z=x+iy, als ziJ in ieder punt een continue afgeleide bezit 

lim c.f(z) = f•(z), 
J;;,:t. -'> 0 b. z 

die onafhankalijlt.is van de weg waarlangs we..;. z naar nul laten gaan. 
Stel 

AZ= .6-x+iLJy= Ax(1+ti)= 4y(i+½,), 

waa.rb ij t constant is, t erwij 1 Ax -?"0 en .,t,..y-;7Q • 
. ·"°,.' 
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is 

r• (z)=lim u1x+ JJ x 1 y+ aii-u!x,l)+iv(x+.ti x, y+4 y)-iv!x 2 ;x:} = 
..u-:z.-<>o .Ll X + iL, y 

= lim )u(x7.6x,y+A y2-u(x,y+.ay) + u(x,.x±oy2-u(x 1y) + ( 
.d:Z~ol .6x(1+it) ~y(i+ *) 

+1 v(x+Ax1 .x:+.al)-v(x • .7+AY)+ i v(x,.y+~~)-v(Xz.Y)j1=J?3~ -J.-?!i /~~-f' . l~A /~Lt Jl ~ .l"l 
Ax(1+it) ~y(i+*) · 

l ~ ,:n + i ~ :,.l}t] 1~+-< ~l l~ :t-r{ ~+ zf;{] Ll~ 
Dit kan dan en alleen dan onafhankelijk zijn van t* indien 

{ ")(..( -r. iv) i ( QU -t ~v) 1 _ ==: O 
-;; l ~ (u-r,'tj 2 -+- ~ ~ (l+ ft_)2.t:i. 

of 
l• ( ?u. ll~) - ;;;u. +-i ~Yv . ax -,. ;;,x - c)y u 

waarui t de ve:1: gelijkingen v-a.n Cauchy-Riemann volgen en tevens de omge­
keerde bewering. 
In dit geval zien we ook,dat 

-;)l,{, f i 2r. 
f'(z)= ;),( JX. 

3 ;/ -') '/ 

2. Conforme transformatie. 

Indien w=u+iv=f(x+iy) een analytische functie is van z=x+iy, die 
regulier is in de omgeving van een punt z0 en dus een ondubbelzinnig 
bepaelde afgeleide heeft in deze omgeving. Indien deze afgeleide niet 
nul is, wordt een oonforme afbeelding verkregen van het vlak met coor­
dinaten x en y op het vlak met coordinaten u en v, d.w.z., dat de hoek 
tussen twee lijnelemanten dz 1 en dz 2 in het z-vlak01Tergaat in dezelf­
de hoek tussen de beelden van deze lijnelementen in het w-vlak. 

Immers, 
.b. w1 :::f' ( z0 ). iJ. z1-t ~ 

b w2=f' ( z0 ) • h. z2+ ~;_ 

waarbij G"" 1 encrr 2 grootheden zijn, zodanig, 
dat 

o:i t,-2 
- -.> 0 en - ~ 0 bij de limiet. 
4 z 1 -,J., 22 

De hoek tussen de beeldelementen 6.w1 en 
6 w2 is gegeven door 

~ ~l. -:::- Cl)v f po) ,b. z, .; 'Ji 
J A y.1, d f t,Z:o) b .Z;_ + ~ ~ 

= °""1 fr 2',,) + ~ 0i z, -t- CU-<!. ! ;·. ' 
. f (.to) + ()Zj/..\ z, J 

Bij de limietovergang gaat de eerste term naar Oen de stelling is be­
wezen. Wij kunnen zeggen, dat elk van de lijnelementen bij de conforme 
transformatie ge.draaid wordt over dezelfde hoek, die gegeven wordt door 
.arg f' ( z) = Re log f' ( z) • 



• t>w · , .. , . 
\ ":--··· 1 I ~ i ~, -z. I}) ·+- v. 1 
\ L)_ -z !l ,. 'I t . ,,_ I l 

en 

' .6. ~ 1. ! I t '/,, I ..+· 'i. i : ~-2~~ } 'C l \ • --- ~L' . i,,. ":Lr \ 

dus in dt1 lioiet ::1~\n bt:•ide \nJrh.::iu.din£t:t. f;t·l:i..jk. 

Wij kunner. di.:.s ze~;gen, dnt de dri.ei h':'fk:;crJ, ::lie doc.?.' fo irtfHti"h·s:1nt~le 

elementjea gevcrmd wcrde11 in ttide vl~kken gelijkvor~t~ zi~n ~n dnt d~ 
gel ij kvormighe id~fector word t geft..:V,. :i door l f' ( z,J 11 w,:,~1r 1.ri1.n (1£- logt\rithse 

,I 

is Re leg f' (:;:). 

heeft in de totgevoigde punt~n dezelf~~ wanrde. 
St el nu .tJ WI = f (u.':") + i. y·· 11.1.. ,..J), d~n hc-bben colt f en t(' i.:i t:::1t:>gevce5d• 

punten in h~t w- en z-vlnk dezelfd~ w0 ~rde, d.P.Z. d& llJn~n r=~cnst. 
!i.Hl If =constant in be ide vlakken correspondt:t'li'.m met olk,~ar. 
De correspond.entie tussen d1t' sfgele i.don va.n de:zi;: :funC't ib wordt gegeven 

(Joor cJ _"i CJ.A-•/ ,;1 .l.O"->J {. 1 

~7 .. 7w·· . " (~j 
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3. Integratie van een analytische functiez~EtlJlng ·.ran C..§l:_uch;y_. 

Beschouw nu de integraal van een reguli~r analytische .functie 

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) 

tussen de punten/0 en P.1: ?, 

/ f(z)dz= J {(udx-vdy)+i(u dy +vdx)j 
t ~o 

Nu is volgens het tweedimensionale divergentietheorema voor een geslo-
ten kromme 

j{udx-vdy)=- Jf ( t + ~) dS 

en 

jt,.dy+;,d~- j f ( ~ -t~) dS, 

hieruit volgt, dat .{ f(z)dz bij vaste P0 onafhankelijk van de weg, die 
!van P 0 naar P 1 voert alleen afhangt van de coordinate~ van P 1 , mits 
twee beschouwde wegen een gebied omsluiten, waar u en v regulier zijn. 
Op.deze wijze is dus bij een regulier analytische functie f(z) een an­
dere regulier analytische functie gedefinieerd, 

F(zt)= ;;·(z)dz. 
7.o 

Indien het regulariteitsgebied tweevo·J.dig samenhangend is bel'1oeft de 
stelling niet te gelden. Wij kunnen 
dan wel analoog aan vroeger aantonen, 
dat de integraal langs de binnenste 
randkromme c1 gelijk moet zijn aan 
de integraal langs de buitenste rand­
kromme c2 en oak dat de integraal 
voor iedere kromme 1 die het binnen­
gebied een keer omsluit, dezelfde 
waarde heeft. In een speoiaal geval 
kunnen wij deze waarde aangeven. 
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Heschouw een enkelvoudig samenha.ngend gebied, waarbinnen f(z) regulier 

analytisch is, en daarbij 

J.. _f(z2 dz 
~' z-zo 

waarbij z0 een punt in G is en de 
integratieweg C wordt uitgestrekt 
over een kromme, die z 0 omsluit. 
Door z0 en een willekeu.rig kleine om­
geving buiten te sluiten, gaat Gover 
in een twee\Toudig samenhangend gebied 
G' • waarbinnen 

£hl 
z-zo 

• analyt isch is. 

( 0z / 
Q. /.-

--.~------_,,.--~ ... - 1 

,~ 

Wij weten al dat de integraal langs C dan gelijk is aan de integraal 

langs een kleine cirkel met straal 8 en middel:f)unt z 0 , die de uitgeslo­

ten omgeving bevat. Op deze cirkel is 

Z=Z + s ei <p 
0 

f ( z) =f ( z O + S' e i q, ) . 

Nil is wegens de continuiteit van f(z) voor voldoende 1';.leine 8 
f (z0 + e 1 Cf )-f(z) ( < E 

bij gegeven c. , dus ,4.7T .z.li 

.[ f(z) d2. ,,, c' j f lzo .,I- J°< '-'t') o'eiv1df/>: c·Jr (4c).,.J'ce'°1c1rr 
J' '2-Z t- <-<f' .J 
C O O ,l"li () I. ,1,;:- a 

I en T?} (2.. ~;; .,/V') ct<f _ ! f(z.; d <p I · I /// / z. _, lf ~''I') -frz,1Ja <r/<L1T¢ 

.0 

zodat f -1!:-!_ qz • J.iii J;r..J + Z1T:J 

C Z- Z" 

waarbij fY/ ~ E. Laten wij ~ ~o 
tot 2 7T if( z0 ), bet residu van de 

gaao, dan convergeert het rechterlid 

functie ~:l . Hierm.:.;de is dan de 
0 

stelling van Cauchy bewezen, die het mogelijk maakt de waRrde van een 

analytische functie in het inwendige van een gebied, we9r zij regulier 

analyti-sch is, uit te drukken in haar randwaarden, 

f(z)= 2},-i j{~;2 dt. 
C 

4. De reeksen van Taylor en V?ll Laura.ni. 

Behalve de wae.rde f(z) is het ook mogelijk de waarden van de a.fgelei­

den in het punt z te bepalen .. Beschouw daa .. rtoe /N,. 
£{:r+I-, I - !<71,) .. -L f llt1 ( - -t ..J. -L... ~ a+~ --L /fJ df__. s 
.r I.. .nu if f-2 1-..z-~ J .l'.iil f--:z)(t •7-1} 

-L / __/!!J_ df - ~ / /ff; ti:t e 
17it' e (1--.zJ' £Pl j (flzj[l--2.J.) . 
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waarbij de integratieweg de pu.nten z en z+h omsluit. · :Bij de limietover­
ang h 40 nadert de tweede int egraal tot nul en v1ij v ind en 

. f'(z)= 1 ·;fti).~ m -z .t_• · 

In het algemeen bewij st men c door vol led ige induct ie 

j (h:2) ,:- ~ 1 flt! /If-
. ~ 77 < • ( f 4-) 11 -1-1 

Wij leiden hieruit direct de formu.le _voor de reeks van Taylor af. 
\ 

Indien z 0 een vast punt is in het iwi!endige van C, dan is 

f(z)= 2;.,. i /{~!2 dt= m/¥-:P. _.1Z-Zn dt. 
,, 0 1- :r:---
t... (!_, 1.,-ZO 

Indien / t=~~ / < 1 is, d. w. z. als z ligt binnell een cirkel met middelpuff;; 

z , die geheel binnen C ligt, kunnenwij de integrand in een gelijkmat.:.t, 
l o 
.·· convergemte reeks ontwikkelen en vinden na integratie 

► 

f(z)= 2;,- 1 /~£;2 ~+ ~:~o + <t:~D)2+ ••• jdt= 
o l o o 

=f ( z o) + 1 i f , ( z O) ( z-z O) + i ! f n ( z O) ( z-z O) 2 + • ; • 

voor alle waarden van z binnen de cirkel met z0 ala middelpunt. Een ge­
neralisa~ie van deze reeks krijgen wij door het gE:val te beschouwen, 
dat f(z) regulier is in een gebied, dat door twee concentrische cirkels 

R1 en K2 wordt begrensd. In dit ringgebied levert de integraalformule 

Ki van Cauchy j 
f(z)= 2~ i /~£;) dt+2i- i {£~~ dt 

I,( ~ 
waarbij zo tet integreren is,idat het 

ringgebied steeds aan de linkerkant 
~ ligt. Op K2 zet~en wij: 

1 1 1 1 . L<t:~0r~ ~- t-z • z-z0 =~ 
0 1-t o ,,.,.,= 0 0 -z 

0 
en op K1 <:>O 

1 _ 1 1 r-z- - z-z .-.~t·--z_o_ 1 ' i=z•/ 
o 1-r-z-

o 
0 -,.,..,.::{) 

Dan ontste.at door int~atie term voor term de ree ... ~ 
"- ,,, 1 /.f{t2dt \. .,, 

f(z)= L (z-zo) •27ri (t-z )n+l =L_ Cn(z~zo) 
h:.:-= C O i,,:c-o<."l 

Wae.rbij C een willekeurige enkelvoudige gesloten kromme om z 0 is in bet 
ringgeb ied. 

5. De randwaarde£robleme!!_.Y.an de ;eot ent iaal theorie voo.:;-..J!~- c irkel. 
(probleem van Dirichlet). 

ijet eerste randwaardeprobleem van de potentiaaltheo=ie kan beschreven 
word en al s: 
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Bepaal een oplossing van de vergelijking van Laplace 6u=O, die in een 
g·egeven gebied G, begrensd door een rand S met oontinu varierende raak~­
lijn regulier is en op de rand S gegeven waurden f aanneemt. 
Bet tweede randwaardenproblm3m (probleem van Neumann) is: 

B,epaal een oplossing van de vergelijking van Laplace .t) u=O, die in 

een gegeven gebied G, begrensd door een rana Smet continu varierende 
raaklijn regulier is, terwijl zij in het gehele gebied, met inbegrip 
van de rand continu is, evenals haar normale afgeleide, die op de rand 
tot voorgeschreven waarden f moet naderen. ~aar voor een regulier har­
monische functie geldt j ou ds:::0 moet de gegeven functie f voldoen aan 
de voorwaarde j fds=O. % ().., · 

s 
Indien het gebi~d G met de rand S gevormd warden door het inwendige 

en de omtrek van een cirkel C met straat R kunnen wij deze twee proble­
.men direct oplossen. 

Volgens de stelling van Cauchy is voor 
een inwemdig punt ""R <,....-
z:rei f =X+iy van de o irkel ,Dr .. --------->t-"'~-----+--,--

jc:z.J = _j__jif!l_ a,t ~ J_ j if!? e c 9J •. ,€ t c ~ ~ ct rr\ 
,Z7Tt t-2. l...11 b I ( ~ (~ 1, !- 1.. \._ 

indien f(z) regulier is binnen en op de cirkel. 
Beschouw verder een punt z* "bui ten de cirkel 

Z -M- R2 R2 i<f d . ffz'i 1· b" d ·. k 1 d = z - r e , /a.p is ~7t regurier 1.nnen e.r:i op e cir e , us 
1 f(t) 1 ) i~ re 1 ~ 

0=2r, ~ dt= 2T f(Re ) • i<f i~ d Cf. 
o re -Re 

!) 

Door aftrekken verkrijgen we z; · 

1 / i1' R2 r 2 f(z) =U+iV='2'V f(Re ) -~- - -- 2 d Cp, 
R -2Rr cos (S" - ¥?) +r 

0 
waaruit door gelijkstellen van_reele en imaginaire delen volgt 

1 / 11 R2-r2 
u(r,f )== 27T u(R, f). 2 2 d (p 

· 0 R -2Rr cos (i - YJ) +r 
en 4, 

v(r,<f )= ~ / v(R, (f). 
0 

die het dus mogelijk maakt de waarde van de harmonisohe functies u en v 
in een punt in het inwendige van de cirkel uit te drukken in hun rand­
waarden. Door r=O te stellen vinden wij weer de stelling van bet a~ith­
metisohe gemiddelde terug. 

Deze integraal staat bekend als de integraal van Pois0on. 

het is ook mogelijk om de geconjugeerde functie v in bet inwsndige van 
de cirkel uit te drukken in de r&"'.ldwaarden van u. Door optellen verkrij-

gen v1ij /;lil 
f ( z) = 111 (u ( R, <r ) + i V ( R ' 'f . ) J . ( 1 + i g~r § in_tJ :. ~ ) -d 'f . 

0 R2-2Rr cos(Y, - <-f)+r 2 
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Daar wij gezien hebben, dat 

2j;-1;;~ (R ,cp)d'f=v(O), 

verkrijgen wij v ~7T 

v(r,1)=v(o)+ ft/u(R,~). 
(} 

Wij kunnen ook gebruik maken ·.van de rec:ksuntwikkelingen door te schrij-

ven / l.17 . .t . i . te, '),--. I(,! , ; 
u + t._.v-.,., t. v-(o) ~ ....L 1-l- ( R, cpl , f - 1. ,1- 12 r. 1 " i 1_:__<c> d(p :.::-

. .t7i J: I -,, t1- .J, .. - , _,.. .c. &,71.L - rx;J .' l,t -~ ,,/-rt-,_ Cl ·/ 
. 0 ( 1 2 r {,.-r</-- ... ; -tf'i-<tJT 

:=' t 1f (oj + J_ u. I?,. cp J :;e .. -i -f ?1 '-e · - -e_-,---__ ~ ctcp 
« 0 - ,;-;1. J.. 2 - -1,,_ L- e. L·(<f.-l.f'J . -<. { \t-- -t') 1 

hr- ,t"r? .i.. -e - -I ·y, _ hr 

= t'11'(oJ +-f::_ u (l{,(f?j Re c-1-te'r/-c1p~Lv(o/.f.±./u!~,cp) f,.l-<; df'. 
. 1 i, o Re t ft' - t e ' ¥-- "" i1 " f - z 

JNa ontwikkeling van de breuk in de, voor r<R gelijkmatig convergente 

reeks 

kunnen wij 

waarbij 

zodat 

In <lit geval vinden wij v~r u en v de geconjugeerde Fourier-reeks en 
<i) 

n 'J U (-t,f) ~ f" r .?,Ji}_• ( il,.. u, ., ff '6,., "'~ 

,v- ;,,,, <j) : //HJJ ~ ?J-j(' ( -<h Cir n f I a,,, r- ,,, If) 
Deze beschouwingen hebben echter alleen betrekking op hGt geval, dat f(z) 

in de gehele cirkel met inbegrip van de rand bekend is en geven relaties 

tussen de waarde van de functie in en inwendig punt i:;,~1 he.ar randwaarden., 

Het is echter ook mogelijk te bewijzen, dat indien g(~) een wille­

keurige continue functie is van cp met periode 2T , d8 :l.;.--,tegralen 

I / 4'- . 7?' .l)z.. 

u z, v-J • 5 0 ;M. -;e1 _ li,?~ cJHi n,. ,-:tp 
en q 

,,_ I,,_ f I - ,V.(o/ ., -L / <l{'f} 7?' R "- ;.:.,(JI -If') , ct 'f r~, I J.1T(J ,. -t.,,/i,1en(V-~ff}.t.'L 
in het binnengebied van de cirkel een reguliere potent:i.aalfunctie u en 

haar geconjuge6rde v voorstelt, terwijl u voor de waarden g('f) nadert 

als het inwendige punt tot de rand nadert. Di t bewij s is gebaseerd op 
de stelling, dat; de functie g(<f) in een convergente Fourier-reeks ont­

wikkeld kan worden. 
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De eerste formule levert dus de oplossing van het probleem van Dirichlet 
voor de cirkel, de tweede geeft de oplossing van bet prohleem van Neumann .. 

Immers, als wij op de cirkel ~ =~( <f) omschrijven, waarbij }h(rp) .dff:::;0, 
geven wij ook de waarde van U=Rfr'h{'/1).d(f ,=g(p), d.w.z. de0 waarde, van 

{l -

de geconjugeerde functie u(r,f) van 0-(~,$1-) op de cirkel. 

6. Het begrip hoofd!§:arde van een di~EE,ente integraa1e 

Indien wij met behulp van de tweede integraalformule de waarden van 
v op de cirkel willen berekenen, verkrijgen wij voor r=R 

,1r(1,,_f)~ r,foJ • 2~ (if<,,)c4f:{¢-~)dlf, .. 
d.w.z. een divergente integraal, die volgens de gebruikelijke integraal·­
definitie niet bestaat. 

Wij zullen daarom dit type van singuliere integralen iets nader be­
•sohouwen, en bewijzen, dat, indien g(x) in een afgesloten interval 
a f. x / b een funct ie is met continue eerste en tweede afgeleideb (niet 

noodzakelijk analytifch), en a <x ( b ~e limiet 

i-/(x.J, 1;.,,, 1 r-~(,j ax: / __J!!}_ «x l 
£ -->) o li )( - X o X(I + £ .)( -.Y ~ 

bestaat. Het bewijs volgt uit de stelling van Taylor, n.l. 
g(x)=g(x0 )+(x-x0 )h(x,x0 ), waarbij h(x,x0 ) een continue 

functie is van x en x0 • 

Dan is x~ .... £. 

H (xo} ~ L JCX 0J{ J ~ 
en ~ (e7ix + i~~:~• j ~ 4-

►. f.....;:JO 4 X.-->'c Xo-1-! )("")(• ,f-4 0 

Dit begrip kunnen wij ook direct overdragen op complexe functies. 
Zij C een boog van een kromme met continue kromtestraal waarbij 

t= f +j •7 dus een complexe functie met continue tweede afgeleiden is van 
de booglengte s, waarvoor dus \t 1 (s)I ~1 is. Is nu f(t) een functie van 
t, die als wij t door t(s) vervangen continue eerste en tweede afgeleiden 
bezit.(f(t) behoeft dus niet analytisch te zijn). 

Dan definieren wij als hcofdwaarde vaf -~auchy ~ . 

· H.wj rp(t-J olf: ~ (/ q?(fJ ( 1dr + / 7~,:Jt! t ds 
c, f-t, E~o a f-1-~ s. £ T-tr, 

en bewijzen dat deze limiet bestaat. •f 

Immers 
t-t =(s-s ).t'(s ){1+(8-s )~,(s,s 1\ dus voor voldoende 

1 0 p 1 0 i ,, . 0. I ,bl . L 
kleine (s-so): t-t =(s-s )t'(d r· ~ 1+(s-so)ott(s;so} J 

0 0 0 
waarbij ~, en ~~continue functies zijn vans en s 0 .Verder is 

4'(t)= f(t 0 )+(s-s 0 ) ~ 3 (s,s0 ) 

t • ::. ! .: I• . .... :. •, # 
·, .. " 

•.,; . 
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zodat de integrand wordt 
Cf(to) t 1(.sJ _ 
~ 1 · + d~ ( 0 .Su). 

£ -s . 
en dus na splitsing in reeel en imaginair deel vold.oet aan de eisen, die 
voor het bestaan van een reele hoofdwaarde was vereist. 

Wij definieren nu de complexe formule f(z) door de formule 

[(/4) = I . I </>ff} olt 
Jl j_Tfc ct f-:z 

voor ieder punt z, dat niet op C ligt, voor een punt z=t 0 op C definie-
ren wij de functie door de hoofdwaarde h(t 0 ) van de integraal. 

Wij duiden verder door f+(t 0 ) en f-(t 0 ) de lirnietwaarden van f(z) 

aan, als ze bestaan, die we krijgen door langs de normaal in het punt 
t 0 op C van de positieve of negatieve kant tot t 0 te naderen. Dan bewij­
zen we, dat deze inderdaad bestaan en gegeven zijn door 

f+ ( t O ) =h(t 0 )+t Cp(t 0 ) 

f-(t 0 )=h(t 0 )-}.~(t 0 ) 

Voor het bewijs nemen wij het punt t 0 als oorsprong en de raaklijn aan 
C ala x-as van ass€nstelsel, de y-as nemen wij als positieve normaal. 
Dae.r alleen de omgeving van de oor-
sprong kritiek is, nemen wij aan, 
dat de raaklijn aan C nergens een 
hoek groter dan een vaste waarde 
ex, ( - ½ < o<. < 7T /fl ) met de x­

as m-akt en schrijven nu voor de 
puntcn op de y-as: 1-t 
,l7i t:j(:z) ~ ,z !rt' f(r,jJ. .1-/«1_ f I ot, - G (.;,, 'j) + -H ( E, y) 

• fl at -ly 
·· waarbij, voor £voldoende. kleine c.: 1-z 1· ~ 
G ( €, y) ::; J Cp \t) t I cl s ., H (E, J) ~ -+ . - · · · · 

-c: f - L,Y a e 
Voor \ sl > c is \t-iy I > c £ , vvaarb ij c onafhankelijk is van € • 

Hieruit volgt voor wille~eurige y1 en y 2 

I H {c,_y,) - H (£, J,) I < j ~ f rp(t) I f j', -::ri. \ ot. s 
Or. (!} t. z.. 

Verder is op C 
Cp(t} == Cf(o) + ~(,ls), 
~ ::: ,SI+ J' Lf,L (s; 
f 1 :-: I f 8' 'f.; (SJ 

waarbij f, ri.., fJ · ... continu zijn in s. 

DuG (c,y); /No; -u /3/!2 (1+ s A (sJ) cl,s,, 
--t .f-t. .J + J' 13~(S) 

= (£1f {o) !IS.,,_ /}((s., s -,M .,,_ :; ,-(,/ ctp', 
-/4 S -, y -€ S - c. J) t - <J -f s _ ,.JsJ 

:~ 
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Wij voeren nu de limietovergangen !, ➔ 0 en \y / ➔ O op een bepaalde ma­

nier door en stellen n.l. /y/ = c3. 
In dit geval convergeert n.l. H(f,y), als wij {Y,J =e 3 , yi:::-0 zetten naar 
211 i h (0). 

In G( s,7) heeft d.e tweede term tot limiet n~l, maar de ee1:~te is. 
</{o) L J ~ c/ S ::: Cf>(o} ,,./~ 4 E. T c E ~ = !fO)_ L ,,/4 I-+'\== .:t.<r{o) iTl 

E-.0 ..,e s-... lF. £_...::;,O -E "=Fc.£3 E.....:;i,o -i-,:u 

zodat de stelling is bewezen. 

Deze stelling doet sterk denken aan de vroeger bewezen· stellingen 

voor de normale afgeleide van een enkele beleggin~. 
Inderdaad, voor Cfreeel is zij volkomen aequivalent. 
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De comple:x:e potentiaal van eon enkGle :pool in hot punt t 0 is n.l. 
,ogeven door ln(z-t 0 ), dus van ·e·en belcgging van de kro1111.t'1.e C mot r' (t) 
is de potontiaal ;· 

f (z)= . f {t).,lnEz-t)dt., 

Indion wij ho.t assenstols 1Jl zo kiez0:n als bovcn is aang g0ven, krijgen 

wij voor do normale af geleide in con punt op de y-as 

%; =i / ~-~!) dt= - 21i :f(z). 

Do s:prong 

in ~is 
taat,~ 

. ~ . 

in f( z) bij het doorgaan door de kromme is <p ( z), dus do s:prong 
2 lT cp ( z), in overeGnst0mming .met h0t vrooger govonden rcsul-

J. De fundamontele afboGldingsstelling van Riemann. 

Nada-t de problemen van Neumann en Dirichlet voor de cirkel zijn op-

►gelost, kunnen wij ook proberen ze o:v t0 lossen voor 00n willekcurig gc­
sloton gobicd. 

Tiit kan gcschieden door middel van confor:r:'.o transfor-.u1.atio., door h0t pro­

bloom tcrug te vo'Oren tot hct analogo problecm voor de cirkel. Deze mo­
golijkhe:id is gobascord op de a:fbcolaingsstelling van Riemann. 

·;Nij beschouwcn eon enkelvoudig sa:u.1cmha.ngond gobied G, dat gohoul ::.n 

het inwendige van de oGnhoidscirkel in hct z-vlak is gologen en dat het 

nulpunt bcuat en construoron nu cen 
afbceldingsfunctio f(z), zodanig dat 
het gohole gcbiod G op de cirkol 
wordt afgcboold en dat 

f(O)=O, f •(o)> O. 

Om to bowijzon dat eon dergclijke functic bcstaat, mooten we eerst nog 
enigo oigenscha9pen boschouwen. 
In do eerste plaats is het mogelijk de oonheidscirkel zoc1anig o~,:i zich-

zelf' af te beclden, dat een willekeurig inwendig punt P i:c. do oors:prong 
overgaat en con willekeurig0 rich ting door P in dc.: richtLtg ve.n de posi ti,.,_, 

vc x-as. 



ij P gogeven door :z;:::::a, dan is 

.··c; 

.bij 

. =ei"t' ~-a 
a z~1 

geschikto kcuzc van T' inderdaad 
.d..;; s-czochte 
Imm.era, als 

transformatie., 
i<"f ~ . 

z==e en- a=re ; I'< 1, dan is 
. ilh iO(.. t:; =eir -e- ·~-re. _ = ei(r +oq; 

re-J.oC. e1'P -1 
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dus do rand woTdt op do rand afgebeold en het binnongebied ook. Vcrder 
hebben wij voor het bewijs van het bcstaan van de afbocldingsfunctie van 
he·[:; gebi0d G op de cirkel nog een speciale afbcolding nodig, die als 
_volgt wordt verkregen: 

Beschouw oon punt P( z= f' e1cx.) 

fitvocren, die de cirkcl in zich 
ovcrvoert en die.Pin de oorsprong 
transformcert. En.beschouw dan 

r< 1). Ga dan oerst oen transformatie 

/.:;:. z- t:l'l. (.0(. 

'? f: .R. -<.ot '.(. - I 

DenkGn wij de oenheidscirkel in het 
~ vlak opengcsneden volgens de reele 
as,. dan correspondcert met ieder der 
twee holften de gehclo c .JnheiC:Iscirkcl 

2-~ 

in het z-vlak en de reolo as wordt afgebecid op cen lijn door P naar de 
rand. Wij brengen nu om cen een-ecnduidige corrcspondcntio aan te govon 
nog con twcedo eenhoidscirkel in het z-vlak aan, die wij, evonals de 00r­

ste opensnijden volgcns het boeld van de racle as en op de 00rste gel~gd 
fenken. Indien wij nu de ene kann van de doorsnijding van de bovenste 
cirkel bovcstigen aan de andere kant op do ondcrste cir::::el em. omgekecrd, 
hebben wij con figuur g0kregen 1 die wpl een-Jenduidig op de cirkel in 
hot vlak wordt afgeboold., Zo 'n figu.ur heet ho-t op:porvla.k van Riemann 
behorcnde bij de afbeeldingsfunctic. Lopon wij in hct vlak oen koer om 
de oorsprong heen, dan wordt; deze o.mloop in hct z-vlak c1.f gebocld op cen 
kromme, die twee keor om P hconloopt, een kcur op h0t bovonstc blad en 
een kocr op het onderste blad. Tenslotte voeren wij no._.' in hct vlak 

een transformatic uit, %, ~ t«: 
T - £ lfd ~ -.f ,e ==- T(i). 

' - /A. n. ~ " K 'ate;' - I 
waardoor borcikt Vf.Ordt, dat het -nulpunt in het z-vlak ovorgaat in hot 
nulpunt in het T -vlak en waardoor tcvens c' ( 0) > 0 word-t; door geschikte 
kouzc van fa • -
Do omkcringsfu.nctie noomcn wij z= )'ct), zij i~ in de 00nhcidscirkcl o-...:n­

duidig en rjcYitr• ID.ijkbaar is ook Xf.r:Jvoor j d ,;: 1 reguJ:ier cm hccft dd 

randwaarden (t)[ 1 voor frl ==1. r 
Dan moet ccLtJ; in hct gehcle binnengobied/j(J/ < 1 zijn; dus siocdo is 

/z J_< ti: f. -r 
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Wi j kunnen nog iets meer zeggon ale vvij kijken naar de })Un ten jz\< ~ • 

Dan is or zeker eon q) 1, zodanig dat voor al doze -punton gcldt 

Ir l ~ q <r,) . \ z / • 
:Na doze voorboreidingen kunnon wij nu de afbooldingsstelling van Riemann 

bewijzon. Daartoe boschouwen wij de vorzamoling M van alle afboolding0n 

Cp(z), die voldoen aan Cf(O)=O, cp 1 (0)>0 en die het gobied G afbe0lden 

op con deolgobied H van do cirkol. Zij nu f de straal van do grootste 

cirkel om het nul:punt, die in H bevat is, dan bestaat o...,,n rooks functics 

<p1(z), <p2 (z) ••• , die voldoe:n aan de voorwaarden lfn(O)=O, <f'n(O).> 0 Gn 

en waarvoor lim/.) =1 is, d.vv.z~ wij ku.nnon G afboclden op eon gobiod, dat 
h ..:., o,o f Il 

willokourig dicht tot dG cirkol nadert .. 

Indion n. 1. de bovengronsftvan de gotallun f n kleiner was dan 1, dan kon­

den wij Gem gobied H bcschouwen, dat oen c·irkel bovat met straal 

-f =f~E.> O. Dan is e~ z~~~r een, punt P mot afstanc1 r,tot d~ oors-prong, _ 
dat {~;. e-c tot H behoori:;., VfaJ consi.-;ruoron nu over H de bovens-caand8 functie 

t=Tj1Jz), en vrnten, dat het gobied H o'-.;n cirkel met straal f-,- £ bevat .. 

Dan zal H af gebc.h..;ld worden op e,.:;n gebied J-I 7':" in hot "I -vlak, dat het 

inwondige van e0n cirkel met straal ( /A..- t ) q (f) bovat r Daar echter q > 1 

is, kunnen wij Ealtijd zo kiezen, dat (f-€.. )o_,.(f) >~ wordt, d.w.z. 

wij hebben o~n afbeelding govondcn van G op een gobiod H*, dat eon cir­

kcl met straal > ~ bevat, waarui t woor volgt dat f niet de bovenste __ 

grens kan zijn van de cirkels, die in be0ldgcbieden van G boschrovon ::on­

den worden. Hieruit volgt dus, dat/~ =1 moot zijn, zodat he~ punt P niot 

bostaat. 

Hot bewijs dat de functios<rn(z) indcrdaarl naar de afbo0ldingsfunctic 

.convorgeren, laten wij achtorwege. (Zie Hurwitz-Courant, Funktionenthoo-

rio P~ 397). · 
noor de voorgoschrovcm voorwaardon f(O)=O, f'(O)) 0 is do afbeoldings­

functie ondubbolzinnig vastgelegd. Im.:mcrs indiun Gr twee functies 

c;=f(z),y;f~(z) waron, dan kon men z climin,ercn en krz.;cg door7...,i,, =Cf(;) 
eon omkc:erbaar 00ndui digc! afbo.:::lding van do .:::. onhoi dscir~~c:l op zichz0lf, 

waarbij Cp(o)=O, cp 1 (0) 0 is. Dan is~ G-:;n functie, di,.; in de oorsprong 

:posi tiof is, nergcms binnen de cirkcJ: nul wordt en op de omtrok de ab­

solute wa.s.rde 1 bezi t. Dan moet zij echt2r volg,,ns hot principe van ht;t 

maximum em minimum ovoral 1 zijn~ 

8. De functie van Green voor e1:;n enki..;lvoudig sa1TI.enQangerl:d ____ g_cb~_ed. 

Wij boschouwen nu c~n cnkelvoudig samenhangend gcbicd G, bogronsd 

door een randkrom.m.e s, b0staande uit continue bogen en dc-nkun voor clit 

g0bied hot problcem van Diri-.;hlet gust'---ld.. 

O:_p de rand S zij gegevcm eon continue functic f (. s). Gevraagd wordt een 

in G rcgulior harr.1.onische functie u aan to gcven, die op do rand tot ds 

gegoven waarden f(s) nadert. 
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Volgons stcllingen van vrocgor kunnen Wij 

u diroct uitdrukkon in haar randwaarden en d0 

de waarde van d0 functie 

waardon van de normalc af-

golcido ... · ft . d ,l,_, .. "'c 
:llT ll--p-=- t-<, -- -. s . a~ 

Hiorbij ziJn de waarden van u op do 
ochtcr niet. 

.~ k,1 j ct,s. 
or.:1trck bokcmd, do waardcn van k 

Indien ochtcr v 

0 ~ /~ ~J:. 

een harmonischc func·:;ic is in hct gehele gebicd G, dan i: 

- v-- I'<. j t/$: 
Q/J-1., ,s' fl"n 

Gelukt he;; nu v zo tc bepalcn, a.at op de omtrek S overal v+log r= canst., 

dan is /· J J 
,l.Ti kp:= Ct·- '/ /lJ--1- /4ti/ t/S. I ✓, v.11? l . ~~ ;__; . . 

~mda~ i),,.l-i ds=O is. 

Do functie G =v+log r h00t de: functie v2..n GrBen van de e,_;rste soort om 

de pool P. Indien zij b0k0nd is, is direct het :probl0em van I:irichle:t 

voor hu·t ~obied G opgclost 

. lTtur--: - j ~ ~<;tot,s' .. 
s 

op een dorgelijkG wijze gGGft hot probleom van Ncwnann aanleiding tot· 

80n functie van Greem van de tw8ede soort door to zoek,~n naar oen functiG 

w, zodanig, dat op do omtrek S 

-') G -rr- ~ '.'\ ..1 A..t> -- -- + -:;.-!:f..:-- -~ J i :::- 0 . 
~1,-1 O•n 

Dan geldt ; j l;J 
• J.Tr u.,, "' - ~ l w i ,l,y i j d s .• -,s' if:. 6'7:r c/,t. 

Voor c0n cirkel zijn de functiE:s van Greon gemakkGlijk aan -to govon. 

Do functic: van Groun van de eersto soort behorcnde bij hot punt P(r,'t) 
wordt vorkr0gGn als :potontia;z,l bchorende bij 0en bron tor storkte l in 

hct punt Pen Gen ev011. groto put 

in hot spi ogelpunt P jl..- ( :R/4. > Y). 
In het punt oy ,<:p) is de waarde 

6-r (f/t'; 1.//)- = .?.f ( ~ i pq - ~ 1p~·q j ~ 
I /... 1./ t- ft- /l f >1, &n/f.f- '/)_ 

7.ifi /"'f {:,, r<-- 1;r ~i c..,, (<f- 'f J 
Vo.or p=R wors.t di t . t t . i )j" t. 
G ( .. , d). ::. .J_ vf Ji.I) Jc +1 -~ t C-n(~-f . , - I 

:.t R,<p, 1/,,r 'frt-~J ~'H"--..t-lt1,c,, -Yl}Jf,t ;_r, 
zodat do functie van Green i gevonden. /, 

De functio van Groen van de tw01::;de soort wordt verkregen door in P sn P* 

even groto bronnen aan te brengen. De op deze wijze verkr ,gon form.ules _ 

voor de oplossing van de problemen van Dirichlet en Ncu.r.a.sri_n voor de c:.1· .. 

kel komen overGcn mot do vrooger guv1.1ndon intpgraal van :Poisson. 
~.-At.,;f:rr:~~ti,i t"i.ATHJE~-,fl,~'l~s~.;::t1 CJ?~\~·- or· 
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Voor oen willekourig gebied G hangt de functie van Gr00n van de 

corste soort zo0r nauw samen met de functic, .. diode conforme transfor­

matie van h0t go bicd op do con1rnidscirlrnl levert. Imnwrs, indi,m f( z )=<;, · 
hot g;::;biod G op dG oenheidscirkcl afbc<.;ldt zodanig 7 dat f{.,:; )=O,f 1 (z ) >-O 

· 0 0 
dan is als z op S ligt /f(z)j=1. 

Dan is 

immers voor z=z 
0 

G(z 1z 0 )=log lf(zl/ , 
heeft f(z) juist de gewenste 

en voor Jz/ op Sis 
logarithmische singularitGit 
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MATHEMATISCH CENTRUM 
2de Boerhaavestraat 49, 
A m s t e r d a m -0 • 

Cursus: 

Methoden der mat he mat ische __ I2._h_;y:sica. 

Deel I. Potentiaaltheorie en ---M--... •-• --••--•---- •-· -•---·--
conforme __ Hfbeelding. 

door 

R. Timman. 
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Hoofdstuk V. Enke le toe-passingen v?:_n_d_e __ c.2-1:?-Jorme ___ t_~_?:_l}~_f'_o_r:m..'.':l~ie ___ o"Q 

technische problemen. 

1. Stroming om draagvlakprofielen. 

De bewegingsvergelijkingen om d.e stationnaire tweedimensionale 
stroming van een incompressibele vloeistof' net verwaarlozing van de 
viscositeit zijn in rechthoekige coordinaten x en y 

k 01/A + ,1 ~ = - fl st ( 1) J)( O';j A 

-= 

Samen met de continui tei tsvergelijld.ng 

Ou. + JV 
ox ½ 

bepalen zij de stroming. 

( 2) 

(3) 

► Is de stroming bovendien wervelvrij, dan is 
~u.. 'Z>v zr; • l>x (4) 

Op grand van verg. (4) bestaat een functie cp de snelheidspotentiaal,. 

zodanig, dat 

en op 

u -:0 1J(f 
§7 

grand van 

-u, ., \/ _ ~ 
U:j 

(5) 

verg,. (3) bestaat een stroomfunctie Y- , zodanig, dat 

l{ r - t!_ V -:- ·o:1_ 
(6) I y ~ X 

Uit· (5) en (6) volgt, datcp en t/ gekop:peld zijn door de vergolijking2n 

?J Cf - ·o_J ox ... oy 
or, - '"JV 
~ - ox: 

d. w. z. juist d{or de vergelijkingen van Cauchy-Riemann. :r~r bestaat dus 

een functie, (z) van de complexe variabele Z--==- x+ Lj, zo\7.at 



,en dat de geconjugeerde van de complexe sn-elheidsvector wordt 

{A_ -,.:v -:. ti 
()/ Z,. 
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, Bij een conf'orme tr~s:formatie ~ = f (<;) van he-t 
z vlak. op een stromingsveld in een~ vlak blijft 

stromingsveld in het 

' ' cf (;r,.)-: r:J;(~(~j J. 
de potentia.al invariant 

zodat de snelheden getransformeerd worden volgens de formule 

.4 tp (zj 

~ 
/t-;J . if:1 J, r(z 

De snelheid in een punt wordt dus vermenigvuldigd met de afgeleide van 
de afbeeldingsfuncti8 .. 

Het verband tussen snelheid en druk in de vloeistof wordt di~ect 

gegeven door de verg .. (1) en (2) met behulp van (4-) te schrijven als 

J/{{1Av')~ f}~o. 
l. / j_ {u 'I.. 4 Vt} ~ f ' .=:: 0, 

dl;J ' J. J J 
waaruit volgt, dat in het gehele incompressibele stromingsveld geldt de 

De twee hoo:fdproblemen uit de theorie der draag;rlakken kunnen nu als 
· volgt ge:fo:rmuleerd warden: 

1, Gegeven is een dra:->.gvlakprofiel. Gevrae.ed \"lordt de drukverdeling 
(of, wat hiermee equivalent is~ de snelheidsverdelinc) lanes de con­
tour te bepalen, indien het draa.gvlak onder een gegeven invalshoek in 
e~n parallelstroming wordt· geplaa.tst. 

2. Ontwerp een draagvlakpro:fiel zodanig, dat bij eon gegeven invals­
hoek een bepaalde voorgeschreven snelheidsverdelinG langs de contour 

optreedt. 

De stroming om een profie 1 wordt verkregen door di t Eitromingsveld 

oon:form af te be elden op de stroming om een cirkelcylinder .. In beide 
gevallen is het: probleem in wezen teruggebrach:lt- op het probleem V8,n de 
conforme transformatie van de pro£ielcontour op een cirkel; in het· 
eerste geval wordt de a:fbeeldingsfunctie direct bepaald uit de geome­
trische gedaante van het profiel; in het tweede geval door de·voorGe­
sohreven snelheidsverdeling. 

Om verder te gaan is het echter eerst nodig om de snelheidsverc.eling 
om een cirkel in parallelstroming te onderzoeken. 
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2. De stroming van een cirkelcylindor. 
Beschouw een cirkel in het z vlak met s-traal Ren middelpunt in de 

oorsprong en de stroming om deze cirkel, die in het omdndige het ge ... 
drag heeft van een parallelstroming met geconjugeerde complexe snel-

• ~ (;/4 
he1d w~ V.-< 

Indien de snelheid verder in hot gehelc vlak buiten de cirkel rogu­
lier moet zijn~ kunnen wij schrijven 

(..:!2 - "1 
A1~ d t/' == Vf.. ... !« +- 2. rx:,, k' 

;T';i ,..,,,, z~ 
zodat de potentiaal wordt 

.~ l o( ,-1 / ;().f 
~ ::: Ve - -<: I a<, /t /f...,J z 

waarbij de integratieconstante nu1 is gesteld. 
Als de cirkel stroomlijn moet zijn, moet voor z = 

. C. t ·;, 
Re gelden 

:::- Cn·•.~JT 

Stellen wij: 

dan levert dit 

~i ~ V )? tl-•n (-f ... o() f cl I ~I 3, M + tJ(. I Cn ~ i 1V .f - . tf h J? rh-, f ]17 ~ ;:;J) 
h~1 ('1 1 

waat meebrengt, dat 

(3, ':: 1,n a.i = - ,; a = o ffl 

zodat de uiteindelijke poten-tiaal wordt 

cf -{ ~ / . 1 2 .(, 2 I 1-t I ,- ~) .., 
= Vt 1 z + --- +- , __ /._))_ 1 , 

_ l z v ,/_..,,..-

waarbij /~on onbepaalde ree le constan-te is,. 

De snelheid wordt dan gegcven door 

\A;.- Y-<-txJ 1 _ ,q_~~a<.l+ {I-
I ;z'" j ;</12 

De waarde van de cons-tante /-is juist de circulatie om de cirkel, irri­

mers langs een willekeurige gesloten kromme, clie de cirkel omsluit, is f Vs.do ~ j ~ cl,S' • if'+ - (j>_ 

de toename van de snelheidspotentiaal als wij de cirkel een maal omlo­
pen, die, wegens de logarithmische term juist cl.e waarde r blijkt te 
hebben. 
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Op de omtrek van de cirkel is de toegevoegd com,plexe van de s nelheid 

gegeven door ! 
v ::: c {---l1r .. V 11,.'J /2J-~) " ;- 1c. 
t '(' ~!~ 

Indien wij wens en, de:t hct stuwpunt wordt gegcvon door ,/ = 0, wordt 

,y,e = c e - 1 J- V f /.,,, fr-;-: J I d.. ;_, <X j :-- c :C - 1 J-v 2 ,F,,,,, i r'C,,, X{~~ "-/ 

--~-~ -·~----·•-·• ---- ~ 

3. Eigenschappen van de afbeo}dingsfunc_-:t;_i.§_• 
Bij de hier bBschouwde toepassing wordt het 'uitengobied van de cir­

kel in het z vlak steeds afgebe:·: ld op het bui tengobied van een dra9.g-
o 

stuk in het S v 1ak, De zo si tuatie gaat door ecn invorsie in het z vlak 
en door een inversie in het 1 vlak t.o.v. een cirkel mot middel:punt 

binnen de profielcontour over in de situatie, waarop de stelling van 
Riemann in de boven gegeven vorm hetrekking heoft over,. 

Verder gaat bij deze inversie het oneindigG in elk der vlakken over 
in de oorsprong in het geinverteerde vlak. Indien wij er bij des-telling 

van Riemann voor zorgden, dat de oors"9rong in het one vlak corresnon-. 
deerdc met de oorsprong in het andore vle,k, zal nu dus hot oneindige in 

het ene vlak corresponderen met het oneindige in hot 2.ndore vlak on wij 
kunnen de :dchting van de pos. x as in het one vlak laton corros:nonderen 
met de richting van de pas. x as in he-t ancl.ure vlak. In dit goval moet 

dG afbee ldingsfunctie dus eon Laurent-ontwikke ling toelaten van c.e vorm 

f 1r /tz-J = (! 0 + Z f- CI ,; Cc -I _ _ _ _ 

' z ~2 

en de afgeleide 

I f~J ; I -

Aangezien de verhoudi~? tussen de geconjugeerden van de complexe snel­
heden gelijk is aan j ( z) 

~ . d~ ·t ~ - - ~ j 1). 
VJ; c¥ ~ 

is deze volledig bepaald in toegevoegde pun-ten van de cirkel en het pro-
fiel. Stellen wij 

rr(x,j) ~/r(K1 y), ~/1r.J:; ~· (1/x""tY) 
dan geldt I ~I· ~(1 

en arg Vt, - arg V, = 't . 
In het· bijzonder zij op de omtrek van de cirkel v en r-- :!,econjugeerde 

. •')l'--

harmonis che functies. Na invoering van poolcoordinaten z =Re·· op de 
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cirkel zijn en 
Poisson 

dus op de cirkel verbonden door de integraal van 
1/r 

rr(~/.: 

r: (t) :: 

a0 -J ..L /. -r(ll o-4 J, {ef=- 1Jj di\ 
pt7i ;J- J ~ 

4o. ·~. J_ j" v~f&; {!A->/ J. ('; ... 1,) cl e. 
,/71 (C l · . 

6 

en verder geldt de ]'ourier-ontwikkeling 

I . t-) ·,) m 
v ~ f. c / +- c T (1 f 1 / -::: c<'(1 t ,?.. ... 

· /1~ I 

waarbij 
. I 

?\ h: ~-=­
,<' II 

.(11 

Iv(,/)" 
() 

voor r > R 
tK',,, R"' 

} '>, 

Deze Fourier-coefficienten o(,..... 7,ijn echter niet e;eheel willekeurig 
(behalve natuurlijk de restrictie, dat de reeks voor r = R moet conver-
geren). 

Immers, wij 

f 1,) "'., 

hadden gevonden, dat f ( z) 

J- 0._ - ?Cz_ 
?1- v 

de ontwik'-e ling 

moest hebben, d.w.z. 

h(~). = A I(~)~ 
C ,, 

- I...- .,_._cl.. 
2'- -z_J... 

zodat 

dus j v/bj rU • o 
() 

of d; -=-/2~($/ ,f I &elf) 
).'!; 

j er(&/ 0v, t df}, o. en 

ii( 

/r(RJ I,~ & 

lit ;, ,:_'1{ 

en ook j lf o) c.-, f) d8,o 
/ ,j T( 6) I,,,,, u IJ ' 0 

() 

Het is nu gemakkelijk om de coordinaten van deprofielcontour uit te 
drukken in de functies ven T, imrners uit 

d J. 1.1_ _ . A(-,;_) C-{z) -1 ,· -r(z) . 
......- ::: (Zj - (. = 1!. c,, z_ · 

volgt, da.t /z 
f,- ~ " .t rr(i,) + i tt?,J ch, . 

J!(I 
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Verder zien wij, dat voldaan moet zijn aan 
/1 r/J) .. c' r(j) -1- ,6 

J vi, p/,,f} = 0. 
() 

zodat de profielcontour een gesloten contour wordt. 

4. Het eerste hoofdprobleem uit de yrofieltheo~i~• 
Met behulp van de verkregen rGlaties kunnen nu de twee hoofdproble­

men uit de profieltheorie opgelost word.en door mid.del van een iteratie­
proces. 

De snelheid langs de profielcon.tour kan be:paald warden als de func­
ties vent" bekend zijh als functiE;}s van de beeldhoek 1✓9" le.ngs de cirkel. 

De hoek tussen de raaklijn aan het profiel en c1.e x as wordt gegeven 

door 

Indien de ligging van het pro·fiel t .o. v. de coordinar.a.tassen f en,., 

gegeven is, is dus cp + r( V) ::: A(f J. 
gegeven als een bekende f'unctie van f. 

De onbekende functies T ( ~ • ?"(-if), f ( -/'J en ,,.1 ( Y) worrl.en nu door een 
iteratieproces bepaald. 

Begin met een nulde orde benadering 

1 ~ f()(f) 
en gebruik de 

en dan 
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Het kan bewezen warden, dat bij een gesohikte keuze van de nulde orde 
benadering het proces convergeert. 

Uit de limietwaarden 
rr~ __ ,/1,r~ ··· o-; r ~ 

4 _,_,, O<> 

volg:lt dan d. e snelheidsve7rd ling door middel van de 

~ ~ e cr,1, ~ (i--t?) + ln,.,q}. 
\le 

formule 

Hierbij is ervoor gezorgd, dat het achterste stuwpunt ligt in hot punt, 

daii met J'= 0 correspondeert. In het alg~meen zal een draagvlakpro:fiel 

aldaar een scherpe punt hebben. Op de wijzigingen, die dit in de bere­

keningen aanbrengt, wordt hier niet verder ingege.an (vgl,. R. T.imman~ 

The direct and inverse problem of aerofoil theory, l1eport F 16 of the 
N0.tional Aeronautical Research Institute, Amsterdam). 

5. Het twee de hoofdprobleem _ui t de pro:fi,el theorie. 
Bij het tweede hoofdprobleem is het niet mogeli,jk om de snelheids­

verdeling langs de contour van het profiel voor te schrijven, want de 

contour is niet be1<end, 
In plaats daarvan schrijven wiJ de s:nelheid voor Rls een functie 

van de coordinaat ~ langs de koorde. 
' Deze snelheidsv8rdeling is echter niet willekeurig want de £unctie 

(7, die erbij behoort, moet voldoen aan de bctrekkingen 

}Jt fij Pl-lstt 1 /,2~ j d 1!,o \ J~fJ-) ~ 1~,1{-f,:-0.(l) 
() () () 

Wij kiezen dus als gegeven snelheidsvordeling een functie, di0 drie 
I < ) < I ! 

parameters J,( ;t ;l'bevat: Vt> ( j , I( 1 i{' \ K ) • 

De functie C-( ¥/) is, zoals bekend, gegeven door 

v(r/ ., - "IA. l'-2 I -f kt t f In, fl-a<)+ /-rv1 ·.< f ( 2) 
Voo t ~ 

zodat het verband tussen de onbekende :Euncties Ci- ("Uj- en i (i) gegeven 

is door een relatie 

r;r,(fj ::- f 7.1 >(vll -1,A,, I< ; k l k 3 ) 5, I , 1 , 1 /· 
i 

(3) 

die uit ( 2) volgt. · 

Neem nu weer een nulde orde benadering 
~ ? J" (i·J 
j,. _..;)(' /" 

dan volgt de afbeeldingsfunctie tenslotte weer uit het iteratieproces 

v;,_,(r-J ~ f { ffi_,(lvj> iJ-, l<:~1) I< :_.1 i 1r/~1. J 
waarbij telkens k L1 , A~-, en /(~~, .bepav.ld worclen door • 

/~-✓fl)t-v', /'~_,fl-! ~ 1-ci./- , /~_,(rj,r.,, thg~ r, 

Q 
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Verder is 

Tenslotte wordt de verticape r-coordinaat o/ h gevonden ui t 

1J ,,/6), 7? j ,c , ~ / 0/c 0 /r •. 1 A , f)J ti & 
Q 
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Beschouw een cyli.ndrische stae.f, 

die in de doorsnede z=O inecklemd is 
en waar in de doorsnede z=l een kop­
pel M werkt met as in de richting v~n 
de cylinderas. Neem aan, dat op het 
zijvlak van de cylinder geen kra.chte.n 

wear g~en volumekrachten op werken, 
y /' X 

~ ~\ ,/~ ·t· ' ,, ~- ... 
. ---:t-·-·-·-·-·-·· -~ .. 
. ; 

Indien de doorsnede van de cylinder een cirkel is, is de oplossing 
van het problea:m zeer eenvoudig. De doorsnede blijft vlak bij de defor­

Q matie en het koppel zal eenvoudig iedere doorsnede over een hoek "' 
verdrf'aien. 
Bij kleine verdraaiingen nemen 
met z: G=.Xz. De verl1laatsing 
en de verplaetsingen in x en y 

~ 

~ _,___ ·-- ~ ~ ...,.,,.,,, ---

wij aan, dat 8 eenv9'11dig evenredig is 
van elk punt in de z richting w is nul 
richting zijn 

U=- fJ.y=-Ol, zy, 
V= f-)x= ·X ZX, 

Vol;;cns de wet van Hooke kunnen wij 

n:1 dir\.ct ,h.: bijbehorende spanni.11gon 

vi.eden 

avoorwaarden 
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.en aan de comp~tibiliteits-.loorwae.rden (hier niet uitgeschreven), die ei~·.> 
sen, dat elementen, di.e voor de def'ormatie aa1'l elka~.r sluiiien, dit na. dE: 

- deform.atie ook 110g doen. 
· re randvoorwaarden eisen, 

werken. 
/;\ 

------------;;.• 

dat op de rand van de cylinder geen kraohtI 

1x ){ C-f,1 (x ) ") + [ 1 J ~ (:1 I\)} ::; 0. 

T'"j :ic &,.,(x,v) + t:'1) ~(y1\,) = o. 

T,..)t Cr->{x,v) +r::.i.'::J C,,.,, (":!i'J-= r:_ 

Aan de eerste twee voorwaarde?J is if' 

tiek vold.aan, de derde gee..:ft 

--t-<rlj 1t + o( 14 -z. ~ :::-o. 

, wae.raan inderdaad voldaan is, ala de doorsnede een cirkel is. 
Uit het feit, dat alge~een bewezen kan worden dat deze evenwichts­

vraagstukken slechts een oplossing toelaten, blijkt, dat de gevonden 
oplosaing van een staaf met cirk:elvormig~ doorsn&de de oplossing voor­

· stel t. 
Uit de derde ra.ndvoorwaarde blijkt tevens, dat voor een niet cirkel­

vormige doorsnede de eenvoudige deformatie, waarbij v1=0, u=-o<..zy, V=t?(Zl._ 

niet kan voldoen. Er zal een welving van de vlakke doorsnede optreden, 
'W zal f:. 0 zijn. Stel nu w:r:-x f.t(x,y) en zoek of een fu.nct.ie Cf te vinden 

is, die aim de gewenste voorwaarden voldoet. 
In dit geval warden de spanningen 

T.x.-:: T~'j-=- 1'.'""2 ~ ,:; o> 

'r)('j: o, <) 

r4j 2 = r- V ( X + ~) 

L°xz~ fo( (1it-~J. 
en de evenwichtsvoorwaarden leveren 

I{, cl. I~- ~ ~ .) . () 
zodat <f. een harmonische fu.nctie moet zijn. 

Uerder is weer voldaan aan de compatibiliteitsvoorwaarden (niet uit­
geschreven). 
De randvoorwaarden aan de buitenrand van de cylinder eisen nu, dat 

( ff -'j) CQ) (-,; l )1 + &-§ -f x_) C,-. (y, \1) ,c OJ 

of wel fx &(Y:1V) 

hetgeen overgaat in 

~ ~ J o.,, (K, }I) . K e.. (~, v} 

Hieruit volgt, dat het probleem van de torsie van een cylindrische staa.t 
aequivalent is met het probleem van Neumann. 
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Inderdnt1.d is hier c:"'.r. de eia, die bij het problcem v,::n N£i1.:1.ma.In::i f.' ... an 

de no/rm;~e :!/,cl"»/~ w;: ~-~jt'.cldr =~;~de.en, i1umers geldt 

c ~ jl tis (Ir . 

Nnnst do toraiefunctio t/-' kunnen wij de gt::conjug0crde fu.rmtie Y,(x,y) 
~:,eschouwen, den geldt lr.ngs de rr.nd, dflt 

~ :: ~ ::- y (Ji'I l:1 y) - )( ('e,,(1:/1 ,,) -:; :I rt{ -+ X. t !" J} t ( ¥ l:,. ·/:i. 

zodat wij orik k"unmm zeGgen, di:;it lrngs de r::nd 

Cf=- f(1X .. .,,1lJ-+ Ccr,-,.[(. 

d. w. z. voor de Y funct io is hc·t torsit.:;problecm c,tH1ui vulent met he:;t pro­
bleem van Diriohlot, dP..t v:i;i in ht:.t voore;-:-::rndo vollcdig hebbe.n opgelost 

voor e en willek,::urif gtb icd. 

De sa.11t1nhrng vr.n de functio r./·mtiJt d~J spanninr,:::n wordt ook direct 

duidelijk, irmnera, rJC,:, / 1 

r - i.A.pi(,xt~,j':::. A,t.<,/ ,t ... ) . y "2. - I (, J . I ;_ X 

( ·~y Ji/ i r 'II' f< P< -- _ '-1) :; I.( K / u 1 -;·-). ~2 , . J~ I . 7 ~, 

Voeren wi.j due in de pl~·ats van de functie '/ 1..,en spP.nningsfunctie 
'Cjr = /(::,y)-L(x2+y2) in, dan geldt 

T ~ - tt ~ ·?.!J:-
y 2 I iJ)( 

fx 2 :: /--l i J 1µ 
' ,fr Op dtt r9..ad ~oct 't' ::const€..nt zijn en in het inwendige ocet zij volc":oen 

ar>.n de v:~.l'.·e;elijkin~. van Poisson 

~- C/,. f oi. ft'l s .- l 
ox· Jz.. · 

Met behulp v,:,,n d6 voorgrf.'nde thecrie is hot dus mogelijk om het torsie­
probleem voor c.en str.~.f met wi.l.lt.,;.kcarigc doorsne;dc, mi to deZL Gn}:.cl vou­
dig samc.nhrmg1.rnd is, vr,:.lcd lg o~ t,. }1;,t:r;c!1. 

WiJ l!:.ten nu r~og zi8n, d i.::.t rl,~ r1pr·.nninr;svE:1·<lcling, die o:;, deze Hij 2;e 
vmI·dt verkrE:gen, a0quivr.l1.mt is n ... ct .... t'ri ko;,p1;;:l. 

lb rcsultGronde krll.cht iri de. x-richtin6 is 

Jj~ -- "' d _ Lt If; q,- .1 .. / /-:-J;-/ ) -o; . 1 1 ~' ,... t V.., l,( .v . 1./ - I . /, I I -rr-- rr " ti.Ji ;a- K/'A. ' ·r 'f~ I ", - r I y / J q K' .. () ,'\,"- I , /I a 'j J ;' .1. r ✓' - . ., l 

dar..r (f,.. =conet. op de l'P..nd. 

Evenzo bewij zen wij, det de resul terdnde krncht in y richting mil is. 

Het moment // de oorsprong wo1 dt ., ~, 'fi~ ·~rtl 

Jt,, .:: /j /vr:y • yt 2 y jlu'7, -f jf(x # _,~if) dxdJ.-

-r,JJ[°f fl-) ~ WJJ d,a(J + '-fA I: /j"!!,,d, tly 
Tr'ltleformeren wij deze i,fate uitdrukking met do stelling v~~ Green, 
d!?.n wordt f-1.,. •f:t. / ~[xc~('1'1) ~·yeJ. y,v))dt-1 <;tt-< lj¢. .-,/,.d-y, 
Kh:zcn wij f =O op de contour, dc.n v:ordt M=2 f"' iJl.. // 1f I'"" ~f.' -
Voeren wij nog de tore1eet1jfhcid D in door dt; formulc il:::J).~, 

dao ie D=2 ~ // YJ,-d y d.:J. 


