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1. De functie V&}Il Green. 

Verschillende problemen ui t de potentiaaltheorie 9 zoals het pro·­

bleem van Dirichlet, kunnen opgelost worden met behulp van een func­

tie van Green. 

Doze oplossingsmethode is gebaseerd op de formule van Green 

f j( U ii V - V 11 U) v( 0 ::c fl U ~~ - V acl ~ ) c;{ S 
~ C 

l1 l 

voor twee functies U en V analytisch in het gebiecJ. G, begrensd door-

een_gesloten kromme C. De formule volgt direct uit het welbekende 

divergentietheorema 

J J oUv ~ ol O ::: J (~-!!) 0 l4 · 

~ C 
Wij kunnen n.l. de uitdrukking 

U • .6. V - V 6.. U schrijven als de 

div [ U. grad V - V grad U ] • 

Substitutie geeft-het resultaat. 

In het geval 9 dat · V in het punt P een logarithE1ische singulari-

tei t heeft 1 dus de· V = ln r + ''. ( W analytisch) kunnen wij deze 

eerst door een klein cirkeltje uitsluiten en da~rna tot de limiet 

overgaan. Het resultaat is 

J j c)'/ ,, I.,( u j ( Cl. A V - V 6.. u ) r;( 0 =- ( u 1·~ - V u(r:;;;: ) olJ ~r 2 71" p . 

0 (_ 
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Indien 9 zoals bij het probleem van Dirichlet 9 nu alleen de rand-· 

waarden van U gegeven zijn? terwijl AU = 0 moet zijn 1 prober!l'm wij 

een functie V zo te bepalen 7 dat 

1. 6. V = 0 

2. 

7-
J • 

V = ln r + W ~ waarbij W analytisch is in G 
?JV 
l>IV\ = 0 op C. 

In dit geval vinden· wij 

0l - J- ( U qj,,,, ol~ . 
-p - .?.'ii" J b'l" 

C 

z;odat U in het gehied G met behulp van de functie Vin haar rand­

i.rmarden wordt ui tg0drukt. V wordt de functie van Green gonoemc1., 

2. De algemene formule van Gre~n• 

Wij beschouwen nu eon algemene lineaire differentiaalvergelij­

king van de tweede orde in twee variabelen 

L [ u.) ~ all U,.,_ + :i. "'·, .. u,.'I + °'a 111 '1 + 2. ~,l u,( + l. "'-1~ u 'i1 + ()t.)\ ll, -= f 

~uarbiJ ~iK en ~ analytisch ziJn in een gebied G. 
Alleree:rst proberen wij de differentiaalui tdrukking M lV) te vj_n­

den, zodanig 9 dat 

Vl[UJ-UM[V) 



zodat wij vinden met de geadjungeerde differentiaalvorm 

M [ VJ = (et II V) -t-... + -;.. { o..ll. VJ,<., -1- (Ah V)) '1 ,j.. %. l {).,I') VJ;,_ +- II. { ~t..l VJ j -!- Q_ 3l \/ 

\I)._ Lu) - u.. M [ VJ ,, 

::: 

iJ f VIA . VU +2.t.'\ llV- LA(~n.,I),_ ,_ U.{c,..~"\I)~] • 
+ ~'1 L ~,1. :<. .,..An 1 q 

• 

Bet verband tussen Len Mis wederkerig~ M[U) is de geadjungeerdo 

van L [UJ en omgekeerd. 
Immers, als 

dan is 

O C' (] I ' ::: C\./ ~ • 
,•(i 22. ::,_ C 'l.l. ' ~ .. 

De vector blijkt de component en te hebben 

{Vli'i,-l,l 1/,._}+ Gl,'l., {VU'1- UV~J +{2.c,.,)~ Ql."'l<.-t\.p_,) UV 

Indien -(K = "-.-... heet de uitdrukking zelf-geadjungeerd en dan 

zijn de coefficiGnten van U en V nul. 
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Volgens het divergcntietheorema is nu 

f J { \/ L [ 1A 1 - IA J.. C \J 1 ~ d O -:. - J ( C\, -v- 1 + C\). '"~ ) c-l j > 

als M, en M'I.. de comp.onenten van de normaal zijn. 

Het rechterlid wordt 

Als de uitdrukking zelf-geadjungoord is 9 wordt de difforentiati0 

in de normaalrichting 9 zoals die bij de potontiaalverg0lijking voor­
komt9 vervangen door een differentiatie in de richting 

V::. 
I 

y -
'I. -

die wel de conormaal wordt genoomd. 
In dit goval kunnen wij schrijvong 

3. De methode van ~tp_ipann voor 4_e_t. :r;i_r_oj:)_l_e_e_r:~ .Y..DA _C_a_u_cJ1.Y.• 

Om de methode van Riemann voor hyperbo1ische vergelijkingen uiteen 

te zetten 9 beschouwen wij eerst do karD-ktei~istieken van de hyperbo­

lische vergelijking? die de integraalkrommen zijn van de vergelijking 

en voor deze vergelijking reeel zijn. 

Indien c.~ 11 1 a. 11. en ctn continu zijn, gaan er door ieder punt twee 
karakteristieken. 

Het probleem van Cauchy voor de vergelijking is nu~ 

Gevraagd wordt de o:plossing van de hyperbolische partiele difforen­
tiaalvergelijking 

a. 11 U,. ,,_ -1- 1.. A , t U ~ 
1 

+ ct :1-\ UY'/ + 1.. c.. , 1 U ,,_ + 2.. e. q U.. 't + a s :) lA =- o 

waarvoor op een gegeven gladde boog .. van een kromme , die in 
geen enkel punt aan oen karakteristiok raakt, de functie U en haar 
afgeloiden gegeven zijn. 
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Wij proberon do functie te bepalen in een punt 9 zo go le gen 1 d2,t 

twee karaktoristieken door dat punt een segmont uit C snijden, 
waarop doze functiewaarden zijn gegeven. 

Op hot gebied, bogrensd door 
doze twee karakteristieken en 
het stuk van C passen wij onze 
stelling too. 

Langs een karakteristiek 
valt de richting van de conor­
maal langs de karaktoristieke 
kromme zelf. Di t wordt direct duidelijk uit do uitd.rukldng, immors 

de conormaal is de richting, toegevoegd aan die van do normaal op 
de kromme. 

De-:: ze: normaal ( 'Vl 1 , 1"11.. ) voldoet n. l. aan 
,_ 

(), ll 'hi 'I. ;- ,._ 0\ 1 l 'I'\ I ·"'- ,_ -r OI '1. l 'YI,_ ::. ◊ 

of wel 

zodat ( Yt , 1r1.. ) loodrecht op de normD..c::J. staat en dus langs de 
karakteristiok :alt. 

Om de verdere barekening tc vereenvoudigcn, voeren wij de karak­
toristioken als nieuwe coordinaatlijncm in. l. = const. ""} = const. 

t., "' l. U-,~) 

'1.-;: "YJ ("-,-;). 

U .,_ -:. L-l t t.,.. + u-vi ~ ,,_ . 

u)l.,t:::: Ue.t. £.,._'-+ lit.. i...,,,.,,, + ll-r-,.-, "'),/-'+ u'l -vz.,_l( + l. G-tt.., t.l( t'} .... 

{)_ '1 ,:, u t, t.. 'I + u. ..., .'? y • 

{).1 'f -:: l-\~. l t., / ~ l,(_t, €, 1 "I + U, "I l'); i-- l-{ '1 "1. v y + l l,( t '1 t.., 'I ~ y 

u>'-'1 == 4tc.t.. ... t.'I+ ut....,.,(t."' 1'1+ ~,.Cy)+ a~ 111 >( Yiy ... 

+Llc,t..,_'f + Ll'I ~'lt'f' 
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De getransformeerde vergelijking wordt 

(e,. I\ ~ it 2.. + !2- lit I 'I- f:., .,_ 'l'J -,.. -\- An", rt l. ) u. C, t_ + 

... - ........ 
+ u + - - -

~ 
- U :::: 0 

Daar do coordinaatlijnem karakteristieken zijn, is zowel de coeffi­

cient van Lle,t,als van lt1l
11

nul, zodat wij een vergelijking van de 
vorm 

V<:lrkrijgon. 

Do goadjung8urde uitdrukking 
is~ 

........ ,c ........ _ ...... T __ ~ 

/1 [ U.) :. Ut, 1t - C" l,{ S .... !, lf "( + 

+ c c. _ ~ o..e. _ ~ s'Y/ \ u. 

Langs een krommo L= const. is: 
/'Y\-;,. (t,t)) 

V -:. 0 

1 v~ = 1 

Langs een kromme YJ = const. is 
~-:::(0,1} 

l v. ~ :1 

)J'l :::. 0 

i 
I . 

:Oe formule van Groen wordt A B 

+- f CV u - u. V ) ot £.. - ftv l(v - IA v/,1) dl s -+ 

p A 
? fl 

- fcv u.li ~ u v., J c,( "'1 + fa. A u Veii t..., + 

?> ? ? 13 

J,_t=.UVd"1 ·- 2.. [(e<..,y,. 1 1--6'"",._}idl!ds, 
r., A 



-7-

Wij kunnen de integralen langs de stukken AP en BP partieel integre--

ren A 
~ H [ Jc_vut. ..... lJ.\lc..)ott. =--[v.V]P-.2.? uvt-.dt.., 

p ? 

t - - [lAV]p -:L J U\/1,d'Y/, 
j [VlA'1-l/4V""?J v1YJ .- B 13 

'B 

Laat nu V ( t., , 17 )= R'P ( t,, "1) een functie zijn~ die aan de 

volgende voorwaarden voldoet. 

1. M[\/J = O. 

2. Op AP: 

Op BP: 

3. V -P = 1. 

Vr.,--tV::.o 

\f - o..V=-o 
'11 

Daar U voldoet aan L [ U J = 0, krijgen wij dan 

P . JB ..4 } U \I dir . 
0-,::. - u. A VA- + 4 u 'P V p - u i?, Ve - j(v (A.I" - u. vfi ) d-s - '2. {_a.·~ t + 4-'l-

/-l /:J, 

zodat l/4 'P direct in de randwaarden ui tgedrukt wordt 9 als de funct ie 

V 9 de functie van Riemann gevonden kan warden. 
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De functie van Riemann is niet geheel het analogon van de 
functie van Green voo:r elliptische differentiaal vergelijkingen. 
Innners deze moest voldoen aan de volgende eisen. 
1). Zij heeft in het punt P een logari"tihmische singulariteit; is 

dus van de vorm 

waarbij R en 4' regulier zijn en R ( Sp, Y)p ~ ~p,Y)p) = 1 js. 

2). G voldoet aan de geadjungeAr~e vergelijking 

M [ G ( 1;,Y); ~P• Y]p)] = 0. 

Brengen wij dit over op de hyperbolische vergelijking 

u.5 'l + a.u.5 + bu.?+ cu.= o, 

dan wor.dt het t;:tnalogon van p = Vc;- sp)(YJ-Y)p). 

Substitutie in de geadjungeerde vergelijking 

M [u]::: u.5'l - a.,u.l; - bu.I')+ (c _ 2.a.~ _ 2.bY)) u.. = o 

geeft~ 

zodat R voldoet aan 
M [ RJ = 0 

RI') -aR = 0 voor s = SP 

R5 -'bR = 0 voor YJ = 'Y)p 

R = 1 in P, 

+ ~utter = o. 

dus juist aan de voorwaarden, die aan de functie van Riemann' 
gesteld waren .. 
Voorbeelden. 

1. De kabelverge)j .. _j_~:i.:.J.JE.• 
Wij beschouwen een kabel met weerstand R, zelfinductie L, 

capaciteit C en lekconstante G per lengteeenheid.Noem de potenti~ 
aal in het punt x V(x) en de -stroomsterkte I(X) 7 dan moeten 
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V(x) en I(x) voldoen aan de vergelijRingen 

L oJ + R ;:J ::: - ~ , 
at ox. 

C 'oV + G V::: - oJ , 
at ox. 

die door eliminatie van I overgaan in de vergeltjking van de tweede 

orde 

LC o'V - 02 V + ( LG + CR) oV + R G V = 0 . 
at:2. ox.2 21t 

De karakteristieken zijn hier gegeven door 

LC~2·_ d.t!t:O,.· . ' .. 

of wel 
s= t-VIc.-x.., 

YJ= t+VLC.:x.. 

Transformatie naar de karakteristieke coordinaten I; en 'I') geeft 

4LC~ + (LG+RC)(oY + ~) + RGV::: o, ~;al') c)s a'Y) 

of wel 

V;I'} + aVg + aVri + bV:: o. 

Om de functie van Riemann te kunnen bepalen, vereenvoudigen wij de 
vergelijking door de substitutie 

-a.(~+Y)) 
v = e u.oi,'Y)). 

Dan voldoet U aan de vergelijking 

us'l'J + C2 U:;;: 0. 

waarbij 

c!;. = b_a2. = RG _ ( L~+RC)2 = ( LG-RC) 2
. 

i.iLC 4LC -4LC 

Wij zoeken nu een oplossing, die een functie is van p=V( 5 _5p)(Y)-Y)p) 

alleen. De vergelijking in p wordt dan 

Upp + i U.p + .t..t c2 U = o . 

Dit is een vergelijking van Bessel van de orde O voor de variabele 
'l c p . De oplossing, die voor p = 0 de waarde 1 aanneemt, is 

Dit is inderdaad de functie van Riemann voor de vergelijkihg. 
Inderdaad is langs ls = 50 U,'11 = o en langs Y) = Y) 0 Ui = 0. 
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Met behulp van deze functie van Riemann kunnen wij nu verschillende 
problemen voor deze vergelijking oplossen. 

a) Gegeven een oneindig lange kabel: - oo < x < + oo met beginpoten­
tiaal V(x,o)= f(x) en stroomverdeling I(x,o)= g(x). 
Voor de functie V zijn dan voor t = O dus gegeven 
v(x.,o)= f(x) 

Vt = - G/ C f ( X) - 1/c g 1 
( x ) . 

De voorwaarden voor de functie 

U = e +a.<s+'V'))y = e+2.a.t V 

worden dan voor t = O 
Ll= + (x.) 

LLt = ( 2a, - G/c) +(-x.) - 'E 9'(,Q = 2.e+(x.) - t g'(x). 

In het (1; .,l')) vlak zijn de beginvoorwaarden gegeven langs de lijn 
s + Y) = 0 en in dat vlak gee ft de formule van Riemann 

Y) 

Ur;::: ~(LtA.RA+ Us.Rs)+ 

8 

B~-----,1----P 

+ if [ R :~ - U. :~ 1 ds . 
'A 

De normaal heeft de richtings­
coefficienten -k V2 ~ ~ \/2. .i de 
richtingscoefficienten van de 
conormaal zijn eveneens .;: Vi, ,&\n, 
zodat de conormaal met de normaal 
samenvalt. Terugtransformeren naar 

het (x.,t) vlak geeft: <met v=J:c) 

Xp+'\TCp 

+ ½_ j { !i.ef oc) - ~ q 1(:x.)} ! 0 12e Vt~_ LC (x._xp ),,_ } d.:x. -

-"p-"°tp 

A 

t 

b) Wij beschouwen nu het geval van een half oneindige aanvankelijk 
stroom en spanningsloze kabel., waar op het tijdstip t = O een span­
ning E wordt aangelegd, die constant wordt gehouden. 
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De randvoorwaarden zijn dan 

:x.:o,t<o V:::.o 

J =- 0. 

Uit de vergelijkingen volgt, dat voor t = 0 ook geldt 

aJ=o, av::o. at at 

De normale afgeleide Vx langs x = 0 is echter niet bekend. 
Wij passen nu de stelling van Riemann toe op twee punten Pen 

Q, die symmetrisch liggen 
t.o.v. de lijn x = O. In t 

Q is de potentiaal identiek 
nul. 
Langs de lijn x = 0 is de 
conormaal weer gelijk aan 
de normaal. 

Toepassen van de for­
mule van Riemann geeft 

0 
V p = ½, E. -+-j { V. ~~ + Vx · R } d.t = 

A 

d:I:; + 

tp-Xp/'\T 

j V:x,_I1 { wV(tp-t)2_ "-~;,.,.2} dt 

0 

Voor het punt Q( - Xp, tp ) krijgen wij 

13 

tp-Xp/'\J' ,-----=-- tp- 'X.p/V-

0 = h E - E; I1 {2.cV(tp-t)'l_:X.~A,2
} dt + / Vx, I1 { 2-<? v'ctp-tY;}~ :X.~/v'l} dt. 

0 
V(tp.t)?... :X~/va 0 

Eliminatie van Vx geeft direct het resultaat 
tp- Xp/,r 

,_i;_ J I1 { 2.cY(tp-t?- "11/"2
} dt VOOP 

0 Vctp. t)~_ x.~;"2 

= 0 

2. De vergelijkingen voor de niet-stationaire eendim~nsionale 
gasstromins,. 

X. 

De stromingsvergelijkingen voor de niet-stationaire eendimen­
sionale gasstroming zijn 

PC u.t + u.u.~) = - Px. · 

Pt + (pu.)x = o · 
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re eerste schrijven wij als 

Ut + ( ~ U. 
2 + I ~ ) ;x. :;; 0 . . p 

Wij voeren nu een snelheidspotentiaal ~ in, zodanfg, dat 
u. ::= <P:x. 

q, = - i u. 2. - J 1 = <Pt 
en bedenken, dat voor een gas.i waarbij p alleen van p afhangt 
(barotropisch gas) 

<?t + ~ <f?7~,. = b 

een functie is van p alleen en omgekeerd. 
De tweede vergelijking kunnen wij nu sqhrijven als 

U.x. + ~t + Ll, ~ = 0 

of 
ctln p [ ,. ] 'l'xx + db ~tt + '.l({)x, <-Px.t + Ct'x. ci:'x.,c. == 0 . · 

Stel nu db - p db 
cHnp - • rp 

2 = _ a,2 , waa rbij a een functie is van 'Pt+l'lix, 

dan wordt dit 

0en niet-lineaire vergelijking voor ~. 
Wij maken haar lineair door de Legendre transformatie 

u::: er~ 't =- <Pt f (u.,q.) := u.x+ qt -<.p 

~:::f\.1.. t=f'q. 

en voeren u en q als nieuwe variabelen in 

metals karakteristieka vergelijking 

De karakteristieke krommen zijn een schaar in het (u,q) vlak, be­
pa~ld door de differentiaalvergelijkingen 

:!: clu. :::; d(~u2+q,) = - cl.A' 
a 

wa8 rbij A een functie is van ½ u '- + q. 
De karakteristieken zijn bepaald door 

{ 

2>-..::: u.+ A 

2fJ-=- -u.+ A 
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De vergelijking op de karakteristieke coordinaten wordt nu: 

waarbij a. als een funetie van "- + µ. opgevat moet worden. 
Wij gaan nu na, welke vorm deze vergelijking voor een isentro­

pische stroming, waarbij 

Dan is 

en 

en 

zodat 

Dus wordt 

-1+3 t ·--2('1-1) x.+µ 

Stel 

.2.::L - n - > l(o-'t) 

- C 1 P- ·P · 

dan wordt dus de vergelijking 

De functie van Riemann moet voldoen aan de geadjungeerde verge­
lijking 

R Aft - n (A~µ )A - n ( :\.~ ,U. ) µ. = 0 

en de randvoorwaarden 

RA __ n_ R = o voor µ:µ.' 
7'-+p .. 

Rp. - _n - R = o voor X::: A 1 
• 

"A+µ 



-14-

Deze functie van Riemann kan expliciet warden aangegeven. 
Wij verdrijven weer in de vergelijking 

de term met de eerste afgeleiden door te stellen 

R:::: p . .Q 

P. n'A.µ. + [ P,u. - A:,.,.. r] n?-. + [ P'A- >,.~I-'- P 1 nµ. +- [ p,,_fl- - x:µ (P>-. +fµ.) + c_;\:'1µ)2.} n = o 

a us : .& - p" - n 
f) .- l> - X.+µ. 

p = c. (71.+µ.f"I. 

Voor de constante kiezen wij ("-' +ft-1)-n • Dan wordt de vergelijking 
voor .0. 

.n,.,, + n(1-n) n: O 
.µ ('A-+-µ )'l 

en de randvoorwaarden: 

fl>,.= 0 voor µ=µ• 

fl p. = 0 voor A= A! • 

Wij proberen nu aan de vergelijking te voldoen door een functie 
van de variabele 

t = - ("/,...11.')(µ_µ') 
(>-..+µ)(')..'+µ') 

te zoeken. 
Dit geeft de gewone differentiaalvergelijking 

t(1-t) a'lD. + (-1-2.t) dU _ n<1-n)!l: o. 
cit'- d.:t 

Dit is een hypergeometrische differentiaalvergelijking met 

ex.:: 1. n ; fo :: n ; "6 ::: 1 

metals oplossing de hypergeometrische functie 



Coibloquium: 

Mathematische Problemen uit de practijk 

Voordracht op 1 December 1954 
door 

T .C. Braakman 

Inte5raalvergelijkinien van het Wiener-Hopf type 

. 1. Inleiding. 

1.1 .. Tweezijdige Laplace-transformatte. ----------~----------------------
We verstaan onder tweezijdige Laplace-transformatie de toe­

voeging van een functie lf (u) aan een functie f(x)., waarbij <f (u) 
wordt gedefinieerd door 

+co 

'f ( u ) = J e ux f ( x ) ax 
-00 

, ( 1) 

waarbij we aannemen dat f(x) een zodanige functie::.is, dat 'f (u) 
althans in een zeker gebied van het complexe u-vlak regulier is. 
Wat betreft dit regulariteitsgebied volgt uit (1) dab 

0 00 

(u)= ) eux f(x)dx + J eux f(x)dx, en het is direct duidelijk 
-co 0 

dat als de eerste integraaJ convergeert voor zekere u = u1 , deze 
ook convergeert voor alle u met Re u) u1, terwijl wanneer de 
tweede integraal bestaat voor u = u2 , deze eveneens zin heeft voor 
alle u met Re u < u2 • Hieruit volgt, dat we bij de tweezijdige 
integraaltransformatie volgens Laplace te maken hebben met een 
convergentiestrook in het u-vlak, in tegenstelling tot de eenzij­
dige Laplace-transformatie, die aanleiding geeft tot convergentie­
halfvlakken. 

In zekere zin kan men er bezwaar tegen maken, om aan de twee­
zijdige Laplace-transformatie te veel zelfstandige betekenis toe 
te kennen. Inderdaad kunnen we deze integraaltransformatie ook op­
vatten als een complexe Fourier-transformatie. 
matie wqrdt gedefinieerd door de toevoeging: 

g(W)= k 
2Tt 

+oo 
j e-iwir: h('2:")dT" 
-00 

De Fouriertransfor-

(2) 
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terwijl uit het integraaltheorema van Fourier de formule voor de 
inverse transformatie volgt: 

+co 
h(t)= ~ ( eiwt g(w)aw (3) 

1/2,r j 
- c,o 

Nemen we nu aan dat u ligt in de convergentiestrook van cp(u) en 
we zetten u = 0 - i w , -dan levert ( 1) 

+oo 

( ) \ e-i WX • (X ( ) tp ¥ -i w = J e f x .ax , 
-oo 

Z().dat P{ r ~w) , opgevat als functie van w , de Fourier-getrans­
fonneerde \§~vane ~x f(x). 

Hieruit en uit (3) volgt de formule voor de inverse transforma­
tie van ( 1) : 

of: 

+o<> 
vx ( } 1 f eiwx ( } e O f X = ~ ) Cf J" -iW d W, 

- 00 

+ao 

f(x)= 2~ )• e(-r+iw) <f((-iw)dw= 
-CO 

a'+ioo 

= 2~i ) e-ux tp(u)du 

r-iClO 
(4) 

Van deeigenschappen van deze integraaltransformatie zullen wij er 
slechts een nodig hebben. Dit is echter tevens de belangrijkste, 
nl.: 

Wanneer q,1(u) de beeldfunctie is van r 1(x) en ~ 2(u) van r 2(x), 
en <p1(u) en c.p2 (u) hebben een gemeenschappelijke convergentie­
~trook, dan is binnen deze str~ok het product van tp1(u) en r2(u) 
de beeldfunctie van f(x)= 5 r1(-z--). r 2(x- -r:- )dr. · 

-oo 

is: 
Het bewijs is zeer eenvoudig, immers de beeldfunctie van f(x) 

+o<> 

<.p(u)= J 
- c.o 

eux 
+oo 

f(x)dx = j eux 

- co 

+ao +oo 

J 
00 

r 1 ( -,. ) • r 2 ( x - -r- ) a -r- ax ~ 
-oo 

+oo +"° 
= j . f 1 ( r-) ) e ux f 2 ( x - 'l"") d x d -Z- = ) eUT" f

1
(T')dT" 

-co 

~ eutr2(t)dt= 
-oo -eo -oo 

= <p1(u). ep2{u), waarbij we hebben aangenomen, dat r1 (x) en 
r2(x) zich zo gedragen, dat we de integratie-volgorde mochten ver­
wisselen. 
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+o0 

1.2. !~~~~E~~!Y~£6~!!J~!Dg~~-Y~~-~~~-~l2~_ft~l= J f(i2~~t~:~23l·(5). 
- ex, 

De hierboven afgeleide eigenschap voor de complexe Fourier-trans­
formatie doet vermoeden, dat integraalvergelijkingen van het type 
(5) een speciale rol zullen spelen en dat oplossing met behulp van 
integraaltransformatie mogelijk zal zijn. 

Inderdaad blijken integraalvergelijkingen van dit type in het 
geval dat K exponentieel afneemt voor grote waarden van lxl, een­
voudig oplosbaar te zijn. We zullen de volgende stelli~g bewijzen: 

Als u = u * een n-voudig nulpunt is van de functie 
+oo 

1 - } eut K(t)dt en Q(x) is een willekeurig polynoom van hoogstens 
\r> •;-cq;__ .. c . 

e u~x 
(n-1) graad, rlan is Q(x).e- een oplossing van (5). 

Immers, omdat u* een n-voudig nulpunt is, geldt: 

[a:~ (1-}: eutK(t)dt] =0voori=0, ... ,n-1. 

U=U~ 
+oa 

dus: l voor i = 0 

- (» = 0 voor i = 1, ••• ,n-1 

Hieruit volgt: r Pn_1(o) als Pn_1 een wille-
-oo 

keurig polynoom van hoogstens (n-1)e graad is. 
Er geldt derhalve: 

1~ Q(y) e-u*y K(x-y)dy = 

- 00 

+: t.l> j Q( x-t )e +u" t 

- co 

~ 

K(t)dt = e-u xQ(x) 

waarmee het beweerde is aangetoond. 

1.3. Definitie van de integraalvergelijkingen van Wiener en Hopf. ----~-~-----~----------------------------------------------
Hoewel het uit theoretisch oogpunt natuurlijk interessant is, 

dat integraalvergelijkingen van het type (5) zo eenvoudig zijn op 
te lessen, is het nut voor de practijk minder groot, aangezien niet 
veel practische problemen aanleiding geven tot een integraalverge­
lijking van het type ( 5) •. Evenwel is er een type integraa lvergelij­
kingen dat zeer veel op (5) lijkt, nl. 

+co 
f(x)=) f(y) K(x-y)dy (6) 

0 
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en dat veel meer pr.actische betekenis heeft. Tal van mathematische 
problemen uit de hydrodynamica {theorie der oppervlakte golven) 
voeren naar deze ve~gelijking, evenals een een bekend p~obleem van 
Milne over de temperatuurdistributie in een steratmosfeer (dit zul­
len we laterals voorbeeld behandelen) en problemen betreffende 
reflectie in metalen. Verder voeren problemen uit de diffractie­
theorie tot de verwante integraalvergelijking van de eerste soort 

00 

g(x)= J f(y) K(x-y)dy . (7) 

0 

Zowel bij (6) als bij (7) wordt verondersteld dat K = O(e-t\xi) met 
~) O, voor grote \x\. Vergelijkingen van het type (6) en (7) zijn 

evenwel in het geheel niet zo eenvoudig op te lessen als (5) en het 
is de verdienste van Wiener en Hopf dat zij een vernuftige oplos­
methode hebben aangegeven, gebruikmakend van de tweezijdige Laplace­
transformatie. Vandaar dat deze vergelijkingen met hun namen warden 

· aangeduid. 
We zullen deze oplosmethode slechts bespreken voor vergelijking 

(6) aangezien voor beide soorten integraalvergelijkingen het essen­
ti~le van de methode geheel gelijk is. Type (7) zullen we daarna 
toelichten aan de hand van een voorbeeld uit de diffractietheorie. 
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Colloquium: 

". 

· Voordracht op 15 December 1954 
,., 

door 

T.C .. Bra&kman 

' ' ' 
' , ' ' . .. ... 

2. De me tho d~L~i@Jl_~:r..,_ en__Ho:Qf .. 

Het probleem is dus een voor x ) 6 gede.finieerde functie f(x) 

te bepalen, die voldoet aan integraalvergelijking (6)g 
• oO 

f(x)== J f(y) K(x-y)dy, 
0 

waarin K(x )= 0( e- €.\XI ) voor grate \x I 1 met E.. > Oc 

We zullen alle oplossingen bepalen, die voor grote x minder 

sterk oneindig worden dan een exponenti~le functie met een posi­

tieve exponent<~. Zonder de algemeenheid te schaden, nemen we 

E, = 1 7 dus K(x)= 0( e- \xi ) voor grote \x \ en vve beperken ons tot 

functies f(x), die voldoen aanz 
o{ v· 

f(x)= O(e ""'") voor grote x, met ~ een willekeurige 9 maar 

vaste constante <. 1.. ( 8) 

Als eerste stap naar de oplossing schrijven we de integraalver­

gelijking in wat vie de unormaal vorm" zouden kunnen noemen g 
+00 

g(x)== f(x) - J f(y) K(x-y)dy ( 9 ) 
-co 

waarin per definitie 

f(x)== 0 voor x z O ; g(x) == 0 voor x > O, (10) 

terwijl g(x) voor x ·t... 0 wordt gedefinieerd door het rechterlid van 

(9)i cc 

g(x)= - J f(y) .K(x-y)dy voor x < O .. 
0 

Hiermee is de vergelijking in een vorm gebracht, die zich uitste-

kend leent voor tweezijdige Laplace-transformatie. 

Een ( ogenschijnlijk ·ernstig) nadeel is 1 dat we nu te maken heb­

ben met .tv'Y.$Ei onbekende functies .. 
De tweezij dige Laplace-getransformeerden van f (x), g(x) en K( x) 

noemen we respectievelijk lf (u) r X (u) en n:(u) • 
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Volgens (1) en (10) is: 

(fJ (u)== 

>c(u)== 

co 
{ eux f(x) dx 
0 . 

D J eux g(x) dx 
-co 

T' tlO 

j eux K(x) dx 
-co 

( 11) 

Een belangrijk punt in onze beschouwing is nu de vraagr in welk 
gebied van het u-vlak deze get:cansformeerden regulier zijn op grand 
van de gemaakte veronderstellingen omtrent het asymptotisch gedrag 
van K(x) en f(x). 

Uit (11) en (8) blijkt eenvoudig~ dat ~ (u) regulier is in het 
halfvlak Re u I__ - ct .. 

Ui t de defini tie van g(x) voor x I.. 0 zien we dat voor x -) - oo 

g(x) = O(ex), zodat y(u) regulier is in het halfvlak Re u > -1o 
K(u) tenslotte heeft op grond van het asymptotisch gedrag van 

K( x) de convergent ie strook ) Re u ~ <. 1. 

If (u), y(u) en rr(u) hebben dus de gemeenschappelijke convergen­
tie,strook -1 ~ Re u '- - o1._en wanneer we nu de Laplace-transformatie 
toepassen op vergelijking (9), gebruikmakend van de op pag.2 bewezen 
convolutiestelling voor deze integraaltransformatie, geldt voor 
-1 I.. Re u t. - o1..: 

rcu) =r(u). (1 -h:(u)) • ( 12) 

Voor het volgende zullen we gebruik maken van de volgende hu1]_­

.§.'.t~£ i 
:De functie 1- x:(u) heeft hoogstens eindig veel nulpunten in iedere 

strip \ Re u I ~ ~ <1, Wanneer we deze nulpunten aanduiden met 
u 11 • o ~ ~um kunnen we 1- h:(u) voor \Re u \ !: 0 als volgt voorstellen: 

m 

1 - ~(u) = ~t~ • lf (u-ui), (13) 

i=1 

waarin a--+(u) een reguliere functie is zonder nulpunten in het half­
vlak Re u? - ~, terwijl o-_(u) een reguliere functie zonder nul­
punten is in het halfvlak Re u b + (o .. 

:Sewij s i 
Onder vrij algemene voorwaarden voor K(x) kunnen we bewijzen dat 

>t(u) uniform in Re u naar O nadert als \Im ul-oo binnen een strip 
\ Re ul ~ 0

0 
( 1 .. V!e zullen ons in deze algemene gevallen evenwel 

niet verdiepen; wanneer we aannemen dat K(x) differentieerbaar is 
en we integreren partieel in de formule voor }t. (u) g 
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J
-+ 00 l- ux 

1
-\-C<) 

( ) ( ) ux -- JillCJ_u ~(L ~ k u = K u • e dx 
-co --ix, 

co 

()0. 

,.. J f K 1 (x) .. eux dx = 
-C/) 

= - J. J K'(x).eux dx = O(¾) als }Reul £..1 1 

ziGn we direct in, dat ve (u)-. Os a.us 1-)C'(u) ➔ 1 als I Im u I-> ca 

binnen \ Re u \f- /3o I.... 1, uniform in Re Ue 

Hioruit volgt onmiddellijk de juistheid van de bewering1 dat 
1- K(u) slcchts eindig veel nulpunten heeft in een strip }Re ujf~

0
~1. 

Zij nu: 

-r(u)= 
~ ~ )m/2 ( 1- re( u) ) .. m -_,i ___ _ 

11 (u-ui) 
i=1 

wuarin we le nog zullen bepalen. Zij (1:i t. f,
0 

(. 1,. 

( 14) 

Voor lRc u! -!S 
1
13.

0 
is T (u) een reguliere functie zonc1er nulpuntcm, 

en "1:" ( u) ~ 1 uniform in Re u, als \ Im u \ 4 oo. Beschouw nu de functie 

log -z:- (u). Als Im u loopt van - c/.> tot +co, zal log '1:" (u) toenemen 

met E:)en veelvoud van 2 7r i, en we bepalen nu k zo, dat deze toename 

juist O is. Nadat k hierdoor is vastgelegd geldt voor log T ( u): 

c1.c:c-;e functic is regulier voor \Re u\ 1:: 0 
0 

en nadert uniform in Re u 

nao.r O als )Im. u I - oo binnen dezo strip. 

,_ .. e gaan nu de integraalformule van Cauchy toepassen op log t" ( u) . 

~n het volgende co~tour: ~ 

+L 

,\ 

-1 -/!,~ .. 0 ~.. 1 
----1·•···•0••--···-·-·····•-····-···-····· ·······•···----

-0 ~ 

#U 

-l . ~ 

Voor I Re u l ~ (, I.. (:J
O 

geldt ~ 

( ) 1 f ].og I..{v) log 7" u = 21ri v-u dv • 
C. 

'-Ne la ten nu_L_ 4 o-o 9 de bij drage langs de horizon tale stukken nadert 

dan tot O op grond van de eigenschappen van log ,(u), en er komt: 

voor \Re uf t... (3
0 

is: 

log ~(u) = log 1:-+(u) - log t_(u) (15) 
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~_(u) = GXp { - 2;;-r 

T_(u) = exp {-
1 

2 ri-T 

-~ +ico 

J log L::i.lll dv (_ 
v-u J 

-(3
0
-ica 

f?: +ioo 

J. log '2'" ( "C!:.L 
v-u 

Ii, -l.00 ,.,o ' 

waarin log 1'"+ ( u) regulier en begrenscl is voor Re u ~ - (!:, en 
log '1:"'_ ( u) regulier en begrensd voor Re u ~ (3 "· 

\ifanneer we nu nog nemen: 

o-_(u) = 

m 
- k - 2 

't"(u). (u + 1) + ·. 

--r-_ ( u ) • ( u - 1 ) 

m 
- k + 2 

(16) 

(17) 

voldoen °+(u) en a-_(u) aan de eisen in onze hulpstelling gesteld, 
terwijl voor \Re u l ~ I!) ui t ( 14) 1 ( 15) en ( 17) inderdaad volgt: 

m 
cr+(u) 

1 - -rt( u) = --vJuT ,. 7T ( u-ui) 
i=1 

Alvorens terug te keren tot (12), merkcn we op dat de techniek, 
welke hierboven is gedemonstreera, en welke ten doel heeft de 
functie 1- l't(u), regulier in een stri:p, binnen deze strip te schrij­
ven als het quotient van twee functies, die ieder regulier zijn in 
een halfvlak, terwijl deze halfvlakken tezamen het gehele complexe 
vlak overdekken 7 eenvoudiger is in het geval van een even kernz 
K( x) = IC( -x) ., 

Bij onze practische voorbeelden hebben we meestal hiermee te maken& 
In di t geval is het evident dat ook re ( u) even is 7 en dientengevolgg 

treden de nulpunten van 1- ~(u) slechts op in paren~ m = 2n1 en 
kunnen dus warden voorge steld do or .:!: u 1 , ±.. u 2 , ~ .•• 1 ±. un.. Hierui t 
volgt dat we k = 0 moeten nemen, imr.o.ers 

't"(u) = (1 - K ( u) ) .. ~i u 2 =..,1_) n_ 
n · 2 2 

7T(u -ui) 
i= 1 

is ook een even functie, en de toename van log -z:-(u) voor 
Im u ➔ + o0 1 resp. - oG is zeker O .. 

Nu keren we terug naar (12). Met behulp van de hulpstelling is 

de oplossing nu eenvoudig te vindeni> We nemen aan, dat u 1, •. 9Um alle 
nulpunten zijn van 1- K(u) in de strip \Re u I I::°'- 1 waarin c,(. de 
constante is ui t ( 8) en we bepalen (3 zo dat Cl. l. ('!) t... 1, terwijl er 
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geen nieuwe nulpunten liggen in l Re u \ ~ fl. Met deze 0 passen we de 
hulpstelling toe en volgens (12) en (13) geldt derhalve voor 

-1 I.. Re u f:. - 0: 

L(_½_)_ = 
Cl+ ("uY 

m 

~lT 
i= 1 

(18) 

Uit de hulpstelling en de vroeger gemaakte opmerkingen omtrent de 
regulariteitsgebieden van ((u) eh <.p (u) volgt; dat in (18) de 
linkerkant een reguliere functie is in het halfvlak Re u ~ -1', 
terwijl het rechterlid een reguliere functie ,voorstelt voor 
Re u ,f +(,a 

Op grond hiervan kunnen we beide leden beschouwen als elkaars 
analytische voortzetting en defini~ren deze beide fu~cties tezamen 
een functie in het gehele complexe vlak die nergens in het eindige 
een singulari tei t bezi t, dus .§..?.Jl..&.el+ele _f.RD,,c_t;i._~. 

Uit (18) volgt dan: 

l.f (u) = 
o-_(u) .E(u) 
m 
lf(u-ui) 
i:::1 ( 19) 

E(u) zal in het algemeen een polynoom ziJn, en uit het gedrag voor 
grote \ul van ~(u), 6 (u), cr::;_(u) en o:(u) lrunnen we afleiden dat het 
polynoom van hoogstens de graad K +~is, We gaan dit niet precies 
na, maar zullen dit liever aan voorbeelden toelichten. 

( 19) bepaal t nu de gezochte f(x). Met behulp van de omkeerformule 
voor de tweezijdige Laplace transformatie is nu 

-f.l +i 00 

~ <p ( u) • e -ux dx f(x) 

-/3-iuo 
-/3+ico 

g( x) = 2; i .. ) 0 ( u) • e -ux dx 

-r-100 

i:mmers: 

(20) 

Uit (19) en (20) valt direct af te leiden dat in overeenstemming 
met onze definities geldt: f(x)= 0 voor x < o, g(x)= 0 voor x) O~ 
Hiermee is f(x) dus bepaald. Het bewijs dat de in (20) gedefinieer­
de functie inderdaad voldoet aan (6) en dat deze functie zich zo­
danig gedraagt voor grote x als we hebben aangenomen in (8), laten 
we achterwege .• We zullen nu enige voorbeelden gaan behandelen en wel 
als eerste een heel eenvoudig geval 9 nl.. de vergelijking van Lalesco 
met K(x)= ~ e-\xl en daarna twee voorbeelden uit de practijk 1 die 
(dus!) veel moeilijker zijn, 
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Colloquium: 

Mathematische Pro9lemen ... uit de pr~ctijk 

Voordrachten op 12 en 26 Januari 1955 
door 

TC. Braakman 

.,.!.tit.~graa1v~r5elijkin5en van het Wiener-Hopf type ( III) 

3. Eniie voorbeelden . .. 
3.1 ~-!~!~5£§§!Y~£~~1!J~!~~-Y§~-~~1~~S~· 

Bij deze vergelijking hebben wij te maken met de kern K(x)=\e-lx!: 
CV~' 

f(x) = ~- r f(y) .e- lx-yl dy, .A re~el (21) 
"'o 

W1j gaan volgens de in 2. beschreven methode te werk, en brengen (21) 
dus eerst in normaalvormJ geldig voor alle x: 

= 
g ( x) = f ( x) - \ J~ f { y), e - 1 

X ·-Y 
1 dy, 

terwijl wij oplossingen voor f(x) zoeken van de gedaante: 
f(x) = O (ed.x} voor grate x., met o<..<.1, 

1 ( ) \ j""" ux - Ix\ · 2 X In di t geva is: }'(i u = A _
00 

e . e dx =~ , regulier voor 
\Reu t < 1. Vergelijking ( 12) levert nu dus: 1-u 

voor -1 <Re u <-oc. geldt 6(u) = ~(u) ( 1 •· 2 \ 2},of: 
u2 __ y2 1-u 

o(u) = if (u). u2- 1 ( 22) 

met: V= ~. 

Vermenigvuldiging van (22) met (u+1) levert: 
• 2 2 

(u+1) Q(u) = lf(u). u - )) voor -1 <Re u <- CL.. , 
u-1 

en nu is het linkerlid regulier in het halfvlak Re u) -1, het rechter­

lid voor Re u <-~ en op grond van de overwegingen, genoemd op pag. 9 
kunnen wij daarom besluiten, dat beide leden gelijk moeten zijn aan 
een gehele functie E(u), dus: 

lD( ) u- 4 . E(u) 
/ u u~ - };2 (23) 
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. 
voor grote \ u \; in dat geval Wij eisen nu, dat tp(u) = 

moet Etu)- .ctus gelijk ziJn aan 
halu.e: 

een co.oat.ante en tenslotte blijkt der-

C. u - 1 

u2 -,>'2 
( 24) 

Op grond van onze aanname betreffende het asymptotisch karakter 
van f (x) moet <p( u) regulier zijn voor Re u <- ex , zodat ui t ( 24) 
blijkt, dat wij alleen oplossingen voor f(x) van de gezochte gedaante 
zullen v:i.nden als Re( ··V) )-1. Dit betekent, dat ~> 0 moet zijn Wij 
vinden dus bij de homogene integraalvergelijking (21) het continue 

~i~_2nwaardenspecErum ~> 0, 

Vit (24} volgt nu f(x): 
-{} ·-t- i. r;t, 

f(x) = 2crr1·· r ~ -a 
'· ' - )} -P.-tllC U , 
t·' 

Wij sluiten de integratieweg met een 
(x) O}, Toepassing van het Lemma van 

grote halve c1rkel naar rechts. 
Jordan toont aan dat de halve 

cirkel ,g.e.e~ b-i~g-e !evert, en wij v1nden: 

f(x) = Const { (V-1)e-vx + (v+1).evx\ 

3.2. ~~-!~!~~~~~1Y~~6~1!J~!~S-Y~~-~!!~~· 

( 25) 

Door de buitenste lagen van een ster vindt doorlopend een enorm 
energietransport in de vorm van warmtestraling plaats, komend uit 
het inwendige. BiJ het passeren van deze buitenste lagen wordt een 
deel van de straling geabsorbeerd of verstrooid. Een gecompliceerd 
astrophysisch probleem_ is nu de vraag wat onder bepaalde aannamen de 
temperatuurverdeling in een steratmosfeer zal zijn in wat men in 
eerste benadering een stationaire toestand zou kunnen noemen. Milne 
heeft een dergelijk probleem tot een integraalvergelijking van het 
Wiener-Hopf type herleid Voor uitgebreide literatuur hierover z1j 
verwezen naar het boek van E, Hopf: Mathematical Problems of Radiative 
Equilibrium. 

Wij behoeven ons cvenwel niet te beperken tot de astrophysica; 
een analoge integraalvergelijking treedt namelijk op bij andere wij­
zen vah energietransport, zoals bijv. bij de beweging van langzame 
neutronen, Daarom leiden wij eerst een algemene transportvergelijking 
af Neem aan dat wij te maken hebben met bewegende partikeltjesJ waar­
van wij de beweging bepalen door de radiusvector rf, die de plaats van 
het deeltje aan.geeft, de snelheidsve~tor v, en de tijdsco6rdinaat A. 
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Xe.JlS.~~ ~ootsing.en en ao~ zal de s.n-elhei-d '\lan -een o,e.eltje 

in ri-c.n.taing sn. g:rootte kunnen verander-en. 
Zij r(t;;,t)dv de waars.-chijnli,ikheid dat een partikeltje ten 

. -4- ~ -7 ~ 
tijde t. in, .n,e.t .punt r een snelheid h~.eft. :t:ussen v en v + dv. Bezien 

wij nu ft?,1,t +dt),d~ dan is het duidelijk, dat de volgende mogelijk-

heden ~anwezig zijn: 
~ 

1e, een partikeltje is in de tijd dt in r aangekomen als gevolg van 

zijn ooweging 20'\'ide~ meer, 
2e, e.en pa~tikeltje kreeg t,engelJ"0-1.g.e van e€n wtsing een snelheid 

tussen -~ en V + cW, 
. . -? 

3e. eet'l partikeitje ~r~ -die &nttJ.hetd oorspronkelj_jk tussen v eh 

v -:- ~ lag, voldoet nu n.J.et meer- BF.l.n d:!.:, i!.:.;::, ·:::-'ngevolge van •7'.~rstrooi-

ing of absorptie. 
NoemE',"1 w;i.,: :".:U y,r-:r,-:;_-:; ;C:,t· ("L dl":? WRarsch:i.Jn::u.jkheid dat een partikel-

tje rnc-:t -'~::--:.:."i'.<i, , ··;F;; :.,(t c.!e ttjd dt teng(")volge van een b-otsing een 
"t ... ~ -~ ·--?-

"; -;:"l. ·.:; 2. .1 x.; ::i.. a kr.ijgt -'.::.ur-H~R,1 .._v ,=m v + ov cm PT(v)dv dt de totale waarschijn-
liJkheid dat een deeltJe met snelheid tussen ~ en V + d"\j tengevolge 

van verstrooiing of absorptie een snelheid krijgt, die niet meer in 
dat interval lj_gt. Is er geen ~rp,ti.e, dan is: PT(v\) = P(v'0 ,"iJ)M0 • 

Er zal nu gelden: 
f("t,v\t+dt)=ffr-vdt,~t)···PT(~) .f(t,V,t)dt+ {[P(v,v~) .f(r,v;_,t)~o ;-dt, 
waarbiJ moet wor<len gei'.nte~rd over alle snelheden "% die consis­
tent zijn met de behoudswetten van impuls en energie. Met behulp van 

reeksontwikk~ling volgt h:Leruit de t~ansportvergelijking: 

en voor een statio.naire toestand dus: 

(~,\v)f = - j'l',f + f P(~,~) .f(r,~)~0 ( 26) 

Wij gaan ons nu beperl-ccn tot een half oneindig medium en isotrope 
verstrooiing (Milne-proble€n) en zullen om de gedachten te bepalen 
het probleem b,espreken voor het geval van beweging van langzame neu­

tronen. 
De veronderstellingen zijn dat wij werken in een halfruimte z)O 

en dat geen n.eutronen in deze ruimte binnenkomen door het vlak z = o, 
Verder dat de functie f uit (26) niet afhangt van x en yen van de 

grootte van de snelheden, Inplaats van met f werken wij met de functie 
y, d.i. het aantal nGutronen per volume-eenheid, en de veronder­

stelling is dus dat "r' alleen afhangt van z en van de cos inus r van 
de hoek tussen de bewegingsrichting van een neutron en de positieve 
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!ll.....as. ~~ w.orot. .aangenomen dat 'bi,i een botsing geen energie ver­
loren gaat, terwijl wij ender r de totale waarschijnlijkheid per 
tijdseenheid vane.en botsing ve.r,s.taan. De (constante) grootte der 
neutrcnensne1heid Zl.J v0 • (26) gaat nu over in: 

+I 
v0r~ + f' if/~ j''f' (z,j') .P(f,J~ )df' (27) 

Tenslotte veronderatellen: wij ter verdere vereenvoudiging dat geldt: 
P"-JVc.,r') = ½ r' Wij voeren nu Vo in als eenheid van snelheid, en de 
ge.middelde vrije weglengte van de neutronen als lengte-eenheid, en 
(2rl ie~e~t dan de eenvo'Udige ~~spo,.rtv€rgelijking 

. M cl't ,.1, l .'" ~ 
/ ~z + 1 = 2 ~o 

,+ I 

waarin Yo ( z) = ,[ "'f ( z Jlr·) 3/A _, 
't0 (z) is de neutronendichtheid, 
Als randvoorwaarde hebben wij nog: 

~: voor J"'>O J.s 'f ( O,f) = 0 

( 28) 

( 29) 

( 30) 

Dat wil zeggen dater geen n~utronen van buiten af in het medium ko­
men. 

z 
. 6ubst1tu.eren wij nu ""f/(z,r}=X(z~e-.r- in (28), dan vinden wij 

eenvoudig de volgende relaties: 
Z I 

1 f z -z 
.[ 2 / 

0 
tj,'0 ( z') e----;,:,:- dz' voor r)o 

"flzj")~r 
1 

~ zi-z (31) 
\.- 2 r j "Vo( z 1 ) e-r dz I voor ,r<o 

z. 

Integreren wij (31) nu naar rtussen -1 E:n +1: 
I .Z. Z 1 -z 0 

o,O 

"fo(z)=½ [/1 f 'f0 (z') .e-r dz'~ - ½ f 
C, 0 

1 / z'-z r z: ~ ( z I) er"'" dz I ctr- = 

= ( subs ti tueer respee tievelijk M= 1 en fl= 
J"\= ,XJJ ( s' ) 

grat1evolgorde) = ½ 'f0 (z') J e8 z -z ds 
0 I S 

1 -8 en verwissel de inte-
dz' + ( 

. d) 

f
<,l) J -s.(z'-~z) +; "t'o ( z' ) . e · ds . dz'= 

z I s 
½ J 4'o( z'). f 8 

:• ds .dz' 
0 12..-z •\ 

De neutronen-dichtheid°t0 voldoet dus aan een integraalvergelijking 
van het Wiener-Hopf type: (de integraalvergelijking van Milne) 

()I.'" 

\f o (x) = ,[ 't1 
0 ( y) . K(x-y) dy 

0 
(32) 



-14-

oD 
met ala ke.rn J' e -s 

K(x) = ½ ~ ds, ( 33) 
\xi 

welke verwant is aan de exponenti~le integraalfunctie:K(x)~½Ei(-lx/) 
i,fij brengen (32) eerst weer in normaalvorm: 

00 00 s 
!d.x) -= t 0 (x) - ½ J 'f 0 ( y). J e: ds .dy, geldig voor alle x, 

o b::.-~i 
;n,.c_d:; ~- 0 (x)= O voo.r x (O; g.~x)= 0 voor x .> 0 terwijl wij veronderstellen 

:'t,1·;:; v~or gr-ote x: \}"0 (x) = O{eotx) met ct <1 

voor ,~ote Ix\). 
) ( - IX\ ) (De kern K(x =0 e 

W1j heb~en in dit geval: 

.;,.,/.! tx1 +oo 00 -t lxf 
( ) 

• /I UX n ·--S l f U"'C r CJ ' }{ u ~ --~- f <::: J £..__ ds dx = 2 e • , , ·G d t dx = 
V :!,\',, ltf S 00 ._o,;, ./ 

,a-: } .f :¥, { le( t+u).x dx + j' e{-t+u)x ax}= 
J -v,.- 0 
:x, C, 

- ½ J ~.[r~ + t1· 1 = +,~_()g 11+u; g-::<:.O.J.g V')OI'(Re ul <1. 
v · v+U ••L,, .! .:.U -U 

I -~ 

Vergelijkin! (~2) wordt dus in dit geval: ( t.p0 (u) zij de Laplace­
transform van f 0 (x), reg:11.fer voor Re u<~·(X) 

J'u) ~ tp0 fu), ( 1 ··· ~ log ~:~) (34) 

Met behulp van r-e-ekso.n'twikkeling voor kleine u blijkt direct, dat 
u:::O een dubbel nulpu:Y:~ j_e. van de f'unctie 1-K(u), terwijl ook bewezen 
kan worden dat dezE. fu,1c"tit~ geen andere nulpunten heeft in ~e strip 
}RG u!<1 door nA te gaan hoe het argument van de functie verandert 
bij rondgaan langs de rand van dit gebied, Wij voeren dit niet uit, 

Wij gaan nu op 1-X(u) de stelling van pag. 6 toepassen. In dit 
geval is m=2, k=O en volgens (13) en (17) geldt: 

1 1+u 2 O+f u~ J 1 - 2 u log 1"=u = u , <T- u in een strip Re 
- (3 0 ·+- {er:, 

met: ~ (u) = _j_ . exp {- --1... J log't( "l dv u+1 2m. . \I- u 
-(!•c-100 

zonder nulpunten voor Re u ~ - ~; 1-0 
(J,,+.:oo 

1_(u) = (u-1) .exp f - 2~i J. 10~~lv) dv 
l (io-l'P 

zonder nulpunten voor Re u & +{'%; 

--l(u) u
2

- 1 1 1+ = - • ~ . ( 1 ·· - 1 o g ~ ) u .. 2u 1-u 

u l ~po < 1 ( 35) 

, regulier en 

( 368) 

, regulier en 

(36b) 

( 37) 
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Op grond JJan de gag.even tl.1.eo.ri-e is -nu v:al,g.en& ( 1-9} 

'f o(u) = ¼- U -(ul. E{u), 
u 

. . 1 
terwijl uJ.t de eis: ~f0 (u) =-= O (-:-'i"' ) voor grote \ u\ volgt., dat de 

\U. 

gehele functie E<ul ~:tln con.st.ant€ moet zijn., dus; 
'5 -!•tO~• 

tD ..... (u) ::, ci. l-!.:.1 ~ [·· .....:L _;_-''.J· logt(Vl dv 
Iv ,, · exp ·· 2tli ' 'l v-u · 

Uc. (3 -· t'.:io 
C 

-ux e du 

(38) 

( 39) 

"...! .• J ver·: ittv·)uo:...g:::n ,J~i) nog 1ets. Is namelj.jk Re u <o ( en dat is h.et 

:.1· ;,a·:. la:1.gs de integrat:i.eweg in ( 39) ) dan kunnen wij de integratie­

\":cg :i.n { 38) verlesien tot langs de imaginaire as en, gebruik makend 

van het felt dat -c,v) een even functie .:_:3J kunnen wij ook zetten: 
I)() 

IDO(µ) := C. E,.:j_ 0 exp/~ J log~((it) at} 
1; u 2 (, ff O -t2 + u 2 

(40) 

In de practi jk is ( 39) :i.n de buurt van x=O ontwikkeld en zijn zo 

numerieke gege-vens over de neutronendichtheid irerkregen, 

Voor meer b-tj7:onderheden (bijv. de bepaling van de constante C 
in (40) ) z:i.j verwczcn na.ar: Sn€ddon-Four1er Transforms, 
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Vo-ordracht op 9 Februari 1955. 
door 

Ir R.W.Trense. 

Enkeie ji_oepa.ssing_en. van 11 :S,ar_ycentrj.,S:£.h.~_Coor<;1JE.at~n,:1 .. 
1. De ha.r~r rekening of barycentrische calculus is ruim 

128 jaa.r oud. In 1827 verscheen hierover de eerste publicatie van 
Mooi'i.:i.s, Sedertdien is ze weer in het vergeetboek geraakt, hoewel ze 
ti.e.nut worden kan voor zeer elegante afleidingen van oude en nieuwe 
stellingen, hetgeen naar de spreker hoopt genoegzaam uit zijn lezing 
zal blijlcen. 

Wat zijn baryoentrische coordinaten? Het is het eenvoudigst bij 
de invoering de hietorische gang te volgen en achteraf na te gaan, 
welke hun geometrische betekenis is. 

Voor de plae,;sbepaling in het platte vlak, dacht Ec:i'bius zich in 
_ drie willekeurige do,oh vaste punten A, Ben C van dit vlak, drie hoe­

veelheden maesa, met een grootte van respectievelijk x, yen z, waar-
bij steeds x+y+z ~ 1. Door het zwaartepunt Be~ 

van deze massa•s is nu een punt D eenduidig 
bepaald. Kent men om.gekeerd de plaats van 
het punt D, zo kan men de massa's x, yen 
z enkel op een manier zodanig kiezen, dat 
hun zwaartepunt met D samenvalt. Bij in­
voering van negatieve massacoordinaten 
x, yen z bestrijkt men niet enkel het 
veld binnen ABC doch ook het gebied er­
buiten. Kortor.a. x, yen z vervullen ge-
heel de functie van coordinaten. Om een 

ACx.) 

Fige1• Basisdriehoek. 

C(:z) 

inzicht te krijgen in de geometrische betekenis van x, yen z passen 
we de momentstelling toe om de rechten BC, CA en AB als as en vinden: 

xha = ( x + y + z ) s = g X == 

y ::: z = 

In wezen zijn de barycentrische coordinaten dus niets anders dan drie­
hoekscoordinaten echter met d~ie verschillende lengteeenheden, n.1. 
ha? hb en h

0
• 



2. 

~oepassin~. Beschouw een rechthoekige bas.i.sdriehoek als in fig. 2 
aangegeven. 
U it x + y + z = 1 VO lgt : 

?, tf) ~ a+ -t+ -t = 1 

ofwel: 
'y { ~ . I\\ ) 
..::-.t = 1 1- ..a.. - b 

en daa.r il ✓ s.2 + b2 ::: ½ a.: 
b 

ab ~ '¥\ 0 a 
:S = \[ ~ 12 { 1- ....a. - b) 

' a +b a Fig.2 Rechthoekig0 basisdrie­
hoek. 

d.i. de a.fstandsformule van een punt tot een rechte. 
Door de betrekking x + y + z = 1 is in barycentrische formules een 
der eoordinaten steeds te elimineren. Het gebru.ik van alle drie coor­
dina.ten maakt eohter, dat de uitdrukkingen een meer syrnmetrische vorm 
v.erkrijgen en is hierom te prefereren, Beperkt men zich tot twee, bij­

voorbeeld yen z, zo kan men in een ander vlak z ten opZi◊~te van y 
iartesiaans uitzetten en krijgt men van elke metrisehe figuur in ket 
vlak ABC een afbeelding in het (y,z) vlak. De transformatieformules, 
die deze afbeelding beheersen zijn lineair en kunnen gemakkelijk wor-

. den afgeleid. Zij het punt D in het vlak ABC Cartesiaans B(~':::I) 

bepaald door de eoordinaten X en Y (zie figuur 3). Pas- ~ 
C ,,_ 

- sen we de momentstelling toe ten opziehte van de reeh-- Y . D 

te AB zo geldt :X: C<2
) 

Y(x+y+z) = Y = zb sin A (1) 

Bij toepassing van deze stelling ten opzichte 
van de reohte AC krijgen we: 

(X sin A-Y cos A)(x+y+z) = .X sin A-Y cos A= 

Uit (2) en (1) volgt~ X sin A- zb cos A sin 
X =ye+ zb cos A 

.J 

Fig.J.Basisdriehoek in 
het metrische vlak. 

ye sin A (2) 

A= ye sin A 
(3) 

Daar de transformatieformules lineair zijn gaan rechte lijnen in het 
ABC-vlak in rechte lijnen van het (y,z)-vlak over. Voor de afbeelding 
van het inwendige deel van driehoek ABC vindt men dan ook het gear-
ceerde gedeel t e van figuur 2. ( Immers y > O, z 

z > 0, y + z ~ 1). · In het algemeen volgt ui t 
de lineariteit der transformatieformules, 
dat iedere gesloten figuur in het ABC-vlak 
ook in het (y,z)-vlak een gesloten ge­
daante behoudt, zo gaat de eirkel 

(X-X )2+(Y-Y )2 = R2 
0 0 

over in i 

y 

Fig.4o Basisdriehoek in het bary­
centrische vlak. 



. ofwel 
l (y-y

0
)c + (z-z

0
)b 

c2 (y-y )2 + 2bc cos 
0 

cos A)2 + t(z-z
0

)b sin A\ 2 

2 2 A (y-y )(z-z) + b (z-z) 
0 0 0 

in het algemeen dus in een ellips. 
Als A= 90° zijn de hoofdassen evenwijdig aan de yen z as. Is 

tevens b = c zo blijft het beeld een cirkel. Noemen we ~· de hoek, 
die een der assen met de y as maakt, welke doet er niet toe, zo is 'f 
te oerekenen uit 

Als A I 90° enc 
135° ~et de y as. 

tg 2 f = 4.b:zc:.s b~ 

= b zo maken de hoofdassen een hoek van 45° en van 

Bij de hierna volgende berekeningen zal herhaaldelijk een metrisch 
oppervlakteelementje in de barycentrische coordinaten moeten worden 
J~t~a,nsformeerd, De hiervoor benodigde formule wordt als volgt afge-

••' . " . 

l~id~Zij whet oppervlak van driehoek ABC en 
oppervlakteelementje dX dY. 
Uit (2) volgt: l = ¾ ~ = 

· .. ( ) OZ QZ 
Uit · 1 volgt: Sx = O ~ = 

- Volgens Jacobi is i 
QZ ~ ox 

dy dz = oz oz dX dY 
~ Zr 

1 dX dY = be sin A :;:: 

zodat dO = 2Wdy dz (3) 

:: 

1 

cos A 
c sinA 

1 
b sin A 

1 
C 

0 

2W dO 

dO het metrisch 

cos A 
0 S_in A 

1 dX dY ::: 

b sin A 

Bij het eerste voorbeeld,dat we bekijken zullen, zijn een aantal in-
tegralen benodigd, die we om het betoog niet te onderbreken, nu reeds 
zullen afleiden. De bedoelde integralen zijn: 

Lx = ff x dy dz ; Ly = J f y dy dz "2:. s; = JJ z dy dz 
si::..(_( 2 SL.ff 2 ~ _n., 2 

~ = l{ x dy dz ; 2-yy = ... 1.. y dy dz "-zz= }I_ z dy dz 

~y = ff xy dy dz ,:_xz = ff xz dy dz Z:.yz = JJ yz dy dz 
.fl_ .1)_ .{\.. 

In het eerste voorbeeld stelt ..fl_he~ oppervlak voor van de basis-
driehoek in het barycentrisch. We vinden in dit geval voor de inte­
gralen: 

1 1-y 1 1 ~=Sf y dy dz =j y dy J dz= 1 2 -, 2 1 3J 1 
( y-y ) dy = \.?-Y - J Y == b 

.rt. 0 0 0 0 

:z.. = JJ z dy dz 1 
z =-g 

1)_ 



~ -

r· 1 1 1 1 
= SJ :x: dy dz = ;J ( 1-y-£). .dy dz = 2 - b - b = b 

J).. 2 ..f\.. 1 2 11 -y r 
1 2 3 \ 1 3 1 4J 

1 

= l!. y dy dz = ~ y <l.y O d« = i ( y -y ) dy = LJ"y - -,;s' 0 = 

::; b: 
L.. Jr z2 ay dz 1 = ::: 12 zz 

.fL 

/ 1-y 1 r-, 2 J 1-y 
2-. ::; JI yz dy dz = y dy j z dz = 1 y 

a~z dy ::: 
yz !.-.. :! 

(' a 0 0 0 - ,_ 

j
1 • 2 l , ··-1 2 2 3 1 41 1 

= ~} l y-2y +y ] ~Y = 2 \_~,fy - J Y + 4 Y _ = 

0 0 

== }( ·1- - f + ¾ ) = ½ .§-~-¥ = ~4 
~ 
.L xx 

z._ :x:y 

~ 
.c.:._ xz 

:;; J·.·r ( 1-y-z) 2 dy dz = fl.+ ~ r 2:_ - 2 L. - 2 Z:. + 2 L. = --yy - zz y z yz 
J)._ 

2. + 1 ' 1 2 
== ~ 12 .,.. ·12 - 6 

= JF ( 1-y-z)y dy 
.J'\_ 

= rr (1-y-z) z dy 
·.fl_ 

2 1 - 6+ ·-:12 

dz = 2-y 

dz == L 

:::: 

z 

·1 
T~F 

·-s;: ,,. .. I 1 1 1 
.c....YY .. ·<-yz:::. 6. - ··:r2 - 24 == ·24 

1 1 1 1 
== 6 - 24 - T2 = 24 

Als eerste voorbeeld zullen we van barycentrische coordinaten 
gebruik makende, het traagheidsmornent bepalen van een driehoek ten 
opzichte van een willekeurige as. 

Nernen we hiervoor de driehoek van fig*3• Zij l de as ten opzich­
te waa.rvan het traagheidsmoment moet worden afgeleid .. Noem de af_stan­
den van de punten A, B ,c en D ten opzichte van 1~ o/... 1 0 , ). en I. 
Volgens (3) is de grootte van een willekeurig oppervlakteelementje 
bepaald door dO = 2 w dy dz~ Zij dit elementje om het punt D gelegen. 
De afstand S van D ten opzichte van 1 vindt t1en ui t de momenten­
stelling. 

(:x:+y+z) 2) = ct..X + 0 y + o Z 

6 = ~x + (:>Y + 6 z (4) 
Zo I' de massabelegging per oppervlakteeenheid is krijgt men voor 
het traagheidsmoment: 

I = f Jj S 2 
dO = 2 f w Q_ ( ~x + fe y + 0 z) 

2 
dy dz = 

= 2 r.:i w L"" 2 ~x":c + f-> 2 .. z_yy + D 2 L...zz + 2 '.:;,... R> ~xy+ 2 I?',.,(} ½z + 

+ 2 (?., y 2.. yz J = 



= 

= 

= 

~e1 (2' < 2 .:,1.. 2 + 2 ~) 2 + 2 o 2 + 2 QI.. ~ + 2 o(, tS + 2 (b c ) = 

£1 ~ 1 < (J\. + f;) ) 2 + < ~ + o ) 2 + <-o + .~) 2 1 = 

P 31,) \ ( o(. ~ \1 ) 2 + ( *~-}-&-) 2 + ( v·4-~ ol ) 2 \ ( 5) 

We vinden dus het verbluff~nde resultaat, dat men voor de berekening 
van het traagheidsmoment, de massa van de driehoek in drie gelijke 
delen geconcentreerd denken kan op de middens van de zijden van de 

driehoek. 

Bij het volgende probleem, de bepaling van de normaalspanningen, 
die op ean vlakke doorsnede opgewekt worden door een willekeurige 
normaalkracht zullen we ons eerst beperken tot homogene doorsneden. 
Een homogene doorsnede van willekeurige vorm 
( zie f·~.g. 5) is in het punt E bela1,t door 
een drukkracht P. Gevraagd wordt de neu­
trale as te bepalen en de spannings­
verdeling over de doorsnede. Princi­
pieel komt de oplossing hierop neer, 
dat we door invoering van barycen­
trische co6rdinaten in staat:zijn op 
zeer eenvoudige wijze alle normaal­
spanningen en krachten, die op de 

doorsnede werken, te ontbinden in Fig.5.Doorsnede van een belast 
drietallen hieraan evenwijdige com- lichaam. 
ponenten, die door drie vaste punten, de basispunten A, Ben C van 
de doorsnede gaan. Het evenwichtsprobleem wordt hiermee teruggebracht 
tot een drietal lineaire evenwichtsvraagstukken, die kunnen warden 
opgelost zonder gebruikmaking van traagheidsellipsen en daarop toe 
te passen pooltheorie. De dragers A, Ben C van de massa 1 s x, yen 
z kiezen we willekeurig over de doorsnede verspreid. Na keuze van 
deze plaats, kunnen de barycentrische coordinaten van het punt E 
worden bepaald, hetzij door middel van (1) en (2) hetzij direct door 
middel van ontbinding van krachten. 

Noemen we deze barycentrische coordinaten greep: (x
0

, y
0

, z
0

)e 

Zij 1 de onbekende neutrale as. De onbekende afstanden van A, Ben 
C ten opzichte van 1 noemen we oiv , f-> en ·0 , waarbij een posi tie­
ve en negatieve oever van 1 dient te worden onderscheiden. Voor de 
afstand van een willekeurig punt D, welke barycentrisch·bepaald is 
door (x, y, z) hebben wij bij het vorig vraagstuk reeds gevonden: 

f>= o<...X+ (~y+ )'Z 
Volgens de wet van Hool-rn is de spanning in het l)unt D, zo K een 
evenredigheidsfactor is: 



6 .. 

Hierbij is K te berekenen door .:td..O over de gehele doorsnede te 
sommeren en gelijk aan P te stellen. ® 

P = K ff ( ot..x+ (:>y+ 0 z) dO::: 2u>K Jf (o(.X+ ry+ JZ)dy dz (6) 

0 SL. 
J)_ betekent nu het barycentrisch beeld van de gehele doorsnede! 

Met de reeds ingevoerde notaties voor de integralen van (6): 
P = 2 wK( oi.., Lx + f., z:_·y + 0 2..z) ( 7) 

waaruit 
p 

K = 2°"wr,;:_-t_:;+-~ f.;+~-~ 1:;-J· 
De spanning er= K 5 levert in het punt D een kracht 2 u.) K i: dy 

(8) 

dz .. 
Een kracht ter groatte van de eenheid in het punt D, loodrecht op 
de doorsnede, is direct in drie componenten 9 Welke in de punten A, 
Ben C evenwijdig aan deze eenheidskracht werken te ontbinden, im­
mers is de grootte van deze componenten respectievelijk x, yen z. 

Bijgevolg heeft het_krachtje 2WK ~ dy dz de componenten: 
in A: 2 w K b x dy dz 
in Bt 2\_)jK b y dy dz en 
in C: 2 wK 6 z dy dz 

waarbij 6 = oL.X + ~ y + 0 z 
De component·en van P in deze punten zijn P: x

0
,P· y

0 
en P z

0 
.. 

Daar er evenwicht is, meet P x
0 

gelijk zijn aan de som van de in A 

werkende componenten der spankrachtjes, welke weer op alle delen 
der doorsnede werken, d.wez. 

p XO ::: 2WK ff ( olX + ~y + ~ z) X dy dz (9) 

Evenzo: n... 
p y = 2wK jJ_ ( c,l,X + ~y + o·z) y dy dz ( 10) 

0 
p z = 2 u)I{ 51 ( ol.X + ~y + 1· z) z dy dz ( 11) 

0 
.fL 

(6) afhankelijk welke vergelijkingen in verband met blijken te zijn. 
Immers ontstaat door optelling en door x+y+z = xo+Yo+zo = 1 te 

stellen weer formule (6). 

Met de notatie van de integralen, krijgen we uit (8), (10) en (11) 

( oc •. :i ... x + f.> Ly+ )' L z) Yo 

( ol..~+ ~ 2.y+ o· zo)zo 

In verband met (8) wordt: 

..:;-- L ~ 
= cf... L.xy+ fs yy+ o'-yz 

= ~z:.xz+ (~2...yz+ 62.zz 



... 

ofwel 

We krij_gen dus het ve.rgelijkingsstelsel in ci_. , . r~ en l . 
-v(2u)GZ.. -P)=O 
{J z z · '.:,t (2 LIJ :.f?-.:x:', -Px) + (?, { 2 u.;Ci2. y - PY) + 

r)I,.( yo Zx - :Z:.:x:y) +f, Cy o Z::y - Lyy) + 

,~, 1 z' L. ..,. '5"" ) + fi( V ~ - ~ ) + 

"'o' (Yo 2-z - L yz) = O 

o ( zo z...z - .z...zz) = 0 

( 12) 

->"-'\ 0 X .:..-XZ l;J O L-y yz 

Een oploesing, die geen nuloplossing is, is·alleen mogelijk zo 

2 uier·2:_x - P x 

Yo~ - L.xy 

2w<!'>- Y - Py 

yo? y - 2..YY -· - )' Yo L-z ·-- yz = 0 (13) 

zo L'--x - Zxz zo 2-y - .z.·yz zo·z:.z - Lzz 

Hieruit is ~ vaor elk punt (x, y, z) te berekenen. 

_g;~~-sj.n,g. 
Kernberekening van een rechthoekige doorsnede. 
Als we oL. gelijk aan nul stellen wordt de neutrale c 
as een exemplaar van de.stralenbundel door At de 
bijbehorende drukpunteniliggen op de grens van de 
z.g .. ·kern. Het deelj dat beantwoordt aan cL=O, 
vinden we dan ook gemakkelijk door in de laatste 
twee vergelijkingen van het stelsel ( 12) d.... nul 
te stellen en f-' en O te elimineren. Fig.6. Homogene 

doorsnede ~ 

2°.:yz 
::: 0 

•.. .'5"2 = 0 -yz 

Voor de rechthoekige doorsnede zullen nu de grootheden 2 bepaald 
moeten worden, waarbij met vrucht gebruik gemaakt kan worden van 
symmetrie-overwegingen. 

Ly = JT y 1 dy dz + f ( y 2 dy dz = 
iSL '.f .. 0 .. 

Fig.7.Barycentrisch beeld 
van rechthoek ABCD. 

0 

(14) 



8. 

= ff (y1 + Y2) dy dz =· 0 
),. ..._).. 
2. 

2.. = f[ ( z1 z2) dz J[ dy dz 
1 

+ dy == = -;J z . },_J)_ _,~_fl 
;;l 2 

2- = I)_ - z:. 
• X y 

-~yy == 2 ~[_n_Y 1 2 
2 

1 1 
dy dz== 2 x 12 = b 

{(.ft ( 1-z 1 ) 
2 

dy dz = 
2 

= Jf dy dz + 
1.-.. .fL 

2 Jr 'z 1"
2 

dy dz - 2 ff z 1 dy dz = 
-1..n.. .; .n.. 

2 ;:: ,.., 

.1. + 1 2 1 
= 2 6-'6"= 3 

L = Jf y1z1 dy dz + yz ), __ £1_ 
,:l" 

= ff y1z1 dy dz -
½fl 

= 2 Jf _ y 1 z 1 dy 
½lL 

dz - ff 
.d,. n. 
2 

1 1 
y 1 dy dz = '12 - 6 = 

2.. - .rt. + Z:.. + ~ - . 2 Z. - 2 2.. + 2 ">z = . X:k - . yy 4Z y Z -Y 
1 1 1 1 

·= 1 + 6 + 3 - 0 - 1 - 6 = 3. 

z..xy = 2-y ... 2-yy - - J + ·h = - i2 y = 0 
yz 

L.xz = Lz - ~z + +2 - j = ¾ z:: = _:t 
zz 2 

Vullen we in ( 14) de gevonden waarden in, zo krijgen we: 

y O \ ½( - i2) - 0 } + zo \ 0 - ~}(-g-) } + i . j - ( ~;) 2 = 0 -) 

- 6y
0 

- 12z
0 

+ 7 = 

Nu is volgens (1) en 
y 

O ~ 6y
0 

+ 12z
0 

= 7 

(2) 

y X y 
y = - ... -a c a 

(15) 

z = b sinA = 

zodat de rechte (15) in Cartesiaansche coordinaten de gedaante krijgt 

6X 6Y Y 7 
0 - a + 12 a = 7 ➔ aX + cY = b ac 

d~w.z. een rechte door de punten (~·c, ~ a) en(} c, ½a)e De rest 
van de begrenzingen van de kern volgt uit symmetrie-overwegingen. 
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Met een kleine kunstgreep is ook de spanningsverdeling te be­
rekenen voor het geval van zuivere buiging. 

Zij d.e doorsnede van fig.8 belast door de momentsvector M. 

Fig. 80 Doorsnede, belast op zuivere buiging. 

Op een willekeurige rechte, die'}:lier loodrecht op staat, kieze men 
twee willekeurige pu.hten Fen G op een willekeurige onderlinge af­
stand e. In F denke men zich een _druk werkend van P == ! en in G 

van: - P. Beide krachten kunnen dan tezamen M vervangen. Dientenge­
volge krijgt men bij beschouwing van het evenwicht in de punten A, 
Ben C 

P(x
0
-x 1 ) ::: 2 t,vK( o.L ~-xx + f->L.xy + tf 2-xz 

P( Yo-Y 1) :;:: 2 w.~( ( c:,(. 2-::x:y + ~ 2-yy + ' {[ <--yz ( 16) 

P(z
0
-z 1) = 2 wK( ol...-~xz + ,~ ;Eyz + ·t 2'."..zz 

een afhankelijk stelsel vergelijkingen. 
Immers krijg·li men bij optellingz O = O. Een equivalent stelsel ise 

,_)(_;E_xx+ (3~+ d'~z == ::-_~z;.]J: {~~+_.2(~z _ :::_Zxz+_f_!-,:r,,z+_o_'!-zz 
xo - x1 Yo - Y1 - zo - z1 

( 17) • 

Nu is cr == K b = K( o<..X + {:> y + y z) • 

In de middelste van ( 16) · gesubsti tueerd~ 

P( Yo -y 1 ) ( O\.X+ Py+ oz) = 2 L;J G" ( oi,. Lxy + ~ ~y + 6 2.xz) 

Ui teindelijk moeten ol. 7 f, , 1 voldoen aan het stelsel 

<.:>... ~2 twG".L.xy-P(y0 -y1)xj + F>t2v.;-cs·Lyy-P(y0 -y1)y l+'a'l2 wG'Lyz -
"I 

. ~~ P( y 
O 
-y 

1 
) z j'= 0 

"'- l (y o-Y 1) :Z::.xx-(xo-x1 )Lxy} + f-> \ (y o-Y1) ~xy-(xo-x1) L.yy} + 

+ Y }l. (y -y1 ) ~ - (x -x1 ) ~ jl == 0 o o xz o yz 
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+)f\<zo-z1)2.JCz - (xo-,c1)Z..zz} = o. 

Een oplos$ing is alleen mogelijk zo: 

21,,vd'E -P(y -y
1
)x 2w6'7. -P(y -y

1
)y 2t.1 .. K'L -P(y

0
-y1)z xy o yy o yz 

(Yo -y 1) .i':.xx-( xo -x1) Z,xy (Yo -y 1) :E~y-(x-o-x1) 2..yy (y.o-Y·/~xz-(xo-x,)~yz dJ 

( zo-z1 )L.xx-(xo .... X1}Z.-ic,z. (.zo-z1) ~y-(xo-x1 )Lyz ( zo .... z1 )2 xz-(xo'""X,)Xz 

(18) 

Uit (18) is C: op te lessen en dus is de spanning voor alle punten 
(x, Y, z) te berekenen. 



COLLOQUIUM 

Mathematische problemen uit de practijk 

Voordracht op 23 Februari 1955 
door 

Ir R.W. Trense 

Enkele tOE;:Qa~~!n~eIJ_ v~n Barycentrische cot5rdinaten 

(Vervolg) 

Toepassing van de berekening van buigspanningen. 
Zij een ongewapende rechthoekige doorsnede 
belast door een momentsvector M, welke 
loodrecht op AB staat. Deze kunnen we ver­
vangen door een drukkracht P~ in Ewer-

B----c 
E 

kend en een trekkracht-.~ in F, waarbiJ 
A F D 

E en F de middens zijn van BC en AD. 
Fig. 9 

In barycentrische co~rdinaten zijn E en F bepaald door respectievelijk 

. 1 1 Xo=O, Yo=~, Zo= ~ en 
1 1 x1=1, Y1=-~, z1=-~ 

De vergelijking (18) wordt voor dit geval: 

bh CT( --~) -~ X 

1Xj + 1x(-i) 

0 + 1x~ 

of na uitwerking 

bh o-(J) --~ y 

1x(-~)+ 1x(J) 

0 + 1x(-~} 

bh o-(-J)-* z 

1x~ + 1x( ~) 

0 + 1Xj 

CT= M( ... x+y+z) = 

J bh
2 

M(2y+2z-1} 

1 bh2 
0 

= 0 

Bij overgang tot Cartesiaanse co~rdinaten hebben we de transfot'm.atie­
formules: 

y -X y 
Z= o Y= n - o 

CT= M(i£-1) = M~X ... "'1) 
°& bh2 -kbh3 

We zullen nu afzien van de beperking, dat de doorsneden homogeen moetai 
zijn en zullen allereerst nagaan wat de consequentie5 hiervan zijn voor 

' 
de spanringsbepaling bij de belasting door een willekeurige normaalkracht 

\ 
' 

/ 
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Beschouwen we een niet homogene doorsnede, zoals b.v. van figuur 10, die 
in het punt Q belast is door een normaalkracht P. De ontwikkeling gaat 
hierbij geheel analoog aan die voor homogene doorsneden en men krijgt 
dezelfde uitkomst (13) mits men nu aan de grootheden L, die hierin voor-

-:z 

Fig.10 Doorsnede van een heterogeen lichaam. Metrisch en barycentrisch. 

komen een gewijzigde betekenis geeft zoals 

waa rbij: 
. , 

E1 = elasticiteits modulus van de ie doorsnede. 

Toepassing. 
Zij de betondoorsnede van figuur 11 in het punt x0=23,34; Y0=13,44 be­
last door een drukkracht P=31000 kg. De barycentrische co~rdinaten van 
het punt bedragen x0=0,222; Yo=0,330, z0=0,448. 
Gevraagd wordt de spanningsverdeling in het ongescheurde stadium, als 
dus de wet van Hooke geldt en geen delen spanningsloos blijven. 

:z 

so 
B 

t) 

C 

4,'5 

4fl;r ,,.,.. 06 •s 
-r; 

1'?,S ,f 
2 

®a 
30 3 ¢ 19 eLi 4 

5 
Oy-= 2~ cm2 

6 )( 
1 
8 

A 

4;1 *1 02 $$ 

A <l * ,IE 
4,5 1~5 

~IE > D 
10,s I .!f,5 

Fig.11. Betondoorsnede, metrisch en bary~entrisch. 

\:l 

8 
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Voor- de co~fficienten i:. krijgen we in het algemeen 

0 m - 1 0 m 1 0 m L nv"l7 , TI - nu,i- \ =0+ ---. f_ y • )_z= 2 + ~ ~ Z • \ - "" + _;;....i... X 
Y ac - i ' ac L- i ' 1-x- c:.. ac '- i 1 1 1· 

- 1 no· m 2 1 no m 
Lyy== 

6 
+ ~ L y· • ~ - + ~ L.. Y1Zi • ac 1 i ' ~ yz- ""17 ac 1 ' 

, 1 nO~y- ~ 2 
L-zz= 3 + ac > 

1 
2 1 

m m 
, = j_ + nOy -, 2 
'-xx - xi 

m 
. L = - ~ + nOy: ~ x Y . 
' xy , c:.. a c 1 i i 

, 1 nO:y ~-
; I_ = "Ti'" + / X • Z i 

3 ac 1 xz "t ac 1 i 

waarbij OY de doorsnede van een wapeningsstaaf voorstelt., m het aantal 
staven en n =it= 14. 

m m 
Berekenen we L x.; L y. etc. 

1 1 1 1 

X4= 0.,85 Y4= 0 Z1= 0.,15 
X2= 0.,85 Yi= -0.,35 Z2= 0,50 

X3= o.,85 Y3= -0.,70 Z3= o.,85 

X4= 0.,50 Y4= -0.,35 Z4= o.,85 

X5= 0,15 Y5= 0 Z5= o.,85 

X6= 0.,15 Y6= 0.,35 Z6= 0.,50 

X7= O.i15 Y7= 0,70 Z7= 0.,15 

xa= 0.,50 Yg= 0,35 zg= 0.,15 

8 8 8 
'-X.=4 .,00 )' Y1= 0 !.. z1=4 .,00 
1 l. 1 1 

Y4Z-,= 0 2 0.,0225 Z4 = 
Y2Z2= -0.,175 2 0,2500 z2 = 
Y3Z3= -0.,595 2 0.,7225 Z3 = 
Y4Z4= -0.,2975 2 0,7225 Z4 = 
Y5Z5= 0 2 0,7225 Z5 = 
Y6Z6= 0,175 2 0.,2500 z6 = 
Y7Z7= 0.,105 2 0.,0225 Z7 = 
YgZg= 0.,0525, 2 0.,0225 zg = 

-8 -8 
'L Y 1 z 1 = -o., 73 5 LZi Z1=2., 7350 

1 1 

2 0 Y4 = 
y 2_ 0.,1225 2 -
Ya_ 

3 - o,4900 
2 Y4 = 0,1225 
2 y 5 = 0 
2 ' 

y6 = 0.,1225 
2 Y7 = 0.,4900 

.2 Yg = 0.,1225 

8 
L y.y1=1,47 
1 l. 
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, = 8+1.,47+2, 735-0-8-1_.,47=2, 735 

8 , 8 8 8 8 
L x1y 1=? (1-y1-z1 )Y1= ~ y.- L y.y. - L y 1z1= 0-1,47+0,735=-0,735 
1 1 1 1 1 1 1 1 

8 8 8 8 8 
- ,:;-( ) , ~ 4 2 3 L x1z1=L 1-y1-z1 z1=L z1-,_ y.z1-L z1z.= ,00+0,735- ,7 5=2,00. 
1 1 1 1 1 1 1 

Hiermee zijn voor de betondoorenede de cogfficienten 1 te bepalen op 

) =0+ 15X2,84 X0=0 
-y 900 

t."x= ~ + o,o474x4=0,6893 L = .:!. + o,o474x1,47=0,2364 
c. Y'Y 6 

'Lyz= - J + o,o474x(-0,735)=-o,1181 

1 Lzz= - + 0,0474 x 2,735=0,4631 
3 

' 1 Lxx= - + 0,0474 x 2,735=0,4631 

;xy=: J + 0,0474x(-0,735)=-0,1181 

'Lxz= ¾ +0,0474 x 2,00=0,3448 

Bij substitutie in (13) ontstaat hiermee: 

6200- -Px 

0,3456 

-Py 

-0,2364 

620 v -Pz 

0,3456 

- 0,0360 +0.,1181 -0,1543 

= 0 

- 0,0043 (6200""-PX) + 0,0409(-Py) + 0,0323(6200--Pz)==O 

of wel: v= -0,00025 Px + 0.,00236 Py + 0,00186 Pz en daar P == 31000 kg. 

O= -7,75X + 73,16 y + 57,66 Z 

Men houde wel in het oog, dat dit de betonspanningen zijn, de ijzerspan­
ningen zijn 15x zo hoog 

u.. = -116x + 1097Y + 865z y 

De neutrale as krijgt men door o-gelijk nul te stellen. Haar barycentri­
sche formule luidt dus: 

-7,75X + 73,16y + 57,66z = 0 
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Uit ( 1) volgt: Z= 
y y 

= j() 
b sin A 

Uit (2) volgt: X y X y 
Y= - - = 30 - 3IT C 

C tg A 

In Cartesiaanse cotsrdinaten wordt de formule van de neutrale as dan 
ook 

454X - 87Y = 1290 

Bijzondere punt·en hferop zijn: 

(X=2,85, Y=O) en (X=8,61, Y=30) 

Uitbreiding van de idee der barycentrische coordinaten tot de ruimte. 
De basisdriehoe.k m:it"dt hierbij D(u.) 

vervangen door een basis 
tetraeder ABCD met in de 
h.oekpuntet) Qe masea's 
x,y,z en u zodanig, dat 
x+y+z+u=1 (zie figuur 12) 
We zien onmiddellijk het 
verband met tetraeder cot:5r-
dinaten •· Immers volgt uit de 
momentstelling t.o.z. van de 
vlakken BDC, ADC, ABD en ABC 
x hA= (x+y+z+u) t, ➔ X hA = t.., ~ 

11 C, ~ Evenzo Y= n.: , Z= E, U=:= Te::° 
B C D 

t. 
X= h. 

A 
oc. 

Fig.12 Basis tetraeder~ Metrisch. 

Toepassing op een rechthoekige tetraeder, zoals in figuur 13 weergege-
Ven 
Uit (x+y+x+u=1 volgt: 
t., ~ ½ X. a + o + c + 1 = 1 

x.=1(1.,;~ - ~ - ;) 

J 1 Opp ~ ABC= i :=i be 

16(0pp 6.. ABC) 2
= > li21k2 ... 2L1i4 

i=1.,2.,3 
k=1,2,3 

Met de waarden voor 11.,12 en 1
3 

krijgen we 

Cc:z) 

Fig.13. Bijzondere basis tetraeder. 
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zodat: 

Bekijken we ook het verband met Cartesiaanse coBrdinaten. 
Een der transformatie formules hebben we al 

( 19). 
. ....... , 

Bepalen we het moment om AB, waarbij het zwciartekr:ichtsveld in de rich­
ting EG kan worden gedacht 

D8 momentstelling t.o.z. van het vlak EFG levert ons: 

xx+ z(-X-a 1 cos tp12 ) - y(a 1-x) - u(a
3 

cos tp13 -x) = 0 

X(x+y+z+u) = X = za 1 cos lf12 + ya1 + ua 3 cos tf,13 (21) 

i1 X ;.i X 
a1 cos ½',12 v X 

a3 cos lf-13 ---- -· 8 /' ..,,-= -- = DY I JZ oU 

"'\ y ~y <) 

0 he cotg;v "'?JY ~= cz = ru = a3 sin <f 13 
J z 0 ? z 'Sy= 

~ = he JZ 
0 -= oU 

a1 a2 cos <-P12 83 COS 'f,13 

ax dY dZ = - 0 he cotg r a 3 sin tp13 dy dz du = 

0 he 0 

= 84 83 sin tp13 h
0
= 6 w dy dz du (22) 

waarbij w de inhoud is van de basistetraeder. 
i1et het bovenstaande is analoog aan het tweedimensionale probleem het 
traagheidsmoment te bepalen van de tetraeder ABCD to.o.z. van een wilJ 0 . 

keurig pl~t vl~k. Als de afstandcn van de punten A,B,C,D en E t.o.z. van 
dit vlak ct,f3.,f, ~ en E.·bedrugen zo volgt uit de momentstelling t.o.z. 
vrm dit vl:-:k 

£ (x+y+z+u) = E. = .. ccx-+ 13.y+ rz+ S u 
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u. 

C 

~ Fig.14 
Basis+:.etro eder. Bc1 ryctnt:r:1.sch 

De gevraagde grootheid I bedraagt hiermee 

I = jjf 6w f(otx+ 0Y+ 0 z+ Su) 2 dy dz du 

..fl 

welke bij invoering van d:: ln 1
:;"'ii."2" 1 ,;'.I "1nC,uidingen > , 1 xy etc. omge-xx 

vormd wordt tot 

I = 6 w e{ o(. 
2 L + A 

2 L + v2 L + S 2.>- +2 oc. AL +2ol YL + xx ,., yy n zz · -i.m r xy a xz 

+ 2 al SL + 2 (l ,/ 'L .L ,;:i ,., r L + 2 .,,, i> 1- ( 2 3 ) 
XU I , ' ~' ·"' j y 1;, {) zu s 

()_ stelt voor dit geval de inhoud van de barycentrische b1s.1~+:etr;)p·'---r 

voor. 
We berekenen 1 1 
~ ff J 2 f 1 2 2 1 f 4 3 2 t-uu= u dy dz du= \ 2 ( 1-u) u du= 2 (u -2u +u )du= 

_n_ 0 0 

1 [ 1 5 2 4 1 3 7
1 1 1 1 1) 1 = 2 5 u .. 'l+ u + 3 u _1
0 

"'" :2"(5 - "2" + J = '5o 

}_ - ff ( uy· dy dz du ---s- ) ) 
Jl. 

1 

1 

= f u du 
0 

fu [- 1 1 
= du ....... , 

3 t; 

0 
1 

1-u 

J y ( 1-u-y )dy= 
0 

1-u 
1 r ,,. ' 

".) l 
c:. _1 

0 
1 

= 

1 
= 0 r (1-u)3 u du 

0 

= 't f (-u
4

+3u3-3u
2

+u)du= 
0 

= J< -J + ¾ -1 + J) == ~20 

Ui t symmetrie over-wegil"S,.,".': ~::u:·.~. ·· · 

meer opschrijven: 
- '[:Z- 1~2-2-- -- 1 
L xx= yy= L zz== E0" ' '- xy= xz= xu= Lyz= Lyu= Lzu= 120 

In (23) gesubstitueerd krijgen we 
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I= 4ow ~ i o<. 2+ ~ 2+ y2+ S 2+o<(3 +dy+ ci- ~ + f;f+ j3 [ + y[! = 

= fcrw €_' { 3d-. 2
+31~ 

2 +3 t 2+3 S 2 +2otft+2ot.J+2ci~+2~J1+2~f +2J- f} + 

+ ¾cr we ~ c;( 
2 + r, 2 

t J 2 
+ £ 2 

+2~;i +2&;+2ot r +2r>r +2/)s +21 r 1 = 

2 2 r 2 2 < 2 2 
= 4o lU e ~ ( ~) + ( ~) + ( °' ~ 0 ) + ( ,'3 ~r ) + ( ¥) + ( 1:; f ) + 

+ iu w ~ ct+r; + r + 6 ) 2 

M.a.w. om dit traagheidsmoment te bepalen kan men op de middens van de 
4 4 ribben 1CJ deel van de massa aangebr8cht denken en 10 deel in het zwaar-

tepunt, het traagheidsmoment van deze massadelen is dan gelijk aan het 
traagheidsmoment van de tetraeder. 



MATK ISCH CENTRUM 
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AMSTERDAM-0. 

TELEF. 51660-56643 
Colloquium 

Mathematische ::gr~9blemen ui t de prag__t_ijk. 
Voordracht op 9 Maart 1955~ 

door 

J.A.Geurst. 

Stationnaire op}?ervlo.kt~ golven (I). 

1. Inleiding. 
Oppervlaktegolven in de hydrodynamica zijn golven, die ontstaan aan 
het z.g. vrije oppervlak van een vloeistof, a.ls gevolg van de bewe­
ging van die vloeistof onder invloed van de zwaartekracht. Het zijn 
dus gravitatiegolven. We veronderstellen, dat de vloeistof'beweging 
is 
a) .~.Q_Dder vi~cositei__i (beweging van een ideale vloeistof)g er tre­
den geen tangentiele drukken op. 
b) r.2.:,tatievri__j ( zonder wervels): de rota tie ~ y_ ~ds = 0 voor elke 
gesloten kromme, die samentrekbaar is in het beschouwde gebied. Hier­
uit volgt 1 dat de snelheid van de vloeistof y (u,v,w) is af te lei­
den van een snelheidspotentiaal tp , dus 

( 1) U .:::: ~ X, V = 9 y, W :::: {f z • 

c) incompressi.J2,?_1: 
gelijking wordt dan 

de dichtheid is constant. De continu1teitsver-

( 2) UX + Vy + WX :::: 

De ~wegingsvergelijkingen 
du __ J22S. 
dt - e 

(3) dv = _,El 
dt e - g 

dw = _ J?.! 
dt e • 

0, of to + Lo + 
1 XX I yy (.£) = o. 

I ZZ 

voor de vloeistof worden nu: 

waarbij we hebben aangenomen, dat de gravitatie werkt in de richting 
van de negatieve y-as. t is de dichtheid van de vloeistof, p(x,y,z,t) 
de druk en g de gravitatieconstante. 
vVe kunnen deze vergelijkingen ook anders schrijven nl. 

ut + uux + vuy + vro. 
z = ]1f - e 

( 4) Vt + UV~ + vvy + WV = fil g z & -
wt + uwx + vwy + WW = -L z e 

(vergelijkingen van Euler). 
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Integratie m.b.v.(1) levert: 

~ + gy + 'f t + ½ ( <p ~ + t.p ~ + lp; ) = f ( t ) 

Tioor wijziging van <.p kan men deze vergelijking fn de volgende ge­
daante schrijven: 

. 1 2 2 2 
( 5 ) t + gy + lf t + 2( lf' X + lf y + <p z ) = Q 

waarbij :p nu het drukverschil met de constante atmo-sf.erisob..e drulr 

is (wet van Bernouilli). 

Kinematische randvo~a_,1'.'cl§.~ 
Aan de rand (vrije opervlak en rand van een voorwerp, dat zioh 
eventueel in de vloeistof bevindt) veronderstellen we dat een vloei­
stofdeeltje 
blijft. Stel 

aan de rand gedurende zijn beweging 
vergelijking van de rand f(x,y~z,t) = 

df 
(6) dt =ft+ ufx + vfy + wfz = 0 

voor het vrije oppervlak y = ~ (x,z,t) geldt dus 

.,,1 t + U YJx - V + W "r; Z = 0 

( 7) of = 'fy 

2. Linea;rJ.§p,tie. 

aan die rand 
0, dan geldt dus 

Hierbij nemen we aan, dat de snelheden van de vloei~tofdeeltjes en 
de verplaatsingen van de rand samen met hun afgeleiden "infinitese­
maal" zijn, d.w. z. we veronderstellen dat 4' en 17 (we beschouwen 
geen voorwerp in de vloeistof) ontwikkeld kunnen worden naar een 
kleine parameter ~ , als volgt: 

lf = t tp 1 + i 2 lf2 + t.-3 i..p 3 + ••• 
(8) Y = l?o + t. 111 + £..2'12 + ... 

1 2 2 verder p = £ p + E... :p + ••• 

J)eze reeksen behoeven niet in de gewone zin te convergeren. Het zijn 
asymptotisohe reeksen. r;, ~-, p. ziJn z.g. termen van de i 8 orde. 

... 1 l l 

Combinatie van (7) en (8) en vergelijking van termen van dezelfde 
orde levertg 

08 orde: 0 0 11t .- = 
1G ,1 + 1 0 + 1 0 If 1 

orde: <fx "Y)x ff z 1 z = 
(9) t y 

28 orde ~ l! 2 0 2 0 
"1t + lf>x 1x + 'fz '?z = 

t.p 2 1 1 1 1 1 ( 1 0 1 0 1) = lfx1(x - t.pz 'lz - ~ If xy '7 x + tf zy 17 2, - (f yy y 

J)eze vergelijkingen zijn geldig voor y = '1°(x 1 z 1 t). Combinatie van 
(8) en (5) geeft~ 



" 

·' 

oe orde z 

(10) 1e ordez 

2e orde: 

110 = 0 

g r-i1 + lf ~ 
1 

= -+ 
g1 + lf~ + _;1~f I If 1) 2 

:d l \. X 

1 1 
"1 <fty = 

2 
- 1L e 

-3-

+ ( lf;)2 + (tp~)2J+ 

Beschouwen we alleen 1e orde benaderingen, dan leveren (9) en (10) 

na eliminatie van~ 1 

1 1 
(11) l.ftt + g<fy = -

:lt 
e voor y = 0 

3. Voorbeeld van s.E.ti.?lll.ill..tre O££!J~ry~..1,_ego~veng 
Hierbij zijn alle o:ptredende functies onafhankelijk van x. V!e kunnen 
de beweging dus als 2-dimensionaal beschouwen. Het gaat nu om het 
volgende :probleemg 
gevraagd <f (x,y;t), die voldoet aan 

<p xx + <-p yy = 0 voor y < 0 

metals randvoorwaarde 

lftt + 

waarbij :p = P S(x) 
( () ( X) 

Bovendien eisen we 
voor x2 

+ y2 ➔ if-) 

1e methode: 

g fy = 

•-iwt e 

-pt 0 voor y = e 

is de delta-functie van Dirac). 
in overeenstemming met (8) dat 
(yzO). 

~ begrensd blijft 

Om op dit geval Fourier-transformatie naar x te kunnen toe:passen, 
moeten we gebruik rn.aken van een kunstgreep (afkorn.stig van Rayleigh) .. 
We veronderstellen nl. - in tegenstelling tot de condities geformu­
leerd in de inleiding- dat we aanvankelijk te maken hebben met een 
wrijvingskrachtJ die evenredig is met de snelheid, com:ponenten 

- ft-<fxi - 1'7-'fy' - f1-lfzi waarbij--r,een constante )0 is$ Deze 
kracht verstoort het IY'·+%ievrij e karakter van de beweging niet. Verder 
stellen we q = '1j/ (x,y)e-iwt • 

Het gaat er dus om een y te vinden, die voldoet aan 

Yx--. + Yyy = o y < 0 

met voor y = 0 als randvoorwaarde 

( 12) 2 
- lv 'f + g 'f y - i 7' w "If' = i <,v r ) T P o (x • 

De termen - i ti, wt komt van een extra term p. <f in de vergelij­
king van Bernouilli, dus een extra term p., cp t in ( 11). 

We :passen nu Fou:--·i.P-r-transformatie toe: 



.. 

" 

00 

'lj/(s) = J 
- c,r;> 

moet voldoen aan 

isx 
e 'YI'" (x) dx 

2 ~,,,. '\) / = 0 y '- 0 -s r + Y YY 

-4-

( 13) dus y- = e \sl Y A( s), want tengevolge van de wrijvings-
2 2 kracht ~ "-V- 0 voor x +y ---r co ( y t.. 0) 

( 13) in de vrije-randvoorwaarde~ 

2 iw 
- w A + g \Si A - i ti w A = -T p 

( 14) dus A = 

La ten we nu ,tt. ~ 0 1 dan komt er 

( 15) of iw P 
-;re 

) 
C 

-isx ,s1y e e -~2 ds 
g \SI -w 

wt 

en 

s-vlak 

t 

s-vlak 

s-vlak 

~ ································••···········---"'----.o,...-----.)i-...£-r--""'• ..... "-· -



.. Colloqui~m 
Mathemati:sche pr,..Q,._Q).emen u.,i:t,_Jle ;praq.:i;i.jk~ 

Voordradht op 23 Maart 1955. 

door 

Stat;onnaire oppervlakte golv~ (II). 
)_. ( Vervolg) 

2e methode (volgens Stoker). 

-5-

Hierbij besohouwen we het stationi\air~ geval als de lim.iet~­
stand van een beginwaardeprobleem voor t__.,_c0 e H,.y,sis~ is dit ook 
de meest voor de hand liggende opvattingo 

We vragen dus alle:r-ee.::r:-e-t l'.4.a-Br <le oplos.isin.g "'\l'all h0-'t if'O.lgende 

beginwaa:t>depX'Obleem: 
<.p(x,y,t) te bepalen uitz 

<fxx + Cf yy = O 

metals beginvoorwaarde 

(y ~o, t >O) 

(17) 

waarde 
Pt 

(18) ftt + g 'fy = - T voor y == 0 (t>-0) 

l 19) waarbij p( x, t) = -P S ( x) e-iwt ( t > O) de ·overdruk aan het vrij e 

-0~pe~vlak voo~stelt« Voor. de oplossing g~br..u.~ken w~ ~e~ ~~nsf'.o.r­
tie naar x .. 

00 - ) J isx ) cp ( s, y, t = _ ta e lf ( x. 1 y 9 t dx 
2- -( 16) word t - s c.p + (D :::: 0. 

l yy 

(20) dus tp (s,y,t) = A(s,t)e 1st Y , want de opl~ssing cp(x.,y,t) 
moet begrensd blijven voor x2+y2

-? o0 (y <- 0). 

Combinatie van (3) en (4) en toepassing van F-transformatie geeft: 

of met (20) 

(21) 

uit ('17) volgt 

(22) Dus: 

W p \:.J e-iLJt (y = 0) 
T tt + g 'f y = c. 

itJ -iwt 
Att + g\slA =FT e 

verder A(s,O) = At(s,O) = o. 
A( s, t)= p Lew f e-iw( t--i:-) ~-{ g I s,:..:t d -r-. .) ,vg \ s ,, 

D 



'!I 

Met behulp van J.e omkeerformule krijgen we dan~ 

J
+c-0 Jt -iw( t-T) 

lf(x,-:r,t)= ~;e P -d,l e Isl Ye-isx 
O 

~~1/g\S)' ___ sin v gtsl 't"d-Z:- .ds · 

(23) = i Lu p 
7Tf' 

co 

f esy cos sx 
0 

Nu gaan we het gedrag na van lf (x,y,t) voor t-H0 • Daartoe 

veranderen we de integratieweg vans in de contour L. Vervolgens ver-

vangen we de sinus door complexe s-vlak 
e-machten en integreren naar r. !,!la. 

-·---·-·--·····-·--·--•I-(.)---'>---·-·"'"?.,---,--_..--,;:_ 

(24) t..p(x,y,t)= P esy cos sx .. 

1 6
i( \l"go+tv)t 

•{-2Vgs · vgs+w 
\.._ ------

_J 2 r dei 
gs-w 

( 0( ) l ~) 

We la ten nu zien dat ( ex. ) en ( fl ) voor t ~ c,0 geen bij drage 

leveren. We neme:::1 de tak van de 2-waardige functie 'VS, die op de 

positieve reele as p0sitief is. Als Im, s< 0 voor sin het rechter­

halfvlak, dan gel.dt 

Re i < y'fs ;+-_ w) > 0. 

( ct ) heeft geen sing·..:i.le.ri tei ten op de posi tieve reele as .. 1.-re kunnen 

L dus weer veranc..C?re:1 in r1e po si tieve reele as en m. b. v. partii.ele 
integratie ( o±: lec:J:lina van ?:'. ,-",-nfmr. -Lctc·"gne) vinden we da.t· de ·bijdrage 

1 
van ( ol ) zich gedraa.gt aJ.s -:.'· voor t ~ ro. Voor ( r,) spli tsen we de 

'J 

integratieweg Lin het ~e3~elte langs de reele as en in de halve 
cirkel contour om s = ?.:~- • Voo · het eerste gedeel te geldt hetzelfde 

g 1 
als voor ( c<. ) , dus als t voor t -) v.i • Op de halve cirkel contour 

geldt echter Re - i( ,; gs- w) t.. 0, du.s voor t-> ~ verdwijnt de bij­

~.rage tot de integraal. 

Resultaat: voor t -> c,e 

(25) jw -iwt p ..,:..._ e 
1re 

in overeenstemming met (15). 

We tone:n nu nog aan, dat (25) inderdaad de snelhs:i.dspotenti:::i.8.1 -rC'Ot'­

stel t van gol ven, die naar o:r; 0 i:r rJi 6 ,·-'9glo_?en. DaLrvoor moeten we dus 

het gedrag nagaan voor x ~ :t co e 1:'!egens de symmetrie nemen we x -,, ;-co • 

We doen wee-:: hetz:l fJp al s voor t _., ,;,o en vervangen cos sx door 



complexe e-machten. Dus 

(26) 'f (x,y,t) ~ 

+ 2,;.i J 
l. 

sy -isx. 
Le ds 

2 gs-w .__ _____ _ 
t..G) 

-7-

Als , dan bijdrage (B) ---'.!Io. Dit zien we door L weer te split-
sen in een stuk langs de reele as en een halve cirkel contour om 

w2 
s = g in het onder halfvlak, 
trekken we de contour Lover de 
tuurlijk het residu in die pool 

Om de bijdrage van (A) te krijgent 
2 

pools= wg heen, waarbij we na-
in rekening moeten brengen$ De con-

tour L gaat over in L'. 
s-vlak 

.c. I 

Analop·g aan zopas geldt bij drage 
(A) langs 1 1 verdwijnt voor x-)c.0 o 

Het residu in de pool blijft dus 
slechts over. 

............. -................. ---~ ,. ......_ __ _ 
lim lf ( X 9 Y, t ) = lf ( X r Y) -~ 
t~~ 2 • 

w w"' 
Pw -g y i(-g x- wt) 

-:,--e e ge (27) voor x -'>ro " 

We hebben dus inderdaad een uitgaande harmonische golf met 
voortplantingssnelhejd c =~.De voortplantingssnelheid is afhanke­
lijk van de frequentie w. We hebben te doen met dispersieo Voeren 

2 ?r we het golfgetal <r =~in, dan komt er 

w2 
of ;\ :;: 0J:.E. rr = -g w2 

w = 21r I-' = ~'l!: dus i-..= 
gT2 

T 2 'ii 


