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De 1ntegrat1emethode van Rlemann voor 1Jberb011sche

partidle d¢f*ereut1aalverﬁellgqugen.

1. De funcfie van Green.

Verschillende problemen uit de potentiaaltheorie, zoals het pro-
bleem van Dirichlet, kunnen opgelost worden met behulp van een func-
tie van Green. =

Deze oplossingsmethode is gebaseerd op de formule van Green

14 alY
”{b(m/ VAU)ul = f(M*~V 5 ) oS w
9
voor twee functies U en V analytisch in het gebied G, begrensd door
een.gésloten kromme C. De formule volgt direct uit het welbekende
divergentietheorema
U dive d0 = [(ames.
C
Wij kunnen n.l. de uitdrukking
Ue AV -V AU schrijven als de
div [U.grad V - V grad U )

Substitutie geeft het resultast.

In het geval, dat 'V in het punt P een logarithmische singulari-
teit heeft, dus dew V= 1Inr+ % ( W analytisch) kunnen wij deze
eerst door een klein cirkeltje uitsluiten en dasrna tot de limiet
overgaan. Het resultaat is

‘ j[(u AV~VAU)dO = J(“ & v ydir am Uy,
0 - C |
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Indien, zoals bij het probleem van Dirichlet, nu alleen de rand-
waarden van U gegeven zijn, terwijl AU = 0 moet zijn, proberen wi]
egen functie V zo te bepalen, dat

1. aV=20
2. V=1Inr+ W, waarbij ¥ analytisch is in G
3 %% = 0 op C.

In dit geval vinden wij

‘ 2V
L{- = W f(l/(_ os .

zodat U in het gehied G met behulp van de functie V in haar rand-
waarden wordt ultgedrukt. V wordt de functie van Green genoemd.

2. De algemene formule van Green.

Wij beschouwen nu een algemene lineaire differentiaalvergelij—
king van de tweede orde in twee variabelen

LEU‘]—‘ 0.“ u‘x&*l“nu*\/*aax U‘?s]"' 1“3} us{""lhzs u;}"“}\u = e

waarbij o,. en ¢ analytisch zijn in een gebied G.
Allereerst proberen wij de differentiaaluitdrukking M LV} te vin-

den, zodanig, dat
V ALU) - U MLV
weer de divergentie van een vector g iss

e, \/L( *+2al,_\/(/[ kg * a, vV L(\l\,)—i-la
2 [Vl ra VU vra, VUT s e Vi e (en ~thy Con¥ly s

-

VU s Vg s A VUL

7
(am,V)Ma Mfa“VM~é4(«th 2l Viy U =

La VUy+ a, VU, + zawvw]-b [a“\iu vy, VYU +aa,Q/M]+
3x ;

‘ 4 U(la,, V -+
pa, VU= L [U(aV]e+ ac’a.z\/)v} [u fan Vi, = Ulag V), T

} ; - V
+ u[{d‘h V);u“‘ x(anwj%‘g"‘ 1(’6\,}\//‘ +‘&‘1Vj"f‘/ 2 (ﬁ,_‘ /\1] s
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zodat wij vinden met de geadjungeerde differentiaalvorm

M EV3 = (Q,,V}’“‘ + 7‘[-'0“1 V)"‘J + (azz\/)\ir 4"*(“\) v)x + "(auv}y + q33\/

\,,u_u)-umzv):

’ 0 T Vles an Vily v 24 UV= LlaVie-tlan Wy ]+
< - \

Tau,V(/l.«, +¢"\11,V(’4'1 42«.1&5(.(_\/- M(q”‘v)" - L«(,L/c\,,’\/)y] )

+ L

S

Het verband tussen T en M is wederkerig: M[U) is de geadjungeerde
van L]U] en omgekeerd. '
Immers, als

Miul: ,g“ Upe + 2 4, L:{“]»t—é’“ U_y\’+ '3.45’” ooz €, Wy+ Csy U

dan is

= A .
‘fnz VR "é)ﬂz.za"-'!- 2 @”_ t

.-{'—é'"n+ a.sl( = ). +!@-M1§\3

2
&'g‘;} + aq_}s = {,.Qn.)\t +(..a'h.)\3
{{f3 - a)))) = (C\n)&*-& Rf(q-u)"']*—cqz‘)‘??: 'L@klﬂﬂn 1.(“,_3)\/:‘
(6 4y = L
= é‘.‘éﬁng" Gy )t @13~ﬁ13)7 )
De vector blijkt de componenten te hebben
; - 1%
won an [Vl UV )+ a, (VU= UGS elaa,s aa™ iyl U
- uv,
A, > GVl =W+ g (VU = UV ) sl2o, = 2nt 1)
. Indien '@m.: @, heet de uitdrukking zelfwgeadjungeerd en dan

zijn de coefficiénten wvan U en V nul.
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Volgens het divergentiethecorema is nu

[ {verwr ~ukcviyao- - [ (amt aemrts

als m, en m_ de componenten van de normaal zijn.
Het rechterlid wordt

j [V tay mos anm my) U (apm, +8a,ma) Uy Y~ U {a.."“\'*“w"‘m\vx\{“:{“\*“«{“z\u@ds

“ J [(10\\)" “n*—ah\f) Nyt [‘LQ.““' A =&, \I} mx:} M‘Vﬁ'dﬂ“;

Als de uitdrukking zelf-geadjungcerd is, wordt de differentiatiec

in de normaalrichting, zoals die bij de potentiaslvergelijking voor-
komt, vervangen door een differentiaotie in de richting

¥

1

it

mll M\ + 0"114"-,_

23
V‘L‘ oo M * 2 Mo

die wel de conormaal wordt genoemd,
In dit geval kunnen wij schrijven:

([ vk - udty Jao= - [[V 24w Y e

-+ j[(zau- a, X~ C{,lx/} m 4 (284374 %= &, Y )1—.:\ UVetys

3. De methode van Ricmann voor het probleem van Cauchy.

Om de methode van Riemann voor hyperbolische vergelijkingen uiteen
te zetten, beschouwen wij eerst de karokteristieken van de hyperbo-
lische vergelijking, die de integraslkrommen zijn van de vergelijking

12 T v‘\n.l‘ A4y A gy
en voor deze vergelijking redel zijn.

Indien a, s @, en a continu zijn, gaan er door ieder punt twee
karakteristicken.

Het probleem van Cauchy voor de vergelijking is nus

Gevraagd wordt de oplossing van de hyperbolische partiéle differen—
tiaalvergelijking

ay Uy s m,lb{cf, a“u“ + 26,y Wor2a,, L(7,+ a, U =0
waarvoor op een gegeven gladde boog . van een kromme s, die in

geen enkel punt aan ecen karakteristiel raakt, de functie U en haar
afgeleiden gegeven zijn.
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Wij probercn de functie te bepalen in een nunt, zo gelegen, dat
twee karakteristicken door dat punt een segment uit C snijden,
waarop deze functlewaarden zijn gegeven. C

Op het gebied, bogrensd door B
deze twee karakterigtieken en
het stuk van C passen wij onze
stelling toe.

Langs een karakteristick

valt de richting van de conor-
meal langs de karaktcristieke
kromme zelf. Dit wordt direct duidelijk uit de uitdrukking, immers
de conormaal is de richting, +4oegevoegd aan die van de normaal op
de kromme.,

Deze normaal ( m,, =, ) voldoet n.l, aan

X
&, ’V‘ul A, Mo, ¥ Ay M = &

of wel
m ¥ MV =0

zodat ( ¥, , ¥, ) loodrecht op dec normazl stasat en dus langs de
karakteristiek valt.

Om de verdere berekening te vereenvoudigen, voeren wij de karak-
teristicken als nieuwe coordinaatlijnen in. £ = const. ©n = const,
2= & (%)

M= (K,'«}).

*
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qv):"' u*} ,Yl*ﬁx'*' &L‘La‘} a'* Nx

<

{_/i& £7+ L{v}’l?y.

— g 2 2 A
@(w = Uy, Ar « ‘ﬁ;fiw “W”v . Noy* 2 “a»] &\, My -

(“'()&‘1 = L{ﬁﬂ. é,\a\’+ L{d*’ (ét* "‘)\"{‘ Yl,( QY) + Cfcw)v, YIA y?\[ *

+L(a£” Wy My
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De getransformeerde vergelijking wordt
(au E:'nz + 2% S’

rm Mx ¥ a‘u.y):cl} L’tg‘g‘ +

+ 2 { Ay t‘:t My a”_(ﬁ,xv)#-l- ))’"a‘f){-au E’? r)\f—k (/{E:V? M

+ (G‘HYZLI'*' % Ry 1—1*\7? * LY Y?;) M.,!,? +
U e e U Um=0
+ - mmt Ll(f:, + - - (/(,v’“"‘

Daar de coordinasgtlijnem karakteristicken zijn, is zowel de coeffi-
] { 3

cient van i,&aalb van an

vorm

nul, godat wij een vergelijking van de
. 1 o 4 L}

(,.{& +au&,éu,‘7+ca=
verkrijgens

K

Do gead 'ung_f‘ee:r.'de uitdrukking
3 J > O
it.) g

Miul-= Ug - ot g~ QU +

+(¢_9\a\&...2.£q—)\ [/{

Tangs een krommc &= const. is:

T2 4 - (l,(})
= O
L,
v, = 1
Tangs een kromme v = const. 1is
m = (0,1]
i\)l:: 1
V. = 0

De formule van Green wordd

A B
([ {vaLul-u KLV} a0 »rg (V- UV) L& -Aﬁ,\/uwz,{v,,)czes+

¥ @a
iUy d o [a B UAE
B p P B
- fza\ MV&!»I - 2 f(am,*gm,_)m(/“t;'
s A
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Wij kunnen de integralen langs de stukken AP en BP partieel integre-

S ren 5 ) p
- 2 Vv, o &
j(\/ag‘,_u\/&)mi:w[u\/jp Pfu& g
P J?
! P dn
- - \ _2 | UV, dn
B

Toat nu V (£ ,7 )= R, (&,+) een functie zijn, die aan de
volgende voorwaarden voldoet.
1. MIN]) = 0,
2. Op AP: vg~~£V=c>

Op BP: \/_q..a\/r-a
3- v'p = 1,

Dasr U voldoet aan LL U] = 0, krijgen wij dan
S B
. . L) UV ofs .
O-:-(/(A\/AWL2“pvp“c’ta'/s"ﬂv(’{w'u\/k)‘”“"zféa o+ B )
A A
zodat W, direct in de randwaarden uitgedrukt wordt, als de functie

V' 5 de functie van Riemann gevonden kan worden.



Colloguiums
Mathematische pnroblemen uit de nractijk.
2e Voordracht op 17 Hovember 1954.
door
Prof.Dr R.Timmane.

De integratiemethode van Riemann voor hyperbolische
partiéle differentiasalvergeliijkingen.

De functie van Riemann is niet geheel het analogon wvan de
functie van Greenvoor elliptische differentiasalvergelijkingen.
Immers deze moest voldoen aan de volgende eisen.

1). Zij heeft in het punt P een logarithmische singulariteit; is
dus van de vornm

G(E.n;5 Ep.Mp) = R(E M Epmp)logp + R(EM; Epump) 5

waarbij R en @ regulier zijn en R (E.,np; Epne)=1 is.
2). G voldoet aan de geadjungesrle vergelijking

M[G<§»Y)3%psr}p)]=0.

Brengen wij dit over op de hyperbolische wvergelijking

Ugy+ Qg+ bu.,)-x—cu: o,

dan wordt het mnalogon van p= V(E-Ex)X1n-ne).
Substitutie in de geadjungeerde wvergelijking

MIul = ey ~ Chlly -bu,,)+ (c~20¢- 2by)u=0
geeft:

Rp-aR Rg-0OR -bR + regulier =0,

MIRT L + 4 1
[P Te T Ty,

zodat R voldoet aan

M[{R]I=0

Rq -aR = 0 voor E£=Ep

Rg bR = 0 voor 7=7p

R =1 in P,

dus julst aan de voorwaarden, die aan de functie van Riemann
gesteld waren.

Voorbeelden.

1. De kabelvergelijking.
Wij beschouwen een kabel met weerstand R, zelfinductie L,

capaciteit C en lekconstante G per lengteBenheid.Noem de potenti=
aal in het punt x V(x) en de stroomsterkte I(Xx), dan moeten
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V(x) en I(x) voldoen aan de vergelijkingen

L..-a-—q + RU:-—av,

2t 3x
C §_\../ + GV= . a...g s
ot ox

die door eliminatie van I overgaan in de vergelijking van de tweede
orde

LC BV _ 2V 2V 0.
St~ S5 + (LG + CR) 4 + RGV=o0

De karakteristieken zijn hier gegeven door

LCdx*. dt*=0,.

of wel
g:t—VLC.X,
Y)::t*\-VLC..’X..

Transformatie naar de karakteristieke coordinaten g en n geeft
4L Y 4 (LG+REW Y + V) v RGV = 0
sgan * (HOTRONG  5) - '
of wel

V%r) "l" CLVg + a\/r) + bV: Q.

Om de functie van Riemann te kunnen bepalen, vereenvoudigen wij de
vergelijking door de substitutie
~alg+n)

V=e u(g,’{))

Dan voldoet U aan de vergelijking
ug-q'*" Czu,:O.

waarbij

2_ pb_a2- RG ~(LG+QC) (LG RC
41.C 4L.C 41.C

Wij zoeken nu een oplossing, die een functie is van f>=V(§_§P)(anp)
alleen. De vergelijking in p wordt dan

LLPP-t- —‘15- u.P+L(C2LL=O.

Dit is een vergelijking van Bessel van de orde .0 voor de variabele
2¢p . De oplossing, die voor p= O de waarde 1 aanneemt, is

Jot2eP) = Jo { 2eV(E-E-)n-1e) }-

Dit is inderdaad de functie van Riemann voor de vergeliljking.
Inderdaad is langs & = g, Un =0 en langs n=n, ug =
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Met behulp van deze functie van Riemann kunnen wij nu verschillende
problemen voor deze vergelijking oplossen,

a) Gegeven een oneindig lange kabel: -oo <X < +oo met beginpoten-
tiaal V(x,0)= f(x) en stroomverdeling I(x,0)= g(x).
Voor de functie V zijn dan voor t = O dus gegeven
V(x,0)= f(x) ' ~
Ve = - G/c f(x)- Y g'(x).
De voorwaarden voor de functie
W= e+a(g+ﬂ)v= e+9.atv

worden dan voor t = O
W= '?(X.)

Ue= (2a-C/e) () - £900 = 2ef(0) - g6,

In het‘(g,n) vlak zijn de beginvoorwaarden gegeven langs de 1lijn
E +v = 0 en 1In dat vlak geeft de formule van Riemann

g
WUp = § (U Ra+ Ug.Rg) + B P

8
+12-£ [R%%L-u%.%]ds.

De normaal heeft de richtings-
coefficienten §V3,4iVZ ; de g
richtingscoefficienten van de

conormaal zijn eveneens V2, £V2,

A
zodat de conormaal met de normaal \
samenvalt. Terugtransformeren naar

Ll - 1
het (x,t) vlak geeft: (mek v= )
U.pz %F(x;,_vtp) + 1543(:&;,*- vtp) + %
P
Rptvtp

+ %/ | {ze{;(x) - —é— g‘(x)} L{2eVth . LCtxxp) } dx -

Xp-Vtp /

Xptvtp e N %
_3e / fo) L{eVe LCaxP}

V2 | LCx-xp)?

Xp~ pr

b) Wij beschouwen nu het geval van een half oneindige aanvankelijk
stroom en spanningsloze kabel, waar op het tijdstip t = O een span-
ning E wordt aangelegd, die constant wordt gehouden.
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De randvoorwaarden zijn dan

X=0, t>0 V=E x=0, t<0 V=0

t=0 V=zo0 J=o0.

Uit de vergelijkingen volgt, dat voor t = O ook geldt

2J _ 3V
2t T 3T

De normale afgeleide V, langs x = O is echter niet bekend.
Wij passen nu de stelling van Riemann toe op twee punten P en

Q; dle symmetrisch liggen

t,o.v. de 1lijn x = 0. In t

Q is de potentiaal identiek @ P

nul. A

Langs de 1lijn x = 0 is de

conormaal weer gelijk aan ///i: 5 x
de normaal. \\\

Toepassen van de for-
mule van Riemann geeft

Q
Vo = iE+_/ {V-8 +V.R}dt=
A

tp-Xp/v te-Xp/vr
Z
. %E + E/ I, § 2e(tp- )2 %32 § dt + /V:c- I {2.(3 V(tp-t)2 x;%/va dt
Vtp-t)2 XB/ya '

o o]

Voor het punt Q(- Xp, tp ) krijgen wij

tp— Xp/V tp-Xp/V

V (tpat) XP/VQ A

Eliminatie van V' geeft direct het resultaat
to- Xpfy

2E/ 11{29\/“94332 *Pho? } dt voor tp> Xp/, .
\V tp t)? xp/o

- X
= to< *phy

it

Ve

2. De vergelijkingen voor de niet-stationaire eendimensionale

gasstroming.

De stromingsvergelijkingen voor de niet-stationaire eendimen-
sionale gasstroming zijn

Plug + Ule) = = Dy .

Py + (PU)x =



Te eerste schrijven wij als
2
ug + (Lu f/%?%a=°'

Wij voeren nu een snelheidspotentiaal ¢ in, zodanig, dat
W= Py
2 [(de _
q,:.-_%u.-/?e_
en bedenken, dat voor een gas, waarbij p alleen van ¢ afhangt
(barotropisch gas)

‘Pt"‘ﬁ‘?xz: b

een functie 1s van p alleen en omgekeerd.
De tweede vergelijking kunnen wij nu schrijven als

. Pt+u,Px=O

A
of
din
Prx + d.bP [‘Ptt*‘mpx‘?xt"‘%%(?xx] =0
2
Stel nu '%g? =pP. P = .a? , waarbij a een functle 1is van Q+i9x»

dan wordt dit

(0 9% ) Pux - 29xPxt - Pt = O

een niet-lineaire vergeliljking voor ¢ .
Wij maken haar lineair door de Legendre transformatie

U= @ q= P fu,g) = ux+qt-¢@
?("':‘FU. t:'?q‘

en voeren u en g als nieuwe varilabelen in
faq (o®-u?) + aufq - f,, =0

met als karakteristileke vergeli jking
(@ u)du?_ aududg -dq?= 0.

De karakteristieke krommen zijn een schaar in het (u,q) vlak, be-
paald door de differentiaalvergelijkingen

Tadus=uduvrdg = d({u+q)

1

tdu:éﬁi‘fi‘&z =...dA,
a
waarbi] A een functie is van 4u® + q.

De karakteristieken zijn bepaald door

{2)\: w+ A

2z -us AL
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De vergelijking op de karakteristieke coordinaten wordt nu:

fap v BE (furfy)= 0,
waarblj a als een funetie van A+  opgevat moet worden.
Wij gaan nu na, welke vorm deze vergelijking voor een isentro-
pische stroming, waarbij
p= CP .
Dan is

dp ¥-2 4
b=—- ——— S2 ae. = 7 ‘,—- 2
~/P C(/p dp CE?P g+ Lu

§

en

a*= a5 = C’.‘a’.PF"‘ = ~(q-?-iéu2)(x-1)

en
dA = =Kiutra)
V(r-9{-q-4u?}

zodat
Az M= 2 Vg tu? = 22
Va1 * ¥-1
Dus wordt
- = -¥+3d R .
2 20%-1) >\.+/u.
Stel
_3_:.{._ = n,
20¥-1)

dan wordt dus de vergelijking

n
'F}\Iu"t' o ('F}\i- .Ff"') = O .

De functie van Riemann moet voldoen aan de geadjungeerde verge-
1ijking

Rave = n (3850, - "(xfp)# =0

en de randvoorwaarden

Q(?\',Ml.;?\,/u.):’i
Ra--"-R=0 voor u=pu'

QF""“‘LQ=° voor A=Al
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Deze functie van Riemann kan expliclet worden aangegeven,
Wij verdrijven weer in de vergelijking

Rau ~ I%(R,{fQM) + 03\2:#)2 R=o

de term met de eerste afgeleiden door te stellen

R = P--Q-
POt [ P52 000 A*[Px'ﬁpﬂﬂ#*‘[?w’ Rap (AT ) ¥ e [ e
dus: 2R i .
A e~
p= C (Arp)".

Voor de constante kiezen wij (N+¢b0‘“. Dan wordt de vergelljking
voor (.

+ 0" 0 .0
'n')"/“" (}\+,u.)2

en de randvoerwaarden:
Q) = 0 voor u=p
o - 1
ﬂ#_-o voor A=A ,

Wij proberen nu aan de vergelijking te voldoen door een functie
van de variabele

A
O p (AN 2

te zoeken.
Dit geeft de gewone differentiaalvergeli jking

b1ot) 0 o hiat) dQ | = 0.
(1-t) 1 ( )EEF n1-" Q=0

Dit is een hypergeometrische differentiaalvergelijking met
oLz 1.n /6=n', ‘b’:‘!

met als oplossing de hypergeometrische functie

Qlrp NMyp) = ELan,n; <>»Mwm
(™ ) {1 n,n;i, (7\+M)(N+,u}}



Codloquium:

Mathematische Problemen uit de practijk

Voordracht op 1 December 1954
door

T.C. Braakman

Integraalvergelijkingen van het Wiener-Hopf type

1, Inleiding.

CD e ATn e e B, 0 R G G M E SN S W R e K G S EIR G G G atw O 0N G e W D

We verstaan onder tweezijdigé Laplace-transformatie de toe-
voeging van een functie (f(u) aan een functie f(x), waarbij ¢(u)

wordt gedefinieerd door
+00

I T (L (1)

- 0

waarbij we aannemen dat f(x) een zodanige functieiis, dat (P(u)
althans in een zeker gebied van het complexe u-vlak regulier is.

Wat betreft dit regulariteitsgebied volgt uit (1) dat
o

o0
(u)= Bm e™® r(x)ax + L e f£(x)dx, en het is direct duidelijk

dat als de eerste integraal convergeert voor zekere u = u deze

S
ook convergeert voor alle u met Re u u1, terwijl wannee; de
tweede integraal bestaat voor u = Us s deze eveneens zin heeft voor
alle u met Re u Us. Hieruit volgt, dat we bij de tweezijdige
integraaltransformatie volgens Laplace te maken hebben met een
convergentiestrook in het u-vlak, in tegenstelling tot de eenzij-
dige Laplace-transformatie, die aanlelding geeft tot convergentie-
halfvlakken,

In zekere zin kan men er bezwaar tegen maken, om aan de twee-~

zijdige lLaplace~-transformatie te veel zelfstandige betekenis toe

te kennen, Inderdaad kunnen we deze integraaltransformatie ook op=-
vatten als een complexe Fourier-transformatie. De Fouriertransfor-

matie wordt gedefinieerd door de toevoeging:
+c0 '

g (W)= —2 j e~1%T y(z)av (2)
2n

-0
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terwijl uit het integraaltheorema van Fourier de formule voor de

inverse transformatie volgt:
4 co
1 5 o1t

hit)=
(t) Ver

glw)dw | (3)

Nemen we nu aan dat u ligt in de convergentiestrook van (p(u) en
we zetten u = y- iw, dan levert (1)
+00
o (y-1w)= g e WX o ¥ £(x).ax ,

- 00

zodat e r:égd) , opgevat als functie van «w , de Fourier-getrans-
formeerde 18 van e ¢% £{x).

Hieruit en uit (3) volgt de formule voor de inverse transforma-
tie van (1):

4+ 00
R R
of: +oR ]
f(x):E-;-‘-r— g ol-+ie) @ (f-iw)dw=
y+ioo
=?% S e X (f;(u)du (%)
y-ie

Van de elgenschappen van deze integraaltransformatie zullen wij er
slechts één nodig hebben. Dit is echter tevens de belangrijkste,
nl,.:

Wanneer qH(u) de beeldfunctie is van fq(x) en qz(u) van fz(x),
en (pq(u) en (py(u) hebben een gemeenschappelijke convergentie-
strook, dan is binnen deze strook het product van (fq(u) en ye(u)
de beeldfunctie van f(x)= j £4(T). fo(x- T Yar ,

Het bewijs is zeer eenvoudig, immers de beeldfunctie van f(x)

is: Lc0 400 oo
¢ (u)= J eUx f(x)dx = J eU¥ f,]('r), fz(x- T)dT dx =
- €0 - co - 00
+00 +00 400 + 0
= X £a(7) S e fo(x-7)dx 47 = S e"Tr 4{T)ar S utf (t)dt=
-0 - 80 -0 -

@1(u). @E(u), waarbij we hebben aangenomen, dat fq(x) en
fe(x) zich zo gedragen, dat we de integratie-volgorde mochten ver-
wisselen.
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1.2, Integraalvergelijkingen van het type £(x)= j £(y).K(x-y)dy.(5).

- R

De hierboven afgeleide eigenschap voor de complexe Fouriler-trans-
formatie doet vermoeden, dat integraalvergelijkingen van het type
(5) een speciale rol zullen spelen en dat oplossing met behulp van
integraaltransformatie mogelijk zal zijn.

Inderdaad blijken integraalvergelijkingen van dit type in het
geval dat K exponentieel afneemt voor grote waarden van |x|, een-
voudig oplesbaar te zljn. We zullen de volgende stelling bewijzen:

Als u = u® een n-voudig nulpunt is van de functie

+e0
4 - S et K(t)dt en Q(x) is een willekeurig polynoom van hoogstens

{r el . «
e -U X .

(n=-1)~ graad, dan is Q(x).e een oplossing van (5).

Immers, omdat u* een n-voudig nulpunt is, geldt:

1 e
iLI (1= S Ut K(t)dt} = 0 voor 1 = 0,,..,h=1.
du

- CO #

Uu=u

1 voor 1 = O

)

oo
1 '
dus: t" e K(t)dt
-® = 0 voor i = 1,...,n=1 ,
+co

¥ R
Hieruit volgt: E Pn-q(t) el b een wille-

-0

K(t)dt = P, _,(0) als P__

n-1( 1
keurig polynoom van hoogstens (n-1)° graad is.
Er geldt derhalve:
o % # L & W
aly) e Y K(x-y)dy = e ¥ j Q(x-t)e*! t K(t)dt = ™% *Q(x)
-0 - QO

waarmee het beweerde is aangetoond.
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Hoewel het uit theoretisch oogpunt natuurlijk iﬁteressant is,
dat integraalvergelijkingen van het type (5) zo eenvoudig zijn op
te lossen, is het nut voor de practijk minder groot, aangezien niet
veel practische problemen aanleiding geven tot een integraalverge-
1lijking van het type (5). Evenwel is ereen type integraalvergelij-
kingen dat zeer viig op (5) 1ijkt, nl.

£(x)= S £(y) K(x-y)dy (6)

o



e

en dat veel meer practische betekenis heeft. Tal van mathematische
problemen uit de hydrodynamica {theorie der oppervlakte golven)
voeren naar deze vergelljking, evenals een een bekerd probleem van
Milne over de temperatuurdistributie in een steratmosfeer (dit zul-
len we later als voorbeeld behandelen) en problemen betreffende
reflectie in metalen, Verder voeren problemen uit de diffractie-

theorie tot de verwante integraalvergelijking van de eerste soort
‘ ' oo

o(x)= jf(y) K(x-3)dy . (7)
o
Zowel bij (6) als bij (7) wordt verondersteld dat K = O(e"i\X\) met

€Y 0, voor grote |x\, Vergelijkingen van het type (6) en (7) zijn
evenwel in het geheel niet zo eenvoudig op te lossen als (5) en het
is de verdienste van Wiener en Hopf dat zij een vernuftige oplos-
methode hebben aangegeven, gebruikmakend van de tweezijdige Laplace-~
transformatie., Vandaar dat deze vergelijkingen met hun namen worden
" aangeduid,

We zullen deze oplosmethode slechts bespreken voor vergelljking
(6) aangezien voor beide soorten integraalvergelijkingen het essen-
tidle van de methode geheel gelijk is. Type (7) zullen we daarna
toelichten aan de hand van een voorbeeld uit de diffractietheorie,
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Integraalvergelijkingen van het Wiener~Hopf type (II)

2, De methode van Yiener en Hopf.

Het probleem is dus een voor x > 8 gedefinieerde functie f(x)

te bepalen, die voldoet aan integraalvergelijking (6):
‘ o0

£(x)= | £(y) K(x-y)dy,

O
waarin K(x)= O(e_atx‘) voor grote {x} , met €& > O.

We zullen alle oplossingen bepalen, die voor grote x minder
sterk oneindig worden dan een exponentié&le functie met een posi-
tieve exponent < € . Zonder de algemeenheid te schaden, nemen we
€ =1, dus K(x)= O(e”\Xl) voor grote \x| en we beperken ons tot
functies f(x), die voldoen aan:

f(x)= O(e‘xx) voor grote x, met o een willekeurige, maar
vaste constante < 1. (8)
Als eerste stap naar de oplossing schrijven we de integraalver-
gelijking in wat we de “normaalvorm™ zouden kunnen noemen:

-+ CQ
gx)= £(x) ~ | 2(y) T(x-y)dy (9)
-0
waarin per definitie
f(x)= 0 voor x £ 0 3 g(x) = O voor x > O, (10)

terwijl g(x) voor x < O wordt gedefinieerd door het rechterlid van
(9): ' co
g(x)= - Jﬁ f(y) -K(x=y)dy voor x £ O.
(64 .

Hiermee is de vergelijking in een vorm gebracht, die zich uitste~
kend leent voor tweezijdige Laplace-transformatie.

Een (ogenschijnlijk ernstig) nadeel is, dat we nu te maken heb-
ben met twee onbekende functies.

De tweezijdige Laplace~getransformeerden van f(x), g(x) en X(x)
noemen we respectlevellgk np (u), g/(u) en w(u).



Volgehs (1) en (10) isg
- o0
W{u)= f eug £(x) dx
oo
yw= J o™ glx) ax (11)

+ o0

x(u)= jeux K(x) dx
el %}

Een belangrijk punt in onze beschouwing is nu de vraag, in welk
gebied van het u-vlak deze getransformeerden regulier zijn op grond
van de gemaakte verondersiellingen omtrent het asymptotisch gedrag
van K(x) en £(x).

Uit (11) en (8) blijkt eenvoudig, dat p (u) regulier is in het
halfvlak Re uw £ -~ .

Uit de definitie van g(x) voor x { O zien we dat voor x - - co
g(x) = 0(e*), zodat X(u) regulier is in het halfvlak Re u > ~1.

w(u) tenslotte heeft op grond van het asymptotisch gedrag van
K(x) de convergentiestrook |Re u) < 1.

Lp(u), X(u) en w(u) hebben dus de gemeenschappelijke convergen-—
tiestrook =1 <4 Re ud ~ g en wanneer we nu de Laplace-transformatie
toepassen op vergelijking (9), gebruikmakend van de op pag.2 bewezen
convolutiestelling voor deze integraaltransformatie, geldt voor
-1¢d Re uded - ol

(y(u) =p(u)e (1 = xr(u)) - (12)

Voor het volgende zullen we gebruik maken van de volgende hulp-
Stellings

De functie 1= x(u) heeft hoogstens eindig veel nulpunten in iedere
strip |Re ul & A <1, Wanneer we deze nulpunten aanduiden met
Uqgee»yU, kunnen we 1- w(u) voor \Re ul4¢ p als volgt voorstellen:

m
1 =) = 2T (uey), (13)
i=1

waarin G;(u) een reguliere functie is zonder nulpunten in het half-
viak Re u > -~ f#, terwijl G:(u) een reguliere functie zonder nul-

e

punten is in het halfvlak Re u & + 3«
Bewljss

Onder vrij algemene voorwaarden voor K(x) kunnen we bewijzen dat
x(u) uniform in Re w naar O nadert als |Im u| - co binnen een strip
{Re ul & ﬁo { 1. We zullen ons in deze algemene gevallen evenwel
niet verdiepen; wanneer we aannemen dat K(x) differentieerbaar is
en we integreren partieel in de formule wvoor w(u):



T i ux *
v(u)= J K(w).e™™ dx = LK«Q‘%&&‘«] o «% f Ki(x).e™™ ax =
& ~—co _
[/e) ‘@ ()
= - mjK'(x).euX dx = O(T%x\’> als |Re ul <1,
-

zien we direct in, dat w(u) — O, dus 1-r(w) — 1 als [Im ul->oco
binnen \Re ﬁ.\s /3, <1, uniform in Re u.

Hieruvuit volgt onmiddellijk de juistheid van de bewering, dat
1= ¥(u) slechts eindig veel nulpunten heeft in een strip |Re u}éﬂod.
Zij nuze

z(w)= (1=-x(u)). %f:‘jﬁg . (%‘}%‘)k: (14)
i=1

waarin we k nog zullen bepalen. Z2ij B < /50 {1,
Voor |Re u}.glao
en T(u) — 1 uniform in Re u, als \Im ul- 0., Beschouw nu de functie

is T (w) een reguliere functie zonder nulpunten,

log ={(u). Als Im u loopt van = o tot +e, zal log = (u) toenemen
met een veclvoud van 2 W i1, en we bepalen nu k zo, dat deze toename
juist 0 is. Nadat k hierdoor is vastgelegd geldt voor log T (u):
deze functic is regulier voor \Re ul<& ﬁo en nadert uniform in Re u
naar 0 als |Im u] = o binnen deze strip.

e gaan nu de integraalformule van Cauchy Toepassen op 1og T(u) .

an het volgende contours A
¢ 4
* kL
A8
N i o B 1 N
4
~f3 (}
e U 1 C
-k R

Voor |Re ul&¢p 43, geldts

log ?(u);—_ 1 f -;;%T&&l dv R

2w i V=11

c
We laten nu L — @ ; de bijdrage langs de horizontale stukken nadert
dan tot O op grond van de eigenschappen van log 7(u), en er komt:
voor |Re uj <« (30 ise

log ©(u) = log 'c*+(u) - log T_(u) (15)



mets -3, +1c0
— = o et log T(u) 4
¢4(u) GXP{ 2 i Vel QV’%
1%+ico
— _ A log T(u)
r_(u) = exp &' PR = % !

fro~ o0

waarin log T;(u) regulier en begrensd is voor Re u > - (3 en
log 7T_(u) regulier en begrensd voor Re u £ /3
Wanneer we nu Nog nemens

~ -~ Kk - %

a,(u) = c(u)e (u+ 1) . (17)
- + =
o (u) = T_(u)e (u =~ 1) ;

- 9
voldoen 01(u> en o _(u) aan de cisen in onze hulpstelling gesteld,
terwijl voor Re ul<p uit (14), (15) en (17) inderdaad volgte

T
r+(u) —

1 - n(u) = =*gj;m e H (u—-ui)

i=1

Alvorens terug te keren tot (12), merken we op dat de techniek,
welke hierboven is gedemonstrcerd, en welke ten doel heeft de
functie 1= n(u), regulier in een strip, binnen deze strip te schrij-
ven als het quotiént van twee functies, die ieder regulier zijn in
een halfvliak, terwijl deze halfvliakken tezamen het gehele complexe
vliak overdekken, eenvoudiger is in het geval van een even kern:
K(x)= K(-x).

Bij onze practische voorbeelden hebben we meestal hiermee te maken.
In dit geval is het evident dat ook ¥ (u) even is, en dientengevolge
treden de nulpunten van 1- %(u) slechts op in parens m = 21, en
kunnen dus worden voorgesteld door + Uy £ Upgeses £ Upe Hieruit

n
volgt dat we k = O moeten nemen, immers

. 2
T(w) = (1 = n(w))e el
()
i=1

is ook een even functie, en de toename van log T (u) voor
Imu-= +o0, resps —«x ig zeker O.

Nu keren we terug naar (12)e Met behulp van de hulpstelling is
de oplosgsing nu eenvoudig te vinden, We nemen aan, dat Uygonsly alle
nulpunten zijn van 1- n(u) in de strip |Re ul 4 o, waarin o de

constante is uit (8) en we bepalen B zo dat = ¢ N & 1, terwijl er
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geen nieuwe nulpunten liggen in |Re u) ¢ . Met deze (» passen we de
hulpstelling toe en volgens (12) en (13) geldt derhalve voor
~1{ Re u & - b

m

Y(u) _ “(u) 'TT“

G_‘;(U-) - G"._.(U')

(u=, ) (18)
i=1

Uit de hulpstelling en de vroeger gemaskte opmerkingen omtrent de
regulariteitsgebieden van y(u) en $>(u) volgt, dat in (18) de
linkerkant een reguliere functie is in het halfvlak Re u 2 - /3,
terwijl het rechterlid een reguliere functie voorstelt voor
Reug +pf,

Op grond hiervan kunnen we beide leden beschouwen als elkaars
analytische voortzetting en defini&ren deze beide functies tezamen
een functie in het gehele complexe vlak die nergens in het eindige
een singulariteit bezit, dus een gehele functie FElu)s

Uit (18) volgt dans

P (n) - Zi(u).E(u)

i=1

(19)
ylw=  (u). Eu)

E(u) zal in het algemeen een polynoom zijn, en uit het gedrag voor
grote \ul van p(u), y(u), a;(u) en ¢ (u) kunnen we afleiden dat het
polynoom van hoogstens de graad X + % isse We gaan dit niet precies

na, maar zullen dit liever aan voorbeelden toelichten.

(19) bepaalt nu de gezochte f(x). Met behulp van de omkeerformule
voor de tweezijdige Laplace transformatie is nu immerss

~f3+ie0
f(x) = 2€2i g SO(U.).e"uX dx
—f =10 (20)
~p+ieo
g(x)= 2;&_ . 5 K(u).e_ux ax
-P-—ioc

Uit (19) en (20) valt direct af te leiden dat in overeenstemming
met onze definities geldt: f£(x)= O voor x < 0, g(x)= O voor x> 0.
Hiermee is f£(x) dus bepaald. Het bewijs dat de in (20) gedefinieer-
de functie inderdaad voldoet aan (6) en dat deze functie zich zo-
danig gedraagt voor grote x als we hebben aangenomen in (8), laten
we achterwege. We zullen nu enige voorbeelden gaan behandelen en wel
als eersteeen heel eenvoudig geval, nl. de vergelijking wvan Lalesco
met K(x)= A e”‘X‘ en daarna twee voorbeelden uit de practijk, die
(dus!) veel moeilijker zijn.
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Colloguium:

Mathematische Problemen uit de practijk

Voordrachten op 12 en 26 Januari 1955
door

T €. Braakman

Integraalvergelijkingen van het Wiener-Hopf type (III)

3. Enige voorbeelden.

3.1 De_integraalvergelijking van Lalesco.
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Bij deze vergelijking hebben wij te maken met de kern K(x)=1e'fX§:
m‘
{. -o - %
f(x) = A } f{y).e z-y dy, A resel (21)

Yo
Wij gaan volgens de in 2. beschreven methode te werk, en brengen (21)

dus eerst in normaalvorm; geldig voor alle x:
Al - - ‘
g(x) = £(x) - N [ £(y),e”* Vg,

U re

terwijl wij oplossingen voor f(x) zoeken van de gedaante:

Ax
f(x) = 0 (¢ ) voor grote x, met <A1,
2 X

In dit geval is: ¥W(u) = A L/;!eux' e”lX‘dx =—"lx | regulier voor

£l 2
\Reu| < 1. Vergelijking (12) levert nu dus: 'Y
voor -1<Re u <-« geldt x(u) = kf(u) (1 - Eké}?of:
2”2 1-u
Flu) =p(u). 2*531; (22)
U -
met: V=V 1-2x .
Vermenigvuldiging van (22) met (u+1) levert:
"ulf. p°
(ur1) F(u) =@(u). voor -1<Re u <~ X ,
u=-1

en nu is het linkerlid regulier in het halfvlak Re u> -1, het rechter-

1id voor Re u <-o en op grend van de overwegingen, genoemd op pag. 9
kunnen wij daarom besluiten, dat beide leden gelijk moeten zijn aan
een gehele functie E(u), dus:

u-1

\pw) el E(u) (23)
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Wij eisen nu, dat i?(u) = O{-%gj) voor grote |ul; in dat geval

moet E{u} Qus gelijk zijn aan een copatante en tenslotte blijkt der-
halue:

lf)(u) =g, 21 (24)
cou -

0p grond van onze aanname betreffende het asymptotisch karakter
van f(x) moet ((u) regulier zijn voor Re u <~ , zodat uit (24)
blijkt, dat wij alleen oplossingen voor £(x) van de gezochte gedaante
zullen vinden als Re(-V)>-1. Dit betekent, dat 2> 0 moet zijn Wij
vinden dus bij de homogene integraalvergelljking (21) het continue
eigenwaardenspectrum 2> 0.
Vit (24) volgt nu f(x):

_ﬁ+éd'
£(x) = £ U= 1 oYy met -14:f%<f—}’

Wij sluiten de integratieweg met een grote halve cirkel naar rechts.
(x > 0). Toepassing van het Lemma van Jordan toont zan dat de halve
cirkel geewn ¥ijodrage Ievert, en wij vinden:

f(x) = Const { (V-—’l)e"VX + (V+1)ceyx§ (25)

e e e, S A W S W GI Gk e W R Y S S G e G5 ww G Y N T A WD G R S G WD

Door de bulitenste lagen van een ster vindt doorlopend een enorm
energietransport in de vorm van warmtestraling plaats, komend uit
het inwendige. Bij het passeren van deze buitenste lagen wordt een
deel van de straling geabsorbeerd of verstrooid. Een gecompliceerd
astrophysisch probleem is nu de vraag wat onder bepaalde aannamen de
temperatuurverdeling in een steratmosfeer zal zijn in wat men in
eerste benadering een stationaire toestand zou kunnen noemen. Milne
heeft een dergelijk probleem tot een integraalvergelijking van het
Wiener-Hopf type herleid Voor uitgebreide literatuur hierover zij
verwezen naar het boek van E. Hopf: Mathematical Problems of Radiative
Equilibrium,

Wij behoeven ons ovenwel niet te beperken tot de astrophysica;
een analoge integraalvergeliljking treedt namelijk op bij andere wij-
zen vah energietransport, zoals bijv. bij de beweging van langzame
neutronan. Daarom leiden wi) eerst een algemene transportvergelijking
af . Neem aan dat wij te maken hebben met bewegende partikeltjes, waar-
van wij de beweging bepalen door de radiusvector ¥, die de plaats van
het deeltje aangeeft, de snelheidsveetor'?, en de tijdscobrdinaat A.
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Tengeyolge vew. hotsingen en sbsorpie zal de snelheid van een geelije
in richxinh an grootte kuwmren veranderen.

ZiJ f(r v,t)dv de waarachijnlijkheid dat een partlkeltge ten
tijde & in ked punt T ecen snelheid heeft tussen T en v o+ dv. Bezien
wij nu fﬁ?“v T +dt)dv dan is het duidelijk, dat de volgende mogelijk-
heden aanwezig zljn: |
1e. een partikeltje is in de tijd 4t in e aangekomen als gevolg van
ziJn weweging zovider meer,

P&. egn partlkeltge kreeg Lengewolge van een botsing een snelheld
tussen V enV + av,
3e, een partikeltje walapken Ge éﬂﬁlheid oorspronkeli jk tussen V en

v av lag, voldoet nu niet meer aan Gils L5 Langevolge van warstrooi-
ing of absarptic

Noemen wi, U 0‘ "777(, ¢ de waarschijnlijkheid dat een partikel-
tje met Eualinens o owa e iLJa dat tpnrﬂvolbn van een botsing een

englaerd krijgt Sussen T enV + 8V en PT(v)dv dt de totale waarschijn-
1igkneid dat een deeltye met spelheild tussen Ven ¥V + av tengevolge
van verstrooiing of absorptie een snelheid krijgt, die niet meer in
dat interval ligt. Is cr geen absorptie, dan is: PT(?) = P(Vo,¥)dV.
Br zal nu gelden'

£{7,¥, t+dt)=£{T-vat, V,t)-Pp{V) .£(F,¥,t)at+ 4 [P(¥,75). f(? Vo, t)dVo L at,
waarbi; moet worden geintegreerd over alle snelheden vO die consis-
tent zijn met de behoudswetten van impuls en energie. Met behulp van
reeksontwikkeling velgi hierult de Transportvergell jking:

| | \
%—% = ~(V.9)f - Pp.f [ P(V,¥,) .£(B, 7, t)av,

en voor cen stationaire toestand dus:

(F.9)f = - bp.t + [ P(V, V) . £(F,7) a0 (26)

Wij gaan ons nu beperkcn tot een half oneindig medium en isotrope
verstrooiing {Milne-proble:n) en zullen om de gedachten te bepalen
het probleem bespreken voor het geval van beweging van langzame neu-
tronen,

De veronderstellingen zijn dat wij werken in een halfruimte z >0
en dat geen neutronen in deze ruimte binnenkomen door het vlak z = 0,
Verder dat de functie £ uit (26) niet afhangt van x en y en van de
grootte van de snelheden. Inplaats van met f werken wij met de functie
\%g d.i. het aantal ncutronen per volume-cenheid, en de veronder-
stelling is dus dat Y~ alleen afhangt van z en van de cosinusjw—van
de hoek tussen de bewegingsrichting van een neutron en de positieve
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235 . Yooris wordt aangenomen dat blj een botsing geen energie ver-
loren gaat, terwijl wij onder [ de totale waarschijnlijkheid per
tijdseenheid van een botsing venstaan. De (constante) grootte der
neutronensnelheid zij v,. (26) gaat nu over in:

Y [ '/;_,__ f",. '\ Bk ' \
Vot W [ ae) O o (27)
Tenslotte veronderstelletnl wij ter verdere vereenvoudiging dat geldt:
P@M, ') = %‘ﬁ¢ Wij voeren nu v, in als eenheid van snelheid, en de
gemiddelde vrije weglengte van de neutronen als lengte-eenheid, en
(27§ levebt dan de eenvoudige transportvergelijking

5‘}’_‘_\{/__\,}« (28)
waarin VY, (z) = ‘f va)Q/A (29)

Vo(z) is de neutronendichtheid,
Als randvoorwaarde hebben wij nog:

zdp: voor /&)O is xg-(o,/w) =0 (30)
Dat wil zeggen dat er geen neutronen van buiten af in het medium ko-
men. ”
- Substitueren wij nu'W(zvm9=5x(zjﬁ0eTﬁ' in (28), dan vinden wij
eenvoudig de volgende rclaties:
z2'-z

l” i}x J(§+b z')e 7~ dz! voor mMy0

Ytz : (31)
\- E%Z J/“VQ(Z’)eE?”g dz' voor M0
Integreren wij (31) nu naar‘fmtussen -1 en +4:
\.’/ng),:_l.f f‘{/o(z) 7 dZ’d/& é /%f\f/(z e§7;§ dz'dpm =

/]
(substltueer respeCtlcveliJkJ/ﬂ~ E,envf“" —g en verwissel de inte-
gratievolgorde) = -—J‘y% Ur (2'-z) ds dz' + C (
s ' '
!

ep 7 -s(z'-z)
e
+§j\%(z').Jﬂ e ds. dz’~-J\%b (z'). Jf —5— ds.dz!
z / 5
| {2z
De neutronen—dichtheid“\kb voldoet dus aan een integraalvergeli jking
van het Wiener-Hopf type: (de integraalvergell jking van Milne)

f“ﬂ . K(x-y)dy (32)



-1l -

met als kern .

1x)
welke verwant is aan de exponenti&le integraalfunctie:K(x)=3Ei(-1x]/)

Wij brengen {32) eersc weer in normaalvorm

n{x) = Vol(x) - % j VYoly). uf ~—~ds dy, geldig voor alle x,
[+

met Wo(x)= 0 voor x<0, gfx)= O voor x3 0 terwijl wij veronderstellen

¢ - |x!
Aat voor grote x: VYe(x) = O(e&x) met %<1 (De kern K(x)}=0(e ')
voor grote x|},
W1j hebben in dit geval:
*-r'ff‘ o < -+ 00 . "'t ’X(

fu) = > [ ¥ | e ds dx =3 qf i ‘[Y dt dx =

v Ao {4 S oo Jee /
.2 Jh.%i { JlErudx 4o o u[ Sl-tu)x dx}

! ” -0 =}

r g 1 1+U {
. at 1 1 . oidig Toor
= % ~[ 'F“{ w€¢5 il el mo 08 g o S9:dig 203" {Re u{ < 1.

Vergelijking (42) wordt dus in dit geval: ( ¥,(u) zij de Laplace-
transform van lpo(x), regulier vopr Re u< ~&)

YW = Potu) (1 - - 20g FH (34)

Met behulp van reeksontwikkeling voor kleine u blijkt direct, dat
u=0 ecen dubbel nulpun’ iz van de functie 1-X(u), terwijl ook bewezen
kan werden dat deze funcile geen andere nulpunten heeft in ge strip
JRe ul<1 door na te gaan hoe het argument van de functie verandert
blj rondgaan langs de rand van dlt gebied. Wij voeren dit niet uit.

Wij gaan nu op 1-X(u) de stelling van pag. 6 toepassen. In dit
geval is m=2, k=0 en volgens (13) en (17) geldt:

4 1+u 2 Y3(u
1 - = log T = U Er%a% in een strip }Re u <:PO<<1 (35)

~Bo+ion
met: S+ (u) = “17 . exp-{~ i Ji lo T’V av , regulier en
zonder nulpunten voor Re u %‘—{30; (369
| {00
T () = (u-ﬂ).exp-{— E%T @:[;w iggééil dv , regulier en
zonder ﬁuipunten voor Re u £ +F%; (36D1)
T(u) = f:,;i (1- &= log 2 ) (37)



- 15 -

Op grond man de gegeven theorie is vu walgens {19)
Polu) = 25T ~(a). B(u),

terwijl uit de eis:(fo(u) = 0 (T%T ) voor grote {u\volgt, dat de
gehele functie E{u) s¢n consbtante moet zijn, dus:

B A g o~
3,7 for

41 S log Vv
WB(U) ’-";f‘- @XP“{“ §;§(g'{ —E%Eéml av (38)
crom > )
Y (x) = J (folu). U gy (39)

WL VerIEnvousLgEn (30) nog tets. Is namelijk Re u <0 (en dat is het
criral langs de integratieweg in {3Q) ) dan kunnen wij de integratie-
weg 1n {38) verleggen tot langs de imaginaire as en, gebruik makend

van het feit dat T{V} cen even funotle s

o
£

o) - 0. 2 e (2 f 1og TUL) q¢) (40)

+° 4yt

kunnen wilj ook zetten:

In de practijk is (39) xn de buurt van x=0 ontwikkeld en zijn zo
numerieke gegewvens over de neutronendichtheid verkregen.

Voor meer bijmonderheden (bijv. de bepaling van de constante C
in (40) ) z1j verwczen naar: Sneddon-Fourier Transforms.




- Colloquium
Mathematisch Problemen uit de practijk.
Voordracht op 9 Pebruari 1955.
door
Ir R.W.Trense.

Enkele foepassingen van "Barycentrische Cofrdinaten™.

$s De barpecerrter rekening of barycentrische calculus is ruim
128 jaar oud. In 1827 verscheen hierover de eerste publicatie van
Mabiuse Sedertdien is ze weer in het vergeetboek geraakt, hoewel ze
nenut werden kan voor zeer elegante afleidingen van oude en nieuwe
stellingen, hetgeen naar de spreker hoopt gencegzaam uit zijn lezing
zal blijken,

Wat zijn baryeentrische codrdinaten? Het is het eenvoudigst bij
de invoering de historische gang te volgen en achteraf na te gaan,
welke hun geometrische betekenis is.

Voor de plaajpsbepaling in het platte vlak, dacht lSbius zich in
drie willekeurige dogh vaste punten A, B en C van dit vlak, drie hoe-
veelheden massa, met een grootte van respectievelijk x, y en z, waar-

bij steeds x+y+z = 1. Door het zwaartepunt
van deze massa's is nu een punt D eenduidig
bepaald. Kent men omgekeerd de plaats van
het punt D, zo kan meén de massa's x, y en
Z enkel 0p een manier zodanig kiezen, dat
hun zwaartepunt met D samenvalt. Bij in-
voering van negatieve massacodrdinaten

X; ¥y en 2z bestrijk?t men niet enkel het
veld binnen ABC doch ook het gebied er-
buiten. Kortom x, y en z vervullen ge-

Fig.1. Basisdriehoek.
heel de functie wvan cobrdinaten. Om een

ingicht te krijgen in de geometrische betekenis van x, y en z passen
we de momentstelling toe om de rechten BC, CA en AB als as en vinden:

xh, = (x + y+ 2)E = E X = %;
- A - 2
y = Z = 3
hy, ! h,

In wezen zijn de barycentrische codrdinaten dus niets anders dan drie-
hoekscodrdinaten echter met drie verschillende lengte&enheden, n.l.
ha’ hb en hc‘
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Toepassing. Beschouw een rechthoekige basisdriehoek als in fig. 2
aangegeven,

T Uit x+y + 2 =1 volgts
'El“'l- 'ﬁl'-l"‘z" = 1
a b 1 b )
ofwel: . L3 %
5:1(1*%"9"6\") n -~
;_/\/2 2 a 3
en dagar L'V a4 +b” = 3 ab L
g & {?_i*;& © a
'Qa?#bE a b Pig.2 Rechthoekige basisdrie-

hoek.

dei. de afstandsformule van een punt tot een rechte.
Door de betrekking x + y + 2 = 1 is in barycentrische formules een
der codrdinaten steeds te eolimineren. Het gebruik van alle drie colr-
dinaten maakt echier, dat de uitdrukkingen een meer symmetrische vorm
verkrijgen en is hierom te prefererene Beperkt men zich tot twee, bij-
vaeorbeeld y en 3z, zo kan men in een ander vlak z ten opzichkie van y
g¢artesiaans uitzetten en krijgt men van elke metrische figuur in ket
vlak ABC een afbeelding in het (y,z) vlak. De transformatieformules,
die deze afbeelding beheersen ziJn lineair en kunnen gemakkelijk wor-
den afgeleid. Zij het punt D in het vlak ABC Cartesiaans e
bepaald door de eodrdinaten X en Y (zie figuur 3). Pas-
sen we de momentstelling toe ten opzichte van de rech-
te AB zo geldt

Y(x+y+2z) = ¥ = zb sin A (1) At
Bij toepassing van deze stelling ten opzichte
van de rechte AC krijgen wes

Fig.3.Basisdriehoek in
het metrische vlak.
(X sin A-Y cos A)(x+y+z) = X sin A~Y cos A = yc sin A (2)

Uit (2) en (1) volgt: X sin A~ zb cos A sin A = yc sin A
X = yc + 2zb cos A - (3)
Daar de transformatieformules lineair zijn gaan rechte lijnen in het
ABC~vlak in rechte lijnen van het (y,z)-vlak over. Voor de afbeelding
van het inwendige deel van driehoek ABC vindt men dan ook het gear-—
ceerde gedeelte van figuur 2. (Immers ys O, z
z>0, y + z<£1). In het algemeen volgt uit \\\
de lineariteit der transformatieformules, ¢
dat iedere gesloten figuur in het ABC-vlak Y4z =1
ook in het (y,z)-vlak een gesloten ge-
daante behoudt, zo gaat de cirkel 1
(X-X)2+(1-1,)? = B | oA BN_
over ings

1

Fig.4. Basisdriehoek in het bary-
centrische vliake



(yc + zb cos A J’XO)2 + (2zb sin A - YO)2 =R
ofwel

i
=]

i(Y“yC))c + (z—zo)b cos A}g + Sl(z"zo)b sin A§2
ez(Y“Yo)z + 2bc cos A (y-yo)(z_zo) + b2(z~zo)2 - R

in het algemeen dus in een ellips.

Als A = 90° zijn de hoofdassen evenwijdig aan de y en z as. Is
tevens b = ¢ zo blijft het beeld een cirkel. Noemen we « de hoek,
die een der assen met de y as maakt, welke doet er niet toe, zo is

te perekenen uit
g 25?= 4be cosbé

Als A £90° en ¢ = b 20 maken de hoofdassen een hoek van 45° en van
}350 met de y as.

Bij de hierna volgende berekeningen zal herhaaldelijk een metrisch
opperviakteglementje in de barycentrische codrdinaten moeten worden
getransformeerd, De hiervoor benodigde formule wordt als volgt afge-
ieid,Zij w het oppervlak van driehoek ABC en d0 het metrisch
pppe;’:-’vl_akteélementje dx ay.

f e Je) 1
Um (1) volgt: $2 =0 ; 2&- Ll
Volgens Jacobi is:
or %1 1 _ cos A
35X % - sog
dy 4z = | >z >z ax 4y = ] i 4y =
| X Y 0 e A
S W A
~ T be sin A X dY = 35 do
godat d0 = 2wady dz (3)

Bij het eerste voorbeeld,dat we bekijken zullen, zijn een aantal in-
tegralen benodigd, die we om het betoog niet te onderbreken, nu reeds
zullen afleidens De bedoelde integralen zijn:

Zy = “{f x dy dz ; = jf. y dy dz 3 L = jj'z dy dz

-

- : e
éixx = ff X2 dy dz 21 _f y dy dz ; Eizz: j] 22 dy dz
SL

Zaty= Jj:!'xydydzgz Jf\{xzdydz; Zyz=3§{yzdydz
In het eerste voorbeeld stelt .. het oppervlak voor van de basis-
driehoek in het barycentrisch. We vinden in d4it geval voor de inte-
gralen:

- 1
PR H ydy dz = | ¥y dyf 7 4z ~f (y-y°)dy ={3y°- % yi]o =2

=)’jzdydz:-g ;
Lo



4s

N S 1
z‘yy:‘ fgyz dydz:] dy f dz—-%(y-y dy_i »-y
0

2 - A
Zzzzifz dy dz = 3
N -
yZ:.d{\fyzdydz:jydyf zctz=jy["ZJ dy =
Lo Q Q 0 0
1« 3 1§ 2 .3 1 .4 !
= Ly2y+y]&y-§\,2‘y“§y+5jy] =
0
17 ._— 1
NETERNE SR = A
pa 2 =
)f (1-y-z)¢ ay dz =L+ Loy T Z.ZZ -2 Zy -~ 2 f;z + 2 Z‘yz"
KR
E R T SR -SSR N
S A - - E S S A -
' - A MU S
x5 = ij_ (1-—y-z)y dy dz = Zy - Z‘yy "y 5 < BE T BL
e - (1 Z) _,_Z __V Z -‘l-ul-m_sjam——nlm
“xz ,(f —y= =y T Syp T ez T 6 TR T2 T2

Als eerste voorbeeld zullen we van barycentrische cobrdinaten
gebruik makende, het traagheidsmoment bepalen van een driehoek ten
opzichte van een willekeurige as.

Nemen we hiervoor de driehoek van fig.3. Zij 1 de as ten opzich-
te waarvan het traagheidsmoment moet worden afgeleid. Noem de afstan-
den van de punten A; B,C en D ten opzichte van l:al, H, ¥y en £~
Volgens (3) is de grootte van een willekeurig oppervlaktes&lementje
bepaald door dO = 2 w dy dz. Zij dit elementje om het punt D gelegen.
De afstand & van D ten opzichte van 1 vindt men uit de momenten-—
stelling.

i

(x+y+z) & *X + Py + Y3

& XX+ BT+ YD (4)
Zo e de massabelegging per opperviakitedenheid is krijgt men voor
het traagheidsmoment:

—-ij 2 wa é{ (ax + Py + @'z)z dy dz =
2{)0)1‘% qu;c"‘ﬁ Z +\5 ., v 2P zxy+ 2‘7\’3sz+

i

+ 2 3y iyzjz

i



5.

i

i%L(Zm%-Z{baﬂ”ﬁ%eaﬁ+2&x+2ﬁx)=

. . 2

J%%~%0x+@)2+ (ﬁ+7)2+ (g +20) } =

D (g A+ D4 5 2 Y+ A2

oo ReR2 L (Pyy? s (AP (5)
We wvinden dus het verbluffende resultaat, dat men voor de berekening
van het traagheidsmoment, de massa van de driehoek in drie gelijke
delen geconcentreerd denken kan op de middens van de zijden van de
driehoek.

i

Bij het volgénde probleem, de bepaling van de normaalspanningen,
die op een vlakke doorsnede opgewekt worden door een willekeurige
normaalkracht zullen we ons eerst beperken tot homogene doorsneden.
Een homogene doorsnede van willekeurige vormm
(zie f7g.5) is in het punt E Dbelast door
een drukkracht P. Gevraagd wordt de neu-
trale as te bepalen en de spannings-
verdeling over de doorsnede. Princi-

pieel komt de oplossing hierop neer,
dat we door invoering van barycen-
trische codrdinaten in staat zijn op
zeer eenvoudige wijze alle normaal-
spanningen en krachten, die op de
doorsnede werken, te ontbinden in Fig.5.Doorsnede van een belast
drietallen hieraan evenwijdige com— lichaam.
ponenten, die door drie vaste punten, de basispunten A, B en C van
de doorsnede gaan. Het evenwichibsprobleem wordt hiermee teruggebracht
tot een drietal lineaire evenwichbtsvraagstukken, die kunnen worden
opgelost zonder gebruikmaking van traagheidsellipsen en daarop toe
te passen pooltheorie. De dragers A; B en C van {Je massa's X, y en
z kiezen we willekeurig over de doorsnede verspreid. Na keuze van
deze plaats, kunnen de barycentrische cobrdinaten van het punt E
worden bepaald, hetzij door middel van (1) en (2) hetzij direct door
middel van ontbinding van krachten.

Noemen we deze barycentrische cobrdinaten greep: (xo, Voo Zo)e
Zij 1 de onbekende neutrale as. De onbekende afstanden van A, B en
C ten opzichte van 1 noemen we oL,  en 7y , waarbij een positie-
ve en negatieve oever van 1 dient te worden onderscheiden. Voor de
afstand van een willekeurig punt D, welke barycentrisch-bepaald is
door (x, y, 2) hebben wij bij het vorig vraagstuk reeds gevonden:

= atx+ pPy+ Yz

Volgens de wet van Hooke is de spanning in het punt D, zo X een
evenredigheidsfactor is:
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& = Kb
Hierbij is K te berekenen door &'d0 over de gehele doorsnede te
sommeren en gelijk aan P te stellen. . ¢
P = Kjf (etx+ Py+ yz) 40= 2wXK J'[(OL‘X-%- Ry+ yz)dy dz (6)
0 s

{L betekent nu het barycentrisch beeld van de gehele doorsnede!
Met de reeds ingevoerde notaties voor de integralen van (6):

P=2wK(eZ  + {bzy oy ZZ) (7)

1

waarult

X - (8)

P
2T+ RE y*A’X ) )
De spanning ¢ =K & levert in het punt D een kracht 2 w X l; dy dze.
Een kracht ter groette van de eenheid in het punt D, loodrecht op
de doorsnede, is direct in drie componenten, welke in de punten A,
B en C evenwijdig aan deze eenheidskracht werken te ontbinden, im-
mers is de grootte van deze componenten respectievelijk x, y en z.

Bijgevolg heeft het. krachtje 2WK & dy dz de componenten:
in A 2wK & x 4y dz
in B: 2wk & y dy dz en
in C: 2wk & z dy dz

waarbij & = oLx + By + .
De componenten van P in deze punten zijn P xo,P‘ Y, en P Zge
Daar er evenwicht is, moet P X, gelijk zijn aan de som van de in A
werkende componenten der spankrachtjes, welke weer op alle delen
der doorsnede werken, deWeZe

Px0=2wKH (ax + py + ¥ z) x dy Az (9)

Evenzo: kg
Py0=2wK§ (olx + py + -Z'z)ydy az (10)
Pz, = 2wk (f (ax + py + yz) z dy dz (11)

el

welke vergeli_jkingen in verband met (6) afhankelijk blijken te zijn.
Immers ontstaat door optelling en door x+y+z = X TV +2, = 1 te
stellen weer formule (6). '

Met de notatie van de integralen, krijgen we uit (8), (10) en (11)
:-<“ — i =
(agzx-*- (?)Zy—i— X/__Z) Yo = anXy+ @ny "’yz
("sz'k P’Z—yJ’ b Zo)zo = ol gt (%zszr B’Zzz

In verband met (8) wordt:

& = P{X + 3y + v7)
2 w( AZ T (‘:’ZZYMXEZ?)




ofwel
Zws'(okzx + @Zy + Xz.z) = P(sX + Py + 'XZ)

We krijgen dus het vergelijkingsstelsel in o, (3en Y -

';(_(2 LQV‘ZX ~PX) + (?:(2‘-“523’ - Py) + Z (2 MJGZZ - P ) = 0

« z"
Ay, 2 '.‘“ny) +'g’.>,(yd.zy - Zyy) + y v, Z, - Zyz) =0 (12)
oz T - 2 ) A SRR SEA “.Z:»—-ZZZ) = 0

Een oploes:mg, dle geen nuloploss:mg is, is ‘alleen mogelijk zo

2weT. T 2we2  -Py wuZ - Pz
v -Z s _5
ozx Xy Yoy gy
Bo 2y = Sxg Zozy T ey oy ~ gz

Hieruit is & voor elk punt (x, y, z) te berekenen. a
XJ*——‘\C

™M
0(4
M
!

t
'M

1

o
o

M

M

Toepassing.

Kernberekening van een rechthoekige doonrsnede.
Als we ot gelijk aan nul stellen wordt de neutrale ¢
as een exemplaar van de stralenbundel door A; de
bijbehorende drukpun"cen,jliggen op de grens van de \
z.g« kern. Het deel, dat beantwoords aan oL=0, D
vinden we dan ook gemakkelijk door in de laatste
twee vergelijkingen van het stelsel (12) ol nul
te stellen en (’a en ¥ te elimineren.

i

Pig.6. Homogene
doorsnede.

Y, Z Z; Yo Zz - Zyz i

z, Z'y Zy Z, Fy - Zzz |
Zzy-yEZ ZOZZZW+ZWZZZ—-
= VoZoZg Ly = VoZpZyy = Bolylyy * 2y,

Yo(z-‘ Z-yz Z Z g) + 2 (Z-yéyz Zzz'yy) vZZ S22 Lo

Voor de rechthoekige doorsnede zullen nu de grootheden 2 bepaald
moeten worden, waarbij met vrucht gebruik gemaakt kan worden van
symmetrie-overwegingen.

4]

2 fj y1dydz+{(y2dydz=n o
1(‘)__ _;.Q__
D‘Jz/
2 %/ &
i

\
\r‘\
B\

\

Fig.T.Barycentrisch beeld
van rechthoek ABCD.




= j (y1 + yg) dy - dz = O
Egl
Z = (z, + z,) dy dz = dy dz = =
2 f[_n L LD—
] 2
szﬂ—k2y~2.2=1~a="‘ |
= 2 f 26. dz = 2 x 'l-”:.: 1
vy fmﬂfﬁ J 12 6
2 2 -
:izz = jf z, dy dz + J7 (1~z1) dy dz =
%f‘_ i.&
- [ ayaz+ 2 [fafayam-2 [[ 2z ayaz=
o %.n- 2 0
. 2. 1_2_ 1
= BrYETET 3
Eiyz = L{(yﬁz1 dy dz + jf Yo2o dy dz =
—E-a-l. [N
= ff vz a7 4z =[] yy(1-z)dy 4z =
A0 L4
2
1 1
= 2 Jzk‘y1z1 dy dz - 1{ Y4 dy dz = v = 75 e
Bt 5
ELXX = L+ Elyy + EZZZ -2 v = 222? z zjiyz =
=1+'€+%-O-—1~%=%e
- .S -z S N F .
‘Eixy'” Z E%WV vz T 0 6 " 2 12
| ~ T A A |
szzizmzyz“zzz=3+12“3”4
Vullen we in (14) de gevonden waarden in, zo krijgen we:
2 1) 0 0 2 1)' 1 1 :1)2_0
To 13- ) =0 v 2 0 - MR g 5o () =0
~ 6y, =~ 12z + 7 =0 —s 6y, + 122, =7 (15)
Nu is volgens (1) en (2)
- Yy __ I . U S
Z= YT ein i~ a !} y = % a
zodat de rechte (15) in Cartesiaansche codrdinaten de gedaante krijgt
&X _ &Y X_ - L
il 12 5 = T aX + Y = ¢ ac

d.w.z. een rechte door de punten (%c, % a) en (%*c, %4a). De rest
van de begrenzingen van de kern volgt uit symmetrie-overwegingen.
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Met een kleine kunstgreep is ook de spanningsverdeling te be-
rekenen voor het geval van zulvere buiging.
72ij de doorsnede van fig.8 belast door de momentsvector M.

-/

s FxolYeZo)

FPig. 8. Doorsnede, belast op zuivere buiging.

Op een willekeurige rechte, die hier loodrecht op staat, kieze men

twee willekeurige punten F en G op een Willékeurige onderlinge af-
stand e. In F denke men zich een druk werkend van P = % en in G

ven: - P. Beide krachten kunnen dan teZamen M vervangen. Dientenge-
volge krijgt men bij beschouwing van het evenwicht in de punten A,
B en C

P(x,=xq) = 2wK(aLZ. . + giixy + 3'2: ”
P(y,=yq) = 2wK(~ gy * gszw Yy (16)

P(Zo-z,l) = 2WwX( O('VZXZ + {é‘zyz + X'-'ZZ
een afhankelijk stelsel vergelijkingen.
Immers krijgt men bij optelling: O = 0. Een equivalent stelsel is:

QLZ§X+@Z§M+X§;Z= <xz§j+@2%#+gz§z_ :xZ: ﬁ&,‘+xz

Xo ™ *q Yo = J4 Zo - 2y

(17).
Nuis G =K & =K(ox + By + yz)-
In de middelste van (16) gesubstitueerds

P(y,=y1) (otx+ py+ yz) = 2 w@(“nyJF ﬁ’zyy* ¥ Zxz)
Uiteindelijk moeten o, (A ,) voldoen aan het stelsel
o 3.2 a.us’zxy-P(y -y1)x§ Mz u,csz.. By ~y1)y§ ,iz weZ -
- P(y,~y4) 5= 0
4 (777 ) T (o )ny} B (rmye) Tgm (g Zy | +
£ Y (y “¥ 1) 2, = (% -%,) Zyz} =
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zk + P \(20"21)2xy - (xo'x1)zyz}+

X
+X&(Zo"z1)z‘xz - (Xo"x1)zzz ){ = 0.
Een oplossing is alleen mogelijk zo:
2ws’7_‘_xy ~P(y, =y )% gwf;z.yy “P(Yg=y)y 2wl ~P(y,~¥4)2
. = -
(yo"y1)zxx"(xo"x1)zxy (yo"y1)ixy"(xa“x1)zyy (YQ"W)Z"XZ"(XO'X#’:YZ =0

(20"21)23::(;(}(0"31}23;2. on“z1)ZXy"(xo"x1)zyz (Zo“z1)2xz”(xo"x1) %

(18)

Uit (18) is G op te lossen en dus is de spanning voor alle punten
(x4 yy 2) te berekenen.




COLLOQUIUM

Mathematische problemen uit de practijk

Voordracht op 23 Februari 1955
door
Ir R.W., Trense

Enkele toepagsingen van Barycentrische codrdinaten

(Vervolg)

Toepassling van de berekening van buigspanningen, B
1*---—-——-.-———-—-——5(;
Z1] een ongewapende rechthoekige doorsnede 4 E
belast door een momentsvector M, welke
loodrecht op AB staat. Deze kunnen we ver-
vangen door een drukkracht Pzﬁ in E wer-
kend en een trekkracht--ﬁ'ln F, waarbi] v

A F D
E en F de middens zijn van BC en AD.
, Fig.Q
In barycentrische co¥rdinaten zijn E en F bepaald door respectievelijk

_ 1 1
XO“O’ Vo= 35 Zp= 7 €D
_ 1 1
=% Vq=me 2473
De vergelijking (18) wordt voor dit geval:

Bh () -k X Bho(F) Ry bh 0 (—s) B 2
4x% + 4x(—%%) 1x(—%%)+ 1x(%) 1x% + 1x(-%§) = 0
0 + 1xg 0 + 1x(=rg) 0+ 'm%

of na uitwerking

o M{-x+y+z) _ M(2y+22-1)

% bh® a bh?

Bij overgang tot Cartesiaanse co¥rdinaten hebben we de transformatie-
formules:

y X _ ¥
=7 =% "%
o= m(2X.) _ M(X-‘lh)

% bn?  oon3

We zullen nu afzien van de beperking, dat de doorsneden homogeen moeten
zijn en zullen allereerst nagaan wat de consequenties hiervan zijn voor
de spanningsbepaling biJ de belasting door een willekeurige normaalkracht

\

.I'



D

Beschouwen we een niet homogene doorsnede, zoals b.v. van figuur 10, die
in het punt Q belast is door een normaalkracht P. De ontwikkeling gaat
hierbij geheel analoog aan die voor homogene doorsneden en men krijgt
dezelfde uitkomst (13) mits men nu aan de grootheden 2., die hierin voer-

Fig.10 Doorsnede van een heterogeen lichaam. Metrisch en barycentrisch,

komen een gewljzigde betekenis geeft zoals

Z:%=ﬁ§1 x dy dz + nEKQE X dy dz +....nmﬁa_ x dy dz.

“m
= Xy dy dz + n xy dy dz +.....0 Iﬂm xy dy dz
Xy gﬂﬂ 2$n2 IJ
waarbi]: ‘
Naz= E2 s NA= EB n = Em
2 E‘;‘ 5 3 ’E‘:".n.t m E’;’

e

Ei = elasticiteits modulus van de i~ doorsnede,

Toepassing.

Zij de betondoorsnede van figuur 11 in het punt XO=23,34; YO:13,44 be=
last door een drukkracht P=31000 kg. De barycentrische cobBrdinaten van
het punt bedragen x0=0,222; yo=0,330, ZO=O,448.

Gevraagd wordt de spanningsverdeling in het ongescheurde stadium, als
dus de wet van Hooke geldt en geen delen spanningsloos blijven.

. Z
< 30 . D C
B < > C
»
| XX X
* @y 26 &5
“E
108 1 4 k-4
3
! o e, 30 g ¢ 1o
Q. =284 i \
108 g g2 % .8 4
8
X A B
. g @1 @ o @3
{
A sl i 4 = S
45 105 10,8 45

Fig.11. Betondoorsnede, metrisch en barycentrisch.
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Voor de co&fficientenI_krijgen we in het algemeen

m m m
~0+ DOy . v _ 1, noy . s—_ 1, noy &
2:'y"’m' ac 2% Yy 3 2”z’ 5 * 36 E% 2y 3 l‘x”'ﬁ T L? Xy
m m
= 1, nO 2 ¢— _ 1 ,n0 .
L”yy ra ”5% j%'yi S bmyg® ot "E% Z;_yizi ’
— m
~ 1 DO& ~ 2
gz 3 * 5T = 2y
m n m
1 My S—. 2 ., 5 _ 1 N0y — .5 1 N0y S
Tt 3P EE LR by TR P aes o RaVi S et B Y a4 Kif

waarbij Oy de doorsnede van een wapeningsstaaf voorstelt, m het aantal
staven en n = %% = 14,

m m
Berekenen we 2_ X.,; L. y. etc,
, O

X = 0,85 ¥4= 0 z,= 0,15 y12= 0
Xp= 0,85 yp= 0,35 Zy= 0,50 y,°= 0,1225
_ _ _ 2_
Xq= 0,85 Vq= 0,70 | Z3= 0,85 ¥v3°= 0,4900
xy= 0,50 yy= -0,35 z)= 0,85 y),°= 0,1225
xz= 0,15 Y= O 7= 0,85 y52= 0
Xg= 0,15 Yg= 0,35 2g= 0,50 ygo= 0,1225
_ _ _ 2_

o= 0,15 Vo= 0,70 Zog= 0,15 Vo= 0,4900
xg= 0,50 yg= 0,35 zg= 0,15 ygo= 0,1225
8 3 8 8
7 x.=4,00 T ¥.= 0 lz =4,00 ST YaYa=1,47
ra A /q i P Lﬁ 194

Y%, O 21§= 0,0225

Vo2o= —0,175‘ 222= 00,2500

y323= “01595 232= O;7225

YyZy= -0,2975 2= 0,7225

y525= 0 252= 00,7225

YgZ6= 05175 26, = 0,2500

YZo= 0,105 2= 0,0225

Ygzg= 0,0525 zg"= 0,0225

8 _8
lﬁyizi=°0’735 lqzizi=2’7350



[

8 8 . > 8 8 8 8 8
T X Xy= Ej(j—yi-zi) = mt7 YVt 5 zizi~2\ vi-2Y B4¥27 yy24 =
1 1 1 A 1 4 1
o= 841,47+2,735-0-8-1,47=2,735
8. 8 88 8 |
2_’1. xiyi:: ,’] (4“yi"zi)yi L,‘_ 'y 2._ ¥V yl L{.\_ yi 1= 0=1,47+0,735=-0,735
8 8 8 8
za xiziz‘; (1-yi-zi)zi=5% zi-,_:i yizi'ig Z,2= 4.,00+0,735-2,735=2,00.

Hiermee zijn voor de betondoorsnede de co&fficienten L te bepalen op

Z =0+ M X0=0 }:Z: % + 030474}{4:0,6893

v 900
Ty~ 5 + 0,047hx4=0,6893 T gy é.+ 0,047k4x1,47=0,2364
Lyy= " “%’+ 0,0474x(~0,735)=~-0,1181

i A4 0,087k x 2,735=0,4631

d!
AW

—XX= -~ + 0,0474 x 2,735=0,4631

3
z:xy= —§-+ 0,0474x(-0,735)=~0,1181
Ty~ 0,044 x 2,00=0,3448

BiJ substitutie in (13) ontstaat hiermee:

6207 -Px ~Py 620 ¢~ -Pz |
0,3456 -0,2364 0,3456 = 0
- 0,0360 +0,1181  -0,1543

~ 0,0043 (6200 -Px) + 0,0409(~Py) + 0,0323(6200 -~P2z)=0
of wel: G= -0,00025 Px + 0,00236 Py + 0,00186 Pz en daar P = 31000 kg.

0= -7,75% + 73,16 y + 57,66 z

Men houde wel in het oog, dat dit de betonspanningen zijn, de ijzerspan-
ningen zijn 15X zo hoog

ay= -116x + 1097y + 865z

De neutrale as krijgt men door o gelijk nul te stellen, Haar barycentri-
gsche formule luidt dus:

-T,75% + 73,16y + 57,66z = 0



N

E

Y Y
Uit (1) volgt: T ——— =
- b sin A 0
, X Y X ¥
Uit (2) volgt: Y= o e e = R -
, ¢ c tg A 30 30

In Cartesiaanse coBrdinaten wordt de formule van de neutrale as dan
ook
454y - B7Y = 1290
Bijzondere punten hierop zijn: |
(X=2,85, Y¥=0) en (X=8,61, ¥=30)

Ultbreiding van de idee der barycentrische cotrdinaten tot de ruimte.
De baslsdriehoek wordt hierbi] DO
vervangen door een basis T

tetraeder ABCD met in de
hoskpunten de massa's

X,¥,2 en u zodanig, dat
x+y+z+u=1 (zie figuur 12)

We zien onmiddellijk het
verband met tetraeder cobdr-
dinaten, Immers volgt uit de
momentstelling t.0.z. van de;
vlakken BDC, ADC, ABD en ABC
x hy=(x+y+z+u) & - x hy=& —

Evenzo y= ﬁl , o= éi s uz‘;;
D

B C

Fig.12 Basis tetraeder., Metrisch.

Toepassing op een rechthoekige tetraeder, zoals in figuur 13 weergege-
ven ' ‘
Uit (x+y+x+u=1 volgt:
[ 4, %
= +'% T =

X=1(1-5 - 3 - &)

C

1 1
3 1 Opp A ABC= 5 abe

16/(Opp A.ABC)2=Zfliglk‘?--zE,T:LilL

131:2:3
k=1,2,3

Met de waarden voor l,‘,l2 en 1

3

krijgen we , Fig.13. Bijzondere basis tetraeder,



b

Opp A.ABC=w/aeb2+b202+a202

zodat:
abe

X=
' V%2b2+b202+3292

(1-

oM

- % -

oln

Bekijken we ook het verband met Cartesiaanse coBrdinaten.
Een der transformatie formules hebben we al

G=2Z=1zh, (19).

s N

Bepalen we het moment om AB, waarbij het zwaartekrachtsveld in de rich-
ting EG kan worden gedacht

Y = uag sinlﬂ13+ z h, cotgy (20)
De momentstelling t.o0.z. van het vlak EFG levert ons:

xX + z(--X--a1 cos %%2) - y(aq—X) - u(a3 cos QHB—X) = 0

X(x+y+z+u) = X = 28, COS s + ¥a, + UBg COS (g (21)
VX 2K _ ? X
07 T %1 Tz = #0098 Pqp 55 T 83 008 gy
DY Y |
sy = © 5z = B cote¥ .;i% = 23 8in Q4
0 7
== =0 97
v sz = B 2z _ 0
2u
a, an COS(qu 83 COS\913
dX dY dZ = - | O hO cotg ¥ a3 sin(p13 dy dz du =
0 ho 0
= a4 85 sin(?13 h,= 6 w dy dz du (22)

waarbij «» de inhoud is van de basistetraeder.
Met het bovenstaande is analoog aan het tweedimensionale probleem het
traagheidsmoment fe bepalen van de tetraeder ABCD to.o0.z. van een wille.-
kteurig plat vink. Als de afstanden van de punten A,B,C,D en E t.,0.2. van
dit viak c&,ﬂ,{,& en t bedragen zo volgt uit de momentstelling t.o.z.
van dit vizk ’

e(x+y+z+u) = €= ctx+ AY+ yz+d v



A

1

B Fig.14
Rasistetraeder, Bﬂr?centwu ch’

De gevraagde grootheld I bedraagt hiermee

= jjf 6w§>(otx+ Py+fzt 5u)2 dy dz du
L

welke bij invoering van de inkegre~laanduidingen 2
vormd wordt tot

T = 6wg{oazfxx+/s

)

etc, omge-

XX ° Xy

o
Ty 3/ (__ +€ +Po<{z£ +2oa(y

; C.\—_— ﬂ!fs_: O’F\ZT SZ )S
R T AR Iy U (23)

(L stelt voor dit geval de inhoud van de barycentrische basiectetrne’~p
voor,

We Mc_ekenen 1 9
Z: f u dy dz du= g %( —u) u? dus= % .( wtoodds )du—
0
1
17 1.5 2 &4 G R e N I
_—,2-[-51,1 "TU. +-3—u __,O——L:(B*g'{'?-)—g-o-
: 1 1-1
?:Myz.ﬁ{ uy 4y dz du = fu du Jﬁ y{1-u~-y)dy=
0 0 0
1 1-u
—_ ,\'”9‘,]//' G 7 —
= fuau [-5v0 ] ST
0 0
1 1
( (1~u)3 u du = g-.((-uu+3u3-3u2+u)du=
0 0
1,1 .3 1, _ 1
=gl5 +§ -1 3) =75
Uit symmetrie overwegirorn ol - wo27 As arndere groovhrden ~o

meer opschrijven:

o _ o5 1 o _*-
Lxx”‘ Eyy”i‘ - & “Z’x

I3 ron — _ 1

z u vz yu zu 120

In (23) gesubstitueerd krijgen we



-8-

ll

wg{ Bt +(y + 32+°</3+°‘J/+“‘S+/5!’+/35+i‘(f
_ we{3d~ 30 +33, 243§ +20(/5+2o<g+2d§+2[5(;/+2{3&+20ré'}

._\O*

* rwe faBsp? +) ,+ 52+29</3+2d(;z+2aS+2{’>{+2/55+2JI§ =

- drwef (250 (@30 259 % Lan)® (250)% (227 .
2

g

b aswe (0/+/BZJ’+¢( )

M.a.w. om dit traagheidsmoment te bepalen kan men op de middens van de
ribben %6 deel van de massa aangebracht denken en %Bvdeel in het zwaar-
tepunt, het traagheidsmoment van deze massadelen is dan gelijk aan het
traagheidsmoment van de tetraeder,
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Mathematische problemen uit de practiike.
Voordracht op 9 Maart 1955.
door

Je.A.Geurst.

Stationnaire opperviakte golven (I).

1. Inleiding.
Oppervlaktegolven in de hydrodynamica zijn golven, die ontstaan aan

het z.g. vrije oppervlak wan een vloeistof, als gevolg van de bewe-
ging van die vloeistof onder invloed van de zwaartekracht. Het zijn
dus gravitatiegolven. We veronderstellen, dat de vloeistofbeweging
is

a) zonder viscositeit (beweging van een ideale vloeistof): er tre-

den geen tangentiéle drukken op.

b) rotatievrij (zonder wervels): de rotatie ¢ v ds = O voor elke
gesloten kromme, die samentrekbaar is in het beschouwde gebied. Hier-
uit volgt, dat de snelheid van de vloeistof v (u,v,w) is af te lei-
den van een snelheidspotentiaal 0 , dus

(1) uo= QFX,Vthy,W: (‘PZ'

¢) incompressibel: de dichtheid is constant. De continuiteitsver-
gelijking wordt dan

(2) Uy + Vg bWy = 0, of (pyy + oyt Loz = 0.

De bewegingsvergeliijkingen voor de vloeistof worden nu:

du

Q2 Qu
4 o

X
€
(3) T ="%¥ - g
dw _ _Dpx
dte‘
waarbij we hebben aangenomen, dat de gravitatie werkt in de richting
van de negatieve y~as. € is de dichtheid van de vloeistof, p(x,y,z,4)
de druk en g de gravitatieconstante.
We kunnen deze vergelijkingen ook anders schrijven nl.

. = o~ BE
Wy o+ ULy VR + WU, = 5
: AV = e 2L
(4) Ve o UV b TV b WY, = < g
Wy b UW, + YW b WW, = =

(vergelijkingen van Fuler).



Integratie m.b.v.(1) levert:

% gy v Y o+ F ((pi + ‘Ps + pi) = £(1t)

Door wijziging van Y kan men deze vergelijking in de volgende ge-
daante schrijven:

(5) % + 8y + P+ oa( %i + tp§ + pg) = 0

waarbij p nu het drukverschil met de constante atmosferische druk
is (wet van Bernouilli).

Kinematische randvoorwaarde:

Lan de rand (vrije opervlak en rand van een voorwerp, dat zich
eventueel in de vloeistof bevindt) veronderstellen we dat een vloei-

stofdeeltje aan de rand gedurende zijn beweging aan die rand

blijft. Stel vergelijking van de rand f(x,y,2,t) = 0, dan geldt dus
af _ _

(6) TE = Ty w4 vfy + wf, =0

voor het vrije opperviak y = v (x,z,t) geldt dus
Mg * uYy = v+ wy =0

(7) of Mg Y PMx TP T Py

2. Linearisatie.

Hierbij nemen we aan, dat de snelheden van de vloeistofdeeltjes en
de verplaatsingen van de rand samen met hun afgeleiden "infinitese-
maal" zijn, G.W.z. we veronderstellen dat ¢ enm (we beschouwen
geen voorwerp in de vloeistof) ontwikkeld kunnen worden naar een

kleine parameter ¢ als volgt:

-2

Y= & 4 £ qz + ¢3¢3 + e
(8) y = YIO+ &1/)1-{— €.2Y12+aoa
verder D = gp1 + a2p2 + o ens

Deze reeksen behoeven niet in de gewone zin te convergeren. Het zijn
asymptotische reecksen. ?i’ M0 Py zijn z.ge. termen van de 1% orde.
Combinatie van (7) en (8) en vergelijking van termen van fezelfde
orde leverts:
e o
0~ orde: Mg, =0

1T o 1 o 1
(9) 1¢ orde: ﬂ% ToPxMx T Py

Ty

11

e b4 2 0 2 o0
2° ordes My * @X qX-+ ¢, Mz =
2 1.1 1 1 1 1 0 1 o} 1
= Pyt CxTx T2z 7 (¢Xynx'+?zynz"@yy)

Deze vergelijkingen zijn geldig voor y = ’qo(x,z,t)e Combinatie van
(8) en (5) geefts




0% orde: no =0
1
(10) 1° ordes grf + %; = ~ %T
e at 12‘
2° orde: gq + Wt*'g{\wx + %y *'(tpz>§ +
2
: L B <
N ?ty - *
Beschouwen we alleen 1° orde benaderingen, dan leveren (9) en (10)

na eliminatie van 1
n,
4

(11) @ft + g(p; = - ~§- voor y = O

3. Voorbeeld van stationnaire oppvervlaktegolven:

Hierbij zijn alle optredende functies onafhankelijk van x. Ve kunnen
de beweging dus als 2—dimensionaal beschouwen. Het gaat nu om het
volgende probleems

gevraagd ¢ (x,y;t), die voldoet aan

Py * (Pyy = 0 voor y <O
met als randvcorwaarde

pt
+ = = &= yoor = 0
Pot * 8 Py Y

e
waarbij p = P §(x) gt
( §(x) is de delta~functie van Dirac).
Bovendien eisen we in overeenstemming met (8) dat Y begrensd blijft
voor x° + y2~;oo (y¢0).
4@

Om op dit geval Fourier-transformatie naar x te kunnen toepassen,

methode:

moeten we gebruik maken van een kunstgreep (afkomstig van Rayleigh).
We verondersitellen nl. ~ in ftegenstelling tot de condities geformu-
leerd in de inleiding~ dat we aanvankelijk te maken hebben met een
wrijvingskracht, die evenredig is met de snelheid, componenten

- PPy - Ty - fo p,s Waarbij p een constante >0 is. Deze
kracht verstoort het rr+stievrije karakter van de beweging niet. Verder
stellen we ¢ = ’W(x,y)e"l(*;t .
Het gaat er dus om een Y- te vinden, die voldoet aan

Y/X + ')Dyy = 0 v £ 0
met voor y = O als randvoorwaarde
(12) - Luz'% + g’%& - ilpwy = ;§¥ P &(x) .

De termen - 1wy komt van een extra term s % in de vergelij-
king van Bermouilli, dus een extra term g ¢, in (11).

We passen nu Fourier-transformatie toe:




%b.‘ | -l
[}
v(s) = J et W (x)ax
. —_—?
moet voldoen aan
| ~sC Y 4 V gy =0 v £ 0
(13) dus Q?z e 81T A(s), want tengevolge van de wrijvings—

kracht: ~y—= O voor X2+y24co (y<0)
(13) in de vrije-randvoorwaarde:

~ wih e gl A - ipw A= P

(14) dus A = E¥p 1

- en
&7 g\Blewieipw

T Liex Isty
__1 0 iw e e
V= 5T § o ds
o Bl T~ hw
s~vlak
wiripw
3
Laten we nu 4 — 0, dan komt er
y - L iwg g o—isx sly 35
27 e e g\S\-W2
g~vlak
..Ui\
C__m g, C
__(9_1 u
&
(15) of = %#L P oS, 2% 628 y ds
' e g~ W
s~vliak
Q’J’
pl 9: S




Colloquium
Mathematische problemen uit de practiiks.
Voordracht op 23 Maart 1955.

door

JiAiGeurst.

Qtationnaire oppervl
3. (Vervolg)
2° methode (volgens Stoker).

Hierbij beschouwen we het stationmaire geval als de limiestipe-
stand van een beginwaardeprobleem voor t — e , Phayeigal is dit ook
de meest voor de hand liggende opvatting.

We vragen dus allereerst naar Ge oplossing wan het volgende
beginweardeprobleem:

Y(x,y,t) te bepalen uit:

kte golven (II).

{16) Pyx ¥ Pyy = O (y <0, % >0)
net als beginvoorwaarde
(17) (x,0,0) = ¢,(x,0,0) = p(x,0) = O en als randvoor-
waarde
Py
(18) Py + 8 %y = =" Vvoor y = 0 (t>0)

£19) waarbij p(x,t) =P8(x)e” T (4> 0} de overdruk aan het vrije
oppervlak voorstelt. Voor de oplossing gebruiken we weey Fwiransefor—

tie naar X.
oA

¢(Siy9t) = Jﬂ eisxlf(x,y,t)dx

—

) 2 =
(16) wordt =~ s°@ 4—<fyy = 0,

(20) dus ¢ (s,7,t) = A(s,t)e 'Y | want de oplessing y7(x,y§t)
moet begrensd blijven voor x2+y2—9oo (y<0).
Combinatie van (3) en (4) en toepassing van F-transformatie geeft:

S hal - p A8 Wb
(Pttjﬂggay“‘ljee (y = 0)

of met (20)
s
(21) Ay + g1S|A = B & 7P
uit (17) volgt verder A(s,0) = At(s,o) = 0,
. _op iw ~iw(t-T) sin Vgist T
(22) Dus: A(s,t)= P 0 e e d Te



b

Met behulp van de omkeerformule krijgen we dan:

w Lad -
_iw i sl y ~isx e Lw(t l in vV 2lsl > . ds
“P(XS’:Yst)—“ P e e e s BN S g ) ngl Td e O
Zen

21me 2 1/ g 18]
o £
-—1“—( t- T)
(23) = =P J coS SX j —erggT sin Vg Tds.

o
Nu gaan we het gedrag na van (x,y,t) voor t—e . Daartoe
veranderen we de integratieweg van s in de contour L. Vervolgens ver-

vangen we de sinus door complexe s—vlak
e~-machten en integreren naar T . w*
N
(24) ( t)= P .ii’i@jjjj_ J Sy
4 Pix,y, T P L e COS SX o
(v S+t ; e—i(vﬁ§§~&0% 1
-7 Twm.  vm TVEEe St
e 4 — BE— 85—
(o() (N

We laten nu zien dat (o ) en (p ) voor t — «w geen bijdrage
leveren. We nemen de tak van de 2-waardige functie 4/s, die op de
positieve re&le as positief is. Als Im. s¢ O voor s in het rechter~
halfvlak, dan geldt

Re iy vgs + w) > 0.

(o« ) heeft geen singalariteiten op de positieve re&le as. Ve kunnen
L dus weer verandaren in de positieve re&le as en m.b.v. partiéle
integratie (of lemna van 2:emanrn -Lebewgne) vinden we dat’ de bijdrage
voor t=reo. Voor () splitsen we de
integratieweg L in het gedecelte langs de reéle as en in de halve

van (« ) zich gedraagt als -

Y

cirkel contour om s = = ., Voo het eerste gedeelte geldt hetzelfde
als voor (« ), dus als % voor t = . Op de halve cirkel contour
geldt echter Re - i( v g8-w )< 0, dus voor t— o verdwijnt de bij-
*rage tot de integraal.

Resultaat: voor t — oo

(25) (p(xgy9t) — P i e-lwt J' COS SX S ds
@ e g5~ W

in overeenstemming met  (15). ‘

We tonen nu nog aan, dat (25) inderdaad de snelhsidspotentisal voar-
stelt ven golven, die naar orn=irdig reglopen. Dacrvoor moeten we dus
het gedrag nagaan voor x — 1 ¢ , Wegens de symmetrie nemen we X — t+o0 .
We doen weer hetzclfde als voor t —e0 en vervangen cos 8x door



complexe e-—machten. Dus

. 8y _isx
(26)  pleyt) > - R L | ete ag s

+

S 1 5~ ds .
g8 —w

w®)
Als X — e , dan bijdrage (B) — 0. Dit zien we door L weer te split-

gsen in een stuk langs de reé€le as en een halve cirkel contour onm
2

s = ¢§» in het onder halfvlak. Om de bijdrage van (4) te krijgen,

trekken we de contour L over de pool s = ﬁé“ heen, waarbij we na-

tuurlijk het residu in die pool in rekening moeten brengen. De con-
tour L gaat over in Lf.

Analopg aan zopas geldt Dbijdrage
(A) langs L' verdwijnt voor X —e . ,
Het residu in de pool blijft dus N 5

S

g~vigk

slechts over. -?
lim ¢ (x,7,%) = Lf)(x,y) —
'b-—)(ﬁ w2 L\Ja t)
c—Y g X W
(27) — - &4 o 8 (e VOOr X —c¢o s

g ¢

We hebben dus inderdaad een uitgaande harmonische golf met
voortplantingssnelheid ¢ = E | De voortplantingssnelheid is afhanke~

[Z8)
lijk van de frequentie w . We hebben te doen met dispersie. Voeren
we het golfgetal T = %;m in, dan komt er
W 2
g o e of /\===~=‘-=--lg
g w @




