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I.1. Algemene Inleiding

Dat cdeel van de wiskunde dat haar onderwerpen ontleent aan
de ons omringende natuur pleegt men meestal aan te duiden met de
naam toegepaste wiskunde, of in andere talen Mathematical Physics
of Mathemztische Physik. Dat deze benamlingen onjuist en misleil-
dend zijn, behoeft geen commentaar meer. Het gaat in de mathe~
matische physica, bij gebrek zan betere benaming, namelijk nlet
om de physica, maar om de mathematica en meestal worden bepaalde
physiche verschijnselen en wetten in een wiskundig gewaad ge-
stoken en als ultgangspunt gekozen van een min ofvﬁeer ultyvoeripe
mathematische problematiek.

In het bekende tweedelige werk van Courant en Hilbert
"Mathematische Physik" zal men dan ook nauwelijks Physik aantref-
fen, Anderzijds 1s het natuurlijk wel waar, dat men in de mathe-~
matische physica zich er voortdurend van bewust is, dat proble-
men uit de practijk met behulp van de ontwlikkelde methoden en
hulpmiddelen inderdaad aangepakt en opgelost kunnen worden, maar
de nadruk valt steeds op de mathematische metheden en minder op
de toepassingen, ’

Het blijkt namelijk, dat verschillende physische verschijn=-
selen een zelfde mathematische beschrijving teelaten en dus met
dezelfde mathematische hulpmiddelen epgelost kunnen worden, Er
zijn dus in feite twee manieren om de onderwerpeén van de mathe-
matische physica aan te vatten, : ,

De gebruikeli jke methode is een systematische behandeling
van wiskundige methoden waarblj van glke methode de verschil-
lende toepassingen worden bestudeerd, Dit 1s de gevolgde methode
in o.a, het boek van Courant en Hilbert. Deze methode is voof<
een handboek zeer geschikt, maar bij deze cursus volgen wij een
andere methode. Wij nemen namelijk een bepaald physisch onderwerpx
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waarbl] er geen voorkeursrichting 1s, zal om symmetrieredenen de
warmtestroom in een punt van een isotherm loodrecht op deze iso-
therm verlopen.

Als basils voor de warrtegeleidingstheorie van isotrope
media kigen wij nu het volgende:

De hoeveelheld warmte welke een oppervlakteelement d van
een isotherm van binnen naar buiten passert in een tijdelement
dt is gelijk aan

- K%Edadt (2.2)

waarbij K een constante is en 9/pm differentiatie langs de
naar bulten gerichte normaal van het oppervlak voorstelt,

De uitdrukking 2.2 geldt ook algemeen voor een willekeu-
rig opperviakteelement do, Dit blijkt uit de volgende overwe-
ging.

Beschouw een infinitesimaal viervlakje PABC met rechte
hoeken in P en laat PAB in hef raakvlak van P aan de door P
gaande isotherm liggen. Door PAC en PBC passeert geen warmte-
stroom. Dle door PAB en ABC heffen elkaar op, terwijl g%'niet
verandert,

Uit de toestand ten tijde T kunnen wij de toestand op ecn
later tijdstip afleiden. Dit geschiedt met behulp van een par-
tigle differentiaalvergelijking, de warmtevergelijking, welke
in felte de overgang van twee toestanden welke onmiddelijk op
elkaar volgen, b.,v, t en t + dt,beschrijft.

Deze warmtevergelijking kunnen wij op twee wijzen aflei-
den,namelijk in micro en in macro. Bij de afleiding in micro
bekl jken wij wat er gebeurt met een infinitesimaal blokje (dxq
dx de). Bij de afleidng in macro wordt een willekeurlg brok
medium beschouwd, ‘

De aflelding in macro zullen wij later geven, omdat hier-
voor nog.wat voorbereiding nodig is. Wij geven nu de afleiding
in micro, Beschouw een blokje bepaald door ay< Xy <ay + dai,
De warmtestroom in b.v,. de X,I richting is van binnen naar bulten .

gerekend;
K {QE.(_&IQ_)_ - ?T(a, + da,) & da,da,dt

3
’axq qu
of - X --2"’2T da_da.da.dt
. oxg 17772773

In alle richtingen tezamen dus

2
- + 27 |
K(axq ax2 553 ) da,daydasat (2.3)




waarbl] er geen voorkeursrichting is, zal om symmetrieredenen de
warmtestroom in een punt van een isotherm loodrecht op deze iso-
therm verlopen,

Als basis voor de warrtegeleidingstheorie van isoftrope
media kigen wij nu het volgende:

De hoeveelheld warmte welke een oppervlakteelement d wvan
een isotherm van binnen naar buiten passert in een tijdelement
dt is gelijk aan

- K 5—-daﬂt (2.2)‘

waarbij K een constante is en 9/o0m differentiatie langs de
naar buiten gerichte normaal van het oppervliak voorstelt.

De uitdrukking 2.2 geldt ook algemeen voor een willekeu-
rig oppervlakteelement do , Dit blijkt uit de volgende overwe-
ging.,

Beschouw een infinitesimaal viervlakje PABC met rechte
hoeken in P en laat PAB in het ragkvlak van P aan de door P
gaande isotherm liggen. Door PAC en PBC passeert geen warmbe-
stroom, Die door PAB en ABC heffen elkaar op, terwijl g%fniet
verandert.,

Uit de toestand ten tijde t kunnen wij de toestand op een
later tijdstip afleiden, Dit geschiedt met behulp van een par-
tigle differentiaalvergelijking, de warmtevergelijking, welke
in feite de overgang van twee toestanden welke onmiddelijk op
elkaar volgen, b,v, t en t + dt,beschrijft,

Deze warmtevergell jking kunnen wij op twee wijzen aflei-
den,namelijk in micro en in macro. Bij de afleiding in micro
bekijken wij wat er gebeurt met een infinitesimaal blokje (dx
dx,,,dx ) Bij de afleldng in macro wordt een willekeurig brok
medium beschouwd,

De afleiding in macro zullen wij later geven, omdat hier-
voor nog.wat voorberelding nodig is. Wi] geven nu de afleiding
in micro, Beschouw een blokje bepaald door ay< Xy <ay * dai°
De warmtestroom in b.v, de Xq richting is van binnen naar buiten
gerekend;

K {33(_6.‘_12_ . oT(a, + day) } da,.da.dt

’bx,] » DX,I 273
of - K 2% da_da da,dt
oxg “84%82¢8
In alle richtingen tezamen dus
2
‘a .
- K +
( ax2 ——-§X3 )daqdagdaBdt (2.3)



De warmtetoename van het blokje in dt is gelijk aan

pe { ot +at) - (%)} da,dayda,

ec 5t daqdaedaBdt (2.4)

De constanten p en ¢ zijn specifieke eigenschappen van
hev medium,nl, de dichtheid en de specifieke warmte.
De totale warmtebalans levert, dat de som van 2.3 éen 2.4

nul is. Aldus vindt men

2%t 2%, 2Pr _ec ar
5% 3t

. (2.5)
2 2 .
3x1 BXE 3x3

BiJ de afleldhg van de warmtevergelijking 2.5 zijn nog
stilzwijgend enkele veronderstellingen gemaakt, zoals de constant-
heid van K en ook dat in het medium geen warmte ontwikkeld wordt
(chemische reactie). Later zullen wij een warmtevergelijking
ook voor deze gevallen afleidan. Voorlopig beschouwen wilj dus
een medium, dat thermisch isotroop en homogeen is, waarin geen
warmte ontwikkeld (of onttrokken)wordt, De combinatie K/ gc
wordt gewoonlijk x genoemd, Kelvin noemde »x de "diffusity". Wij
zullen echter een zodanige tijdschaal kiezen, dat x= 1 . M.a.w,
wilJ houden ons bezig met de vergelijking

2 ﬁ = 2-‘.:.[‘_ ° (2‘6)'
- ax? at

1.3. Randvoorwaarden.

Aan de oppervlakte van het medium hebben wij de volgende
typen van voorwaarden:
a. De temperatuur is een voorgeschreven functie van de tijd:

T = g(xq,X2,X3’t)
b. Het medium is gefsoleerd, zodat de warmtestroom door elk op-
pervliakteelement = 0,

waarbij n de normaal op het oppervlak is.
¢. Een voorgeschreven warmtestroom aan het oppervlak :

aT
5= = g(xq,xg,XB,t) .

d. Het medium straalt warmte uit in een omgeving van temperatuur

TO:

K == + H(T - T,) = 0 (wet van Newton)



e., Aan een scheidingsvlak tussen twee homogene medlia met de

warmtegeleidingscoéfficiénten K,1 en K2 heeft men

{ Ty =Ty
k. 2T =g, 9Tp

2 on an

(o2

De problemen welke men in de warmtegeleidingstheorie ont-
moet, zijn meestal van het volgende type. Van een medium kent
men de thermische toestand op een bepaald tijdstip. Aan het op-
pervlak heeft men een combinatie van randvoorwaarden a - d. Men
vraagt nu de thermische toestand op een willekeurig later tijd-
stip. In sommige gevallen is men tevreden met de stationaire
toestand,d.w.z. de limlet waartoe de functie van de temperatuur--
verdeling voor grote waarden van t nadert.

I.4. Een oneindig uitgebreid medium met gegeven begintoestand.

Wij nemen aan, dat de begintoestand slechts van één rich-
tingsvariavele x afhangt. De warmtevergelijking is dus

2
o T oT
= 2o (%.1)
en voot t = 0 T = g(x). (k.2)

Dit simpele geval geeft, zoals zal blijken, al aanleid ' ng
tot heel wat problemen. Een gebrulkelljke methode van oplossen
is het principe van scheiding der variabelen., Stel eens, dat

T = fq(x)fp(t) ee~ oplossing van 4,1, voorstelt, Dan is

a5
f1 fp
hetgeen alleen kan, wanneer beide leden een constante b.v. - A2

voorstellen., Hierdoor wordt 4.1, gesplitst in twee gewone dif-
ferentlaalvergelijkingen nl.

2

asr af
1 2 _ 2 2
dX2 + A f,' = 0 I +;\f2=0 ()‘!-,3)
Hieraan wordt voldaan door
£, = A cosax + A sinxx f, =B 2% y
£ 1 ,] 2 2 - e e ( <7

Gebruikmakend van het superpositiebeginsel nl., dat een

lineaire combinatie van oplossingen van 4.1 een nieuwe oplossing
van 4.1, levert, is dus b.v.
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o0
At

J e cous Ax 76(11) dA

-0
een oplossing van 4.1. Aangezien 4.5, een even functie van x is,
kunnen wij hier alleen wat mee bereiken, indien ook g(x) even is.
Voorloe}g nemen wij dit maar aan, en tevens veronderstellen wi],
dat ,i}g(x)l dx bestaat,

Aanpassing aan de begin-voorwaarde geeft:
ca

g(x) = | cosaxgmndd (4.6)

—~
Hierult kan ¢ (A) gevonden worden met behulp van het om-
keertheorema van Fourier:
cC (<]

£(x) = 2 j cosxu du j'f(t) cosutdt (5.7)

o0 ™4 )

indien ‘f\f(x)\ dx <o en £(x) continu en van begrensde variatie
o

in elk eindig interval. Uit 4.6, volgt dus

o?

?SCA}: 5? j ?[ulc,asﬂu.o.’.oc. (408)

2

Indien echter in 4.5, ¢ (1) een contante = ¢ is, is niet
meer aan de voorwaarden van het omkeertheorema van Fourier vol-
daan., In dat goval kan.de integraal 4.5, gemakkelljk uitge-
rekena worden, Schrijf b.v.

cQ

../\1'(:-‘—/1’“:
c Re/ e L A
~ oo
stel A - %% = u en neem weer de re&le as. Aldus ontstaat
1 X
‘,ﬁ._‘ -t
Cce e o«
-l
dus
T %2
C, \/rt- exp (-— E%—) (‘)‘{‘.9)
Kiezen wij om redenen die straks zullen blijken c =2% s dan
hebben wij dus gevonden, dat
S( J) _ 1 X2 i
X58) = 5= exp (- E?) {4.10)

een oplossing van 4.1. voorstelt. Deze oplossing blijkt enige

merkwaardic. :igcq;nhappen te bezitten. Men heeft nil,
. fS(x,t)dx = 1
o 0 x £0 o
1im  S(x,t)= {:ao x =0 (%.12)

t -0



De betrekking 4.11 betekent dat de in het medium aanwezige to-
tale warmtehoeveelheld , de eenheid, niet verandert, Dit is
physisch zonder meer duidelijk. Mathematisch volgt het ult in-

tegratie van 4%.1. naar x:

7o)

aJT( t)d~-92w~o | (%.13)
5% _J AR T : ’

De betrekking 4.12 betekent, dat op t = 0 alle warmte is op=-
gehoopt in het punt x = 0. De door 4,11, en 4,12, voorgestelde
functie heet de "deltafunctie" en wordt geschreven als d (x) dus

{ _zch(x)dx 1 (4. 11)
Fx)=0 x £ 0. '

i

eligenlijk hebben wij hiermede het gebruikelijke gebled van het
mathematische functiebegrip verlaten. Echter blijkt, dat de delta-
functie nooit zelfstandig optreedt, maar steeds in relatie me?b

andere functies nl.
[

[ 2(x)8(x - a)ax = £(a) (4.15)

—cn
Ultgaande van deze gedachte heeft Schwartg kort geleden het
functiebegrip dienovereenkomstig uitgebreid en voor het gebruik
van deze deltafunctie een strenge mathematische basis gelegd.
WiJj keren nu weer terug tot het oorspronkelijke probleen
4.1, en 4.2, De aanvangsvoorwaarde splitsen wij in zijn ele-
menten, elk waarvan een deltafunctie voorstelt nl.

T = g(é)dé d(x-&) (4,16)

De bij de beginvoorwaarde 4,16, behorende oplossing is volgens

4,10
2
(1LY {_ izc_—.“’:LII (%.17)
2Vt bt .
Het superpositiebeginsel levert
w .
t=0 g(x) = |88 d(x-2)as
en dus @ o k- 8)?
£ty 0 T(x,t) = — jg(a)e' E e (4.18)
TC ~00

#

Achteraf verifi&ren wij nog even het gedrag van 4.18 voor t-o0.
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1
Substitutie &= x + 2t2u geeft

[
1 % —u?
T(x,t) = g(x + 2t2u) e~ du
Vr o e

Is dus g(x) continu en is het gedrag voor x -» ¢ zodanlg, dat
uniforme convergentle verzekerd is, dan is inderdaad

(7]
1

lim T(x,t) = ——— j’ g(x) e"uzdu = g(x)
£ 0 VI %y
zodat 4.18. aan alle eisen voldoet.
De functie g(x) in 4.18 behoeft niet even of oneven te zijn
Wij laten wu zien hoe in dit algemene geval de oplossing met be-
hulp van de Fourier transformatie gevonden kan worden. De stel-

ling waarvan wij ook later nog gebrulk zullen maken 1is als volgt:

co

Als F(u) = —t £(t)e W Pat (4.19)
Vor o

is £(x) = —Q;- F(u)éixudu (%.20)
ver ;L

wanneer yoldaan is aan één der volgende voorwaarden

a. quf(t)\ dx < e en f(x) continu en van beperkte variatie.
b. f(x) continu en van beprkte variatie, voor X—sta:convergeert/
m%?otoon naar O,

J g%zl-dt en_émfﬁt) dt bestaan,

Indien f(t) even is, is ook F(u) even en kunnen 4.19 en

4L.20 in resle vorm gebracht worden en ontstaan de zogenaamde
coginustransforms.
WiJj herhalen nog even het gestelde probleem

2°1 3t
S22 3T
t=0 T = g(x)
De oplossing zoeken wij in de vorm
(-]
2
1 J ~3%% +axi
T = — e A)da . 4.2}
7= J é (2) (4.2))
Voor t = O is dus
o0
g(x) = 2= [ e g (a)an. (4.22)
Var 4,

Toepas=ing van het omkeertheorema van Fourier geeft dus,
mitscﬁ(h) aan de bijbehorende voorwaarden voldoet

i ~Auv
é(Al= et [ y 9 (w) el (&.23)
-



Substitutie van 4,23, in 4.24. geeft
<o

1 2ot 42 * i
"o - + A xi -Au
T - 2‘/7' J.op € d ;\ -jco €

4 %] B ._.0.0.7\2 A 1
T f g{uddu Iwe“ + A (x-u)lgy

g(u)du

i

. LI o
)
1 J- - X-U
= u) 0T d

in overeenstemming met 4.8,
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1.5, Een lichaam begrensd door twee evenwijdige vlakken

Het volgende voorbeeld toont enkele gehéel andere aspecten
van de warmbtegeleidingstheorie; i,h.b., wordt hier het effect wvan
de randvoorwaarden gedemonstireerd.

Beschouw de "plak" 0< x ¢ a waarvan de grensvlakken op de
nul-temperatuur gehouden worden en waarbij de begintemperatuur

bekend is:

E Y 04x¢a
%%Vt ‘

T= 0 x=0 , X=3 (5.1)
T = g(x) t=0

We passen wederom het principe van scheiding der variabelen toe.
De combinatie _Azt

e 8in Ax (5.2)
blijkt voor alle waarden van A aan de differentiaalvergelijking
te voldoen maar slechts voor speciale waarden van A lukt het om
de randvoorwaarden T = o0 bij X = 0 en x = a te bevredigen, n.l,

]

A___é__ n=0,+1, +2 ... (5.3)

Deze A's noemt men de eigenwaarden van het probleem en de bij-
passende functies(5.2)n.1. b
_nt }

2 .. NTX 1\
V.= e a sin 5 ) (5_4) .

de eigenfuncties.

ra M
Eigenlijk is het begrip “eigenyaarde” niet scherp gedefini-
o 1
eerd, want men zou b.v, even goed A2 =M/§i de eigenwaarde kunnen

noemen., Voorlopig zullen we nog geen behoefte hebben aan een
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scherpe definitie van eigenwaarde, De hoofdzaak is, dat er een
reeks eigenfuncties(5,4)bestaat welke gerangschikt kunnen worden
volgens hun gedrag voor t - o0,

Elke eigenfunctie 1s een oplossing van de warmtevergell jking
en de randvoorwaarden. Om nu aan de beginvoorwaarde aan te kunnen
passen zoeken we de oplossing 1n de vorm

n2r?

) _n ot
Ty A sin n;;x e a® . (5.5)
1
Voor t = 0O is formeel
= —~
g(x) = 27r A, sin né‘x . (5.6)

We nemen nu aan, dat g(x) in het interval (Q,a) begrensd is en
aan de voorwaarden van Dirichlet voldoet en dus ontwikkeld kan
worden in een Fourier reeks., De coefficienten Anzﬁxl derhalve de
Fouriercoefficienten van g(x)

.. NIX
sin ——=
a

g(x) dx, (5.7)

Het is gemakkelijk in te zien, dat de reeks (5.5) met de Fourler-
coefficienten A van (5.7) uniform convergeert voor t25t0t70 en
04x 4a , en dat in dit gebled aan de differentiaalvergelijking
en de randvoorwaarden voldaan is. Dat aan de beginvoorwaarde vol-
daan 1s volgt uit een stelling van Abel.

Indien g(x) niet aan de voorwaarden vanaDiPichlet voldoet
maar toch of begrensd is of zodanig is dat j \g(x)) dx Dbestaat,

-a
geldt(5.6)weliswaar niet meer, maar toch blijkt(5.5)aan alle eisen
te voldoen en voor t- 0O inderdaad g(x) op te leveren,
Volgens een stelling van Fejér is namelijk(5.6) wel sommeerbaar in
de zin van Cesdro hetgeen wil zeggen dat

S+ Sotee.t+ S
1im 1 2 n
-0

n

&

n
waarbij 3, = z::Ak sin kzwc bestaat en in elk continuiteitspunt
1
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van g(x) inderdaad g(x) voorstelt. Een kleine uitbreiding van de
stelling van Abel laat dan zien dat hieruit volgt dat voor £t—0

(5.5 g(x) oplevert,

We brengen nu een kleine complicatie aan n.l., door de rand-
voorwaarden van(5.1)te wijzigen in

iT=T,I X =0 (5.8)

T=T X =a -

2

We gaan nu a.v. te werk, Denk de oplossing T(x,t) opgebouwd
uit twee bestanddelen U en V, waarbij U en V voldoen aan:

afu

d
U = Tq X =0 (5.9)
U = T2 X = a .
2% _ oy
ox2  oF
V=0 X=0, % =a2a (5.10)
V =g(x) - U t =0

Het eerste probleem is stationnair en gemakkelijk op te los-

sen
, X
U = T,] + (T2 - T’l) a3 (5"1/])
Het tweede probleem hebben we reeds opgelost n.l,
=
S ., NWX
v =1T B, sin — (5.12)
met 3
_ 2 X . NX
B, = A,- 3% j {T1 + (T2-T,]) _a—lf sin —= dx
0
waarbij An door 6.7)gegeven is, Na een kleine reductie is
2ft, - (-1)° T \
_ 1 2 .
Bp, = Ap - . (5.13)

zodat de gevraagde oplossing er als volgt uitziet
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a
0 -1+ (-1)7 T
X 2 1 2 T nwu
T=Ty+ (Tp-Ty) 5 + = 3;{ n + 5 [ sin 54— g(u) du
o
_ ngirgt
sin n;TX e aE : - (5.14)

We maken het vervolgens nog wat moeilijker door T1 ook van de tijd
afhankelijk te nemen., Het probleem is a.v.

(2% _ar
%2 ot

J{T:cﬂt) X = 0
T = 0 X = 3 (5.15)
T = g(x) £ =0

We stellen weer T = U + V waarbij U aan(5.1)voldoet en V aan

¥ _ v

ng ?;E
{V = () x=0

v o= 0 X = a (5.16)
Vv = 0 t =0

Vervolgens passen we op(5.16)weer het superpositiebeginstel toe
n.l., door de variabele randvoorwaarde op te bouwen uit elementaire_
stukjes corresponderend met de randvoorwaarde(5.8)o

Laat F(x,t) de oplossing zijn van

3°F _F

2 9%

P o= 1 X = 0 (5.17)
§F = 0 X = g

F = 0 t =0
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De oplossing van(5.16)waarbij de voorwaarde blj x = O vervan-
gen is door

= 0 teT
V= & (7) T b THdT
V= 0 t )T +AT

is dan

¢ () F (x, t-7) - P(x,£-T-d7)

of
4 (r) * %E' F(x,t-1) dT

Het superpositiebeginstel levert daarmee als oplossing van(5,16)

| 2%F (b9 ¢ (2) av . (5.18)
0

Deze gpeciale toepassing van het superpositiebeginstel op een
tijdafhankelijke randvoorwaarde staat ook bekend als het prin-
cipe van Duhamel (1833).

Volgens(5.14 )is
nznet)

82

cQ
I @Qt) = ] - 2”_ %- sin E§E: exp (-
1

i

)| ro

De oplossing van+5.15) kan nu gemakkelijk samengesteld worden,

I.6. Algemene theorie

We beginnen met enkele begrippen uit de tensorrekening.

X~ X, met

Beschouw steeds een Cartesiaans assenstelsel Xq, 2 X5

co¥rdinaten %y (3= 1,2,3).

Onder een tensor van de k° orde verstaan we een stelsel van
functies met k indices (ij = 1,2,3) :

T (xqsx2’x3.) (6.1)

iqig"'ik

zodanig, datv deze componenten bij overgang op een ander assen-
ste1§e1 getraasformeerd worden als het product van k vectoren
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‘De gevallen k = 0 en k = 1 corresponderen met de begrippen scalar
en vector. De belangrijkste eigenschappen van tensoren zijn

1, Het product van twee tensoren 1is weer een tensor.

2, Identificering van indices 1evert'weer een tensor op.

Onder identificering van indices verstaan we het volgende, Indien
in(6.1)de indices i, en i, geldentificeerd worden past men somma-

tie over deze indices toe:

Tes N = T,.. .+ Tans . + T o

1113.,.1k 4113.,.1k 2213"°1k 33i3.,.1k
waardoor een nieuw stelsel met twee indices minder ontstaat. Dit
is dus een nieuwe tensor met orde k = 2,

Ten eenvoudig voorbeeld is het scalarproduct van twee vecto-
ren 81(81582983) en bi(bﬂ’b2’b3) n.l,

aibi = aqbq + 82b2 + a3b3

Zodra duldelijk is, dat men met tensoren werkt worden sommatie-
tekens steeds weggelaten, omdat de sommatie door de gelijkheid
van indices wordt aangegeven.
Een belangrijke rol speelt de differentiaaloperator
(2 =2

2 2
b E X

- ’ %;E-) welke de rol van symbolische vector speelt.
i 1 2 3

. . 8
Uitgaande van een scalar 8 is dus -—— een vector, de z.g. gra-
b

diént van . i Bvi
Ulitgaande van een vector Vs is dus S%o 0 het scalarproduct
van %%—- en Vi een scalar, de z.g. diverge%tie van'vi.

i

De temperatuur T in een medium is een scalarfunctie van
plaats en tijd. De gradi&nt van T n.l, o T is een vector welke de
S 3%y
richting van het maximale temperatuur - verval aangeeft,
De warmtestroom welke optreedt tengevolge van de temperatuursver-
schillen wordt enerzijds bepaald door de temperatuur-gradi&nt,
anderzijds door de eigenschappen van het medium.

Men definieert nu de vector van de warmtestroomdichtheid Si door

Sy = - Ky o (6.2)
VX,
J
waarbij in de tensor Kij de eigenschappen van het medium opgeslo-
ten liggen.
De hgeveelheld warmte die door een oppervlakteelement do¢ met

normaalvector ny passeert is
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n, S, do- (6.3)

of
(6.4)

Het feilt, dat de hoeveelheid warmte in een gesloten systeem
niet verandert,wordt ultgedrukt in de z.g. continuiteitsvergelij:
king. Beschouw daartoe een georié&nteerd infinitesimaal blokje me%
pribben dx, dy, dz. Volgens(6.3)is de hoeveelheid warmte welke in
dt sec. instroomt gelijk aan

P . \
- .%-ii Si dx dy dz 4t (6-5,
In dit tijdsinterval heeft het blokje een hoeveelheid warmte op-
genomen gelijk aan

Pe %%l dx dy dz dt (6.6)

Men heeft dus de volgende continuiteitsvergelijking

3T 3 . \

ec;g—t— + :53-{-1 51—-0 (6.7}
Indien plaatselijk nog extra warmte wordt opgewekt b.v.
A(Xq,xz,XB,t) per tijdseenheid en volumeeenheid moet aan(6.7)deza
term nog extra toegevoegd worden:

D ‘
ec st +,S§i Sy = A(Xq,XE,XB,t) (6.8)

De warmtevergelijking ontstaat tenslotte door substitutie van(6.2)

in(6.8)

2T 0D D
eC .-:)—E-= 5—-}-{—1 (Kijﬁj) T + A(X,], X2_, XB, t) (6.9)

We vermelden voorts de stelling van Gauss welke zegt dat ecn
volumeintegraal van een divergentie van een vector veranderd kan
worden in een oppervlakteintegraal van de normaal van de vector:

o .

vol opp

&

Het bewijs hiervan verloopt doorgaans in verschillende trappen.
waarblj een willekeurig lichaam in convexe delen wordt verdeeld en
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waarbij een convex deel zelf weer in een bundel cilindertjes even-
wijdig aan de X1 richting wordt verdeeld. Parti&le integratie redu-
ceert dan de drievoudige infegraal van ?ril tot een tweevoudige enz.
) X4
Met behulp van deze stelling van Gauss kan met tot een aflei-
ding in macro van de warmtevergelil jking komen. ‘
De totale winst aan warmte is per tijdseenheid gelijk aan

j]j(gc %% ) d

hiervan komt voor rekening op de warmteopname aan het oppervlak

- lf(nisi) do

en de inwendige warmteproductie

[H(A) av

dus

[{e=3 - ov v [foy) ae <o

Volgens Gauss dus

[[[{ec 5% + &0 - a}ae=o (6.1

Aangezien dit voor elk volumedeel geldt volgt hieruilt de warmte-
vergelijking(6.8) of(6.9)

De integraalvergelijking(6.%1.)1is eigenlijk iets algemener omdat
deze ook discontinulteiten en deltafuncties in de integraal toe-
laat, b.v., A = 5(x1—a1) g(xg—ag) 5(X3-83).
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T.7. Diffusie

Het verschijnsel wan diffusie kan op mnaloge wijze beschre-
ven worden als de warmbteoverdracht. Bij diffusie heeft men mate-
rieoverdracht en worden verschillen in concentratie uitgewist. Bij
diffusie beschouwt men meestal een gasvormig of vloeibaar medium
waarin een bepaalde stof zich bevindt b.v. rook in lucht, kleur-
stof in water. We beschouwen voorlopig het eenvoudige geval van
een stilstaand medium waarin zich een enkelvoudige stof bevindt.
De toestand kan begchreven worden met een concentratie gemeten b.vs
als massa per volume-eaheid of aantal moleculen per voluims- ecnheid.
We zullen practisch blijven en de concentratie c¢ in kg/m3 witdruk-

ken.

Tengevolge van concentratieverschillen treedt een materie-
transport op, dat analoog aan de warmtestroomdichtheid (6.2) be-
schreven kan worden met de vector van de materiestroomdichtheid

(7.1)

waarbij Di' de diffusietensor is.
Meestal is de diffusietensor isotroop en heeft men slechts te ma-
ken met een enkele diffusgiecoéfficiént D en dan is dus

Qy =P $% (7.2)

De hoeveelheid materie welke in dt sec. een oppervlakte—
elementje 40 passeert wordt (zie 6.3) uitgedrukt als

n,Q do-dt ‘ (7+3)

De dimensie van D is blijkbaar opp/tijd.
Ook hier geldt weer de continuiteitsvergeliikine (zie 6.7)

de ) :
ST = Bxi Qi (7+4)

&

en verkrijgt men door substitutie van (7.2) de diffusievergelijking

v
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e e d oc
ST %, Py (7.5)
of : _
9 ¢
W:'DAQ (7+6)

indien D niet van de plaats afhangt, Voor zeer verdunde o@lossin~
gen is D onafhankelijk van de concentratie en geldt (7.6).

1.8, Poreuyze medig.
We beschouwen hierin de stroming van een compressibele vlceie

stof in een poreus medium h.v. 0lie in een laag zandsteen. De
stuwende kracht welke de vloeistof doet stromen is de druk p wele

“%ke de dimensie kracht/opp of [ml” 't 2] heeft. Analoog aan(6.2)
en (7+1) is de vector van de vloeistofstroomdichtheid

9
'V‘i:- )\lJ““T‘E" (8.1)
J

 waarbij Aij de permeabiliteitstensor heet. Meestal is hij
isotroop en dan schrijft men gewoonlijk na afsplitsing van de vis-
cositeitsconstante . , dimensie [m~ 1T
- . K. 2D \

waarbij k de permeabiliteit heet, dimensie | 1°] .
De vergelijking (8.1) of (8.2) staat bekend als de wef ven
Jngréz (H,Darcy, Les fontaines publiques de Dijon, 1856). Men kan
asn het rechterlid van (8.2) nog een uitwendige kracht toevoegen,b«n

D P
Vi = $§f§; (8.3)
_ +3
P - -j%* (p+V)

waarin V de potentiaal van de uitwendige kracht is. Bij in reke-
ning brengen van de zwaartekracht is bev. V =~ng, waarbl] de no-
tatie wel voor zichzelf spreekt.

De hoeveelheid vloeistof welke in dt sec. door een oppervlakbew
element d¢ stroomt is gelijk aan vinido~ » Dit is dus een volumes,
In massa uitgedrukt moet nog met de dichtheid e vermenigwuldigd
worden.

De onvernietigbaarheid van de massa komt weer tot uitdrukking
in de continuiteitsvergelijking

&

3p D
€=+ 'bxi evj_:O (8+4)
Hierbij stelt ¢ de porositeit van het medium voor d.w.z. het

voor vloeistof beschikbare vrije volume als fractie van het totale
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volumes.

Uit (8¢3) en (8.4) kan nog geen bruikbare vergelijking af-
geleid worden omdat er twee afhankeliljke variabelen p en ¢ op-
treden. Als ontbrekende relatie heeft{ men echter nog de toestan@g;

vergelijking

P =g exp c(p=p,) (8:5)
welke voor een compressibele vloeistof geldt. Zonder moeite vindt
men nu, V verwasarlozende,

Ap- Sgm e (846)

dus weer het type van de warmbevergelijking.

I.9. Andere cobrdinaten.
In Cartesiasanse colrdinaten is de warmtevergelijking

'mht = AT (9‘1)

‘et
2 2 2
A b 2 + 9

N 3 z°

In een ander cofrdinaten stelsel x1x2x3-—e u1 u 5 113 vin-

il

(9.2)

“den we een ingewikkelder vorm welke of met behulp van de trans-
formatieformules afgeleid kan worden of door een rechtstreckse
“physische” beschouwing gevonden kan worden.

We kiezen het eenvoudige geval dat het nieuwe cobrdinaten-
stelsel weer orthogonaalis. Het lijnelement is dan

2 2 . 2 2342 . o

ds” = T, du1 + Ldu2+ 3(3.113
waarbij T, een functie van ( u1,u2,u3) is. Beschouw nu een
volumeelement gevormd door vlakken u; o= constant

3

T, du,

dan geeft toepassing van de warmtebalans meteen

T, 7,7 BT‘ -S> A {T1T3 %%;3 (9.3)

zodat dus
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'a.Cylindercoﬁrdinaten X =1r cos ¥

¥y =r sin ¢
Z = Z
B ds? = ar® + r?ay® + az®

2 ) 2 o
Ah:m(‘tﬁ)*_%"%—(}l*—.a—;’“ -
..b» _Bolcobrdinaten X = r cos ¢ sin@
y = T sin ¢ sin @
7 = T oos @
dsz = dr2 + :r'2 sin29 dcpg + r2d6 2
L2 (2N, 3 e X 1 2%
A= nt bt(l 2 e 5in @ be(j " be) C T e Yt *

I,10. FEen diffusieprobleem.

We denken ons het volgende experiment uitgevoerd. Twee even
grote reageerbuisjes zijn gevuld resp. met schoon water en water
waarin een kleurstof is opgelost. Nu worden ze verticaal op elkaar
geplaatst zodanig dat de vloeistofspiegels aan elkaar grenzen. Ge-
makshalve hebben we even een impermeabel wandje asngebracht tussen
de beide vloeistoffen. We trekken dit nu voorzichtig weg en dan
begint een diffusieproces waarbij de scherpe scheiding tussen de

vlioeistoffen vervaagt.
Met enige voor de hand liggende vereenvoudigingen kunnen we
het volgende mathematische model opstellen

2
D gg = '31? -0 £X £ + co
X
0 x £ 0
c x »O0
¢ — O X — —~ O
c —~ C, X — R

Dit is een bijzonder geval van het in I.4., behandelde problecm.
-=¥olgens (4.18) is de oplossing

o &, (10.2)

cC = C

- Cx-8)%
1 4 DE
: o *'“‘*""/e
2Y7eDt
e}

&

of, indien we de errorfunctie invoeren volgens
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erf X = ?_ oj 5 ak . (10.3)

- o (1+ erf E— ) (10.4)
€= 77 2VD% )

De errorfunctie komt veel wvoor bij problemen uit de warmbtegeleiding
enz. en daarom vermelden wij nog enige belangrijke eigenschappen
van deze functie.
Duidelijk is erf ¢o = 1
erf(=-x) = —erf x
Vaak schrijft men het complement 1 - erfix als erfc.x,dus

co
2
- = 2 J -_é‘ O
erfex = s e aé (10.5)

De errorfunctie kan worden ontwikkeld in een machtreeks

: £ 2n+1
T S b
erf x = = R %?H:TT“ETH (10.6)

of voor grote x in cen asympbtotische reeks

2 n 1
-z erfo.x.= Ve o % zz: ~12n 2? 2 xmen-1 (10.7)
o 2 n

T.11. Fen cilindrisch probleem.

Beschouw een oneindig lange cilinder en laat de begintempe-
ratuur op t = O gegeven zijn door T = £ (r). Het oppervlak hou-
den we op constante temperatuur die we als nul-temperatuur kunnen

kiezen. De vergelijkingen zijn

2
e 1. %7 30
br2 + T = = O <re a
T =20 r = g (11.1)
T=f(I’) t = 0,

Stellen we
2

T = ¢~ A% v

waarbij v een functie van alleen r is, dan voldoet ¥ aan

2
L d"v 1 dv 2.
o T et AT =0 (11.2)
De z.g.vergelijking van Begsel
2
d d '
L ; v =0 (11.3)

dr
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heeft de fundamentele oplossingen

I, (r) met J (r) =1 »r-0
0 2 T
YO (r) met YO (I‘) en “‘;ﬁ"{lnmz-"" +JJ} =0,
Gemakkelijk leidt men af
w n 2n ‘
_ (=1} T )
3, (r) = g T kz : (11.4)

De oplossing van (11.2) is dus A I, (» r)+B Yo( AT

Voor r- 0 moet T en dus v eindig blijven en volgt B = O.(de ont-
brekende randvoorwaarde!).

De gewenste oplossing van (1 ﬁ-‘l) moet dus opgebouwd worden
alsg een lineaire combinatie van oplossingen

2 .
e~ MY I (Ar) (11.5)

De randvoorwaarde bij r = a geeft de eigenwaarden

JO(Aka) = 0. (11.6)
Gemakkelijk is in te zien dat de eigenwaarden re&el zijn.

Wij bewijzen n.l.
A Fum

a O
ey ;1 &
J Jo(ﬂr) J, (mr) rdr {E‘:f? (e (11.7)
: 2 o = pA
mits JO(/\a)= JO(//\-&)=O.
We bewijzen dit als volgt. Schrijf evem v = J (Ar),w= J (mr)e.

Volgens (11.3) is

d dv _ 2. . _@a aw_y _ 2.,
o (v =57 )_—Krv,dr (r dr)"“/‘"rw
dus
d dw a . _dw .y _ 2 2
Vg () gy ) = (2% ) e
Voor A#.~ volgt dan (11.7)e.Als A= laten we av— A maar met los~
lating van de conditie J_(a a) = O. We vinden dan 2
a 2 ° " Aedo(wn) Jo(aa) _ a2 .
j rvedr = - lim ao,«% 02'\8‘ = aZJ (na)
> N - o
0 M F) Ve

A
Indien A x €en complexe eigenwaarde is, is ook Ak er een.

De integrand in (11.7) is dan positief terwijl de integraal = O is.
Dit leidt dus tot een tegensprask.

We trachten nu de oplossing van (11.1) te vinden in de vorm
van een reeks
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co -Alt . '
o}
T = Z a, e J A1) 11.8)
= K o('k (

Indien deze voorstelling mogelijk is kunnen we de co&fficiénten
evenals bij de Fourier reeks op de volgende wijze vindens

=0 £(r) = L ay I, (AT (11.9)

a g
&, ={Of Iy (Ar) f(r)rdr} :goj g Ar) 3 Akr)rdr}(ﬂno)
dus volgens {(11.7)

a
8 = ——a-?-TTM J 3, (A,r) £(r)rar. (11.11)

a2};(
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IT 1. De TLaplace transformatie
Onder de Laplace getransformeerde van P(t) verstaan we de

funectie f(s) gedefinieerd door
(0 4]

f(s) = {) e~5% p(t)at (1.1)
We beschouwen slechts die functies P(t) die aan de volgen-
de elsen wvoldoen
1. F(%) R-integreerbaar in (o, )

JF(t)) dt < oo voor elke T.

o]

JQ
0
®  -sot
j e~ ™0 F(t)dt Dbestaat voor een zekere s en voor elke
T .
Eenvoudige eigenschappen van Letransforms zijn

Stelling 1. Bestaat L {F(t)} wvoor s = s, dan ook voor s met
Re s > Re 8,0

Stelling 2. Bestaat L {F(%)§ voor s = s, dan is f£(s) in het

gebied Re s > Re s, een reguliere analytische functie.

Er is dus een halfvlak Re ¢ > « waarin £(s) bestaat en
een reguliere analybische functie is ; « heet de convergentie
abscis,

Rekenregels (s) = P(t)
= 2(F) 2 P(at)
sf(s)~F(0) = D P(%)

8%£(8)=sT(0)~F1(0) = D?P(+4)
%
,; el . Of F(T)aw
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£(s-a) & eatF(t)
e”®8r(s) = U(t-a)P(t-a)
Voorbheelden.
1. -
s
k! k
K+ 7 &
1 . .at
S~a v €
~as
S U(t-a)
s .
= oo8 at
s%ra?
a .
= gin at
5457 '
::Lgiaéu % 1nt
Convolutieregel A
Als f1(s) = Ew(t) en fz(s) = Eé(t) dan is in

het gemeenschappelijke convergentiehalfvlak
+
f1(s)f2(s) = Oj F1('c) Fz('b-—'t)d"f-‘ (1-2)

Het rechterlid van (1.2) heet de convolutie van F1 en F2 en
wordt somsals F1 * F2 geschreven.,

De belangrijke eigenschap van de Laplace transforms is
de omkeerstelling welke eenvoudig uit het omkeertheorema van
de Powier integralen afgeleid kan worden.

Omkeerregel .

Convergeert L {F(t)g absoluunt voor s> 2 en is F(%)

van beperkte wvariatie, dan is

p+ies
E_(t+0)+F(’5—O) 3__3;___ -5 eS’bf(s)ds (1.3)
2 2 I 1 .
p~ien
waarbij de integratieweg een verticaal p = Re sy p is,

Uit de omkeerregel kunnen we een interessante eigen-
schap afleiden n.l.

)
E
)

© 2
= b | U/ p(y)au, 1s
7 ,\/}(—?J e () du, (1.4)
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De (formele) afleiding is a«v.

1
S_,zq__ "‘2,”?1 LSe f_zs__ ds:-.‘-':;!-{ es-tf(S)ds’-—-
1 s Lg
e
Ll e [
I e e F(‘L‘L)d"llds =
oL L 0
2
- 2
- L | rwau ‘S o® gy -
e ¢ LZ
@ 2
R - J e % /AtF(u)du.
w .
o]

De delta functie.
De delta functie d (%) voldoet aan de selectieregel
b

J flt-T) (T )aT = F(%) ad<te b (1.5)
a

De Laplace transform is derhalve de eenheid
| 12 8(%) (1.6)

De convolutieregel is hiermede in overecensitemning.
Substitutie van F(%) = f(t-a) en £(s) = ™2 in (1.4)
geeft

e~as? X ] . 5?
B = e~ &Y (1.7)
8% Tt
Substitutie van F(t) = U(t-a) en £(~Y - 'é* e™as ge ok
_%
~as
e = a
= > erfc % (1.8)

Toepassing op een lineair warmbtegeleidingsprobleem.
Beschouw het gebied x > O met

2
acp 3 _
3X2 - 5t (1.9)
en aan de rand T = F(+) (1.10)
De begintemperatuur zij = 0.

Pas nu op de temperatuur de Laplace transformatie toe
Lo/o]

. v = _f e"StT(x,t)dt
0
De L. transform v <voldoet blijkbaar aan’
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d g - sv =0 x>0
dx
v =f£(s) = L{P($)§
De oplossing is i

—t P
Be F(%) is een constante To’ Dan is f(s) = w%nTo en de op-
lossing is volgens (1.8)

_ x
T = TO erfe 577% R

be F(t) willekeurig. Volgens de convolutieregel is wegens

1

() =®t) en e % 2 mFEeo 7% 4
: 2 V'ﬁtj

de oplossing

T
2 _—~
P = e Mt) % /4(t= T)
e oj (o2 0T

Een eigenwaarden probleen.
We beschouwen nog eens het probleem van een eindig ge-
bied O <x <a

Pl 2T
met de randvoorwaarden x = O gg =0
%X =a T=T (1.12)
en de beginconditie t =0 T = 0.
Laplace transformatie geeft
2
"Qn%_ - sv =20 0<x<sa
dx
met av_ -
{ - < 0 =0
v="T/,s X = Q.
© 3
De oplossing is v = T Qgéﬁix (1.13)
gChas®
Volgens de omkeerregel is
1
1 f' st Chxs®
T:T — e TR (1-14—)
°©2mi 8Chas?®

waarbij de weg een vertivaal rechts van de imaginaire as is.
De integraal is een analytische functie met polen in.

POy 2#\2
g =0en s = - £§i£l§¥Lm K = 037142 00s

a
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Begchouw nu de contour L1+L2 uit de nevenstaande figuur.
L1 is een rechte en L2 een aansluitende halve cirkel met straa
Rl ‘ /’«H-

//Ll ILL1

-

S

De cirkel is zodanig gekozen dat de re&le as juist tussen twec
polen in wordt gesneden. Zeschouw nu (1.14) met deze contour.
De bijdrage van de cirkelboog nadert voor R - e tot nul. ¥e
hebben dus slechts te maken met de bijdrage van L1 voor R -
Anderzijds is de integraal over L1+L2 juist gelijk aan de som
van de residuen van de ingesloten polen. Hieruit volgt dus

T/TO = Res (8=0) + 2~_ Res {s = - % }
¢ a .
. (1 15,
o <o k
= 1m e Y el oo (Bl x Gar1)®
/Ty = 1 m o 2k Sxp= 432

Voor % - 0 is (1.15) slecht convergent. We kunnen op de
volgende wijze een goed convergente ontwikkeling afleiden. Dacr-
toe gaan we weer uit van de Laplace transform (1.13). Het pri:
cipe is dat een ontwikkeling voor kleine t correspondeert met
een voor grote S.

. 1 i
Aldus is B N,
v/ = St 1
=2
52" 14e—2a8
s s ...cf. n 2&125%
. - N 1 -
_ _%_ {e(x a)s b e (x+a)s } ) (=1)% e

o}
dusg

T L a
= g %; (-1)exp-g? {(2n+1)a—x}-+

o 5 n %
+ = 2. (=1)7 exp - s® {(2n+1)atxy .

Term voor term transformerend vindenvwe aldus i.v.m (1.8)

/T, E: (-1 epfe {Btl)a=x + 5 (=1)Perfe £2n;$%a+x (116
) 5
=O

24/t
g = 1 4is b.v.
a
T=2To{ erfi cer’le '%ﬂfcrfc w%m-w%: 2TO{ 0,4795-0.0339+0.0004-.
en voor - < 1 nog beter in tegenstelling tot (1.15).
a®
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Mathematische problemen uit de warmtegeleildingatheorie

door

A DE'H.A. Lauwerier
'17’Fébruari 1955,

s IT 2, Toepa351ng van de Laplace trwnsformatle op c111ndrische problemen,

Reeds in I 11 hebben we een, 0111ndrisch probleem beschouwd nml. een

oneindig lange 0111nder met gegeven beglntemperatuur en constante opper-
vliakte temperatuur waarle de temperatuur alleen een functle van de ra-

dius r en de tijd t is.
We beschouwen hiervan nog eens het volgénde bijzondere geval

'b -
5 15"!:;30’%‘ oL r<a

s +

o/

fl
o

T=T r
T=20 t

it
(@

Laplace transformatie geeft

1 dv -
2 trar -V =0

-3

met o

V='S—— bi] r = a.

Aan de vergelijking 2-2 voldoen de Bessel functies IO(PVS)
KO(PVS).

Enkele eigenschappen van deze functies vermelden we hieronder

@ .20 22 ot .
IO(Z) =>_6_m (-g) = 1 trotgyt seees 2-3
_ .
1 z cog t
I(z) == J e dt : 2-4
0
: «. z 2n 2
S Y¥(n)-1n Z Z z z
Ko(2) =R () - - f -y - Fan g . e
waarbij Y(n) = = y+ 1 + % Fouot % .
[ea)

-z Cht v
Ko(z) = e dt. 2-6
o
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Io(z) hangt met de vroeger behandelde Bessel functie Jo(z) als volgt
samen
I (z) = I (z1).

De oplossing van 2-2 is

I (rVs)

o 2-7
° s IO(aVs)

vV =T

' Het rechterlid van 2-7 is een eenwaardige analytische functie van s met
' enkelvoudige polen, bepaald door s I (a¥s) = 0.

Is o, (x,>0) de n® wortel van

Jo (ao() = O n=1320|0o

dan zijn de polen van v

s =0 en g = -«

De residuen zljn [ en 2To Jo ?“n)

Het origineel van v is dus

L =Kt J (ra,)
T o= 44+ 2 27_ e D o .
o a Yo 2-8
O(nJoi a o‘h)

De oplossing 2-8 is goed bruikbaar voor grote waarden van t, voor kleine
waarden van t ls de convergentie slechrt,
Een goede ontwikkeling voor kleine t kan men verkrijgen door het rech-
terlid van 2-7 naar grote s te ontwikkelen, Hierblij moeten we nog on-
derscheid maken tusefen een ontwikkeling waarbij r/a klein is, en dus
/s matig en waarbij r/a niet klein is.

In elk geval helben we de asymptotische ontwlkkeling van de Bessel-
functie Io(z) nodig, leze volgt gemakkelijk uit de integraalvoorstelling
2-4,

De substitutie cos ¢t = 1 - 2u2 geeft
1
I () - L o J' e—2u2z d u
© o VfﬁZi_...
g © oucz |
dus I(2) «» 1 e? L e, .j e w?? au
T o -
met , n o,
e, = (-1) (;)

De asymptrtische ontwikkeliig van Io(z) is tenslotte

I,(2) o ;f z:“ikﬂfélin

R 1
(22)'(]'{'1
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of
Z 2,52 2 Z
1 (2) e e {.1 L5 193 ...(En—ﬂ).g - & (4 +é%4w.-)-
V2 r z 1 nt 23n e Venz
. 2-9
Aldus vindt men in het geval van r/a niet klein
L
T al‘(l "Sz (8-1") /‘ +"“—1—"— o 0% a3
o - 5
Ven ——— € 8rs
s rh A
1,
Bash
“
% -s4{a-r)
. T, a q ¢ 87E ly..._____._.__e . 2-10
_;2-— Barsk 8 ‘
Dit moet nu teruggetransformeerd worden, Vroeger (1-8) hebben we gevon-
den dat —agh
& L erfc -2
8 2Vt
—agh
Het origineel van < T kan hieruit worden afgeleid met behulp van in-
S 2

tegratie naar a,
Echter is ook bekend (1-7) dat

—agh _ a2
e P e It
o RV
-agh
Nlgemeen volgt nu het origineel van A uit de convolutieregel toe-
-
gepast op de genocemde transform en —, waarvan het origineel
sI
A =1
v is
m(x)
~ash “t _ 32
e -] (t-)"1 e F AT 2-11
s A*7 (X)) 4

0
We schrijven alleen maar de eerste term van de uit 2-10 volgende reeks-
ontwikkeling op.
Men heeft vogr kleine t dus
T a%
2. erfrc 2L, | 2-12
PA

T ——
r 2Vt
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Voor r = O gaat dit blijkbaar niet meer op, In dit geval moeten we ont-
wikkelen

T
v(o) = o .
s I (aVs)
We vinden —as—z
P 1
v(o) ~ T Vora & — {’l - vee S . 2-13
© s % Bas'a
Ne eerste term van de ontwikkeling in t is dus
3 o et
T, Vea T ™
T’\) -——7—- J (t-’t’) T e 0( ¢ ) 2-14
T ()

Voor fijnproevers op het gebled van Bessel funeties zij vermeld dat
hiervoor het volgende kan worden geschreven

82
T a - 2
9} B’t a
T ¢ ,\/__,;_t_ e KI/IF (B:-E—) o

Een soortgelijk probleem maar van geheel andere zard is de warmtegelei-
ding in het buitengebied van een cilinder.
Beschouw b.v.

?)2T+_1D _oT r>a
g‘r'? r Sr T
2-15
T=TO r=42a
T =0 t=0 .,

Hierbij hebben we de Ko(z) functie nodig, Uit 2,6 volgt evenals voor
de Io(z) de asymptotische voorstelling voor z positief redel:

. ~8 — 2,2 o
Ko(2) o J% e {1 £y (-7 173°, .. (2n-1) } o

2
1 ni 23n 7"
2-16
™ ~Z 1
7] 55 e (1—8-z—..)-
De oplossing van het Laplace-getransformeerde probleem is
) Ké(FVS)
v o= To ————— 2-17

8 KO(aVs)
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Het is duildelijk dat hier alleen de KO functie optreedt omdat v immers
van r — o2 naar nul moet gaan.

Het rechterlid van 2-17 1s nu een meerwaardige analytische functie.
Aangezien Ko(z) geen éflpunten bezit is er slechts de vertakkingssnede
langs de negatieve reé&le as. '

Gebruikmakend van het omkeertheorema van de Laplace transform be-
schouwen we de weg als aangegeven in bijgaande figuur,

1 (rvs)
T | K (rvs
¢k T = :—9 J eSt 2 ds.
CJ 271 9 SKO(aﬁ)
' _,,/C)

De bijdrage van het kleine cirkeltje CDE is 27 i in de limiet.
De bijdrage van de grote kwartcirkels AB en FG convergeert naar nul,

i
Op CB stellen we 8= u2 e . De bijdrage is

\2)

B
F

o 2 -1—,7'{, [=]
5 J. e"u g Ko(rue ")  du _ 5 ] e—ugt Jo(ur)-1Y¥ (ur) 4u
g T o -1 u
Fy Ko(aue—gul) hy Jo(ua) 1Yo(ua)
¢
aangezien .
G 1. .
Ko(ze' ) = - gxi {7 (2)-1 ¥ (2) }
o ~ 1
Op FE stellen weevenzo s = u“e waarr.=,e minus de complex toegevoegle

waarde wordt verkregen,
Tenslotte vinden we
co
B o 2 I lur) Yo(ua)—Yo(ur)Jo(ua)du 5.18
T=T 1+ = e e
o 5 5 u

o I (am) + Y (au)

Voor kleine waarden van t ontwikkelen we weer 2-17 naar grote s.
Met behulp van 2,16 is

1 -(P~a)§4
v ay2 e r=a
A - L -A— {1 T o N S 2-19
To " 5 - Barst
en dus ‘ y
T 2 - .
7 o) er’fcgv—%+ 2-20
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Voor grote waarden van t kunnen we ook 2-17 naar kleine s ontwik

kelen
T _1n_f‘_g_s__a/_ ’
Yo s ( - 1n E%E-- caes)
=1IL4' il S § 2-21
> - 1nvs - 1In %-— Y
-1

Het origineel van is voor grote waarden van t gelijk

s(1lns+a)
1 ;
aan oo zoals eenvoudig ult de complexe omkeerformule volgt.

Dus
1in

r
T 1 - a
To ln(gyt) -y

(Verg., Carslaw & Jaeger C.of H. §127).
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‘Mathematische problemen uit de warmtegeleidingstheorie

door

'ﬁ}'H,A; Léuweriér‘

17 «Februari 4955 

ITI 3, Bronnen, putten en de stelling.van Green . - -

We ﬁébbéﬁivroégéfzﬁéeds'geiién-dat”dé lineaire warmtevergelijking

{

X 32«T_;~5T T I R B '3_1
EPciey -
de oplossing _(x=2)B
1 »®
(x,£) = ———— e 3.2
P 2(rxw )2 ’

bezit, welke de volgende eigenschap heeft

t-0 ¢->0 tenzij x = &
3-3

[Ze)
-~J ¢ dx = 1.
oo
Deze oplossing kan men interpreteren als de warmtegelelding tengevolge
van een momentane bron van de sterkte 1 op de plaats x = ¢, Bit wil
zeggen, dat op t = O een eenheid warmte aan het medium wordt toege-~
voegd op de plaats x =&,
In drie dimensies geeft een momentane warmtebron van de sterkte
Q op de plaats (&,y,¢) de volgende oplossing

< ___2Q (x= £)%4(y= 1) %(z- &)°
’\F( ,Y,Z,t) = m exp - { X ZK"Z +{z }’
3-4
waarbl] s oo . .
jjj?(xny,vz:t) dx dy dz = Q, 3-5

Is Q negatief dan spreken we van een warmteput. (Eng. éouvce en
sink). S |

Uit 3-4 kunnen soortgelijke oplossingen worden afgeleid. Indien
b.v. op t = O op een cilindrisch oppervlak met straal ¢ warmte wordt
toegevoegd b,v, pQd 0 dz per oppervlakte element is de oplossing
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<«

Q@Zj?cle J q>(x,y,z,t) dz =
° o

-

2 2
- ir°+p -2rgcosé9}/hn$
oG J .

@' —(P2+ez)/4kt 3-6

re
= T K e IO(QV\'E)

waarbij @'=s 2F%¢ A,
Beschouwen we een continue bron in (ﬁ,n,d,) met de productie van

¢ (t)dt warmte in dt dan is de bijbehorende oplossing
2 3-7

‘] j ¢(T) e— PR dr ,
8(wm)/2 (g-r)o/2
0 :

Is ¢(t) constant, dan vindt men
3-8

A £ r
A

Voor t = c0 nadert dit %ot de stationnaire oplossing %—%— .

De methode van spiegelen welke in de potentiaaltheorie een belang-
rijke rol speelt kan met veel succes ook op warmtegeleidingsproblemen

worden toegepast.
Beschouw b,v. het volgende probleem

T 2T 3-9
s = X > 0
dx ot

t =0 T = f (x)

X

0 T=0,

Plaats een bron f (& )d& op de plaats x = €. en een

put - £( 4 )dE op de plaats x = - £,
De fundamentele oplossing is

" (4 )ad { e_

2YVhwt

)2 _ (x+2)°
t % i

x- &
r

- €
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Integratie over £ levert de gevraagde oplossing

oo "('}Efﬁ%"ﬁ "i%;;i;ﬁl; £
- e dd,

I j f(é‘,)ie 3-10
2V k&
0
Het volgende probleem is bijzonder interessant,
2
' T
X L ;ﬁ = 3— 04 x <23
3% ot
t =0 T = £(x) 3-11
x=0 g T = 0,
X = a
De oplossing kan onmiddellijk worden neergeschreven, n.l,
7 2 (x- & -pna)®hut ~(x+ £-2n2)2/4xt
T = X! j~ £(£) { l e -2 } aé,
VoKt o
0 3-12
Vroeger hebben we evenwel een geheel andere uiltdrukking gevonden
n,l, a _wnzngt
Lve] Y 2
T = é j £(&) 1 sin E%;i sin n;rL e a aé 3-13
1
0

We vinden dus een merkwaardige identiteit n.l.

‘_Lx--e’i.-ena)2 o _ (Xt i-Ena!e
4Kkt . "

O
e - ) e =
-co -2
e ol
'\/4\ Q_* an
&..g:llﬁ. / _ sin n;«x sin n’;£‘ e a . 3-14

1
Deze identitelt is niet zo eenvoudig rechtstreeks te bewijzen.
Het lukt b,v. met behulp van de theorie der thetafuncties en ook met
residurekening.
We stellen nu algemeen het volgende probleem

2T
AT = 5¢
3-15
t=20 T = f(x,y,z)
aan de rand T = ?(x,y,z,t),
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Dit probleem kunnen we oplossen met behulp van een z,g. functle van
" Green, Deze functie G(P,P',t) stelt de warmteverdeling in P(x,y,z) ten
tijde t voor tengevolge van een momentane bron bij P!'(x',y',z') ter
sterkte 4, wanneer het oppervlak S hierbij op temperatuur 0 gehouden

wordt.,
KAG = o8 3-16
aan S G =20
L {a(e,pr,6) ¥ (p,t) av, = ¥ (P',0) voor elke v.
-2 vof.
Men heeft nu
' %,FILT (P,7) a(P,P',t-0)} = x {aaT - TaGlg ,
en na integratie
t-¢ ‘ t- &
J{ J .3: { T (P,=) G(P,P',t—r)’jdvp_} dr ="J d?f(GAT—TA G)dav
0 vof - 0 vol P

Hieruit volgt

fT (B,6-¢) G(P,P',¢) av - jT(P,o) a(P,P',t) av_ =

P
t-€ t-¢
27 26 j ¢
= T £ o ed = - L3
njd J(Gm Ta)dSp_ )t{df T =& dsp
0 opp 0 opp
c s O R
waarbij ST differentiatie volgens de naar buiten gerichte normaszl is en
tenslotte voor &£- Q t
o~ D) !t
T(P',t) = Sf(P) G(P,P',t)av -nf gz f‘.{)(P,‘t) G(g’g 2£-t) as,,.
opp
3=17
Aldus kunnen we T rechtstreeks in G uitdrukken.
Toepassing DQT d
KT = x30
Fx ot
X =0 T = t
?(t) 3-18
t=0 T =1 (x).

De Greense fuhctie is (zie 3.9)

-(x-x')?/#h £ ~(x+x )2 Mt
G = __.j__..{ e - e }

]
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dus is o0
1 -(x—x')z/u)<t ~(x+x')2/4’<t
T('X,t) T e f(x’){e - e }dX' +
VR T ¢
¢ 2
f -x“/lhn(t-T)
¥ ) £ dr.  3-19
2vVrm (=) (t-T)3/2

0
Indien we uitgaan van een probleem als 3-15 maar met een stralings-

voorwaarde aan de rand

oT
-'S‘E‘ + h (T—To) = O 3__20
kunnen we eveneens van een functie van Green gebruik maken, De functie
G voldoet dan blJ] de rand aan

PR
=& = he. 3-21

Zoals we gezlen hebben lukt het soms de functie van Green met behulp
van 'spiegelen" te vinden, In moeilijker gevallen moeten we van de

Laplace transformatie gebruik maken..
Beschouw bijvoorbeeld het volgende probleem

2
2°gq 1 2@ 26
x| ~ZtF et 5% e
r
G =20 r = a
Stel nu i.v.,m, 3-6
- r2+r'2
o 1 T rr!
= TrwE © Io bxg) + ¥

waarblj voor t = 0 w = 0, Uit de tabellen van de Laplace transformatie
volgt

E%%? I, (ar') K (aqr) r >r!
G=0+W met U=
1
CrEw L, (ar) K (ar!) r <

waarbij q = v/ p/x .

De functie W voldoet aan
2
r

Uit de randvoorwaarde G = 0 biJ r = a volgt voor W
Ww=ATI (qr)

1
2 7K

AT, (aa) + I far') K5(qa) = Q



el

k1,

zodat
- I (ar')

- 2xxI_(qa) % I (aa) K (ar) - I (ar) K (a2) 5' ryor!

Terugtransformatie geeft volgens de residuen bij de nulpunten #+ dn
van Jo(a o)
2

61 S Tolrety) Tolriay) = xait
rac 7 ,);]2 (a &)
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lathematigghe problemen uit de warmtegeleidingstheorie.
door-

Dr He.As.Lguwerier-
3 Maart 1955.

IT 4. Brownse beweging..
Een deeltje voert bewegingen over een rechte uit in de

vorm van stapjes van gelijke lengte hetzi] voorwaarts hetzi]
achterwaarts, met gelijke waarschijnlijkheid %.

Indien het deeltje start in de oorsprong 0.en elk stapje
de lengte van de eenheid heeft kan na N stappen het deeltje zich
bevinden in een der punten

~N =N+1 260w =1 O 1 +46s. Net1 en N.

We vragen nu naar de waarschijnlijkheid #(k,N) dat het
deeltje zich na N stappen in het punt k bevindt.

Een eenvoudige redenering laat zien dat 7(k,N) gelijk is
k

aan Ge co8fficiént van t in ,
. N
$(6) = {#tr £}, (40.1)
dus N
W(k,N) = M (3), (442)

.

Ty | (T
(k) 1 (Tk)

mits k en N van dezelfde pariteit zijn. Is van k en N 8én even
en de ander oneven dan is natuurlijk ¥W(k,N) = O,

De waarschijnlijkheidsverdeling (4.2) is symmetrisch +.0s¥..
de oorsprong. De variantie is '

— b4

e = 2 k20 (%, ) .

Met behulp van de voortbrengende functie (4.1) vinden we

+N
> 1%y _ 14 a
L) = 14 (v ) e,
de r.me.s. verplaatsing (= root mean square)
/2
Vk = '\/No (4'3)

Voor zeer grote N en matige k kunnen we (4.2) asymptotisch
benaderen met behulp van de formule van Stirling

= N , dus is de spreiding of

log n! = (n+3) log n -n+% log 27 +O(%) . (4.4)



Voor N— oo k 44N is dan
Log “I(i,N) o~ (W43) Logli = (Nl gl (1 -5 Nee(F(1- §))-
~2]0g2T ~Nlog2 -

2
3 1 k
cn(N+%)logN-v%log28‘—NlogQ—ﬁ(N+k+1){log % + % - ey ..,3 -

2N
2
. N k k
~5(N-k+1){1og 5 - § - o) o

2
wn —%1ogN+log2~%log2W'—a%ﬁ ?

zodat dus asymptotisch

W(k,N) = \/7;%— e_ . (4.5)

Indien het deeltje stapjes ter lengte £ uitvoert is de waarschijn-
lijkheid ¥(x) A x dat het zich na N verplaatsingen in het inter-
val (x,x+4 x) bevindt gelijk aan

nﬁw
=<1 IRV

W(x) Ax = T(k,N) -‘-‘é—?% ;o

waarbij x = kl. Dus

W(x) o~y
(2 #N1%)?

Voert het deeltje n elementaire verplaatsingen per tijdseenheid
uit dan is de waarschijnlijkheid W(x,t) 4 x dat het zich op %ijd
+ in het interval (x,x+a x) bevindt gelijk aan

_z
4D%
e AX (4-6)

TRy t) B X = e
2 Vnr D%
waarblj

D = ini°. (4.7)

Analoog aan (4.3) is de gemiddelde weglengte (r.m.s.weg)

V2 - Vs (4.8)

FPormule (4.6) stelt de oplossing voor van een diffusieprobleem

D 32, . 2x

- bx2 2%
waarbij op t = O een eenheid materie als puntbron in de oorsprong
sanwezig is. '
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Het blijkt dus me.a.w. dat het discrete probleem van de
toevallige verplaatsingen asymptotisch aequivalent is aan een
diffusieprobleem met een diffusieco&fficiént welke gelijk is aan
het gemiddelde van het kwadraat van de totale verplaatsing in

de tijdseenheid.

De moleculaire diffusie is feitelijk een gevolg wvan de
toevallige bewegingen, Brownse beweging, welke de moleculen uit-
voeren. Het boven beschreven beeld van een lineaire Brownse be—
weging met elementaire verplaatsingen van constante lengte blijkt
inderdaad een diffusieprobleem op te leveren, maar anderzijds
is het <Soch een te vergaande idealisatie van de physische Brownse
beweging waarbij de elementaire verplaatsingen zowel naar rich-
ting als naar lengte toevallig zijn in die zin althans dat de
elementaire verplaatsingen zelf weer aan een statistische ver—
delingswet voldoen,

Het in de aanvang beschouwde probleem gaan we daarom aan-—
zienlijk generaliseren. e beschouwen een deeltje dat in de
ruimte vectori&le verplaatsingen ¥ (x,y.2) uitvoert. De ver-
plaatsingen zelf volgen een waarschijnlijkheidsverdeling. De
kans op een verplaatsing T met F; ¢ T ¢ f; +47 is Tdxdydz

met
2

T = 1 — '3:2? )
dxdydz o7 ﬁ4£)3/2 exp 5?% dxdydz. (4.9)

De kans dat de absolute waarde r van de verplaatsing in het in-

terval ro L r L T, + dr ligt is dus

gdr = J{ T dxdydz,

waarbij het integratiegebied bepaald is door

R —

r, < x/x2+y2+z2 <'ro+dr

Zonder moeite vinden we

2 3,
L exp - = (4.10)
(2/37 )2 o8 |

De r.mes. verplaatsihg in absolutc waarde is 4 (middelbare weg-

adr =

lengte). De r.m.s. verplaatsing in een bepaalde richting is 1/4/32
V2 laten nu een deeltje vanuit de oorsprong een z.g. random
walk van N stappen uitvoeren en we vragen weer naar de kans

WN dxdydz dat de resulterende totale verplaatsing in het inter-
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val ;o LT < r, -+ ar ligt.
Men heeft dasarvoor -

N
o [ - —
Ty (ro)dxdydz = j...j U L(rj)dxjdyjdzj . (4.11)

waarbij de 3N-voudige integrabtie uitgestrekt wordt over het ge-
bied bepasld door '

N
Y ox.-x | ¢ Fdx
VT x5l & 3

N _1__

};yj—yo\ ¢ udy (4.12)
T | ¢ %a

\7723 ZO 202 g

Dit ziet er zo nogal onhandelbaar uits Eehter maken we nu ge-
bruik van een kunstgreep. De discontinue integraal van Dirichlet

Toayt |
1 f o sm;oﬂtdts {

T e

1 lylé\dl

kunnen we zodanig in (4.11) invoeren dat de eindige integratie-
grenzen (4.12) wegvallen en het integratiegebied zich naar het
sneindige mag uviftstrekken,

n
-~ -g:- -y - 2
Stel daartoe o, = Hdx Ve ® Z:. XXy enz
en schrijf woor (4¢11)
v 0
1 ez
WN(ro)dxddex —;—3- j u.J {—LT t(rj)dxjdyjdzj}.
w LXD
.sin(-%'bxdx) iZy x0x
.it'lT N f e a%,4%.4%,
sin(¥t dx)
dus 1levelle "“‘"“':b""’—""" M—gdx
x
© -iF .8 o 7, E N
! 1 -
W.(r )dxdydzs ——s j e {Je ?(r)dxdydz& at_dt_dat._ .
Mo (2m)d o % Ty e

(4.13)

Fa

De factor tussen accolades in het rechterlid wvan {4.13) kunnen
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we gemakkelijk uitwerken,

2
- +cO - t
_a 5 _.p j” 21 B
e T (r)dxdydz= (§ T15) o dxdydz =
- 12'b2 :
6 A
= @ 7
zodat (4.13) overgaat in
- 2.2
+ "i—f’oot" Nl t
W T = ""“"‘L"“ jgi at °
NN(ro)dxdydz (21?)3 ) e dt, ydtz
Qok dit kunnen we integreren, en tenslotte is
2
o S
- "‘3 2 2
WN(ro)dxdydz= (%fFle) T e 201 dxdydz. (4.14)

Veronderstelt men weer dat het deeltje n verplastsingen per
tijdseenheid uitvoert en voert men weer een diffusieco8fficiént
D in, door middel wvan

D='=61n12
dan gaat (4.14) over in
2
-
-3 - — A't ~»
W(r,t)dr= (4 * Dt) 3/Ze dr, (4.15)

hetgeen weer geintepretecrd kan worden als de oplossing van een
diffusieprobleen

o
Q

Dac =

<

met een puntbron van de imbensiteit 1 op het begintijdstip t = O.

Dit verband met diffusie kan ook op redistreckse wijze afge-
leid worden.

De fractie van het aantal deeltjes dat zich in een volume-
eenheid bevindt stellen we voor door c(¥,%t). Op het tijdstip
t beschouwen we een bepaald volume&lement dxdydz en we laten dit
At seconden aan zijn lot over. Dan is

(P, t+ At)dxdydz = L kans dat een deeltje, dat zich aan-
vankelijg in de positie Fo bevond zich na & t seconden in het
betreffende volumeélement bevindt; (27 )2

0

R HPNE

(P, 4+ a $)ave(47 Da )" 242 Hf (¥, t)e ar =
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_ gl
o (47D at)"Y 267 J{{ e@e,p)e 27 a2,

Ontwikkel nu c{(T+¢ ,t) volgens Taylor

- P
C(?"“'? "t) = C(?,t) + £ ‘3“%—}‘ 20098
Slechts de termen welke even in de componenten ﬁx ily 52 van

-

€ zijn geven een bijdrage:

£2
2 T 4Dat
s ~ = d —
c(—f,t+At)=(4FDat)-3/2 JH {c(r,t)-f%-z. ﬁi -—;—%...}e de
b
= 320 2
= o(%,t)+D at L 5 + 0(at ),
DX
Dus tenslotte voor at-0
2 2 2
p {2g. g gy 22, (4,16)
X vy Y

de diffusievergelijking,

In de voorgaande beschouwingen hebben we aangenomen dat de
deeltjes zich onafhankelijk t.o.v.elkaar bewegen a.h.w. als een
systeem van mathematisde punten die niet kunnen bodsen. We gaan
nu echter een problecm bekijken waarbij juist dit botsen een
essenti&le rol speelt nml., de comgulatie van een emulsie, een
groot aantal kleine bolletjes vloeistof die in een andere vloel-
stof gedispergeerd zijn, bv. vetdruppeltjes in water (melk). De
bolletjes voeren elementaire verplaatsingen uit en zullen vaak
tegen elkaar botsen. Indien de bolletjes electrisch geladen zijn
hetgeen bij een stabiele emulsie het geval is (melk) betekent
een botsing een wijziging in de baan van fe deeltjes; is echter
door een of andere oorzaak de electrische lading weggenomen,
dan heeft een botsing catastrofale gevolgen, de deeltjes vloeien
samen tot een groter bolletje. Dit verschijnsel heet samenvlok-
king of coagulatie (melk schift).

Beschouw nu een systeem met twee soorten deeltjes welke
zich onafhankelijk t.0.v. elkaar bewegen met diffusiecoéfficién-—
ten D1 en Dy. De verdelingsfuncties zijn overeenkomstig (4.15)

o
S - TRt
W, dF = (47D,%) 3/2 o | 4T
rl
S /o IDS%
W, dr = (47 Dyt) 32, T2 gy



48.

Een deeltje van de eerste soort bevindt zich aanverkelijk in
A(B) en verplaatst zich als ?1, Fen deeltje van de tweede soort

bevindt zich in B(B) en verplaats zich als Féu
Wij vragen nu naar de verdelingsfunctie van
- P d —_—

r3 = b - a + Ty =Ty s

Dit is

2
Wydr=(4rD, ¥ 4#3)21-)“3/2 J f f exp~§{2%1t .

W, i = (477D3t)“3/2 e

met

D, =D, + D

De beweging van het ene deeltje t.0.v.het andere geschiedt
dus met de schijnbare diffusieco8ffiént D1 + D2.

Beschouw nu cen systcem met bolletjes R1 en R2. De bijbe-
horende diffusieco&fficiénten zlijn D1 en D2. Nu geldt dat

D1R1 = D2R2 = constant.

We fixeren een bolletje R1 en we gaan na wat in 4t seconden
de kans op een botsing met een bolletje R2 is.
Daartoe lossen we even het volgende diffusieprobleempje op

SF S (D1+D2)A C,

eC = C t =0, r>Ry+R,, (4.18)

C=O I‘=R7 -t>O-‘
De oplossing is
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=R
21Dt 2
- R 2R J —®
¢ = co(1~ i~ e de ),

0
waarbij R = R1 + R2 en D = D1 + D2°

Het aantal deeltjes dat per seconde het boloppervlak r = R pas-
seert is

R
4 7 DR ( ) 2 4 TDRe  (1+ “V?ﬁﬁQ‘

Hieruit volgt dus dat het aantal botsingen per volume&enheid
in 4 4 seconden tussen deeltjes R1,D1 in de congentratie Cq
en deeltjes RE,D2 in de concentratie s gelijk is aan

R + R2
4 7(D1+D2)(R1+R2)c102(1+ VXT(D 75, )tgzxt . (4.19)

Beschouw nu een systeem waarin alle soorten bolletjes TR
voorkomen. ‘

Deeltjes R1 zullen met deeltjes R2 gsamenvloeien tot deel-
tjes R3 met R13+R23 = R33 . We kunnen nu a,Vv. een 1ntegraalver~
gelijking afleiden welke de coagulatie beschrijft.

Indien W(R,%) het aantal deeltjes per volumedenheid met cen
straal gelijk aan of groter dan R is, dan wordt hierin verandew
ring aangebraoht op twee wijzen

1. botsing met R1> R, R2> R er verdwijnt een deeltje >R.
2. botsing met R1<IR, R2< R, R3> R, er ontstaat een
deeltje » R.
dus:

=t
=

gv

o
ot

[ee)
—y [ J‘ (Dy+Dy) (Ry+R, V(R $)W(Ry, t) AR, AR, +
R

J- (D1+D2)(R1+32)W(R1,t)w(Rg,t)dR1dR

o -
3,53
R,”>R
% (4,20)
R1< R
R, < R

Hieruit kunnen we ruwweg iets te weten komen over het totaal
aantal deeltjes

N = 9(0,%) . :
Stel nml. (D1+D2)(R1+R2) = ¢ = constant. Dan volgt uit (4.20)
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A 4 7 el y
waaruit na integratie
N )
N = 2 5 {4.21)

4.7oNot+1

hetgeen bekend staat als de wet van Smoluchowski.

Met behulp van ILaplacetransformatie kan vervolgens ook (4.20)
wordcn opgelost. Op de integralen in het rechterlid van (4420)
kan nml. de convolutieregel toegepast worden. De uitwerking
is echter nogal bewerkelijk.



