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I.1. Algemene Inleiding 

D8t deel van de wiskunde dat haar onderwerpen ontleent aan 
de ons om:t..ingende natuur pleegt men meestal aan te duiden met de 
naam toegepaste wiskunde, of in andere talen Mathematical Poysics 
of Mathematische Physik. Dat deze benamingen onjuist en mislei­
dend zijn, behoeft geen commentaar meer. Het gaat in de mathe­
matische physica, bij gebrek aan betere !b~~naming, namelijk niet 
om de physica, maar om de mathematica en meestal warden bepaalde 
physichc verschijnselen en wetten in een w1skund1g gewaad ge-

, _..v~ 

stoken en als uitgangspunt gekozen van een min of meer u1tvoeri8e 
mathematische problematiek. 

In het bekende tweedelige werk van Courant en.Hilbert 
11 Mathematische Physik 11 zal men dan ook nauwelijks !'hysik aantref­
fen. Anderzijds is het natuurlijk wel waar, dat men in de mathe­
matische physica zich er voortdurend van bewust 1s, dat proble­
men uit de practijk met behulp van de ontwikkelde methoden en 
hulpmiddelen inderdaad aangepakt en opgelost kunnen worden, maar 
de nadruk valt steeds op de mathematische methoden en minder op 
de toepassingen. 

Het blijkt namelijk, dat verschillende physieche verschijn­
s,elen een zelfde mathemati.sche beschrijving toelaten en dus met 

' dezelfde mathematische hulpmiddelen opgelost kunnen worden. Er 
zijn dus in feite twee manieren om de onderwerpen van de mathe­
matische physica aan te vatten. 

De gebruikelijke methode is een systematische behandeling 
van wiskundige methoden waarbij van elke methode de verschil­
lende toepassingen worden bestudeerd., Dit is de gevolgde methode 
in o.a. het boek van Courant en Hilbert. Deze methode is voor 
een handboek zeer geschikt, maar bij deze cursus volgen wij een­
andere methode. Wij nemen namelijk een bepaald physisch onderwerp, 

. / 
_,/ 
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waarbij er geen voorkeursrichting is, zal om symmetrier~denen de 
warmtestroom in een punt van een isotherm loodrecht op deze iso­

therm verlopen. 
Als basis voor de warrrtegeleidingstheorie van isotrope 

media kwen wij nu het volgende: 
De hoeveelheid warmte welke een oppervlakteelement d van 

een isotherm van binnen naar buiten passert in een tijdelement 
dt is gelijk aan 

-Kt dout (2.2). 

waarbij Keen constante is en o/J~ differentiatie langs de 
naar buiten gerichte normaal van het oppervlak voorstelt. 

De uitdrukking 2.2 geldt ook algemeen voor een willekeu­
rig oppervlakteelement J~. Dit blijkt uit de volgende overwe­
ging. 

Beschouw een infinitesimaal viervlakje PABC met rechte 
hoeken in Pen laat PAB in het raakvlak van P aan de door P 
gaande isotherm liggen. Door PAC en PBC passeert geen warmte­
stroom. Die door PAB en ABC heffen elkaar op, terwijl ~~ niet 
verandert. 

Uit de toestand ten tijde t kunnen wij de toestand op een 
later tijdstip afleiden. Dit geschiedt met behulp van een par­
ti~le differentiaalvergelijking, de warmtevergelijking, welke 
in feite de overgang van twee toestanden welke onmiddelijk op 
elkaar volgen, b.v. tent+ dt,bcschrijft. 

Deze warmtevergelijking kunnen wij op twee wijzen aflei­
den,namelijk in micro en in macro. Bij de afleiding in micro 
bektjken wij water gebeurt met een infinitesimaal blokje (dx1, 
dx2,dx3). Bij de afleidng in macro wordt een willekeurig brok 
medium beschouwd. 

De afleiding in macro zullen wij later geven, omdat hier­
voor nog_wat voorbereiding nodig is. Wij geven nu de afleiding 
in micro. Beschouw een blokje bepaald door a

1 
< xi "-- a

1 
+ da1 . 

De warmtestroom in b.v. de x1 richting is van binnen naar buiten 
gerekend: 

of 
,, 

( 2. 3) 

I 
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De warmtetoename van het blokje in dt is gelijk aan 

ec { T(t + dt) - T(t) ~ da1da2da3 
~T (!! c ut da1aa2aa3at 
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De constanten e enc zijn specifieke eigenschappen van 
he~ medium,nl, de dichtheid en de specifieke warmte. 

De totale warmtebalans levert, dat de som van 2,3 en 2,4 

nul is. Aldus vindt men 

~ 2T c> 2T ·ePT ec 'c)T 
~ + ~ + ~ = K at 
vx1 dX2 i)x3 

(2.5) 

Bij de afleidhg van de warmtevergelijking 2.5 zijn nog 
stilzwijgend enkele veronderstellingen gemaakt, zoals de constant­
heid van Ken ook dat in het medium geen warmte ontwikkeld wordt 
(chemische reactie). Later zullen wij een warmtevergelijking 
ook voor deze gevallen afleidan. Voorlopig beschouwen wij dus 
een medium, dat thermisch isotroop en homogeen is, waarin geen 
warmte ontwikkeld (of onttrokken)wordt. De combinatie K/ ec 
wordt gewoonlijk r.: genoemd, Kelvin noemde x de "diffusity". Wij 
zullen echter een zodanige tijdschaal kiezen., dat K = 1 . M.a.w. 
wij houden ons bezig met de vergelijking 

~ 'c)
2

T = &T 
L ::- 2 Zlt 

L uXi 

I.3. Randvoorwaarden. 

( J.6). 

Aan de oppervlakte van het mediu~ hebben wij de volgende 
typen van voorwaarden: 

a. De temperatuur is een voorgeschreven functie van de tijd: 

T = g(x1,x2 ,x3,t) 
b, Het medium is ge!soleerd, zodat de warmtestroom door elk op­
pervlakteelement = o. 

~T - 0 on -
waarbij n de normaal op het oppervlak is. 
c. Een voorgeschreven warmtestroom aan het oppervlak; 

~T 
on = g(x1,x2.,x3, t) . 

d. He~ medium straalt warmte uit in een omgeving van temperatuur 
To: 

K ;)T + H(T •· T ) = O (wet van Newton) on o 
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e. Aan een scheidingsvlak tussen twee homogene media met de 

warmtegeleidingsco~ffici~nten K1 en K2 heeft men 

T1 = T2 

;) T 1 == K2 o T 2 
~ an 

De problemen welke men in de warmtegeleidingstheorie ont-• 

meet, zijn meestal van het volgende type. Van een medium kent 
men de thermische toestand op een bepaald tijdstip. Aan het op­

pervlak heeft men een combinatie van randvoorwaarden a - d, Men 
vraagt nu de thermische toestand op een willekeurig later tijd­

stip. In sommige gevallen is men tevreden met de stationaire 

toestand,d.w.z. de limiet waartoe de functie van de temperatuur­
verdeling voor grote waarden van t nadert. 

I.4. Een oneindig uitgebreid medium met gegeven begintoestand. 

Wij nemen aan, dat de begintoestand slechts van ~4n rich­

tingsvariabele x afhangt. De warmtevergelijking is dus 

en voot t = O 

iT uT 
ux2 == "3t 

T = g(x). 

(4.1) 

(4.2) 

Dit simpele geval geeft, zoals zal blijken, al aanleid~ng 
tot heel wat problemen. Een gebruikelijke methode van oplossen 
is het principe van scheiding der variabelen. Stel eens, dat 

T = f 1(x)f?(t) ee- oplossing van 4.1. voorstelt. Dan is 

r1 r;., 
______,.... = .........-
f 1 f? 

hetgeen alleen kan, wanneer beide leden een constante b.v. - A2 

voorstellen. Hierdoor wordt 4.1, gesplitst in twee gewone dif­
ferentiaalvergelijkingen nl. 

(4.3) 

Hieraan wordt voldaan door 

,, ( 4 J, / 

Gebruikmakend van het superpositiebeginsel nl., dat een 
lineaire combinatie van oplossingen van 4.1 een nieuwe oplossing 
van 4.1. levert, is dus b.v. 
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een oplossing van 4.1. Aangezien 4.5. een even functie van xis, 

kunnen wij hier alleen wat mee bereiken, indien ook g(x) even ts. 
Voorlopig nemen wij dit maar aan, en tevens veronderstellen wij, 

00 

dat J Jg(x) I dx bestaat. 
-(,0 

Aanpassing aan de begin-voorwaarde geeft: 
ca 

g(x) = J cosA.~,:pUt)r,{i\. (4.6) 
-00 

Hieruit kan ¢ li\) gevonden worden met behulp van het om­
keertheorema van Fouyier: 

c,() oQ 

f(x) = .S J cosxu du J f(t) 
co Tr- O 0 

indien J \f(x) I dx <.. co en f(x) continu 
0 

in elk eindig interval. Uit 4.6. volgt 
oQ 

¢ O.) : fn. j 1 { u} cas ✓1 u d c,c.. 

-a:i 

cosutdt (4.'{) 

en van begrensde variatie 

dus 

u~ .s) 

Indien echter in 4.5. tcA) een contante = c is, is niet 

meer aan de voorwaarden van het omkeertheorema van Fourier vol­

daan. In de::; b:"~l kan, ·.de integreal 4. 5. -gemekkelijk ui tge­
rekend warden. s~hrijf b,v. 

c/..A. 

xi 
stel A - 2f =- u en ~eem weer de re~le as. Aldus ontstaat 

- ..?S.... .. Jo() ,...,_ 
Lf't - C/4 '-

c. -e.. e. olu 
-00 

dus 
x2 v~ (4.9) c. t exp ( - "lff) 

Kiezen wij om redenen die straks zullen blijken 1 
C =21f , dan 

hebben wij dus gevonden, dat 

s(x,t) 
1 2 

= 2 i,l?i7;' exp ( - ¾t-) ~4.10) 

een oplns~ing van 4.1. voorstelt. Deze oplossing blijkt enige 
merkwaardj r:;,:, ::~~~~nhRopen te bezitten. 

~ c:;O • 

J S ( x, t ) dx = 1 
-c:o 

lim S(x,t)= {: 
t ~ 0 

Men heeft nl, 

x / 0 

X = 0 (4.12) 
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De betrekking 4.11 betekent dat de in het medium aanwezige to­
tale warmtehoeveelheid, de eenheid, niet verandert. Dit is 
physisch zonder meer duidelijk. Mathematisch volgt het uit in­

tegratie van 4.1. naar x: 

c;O 

c) J dTI Ct) IT T ( x, t) dx = 0 x 
-~ -~ 

= o. (4.13) 

De betrekking 4.12 betekent, dat opt= O alle warmte is op­
gehoopt in het punt x = o. De door 4.11, en 4,12. voorgestelde 
f'unctie heet de "deltaf'unctie 11 en wordt geschreven als cf (x) dus 

GO' 

{ _J 6 ( X) dx = 1 

cf (x) = 0 X t 0, 
(4.14) 

eigenlijk hebben wiJ hiermede het gebruikelijke gebied van het 
mathematiSJh~ functiebegrip verlaten. Echter blijkt, dat de delta­
functie nooit zelfstandig optreedt,maar steeds in relatie met 
andere functies nl. 

er.> 

J f(x)J(x - a)dx = f(a) (4.15) 
-Cf.) 

Uitgaande van deze gedachte heeft Schwartz kort geleden het 
functiebegrip dienovereenkomstig uitgebreid en voor het gebruik 

van deze deltafunctie een strenge mathematische basis gelegd, 
Wij keren nu weer terug tot het oorspronkelijke probleen 

4.1, en 4.2. De aanvangsvoorwaarde splitsen wij in zijn ele­
menten,elk waarvan een deltafunctie voorstelt nl. 

T = g(l)d l J{x- l) (4.16) 

De bij de beginvoorwaarde 4.16. behorende oplossing is volgens 
4.10 

en dus 

g(i_) at. 
21/7rt 

exp { - (x -t.)2 ~ 
4t 

Het superpositiebeginsel levert 

t ::::; 0 

t )' 0 

oO 

g(x) = j g(t,) 6(x - t.)at, 
-c:.o 

~ . ~-e.)2 

T(x,t) == _j_ j g(l,)e---i;-r ol..E, 
2fft' -OQ 

( 4 .17) 

(4.18) 

Achteraf verifi~ren wij nog even het gedrag van 4 .18 voor t 4 o. 
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1 T(x,t) = -­
'{;" 

geeft 
cO 

J 1 2 
g(x + 2t2 u) e-u du 

-CO 
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Is dus g(x) continu en is het gedrag voor x ➔ oo zodanig, dat 
uniforme convergentie verzekerd is, dan is inderdaad 

oO 2 
lim T(x, t) = ~ j g(x) e-u du = g(x) 
t ➔ O 1hr -co 

zodat 4.18. aan alle eisen voldoet. 
De functie g(x) in 4.18 behoeft niet even of oneven te zijn 

Wij laten nu zien hoe in dit algemene geval de oplossing met be­
hulp van de Fourier transformatie gevonden kan worden. De stel­
ling waarvan wij ook later nog gebruik zullen maken is als volgt: 

00 

Als F(u) = 2--, J f(t)eiutdt 
v27r -"° 

is f(x) = 1 

wanneer voldaan is aan 
CA 

<,<I 

J F'(u)eixudu 
-oo 

een der volgende voorwaarden 

(4.19) 

(4.20) 

a • J I f ( t ) I dx <- c.o 
-o:> 

b. f(x) continu en van 
en f(x) continu en van beperkte variatie. 
beprkte variatie, voor :X ➔ -tco convergeertf 

monotoon naar o, 

J"°f..lll dt en J f(t) 
t -oo t dt bestaan. 

Indien f(t) even is, is ook F(u) even en kunnen 4.19 en 
4.20 in re~le vorm gebracht worden en ontstaan de zogenaamde 
cosinustransforms. 

Wij herhalen nog even het gestelde probleem 

;J T 
=at 

= g(x) 

De oplossing zoeken wij in de vorm 
00 

T = _1_ 
y;;. j 

-co 
Voor t = 0 is dus 

g(x) = -~ J e .:txicj>(i\)di\. 
v:i.1r_(%) 

( 4. 21) 

(4.22) 

Toepas~ing van het omkeertheorema van Fourier geeft dus, 
mi ts q> (ii.) aan de bijbehorende voorwaarden voldoet 

I?) • 

,,, } _j_ / ~(\IA• 
'f fl : v'i"''li ,A. ' ( I,<. J &( I,( • 

-01 
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Substitutie van 4.23. in 4.21. geeft 
c,O 

00 

T 1 
10D 

-A.2t + J\ xid i\. J e-i,.uig(u)du = 2}' e 
• 00 -c.o 

1--
GO ·s e·-r..2 +A-(x-u)idi\. =-- f g(u)du :ur 

{;~u)2 -~ O'J 

1 J g(u) =-- - 4t du 
'J..-./it -o, 

in overeenstemming met 4.8. 
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I.5. Een lichaam begrensd door twee evenwijdige vlakken 

Het volgende voorbeeld toont enkele geheel andere aspecten 
van de warmtegeleid5.ngstheorie; i.h.b. wordt hier het effect van 
de randvoorwaarden gedemonstreerd. 

Beschouw de 11 plak 11 0 ,( x z a. waarvan de grensvlakken op de 
nul-temperatuur gehouden warden en waarbij de begintemperatuur 
bekend is: 

62'11 ~T 0 <. X <'.'. a 
c)X2 

= -
-;)t 

T = 0 X=O , X=a (5,1) 

T = g(x) t=O 

We passen wederom het principe van scheiding der variabelen toe, 
De combinatie -A.2t 

e sin i\x (5.2) 

blijkt voor alle waarden van i\. aan de differentiaalvergelijking 
te voldoen maar slechts voor speciale waarden van 71. lukt het om 
de randvoorwaarden T = o bij x = o en x = a te bevredigen, n.l. 

J\. = n7< 
a n = 0, ~1 , ~2 ... (5,3) 

Deze i\.'.s 

passende 
noemt men de eigenwaarden 
functies (5. 2),n .1. 

n~rr2t 
V = e a2 sin n Tl x 

n a 

de eigenfuncties. 

van het probleem en de bij-

, (5.4). 

Eigenlijk is het beg rip 'ieigenwaa rde II niet scherp gedefini-
.1. 1 / n7t eerd, want men ZOU b.v. even goedi\ 2 =va de eigenwaarde kunnen 

noemen. Voorlopig zullen we nog geen behoefte hebben aan een 
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scherpe definitie van eigenwaarde, De hoofdzaak is, dater een 
reeks eigenfuncties(5.4)bestaat welke gerangschikt kunnen warden 

volgens hun gedrag voor t ➔ co. 

Elke eigenfunctie is een oplossing van de warmtevergelijking 

en de randvoorwaarden. Om nu aan de beginvoorwaarde aan te kunnen 

passen zoeken we de oplossing in de vorm 

co 

T L An = 
1 

Voor t = O is formeel 

g(x) = L 
1 

sin n11x 
a e 

n'ir X 
An sin a 

n2-n-2t 
a2 (5.5) 

(5.6) 

We nemen nu aan, dat g(x) in het interval (o,a) begrensd is en 

aan de voorwaarden van Dirichlet voldoet en dus ontwikkeld kan 

warden in een Fourier. reeks. De coefficienten Anzijn derhalve de 

Fouriercoefficienten van g(x) 

Oja sin n;:7x g(x) dx, (5.7) 

Het is gemakkelijk in te zien, dat de reeks (5.5) met de Fourier­

coefficienten ft..n van (5. 7) uniform convergeert voor t ~ t 0 '7 0 en 
Of x ~a , en dat in dit gebied aan de differentiaalvergelijking 

en de randvoorwaarden voldaan is. Dat aan de beginvoorwaarde vol­
daan is volgt uit een stelling van Abel. 

Indien g(x) niet aan de voorwaarden van Dirichlet voldoet 
a 

maar toch of begrensd is of zodanig is dat J \g(x)) dx bestaat, 

-a 
geldt(5.6)weliswaar niet meer, maar toch blijkt(5.5)aan alle eisen 
te voldoen en voor t ➔ 0 inderdaad g(x) op te leveren. 

Volgens een stelling van Fejer is namelijk(5.6)wel sommeerbaar in 
de zin van Cesaro hetgeen wil zeggen dat 

n 

lirn 
n .... co 

~ krrx waarbij Sn= _/_Ak sin 
1 a 

bestaat en in elk continuiteitspunt 
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van g(x) inderdaad g(x) voorstelt. Een kleine uitbreiding van de 
stelling van Abel laat dan zien dat hieruit volgt dat voor t-+O 

( 5.5) g(x) oplevert. 

We brengen nu een kleine complicatie aan n.l. door de rand­
voorwaarden van(5.1)te wijzigen in 

t T = T1 X 0 (5.8) 
T = T2 X = a 

We gaan nu a.v. te werk. Denk de oplossing T(x,t) opgebouwd 
uit twee bestanddelen U en V~ waarbij U en V voldoen aan: 

d2U 
0 

d x2 = 

u = T1 X = 0 (5.9) 
u T2 X = a 

?lv 2Jv 
~=~ 

V = 0 X = 0 , X = a (5.10) 

V = g(x) - u t = 0 

Het eerste probleem is stationnair en gemakkelijk op te los-
sen 

met 

Het tweede probleem hebben we reeds opgelost n.l. 

eQ 

~ n7rx 
V = '- Bn sin 

8 1 

a 

A -n ! J I T1 + (T2-T1) ¾ 1 
0 

sin~ dx 
a 

waarbij An door 6,7)gegeven is. Na een kleine reductie is 

2fT1 - (-1)n T21 
An - --------

n 7r 

zodat de gevraagde oplossing er als volgt uitziet 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 
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a 

+ fj sin n;u g(u) du J 
0 

(5.1~-) 

We maken het vervolgens nog wat moeilijker door T1 ook van de tijd 

afhankelijk te nemen. Het probleem is a.v. 

= 4 (t) X = 0 

= 0 X = a (5.15) 

T = g(x) t = 0 . 

We stellen weer T = U + V waarbij U aan(5.1)voldoet en V aan 

'J2v r.JV 
";:ix2 = d t 

r: = <f ( t) X = 0 

= 0 X = a (5.16) 

V = 0 t = 0 

Vervolgens passen we op(5.16)weer het superpositiebeginstel toe 
n.l. door de variabele randvoorwaarde op te bouwen uit elementaire 
stukjes corresponderend met de randvoorwaarde(5.8) 0 

Laat F(x,t) de oplossing zijn van 

f; = 1 X = 0 

= 0 X = a 

(5.17) 

? 

F = 0 t = 0. 
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De oplossing van(5,16)waarbij de voorwaarde bij x ~ 0 vervan­

gen is· door 

0 t L. 'L 

0 t > z- +a-c-

is dan 

~ (t) F (x, t-z) - F(x, t-T-d z) 

of 

Het superpositiebeginstel levert daarmee als oplossing van(5.16) 

J h- F ( X, t- -c) ~ ( T) d T" • (5.18) 
0 

Deze speciale toepassing van het superpositiebeginstel op een 
tijdafhankelijke randvoorwaarde staat ook bekend als het prin­
cipe van Duhamel (1833). 

Volgens(5.11~)is 

F (x,t) = 1 - X 
a 

C£) 

2 '\ _n1 
)( L_ 

1 
sin n«x 

a 
2 2 

exp ( - n n-2 t ) 
a 

De oplossing van~5.15)kan nu gemakkelijk samengesteld warden. 

I.6. Algemene theorie 

We beginnen met enkele begrippen uit de tensorrekening. 
Beschouw steeds een Carteslaans assenstelsel x1 x2 x

3 
met 

coordinaten x. (j= 1,2,3). 
J 

Onder een tensor van de k8 orde verstaan we een stelsel van 
functies met k indices (i. = 1,2,3) 

J 

T. . . (x~ x2 x
3 

) (6.1) 
l 112 ••• lk I , , • 

zodanig, da1~ deze componenten bij overgang op een and er asser:.­
stelsel getra1sformeerd warden als het product van k vecto~Pn ,. 
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De gevallen k =Oen k = 1 corresponderen met de begrippen scalar 

en vector. De belangrijkste eigenschappen van tensoren zijn 
1. Het product van twee tensoren is weer een tensor. 
2, Identificering van indices levert weer een tensor op. 
Onder identificering van indices verstaan we het volgende. Indien 
in(6.1)de indices i 1 en i 2 geidentificeerd worden past men somma­
tie over deze indices toe: 

T" "i . ll 3 ... lk 

waardoor een nieuw stelsel met twee indices minder ontstaat. Dit 
is dus een nieuwe tensor met orde k = 2. 

Een eenvoudig voorbeeld is het scalarproduct van twee vecto­

ren ai(a 1 ,a 2 ,a 3 ) en bi(b1 ,b2 ,b
3

) n.l. 

aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3 

Zodra duidelijk is, dat men met tensoren werkt worden sommatie­
tekens steeds weggelaten, omdat de sornmatie door de gelijkheid 
van indices wordt aangegeven. 

Een belangrijke rol speelt de differentiaaloperator 

( J '-
0
-' 0 ) welke de rol van symbolische vector speelt. 

~1 ax2 vx3 

Uitgaande van een scalar s is dus 
dient van 
Uitgaande van een vector v. is dus 

d l 
van -- en Y" een scalar, de z.g. oxi i 

vs 
d x. 

l 

een vector, de z.g. gra-

clvi 
~, het scalarproduct 

diverge~tie van vi. 

De temperatuur Tin een mediurn is een scalarfunctie van 
plaats en tijd. De gradient van T n.l. cl Tis een vector welke de 

~xi 
richting van het maximale temperatuur - verval aangeeft. 
De warmtestroom welke optreedt tengevolge van de temperatuursver­
schillen wordt enerzijds bepaald door de temperatuur-gradient, 
anderzijds door de eigenschappen van het medium. 

Men definieert nu de vector van de warmtestroomdichtheid Si door 

= - Kij 21 T 
oXj 

(6.2) 

waarbij in de tensor Kij de eigenschappen van het medium opgeslo­
ten liggen. 

De hqeveelheid warmte die door een oppervlakteelement du met 
normaalvector n1 passeert is 

./ 



'l ; 
j 
' ' j ~ 

•. ~ 
j 

. i 
.J 
j 

{1 
1 

• ,, 

-1 6 -

n. Si dc;r 
l 

(6.3) 

of 

-ni Kij cl T d 0 

oXj 
(6.4) 

Het feit, dat de hoeveelheid warmte in een gesloten systeem 
niet verandert,wordt uitgedrukt in de z,g. continu!teitsvergelij­

king. Beschouw daartoe een georienteerd infinitesimaal blokje me~ 

ribben dx, dy, dz. Volgens(6,3)is de hoeveelheid warmte welke in 

dt sec. instroomt gelijk aan 

a - ox. s1 dx dy dz dt 
l 

(6.5) 

In dit tijdsinterval heeft het blokje een hoeveelheid warmte op-­
genomen gelijk aan 

JT 
~ c IT dx dy dz dt (6.6) 

Men heeft dus de volgende continuiteitsvergelijking 

+ .3!_ s. = 0 ox1 1 (6.7) 

Indien plaatselijk nog extra warmte wordt opgewekt b.v. 

A(x1,x2,x
3
,t) per tijdseenheid en volumeeenheid moet aan(6.7)dez 0 

term nog extra toegevoegd worden: 

(6.8) 

De warmtevergelijking ontstaat tenslotte door substitutie van(6.2) 
in(6.8) 

(6.9) 

We vermelden voorts de stelling van Gauss welke zegt dat ec;:-. 

volumeintegraal van een divergentie van een vector veranderd kan 
warden in een oppervlakteintegraal van de normaal van de vector: 

J :> J ni """'Yxi 
V. dT = Y. do-

l l 
(6.10) 

vol opp 
,, 

Het bewijs hiervan verloopt doorgaans in verschillende trappen. 
waarbij een willekeurig lichaam in convexe delen wordt verdeeld en 
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waarbij een convex deel zelf weer in een bundel cilindertjes even-­
wijdig aan de x1 rich ting wordt verdeeld. Pa rtHne integratie redu•­
ceert dan de drievoudige integraa 1 van ° v 1 tot een tweevoudige enz -

u X1 

Met behulp van deze stelling van Gauss kan met tot een aflei­
ding in macro van de warmtevergelijking komen. 

De totale winst aan warmte is per tijdseenheid gelijk aan 

hiervan komt voor rekening op de warmteopname aan het oppervlak 

en de inwendige warmteproductie 

fff (A) d -i-

dus 

Volgens Gauss dus 

JJJ {ec rt +
0
2) S. - Al d'i:"= 0 

:i<· l l . L 

( 6 .1 1 

Aangezien dit voor elk volumedeel geldt volgt hieruit de warmte­
vergelijking(6.8) of(6.9~ 

De integraalvergelijking( 6. -:t) is eigenlijk iets algemener omdat 
deze ook discontinuiteiten en deltafuncties in de integraal toe­
laat, b.v. A= 6 (x1-a 1 ) ~ (x2-a 2 ) S (x

3
-a

3
). 
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Dr H.A.Lauwerier 
18 November 1954. 

Het verschijnsel van diffusie kan op analoge wijze beschre­
ven worden als de warmteoverdracht. Bij diffusie heeft men mate­
rieoverdracht en worden verschillen in concentratie uitgewist. Bij 
diffusie beschouwt men meestal een gasvormig of vloeibaar medium 
waarin een bepaalde stof zich bevindt b.vQ rook in lucht, kleur­
stof in water. We beschouwen voorlopig het eenvoudige geval van 
een stilstaand medium waarin zich een enkelvoudige stof bevindt. 
De toestand kan beschreven warden met een co11,ce~tratie gemeten b.v. 
als massa per volume-ee:iheid of aantal moleculen per volu.D"!' eenheid .. 
We zullen practisch blijven en de concentratie c in kg/m3 uitdruk­
ken. 

Tengevolge van concentratieverschillen treadt een materie­
transport op 9 dat analoog aan de warmtestroomdichtheid(6.2)be­
schreven kan warden met de vector van de materiestroomdichtheig_ 

~ 
o xj 

Q. = -D .. 
l lJ 

( 7. 1) 

waarbij Dij de diffusietensor is. 
Meestal is de diffusietensor isotroop en heeft men slechts te ma­
ken met een enkele diffusiecoefficient D en dan is dus 

c) C 
Q. = -D ~--

l v xi 
(7.2) 

De hoeveelheid materie welke in dt sec. een oppervlakte­
elementje du passeert wordt ( zie 6 -3) ui tgedrukt als 

(7-3) 

De dimensie van Dis blijkbaar opp/tijd. 
Ook hier geldt weer de continulteit~ye:i;:g_elijKi!_IB (zie 6.7) 

Q. 
l 

(7.4) 
,, 

en ver~rijg~ men door substitut±e van (7.2) de diffusieverge.J:.~jl<;i.E,__g_ 
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. ·- Jc ';) (D _}_g__ ) 6T' = ~ 
1. 

o xi 

of 
d C Dile 1lt = (7.6) 

indien D niet van de plaats afhangt. Voor zeer verdunde oplossin­
gen is D onafhankelijk van de concentratie en geldt (7.6). 

I.8. Poreuze media. 
We beschouwen hierin de stroming van een compressibele vloei­

stof in een poreus medium b.v. olie in een laag zandsteen. De 
stuwende kraoht welke de vloeistof doet stromen is de~ p wel­

-·xe de dimensie kracht/opp of [m1- 1t-2 J heeft. Analoog aan(6,2) 
en (7,1) is de vector van de vloeistofstroomdichtheid 

;\ .. 
lJ (8.1) 

_ J,vaarbij ,\ . . de permeabili tei tstensor 
l.J 

heet. Meestal is ,, .. 
isotroo:p en dan schrijft men gewoonlijk na afsplitsing 
cositeitsconstante ~, dimensie [mi-1t- 1J 

v. = -
l 

k 2-L 
"7l x. 

1. 

waarbij k de :2,_ermeabiliteit heet, dimensie [12 ]. 

lJ 
van de vis-

(8.2) 

De vergelijking (8.1) of (8.2) staat bekend als de wet van 
'- .J)e,r~y (H.Dar~y, Les fontaines publiques de Dijon, 1856). Men kan 

aan het rechterlid van (8.2) nog een uitwendige kracht toevoegen1b.v. 
~ p 

cp = l (p+V) 
? 

(8.3) 

waarin V de potentiaal van de uitwendige kracht is. Bij in reke­
ning brengen van de zwaartekracht is b.v. V =-~gz, waarbij de no­
tatie we~ voor zichzelf spreekt. 

De hoeveelheid vloeistof welke in dt sec. door een oppervlakte~ 
element do- stroomt is gelijk aan v. n. d a- • Di t is dus een volu.mee 

l l 
In massa uitgedrukt moet nog met de dichtheid ~ vermenigi;ru.ldigd 
worden. 

De onvernietigbaarheid van de massa komt weer tot uitdrukking 
in de continuiteitsvergelijking 

~ ~ cl 
[_ ii t + -i)-X-.= 

l 
Hierbij stel t c. de porosi tei t 

( 8 .. 4) 

van het medium voor d.w.z. het 
voor vloeistof beschikbare vrije volume als fractie van het totale 
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volume. 
Uit (8.3) en (8.4) kan nog geen bruikbare vergelijking af­

geleid warden omdat er tweo afhanlrnlijke variabelen p en e op­
treden. Als ontbrekende relatie heeft men echter nog de toest~nds~ 
vergelijkin_g 

. e -=f'o exi) C ( P-P0 ) 

welke voor een compressibele vloeistof geldte Zander moeite vindt 
men nu, V verwaarlozende, 

Ce.µ 

k 

dus weer het type van de warmtevergelijking. 

r.9. Andere coordin~ten. 

(8.6) 

In Cartesiaanse coordinaten is de warmtevergelijking 
?> T 6 T (9.1) -~ = 

-met 
c) 2 c) 2 v 2 

IJ.. = ~ + V + 
~ z2 

(9.2) 
ox 

In een ander coordinaten stelsel x 1x2x3 -;) u 
1 

u 2 u 
3 

vin­
·.-:-·'Uen we een ingewikkelder vorm welke of met behulp van de trans­

formatieform.ules afgeleid kan vvorden of door een rechtstreekse 
11 :physischen beschouwing gevonden kan worden. 

We kiezen het eenvoudigc geval dat het nieuwe co~rdinaten­
stclsel weer orthogonaalis. Het lijnelemont is dan 

d s 
2 

= '1:~ d u ~ + -c~ du ~ + ---c-~ d~j 

waarbij 't"i een functie van ( u 11u 2 ,u3 ) is. Beschouw nu een 
volumeeJ.ement gevormd door vlakken u. = constant 

l 

dan meteen 

(9.3) 

zodat dus 

A = ~z,~t"S { ~uJr~~J ;'<)+ ~~L(Lt:· ~~2)+ ~~~ ("t,:; ~~)} (9.4) 



. Cylindercoordinaten X = r COS t.p 

y =r sin <f 

z = z 

ds 2 = ar2 +r2
atp2 +az2 

. b, _Bolco6rdinaten X = r COS 'f sin (} 
y = r sin lf sin e 
Z = r 00S 0 . 

ds 2 = dr2 + r 2 sin2& dtp 2 + r 2ae 2 

r.10. Een diffusieprobleem. 
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We denken ons het volgende experiment uitgevoerd. Twee even 
grote reageerbuisjes zijn gevuld resp. met schoon water en water 
waarin een kleurstof is opgelost. Nu worden ze vertiaaal op elkaar 
geplaatst zodanig dat de vloeistofspiegels aan elkaar grenzen. Ge­
makshalve hebben we even een impermeabel wandje aangebracht tussen 
de beide vloeistoffen. We trekken dit nu voorzichtig weg en dan 
begint een diffusieproces waarbij de scherpe scheiding tussen de 
vloeistoffen vervaagt. 

Met enige voor de hand liggende vereenvoudigingen ku.nnen we 
het volgende mathematische model opstellen 

;) 2c i'>c 
D i}x2 = ~ 

C = { 

C --. 0 

0 

C 

-00 .lX Z._+c.o 

X < 0 

X } 0 

x--co 
X -> +co 

( 10.1) 

Dit is een bijzonder geval van het in I.4. behandelde probloGID.. 
---~~lgens ( 4. 18) is de oplossing 

00 

--:==1 ==;1-€.-
2. 1/7<" ..D t 

0 

{x. - t./ 
J-j IH: 

of, indien we de errorfunctie invoeren volgens 

( 10 .. 2) 

I 
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e!'f X 
2 Jx -~2 at = fir e 

0 
( 10.J) 

Co 
(1+ erf X 

·' ) C = ---y 21/Dt 

De errorfunctie komt veel voor bij problemen uit de warmtegeleiding 
enz. en daarom vermelden 
van deze functie. 

wij nog enige belangrijke eigenschappen 

Duidelijk is erf to = 1 
erf ( -x) = -erf :x: 

Vaak schrijft men het complement 1 - erff x als erfc. x ,dus 

erfc::x 

oO . 

= _2_ J e- t.2 d t., 
fi X 

De errorfunctie kan worden ontwikkeld in een machtreeks 

erf x tii1) nx2n+ 1 
- 2n+ 1) n ! 

of voor grote x in een asymptotische reeks 

x2 
erfc .. x-= ,hr e -

1.11. Een cilindr~sch Hr~bl..£9.il. 

0 

-2n-1 
X 

{10.6) 

(10.7) 

Beschouw een oneindig lange cilinder en laat de begintempe­
ratuur opt= 0 gegeven zijn door T = f (r). Het oppervlak hou­
den we op constante temperatuur die weals nul-temperatuur kunnen 
kiezen. De vergelijkingen zijn 

{ 
o2T 1 °'?> T .£J__ 0 lr(. a 
vr2 + ~-- --- = r ~r at 

T = 0 r = a (11.1) 
T = f(r) t = o. 

Stellen we 
- A. 2t 

T = -e. V 

waarbij v een functie van alleen r is, dan voldoet v aan 

d
2

v + ~1- dv + A. 2v = 0 dr2 r ~- (11.2) 

De z.g.vergelijking van Bess.el 
,. 

d2v 1 dv 
dr2. + r ~ + V = 0 (11.3) 
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hceft de fundamentele oplossingen 

Jo (r) 
yo (r) 

met 
met 

J (r) -.1 1 r ➔ 0 
0 

2 { r } Y
O 

( r) ui ~ ln2 + J' r ➔ O. 

Gem.akkelijk leidt men af 

co 

J (r) = ~ 
0 o 

( -1 ) n I_ r2 ) 2n . 
n!n! ~ (11.4) 

De oplossing van ( 11.2) is dus A J
0 

( i\.. r)+B Y
0 

( A. r). 
Voor r~O moet Ten dus v eindig blijven en volgt B = O.(de ont­
brekende randvoorwaarde!). 

De gewenste oplossing van (11i1) moet dus opgebouwd worden 
als een lineaire combinatie van oplossingcn 

J (Ar) ' 0 
(11.5) 

De randvoorwaarde bij r = a geeft de eigenwaarden 

J
O 

( i\ ka ) = 0 • ( 11 • 6 ) 

Gemakkelijk is in te zien dat de eigenwaarden reeel zijn. 

Wij bewijzen n.l. 

r 
mi ts J ( 'A a) = 

0 

J ( i\ r) 
0 

Jo (ft!.r) 

J
0 

(,M. a) = O. 

0 'A :/=µ 

rdr= l ,t (11.7) 
°;_2. /o- (;\c..) ,\ =-,,.V-. 

We bewijzen dit als volgt. Schrijf even v = J
0 

(i\.r),w== 
Volgens (11.3) is 

~r ( r --'.~; ) = - ">--
2rv ; d~ ( r g; ) = 

dus 

v ~r ( r ~; )-w ~r ( r : ) == ( i\ 
2 

- I'-'--
2

) rvw 

Voor A t=r volgt dan ( 1 ~. 7) .Als A:fa!. laten we r➔ i\. maar 
lating van de conditie J ( A.<. a) = O. We vinden dan 

0 / I 

Ja rv2dr = - lim 71.aJo (,µ;) Jo~ i\a) = 
0 ;("' ➔ i\ )\. - .I"'-

met los-

* Indien .\ k een complexe eigenwaarde is, is ook ). k er een. 
De integrand in (11.7) is dan positief terwijl de integraal = 0 is. 
Dit leidt dus tot een tegenspraak. 

We trachten nu de oplossing van (11.1) te vinden in de vorm 
van een reeks 
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00 

T = L (11.8) 
0 

Indien deze voorstelling mogelijk is ku.nnen we de coefficienten 
evenals bij de Fourier reeks op de volgende wijze vindeni 

t ➔ O f ( r ) = L ¾ J
O 

( i\kr ) ( 11 • 9 ) 

~ 

J 0 ( Akr) f(r)rdr}: {
0
J J

0
( i\kr) J

0
( i\kr)rdr}(11.10) 

dus volgens (11.7) 

¾= 2 ~£ Ja 
a Jo ( i\1<0..) 0 

(11.11) 
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II_j_, De. LjiJ2J.J3,tt;transformatie 
Onder a.e Laplace getransformeerde van F( t) verstaan we de 

functie f(s) gedefinieerd door 
OJ 

f ( s) = J e-st F( t) dt ( 1 • 1 ) 
0 

We beschouwen slechts die functies F(t) die aan de volgen-
de eisen voldoen 

1· F(t) R-integreer-,baar in ( O, cO) 

T 
g. J } F( t) \ dt ~ co voor elke T. 

0 

l• 
SCP -sot F(t)dt bestaat voor een zekere s

0 
en voor elke e 

T 

Eenvoudige eigensohappen van L~transforms zijn 
.§.tfil:l~A.-1• Bestaat L { F( t) ! voor s = s

0 
dan oak voor s met 

Re s ) Re s
0

• 

S.:!1§lling__2. Bestaat 
gebied Re s > Re s

0 

L {F(t)~ voor s = s
0 

de,n is :f'(s) in het 
een reguliere analytische functie. 

Er is dus een halfvlak Res>~ waarin f(s) bestaat en 
een reguliere analytische functie is; ~ heet de convergentie 
abscis. 

Rekenregels f(s) 
.-1.... f( ~.-!L..) a a 
sf(s)-F(O) 

s
2
f(s)-sF(O)-F'(0) 

llil 
s 

-Df(s) 
co 

J f( o--) d <r 
s 

:§:_ F( t) 

F(at) 
D F(t) 

' D2F(t) 

t 
' j F( 't" )d T" 

0 

tF(t) 

·}- F( t) 
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f(s-a) 

e ... a 8 f(s) 

Voorbeelden. 
_1_ 

s 

_1_ 
s-a 

-as e . 
s 

s 
s2+a2 

a 
s2+a2 

eatF(t) 

U(t-a)F(t-a) 

1 

. eat 

U(t-a) 

, . oos at 

. sin at 

- d'. -::..lns . 
s . lnt 

Cony_oj.u 1,i_eregel 
Als f 1(s) 

het gemeenschappelijke 

en 

convergentiehalfvlak 
t 

dan is in 

f 1(s)f2 (s) = J Fi ( --c ) F 2 ( t- '1:" ) d -t- ( 1. 2) 
0 

Het rechterlid van (1.2) heet de convolutie van F1 en F2 en 
wordt som als F 1 * F2 geschreven. 

De belangrijke eigenschap van de Laplaoe transforms is 
de omkeerstelling welke eenvoudig uit het o:mkeertheorema van 
de Fowier integralen afgeleid kan warden. 
Omkeerregel~ 

Convergeert L f F( t) \ absoluut voor s > B en is F( t) 

van beperkte variatie 9 dan is 

F(t+O)+F(t:-,.Q)_ _ 
2 -

Jp+iOO 

p-i c,o 

1 
2 -n- i 

( 1 d) 

waarbij de integratieweg een verticaal p =Res>~ is. 

Uit de omkeerregel kunnen we een interessa.nte eigen­
schap afleiden n.l. 
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De(formele) afleiding is a.v. 

1 

5 f(s2 } 1 est 
1 

J s 2t = f(s2 } 1 t 2 'it" i ds -- e f(s)ds = 
L1 .£ - ii" i s s2 L2 

00 

-1..... J s2t J e -su.F(u.) cfu.ds = ni e ;:: 

L2 0 

= 

co 2 j e-u / 4 tF(u)du. 
0 . 

De delta functie. 
De delta functie J(t) voldoet aan ae selectieregel 

J b :f ( t- -i:- ) ~ ( i-- ) d 't"" = f(t) a <t l.. b 
a 

De Laplace transform is derhalve de eenheid 

1 ( 1. 6) 

De convolutieregel is hiermede in overeenste:m.ming. 
Substitutie van F(t) = f(t-a) en f(s) = e-as in (1,4) 

geeft 
J~ 

-as 2 

e ---T--~ 
s 

= 

Substitutie van F(t) 
],_ 

-as 2 

e 
s 

a2 
1 e- 7j:"'f; 

/ii=t 
= U(t-a) en f("' 

• erfc a 
2 y't 

( 1. 7) 

. _1_ e-as gt; ,; l:; 
s 

( 1.8) 

To epaspi!!g op e er:i _liri_~air----YY.fil'_mj; egeleidin_g_§1_£0 b1_ee_m. 
Beschouw het gebied x > 0 met 

Z> 2T ~ T 
ix2 = -rt" 

en aan de rand T = F(t) 
De begintemperatuur zij = O. 

( 1 • 9) 

(1.10) 

Pas nu op de temperatuur de Laplace transformatie toe 
00 J e-stT(x,t)dt 

0 

V = 

De L. transform v voldoet blijkbaar aan 
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- sv = 0 X) 0 

v = f(s) _ L {F(t)) 

De oplossing is .1. 

f( S) -s"':x:. 
V = e • 

s.• F( t) is een constante T
0

• Dan is 

VO lgen s ( 1 • 8 ) 
f(s) 1 

== ~o en de o:p-
lessing is 

X T = T
0 

erf'c 2V1; • 

E.• F(t) willekeurig. Volgens de convolutieregel is wegens 

1.. 
x 

8
-x2/4t f(s) ~F(t) 

-si<lx . en e . fit3-, 
2 

de oplossing 
t 

T = j F( 't) 
0 

Een ei_g_enwaarq__elL.l).roblee~. 
Vfe beschouwen nog eens het :probleem van een eindig ge­

bied O <!.x < a 

"a 2T ~ T ~~;r- ~ 
t>T met de randvoorwaarden x = 0 

X = a 
~= 

T 
en de beginconditie t = 0 T 

Laplace transformatie geeft 

d2v 
d:x:2 ... sv = 0 

met 

! 
dv 0 X = 0 ~= 

V = T
0
/s X = a. 

1 

De oplossing is V= To 
Chxs'.3 
sChas2 

Volgens de omkeerregel is· 
1 

1 f st Chxs2 
T = T 2 . e 

O 'it l sChaa2 

= 

= 

0 

To 
o. 

waarbij de weg een vertiuaal rechts van de im.aginaire ,, 
De integraal is een analytische functie met polen in 

-
(k+½)2ri-_2 

s = 0 en s = - - - -
a2 

k = o,1,2 ••• 

(1.11) 

(1.12) 

as is. 
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Beschouw nu de contour L1+L2 uit de nevenstaande figuur. 
1

1 
is een rechte en L2 een aanslui tende halve cirkel met straa'. 

R. 
/ --·, 

I 
/1.l. + L. 
I I 1 
i l 
I j \ ...,___ 

De cirkel is zodanig gekozen dat de reele as juist tussen twe8 
polen in wordt gesneden. 3eschouw nu (1.14) met deze contour. 
De bij drage van de cirkel boog nadert voor R ➔ oo tot nul. '."fife 

hebben dus slechts te maken met de bijdrage van 1 1 voor R ➔ a<> 

Anderzijds is de integraal over L 1+L2 juist gelijk aan de som 
van de residuen van de ingesloten polen. Hieruit volgt dus 

of 

)co { iJc+-½)2 n-2 } T/T = Res (s=O) + _ Res s = ~ ~-
o o a2 

c.o 

T/T = 1- ~ 4- L 
0 /( 0 

( 1. 15, 

(-1)k cos (2k~~) il""X exp- ;(.2k+1)2 '!!~2 .. 
2k+ 1 4a2 

Voor t ➔ 0 is (1.15) slecht convergent. We ku.nnen op de 
volgende wijze een goed convergente ontwikkeling afleiden. Da:-:-­
toe gaan we weer uit van de Laplace transform (1.13). Het pri: 
cipe is dat een ontwikkeling voor kleine t correspondeert met 
een 

dus 

voor grote s. 
Aldus is 

V/T
0 

1 1 

xs2 -xs2 
e +e 

-·--· .L---

as2 se 

1 

= 

+ 

1 /4 ~ /4 + { e ( :x:-a) sj~ + e-(x+a) s2 J 2_ (-1 )n e-2ans2 
0 

c.o 

'5 (-1)nexp-s½ f (2n+1)a-x}+ 
0 

To ~ n ,. 
-s- L (-1) exp - s·2 i (2n+1)a+x ~ • 

0 

Term voor term transformerend .. vinden ve aldus i. v.m. ( 1. 8) 
<>1' 

T/To = L (-1 )n erfc i@1±Jla-!._ + l (-1 )nerfc _(2n+1=}a+x ( 1 ~ 16 .' 
,o t 2Vt O 2-v=e 

Voor x = O ; 2"'" = 1 is b. v. 

en voor 

a 

erfc~- P.r::.'-· 

""2 < 1 nog beter in tegenstelling tot (1.15). 
a 
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.. 
II 2. icepassing van de Laplace transformatie op'cilindrische problemen. 

Reeds. in I 11 hebben,..we een. cilindrisch probleem beschouwd nml. een -- . '·. . . 

oneindig lange cilinder /.'llet gegev_en begintemperatuur en constante opper-
.. to s • • 

vlakte temperatuur waarbij_ de temperatuur alleen een functie van de ra-. . . .. 

dius r en de tijd tis. 

We beschouwen hiervan nog eens het volgende bijzondere geval 

met 

cl 2
T + 1 bT uT 

c) r2 r ii"r = dr 

T = To r = 

T = 0 t = 

Laplace transformatie geeft 

a2
v + 1 dv --,.;- - = - sv = 0 drc: r ur 

V = s bij 

oL:r,(a 

2-1 

a 

0 

2-2 

Aan de 

K
0 

( r'Vs). 
vergelijking 2~2 voldoen de Bessel functies I (rvs) en 

. 0 

Enkele eigenschappen van deze functies vermelden we hieronder 

z2 z4 
=1+-zr+61-J.+ ..... 

z cost dt 

0 

2-3 

2-4 

"° 2n 
Ko ( z ) = ) . y,- ( n ) -1 n£ (-2z ) 

. o n ! n ! 
2 

1 n ; - J' - ¾ ln ; . • • 2-5 

W£Ja rbij tfr( n ) = ,.. t + 1 + .:!. 
2 

Cht 

1 + ••• + n . 

= Jco e -z 

0 

dt. 2-6 
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I
0

(z) hangt met_de vroeger behandelde Bessel functie J
0

(z) als volgt 

samen 
I

0
(z) = J

0
(zi). 

De oplossing van 2-2 is 

2-7 

Het rechterlid van 2-7 is een eenwaardige analytische functie vans met 

enkelvoudige polen, bepaald doors I
0

(avs) = o. 
Is ~n (~n>O) de ne wortel van 

J
0 

(acx) = O 

dan zijn de polen van v 

n=1, 2 •••• 

s = 0 en 

De residuen zijn i: en 2To 
a 

2 
s = - c<. n 
Jo ( rd-'tl) 

cxnJ 
O 

( rex.,.) 

Het origineel van vis dus 
2 

T = T 
0 

00 _t{ t 
1 + ¾ ~ e n 

n=1, 2 ••• 

2-8 

De oplossing ~-8 is goed bruikbaar voo~ grote waarden van t, voor kleine 
waarden van t !.s de convergentie slechc:. 
Een goede ontwikkeling voor kleine t kan men verkrijgen door het rech­
terlid van 2-7 naar grates te ontwikkelen. Hierbij moeten we nog on­
derscheid maken tusfen een ontwikkeling waarbij r/a klein is, en dus 
rv's matig en waarbij r/a niet klein is. 

In elk geval he>ben we de asymptotische ontwikkeling van de Bessel­
functie I

0
(z) nodig. Ieze volgt gemakkelijk uit de integraalvoorstelling 

2-4. 
De substitutie cost= 1 - 2u2 geeft 

1 2 
, 

ez J -2U Z d u I
0

(z) I = - e 
\11-~2.-:i. -· 'il" 

-1 
00 2 

ez L J 
-2u z 2n dus I

0
(z) c.,-, 1 C e u du 

7r () n 
- GO 

met (-1)n 
• 1 

"c = ( ·~) 
n n· 

De asymptr:tische ontwikkeliq; van I
0 

( z) is tenslotte 

Io(z) (/) ~z ~-f(n+~)cn 
I/ L':. 1 

(2z)n+;: 
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of 

2-9 
Aldus vindt men in het geval van r/a niet klein 

T a!'J. 
J. 1 -s l ( a-r) 1 + 

0 - Srsfi 
... 

VVl 
r,!{ 

e 
s 

1 + 1 

8asY• 

¼ 
!4_ 

{ ... r -s,l(a-r) 
T

0 
a 1 + a-r e 2-10 = 

Bars~ --J1_ s 

Dit moet nu teruggetransformeerd warden. Vroeger ( 1-8) hebben we gevon--
den dat -as1/i 

e 

s 
,; erfc a 

2vt 
-as~ 

e Het origineel van _ __,_ 
5 ¾. 

kan hieruit warden afgeleid met behulp van in .. 

tegratie naar a. 

Echter is ook bekend (1-7) dat 
-as~ 

e 1 e 

2 a 
-"lft" 

,. 
-asY;;_ 

Algemeen volgt nu het origineel van _e __ 
si\+J 

gepast op de genoemde transform en 

uit de convolutieregel toe­

.::!.:\. waarvan het origineel 
SI 

-as½. 
e 1 ---= 
S· 1/,.+"-

't f (t--r/--1 
- a2 
e~ 2-11 

0 

We schrijven alleen maar de eerste term van de uit 2-10 volgende reeks­
ontwikkeling op. 
Men heeft voqr kleine t dus ,,. 

T a(2 

T 0 erfc a-r 2-1? t"v 

r Y2. 
., ... 

21/t 

/ 
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voor r = O gaat dit blijkbaar niet meer op. In dit geval moeten we ont­

wikkelen 

We vinden 

v(o) ,v 

-as-½ 

T V 27r a ~1'"" { 1 
0 s 7'{ 

1 ... 2-13 

ne eerste term van de ontwikkeling in tis dus 

T
0 
✓ 2a 

t 3 1 a2 

j 
-ir -2 - r 

T rv (t-T) T e cl 't" 

r (J) 
0 

2-14 

Voor fijnproevers op het gebied van Bessel funeties zij vermeld dat 
hiervoor het volgende kan warden geschreven 

a2 
Toa -Bt 

T v, -- e 
'Vrrt 

Een soortgelijk probleem maar van geheel andere aat>d is de warmtegelei-­
ding in het buitengebied van een cilinder. 
Beschouw b.v. 

t 
o 2T + 1 ;) T _ cl T 
~ r rr - ot 

T = T
0 

T = 0 

r>a 

2-15 

Hierbij hebben we de K
0

(z) functie nodig. Uit 2.6 volgt evenals voor 
de I

0
(z) de asymptotische voorstelling voor z positief re~el: 

~rn::' -z( 1 ) {/) y22 e 1-Bz"• .. 
2-16 

De oplossing van het Laplace-getransformeerde probleem is 

2-17 



1 
l 

i 
j 

.. 

-34. 

Het 
van 

is duidelijk dat hier alleen de K
0 

functie optreedt omdat v immer~ 
r -. oo naa r nul moet gaan. 
Het rechterlid van 2-17 is nu een meerwaardige analytische functie" 

Aangezien K (z) geen nulpunten bezit is erslechts de vertakkingssnede 
0 ,, 

langs de negatieve reele as, 
Gebruikmakend van het omkeertheorema van de Laplace transform be­

schouwen we de weg als aangegeven in bijgaande figuur. 

C 

E 

C) 

De bijdrage van het kleine cirkeltje CDE is 2'ii i in de limiet. 
De bijdrage van de grote kwartcirkels AB en FG converge0rt naar nul. 

111 
Op CB stellen we S= u2 e • De bijdrage is 

,t .. 
aangezien 

ol.u 
-= u 

7(J. 1 J 
K

0
(ze ) = - 2 1r1 1 J

0
(z)-1 Y

0
(z) \ • 

Jo(ur)-1Y0 (ur) d~ 

J
O 

( ua ) - i Y
O 

( ua ) u 

Op FE stellen w~ evenzo s 
2 - 'lri 

= u e waa rr,,<>e minus de complex toegevoegC8 
waarde wordt verkregen. 

Tenslotte vinden we 

cO 

T = To { 1 + $ ) e -u2t 2-18 

0 

Voor klelne waarden van t ontwikkelen we weer 2-17 naar grote s. 
Met behulp van 2.16 is 

en dus 

e 

1 

¼ - ( r-a) s 1. 

s 

!. v-, (2-)~ erfc r-a + 
T r 2-yt 

0 

r-a 
Ba rs.Yi. 

2-19 

2-20 



·1 
) 

j 

.. ;111 
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Voor grote waarden van t kunnen we ook 2-17 naar kleine s ontwik 
kelen 

V 
T= 

0 

= 1 
s 

r-./s 
-ln -2- -j- ... 

( avs ) s - ln ~ - d .... 

ln r 
a 

lnvs - ln ½ - d 
2-21 

-1 Het origineel van----
s(lns+a) 

is voor grote waarden van t gelijk 

aan ini-a zoals eenvoudig uit de complexe omkeerformule volgt. 

Dus 
1n £. 

a 

(Verg. Carslaw & Jaeger C.of H. ~127) • 

.... 

2-22 

,I 
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II 3 •. Br.onnen,··putt-en en de st·elling,,van Green 

We hebbe~ :·vroege'r. re·eas ·gez1en -dat -de lineaire warmtevergelijking 

de oplossing 

{ .-~ . 
'; ... , '• 

<l 2T rtT x:--­v Xe: - i) t 

f (x.,t) = 
1 ----1. 

2(n.,r t) 2 
e !I 

be~it, welke de volgende eigenschap heeft 

tenzij x = l 
co 

J Cf dx = 1. 
-oo 

3-1 

3-2 

3-3 

Deze oplossing kan men interpreteren als de warmtegeleiding tengevolge 
van een momentane bron van de sterkte 1 op de plaats x = l. ~it wil 
zeggen 1 dat opt= O een eenheid warm.te aan het medium wordt toege­
voegd op de plaa ts x = C: • 

In drie dimensies geeft een momenta11e warmtebron van de sterkte 
Q, op de plaats ( l,> Y/? C,) de volgende oplossing 

lf (x.,y.,z.,t) = Q 3/2 
8 ( }C 11t) 

exp - \ (x-£,)2+(y- :3)2+(z- C.)2}, 
l 4 xt 

3-4 

waarbij 

Jjj tp (~.,y,z.,t) dx dy dz = Q. 3-5 
-= 

Is Q negatief dan spreken we van een wa rmteput. (Eng. souvce en 
sink). 

U1t 3-4 kunnen soortgelijke oplossingen warden afgeleid. Indien 
b.v. opt: 9 op een cilindvisch oppervlak met straal e warmte wordt 
toegevoegd b.v. e Q d 0 dz per oppervlakte element is de oplossing 



lj 

I 
j 
! 
,f • 

' I 
l 

&' 
= 1j.7r Kt 

waarbij (JU= 2 7f e (fl. 

0 

37. 

3-6 

Beschouwen we een continue bron in (l 1 ~.~) met de productie van 
f (t)dt warmte in dt dan is de bijbehorende oplossing 

t r 2 

1 
8( K 'ii )3/2 

J 4'(-i-) e-1l=><(t-L) 
1 '3/2 • (t..:'t") 

0 

Is f (t) constant, dan vindt men 

Voor t ➔ oo 

r 
4-;r- Kr erfc 

V4 >- t' 
&. nadert dit tot de stationnaire oplossing 4 11" 1-tr • 

3-7 

3-8 

De methode van spiegelen welke in de potentiaaltheorie een belang• 
rijke rol speelt kan met veel succes ook op warmtegeleidingsproblemen 
worden toegepast. 

Beschouw b.v. het volgende probleem 

c/T dT 
re 

cl x2 = -- X) 0 
d t 

t = 0 T = f (x) 

X = 0 T = 0 

Plaats een bron f ( i, )d E., op de plaats x 

put - f ( £, )d £, op de plaats x = - £, • 
De fundamentele oplossing is 2 (x- ~) 

, f( ~ { e - 4 r.: t 

2-Vh:-n-t 
- e 

3-9 

= t.. en een 
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Integratie ovel:' £.. levet>t de gevl:"aagde oplossing 

1 
T = --;.....-----~ 

2 V/t kt' 

- (x-~ )2 - (x+~ )2 
co J 4><t ~l t.. j f ( C:) l e - e J d • 3-10 

0 

Het volgende probleem is bijzondel:' interesaant. 

o2
T ~T 

0 <.. X X: =- < a 
ix 2 c) t 

t = 0 T = f{x) 3-11 

X""' 

~ \ T o. "" 
X ,,. 

De oplossing kan onmiddellijk worden neergeschreven, n.1. 

T = _ _,1, __ 

2Vir.t' fa { ~ -(x- l-tna) 2/4!8:t -(x+ l-2na} 2/4~t} 
r(l) k e -e al 

-o-., 

0 3-12 

Vroeger hebben we evenwel een geheel 

n.1. a 

andere uitd~ukking 

)(n2 n-2t 

T = ¾ J f ( t ) L a in ~ sin 
1 a 

nnl 
-- e 

a 
a2 

0 

We vinden dus een merkwaardige identiteit n,1. 

= 

cO 

4 v-r.x:t ~ 
(._ sin a 
1 

n 'ii"X 

a 

== 

sin n rr l 
a e 

gevonden 

3-13 

3-14 

Deee identiteit is niet zo eenvoudig rechtstreeks te bewijzen. 
Het lukt b.v. met behulp van de theol:'ie det' thetafuncties en ook met 
residurekening. 

We stellen nu algemeen het volgende probleem 

l t ~ 0 

aan de rand 

T = f{x,y,z) 

T = ip(x,y,z,t). 

3-15 
.' 
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Dit probleem kunnen we oplossen met behulp van een z.g. functie van 
!· Green. Deze functie G(P,P',t) stelt de warmteverdeling in P(x,y,z) ten 

tijde t voor tengevolge van een momentane bron bij P'(x 1 ,y 1 ,z 1 } ter 
sterkte 1, wanneer het oppervlak S hierbij op temperatuur O gehouden 
wordt. 

aan S 

"i>G 
= IT 

G = O 

3-16 

lim J G(P.,P',t)r(P,t) dVP = y(P',0) voor elke Y,,-. 
t~ 0 voe. 

Men heeft nu 

en na integratie 

t- E. 

, 

t- I:. 

J [ J 
o voe 

f T ( P, t) a ( P, p , , t- "t") l av 7 
o~ l ) p_ dT =rtJ d't'"J{G6T-Te.G)dVP, 

O \/of 

Hieruit volgt 

J T ( P , t - E.) G ( P , P ' , d av P - J T ( P , o ) G ( P., P , , t ) av P = 

t-£ t-t 

= >t j d -z- f ( G ;~ - T ;~) d Sp = - }( J d t" f T ;~ asp 

O opp o opp 

waarbij ;n dtf'furentiBtie volgens de naar buiten gerichte normaal is en 
tenslotte voor E. __. O t 

T(P',t) = J f(P) G(P,P',t)dVP -K f d< J 'f(P,7:') uG(~.,~',t-t-) asp. 
O opp 

Aldus kunnen we T rechtstreeks in G uitdrukken. 
Toepassing 

De Greense 

{ ~2T 2> T 
rt ox2 = 'af 

X = 0 T = ¢(t) 
t = 0 T=f(x). 

functie is (zie 3,9) 

-(x-x 1 )~/4rc t 
G = --1

--{ e 
2v'k1tt

1 

X ), 0 

-(x+x 1
)
2/4Ktl 

e J , 

3-17 

3-18 



dus is 

T("x.,t) = -
1----

2V~ 

oO 

( { -(x-x 1 
)
2/4 kt 

jf(x 1 ) e -
0 

X +---
2 'V'rtir 0 

40. 

-( x+x 1 ) 
2 /4 >t t 2 e J dx 1 + 

d r-. 3-19 

Indien we uitgaan van een probleem als 3-15 maar met een stralings­
voorwaarde aan de rand 

3-20 

kunnen we eveneens van een functie van Green gebruik maken. De functie 
G voldoet dan bij de rand aan 

3-21 

Zoals we gezien hebben lukt het soms de functie van Green met behulp 
van 1spiegelen 11 te vinden. In moeilijker gevallen moeten we van de 
Laplace transformatie gebruik maken. 

Beschouw bijvoorbeeld het volgende probleem 

t 
{ a 2G 1 i> G 1 ~ G 

Y.. ~+r~~=n 

G = 0 

Stel nu i.v.m. 3-6 

r of a 

waarbij voor t = 0 w = o. Uit de tabellen van de Laplace transformatie 
volgt 

met u = 

waarbij q = V~ . 

J ~ I 0 {qr') l'\(qr) 

( 2:1: Io (qr) Ko(qr•) 

De functie w voldoet aan 
2 
aw 1 aw 2 -

0 ~+-ar-q W=: dr r r 

Uit de randvoorwaarde G = 0 bij r = a volgt voor w 

w = A I
0 

( qr') 

A I
0 

( qa) + 2 ;,_ I
0 

( qr 1 ) 1-<
0 

( qa) = O 

r > r' 

r <. r 1 
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zodat 

r > r' 

Terugtransformatie geeft volgens de residuen bij de nulpunten ± ~n 
van J

O 
( a d.. ) 

1 
G=~ 

17" a 
e 

2 - noi... t n 



l;THEJ'A TISCH aNTRUM 
;J <> 

2ts" IOERHAAVESTRAAT 4 9 
42 .. 

AMSTERDAM-0. 

TELEF. 51660-56643 

Ifathematische -rg9bl~en uit de warmtege__J.~iqings1W-eorie. 

door 

Dr H.,A.Jia~weri~ 
3 Maart 1955. 

II 4. J3rav'lP,s~ bewe_g__ing •. 

Een deeltje voert bewegingen over een reehte uit in de 

vorm van stapjes van gelijke lengte hetzij voorwaarts hetzij 
achterwaarts, met gelijke waarschijnlijkheid ½. 

Indien het deeltje start in de oorsprong O.en elk stapje 
de lengte van de eenheid heeft kan na N stappen het deeltje zich 
bevinden in een der punten 

-N -N+ 1 •• ·••• -1 0 1 • • • • . N-1 en N. 
1!'le vragen nu naar de waarschijnlijkheid 11!(k,N) dat het 

deeltje zich na N stappen in het punt k bevindt. 

aan 

dus 

Een eenvoudige redenering laat zien dat TT(k,N) gelijk is 

de coefficient van tk in 

f ( t) = t ½( t+ f ) } N , ( 4 •. 1) 

W(k,N) = ( 4 •. 2) 

mits ken N van dezelfde pariteit z1Jn. Is van ken N een even 
en de ander oneven dan is natuurlijk W(k 9 N) = o. 

De waarschijnlijkheidsverdeling (4.2) is syrnmetrisch t.o ... :v .. 
de oorsprong. De variantie is 

k 2 -- (N_ 2 . ( ) [_ k 1"/ k,N • 
-IV 

Met behulp van de voortbrengende functie (4.1) vinden we 

b k2
'N(k,N) = { ~t (t ~t) <p(t) t==; N 9 dus is de spreiding of 

de r .m •. s. verplaatsing ( = root mean square) 
/2 Vk = -J.N. (4--3) 

Voor zeer grote N en rn.atige k kunnen we ( 4 •. 2) asymptotisch 
benaderE!h met behulp van de formule van Stirling 

log n! = (n+i) log n -n+-}·log 27f +o(1). 
n {4o4) 
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Voor N ~ oo kt..< N is dan 

log ':"f(k,N) v-- (N+½) logN ... ½(N+k+ 1)lpg(~ (1+J))-½(N-k+ ~)l:.g(¥( 1-. J))­
-½log2Tr -Nlog2 

2 
1 ) :1 ,. ( N k 1 ) I 1 N 1f L v,(J\T+1;· logN..,. 1llog2h' -Nl0g2-2 + .. + l og 2 + N -

2
N2 

-½(N-k+1)tlog ~ - j - s •• \ 
2N. 

2 
vi -½logN+log2-~·log2r,- - ~N , 

zodat dus asymptotisch 

... J -

Indien het deeltje stapjes ter lengte ~uitvoert is de waarschijn­
lijkheid \:7(x) t:,. x dat het zich na N verplaatsingen in het inter­

val (x,x+ /J. x) bevindt gelijk aan 

waarbij x =kl.Dus 

• 

Voert het deeltje n elementaire verplaatsingen per tijdseenheid 
uit dan is de waarschijnlijkheid 'V(x 1 t) /J. x dat het zich op tijd 
t in het interval (x,x+ Ax) bevindt gelijk aan 

Y7(:x:,t)Ax = 1 

2-V~ 
e Li X (4.6) 

waarbij 
1 2 D = ~nl. (4.7) 

Analoog aan (4.3) is de gemiddelde weglengte (r.m.soweg) 

V x2 
= -/ Dt. (4.8) 

Formule (4.6) stelt de oplossing voor van een diffusieprobleem 

D cl2e tJx 
, o x2 = ~ , 

waarbij opt= 0 een eenheid materie als puntbron in de oorsprong 
aanwezig is. 
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Het blijkt dus m.a.w. dat het discrete probleem van de 
toevallige verplaatsingen asymptotisch aequivalent is aan een 
diffusieprobleem met een diffusiecoefficient welke gelijk is aan 
het gemiddelde van het kwadraat van de totale verplaatsing in 
de tijdseenheid. 

De moleculaire diffusie is feitelijk een gevolg van de 
toevallige bewegingen, Brownse beweging, welke de moleculen uit­
voeren. Het bovcn beschreven beeld van een lineaire Brownse be­
weging met elementaire verplaatsingen van constante lengte blijkt 
inderdaad een diffusieprobleem op te leveren? maar anderzijds 
is het ~och een te vergaande idealisatie van de ~h,ysische Brownse 
beweging waarbij de elementaire verplaatsingen zowel naar rich­
ting als naar lengte toevallig zijn in die zin althans dat de 
elementaire verplaatsingen zelf weer aan een statistische ver­
delingswet voldoen. 

Het in de aanvang beschouwde probleem gaan we daarom aan­
zienlijk generaliseren. 1."!e beschouwen een deel tje dat in de 
ruimte vectoriele verplaatsingen r (x,y~z) uitvoert. Dever­

plaatsingen zelf volgen een waarschijnlijkheidsverdeling. De 
kans een verplaatsing ➔ 

__.. 
➔ _,, 

+dr op r met r
0 

L r (. ro is .:-dxdydz 
met 

2 
1 ➔ 

-r- dxdydz exp .& dxdydz. (4.9) = ~( 2/3 1T .f?-) 3/2 - Q 2 .0-

De kans dat de absolute waarde r van de verplaatsing in het in­
terval r z r ~ r + dr ligt is dus 

0 0 

vdr = J f 't dxdydz, 

waarbij het integratiegebied bepaald is door 

Zonder moeite vinden we 

crdr = -~ 
• 0 (4.10) 

De r.m.s. verpJas.tsing in absolut:::: ·.vaa.rde is -f (midnelbare weg­
lengte)c De r,m.s. verplaatsing in een be:psv=iln0 richting is 1/✓} 
1f0:·1 laten nu een deeltje vanuit de oorsprong een z.g. random 
walk van N stappen ui tvoeren en w·e vragen weer naar de kans 
WN dxdydz dat de resulterende totale verplaatsing in het inter-



val 
-.), -+ ~ ~ 

r 
O 

z r '- r 
O 

+ dr 1 igt • 
Men heeft daarvoor · 

N 

VTN 0\)dxdydz = J •. • J 7T 1:' (rj )dxjdyjdzj , (4.11) 

waarbij de 3N-voudige integratie uitgestrekt wordt over het ge­
bied bepaald door 

N 

\ 'L -x . -x \ "- ½ax 
1 J 0 

N 

\ r:.._ y . -y \ ( 0}dy ( 4. 12 ) 
1 J 0 

Dit ziot er zo nogal onhandelbaar uit. Eehter maken we nu ge­
bruik van een ku.nstgr·ee:p. De discontinue integraal van Dirichlet 

1 

0 
kunnen we zodanig in (4.11) invoeren dat de eindige integratie­
grenzen (4.12) wegvallen en het integratiegeoied ~ich naar het 
cmeindigc mag ui tetrekkene 

Stel daartoe cl. 
4 

: ½ox 
en schrijf wor (4.11) 

.. co 

!'I 
L x.-x 
1 J 0 

N 

J • e 41 J Ir t" ( r 3 ) dx j dy j dz j } • 

dus i. Volll& 

enz. 

De factor tussen accolades in het· rechterlid van (4.13) kunnen 
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we gemakkelijk uitwerken~ 

co ... - .. ca ..;..➔ ~ j 
ir.t 

2 2 -3/2 }ff 
ir.t-

e .:- ( r) fu::dydz= (3111 ) e 
21 dxdydz = 

-CO 
-ro 12t2 

- 6 
= e 

zodat (4.13) overgaat in 

Ook dit kunnen we integreren, en tenslotte is 

dxdydz. (4.14) 

Veronderstelt men weer dat het deeltje n verplaatsingen per 
tijdseenheid uitvoert en voert men weer een diffusiecoefficient 
Din, door middel van 

1 2 
D = pil 

dan gaat (4.14) over in 

... 
dr, (4.15) 

hetgeen weer gefntepretecrd kan worden als de oplossing van een 
diffusieprobleem 

d c 
D6c=--rt 

met een puntbron van de ml:ensiteit 1 op het begintijdstip t = O. 

Di t verband met diffusie kan ook op recntatxeecse wijze afge...; 
leid worden. 

De fractie van het aantal deeltjes dat zich in een volume­
eenheid bevindt stellen we voor door c(r,t). Op het tijdstip 
t beschouwen we een bepaald volumeelement dxdydz en we laten dit 
At seconden aan zijn lot over. Dan is 

c(r,t+ A t)dxdydz = L kans dat een deeltje, dat zich aan­
vankelijk in de posi tie r bevond zich na t:.. t seconden in het 

, 0 

betreffende volumeelement bevindtt ( r-r ) 2 
0 

! 
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l. 2 

= (411Tiat)-312ar !ff c(r+"t ,t)e- 4:0~ a?,, 

Ontwikkel nu c(r+ t ,t) volgens Taylor 

➔➔) ➔) ➔ dC c ( r+ £ , t = c ( r , t + £. • ~ + ••••• 

Slechts de termon welke even in de componenten 
t zijn geven een bijdrage: 

Dus tenslotte voor b.. t ➔ 0 

D { 
~2c ~2c ';}2o1 

-:--2' + ~-2 + 72 = 
ox 1'y clZ 

de dif:f'U~ievergelijking, 

l E:. l van 
X y Z 

(4, 16) 

In de voorgaande beschouwingen hebben we aangenomen dat de 
deeltjes zich onafhankelijk t.o.v.elkaar bewegen a.h.w. als een 
systeem van m.athomatisd:e punten die niet kunnen botsen. We gaan 
nu echter een probleem bekijken waarbij juist dit botsen een 
essentiele rol speelt nml. de coegulatie van een emulsie, een 
groot aantal kleine bolletjes vloeistof die in een andere vloei­
stof gedispergeerd zijn, bv. vetdruppeltjes in water (melk). De 
bolletjes voeren elementaire verplaatsingen uit en zullen vaak 
tegen elkaar botsen. Indien de bolletjes electrisch geladen zijn 
hetgeen bij een stabiele emulsie het geval is (melk) betekent 
een botsing een wijziging in de baan van de deeltjes; is echter 
door een of andere oorzaak de electrische lading weggenomen, 
dan heeft een botsing catastrofale gevolgen 7 de deeltjes vloeien 
samen tot een grater bolletje. Dit verschijnsel heet samenvlok­
king of coagulatie (melk schift). 

Beschouw nu een systeem met twee soorten deeltjes welke 
zich onafhankelijk teo.v. elkaar bewegen met diffusiecoefficien­
ten D1 en D2 • De verdelingsfuncties zijn ovoreenkomstig (4.15) 

2 
r1 

- 4D1t 
W 1 dr == ( 4 -n-- D 

1 
t )-3/ 2 e .

2 
di 

l\ 
-4D t 

W2 dr :: (411 D2t)-3/ 2e 2 dr. 
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Een deel tj e van de eersto soort bevindt zich· aanvankelijk in 
A(a) en verplaatst zich als ¥1• Een deeltje van de tweede soort 
bevindt zich in B(~) en verplaats zich als 72 • 

• Wij vragen nu naar de verdelingsfunctie van 

;-3 = b - a + r 2 -r1 • 

Dit is 

Na enig rekenen volgt gemakkelijk 

met 

= (411D t)-J/2 e 
3 

2 

....:.L - 4D t 
3 dr, 

De bew€ging van het ene deeltje t.o.v.het andere geschiedt 
dus met de schijnbare diffusiecoeffient D1 + D2• 

(4.17) 

B~schouw nu een systeem met bolletjes R1 en R2 • De bijbe­
horende diffusiecoefficienten zijn D1 en D2• Nu geldt dat 

D1R1 = D2R2 = constant. 

We fixeren een bolletje R1 en we gaan na wat in at seconden 
de kans op een botsing met een bollotje R2 is. 

Daartoe lossen we even het volgende diffusieprobleempje op 

f. t ~ :
0 

(D
1
:D:) :: c, (4.18) 

De oplossing is 
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r-R 
R 2R J 2·11 D t-1 

C = C (1- - + ~ o r r y ,, 
0 

waarbij R = R1 + R2 en D = D1 + D2 • 

Het aantal deeltjes dat per seconde het boloppervlak r = R pas­

seert is 

4 7r DR
2

( -: ~) R ~ 4 7TDRc 0 ( 1+ vlrif-f.) · 
Hieruit volgt dus dat het aantal botsingen per volumeeenheid 
in 6 t seconden tussen deeltjes R1 ,n1 in de con-oentratie c 1 
en deeltjes R2 ,n2 in de concentratie c2 gelijk is aan 

(4.19) 

Beschouw nu een systeem waarin alle soorten bolletjes DR 
voorkomen. 

Deeltjes R1 zullen met deeltjes R2 samenvloeien tot deel-
3 3 3 tjes R3 met R1 +R2 = R

3 
• We kunnen nu a,v. een integraalver-

gelijking afleiden welke de ooagulatie beschrijft. 
Indien W(R,t) het aantal deeltjes per volumeeenheid met cen 

straal gelijk aan of groter dan R is, dan wordt hierin verande~ 
ring aangebraoht op tvvee wijzen 

dus~ 

l" · bot sing met R1 > R, R2 > R er verdwijnt een deel tj e >- R. 

2. botsing met R1 t. R, R2 < R 1 R3 > R 9 er ontstaat een 
deeltje > R. 

;i w I f TI= - 411 

R R 

Hieruit kunnen we ruwweg iets te weten komen over het totaal 
aantal deeltjes 

N = W(0 1 t). 

Stel nml. (D 1+D2 )(R 1+R2 ) = c =constant.Dan volgt uit (4.20) 



dN 4 ~ J''T2 
dt = - JI C 1 ' 

waaruit na integratie 

N = 
N 

0 

4 'iT cN t+ 1 ' 
0 

hetgeen bekend staat als de wet van Smoluchowski. 

50. 

(4 .. 21) 

Met behulp van Laplacetransformatie kan vervolgens ook (4.20) 
wordcn opgelost. Op de integralen in het rechterlid van (4,20) 
kan nml. de convolutioregel toegc:past warden. De ui twerking 
is echter nogal bewerkolijk. 


