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De stelling van Ptolomneus zegt dat voor 4 punten A,B, C en D,
galegen op een cirvel N, waardij L en C door B en D worden gescheiden,
geldt

Tactmp=taptaettanton:

A

Hierin geeft tAB de afstand van L en B nan.

De stelling van Cascy zegt, dat deze relatie oot blijfs bestaan,
als de vier »unten worden vervansgen door vier ciriels, die allen aan
R raken, en hun ot nder door de lengtenvan hun gemeen. chinvelijke
racklijnen. Hierbij newe nen de yemeenschapoelljke uitwendige of inwen-—
dige raaklijn, alnaargelong die twee cirkels zelijlcoorti; of ongelijk-
goortiys ~an R raken.

Deze stelling volge wit de stelling van Ptolemaeus.
Beschouw nl. 4 cirkels A,D5,U onn D, die b.v. alle ultwendiy raken aan
R in de punten A',P',C', recoun. D' met otralen a,b,c en d. Zij r de
lengte van de straal van R, Dan hecft men zoals men mectkundig of
algebralsch gemakkelijk inzlet

t,n =t (1+ :)(1 + _) enz.

AB %‘B“

waarna ult de Ptolemaeusrclatiz onmiddellijk de Caseyrelatic volgt.

Men kan de stralen 2,b,c on 4 tot nul laten nuderen, waarna de
Caseyrelatie weer overzont in 3¢ “tolemaeusrelatie. Van belang blijken
ook die ﬂevallen, waarbi] ¢ of mecer, maar nicet alle siralen a,b,c en
d gelijk zijn aan nul.,

Wij geven nu cen vnntal toevas ingen van de stelling van Casey
o)
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en bewijzen allerec
Beschouw cen driehoel:r ..3C met zijn twee aangeschreven cirkels

Ia en Ib Laat ecr willelcurige cirkel U gelijksoortig raken aan deze

cirkels, De vier snijyunten van cirkel U en de voldocnde verlengde

zijden AC en BC zijn dan dec hoekpunten van een volledige vierhoek,

wa.rvan tweec overstaande zijden cvenwijdig lonen met de beide uitwen-—

dige gomeecnschapnelijke raakliinen van de cirkels I eon I..
[ & J < a b
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Voor het bewijs passe iien o stelling van Casey toc op dc figuur
IaPQIb' Hicrin is P cen enijpunt van de cirkel U en BC c¢n Q dat snij-—
punt van cirkel U cn AC, waarvoor dc figuur IaPQIb in de necrgeschrceven
volgordce een Cascy-figuur is. Dan hceceft wen volgens Casey

(CQ+s-b) (CP+s-a) =PQ(a+b) +(CP=s4b) (CQ=s+n), dus (CP+CQ):PQ=(a+b):c,

dus PQ ig porallel of antiarallel met AB., In het laavste geval loopt
PQ cvenwijdig met de anderc gemeonschannelijke uitwendige raaklijn van
de cirkels Ia en Ib'

Wij gaan nu icts preeicscer do rolatie tussen PQ en AB na. Hicrtoe
houden wij dec drichock ABC c¢n zijn aangcschreven cirkels vast, maar la-
ten do cirkel U veridren (deze blijft cchter gelijksoortig raken aan
de cirkcls Ia en Ib). Cirizcl U snijdt BC in 2 punten; door het enc gaat
zoals in dc zojulst bewcomen svelling blook, een koorde cvenwijdig met
AB (dat punt nocrmen wij cen fupunt), door hot anderc cun kxoorde antie-
parallcl mct AB (dat punt nooron wij con R—punt).Tussen dc afstanden
CP cn CR bestaat ecn bilinceoir verband, dat men onmiddellijk vindt door
op de¢ figuur IbPIaR de stelling van Cascy toe te passen.

Bewcegt dus cirkel U, don doorlonen P ¢n R collocale projectieve
puntenrceckscen., Hot projecticve verband tuccen P en R is hyperbolisch
want R valt met P gamen zowel indien P gckoz.n wordt in het raakpunt
Ta van cirkel Ia en BC alg in hct razakpunt Ua van cirkel Ib en BC.

Laten wij nu cirkel U, dus P, buwegen over BC, Valt P in B, dan is
R onecigenlijks loopt P van D naar Ua’ dan bewcecgt R zich via B naar
Ua ¢n haalt hicr P in. Loopt T van Ua naar Ta’ dan blijft stceds R
liggen tussen Ta cn P om vas weoer in Ua door P te worden ingchaald.Is
P oncigenlijk, dan ligt R in het snijpunt S van BC en de anderc uit-
wendige gemecenschapnelijke raaklijn van cirkel Ia en Ib’ Uij vinden
dus:

Snijdt ecn cirkel U, dic dc aangceschreven cirkels Ia cn Ib van cen
drichoek ABC gelijksoortig raakt, de zijde BC ten minste eenmaal tusscn
Ben C, dan ligt het oo BC door cirkel U bepaalde P-punt dichter bij
het raakpunt Ua van cirkel Ia egn BC, dan het R-punt.

Hicruit volgt onmiddellijk dc stellings

Dc cirkel N, die de dric aangeschreven cirkels van ccn drichoek
uiltwendig raakt, is de ncgenpuntscirkel van die drichock.

Allerccrst merke men op dat cirkel N, ieder der zijden van de drie-—
hock in ton minste één punt zelf moct snijden. (Imaers cirkel N raakt
cirkels I, cn 1, uitwendig, dus P ligt tussen B en S; zou P nict tussen
B en C liggen, dan lag ° tussen C cn S cn ook I lag o» het aan dc zijde
van C verlengde decl van BC3 omgelijke rcdenen zouden cchter P en R op
het aan de zijde van B vorlcngdc decl van BC moeten lizzen. )

Zock nu dec 3 snijpunten van cirkel N cn de zijden op, dic het dichtste
lizgen bij de raakpunteon der aarn dic zijden acngceschreven cirkels,



Deze voramcn dan ccn drichock waarvan de zijden parallel zijn met dic
van drichock ABC: dc¢ 3 snijounten zijn dus de middens der zijden van
drichock ABC. Cirltcl N is dus de ncgenountscirkel van drichoek ABC.
D¢ overice 3 snijpunten van eirkcl N oen de zijden van drichock ABC o
vorme.. con drichock, wharva. de zijden antiparallel zijn met dic van < .=
drichock ABC, zodat ciricl W ook gaat door de voetpunten der hoogte-
lijnen van drichock ABC.

Uit dc omkering van de stelling van Casey blijkt tenslotte nog,
dat de cirkel N ook roakt aan de ingeschroven cirkel van drichock ABC,

Mcn kan zich alvra_on, welke de 8 raskeirkels zijn der 3 aangeschre-
v.n eirkels van drichook A10C. Bekend zijn:

1%: d¢ aric zijden van do drichock zclve,

2%: ac nogenountseirk 1 1,
Wij kunnen nu zocken naar de 4 overige ras’teir.ols. Zoals bekend ont-
gtaan dic uit dc¢ bovcnooosomde 4 cirlicls door cven inversie dic de
cirkels Ia’lb ¢n Ic invariant laat (dus o . inversic ton opzichte van
hun gcemeenschappelijke orthozonaalcirkel T).

Hicrtoc onderzocken wij ceerst ¢o ligging van die cirkel T, Men
heeft de volgende gemaldiclijk to bowijzen cigenschanppens

Projceteer A,B on C o» de buitcenbiscetrices van drichock ABC. De
zes voetpunten lizgen dan op [én cirkel, de cirkel van Taylor van drie-—
hock IaIbIc‘ Het widdelpunt T crvan ligt zo op het verlengde van Z1,
dat TZ=52I (I is middclount ingcschreven cirkel en 2 is zwaartcpunt
van drichock ABC). De cirkel van Taylor staat inderdaad loodrecht op

cllt dicr cirkels Ia,I vit I o Do ult cirkel N door inversic ten op-

b
zichtc van cirkel T ontstanc raakcirkel U heoft zijn middelpunt dus

op dc rochte TN, dat is oo de rechte door N cvenwijdig met OI (O cen-
trum omgcschroven cirkel van drichock ABC). De cirlkel U raakt Ia,Ib an

i ot

Ic inwendig. Do cerst afscledide stelling leert ons dat deze de verlengden

der zijden van drichocl: ABC snijdt in 6 punten, drie verbindingslijnen
waarvan cvenwijdig lopen met de zijden van driehock ABC. (Dric der
andere zijden van de  zeshock dicr 6 punten lopen antiparallel met de
zijcen van drichoek ABC con blijken, alweer door Casey toe tc passen,
cen lengte s te bezitten.,) Den gevolg hiervan is dat de cirkel U zijn
middelpunt hecft op de rechte OK (K snijpunt der symmodiSQGn van drie-
hock ABC). LN

Trckt men nl. door K rechten VL
evenwijdig met de zijden van drie-
hoek ABC, dan heeft men (zic tcke-
ning)B1A2 antiparallel AB. Liggen
Ven W op cirkel U en is VU anti-
parallel met AB en VW=s, dan ligt
het midden Y van W op CK en men
heeft voor het snijpunt U van OK en de
middenloodlijn van VW de evenrcdigheid
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UK OK=YK s Cll= (YO +2CT) 1 20D g + 1.
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Voradoer is ,
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: - 3 a™b abe
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a~+b T oA +bT+e a +b +c ~ a +b +c
ug UL is symmctrisch i .0 o ¢, dus het vunt U is oiddelpunt van
d. .ooehte raakeirkel,

¥ij drukken verder dc¢ sivoal u van cirkel U uvit in de elementen
var. drichoek ABC., Allercerczct .o kea ] hicrtoe op dat voor de straal
t van de cirkel T wvan Yaylor ~-eldt 4t =r +QO, zonls neetkundig direct
blijkt uit het _eit daiv een kcorde ter lengte s van die cirkel op een
afstand | r gelewen is van »ijn :iildelpunt.

Laat nu TN de nesgenpuntocickel snijden in X en Z. Door inversie
met T als centrum gaan X cn 2 over in twee tezenpunten X' en Z' van

cirkel U, dus de straal w von cirkel U i sclijk nan

u~lxlzl~%(X'T+Z'T)—’(tc + tz)“l( 6 + TRE;N") 2t2R
=5K 12 =30 TNT T ISR I T e
_2t°R _ 2t°R _ 3 _ ries®

T 2 o1 T 2rh r = 4r ¢

Voor de straal u, van de ra keirkel, die door inversie ten op-
zichte van cirkel T uit de zijde BC ontstaat, vindt men
t
= ==,
waarin e de afstand aangeeft van T tot de zijde BC, Zij f de afstand
van Z tot BC dan heeft men o» grond van de ligging der nunten T,Z2 en I

[

XNJ
r+2e=3f= —
dus _ .
_v 6 C(arv)  _ _r(a+b)
e a+bre cla+b+c) ~.C i
dus 2 5
u =y = AEEEAS | s el
a"ria+b) ~ Ar(a+ ' 2. CycL.
Analoge beschouwin en [cven ons de cirtels die raken aan de cirkels
I,Ia en Ib’ welke blijken te nmijns

De drie zijden vun de drichocli; de negenpuntscirkel; de hieruit
door inversie te vinden cirviels wanrvan er weer drie ga:n door het
centrw. van inversie, duv 1o het widdelount T, van de cirikel van Taylor
van driehoek IIaIb. De vierce cirkel heeft zijn middelnunt nu liggen
op de rechte TaN en de rechte OI.

Op de rechte OK vindt .en de volsende 15 merwaardige puntens

©

0,K,I (centrum cirkel van hom01ne) (nidden der verbindings-
¢ _
rechte)der punten van Brocard 521 en 3¢ ), centra van 4 roakcirkels,

door inversie uit de negenpuntscirkel te vinden;

t) Verg. Rapport ZW 1950-002 van G.W.Decnop uit deze serie,
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de beide punten van Avollonius;

het hoogtepunt van de voetpuntsdriehoek van 3 bisectrices of van
2 buitcn- cn 1 binnenbicccori

het snijpuni der rochteon die - hockount van de driehoek verbin-
den net het punt op do ov o roo.onde zijde, d.t deze verdeclt in de ver-

houdin/ der vierde anchicr der aanl'  rende zijden.
14 coven thaus nos ccn o rhocl .ondere tocpassing van de stelling
van Jusoy. Jij bepalon nl. 0 stralos der cirkels van Malfatti, dat zijn

driec clka.r uitwendis roionde cirkels, di. i-der aan twee der drie
zijden van con drichock raken.
Zijn de stralen dezer cirtels R,S en

T rcsp. r,c en t, dan hecft men voor . M\\C
de afstond der op AB geleyen raak- . \§\
punten U en V de relatic W Tt
uv=2\/Ts. AT I \\
Zij 7 het raakpunt vau cirkel L on R AS
AC. Dar zclal voor de lenglc t P R e B
der racl:lijn uit WV aan cirkcel 'S dc A v V
betreklzing
’cw{f:WS‘?—sgz(r cos X +r—s)2+(r sinet +2 \/;é)z-sz
=2 2(1+co s )+AY sinw \,}: +2rs(1- cose )

_ 2 ”2 4 ) e ‘O‘(__ X - o 2 "
=4r- con” 3+ 8r sin 5CoS -5-1/55+4rs sin 223—
dus
o

tyg=er cos T + 2 {rs sin -2—

evenzo
L & . o
tUT:"‘f cos - + 2 \/;’; sin —=-

Pags nu Casey toe op G Tiguur /13U (der cirkcls of  punteirkels, dic
raken acn cirkel R). Dan vindt men

— : : e e
(2r cos %‘-— +2 Vrs sin %—)(Qr cos %—— +2 /7t sin %):4\/1‘1; Vrs+9Vst rcos%»

dus
X o — - —
r cos - + sin —%( Vst Vrt)= Vet(cos % +1)
dus
¢ ' "y o A
r cot = + Vrs+ \/r“c—cot v \/'s-’cz.-O.
Evenzo

s cot -9— + \/st+\,/ sr-cot [—\V/Mt O

Dus na optellen, in verband et c=r cotz +8 cot -—2- +2V r
vinden wij (cot %—- -1)\ st+(cot -%—- -1) yrt=c. Hieruit cn ult dec door cy=-
clische normu*tatio eruit af’ te leiden formules vindt men

\/rs s2¢ n ove: _ (s-b)(s-c) _cotn_ = 1
W en cycl.,, dus r= vy (cot§~1)(cot 73&_‘” en cycl.




