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De stelling van Ptol:maeus zegt dett voor 4 punten A,D, C en D, 
g2legen op een cir'--,"1 :r.. 1 '.1J.arbij .i. en C doc,r B en D warden gescheiden, 

geldt 

tACtBn=tADtBc+tABtCD" 

Hierin geeft tAB de afstand v~n A en B ~an. 

De stalling van CarJcy :::.egt, dat l:eze rela:~ie oo:~ blijft bestaan, 

als de vier ~,unten worclen vervan,:;cn door vier cir~:els, die allen aan 

R raken, en hun :f ot-:'nde 1 uoor de lcngten v;.,n hun &;emeen, ch1:-1pelijke 

rac:1.klijnen. Hierbij ne,.~e "'1.e;.1 de 2/·moen;;cha:•::1e 1:Ljke ui twendi 0e of inwen­

dige raaklijn, alnaargeLm::; C:ie twee cirkelu ,;elij!i.Goori;i:; of ongelijk­

soortic ~an R raken. 

Deze ctelling vols~ uit de stalling v~n Ptolem3~us. 

Beschouw nl. 4 cirlrnls A,B,C cin D, die b.v. alle uitwendic raken aan 

Rinde punten A',P',C', rC8lJ• D1 r.1et stralen n.,b,c ,m d. Zij r de 

lengte van de straal van H, Ilan ht,i:·:ft men ::~oals men mee dmndig of 

algebra1sch gemakkelijk inzlet 

waarna uit de Ptolemaeusrelo..ti:, onmiddellijl{ de Ca::ieyreL:ti-:! volgt. 

:Men kan de stralen a, b, c c:1 c'i tot nul la ten ndderen, waarna de 

Caseyrelatie weer over;:-,::,t in d.ti .-?tolemaeusrelatie. Van belang blijken 

ook die aevallen, waarbij ~c~ of m0cr, maar niet alle stralen a,b,c en 

d gclijk zijn nan nul. 

Vij geven nu 2en ~:ntal toe,as ingen van de stelling van Casey 

en bewijzon alloreorst de volGende stelling: 

Boschouw 0en driehoet _.BC met zijn twee aangeschreven cirkels 

Ia en Ib •. Laat ecr~ willetourisc cirlrnl U golijksoorti[$ ralcen aan deze 

cirkols. De vier snij :~unten van cirkel U en de voldocnde verlengde 

zij den AC en BC zi._in dan de hookpuntc.,n van e;.:;n volledige vierhoek, 

wa ... rvan twee ovorsta,1nde zij den 0vonwij dig lo::ien met de beide ui twon­

dige gcmeGnschap}:)olijke raa.klijnen van dG cirkels Ia on 10 • 
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Voor hot bewij s pas rm ;.wn rl,: stalling van Casey toe op do figuur 

IaPQib. Hiorin is P oon snij punt van do cir~rnl U on BC en Q dat snij­

punt van cirkel U en AC, waarvoor du figuur IaPQib in de nl.:crgeschroven 

volgordo een Casoy-figuur is. Dan hccft ;i1cn volgons Casey 

( CQ+s-b) ( CP+s-a) :::::PQ·( a+b )-t (CP-s+b)'(CQ-s+r.1)., dus . (CP+CQ) :PQ;: ( a+b) : c, 

dus PQ io pn.ra.llul of anti:_;J.J'.'allol met AB. In hut laci:~sto gcval loopt 

PQ ovonwij dig mot clo andoru gcmo,:.nschc,:•)IJclijl-ce ui twendigo raaklijn van 

de cirkcls Ia en Ib. 

Ylij ga~=m nu iots prr:cioscr d:) rc0latie tussen PQ en AB na, Hiortoe 

houdGn wij do drichoek lQ3C cm zijn aangc schrcvcn cirl::cls vast, maar la­

ten da cirkal U vuri~rcn (dczc blijft ochtcr gclijksoortig rakcn aan 

do ci1·kcls Ia on Ib). Cirl;:cl U snij dt BC in 2 punton; door hot enc gaat 

zoals in do zoju:ist bcv.',~.:::,c.m oti.;lling blc,.k, 00n 1rnordo ovonwijdig met 

AB ( dat punt nounun vvi;j c..;n .C-punt) 9 door hot andoro u~n lrnorde anti­

parallel mot AB ( dat punt no-..:·:::.~,I, wij o,_ n H-punt), Tussen do afstandcn 

CP on CR bGstan,t O(.;n bilinoc.ir v,:rbanc1, dat m,m oruniddcllijk vindt door 

o:p clo figuur IbPiaR do stc;lling vn.n Cas1.Jy to0 to passon, 

Bowoogt dus cirk0l U, cl._:;.1 cloorlo:::rnn P '-'n H collocalo 1)roj cctiovo 

puntc.mroekson. Hct proj oetiovu vorband t1.,u2::rnn P en R is hy~1crbolisch 

w<1nt R val t met P sa1,.10n zowcl indiGn P gckoz·.;n wordt in hot raakpunt 

T van cirkul I en BC als in :1ot ra::J.kpunt U van cirkcl Ib en BC. a a · a 
La ton wij nu cirkel UP clus P, b~,vrngon over BC. V&l t P in B, dan is 

R oncigonlijk; loopt P van D na~r U 1 dan bowocgt R zich via B naar a 
U on haalt hior Pin. Loopt P van U naar T, dan bliJ'ft stooJs R a ·· a a 
lig.1'!'(.jn tussen T on P om ~)as wch,r in U door P te warden ingohaald. Is 

0 a "· a 
P onoigonlijk, dan ligt R in het snijpunt S van BC on do andoro uit-

wondige gomoonschap~olijko raaklijn van cirkol Ia eri Ib. 9ij vindon 

dus: 

Snijdt eon cirk0l u, dio do aangoschreven cirkcls Ia on Ib van oen 

driehoek ABC gelijksoor·0ig raakt, de zijdo BC ton minste eonmaal tussen 

Ben c, dan ligt h0t o) i3C door cirkel U bopaa.lde P-punt dichtcr bij 

het raakpunt U va:c1 cirkel I on BC, dan hGt H-punt. a a 
Hioruit volgt onmiddollijk de stalling: 

Do cirkel N, die de drio adnguschrovon cirkels van oon driohoek 

uitwondig raakt, is do ncganpuntscirkol van die drichook. 

AlloroGrst morke mon op dat cirkcl N, iedor der zijdon van de drie­

hook in ton minEJto eun punt zclf moot snijdon. (Inrll1ers cirkol N raakt 

cirkols Ia on Ib uitwcndig, dus P ligt tusson Bon S; zou P ni0t tussen 

:S en C liggen, dan lag :? tussen C on S on ook H lag 0~1 het aan do zij do 

van C vorlengdo deiJl van BC; 0113/gclijkc rode.men zoudon ochter P en R op 

hot aan do zijdo van B vorlongdo dool van BC mouton liigon,) 

Zook nu do 3 snij:puntGn vai1 cirkol N on do zijdcm op, dio hot dichtsto 

li 6gc.;n ~ij do raakpunton dc!r aar~ dio zijdon a::~ngosch.rovcn cirkcls. 



Dczu vorwcn dan con driohock wa~rvan do zijdon parallel ziJn mot die 
van drichoak ABC; dc.; J snij9unton zijn dus du miduons dor zijdon van 

driohook ABC. Cir!rnl N is dus do ncs\_;n~)Untscirl{cl van drichock ABC. 

Do ov0ri:;o 3 snijpuntc.:n van cirk0l N en de zijdon van driohock ABC 

vormo:1 s:.:-::n drichock, waarva,, de zijdcn antiparallcl zijn mot die var. 
drlohoe:k ABC, zodat cir'.. . ._;l N ook gaut door de voetpuntcn dor hoogto­

lijncn van dricho0k ABC. 
Ui t do omkoring vai1 de stl,lling va;:1 Casey blijkt tonslotte nog, 

dat do cirk:cl N ook ra.o.lct u,rn ,10 ingoschrcvon cirkol van driohock ABC. 
Mon kan zich ni'vrc.1..._,~11, Hol.i{c d(: 8 raLl.~ccirkcls zijn dor 3 aangeschre­

v,,n oir!ccla van dricho,.Jc X:t.;c. Bckcnd zijn: 

1°: d0 drio zijdcn van dc: driohoolc zc.lvc. 

2°: d1.,; n .. ;g._;npun tscirk, l P. 

'7ij kunncn nu zockcn nuar do 4 ov\_;:cit'3'- r-a:., 1:c.ir·. ,.ln. Zoo.lfl b..::kend ont­
ataan dio ui t do bovcno'\) .. : so111de 4 cir~~cls door l:1.,n inv,:rsic diu de 

cirkels I , Ib en I invariant laat ( dus .:.: ,n inv'--'i·oi(.; t ::n opzichte van a C 
hun g(.)r,wcnschappclijko ortho:.:;onaalcirkcl T). 

Hiortoc ond0rzookon wij o._:rst c::,; li 0ging van die cirlcol T, Men 

hcoft do volg\_;ndc gcma\:kt;lijk t'-- bcwij zcm oigonschappcn: 

Projcctccr A,B en Cop de buitonbisoctricos van drichoek ABC. Do 
zea voctpunton li6Gcn dan op :on cirkcl, do cirkol van Taylor van drie­
hock IaibI 0 • Hot uitJJolrJunt T orvan ligt zo op hct vorlongde van ZI, 

dat TZ-}ZI ( I is middolpu.nt incc:ochrcvcn cirkel en Z is zwa~1rtcpunt 

van drieho.ok ABC). Do cirkul va:1 •.raylor stao.t indcrdaad loodrccht op 

olk diur cirkals I ,Ib ._;n I. De uit cirkel N door invorsic ton op-a C 
zichto V'dn cirkcl T ontstano raakcirkcl U h1J,,ft zijn midd0lpunt dus 

op do rachto TN, dat is 09 du rcchtc door N cvcnwijdig mot OI (0 cen­

trum omgoschrcvcn cirkol vn:1. dri chock ABC). Do cirk(.;l U raakt I , Ib on 
1.d a 

I 0 inwondig. De ocrst o.f~ 0ll;tao stalling lei.,rt ons dat dczo du vcrlongden 

dcr zij den van driehoot ."..BC snij dt in 6 punt en, drie vorbindingslijnen 
waurvan 0vonwijdig lopon mut do zijdc:n van driehook ABC. (Dric der 
andorc zljdun van du zeshoolc dicr 6 punten lopon antiparallel met de 
zijeon van driohoek ABC en blijken, alweer door Casey toe to passen, 

con lcngtc s tc bozittcn.) Ecn g0volg hicrvan is dat de cirkol U zijn 
middolpunt hec:ft op de rcchtc OK (K snijpunt dor syrmncdi~0n van drie-
hook ABC). V \'\,V 

Trokt men nl. door K rochton 

cvcnwijdig met de zijdcn vun dric­
hook ABC, dan heeft men (zic tcke­
ning)B1A2 antiparallel Al3. Liggen 

V on·W op cirkol U en is VW anti­
parallel met AB en VW=a, dan ligt 

hot midden Y van VW op CK en men 

heoft voor het anijpunt U van OK en de 
111.ddonloo~iJn vnn VW de cvenrcdigheid 
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,j ,.lrukken v;;::.1.:d~_,r ~'., 

·- + -

;,·\ ,::, e 
-~-~~~ 

'i:.-+tt+C 

(' 

:1bc -~-
a +b +c 

op dlt voor de straal 
~r.o:1ls r,:eE>t1rnndi.g direct 

bliJkt t:t'it fiet t::J.t. d-~1t.f f~(~il ·](cor~rl, ter len 1f;t:i:: s vr:1n die c·:L.1~}tel op een 

u 
.'.1 

door inversie te~ op-
zichte v~n cirkel ~ uit zijde BC ontstaat, vindt r1en 

) 
+­... u __ = "-.;"'.:" , 

d, C:::e 

~vr3.ar~in e de :1f'stc1nd :::.1angee:Ct var;. :~ tot de ::ij de BC. Zij f de afstand 

van := tot DC d:1n heeft rn21: o_,J c;rond van de ligc;in0 der ;lun~en T, Z en I 

r+:2e==3f::: 

dus 
Ct(a+b) 

·· ·c(a+b+c)- == 
r(a+b) ----... c 

dus 2 2 
~r __ +_s_~~. onz. cycl. 

n+b, , 

I. I "Yl -.L , . , k ~ , , " . ' , ·- .... . . .· • , a t: •• b' we.1. e 0.L.LJA.c:L ,,ic' ,,.1,1n. 

De dr.i.o :?.ijden v.~r: ,'le d:::-j_eh('t..:l:; de nt>genpunt~-:icirtel; de :1ieruit 

dc,')r 111vt·-r::1ie tt"! vinl.len cir·~t'L; vri:n·van er we,?r drie .:;a:.', tloor het 

C(mtr1.1, · vs:.~r: inV(!rsie. d,_ ., i<:: ~-~c·1; .:iddel·-,unt T van d2 cir:~el van 'I'aylor , . a 
va:-, :'.irieho?.k II~Ib. De vierc~e cirkel }1:!eft zijn middel~iunt nu liggen 

CL 

op de rec~ttc ':r N en de recht," 0:'.:. 
fl. 

0}:i rJ~ r(~chte OK Ylnc1t .,e1, 1Je volJ,nde 15 mer ~wa.:,rc1ic;e 1mnten: 

O,K 1 L (c 1.:ntrum cir:rnl y::-,:1 Lemoine), .Q_ Caidden rler verbindini:3s­c, 
rechtl)der )t.:mten van Dl·oc'.1rc1 Q 1 en . JC. 2 ), centrs. var, 4- rci:lkcirkels, 
door --iY,vers1· 0 u 1t· d:. n°:J"e11·•,·,,···,.ci'rl(•' 7 t· V'n"'en· ..,L,1,,i,. 'C" ..i, (, \-c•b , .. 11,J,J..i.\a'.:,,, > ,,,,.,\;~,J., J,,.;.i o"'• u ' 

-II \ 
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de be:ide punter~ var1 .: .. 1'.,cd.lo~·,.i.us; 

hct hoogtepunt vnn c~c v,_,c, puntsdriehoek var. 3 bisectrices of van 

2 bulc::n .. , \::n 1 binncr1bL:•vc i~i 

d c 11 ;_ i. c· t :1 c t ·pur1 t o J) d ~ .· (' \ .. : ' : · 

, , , ho,.~-1~ ,'i..tllt van de drichoek verbin­

nu, ~-:.i ,i r.L, d ~ ck z.c vc3rdecl t in de ver-

houdjn• ccr vlord2 ~ 

van :Jt:r l.. Malfatti, dat zijn 
I• •••1· · .. • r1 ,, ·i , r' · ..., ,, · n t·1:.1.,..,c d,,r dr1· e _ . $ _,(,j_,_. .,;,,, ~ .J.1.#.L c.l.u1,i. ,,.....,.,. ,,, 

T ru;p. r,~3 en t 1 a~w l1J3 t 1-t(:·1 voor 

dG nfst2nd dcr op AB sclugun r~ak­
puntcn U en V de rcl1ti~ 

' r-·----
UV =2 v rs. 

Zij ;" hot rc1,,1krnmt vau cir1(,,d ., c r. 

AC. Dan J~ldt voor 
der ra,.~l.:lijn ui t ',7 

botrek1::ing 

ck J. "n,0 ·i.;c.. t ,,,, 'd8 

aan cirl: ,.;l :) d.c 

\ t. 

\ I 
,',./ ,:,:. 

I ' / \ p 
i \ ; \ 
l ~' 

r~~\ 
~- ...;' ' \ 

L .,,$\ 
V 

,2 2 ° 2 ,-- 2 2 t , ='i/S -s"'"=(r cos Ix +r-s) +(r :::1inf)( +2 y'rs) -s 
Wf:3 

dus 

ev0nzo 

tnm== u .). CC;S -f + 2 V'M 
Pn::; ?Tu Casey toe op d, fit:uur ·.rri.JtJ ( de;r cirkuls of 

rakcn :i.·.n cirkel R). :03.n v.Lndt :·:1 .:n 

puntcirlc,31s, die 

(2r cos +2 Vrs 
i)( 

sin -½-)(2r 
,:;. 

cos 

dus 

dus 

Evenzo 
/1 ,,- r- (3 c· 

s cot 2 + V st+ v :er-cot ·r V rt=O. 
v< /3 ,.._ __ 

Du.$ na opt ell en,< in verband uot ctr cot ;z +s cot 2 +2 V rs, 

vinfcn wij (cot t-1)\jst+(cot ¾-1) vrt=c. Hicruit cm uit de door cy­

clischc 9crmutatio erui t af' to l2id1..:n for:mles vindt mcin 
,..J :·.x 

V,__ s--o .(1?-!)~~J. cot-;; - 1 
rs= cot'};:.-' en cycl.' dus r::::: s-a (cot "l -fr( cot .J -TT en cycl. 

• 9 ~ 


