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Werkbespreking 17 januari 1974 

J. Grasman 

HET LIMIETGEDRAG VAN EEN EPIDEMIE BIJ EEN WILLEKEURIG KLEINE BESMETTING 

Een populatie bestaat uit een aantal gezonde exemplaren met dichtheid 

a(t) en een aantal zieke exemplaren met dichtheid y(t). De totale dicht­

heid x(t) + y(t) = n wordt konstant verondersteld. De zieke exemplaren 

hebben een besmettelijkheid A(t), die een functie is van de tijd dat een 

exemplaar ziek is. Verondersteld wordt dat 

00 

f A(t) dt = y < 00 • 

0 

Voor het verloop van de epidemie geldt de volgende differentiaal-integraal­

vergel:ijking 

Integratie 

t 

x' (t) = x(t) { f x' (t-.) A(T) dT - y(O) A(t) }· 

0 

levert 

t t 
x(t) 

log x(O) = I x(t-.) A(T) dT - n f A(T) dT. 

0 0 

Het blijkt dat alleen voor ny ~ 1 de epidemie zich werkelijk ontwikkelt. 

Voor y(O) + 0 wordt de epidemie uitgesteld voor een periode -(log y(0))/8, 

waarin B zodanig gekozen wordt dat 

00 

Daarna neemt de dichtheid van de zieke exemplaren toe volgens een vaste 

limietfunctie. 
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Werkbespreking 3 I januari 1974 

N.M. Temme 

ASYMPTOTISCHE ONTWIKKELINGEN VAN DE INCOMPLETE GAMMAFUNKTIES EN DE INCOM­

PLETE BETAFUNKTIE 

Voor de incomplete gammafunkties 

X 00 

( I) y(a,x) = I -t a-I 
e t dt, r(a,x) = J 

-t a-I 
e t dt 

0 X 

zijn voor grote waarden van de parameters a en/of x asymptotische ontwik­

kelingen bekend, die hun bruikbaarheid verliezen als de verhouding x/a 

nagenoeg gelijk is aan 1. Een bekend voorbeeld is de asymptotische reeks 

(2) r(a .x) ~ a-I -x(I a-I+ (a-I)(a-2) + ) 
~ X e +~ 2 • •• , X ➔ oo, 

X 

die uit (I) volgt met behulp van partiele integratie; (2) is alleen zinvol 

als a= o(x). Een benadering voor a ➔ 00 kan het beste gevonden worden via 

y(a,x). Ook hier is het belangrijk te veronderstellen x = o(a), a ➔ oo. 

Het is de bedoeling te laten zien hoe uniforme ontwikkelingen verkregen 

kunnen worden. Uitgangspunt is de integraalrepresentatie 

r(a,x) 
r(a) 

c+i00 

-x 

= ;1Ti J 
c-ioo 

sx 
e 

-a ds 
s 1-s ' O<c<I. 

Met behulp van zadelpuntsmethoden wordt nu een asymptotische ontwikkeling 

afgeleid van de gedaante 

(4) 

r(a,x) ~ l2erfc(r) + \ (A) -k-½ 
r(a) ~ l ck a 

y(a,x) 
r(a) 

! 

-k-1 a 2 

A= x/a, i;; = {a(A-1-ln A)} 2 en i;; heeft voor reele A hetzelfde teken als 

(A-1). De hoofdbijdrage in (4) komt van de errorfunktie erfc gedefinieerd 

door 
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00 

-1 f -t2 erfc(x) = 2~ 2 e dt 

X 

en de ontwikkeling geldt voor x ➔ 00 en/of a ➔ 00 uniform in O ~A~ oo. 

Het resultaat in (4) is een verbetering van resultaten van TRICOMI*) 

die een ontwikkeling gaf analoog aan (4) voor kleine waarden van (A-1). 

Een soortgelijk resultaat als (4) kan verkregen worden voor de incom-
x p-1 q-1 plete betafunktie ;
0 

t (1-t) dt. 

*) 
F.G. TRICOMI, Asymptotische Eigenschaften der unvoZZstandigen Ga117ma-

funktion, Math. Zeitschrift, 53 (1950) 136-148. 
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Werkbespreking 14 februari 1974 

T.H. Koornwinder 

HARMONISCHE ANALYSE VOOR ONTWIKKELINGEN IN JACOBI-FUNCTIES 

Bekijk voor a,8 E ~, p =a+ 8 + I, t > 0 de differentiaalvergelijking 

waarbij A(t) = (et-e-t) 2a+l (et+e-t) 28+1• Jacobi-functies $~a,B)(t) en 

~(a,B)(t) zijn de oplossingen van (1) zo dat 
). 

a '1- -1,-2, ..• 

en 

Jacobi-functies zijn uit te drukken als hypergeometrische functies. Laat 
1 -I 

c().) zo zijn dat n 2 (r(a+I)) $).(t) = ½c().) ~A (t) + ½c(-).)~_A(t)) 

(i). niet geheel). Voor a> 8 > -½ geldt: 

(2) 

(3) 

waarbij 

(4) 

t 

(r(a+l))-l A(t) $A(t) = TI-½ f cos AS A(s,t) ds, 

0 
co 

ei).s = (c(-).))-I f ~A(t) A(s,t) dt, 

s 

A(s,t) = 
23a+5/ 2 sinh 2t 
r(a-8) r(e+~) ,. 

t 

Im ). > 0, 

f 
8- 1 a-8-l • (cosh 2t - cosh 2w) 2 (cosh w - cosh s) sinh w dw. 

s 

Laat de Fourier-Jacobi-transformatie gedefinieerd zijn door 

co 

(5) • fA().) = c2 6/r(a+J)) f f(t) $).(t) A(t) dt. 

0 
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00 00 • 

Laat c
0 

de klasse zijn van even C -functies op lR met compacte drager. Laat 

H de klasse zijn van even gehele functies g zo dat voor zekere A> 0 en 

n=0,1,2, •••• 

sup{(I+IAl)n e-Ajim Aj lg(A)I} 
AEO: 

< 00. 

00 

Uit (2), (4) en (5) volgt voor f E c0 en a> 8 > -½: 
00 

1 23•+3/2] I\ I a-8-1 (6) f (A) = (2hr) 2 cos As ds • 
r<a-s) 

(coshw-coshs) • 

0 s 
00 

• d(cosh w) • I 
f f( t)(cosh 

s-1 
• d(cosh 2t). 

r(s+D 
2t - cosh 2w) 2 

w 

Dus de Jacobi-transformatie bestaat uit twee achtereenvolgende fractionele 

integraaltransformaties van Weyl en een cosinus-transformatie. De eerste 
00 

twee afbeeldingen zijn bijecties van c
0 

op zichzelf, de laatste afbeelding 

is volgens Pa,ley en Wiener bijectief van C~ op H. Gevolg: De Jacobi-trans­

formatie is bijectief van c; op H. 
Definieer voor g EH en a> 8 > -½ 

1 
00 

V 22 I g(A) ~A(t) lc(A)l-
2 

dA (7) g (t) = = r(a+I) 
0 
in+oo 

(2'1T)-½ I g(A) 
-I 

= ~A ( t)(c(-A)) dA, n ~ o. 
in-00 

V 00 

Dan g E C
0 

en wegens (3) 

00 in+00 

f gv(t) A(s,t) dt = (21r)-i f g(A) iAs ds. e 

s in-00 

Door van beide leden de cosinus-getransformeerde te nemen volgt er dat 
V /\ 

(g) = g, dus (7) geeft de inversieformule voor de Jacobi-transformatie. 
00 

Uit (5) en (7) volgt voor f E c
0

, g EH dat 

00 00 

0 0 
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Dus voor f 1,f2 EC~ geldt Parseval's formule: 

00 

(8) 

0 

00 

Aangezien c
0 

dicht ligt in 

formatie uit te breiden tot 

(Stelling van Plancherel). 

00 

0 

1
2

(8) en Hin 1
2(lc(A)j-

2
) is de Jacobi-trans­

een isometrie van 1
2(8) op 1

2(lc(A)l-2) 

Zie voor gedetailleerde bewijzen: '~ new proof of a Paley-Wiener type 

theorem for the Jacobi transform'~ (rapport TW 143/74, zal ook verschijnen 

in Arkiv for Matematik). 
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Werkbespreking 28 februari 1974 

G.M. Willems 

EEN TOEPASSING VAN BIFURCATIETHEORIE OP TURING-SYSTEMEN 

Geen manuscript ontvangen. 
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Werkbespreking 28 maart 1974 

S.J.H. Thesingh 

EEN REAKTIE DIFFUSIEVERGELIJKING MET EEN INTERFACE CONDITIE OP EEN BOL­

OPPERVLAK 

Gegeven is het volgende, in standaard vorm gebrachte, begin-randwaarde­

probleem metals binnengebied een bol (diffusie coefficient D
2

) en een on­

begrensd buitengebied (diffusie-coefficient D
1
): 

yt = 8Y, 0 < r < l 

xt = fj,X, r > I 

X = aY 
} r I , = 

ex = y 
r r 

Yr= 0 voor r = O, ~ X(r,t) = I, 

y = 0 
} t = O, 

X = 

DI a2 2 a 
met e = D' 8 = -- + "rar en 

2 ar2 
a> 0 een kleine parameter. 

Dit probleem werd uitgewerkt in samenwerking met G.M. Willems. 

Substitutie van X = X. + 
r 

matie levert: 

en 

( l. a) v(r,s) - A exp(-/s/0 r), 

( l.b) w(r,s) = B sinh r/s, 

y = w 
ar gevolgd door Laplace-transfor-

Omdat de inverse transformatie i.v.m. de vorm van A en B grote moeilijkhe­

den oplevert zullen we een numerieke methode gebruiken. Om van beschikbare 

procedures gebruik te kunnen maken is het nodig de singulariteit in r = 1 

op te heifen en tevens de discontinuiteit in de beginvoorwaarde kwijt te 



9 

raken. Daartoe gaan weals volgt te werk. 
- rls Vervang (l.b) door w(r,s) = B'e De inverse transformatie is nu eenvou-

dig en geeft aanleiding tot "oplossingen" 

X = V 
r 

~ w en y = a ijJ(r), 

met ijJ(r) = voor r > t, 0 < i < l en r 

ip = 1/i 

1/1' = -l/t2 

X - X ~ Voeren we nu in z1 = a en z2 = Y - Y dan hebben we het volgende be-

ginrandwaardeprobleem: 

voor O < r < i 

(2) 

voor i < r < I 

voor r > I 

zl = z2 

azl 
ae -- = ar 

az 2 } 
ar 

Zl = 0} t = 0. 
z

2 
= o 

r = I, 

r = O, 



IO 

Eerste orde discretisatie van de plaatscoordinaat (afstand netpun­

ten h) levert een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen van de vorm 

(3) 
{ 

:~ = DU + F 

U = 0 voor t = 0 

U en F vectorfuncties _met componenten u. resp. f., J = 0, ..• ,m. 
J J 

I ~ ~ 
£0 = z {-6Y(0,t)+6Y(h,t)}. 

h 

Voor J = 1, ••• ,n-1 waarbij n = 1/h hebben we 

~ = 1/h2 (.i:.! u 2u + j.!.!_ u ) + f dt j j-1 - j j j+I j 

waarbij f. rechtstreeks volgt uit (2). 
J 

du 2 
dtn = 1/h (un-l - (l+ae)un + aeun+l). 

Voor j = l, ••• ,m-1 

Om het stelsel (3) op te lossen werd gebruik gemaakt van de procedure 

modified runge kutta. 

Van belang is hierbij de spectraalradius cr van de matrix D die in de 

procedure meegegeven dient te worden. Dis een tridiagonale matrix met reele 

eigenwaarden. M.b.v. het theorema van Gersgorin volgt cr = 6. 

Voor de functie ~(r) werd een 2e-graads polynoom genomen. Gerekend 

werd met de volgende waarden van de parameters: 
~ -4 -4 -2 

D
1 

= 1/9 • 10 , D
2 

= 1/4 • 10 , a= 10 • 



Voor de straal van het binnengebied werd de waarde 1/20 genomen ter­

wijl X de beginwaarde 10-6 kreeg. 

I I 

De resultaten zijn geschetst voor enkele waarden van t. Tevens is, voor de 

waarden van t waarvoor het numeriek bepaalde deel van de oplossing voldoen­

de betekenis heeft, het analytisch bepaalde deel Y geschetst als onderbro­

ken lijn. 

2. I 0-6
i:...· -------------,~'ll'i t = 36 ,--- ........ 

"' 

t = 25 

t = 16 

t = 9 

t = 4 

t = 36 

0 .OS .08 
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Werkbespreking 17 oktober 1974 

N.M. Temme 

ASYMPTOTIEK VAN INTEGRALEN MET BEHULP VAN FRACTIONELE AFGELEIDEN 

~ 

De voordracht is gebaseerd op een artikel van A. ERDELYI, Asymptotic 

evaluation of integrals involving a fractional derivative, SIAM J. Math. 

Anal. 1 (1974) 159-171. 

(I) 

De integraal 

00 

F(z,a) = f e-a(t-a)tA-lg(t)dt 

a 

wordt beschouwd voor z ➔ 00 en a~ O. Voor vaste a kan onderscheid gemaakt 

worden tussen a= 0 en a> O, en de asymptotische ontwikkeling is dan een­

voudig aan te geven. Er kan een uniforme ontwikkeling afgeleid worden in 

termen van incomplete gallllllafuncties, Als daarbij gebruik ge~akt wordt van 

fractionele integralen, worden niet alleen de resultaten bijzonder overzich­

telijk, maar tevens kan gemakkelijk een schatting van de restterm gegeven 

worden. In plaats van (1) beschouwt ERDELYI de integraal 

00 

F(z,a) = f e-z(t-a)IA-lf(t)dt. 

a 

Hij bespreekt het verband tussen fen gen geeft als resultaat 

F(z,a) = 

az 
e ro. ,az) met Q = ---'-..__~, een incomplete gallllllafunctie. Voor R wordt een schatting 

f(A)ZA n 
afgeleid die uniform geldig is voor a~ 0. 

De resultaten worden gebruikt bij de asymptotische ontwikkeling van 

een integraal vergelijking. 
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Werkbespreking 21 november 1974 

J.W. de Roever 

FREDHOLM ALTERNATIEF VOOR STELSELS DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN 

We beschouwen niet homogene stelsels differentiaalvergelijkingen met 

constante coefficienten, dus een r
0 

x r
1 

matrix P(D) bestaande uit polyno­

men in D = (-ia/as
1

, ••• ,-isn). We onderzoeken onder welke voorwaarden er 

een oplossing bestaat in een bepaalde ruimte H, als het rechterlid ook tot 

H behoort. Het zal blijken dat de vergelijking 

P(D)u = f 

met f E Hr 1 d.e.s.d. een oplossing u E Hro heeft als f aan de zogenaamde 

comptabiliteitsvoorwaarden voldoet en wel er is een r 1 x r
2 

matrix P1(D) 

bestaande uit polynomen in D, zodat f voldoet aan 

(1) Pl (D)f = 0. 

Dus de volgende rij moet exact zijn (het beeld van de ene afbeelding is de 

kern van de volgende) 

(2) 

Voor H kunnen we iedere ruimte nemen, de Fouriergetransformeerde van welks 

duale (of de duale van welks Fouriergetransformeerde) uit holomorfe func­

ties bestaat. 

Laat nu H de ruimte zijn van functies f, die holomorf zijn in JR.n + iC, 

met C een convexe kegel in JR.n, en die voor iedere E > 0 en compacte deel­

kegel C' van C, voldoen aan 

I f ( 1;;) I :,; K ( E , C ' ) ea ( 1;; ) , 1;; E C ' en I Im 1;; I > E 

voor een of andere homogene convexe functie a(i;;) 1n C. Laat 
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Q = {z I Im - z.~ ~a(~),~ EC} ctn 

en laat A de ruimte zijn van functies ~, die elk holomorf zijn in een open 

omgeving Qk van Q en waarvoor de norm 

u~uk = sup l~(z)le 1/klzl < oo. 

ZEQk 
(3) 

We schrijven A als de vereniging van de ruimtes A(~,Qk) van holomorfe 

functies ~, die aan (3) voldoen (k=l,2, ••• ). Dan is H de Fouriergetrans-

formeerde van de duale ruimte A' van A. 
n Indien we van functies uit H de randwaarden oplR beschouwen, behoort 

ook een zekere klasse distributies tot H. (Als we ons tot dit geval beper-

1 I I 
-m 

ken mogen we i.p.v. (3) nemen ~(z) ~ Mm(l+ zl) voor alle m = 0,1,2, .... ) 

Deze distributies vormen een belangrijke klasse in de veldentheorie, dus 

is het zinvol deze ruimte H te beschouwen, 

Inverse Fouriertransformatie van (2) geeft 

(4) 

welks duale rij is 

(5) 
p j (z) 

_,__ __ Ar 2 • 

Laat A(w) de ruimte zijn van holomorfe functies in een open verzameling 
. n 

win C • 

Uit de stelling van Oka volgt dat in een omgeving w van ieder punt in 

tn de kern van de afbeelding 

een basis Sk = (S 1k, ••• ,sr
1
k), k = l, ••• ,rw' heeft bestaande uit polynomen. 

Voor iedere k E {I, ..• ,rw} voldoet Sk dus aan 

(6) 
rl l Q .. (z)S.k(z) = 0 

' j= I iJ J 
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voor z E w, dus ook voor alle z. Alle polynoom vektoren Sk = (S 1k, ••• ,sr k), 

die aan (6) voldoen (i.h.b. alle polynomen die een basis zijn in de omge! 

vingen w) vormen een moduul over de polynoomring en zij zijn afhankelijk van 

eindig veel polynoom vektoren, omdat deze ring Noethers is, waaruit volgt 

dat ieder moduul eindig wordt voortgebracht. Dus er is een matrix 

s = (S. )j:l, • • • ,r1 bestaande 
Jk k-1, ••• ,rz uit polynomen, zodat alle holomorfe vektorfunc-

ties A(w)ri uit de kern van Q het beeld zijn van de afbeelding 

rz S r1 A(w.) -+ A(w.) 
1 l. 

waar w. de verzameling doorloopt van voldoend kleine omgevingen w. van alle 
1 1 

punten z .• 
1 

Uit (5) en (6) volgt 

r I -I s.k(D)P .. (n) = o, 
j= I J J 1 

dus P
1 

= S' en (I) is zeker een noodzakelijke voorwaarde. S brengt de nul­

ruimte van de geadjungeerde van P voort en f moet "loodrecht .staan" op deze 

nulruimte, d.w.z. S'f = O. Vandaar de analogie met het Fredholm alternatief. 
n Laat QcC nu even een pseudoconvexe open verzameling zijn. Laat 

q, E A(Q)rl uit het beeld van S zijn, d.w.z. voor voldoend kleine omgevingen 

w. van ieder punt~- in Q geldt 
1 1 

(7) q,(z) = S(z)h. (z) 
1 

voor z E w. c Q, h. E A(w.)r2. 
1 1 l. 

In w. n w. kan h. nog verschillend Zl.Jn van h., dus het is niet direkt dui-
1. J l. J 

delijk, of er ook functies h E A(Q)rz zijn met 

q,(z) = S(z) h(z) voor z E Q, h E A(Q)r2. 

Hulpstelling: Omdat Q pseudoconvex is, geldt dit wel, zodat de volgende rij 

exact is 
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Bewijsschets: (7) geldt natuurlijk ook voor kleinere verzamelingen w .• Omdat 
1 

n 2n (reeel)-dimensionaal is, heeft iedere open overdekking een verfijning 

bestaande uit open verzamelingen zo, dat de doorsnede van meer dan 2n + I 

van deze verzamelingen leeg is. 

Duidt de kern van Q aan met RQ' die van Smet RS, enz. RS wordt weer 

voortgebracht door een matrix s2 , enz. Dus er is zoals boven voor iedere m 

een rij (S
1
=s) 

(8) 
s 

( r 2 I r 1 -9.+ r 0 ••• -*Aw.) -r A(w.) A(w.) , 1 1 1 

waarbij de omgevingen w. van de punten z. van n voldoende klein zijn, afhan-
1 1 

kelijk van m. We nemen nu m = 2n + I en van de dan verkregen overdekking van 

n door de verzamelingen wi nemen we een verfijning (genoteerd als {wi}i=l), 

zodat de doorsnede van meer dan 2n + l verzamelingen wi leeg is. 

We hebben ~ = Qh~ in w., dus Q(h9-h9) = ~ - ~ = 0 in w. n w .• Beschouw 
l O O J JI iJ J 1 J 

g .. = h. - h.; de verzameling g van alle g .. 's bestaat uit holomorfe func-
1J 1 J 1J 

ties, gedefinieerd op de doorsnijdingen van telkens twee verzamelingen w. 
We schrijven g 1 = o

0
hO en dus g

1 
E RQ' zodat er holomorfe functies h

1 
zijn 

(gedefinieerd op de doorsnijdingen wj n ~ van twee w's) met g
1 

= s1h
1

; dit 

volgt uit (8) met w. vervangen door w. n w.. cw. voor zekere i afhankelijk 
1 J K 1 

van j en k. We bekijken nu de verschillen op de doorsnijdingen van drie w's. 

namelijk in win wj n wk definieren we 

Dan geldt 

h9 
J 

ho. + ho o 
1 k + hj 

Alle g2 's vormen een verzameling g2 van holomorfe functies gedefinieerd op 
ijk 

de doorsnijdingen van telkens drie verzamelingen w. We schrijven weer 
2 1: l 2 f f . h 2 . . ( d f. . d g = u

1
h en dus g E Rs , zodat er holomor e unct1es z1Jn gee 1n1eer 

~ ~ ~ ) I 2 h 2 W k · · 1 h 1 f op alle win wj n wk met g = s2 , enz. e r1Jgen tens otte o omor e 

functies gk+l gedefinieerd op de doorsnijdingen van k + 2 verzameling w 
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(9) o hk k+l 
E Rs' = g k k 

k = O,I,2, ••• ,2n, s
0 

= Q, 

zodat 

k+l S hk+l g = 
k+l ' k = O,I,2, ••• ,2n-l. 

2n+l Omdat de doorsnijding van meer dan 2n + I w's leeg is, is g = O; dus dan 
. 2n+l k t h.. l g2n+l = ~ -2n t -2n R d f' . d is g ze er e sc riJven as v2ng , me g E s

2
n gee inieer 

op de doorsnijdingen van 2n + I verzamelingen w. Stel dat voor k ~ 2n geldt 

( IO) met gk E Rs • 
k 

Neem nu andere hk's, nl. hk = hk - gk, dan geldt wegens (9) en (IO) 

k+l 
g 

k+l 
- g = o. 

We gebruiken nu een eigenschap die we hier niet zullen bewijzen, nl. als 

voor holomorfe functies hk, gedefinieerd op de doorsnijdingen van k + I w's, 

ld ~ h~k O d . h~k h '' als h~k -- ~ fk-t b'. fk-I h 1 ge t vk = , an is te sc riJven vk-l , waar iJ o o-

morfe functies zijn, die gedefinieerd zijn op de doorsnijdingen van slechts 

k w's. (Deze eigenschap berust op existentie-stellingen van niet-homogene 

Cauchy-Riemann vergelijkingen, waarbij de pseudoconvexheid van Q gebruikt 

wordt.) 

dan 

en 

Definieer nu 

s-k-1 = S fk-1 
o k , 

~k-1 
g E Rgk-1 

0 ~k-1 
k-lg 

=So fk-1 
k k-1 

= s hk = 
k 

Dus (IO) geldt voor alle k, i.h.b. voor k = 0: 
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I o _o g = og , 

d.w.z. in w. n w. geldt 
1 J 

( I I) h? h? 1 
= g .. 

1 J 1J 

met 
_o 

RQ' dus Q(z)g?(z) g E 
1 

q, = Q(h?-s?) 
1 1 

q, = Q(h?-s?) 
J J 

_o _o 
= g. - g. 

1 J 

= 0 voor z E w . • 
1 

Daarom geldt 

in w. 
1 

in w •• 
J 

In win wj is wegens (11) h~ - g~ = ~1 - s1, dus er zijn holomorfe functies 

h in Q met cp(z) = Q(z)h(z), z En, nl. h = h? - g? in w .• O 
1 1 1 

We kunnen dezelfde stappen herhalen en dan letten op de afschattingen 

waaraan h moet voldoen, als cf, eraan voldoet. We krijgen dan de volgende 

stelling: 

Stelling: Zij ct, E A(l\_,Qk)rl met ct,= Sh VOOP zekere functies h E A(Qk)r2, 

dan zijn er functies li E A(l\_+l'Qk+l)r2 met ct,= Sn en voor zekere constante K 

Als cf, E Arl, en wel cf, E A(l\_,Qk)rl, met Qcp = O, dan is er volgens de 

hulpstelling een h E A(Qk)r2 met Sh= cf, in Qk' en volgens de stelling is 

er een h E A(l\_+l'Qk+l)rz met Sh= cf, in Qk+l' dus ook h E Ar2. De rij (5) 

is nu exact 

Om hieruit te concluderen dat de duale rij (4) exact is, waaruit volgt dat 

(2) exact is, moeten we nog aantonen dat het beeld van Q gesloten is in Aro. 
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Neem een rij functies $. uit het beeld van Q, die naar $ convergeert 
J 

in Aro; dan is er een k met$.+$ in A(M.. ,nk)ro en$.= Qg. voor g. E Art. 
J -1< J J J 

Er geldt 11$jllk ~Men 11$11k ~ M voor zekere M > 0 (een convergente rij is 

begrensd). Dan zijn er volgens de stelling functies g. E Art (en wel 
J 

gj E A(~+t'nk+l)rt) met 

$. = Qg. 
J J 

en 

Dus de rij {gj}j:t is begrensd in A(~+l'nk+l)rl, dan is hij compact in 

A(~+Z'Qk+Z)rl en heeft een convergente deelrij {gjk}k:l met gjk +gin 

A(~+Z'Qk+Z)rl. De rij {gjk}k:l convergeert ook naar gin Ari en omdat 

$jk + $, geldt 

Dus$ E Im Q, d.w.z. Im Q is gesloten. 

Tenslotte hebben we een exacte rij gekregen (HP is de kern in Hro van 

P(D)): 

p I (D) 

pm-1 (D) 

die afbreekt voor m ~ n, omdat de afbeelding Sm-I in (8) injectief is vol­

gens het "Hilbert sygyzy theorema" voor een m ~ n. 

:, 
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Werkbespreking 19 december 1974 

T.H. Koornwinder 

JACOBI-POLYNOMEN EN STELSELS LIJNEN MET EEN GEGEVEN AANTAL ONDERLINGE 

HOEKEN 

DELSARTE, GOETHALS & SEIDEL [2] bewezen o.a. het volgende: Als X een 

stelsel is van !xi lijnen in1R.d gaande door de oorsprong en als de onder­

linge hoeken tussen deze lijnen n verschillende waarden tussen Oen TT/2 

aannemen dan geldt: 

(I) 

Voor n = 1 end= 2, 3, 7, 23 zijn voorbeelden, van X bekend zo dat de boven­

grens in (1) wordt aangenomen. 

Laat (x,y) het inwendig produkt van x,y E Rd zijn en duid met Q de 

eenheidssfeer in Rd aan. Equivalent met bovenstaand resultaat is 

STELLING 1. Laat X c Q en definieer A= {(~,n) 2 I ~, n EX,~~ n}. AZs A 

is bevat in het interval (0,1) en IAI = n dan geZdt ongeZijkheid (1). 

Deze stelling wordt in [2] bewezen met behulp van de theorie van de sfe­

rische harmonischen. We vermelden enige begrippen en resultaten uit deze 

theorie. 

Neem vaste dimensie d. Laat dw het rotatie-invariante volumenelement 

op Q zijn zo dat !Qdw(~) = I. Definieer voor kontinue funkties f,g op Q het 

inwendig produkt 

<f,g> = J f(~)g(~)dw(~). 

Q 

Laat Hk de klasse van sferische harmonischen van graad 2k op Q zijn, d.w.z. 

de restrikties tot Q van de harmonische homogene polynomen van graad 2k op 

]Rd. Laat Nk = dim Hk. Als k ~ £ dan zijn Hk en HJ/, onderling orthogonaal. 
-! ½ (d-3) l Laat w(x) = const. x (1-x) zo dat J

0 
w(x)dx = 1. Voor n E Q en 

en voor kontinue funkties fop [0,1] geldt <lat 
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I 

J f(x)w(x)dx = J £((~,n)
2
)dw(~). 

0 Q 

Definieer orthogonale polynomen pk(x), K = 0,1,2, ••• , t.o.v. de gewichts­

functie w(x) op het interval (O,I) zo dat pk(l) = I. Dit zijn Jacobi-polyno­

men met verschoven argument. Voor een willekeurige orthonormale basis 
(k) (k) 

£
1 

, ••• ,fN van Hk geldt de additieformule 
k 

(2) 

Merk op dat 

I 

(3) J 
2 -1 

(pk(x)) w(x)dx = Nk. 

0 

Laat 

(4) 

Beschouw de Christoffel-Darboux-kern 

(5) 
-1 

K (x,y) = M n n 

en de polynomen 

(6) 
-1 

q (x) = K (x,I) = M n n n 

~,n E fit. 

De polynomen q (x) zijn orthogonaal t.o.v. de gewichtsfunktie (1-x)w(x) op n 
het interval (O,l) zo dat q (I)= I. Dit zijn wederom Jacobi-polynomen met n 
verschoven argument. Duidt voor vaste n de nulpunten van q (x) aan met n 
a 1,a2, ••• ,an. Laat a0 = 1. 

Neem nu X en A als in stelling 1. Gebruik makend van (2) bewijst men 

in [2] dat IXI ~ M. Berekening van M geeft het rechter lid van (1). Voorts n n 
wordt in [2] bewezen: 

STELLING 2. Als lxl = Mn dan bestaat A uit de nulpunten a 1, ••• ,an van 

q (x) .,. 
n 

BIBLIOTHEl:K MATHEMATISCH CENTRUM 
-AMSTERDAM-
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STELLING 3. Laa,t !xi = M. Er zijn getaZZen cr , r,s,t = O,l, •.• ,n, n 2 s,t 
zo dat voor aZZe ~,n EX met (~,n) = a geZdt dat r 

(7) 

De in Stelling 3 geformuleerde eigenschap maakt X tot een z.g. associatie­

schema, cf. DELSARTE [I]. 

Voor het geval dat !xi = M kan ik een aantal verdere eigenschappen n 
formuleren 

STELLING 4. Laat IX! =Mn.Dan geZdt voor eZke f E H0 I H1 @ ••• @ H2n dat 

(8) I f(~)dw(O 

Q 

= 1x1- 1 I f(~). 
~EX 

STELLING 5. Laat !xi = 

Dan geZdt: 

M • Laat voor n i = 0,1, .•. ,n, 0 
v. = c .. 

l. l. l. 

I 

(9) I 1 n 
f(x)w(x)dx = M- }: v.f(a.) 

n i=O 1 1 

0 

voor eZk poZynoom f(x) van graad ~ 2n; 

(10) 
-I n 

-1 
M I v . pk ( a . ) p ,e ( a . ) = <\,tNk ' k,-t = n i=O l. l. l. 

(II) 
n 

-I K(a.,a.) -1 I = M Nkpk(a.)pk(a,) = cS •• v. • n l. J n k=O 1 J l.J l. 

i,j = 

(cf. (7)). 

o, 1 , ... ' 

o, 1 • ... • 

Formules (8) en (9) geven kwadratuurformules voor funkties op een sfeer, 

resp. op een interval. Merk op dat (9) verschilt van de Gauss-kwadratuur 

omdat de nulpunten van q (x) en het randpunt l i.p.v. de nulpunten van 
n 

pn(x) worden genomen. Uit (10) blijkt dat de polynomen p
0

(x), ••• ,pn(x) 

beperkt tot a0 , ••• ,an als diskrete orthognale polynomen beschouwd kunnen 

worden. Als speciaal geval van (JI) hebben we 

n; 

n. 



(12) -1 
v. =K(a..,a..), 

1 n 1 1 

een expliciete uitdrukking voor de gewichten v .• 
1 

Los van de meetkundige interpretatie kan ik bewijzen: 

23 

STELLING 6. Beschouw orthogonale polynomen pk(x) t.o.v. een (willekeurige) 

gewichtsfunktie w(x) op het interval (0,1) zo dat pk(l) = 1, 16 w(x)dx = 1. 

Definieer Nk, M, K (x,y), q (x), v. met behulp van resp. de formules (3), n n n 1 

(4), (5), (6), (12). Dan gelden de fornrules (9), (10) en (11). 

Stelling 6 is in de literatuur bekend als een generalisatie van de 

z.g. Radau-kwadratuur, zie bijv. KOPAL [3, pp. 390-397]. 

Tenslotte geef ik als toevoeging bij Stelling 3 de formule 

(13) 
-1 -1 r 

V V C s t s,t 

r,s,t = 0,1, ••• ,n. 

Dus we hebben een "expliciete" analytische uitdrukking voor de kombinato­

rische konstante cr • De eis dat cr t geheel en~ 0 moet zijn levert nood-
s,t s, 

zakelijke voorwaarden op voor n end opdat !xi = M. Anderzijds zou het een 
n 

aantrekkelijk resultaat zijn als los van de meetkundige interpretatie be-

wezen kan worden dat het rechterlid van (13) niet-negatief is. Dit rechter­

lid is de konvolutiekern voor de diskrete orthogonale polynomen pk(ai), 

i,k=O,l, ••• ,n. 
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