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In deze notitie geven we een aantal bekende en
minder bekende eigenschappen van de Bessel functies
H<;)(z) en Ha?)(z) en van hun varianten. De genoemde

functies zijn oplossingen van

2 / 2
af 1 4df ! 3

(1) « 4 =R L 1 - f =0
dzé 7z dz \ Z§

Oplossingen van (1) kunnen worden voorgesteld als

A j’ -7z shw + ¥y w
=T 7°

(2) f = dw ,

L
waarbij L een of andere weg is. Verificatie dat (2) aan
(1) voldoet is eenvoudig.

. i8 .
Stellen we z=x+iy=re en w=u+iv dan beschouwen we
i.h.b. de volgende wegen
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yrvo s—la jre-o
—
478 e = , - < -z -8
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waarbij dus u van -w toft +coloopt.

Convergentie van (2) vereist:

1 voor u-» +® , cos (v+8)> 0, dus bijv.

1.6 1
-5T-fcvizm-8

2 voor u=-+ -0 , cos (v-3)< O, dus bijv.

o + 8 of%w+@<v<%w+8
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Beperken we ons tot re&le v en positief regle z (=r)
dan zijn blijkbaar de door (2) bepaalde oplossingen met
de in de figuur aangegeven wegen toegevoegd complex. We

definiéren algemeen voor Jj=1,2
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~zshw + vw
. e dw .
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De genoemde functies heten de Hankel functies. Ze zijn

lZ.In de

practijk werlkt men doorgaans met de Bessel functies JV(Z)

. . . . . 1z -
enigszins te vergelijken met de functies e en €

en Y,(z) welke a.v. met de Hankel functies samenhangen

Jy(z) + 1 Yy(z)

Il

i (2)
()

Hff)(z) 5 (2) - 1Y,(z)

Aldus kunnen we Jv(z) met cos z en Yv(z) met sin z ver-

geli jken.
Uit (%) volgt algemeen
4 / -z Shw+ vyw
<5) JV(Z) = 5wl e dw
L
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Uit (3) volgt

(a gy -t T g,
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Hff)<z) e YT H§2>(z)_

Uit (4) en (6) volgt

4)(2) ~-ivwm

2 i sinvw H -e JV(Z>+ J_V(z)
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i sin¥wx H J, (z)- J_,(2z)



(8) sin vT Yy(z) = cos vw J,(z) - J_V(z)

Uit (5) kan men vrij gemakkelijk de volgende reeksont-

wikkeling afleiden

V42 ]

®© J
_ (-1) z
(9) J,(2) = % 3T (G+ v ). (%)
De ontwikkelingen van H<:>(z), H§?>(z), Y, (z) volgen
m.b.v. (7) en (8). Voor gehele waarden van ¥ moet daar-
bij een limietovergang uitgevoerd worden.

Voor ¥ =0 is in het bijzonder

es I oo 2j
(10) YO(Z)=§25{ln-g— . I (z) - }g_ (=1) w(j+1) (2) } ,

i - 1

Je Jo

. . . 1 1
;aarblg w(j+1)= o 5 b ee. 3 - a’: 0.5772
us

22 24
JO(Z) =1 —T+m-
(11)
Y (z) = 2 (1n 240 4 O(zglnz)
0 A ) d
Voor ¥=1 geldt
)
Jq(z) = - 3l(2) =5 - Fz +
(12) 1 2
v,(z) = - v (2z) = -5t 0(z 1nz)

Het asymptotisch gedrag van de Hankel functies (3)
. .\ 1 .
voor z-00 1s bepaald door de zadelpunten + 5Tl

De zadelpuntsmethode levert voor z-+w , |larg z|<™

H<j>(z) @ \/-—;%Z— exp i(z- —g—vn:— %W)
(13) i ] )
HE} >(z) A \/;c——i exp -i(z- —éi—vm— -L%vv) .

Uit (4) en (13) volgt dan

“ Jv(z)@ \/_:‘T%-Z- COS(Z - %)175_ %-m)
(14)

2 . i i
Y, (z)w= \/—7-5-27 sin(z - 7 VT - Z“f\‘»)
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Volledigheidshalve vermelden we de volgende formules

(15) Jq (2) = \/T%E sin z, Y, (2)= "VQEE‘ cos z
2 2

In de moderne literatuur komen de zogenaamde
"modified Bessel functions' veel voor. Ze zijn gedefi-

nieerd als

(16) I(z) =17 J,(iz)
1 .
(7 K,(2) = gmi & 1Y (i2)

M.b.v. (3) volgt de belangrijke voorstelling

4 j' -z chw +vw
(18) K (z) = 5 e dw
¥ 2 I,
‘-é—?ﬂ-e
- R %m—é
e S A
3 _y ,

Uit (6) volgt
(19) K_(z) = X, (2)

De reeksvoorstellingen volgen gemakkelijk uit de boven

gegevene
@D 1 - V2]
(20) IV(Z) - %; HEGEDDE <§>
(21) sinve K (z) = - {- T.(z) + I (z)1
4 2 *)J\ Ty 5’

(22> KO(Z): - ln-g— .1 (Z) - ? E’Cg J+/]1) (%)

(23) Io(z) =1+ T+ r +

&

(24) K (z) = ~(In £ + §) + 0(z° 1n2
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(25) 11(2) =5+ T e = IO(Z) .
(26) Kq(z) = % + 0(z lnz = - Ké(z) .
Het asymptotische gedrag is a.v.
(27) K(2) » Vg e

Voor z -+ , |larg z|<™® ,
en

(28) T (2)w | sne &7

voor z —»c , |arg Z} < %ﬂﬁ
Voorts geldt

. 4 .
K (iz) = - g% {Yo(z> L1 g (2) }
(29) , 1 .
KO(—lz) = - 5% { Yo(z) - i Jo(z)}
2 . /= -2
(%0) I1>(Z):‘J‘EE sin h z Kj_<z)=\/§E e .
2 2
Berekening van ’ ~a chw-bshw
ff = 5 J‘ e aw
L
voor a > O, b regel.
e — FT
- & o 3 /i:
2 - 2 .2
Als as |b| stellen we a =Va“"-b~ chy

zodat
2 .2 /
J’ -Va -b ch(w+g® 4 j‘ ~Va®p? chw
dw e
L L

Als bra stellenwe a =i V b2 _a® ch(iﬁ Fwi)
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zodat
f i Y po-a® eh (W~ %~mi)dw
L

e

1l

nof A

Als b < ~-a stellen we a -1 ng—ag ch( J + %7{:3‘.)

b = ~1V ]og-a2 sh(/+ imi)

2
zodat analoog

£ = KO(-i\/bg—ag)
Totaal
£ = K_(-1Vb7-a")8(-b-a) + K _(Va®-b°) [ 6(b+a)-g(v-a)} +

+ Ko(i b2—a2)9(b—a)

Voor b2e£ a2 is i.h.b.

Nt

fw - 2 1n }ag—bgl + %ﬂmi {9(—b—a) + G(b—a)}

e o g
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Oplossing van
(1) (A-J—’E—mg)f—-mcr( £)
3t2 = X43X2:X3J

F-transformatie naar t geeft

Ve OO .
(2) f(x,z) = [ e r(x,t)at
- 00
(3) (&= (05-2°))F = -bm (x,%,.%5) -
Wetende dat voor T :V.xi+x§+x§
/‘
(4) A-IT = - 4w J(Xq,XQ,XB)

verifieert men gemakkelijk dat (3) de volgende oplossing
heeft

(5) Fo ] exp - Ve -z°

met een zekere keuze voor de wortel.



A) m=0

Men heeft de twee oplossingen
“ 1 .

(6) fo=5 exp +iraz

Voor (1) krijgen we dus o.a. de volgende oplossingen -
welke onderling in een oplossing van de homogene verge-
lijking verschillen -

J(t-r) /r

dls

T exp 1irz

(7) r exp -irz J(t+r) /r

alle

r CcOS rz

ofle

%—{J(t—r)+ J(t+r)} /T

Oplossingen van de homogene vergeliljking zijn bijv.

r~1 sin rz : é% {J{t—r)— J(t+r)} /r

(8)
-1 . 1 1
r sinr z £ - g 5>
vt -r
B) m = lim (p+ 18 ) A >0
& —» +0
™m
ra G 5 > e

| /m

De eis dat f—+0 voor r-+o en |t]— oo betekent dat f
als functie van complexe z holomorf is in de strook

li

|Im z] <€ en dat voor reé&le z
2 2 ie 2
=25+ + 0(e%) voor |z|< u

J.2_ 2
n V=27

mo-z° = L iy 22—/&2 + O(ag) voor |z|s u
2712

met de eenduidige oplossing (5).

Voor z - + 00 betekent dit dus arg m2—22 — %7ﬂ
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Voer nu de transformatie

z=x +1iy , 7= =i m shw , w=u + 1V
uit. Dan 1is

X = s chu sin v + & shu cos Vv

«

-4 shu cos v + &chu sin v

I

y

2 2
Vm -z :mchw:@¢chu cos v-kshu sin v)+1fshu sinv+chu cosv).

d e v
. 1= > 3 i
Wom MV &
ﬂ‘\d O
& . b ,%m
-1
~ a -m L -m IR
— ‘““""g ' &
De inverse van (5) is
- g ~-itz 2,7 im ~-m(rchw+tshw
f(x,t)= =% e f(x,2)dz = 5% f e ™ chw)dw=
~00
N R j‘ex - m (rchw+tshw)dw
T 2wri er b ’
Dus _
-5 4 ? : 2 2
f(x,t)= — EF{KO(—lm t-r") e(-t-r) +

(9) s K (Ve t%) { o (ber)- o(e-r)}
+ Ko(in1Vt2~r2) S(t—r)}

il
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K, (~im V £°-27)

= %-{J(t+r)+ J(t-r)} /v + = {

(10) T Ve e
iKﬂ(m\/rg—tg) Kq(im Vtg—rz)
+ = { 8(t+r)—6(t—r)} + = G(t-f)} :
re-t2 £ -2

We merken op dat voor m->»0
g

(11) fo(i,t): %{J(t+r)+ I(t-r)} /v o+ é% e
Tt -r

in overeenstemming met (7) en (8).



