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In deze notitie geven we een aantal bekende en 

minder bekende eigenschappen van de Bessel functies 

H(]) (z) en H~2 ) (z) en van hun varianten. De genoemde 

functies zijn oplossingen van 

( 1) 
d2 f 1 df + (1 :: ) f 0 ·~+ - = 
dz z dz 

Oplossingen van ( 1) 

1 
71: i 

kunnen warden voorgesteld als 
t' 

(2) f = 
j e -z shw + v w 

dw, 
L 

waarbij Leen of andere weg is. Verificatie dat (2) aan 

(1) voldoet is eenvoudig. 
·g 

Stellen we Z=X+iy=rel en W=u+iv dan beschouwen we 

i.h.b. de volgende wegen 

e 

waarbij dus u van -co tot +ooloopt. 

Converg~ntie van (2) vereist: 

1 voor u -i,. +co " cos (v+ > 0., dus bijv. 

2 voor u ->, -co , cos (v- < 0, dus bijv. 

1 - ' A < v < - 2 IV, (7 
1 

of 271:: + e < V<;-n;;+0 

Beperken we ons tot re~le ~ en positief re~le z (=r) 

dan zijn blijkbaar de door (2) bepaalde oplossingen met 

de in de figuur aangegeven wegen toegevoegd complex. We 

definieren algemeen voor j=1,2 
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(3) f -zshw + YW 
e dwo 

L. 
J 

De genoemde functies heten de Hankel functieso Ze ZlJn 

enigszins te vergelijken met de functies eiz en e- 12 ,In de 

practijk werkt men doo ans met de Dessel functies J~(z) 
en Yy(z) welke 2 , V ~ met de Hankel functies samenhangen 

(4) \ 
H('1)(z) = J.v (z) + i y v ( Z) µ 

H( 2 ) (z) - J (z) - i Y,, ( z) 
l y y ,, 

Aldus kunnen we J)l(z) met cos z en Y,,;(z) met sin z ver­

gelijken. 

Uit (3) volgt algemeen 

(5) 

f ;c-;. e 

i'TC +e 

,/ 

/ / 

Uit (3) volgt 

H(1)(z) 
-\/ 

(6) 

1/2)(z) 
-Y 

Uit (4) en (6) volgt 

{ 
2 i sin Yie 

(7) 
2 i sin ))1;:; 

en 

J -z s hw + Vw 
e dw 

+ i vrc 
= e 

- iYit 
= e I--i-(2)r ) .,_ ,z 

)) 

H(/i\z) -iY'7v JY(z)+ J_y(z) = -e 
V 

H~2 ) (z) 
i VTC J (z)- - ( \ = e J - y z J )J 
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Uit (5) kan men vrij gemakkelijk de volgende reeksont­

wikkeling afleiden 

(9) J ( z) = 
V 

00 

L 
0 

. ! 
J 0 

t-1)j (-2z )v+2j 
j+ y) ! 

De ontwikkelingen van H( 1 )(z) 3 H( 2 )(z), Y (z) volgen 
V µ V 

moboVo (7) en (8)0 Voor gehele waarden van Y moet daar-

bij een limietovergang uitgevoerd wordeno 

Voor )) =0 is in het bijzonder 

Y0 (z)= ~ { ln ~ 
00 [-1}j vr ~ !j+·1} ( ~) 2j} (10) J ( z) - L . 

0 0 • r . ! 
J • J • 

waarbij ·y;(j+1)= -J+ 1 1 1 t= 0.5772 + 2 + + - :, 0 0 j 
Dus 

2 4 

l 
J ( z) = 1 

z z 
0 - T + "61+-

( 1 ✓1) 

y (z) 2 
(ln 

z 
+ r) 2 

- - + 0( z ln z) 
0 :it· 2 

Voor y =1 geldt 

{ 
J 1 ( z) J ! ( z) z z3 

= - = 2 - 1b + 0 

(12) 2 Y1 (z) = - y l (z) - - + O(z ln z) 
l 0 7C z 

Het asymptotisch gedrag van de Hankel functies (3) 
voor Z-+ oo is bepaald door de zadelpunten + J 7i:i. 

- L 

De zadelpuntsmethode levert voor z ..-.+- m 3 l arg z I < 'TC 

{ 
H\_,1)(z) Y? 

2 . ( 1 1 ) 
7C z exp l Z- 2 vrc- !+i'C 

( "l 3) / :z H( 2 ) (z) I:{.) -i(z-
1 1 

exp -Y~ - I(lv) V 2 

Uit (4) 8n ( 13) volgt dan 

Jy(Z),!:R 
2 

cos(z 1 1 - - ))iC - 4 1" ) 7'(i z 2 
(14) v !z 

,1 1 Y,,(z) ~ sin(z - _I_ Y'l"v - 4 7'v) 2 

, 
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Volledigheidshalve vermelden we de volgende formules 

( 15) ✓ 2 . = - sin z itiZ ., Y1 (z)= - ✓~z cos z 
2 

In de moderne literatuur komen de zogenaamde 
nmodified Bessel functions 11 veel voor, Ze zijn gedefi-

nieerd als 

( 16) I ( z) 
. - )) 

J..,(iz) = l 
V 

1 . 
(17) K (z) 1 . 2 v'Xil 

H( 1 )(iz) = 2 'lP' l e 
y )) 

M.b.v. (3) volgt de belangrijke voorstelling 

1 J -z chw + v w 
( 18) K 11 (z) == 2 e dw 

L 

:1.,,; +e 
:l 

/ ~/ / 
½n:-e 

!_4// 7/ -;; 
-}'l'C+0 

/ . / ?-:i 7-
-½;c-e 

e = arg z 

Uit (6) volgt 

(19) K_v(z) = K)J(z) • 

De reeksvoorstellingen volgen gemakkelijk uit de boven 
gegevene 

(20) 

(22) z K0 (z)= - ln 2 . I 0 (z) ( ½) 2j 

(23) 
2 4 

I 0 (z) = 1 + \- + ~ + 

( 2 4 ) K O ( z ) = - ( 1 n ~ + / ) + O ( z 2 1 n z) 
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--z 

(25) I 1 (z) z z_..1 
I I ( z) = -+ 16 + = 2 0 

(26) K1 (z) 1 O(z ln z) - KI ( z) = -+ = 2 0 

Het asymptotische gedrag is a.v. 

(27) Kv(z) ~ V ~ e-z 

Voor z -;,. ro , I arg z I < I\, , 

en 

r,.,(z) ~ ✓ 2:z ez 

voor z ~ oo , I arg z j < ~ 7v • 

(28) 

Voorts geldt 

{ 
K0 (iz) 1 

= - 2 ii": { Y0 (z) + i J 0 (z)} 

(29) 
K0 (-iz) = - ajlj { Y0 (z) Jo(z)} - i 

(30) I4 (z)= V ,;2 sin h z , K4 <2 )= v2~ 
2 2 

Berekening van -a chw-bshw 1 J f = 2 e dw 
L 

voor a > o .. b reeel. 

! 
➔ > ~ )'-- i1t 

,i.. 

~i~ 
L 

Als a> I b I stellen we a = ✓ a2-b2 ch f 
b = ✓ a2-b2 shj' 

-z e 

zodat 

1 
f = 2 

ch(w+f) 
dw= 

1 J -/a2 -b2 chw 
- e dw = 
2 L 

= Ko(/ a2-b2). 

Als b > a stellen we a = i / b 2 -a2 ch({- ~ ~i) 

b = i ✓ b 2 -a2 sh({- a7Ci) 
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zodat 

f= a 1 e-i ✓b2-a2 ch(w+j'- ~ iti)dW= ~ 
L 

! CD -1/42~a2 chw 
e dW = 

-CD 

= IC O ( i ✓ b 2 - a 2 ) • 

Als b < -a stellen we a = -i Jb2-a2 ch( J' + ; 7C'i) 

b = -i ✓ b2 -~2 sh(Jl+ ~,ci) 

zodat analoog 

Totaal 

f = K0 (-i /~2-:2-)e(-b-a) + K0 (Ja2-,;;2) { 0(b+a)-B(b-a)} + 

+ K (i ✓b2 -a2 )0(b-a) 
0 

2 2 
Voor b ~ a j_s i.hob. 

f ~ - ; ln j a2 -b2 I + ;~i { 9(-b-a) + 0(b-a)} 

Oplossing van 

( 1) 

F-transformatie naar t geeft 

(2) f(;:3z) = f00 eizt r(;Lt)dt 
-00 

(3) ( A - ( 

Wetende dat voor 

(4) 

verifieert men gemakkelijk dat (3) de volgende oplossing 

heeft 
,..... 

(SJ f = -1 r exp - r Jm2 -z2 

met een zekere keuze voor de wortel. 
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A) m=O 

Men heeft de twee oplossingen 

(6) 
...., 
f 

0 
exp + i r z 

Voor (1) krijgen we dus Ooa. de volgende oplossingen -

welke onderling in een oplossing van de homogene verge­

lijking verschillen -

-1 
irz . l(t-r) /r r exp 'ii" 

(7) -1 
-irz . l(t+r) /r r exp = 0 

-1 0 a { J(t-r)+ l(t+r) J /r r cos rz 

Oplossingen van de homogene vergelijking zijn bijv. 

{ 
r - '1 s in r z : 211 { J ( t - r ) - d ( t + r ) } / r 

(8) 
-1 1 1 

r sin r z . - ~ ~ 2 
t -r 

B) m = lim (.,{,(,+ i~) 
c-+ +O 

/(I.., > 0 

De eis dat f-l,, O voor r-+ oo en l t !->- oo betekent dat f 
als functie van complexe z holomorf is in de strook 

I Irn z ] < e. en dat voor reele z 

, 

Jm2 -z2 - /;/-z2 + a$ + O(e2 ) voor lzl<fo 
µ -z 

l.,/2 2 (2) V z - ;.,t, + 0 €.. voor Jzj>µ 

met de eenduidige oplossing (5). ~--
Voor z -?" + oo betekent di t dus arg J m2 -z 2 -'>- i;,; 
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Voer nu de transformatie 

Z=X +iy 

uit. Dan is 

, Z= -i m shw , W=U + iV 

x = fo chu sin v + 1:. shu cos v 

y = -fA, shu cos v + t, chu sin v 

J m2 ~z2 =mchw=yJ,chu cos v-'-.shu sin v )+1 Y.., shu sinv+I chu cosv). 

--

--------+-------- "It 

e . t!I; 
0 

' d 
--!o----::---r---+.-m----.--b--- -y-ro 
-------+---------~ 

-m, 

De inverse van (5) is 

-1- 1 Joo ·t f( t) e -i z f~(x~.z)dz x., = 21'(; ~ 
= i:r J e -m(rchw+t~~:) dw= 

-00 

1 =---2;,;; ri 
:r f exp - m (rchw+tshw)dw. 

Dus 

f(~,t)= ~ l {K (-im /t2 -r2 ) e(-t-r) + 
-rcri ()r o 

(9) + K 0 (m fr2 -t2 ) { G(t+r)- e(t-r)} 

+ K 0 (imVt2-~2 ) 8(t-r)} = 
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( 1 O) 

l-K(-im~) 
= 21 { c1(t+r)+ J(t-r)} /r + nl 1 e(-t-r) + 

7e V t2-r2 

iK1 (m ✓ r 2 -t2 ) { } K1 ( im w:2) } 
+ J e(t+r)-e(t-r) + ✓ 2 e(t-r) • 

r2-t2 t -r2 

We mer ken op da t voor m ➔ 0 

(11) 

in overeenstemming met (7) en (8). 

1 /I 
+ -. -2-,,--...,.2- ' 

i'Cl t -1'' 


