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§1 • Inleidinir. 

Deze technische notitie behandelt een nrobleem, f!:esteld door de 

landbouwhogeschool in We.geningen. 

Een metalen homogene bol met straal R, geleidin~svermogen A , soor­

telijke warmte C en dichtheid ll, is ri:enlaatst in een medium, waar­

van de temperatuurschommelt rend een temneratuur T0• Indien de fre­

quentie en de amplitude van de temneratu.:msschonnnelin~ gegeven worden 

door f= w/2~ resp. A, dan ~eldt voor de temperatwr op het opper­

vlak van de bol: T(R,t) = A sin ·wt+ T0• Bij het stijgen van de tem­

peratuur neemt de bol, in een halve neriode, een warmte Q on. In de 

daarop volgende halve periode wordt deze warmte weer afgestaan. 

Gevraagd wordt de afhankelijkheid van de parameters A,A,C, fen ll 

te bepalen. Daartoe wordt in de naragrafen 2 en 3 de temperatuurs­

verdeling in de bol berekend en met behulp van dit resultaat wordt 

in paragraaf 4 Q als functie van de bovengenoemde parameters bepaald. 
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§2 De warmtegeleidinasverA;elijkinp: met begin- en randvoorwaarden. 

Voor de warmtestroom dQ door oppervlakteelement dO in het tijdsin­

terval dt, bij een temperatuursr;radient cT, waarbij Ii de normaal­
art 

vector tegengesteld aan de stroomrichting is, geldt de vergelijkin~ 

dQ = - K. 1! . dO. dt 
an 

(2.1), 

[ -1 -1 -1 ] waarbij K cal graad cm sec een evenredigheidsconstante is. 

Hieruit volgt, dat de warmte, opgenomen door een volu.meelement dV 

in het tijdsinterval dt, P:egeven wordt door 

dQ = K.6 T. dV. dt (2.2), 

waarbij 6 de Laplace-operator is. De on,<;enomen warmte kan ook ge­

schreven worden als 

dQ = µ. C. dT. dV (2.3), 

r. -3] [ - 1 - 1 J waarbij u Lgram cm de dichtheid en C cal gram graad de 

soortelijke warmte is. 

Uit (2.2) en (2.3) volgt nu de verP.:elijking, die bekend staat als 

warmtegeleidings- of diffusievergelijking: 

K 6 T (2.4). 

Door invoeren van het geleidingsvermogen A= K/u verkrijft men 

tenslotte: 

A/C. 6T = cT 
at (2.5). 

Omdat het gestelde probleem radiaal-symmetrisch is, is de temnera­

tuursverdelinrr Teen functie van alleen rent, waarin r de afstand 

yan het middelpunt van de bol is. De diffusieverselijking (2.5), uit­

gedrukt in de coordinaten rent, laat zich nu schrijven als 

(2.6) 
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Na de substitutie S(r,t)= r T(r,t) krijgen we de vergelijking: 

(2.7). 

Voeren we tenslotte in de dimensieloze variabelen 

p = r/R en 1 = . wt 

dan gaat (2.7) over in 

a2s e~ ap2" = a,= (2.8), 

waarin 

13 = CR2 w/A (2.9) 

een dim~nsieloze grootheid is. 

De randvoorwaarden voor deze verr:elijkinp: zijn in het onderhavige 

geval 

S(O,-r) = O. T(O,-r) = 0 

8(1,r) i T 
= AR e 

(2.10) 

Hierbij is de irrelevante constante T geli,jk aan nul gesteld. Ter 
0 

vereenvoudigin~ van de berekenin~en is de sinus vervangen door de 

exponentiaalfunotie. In onze afleidin~en is het zuiver imaginaire 

deel het physisch zinvolle deel. 

Ten aanzien van de tijd zijn er twee mo~elijkheden, welke wij beide 

zullen uitwerken. 

1). Het probleem wordt opgevat als een beginwaardenrobleem, waarvoor. 

geldt S = 0 ten tijde t = O. In dit geval kunnen we het probleem 

oplossen met behulp van de Laplacetransformatie 

00 

L {S(p,-r)} = S(p,p) = f e -n-r S(p,-r) d-r 
0 

2). Ve veronderstellen, dat de temneratuursverdelin!! S( p, T) van de 

volgende gedaante is: 

S(p,-r) = S'(p) J. T 
e (2.11). 
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Substi tutie van ( 2. 11) in ( 2. 8) , levert voor S' ( p) de 11ewone 

differentiaalver~elijkin~ 

a2s• 
apT = i SS' (2.12). 

OplossinP- van deze vergelijkinp: met randvoorwaarden, die P,emakkelijk 

uit (2.10) vol~en, ~eeft de funqtie S'(p), die tenslotte in (2.11) 
gesu,bstitueerd wordt, De aldµ§l p:evonden 9plossing voor B(p,t) sti;at 

bekeµd ~+ 9 de quasistationnaire oplossin~. 
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§3. Oplossing van de differentiaalver~elijkin~en. 

1). De oplossing van het beginwaardeprobleem. 

Beschouw het beginwaardeprobleem met S(p,O} = O, dan geldt: 

L {;t S(p,t)} = p S(p,p) - S(p,O) = p 8(p,p) 

a2 a2 
L {a;;-z S(p,t)} = ap2° S(p,p) 

Toepassin~ van de Laplacetransformatie on de differentiaalver­

gelijking (2.8) geeft dus 

a2s - f3 s ap7 - p (3.1). 

De randvoorwaarden (2.10) ~aan na transformatie over in 

S(O,p) = 0 

S( 1 ,p) = AF!/p-i 
(3.2). 

De temperatuursverdeling Tin de bol als functie van pent 

wordt nu verkregen door de vergelijkingen (3.1) en (3.2) oplossen, 

de gevonden oplossin~ terug te transformeren en het resultaat ten 

slotte te delen door pR. 

De algemene oplossing van (3.1) luidt: 

S(p,p) = c1 e qp (3.3), 

.waarin q = /ep. 

De randvoorwaarden (3.2) p;even voor de coefficienten c1 en c2 
de volgende ver~elijkingen: 

q -o 
C €. · + C e · · = AF!f!J-i 

1 2 

zodat 

C1 = (n-i)sinh o 
2 AF! C _ -2 AR 

en 2 - (n-i)sinh a (3.4). 

Substitutie van (3.4) in (3.3) levert voor de Lanlace-getrans­

formeerde van de functie S(p,t) het resultaat: 
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sinh .C\e. 
' sinh q (3.5). 

Terup;transformatie geeft voor S(p,T) de intel';raaluitdrukking: 

1 
S(p,T)= -2 . 

7Tl. 

c+i00 

f e p T S ( p , p) dp 
c-i00 

(3.6). 

De integratieweg is een rechte, evenwijdig aan de imai:i;inaire as en 

rechts van de polen van S(p,p). Om de integraal (3.6) te berekenen 

wordt de integratieweP; gesloten door een grote halve cirkel, die 

niet door de polen van de integrand gaat. De integraal over deze halve 

cirkel levert geen bijdrage, als we de straal van deze cirkel onbe­

grensd laten toenemen. Toepassing van de residustelline van Cauchy 

levert de oplossing; deze is gelijk aan 27Ti maal de som van de resi­

duen in de polen p=i en p= -n27T 2/B(n=1,2, ••• ). Indien we slechts ge­

interesseerd zijn in het gedraP van de oplossinP- voor grote waarden 

van de tijd, dan is alleen de pool in het punt p=i van belang. Deze 

pool geeft nl. aanleiding tot een factor eiT in het residu, terwijl 
- -n2 7T 2 t/B 
de andere polen residuen leveren, met factoren e , die voor 

toenemende waardenvan de tijd snel afnemen. Deze laatste bijdrage re­

rresenteert het z.g. inschakeleffect. 

Voor de temperatuursverdeling in de bol vinden we tenslotte de uit­

drukking: 

T(p,T) = A 
p 

sinh P Ifs 
sinh lie 

iT 
e (3.7). 

Het zal blijken, dat deze benaderde oplossin~, geldif- voor voldoende 

grote waarden van de tijd, overeenstemt met de z.g. quasistationnaire 

e>plossing, .gede;f'inieerd)ip. par~~raaf 2.,. 

2). De quasistationnaire oplossing 

De quasistationnaire oplossing wordt F-;egeven door de oplossim~ 

van de differentiaalvergelijkin"- (2.12}, nml: 

(3.8), 

met a 2 = iB • 

De randvoorwaarden ( 2 •. 10) leveren voor de coe'ffec ienten C 1 en 

c2 de betrekkingen: 
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-2 AR en c2 = . h sin a 
(3.9). 

Substitutie van (3.9) in (3.8) levert voor de functie S(p,T) de 

uitdrukking: 

S(p,T) sinh a p 
=AR• sinh a 

iT 
e 

waaruit tenslotte, na deling door 

in de bol volp;t: 

pR,de temperatuursverdelin~ 

A T(p,T) = 
p 

sinh p Ifs 
sinh lie 

iT 
-e {3.10), 

welk resultaat volledif.? overeenstemt met de benaderde oplossinr-;, 

behandeld in 1). Indien men slechts in het quasistationnaire ~eval 

geinteresseerd is, levert deze methode sneller resultaat op. 
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§ 4. De warmteoverdrachtsfunctie. 

Voor de, in een halve r>eriode, onl)"enomen warmte Q ri;eldt vol­

gens ( 2. 1): 

Q = -K. 47rR2 

47r!{R =--w 

= 

1/4f 
Im [ f 

-1/4f 
'Tr 

2 
Im [ / 

'IT 

-2 

(R,t)dt] = 

aT ] aj;- (1,T)dT = 

Im [ lie cosh lie _ 1] 

sinh /IT 

Na vermeniP'.VUldirrinr; van teller en noemer met 

(1-i) /FT2., -(1-i) lf/2 
e - e 

(.4.1). 

ziet men .o.-emakkelijk, dat we voor de overdradltEfunctie de uitdruk­

kin~ krij1;en: 

Q = 2KRA 
f 

/ff {sinh m - sin 128} 
cosh m - cos 12/3 

= 

= S,rµR3 AC • _1_ {sinh 12a - sin 12if} 
v'2i3" cosh v'2f3° - cos v'2e 

(4.2). 

Bij ideale warmteoverdracht, wordt de onri:enomen warmte Q0 maximaal 

het verschil van de warmteinhouden van de bol bij de temperaturen 

T0 + A en T0 - A, d.w.z. 

(4.3). 

Deze waarde van Q0 ne:men weals referentiewarmteo:oname. De ideale 

warmteoverdrachtsfunctie is altijd ,q:roter dan de werkelijke over­

drachtsfunctie (4.2), en we hebben de relatie 

Qo = lim Q 
S-+o 

Deze laatste betrekldnl! ziet men r:emakkelijk als volgt: 

(4,,4). 
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lim Q = lim 8-rru R3Ac. 
, _32, (12$)3 + u •••• 

{ . - } = 
B-+~ ~o 12a <2~< liB)2 + ••••• ) 

= 8 1P•R3Ac. l = .§. -rr,,R3 AC = c.i .. 3 3 .. ·o 

De afhankelijkheid van de warmteopname van de 1trootheid B, wordt nu 

weergegeven door 

~ = _L • { sinh .128 • sin t'2B } 
0 ffa cosh t'2B - cos 128 

( 4. 5}. 

Omdat de warmteoverdracht alleen door de waarde van de -parameter B 

bepa.a.l.d wordt, heeft deze parameter het karakter van een gelijkvor­

migheidsparameter. Ontwikkelen we naar machten van a dan volgt 

S... = , - _g_ a 2 + , e'++ ••• 
Q 315 µ 15400 

0 
(4.6), 

voor kleine waarden van 8. Voor grote waarden van 8 (B> 20) is het 

gedrag: 

Q ...L ( ) Q = 1+A 
o m 

(4.7) 

met O<A< 0,01 • Humerieke waarden van ~ als functie van v'28 zijn 

gegeven in de f!'Ta.fiek on bladz,ijc.e 1 O. "O 
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