STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

AFDELING TOEGEPASTE WISKUNDE

T.N., 31

Warmteopname door een homogene metalen bol bij wisselende

temperatuur.

door

C. Hoede

september 1063

S

BIBLUOTHEEK WATHIMATIONN CENTR WA

AlNGTeRDAM



§1. Inleidine.

Deze technische notitie behandelt een vprobleem, gesteld door de
landbouvhogeschool in Vageningen.
Fen metalen homogene bol met straal R, geleidinesvermogen A , soor-
telijke warmte C en dichtheid u , is meplaatst in een medium, waar-

van de temperatuwr schommelt rond een temneratuur T Indien de fre-

OI
quentie en de amplitude van de temperatwrsschommeline gegeven worden
door f= w/2np resp. A, dan geldt voor de temperatur op het opper-

vlak van de bol: T(R,t) = A sin wt + T.. Bij het stijeen van de tem-

peratuur neemt de bol, in een halve nergode, een warmte Q ov. In de
daarop volgende halve periode wordt deze warmte weer afgestaan.
Gevraagd wordt de afhankelijkheid van de parameters A,A,C, f en u
te bepalen. Daartoe wordt in de paragrafen 2 en 3 de temperstuurs-
verdeling in de bol berekend en met behulp van dit resultaat wordt

in paragraaf 4 Q als functie van de bovengenoemde parameters bepaald.
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§2 De warmtegeleidingsvergelijking met begin- en randvoorwaarden.

Voor de warmtestroom dQ door ovpervlakteelement d0 in het tijdsine

terval dt, bij een temperatuurseradient 3T , waarbij M de normaal-
o

vector tepengesteld aan de stroomrichtine is, geldt de vergelijking

aQ = - K. . d0. at (2.1),

g 13

.. - - -1 . . .
wvaarbi] K[ cal graad ! cnm 1 sec ] een evenredigheidsconstante 1is.
Hieruit volgt, dat de warmte, opgenomen door een volumeelement 4V

in het tijdsinterval dt, ecegeven wordt door
a0 = K.A T, dvV. dt (2.2),

waarbij A de Laplace-operator is. De ongenomen warmte kan ook ge-

s¢hreven worden als

dQ = u. C. dT. av (2.3),

waarbij u[gram cm-3] de dichtheid en C [cal gratm"1 graad-1 ] de
soortelijke warmte is.
Uit (2.2) en (2.3) volgt nu de vergelijkine, die bekend staat als
wvarmtegeleidings~ of diffusievergelijking:

= ° ﬂ
Door invoeren van het geleidingsvermogen )= K/u verkrijet men
tenslotte:

T

A/C . AT = % (2.5).

Omdat het gestelde probleem radiaal-symmetrisch is, is de tempera-
tuursverdeline T een functie van alleen r en t, wearin r de afstand
van het middelpunt van de bol is. De diffusieverpgelijking (2.5), uit-

gedrukt in de cobrdinaten r en t, laat zich nu schrijven als

327 2 37 , _ aT
)‘/C('é?z*'?if)"ﬁ (2.6)
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_ Na de substitutie S(r,t)= r T(r,t) krijeen we de verselijkineg:

2
A/C . %;% = %% (2.7).

Voeren we tenslotte in de dimensieloze variabelen
p=r/R en 7= gt s

dan gaat (2.7) over in

928 _ 38
2 3T (2.8),
waarin
8 = CRZ w/A (2.9)

een dimensieloze grootheid is.
De randvoorwaarden voor deze verselijking zijn in het onderhavige

geval

s(0,1)
s(1,1)

0. T(0,T) =0
AR e 1T (2.10)

1]

Hierbij is de frrelevante constante TO gelijk aan nul zesteld. Ter
vereenvoudiging van de berekenineen is de sinus vervaneen door de
exponentiaalfunotie. In onze afleidingen is het zuiver imaginaire
deel het physisch zinvolle deel.

Ten aanzien van de tijd zijn er twee moeelijkheden, welke wij beide

zullen uitwerken.

1). Het probleem wordt opgevat als een beginwaardevrobleem, waarvoor
geldt S = 0 ten %ijde t = 0. In dit geval kunnen we het probleem

oplossen met behulp wan de Laplacetransformatie

-]

L {s(o,1)} = s(p,p) = [ e """ s(p,1) dt .
0

2). Ve veronderstellen, dat de temperatuursverdeline S{p,t) van de

-« volegende cedaante is:

3(p,1) = S'(p) &° (2.11).
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Substitutie van (2.11) in (2.8), levert voor 8'(p) de sewone
differentiaalverpelijking
2a1
-2-5%— = igs (2.12).
Onlossine van deze vergelijkine met randvoorwaarden, die gemakkelijk
uit (2.10) volgen, rzeeft de functie S'(p), die tenslotte in (2.11)
pesubstitueerd wordt. De aldus sevonden onlossine voor S(p,t) staat

bekend als de quasistationnaire oplossins,
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§3. Oplossing van de differentiaalverszelijkineen.,

1). De oplossing van het beginwaardeprobleem.
Beschouv het beginwaardeprobleem met S(p,0) = 0, dan geldt:

2

L {ar

S(p,1)} = » S(p,n) = S(p,0) = » 5(p,D)

32 32
L {3;7 S(p,1)} = Y S(p,p)

Toepassing van de Laplacetransformatie op de differentiaalver-

gelijking (2.8) geeft dus

2!
333 =8 pS (3.1).

De randvoorwaarden (2.10) gaan na transformatie over in

0
AR/p-i (3.2).

s(o,p)
s(1,v)

De temperatuursverdeline T in de bol als functie van p en t

wordt nu verkregen door de vergelijkingen (3.1) en (3.2) onlossen,
de gevonden oplossing terug te transformeren en het resultaat ten
slotte te delen door oR.

De algemene oplossing van (3.1) luidt:

S(pyp) =€, e % 4, T (3.3),

.waarin q = VBp.
De randvoorwaarden (3.2) meven voor de cod&fficienten C1 en 02

de volgende vergelijkingen:

C1 + 02 =0
a. =-a = s
Cpem + 02e AR/p-i
zodat
c o 2 AR en C = —2 AR (3.1).

1~ (p-i)sinh o 2~ (p-i)sinh q

Substitutie van (3.4) in (3.3) levert voor de Laplace-getrans-

formeerde van de functie S(p,t) het resultaat:
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AR sinh Gp
p-i 9 Sll’fh q (305):

S(p,p) =

Terugtransformatie zeeft voor S(p,t) de intesraaluitdrukking:

1 ct+iw .
S(p,1)= o [ e ”Ts (p,p) ap (3.6).

2mi ooiw
De integratieweg is een rechte, evenwijdig aan de imaminaire as en
rechts van de polen van S(p,n). Om de intesraal (3.6) te berekenen
wordt de integratiewes pesloten door een grote halve cirkel, die
niet door de polen van de integrand gaat. De integraal over deze halve
cirkel levert geen bijdrage, als we de straal van deze cirkel onbe-
grensd laten toenemen. Toepassineg van de residustelling van Cauchy
levert de oplossing; deze is gelijk aan 2mi maal de som van de reési-
duen in de polen p=i en p= -n?m2/8(n=1,2,...). Indien we slechts ge-
interesseerd zijn in het gedrar van de oplossine voor grote waarden
van de tijd, dan is alleen de pool in het punt p=1 van belang. Deze
pool geeft nl. aanleiding tot een factor eiT in het residu, terwijl

. ‘ -n2n21/8 .
de andere polen residuen leveren, met factoren e , die voor
toenemende waardenvan de tijd snel afnemen. Deze laatste hijdrage re-

presenteert het z.g. inschakeleffect.

Voor de temperatuursverdeling in de bol vinden we tenslotte de uit-

drukking:
. ./T“‘ .
T(pg'{) = ;2-' ® 22!1"_9-—'1_6—' ° elT (307)0
sinh ViB

Het zal blijken, dat deze benaderde oplossineg, geldig voor voldoende

grote waarden van de tijd, overeenstemt met de z.g. quasistationnaire
oplossing, .gedefinieerd in pargcraaf 2,::

2). De quasistationnaire oplossing

De quasistationnaire oplossing wordt gegeven door de oplossing

van de differentiaalvergelijkine. (2.12), nml:

S(p,t) = {C1e a0 4 Coe T, it (3.8),

met a2 = iB .

De rendvoorwaarden (2..10) leveren voor de coéffecienten C1 en

02 de betrekkingen:



C1 + 02 =0
-.a
C1e + 02e = AR
waaruit volet:
_ _2'R _ =2 AR
C1 = Simha O C2 ~ sinh o (3.9).

Substitutie van (3.9) in (3.8) levert voor de functie S(p,t) de
uitdrukking:

sinh a p e1T
waaruit tenslotte, na deling door pR,de temperatuursverdeling
in de bol volgt:

A sinh p Vig it

T(p,t) = = . —=———-=" e (3.10),
P sinh Vi

welk resultaat volledig overeenstemt met de benaderde oplossing,
behandeld in 1). Indien men slechts in het quasistationnaire rceval

geinteresseerd is, levert deze methode sneller resultaat op.
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§ 4, De warmteoverdrachtsfunctie.

Voor de, in een halve vneriode, oncenomen warmte Q celdt vol-

gens (2.1):

LTALE e
Q= -K. brR2 Im [ 1§hf 5= (Rpt)at] =
I
L 7KR 2 o
= - == m[ [ 3 (odr]s= (4.1).
m

_ 8mKRA In [ Vi cosh Vig _ 1]

Ma vermenievuldirsing van teller en noemer met

J(1-1) VB72,  -(1-i) VB/2

ziet men ecemakkelijk, dat we voor de overdrahtsfunctie de uitdruk-
king krijeen:

Q= 2§§A . /38 {Slnh V28 - sin V28
cosh V2B - cos V28

(b.2).

8muR3 AC .

1 {sinh V28 - sin /55}
/55' cosh /EE-— cos /§§

Bij ideale warmteoverdracht, wordt de opcenomen warmte QO maximaal

het verschil van de warmteinhouden van de bol bij de temperaturen

To +Aen T, - A, deW.2z,

= 4 30 = O muR3

0

Deze waarde van QO nemen we als referentiewarmteovpname. De ideale
wvarnteoverdrachtsfunctie is altijd esroter dan de werkélijke over-
drachtsfunctie (4.2), en we hebben de relatie

Q, = lim Q ‘ (h,h).

0 B+

Deze laatste betrekkine ziet men pemakkelijk als volet:

&
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;-3?-.;-(‘/2'5)3 Foaveens

lim Q = 1lim 8mu R3AC . { } =
o B BB GR(/ER)? + aunl)
= 8 muRr3AC. 1.8 muR3 AC =0
3 3 0

De afhankelijkheid van de warmteopname van de srootheid g, wordt nu

wveergegeven 4door

&_ = _3_ { Sinh /é-é- "'VSin @E } ()4 5)
% Y28 cosh V28 - cos V28

Omdat de warmteoverdracht alleen door de waarde van de parameter B
bepaald wordt, heeft deze parameter het karakter van een gelijkvore.

migheidsparameter. Ontwikkelen we naar machten van g dan volgt

e _ -2 g2 1 4

QO = 1 315 3 + 15 00 B + aen (h.6),
voor kleine waarden van B . Voor grote waarden van B (B> 20) is het
gedrag:

%-: 2 (142 (4.7)

0 /28
met 0<4< 0,01 . Mumerieke waarden van -%— als functie van V28 zijn

0

gegeven in de grafiek ov bladziijde 10,
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