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De tweede methode van Lyapunov en haar toepassing op het stabiliteits=

o 09

probleem bij stelsels partiéle differentisalvergelijkingen

"Lyapunov's Process is one of the major
instruments of dynamical stability! You
really know where you are, For the first
time in history., Community, Identity,
Stability. If we could Lyapunovskify
indefinitely the whole problem would be

solved!"”

Vrij naar Huxley: Brave New World.

Inleiding

In deze scriptie wordt een overzicht gegeven van enkele der belang-
rijkste resultaten uit de stabiliteitsleer voor stelsels parti&le diffe=-
rentiaalvergelijkingen, zoals deze tot nu toe o.a. aan de hand van
Lyapunov’s tweede methode is ontwikkeld door voornamelijk Russische ge=
leerden als Zubov, Yerugin, Nemytskii, Barbashin, Krasovskii, S.L. Sobolev,
e.a, Het onderzoek in deze richting is nog verre van afgesloten,

De volgorde en keuze der onderwerpen, voor een groot gedeelte ont=
leend aan’zﬁbCV' B]@ zijn aangepast aan het doel, zo snel mogelijk te
geraken tot de toepassingen op stelsels partiéle differentiaslvergelijkingen.

Het leek ons hierbij echter nuttig, enkele voornaamste elementaire begrippen

ult de stabiliteitsleer volgens Lyapunov vooraf te behandelen,




I, Fundamentele begrippen uit de stabiliteitsleer

1s Dynamische systemen in de Euclidische ruimte E

1
Alvorens met de behandeling van dynamische systemen in een metrische
ruimte te beginnen geven we in §§1 en 2 enige speciale voorbeelden,

Zij En een n-dimensionale Euclidische ruimte met elementen
= x =0 < < = s = 1 n
X (x19 600 n) ? xS 9 p 0009 ]
en F(X) = (f1(x19 sooy xn)g so0p fn(x1, 860y xn)) een vectorfunctie met
op En gedefiniéerde en continue componenten., Wanneer deze functies in een

begrensd gebied D@:En voldoen asan een Lipschitz voorwaarde m.b.t. de varia=-

belen Xy o0vop X o i.eo

n
Ifs(x1b 600 g xn) o= fs(x1g 000 xn)l < LD'° i£1 Ixi o xifm 8= 1, oo00p n,

met X€D, X&D en LD constant; dan wordt door het stelsel gewone differen=

tiaalvergelijkingen

dxs

ﬁ""= fs(x1@ 600§ xn) Y 8 = 19 0008 ng
0
(0),

o Indien alle componenten van F begrensd zijn,

(1.1)

een familie integraalkrommen bepaald. We noteren X(t,X
sing met x(0,x0)) = x(0)

voor de oplos=

lfs(x,lg so0p xn)l <m, S =1, oeoy 0 , X&E

is iedere integraalkromme van (1.1) gedefini&erd voor t & (=<,=), Dit is
altijd te bereiken door bsv. uitgaande van (1.1) de volgende codrdinaten=
transformatie toe te passen

n
dt =dt o (1+ } f?(x1@ ooy X_)),

i=1 n
zodat (1.1) overgaat in
) dxs fs(x1g 5060 xn)
(1.2 = = = 0

2
1+ Z fi(xlg 6008 Xn)




3

De oplossingen van (1.2), aangegeven door ?(rgx(o)), vormen meetkundig
dezelfde familie als die van (1.1) en zijn gedefiniBerd voor == < 1 < «,

(0),

Is =:)?n("rg:x(o)) een oplossing van (1.,2), dan is X(1+c,X met ¢ een
re8le constante, dit ook. Blijkbaar wordt door het stelsel (1,1) in En
een familie integraalkrommen gedefini&erd met de volgende eigenschappen:

(0)) voor alle T g(=w,=)

a, Voor iedere eindige waarde van IX(O)I is X(7,X
gedefiniderd en a}'E‘(ng(o)) = X(O);

b, De vectorfunctie 3?("@9}{(0)) is continu in zijn definitiegebied. Dit is
een gevolg van de continue afhankelijkheid van de beginvoorwaarden;

Co Voor alle waarden van T en T1 is

a}?(rﬂﬂx(o)) =’)E(1£(TNX(O)))°

(0)g En kunnen we ?(IBX(O)) opvate=

Voor vaste t, =% < 1 < @ en voor alle X
ten als een transformatie van En in zichzelf, Aldus wordt voor variabele
T door het stelsel (1.1) een &én=~parametrige groep van transformaties

(0)) en u}'("(ret.x(o)

gegenereerd. Aan twee elementen 3(:('1'15}( ) de som

?(Hm"es"(o))) = R(x +1,,x(0))

toegevoegd; de optelling is associatief; het nulelement van de groep is
de identieke afbeelding c51(’(0@)((0)) = X(O); de inverse van "}?(TBX(O)) is
X(=1 ,X(o))o

Definitie, Een &én-parsmetrige groep ven transformaties van En in zich=

zelf met de eigenschappen a t/m & heet een dynamisch systeem }g;ﬁmo

2, Dynamische systemen in functie ruimten

Het is mogelijk om een dynamisch systeem te definiBren op geheel
andere ruimten dan Eno Beschouw b.v. de ruimte ¢ van continu differen=-
ti8erbare, voor X&E gedefinierde functies o(X) = ¢(x.§,, soop xn)g,o welke
uniform begrensd zijn in het oneindige, en waarvoor een constante L¢a
|L¢| < = bestaat zodat

lim  ¢(X) = L,
%] ] ¢




In de ruimte ¢ voeren we een norm in door de definitie

a
el = sup [4]e
X eE

Met deze normering 1s ¢ een Banachruimte.

Beschouw nu voorts de lineaire parti&le differentiaalvergelijking

(2 1) 25 = gu + % b. 3&!
° 9t .o i9x. °
1=1 1

waarin a, b19 so0p bn re&le constanten zijn, Voor ledere functie ¢ &€ ¢

kunnen we een oplossing u(¢,t) van (2.1) met u(¢,0) = ¢ vinden, t.wo

(202) u(¢9t) = eat ¢(X1+b Ty o000y xn+bnt)o

1

Voor vaste t kunnen we u(¢,t) beschouwen als een transformatie van
in zichzelf, Deze transformatie heeft de eigenschappen:
a. De functies u(¢,t) zijn continu in elk punt (¢,t) in beide varia-

belen, i.e, bij iedere € > 0 zijn §_, > O en 62 > 0 te vinden zodat

1
[[ulosty) = ulopty)|] <&

indien Itﬂmtzl <6, en |l¢1=¢2|| <8y 6, = 8,(0,,8,)s 6, = 8,(0,0t,)3
b u(u(¢gt?9t2) = u(¢9t1+t2);
co Voor elke willekeurige ¢& ¢ bestaat er €&n en slechts &&n oplossing
(2,2), welke uniform differentiBerbaar naar alle argumenten is, z0
dat u(¢,0) = ¢,
We noemen een &&n-parametrige groep transformaties van ¢ in zichzelf

met de eigenschappen a t/m‘g een dynamisch systeem in de functie

ruimte &,

Een ander voorbeeld van een dynamisch systeem, gedefini&erd in een

functie ruimte vormt het stelsel oplossingen van

du _ v v _ 3u
(2.3) 3%k 3t ax°
met

(2,4) u(x,0) = ¢(x) 5 v(x,0) = ¥(x)o




Zij ¥ de ruimte der paren (¢,9), waarbij de functies, ¢(x) en y(x)
gedefinigerd en continu differentieerbasr zijn voor =« < x < += en
zowel ¢(x) als ¥(x) voor |x| + = eindig zijn. In ¥ definiren we
4
[1(os0) | ]= sup [¢| + sup [¥] » == < x < =

De functies

{o(x=t) + ¢(x+t) + v(x+t) = v(x=t)),

%

u(¢9\pgt>
(2,5)

((x=t) + P(x+t) + ¢(x+t) = o(x=t))

B

V(¢m¢mt>

vormen een oplossing van het Cauchy probleem (2.3), (2.4) in die zin,
dat u(¢,¥,0) = ¢(x) en v(¢,¥,0) = Y(x)o
Opgevat als transformaties van ¥ in zichzelf (voor vaste t) vormen

de oplossingen (2,5) een dynamisch systeem in ¥ met de eigenschappen:

as u(¢,¥,t) en v(¢,¥,t) zijn gedefiniderd voor ~= < t < += en elk
element (¢,¥)@¥s (ulo,¥,0), v(d,950)) = (¢,0)3

bo w(ul(@ssty)s v(0s¥st,)s ty) = uldsvst, %),
v(uloevot,)s v(dswst,)s t,) = v(opwst, +t,)5

c. Wegens het gedrag van ¢ en y voor |x| » = zijn ¢(x) en ¥(x) uniform
continu in x als (¢,v)&@¥, ulo,v,t) en v(o,¥,t) zijn continu in
(¢50) en to

3. Dynamische systemen in een metrische ruimte

In deze paragraaf zullen we eigenschappen van dynamische systemen
in een willekeurige metrische ruimte R bestuderen, Hierbi] zullen de
voornasmste begrippen uit de stabiliteitsleer van zulke systemen worden
geintroduceerd,

Definitie 1, Een dynamisch systeem in een metrische ruimte R met metriek

p is een &én-parametrige familie transformaties Foo waarbij t & (=x,»),
welke gedefinigerd zijn in R en waarvoor geldt:

8. PGR en te (~=,») impliceert Ft(p)ﬁRD en Fo(p) = p;

b. Ft(p) is continu in p en %, i.,e. bij willekeurige ¢ > 0 zijn 61 >0

en &, > 0 te vinden zodat p(F (p)s F. (a)) < e als p(p,q) < 8, en
2 -t.E ts 1

Itamtzl <8, 8. = 8 (pyt,) en &, = §,(pyt,);

co ¥ (F, (p)) =F, ., (p)o
t1 tz u13u2




Het beeld van p onder Ft wordt vaak genoteerd als f(p,t). De transfor=
maties f vormen een groep met parameter t., De optelling in deze groep

is gedefiniderd door

) = flp,t,+t,),

2
het nulelement is
f(p,0) = p,
De inverse van f(p,t) wordt bepaald door
f(£(pyt),=t) = £(p,0) = p,

Voor vaste pgR heet de continue afbeelding f(p,t) een beweging, de

verzameling punten f(p,t)e R, =* < t < ©, de baan of trajectorie van

het dynamische systeem. Een punt p&R heet een evenwichtspunt indien

f(p,t) = p voor alle t; de beweging f(p,t) heet periodiek met periode
t indien f(p,t+r) = f(p,t) £ po

We zullen ons bezig houden met de bestudering van z.g. invariante
verzamelingen in R,

Definitie 2. Een invariante verzameling MeR van een dynamisch systeem

in R is een verzameling welke geheel uit (gehele) banen bestaat, d.w.z.
peM =% flp,t)eM , == <t <=,

Definitie 3. Een gesloten invariante verzameling MER heet stabiel (in
de zin van Lyapunov) indien bij iedere ¢ > 0 een 6(e) > O te vinden is,
z6 dat o(f(p,t),M) < ¢ als p(p,M) < § voor alle t > O,

Definitie 4, Als bovendien

1im o(£f(p,t),M) = 0,

hea

dan heet M asymptotisch stabiel (weer: in de zin van Lyapunov, deze toe-

voeging laten we voortaan achterwege).

Definitie 5, Een gesloten invariante verzameling Me& R heet instabiel in-
dien bij elke € > 0 een 6{(e) > 0 te vinden is zodanig dat voor minstens
€én element p uit de S-omgeving S(M,8) van M, p(f(p,t),M) > € voor een

zekere t > O,




De verzameling A van alle punten peR, p&M waarvoor

1im p(f(p,t),M) = 0, terwijl M asymptotisch stabiel is, noemen we het
100
gebled van asymptotische stabiliteit van M. Men kan bewijzen dat A een

open verzameling is, welke een (voldoend kleine) omgeving van M bevat.,

De rand van A is de niet=lege verzameling
{a / a&X \ 4, aéM}.

Enkele belangrijke begrippen, welke later nog ter sprake zullen
komen zijn uniforme asymptotische stabiliteit en uniforme aantrekkend=-
heid.

Definitie 6. Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzameling

M van een dynamisch systeem f(p,t) heet uniform asymptotisch stabiel

indien er een getal 6§ > 0 te vinden is, 20 dat bij willekeurige € > 0

een T(e) > 0 te vinden is met
p(p,M) < & =5 p(f(p,t),M) < € voor alle t > T,

Definitie 7. Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzameling

M van een dynamisch systeem f(p,t) noemen we uniform aantrekkend als er

een getal & > O bestaat, zodat voor willekeurige €, 0 < € < §, getallen

T>0en o >0 te vinden zijn zodat

e < plp,M) < 6 =9 plf(p,t),M) > o voor alle t€ [0,T].

Ter afsluiting van deze paragraaf geven we in de vorm van twee
stellingen enkele eigenschappen van asymptotisch stabiele geslotgn
invariante verzamelingen.

Stelling 1. Als een gesloten invariante verzameling M van een dynamisch
systeem f(p,t) uhiform asymptotisch stabiel is, bestaat er voor alle
te (~»,») een continue functie L(t), welke voor van == tot += toenemende

t sterk monotoon afneemt van += tot O, met de eigenschap
p(f(p,t),M) < L(t) als t > 0 en p(p,M) < &,

waar & de grootheid uit Definitie 6 van deze paragraaf is.

Het (constructieve) bewijs levert de volgende functie L(t) op:




voor t & [tkgtkﬂj is

tepq - C(tk+t)

2k(t

k = 13 29 co0o0y
b1~
waarin C een positieve constante is, bepaald door

A(t) = sup p(f(p,t) M) < C
p&S(M,6)
20, % > 4= als k> =,

Stelling 2. Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzameling M

en {tk};=1 een rij is met ty ===, t,

van een dynamisch systeem f(n,t) is, indien M een voldoend kleine
compacte omgeving bezit, uniform asymptotisch stabiel en uniform aan-
trekkend.

L, Voorbeelden

In deze paragraaf geven we aan de hand van een viertal eenvoudige
voorbeelden een toelichting op de in de voorafgaande paragrafen geintro=
duceerde begrippen. Hierbij zal het vierde voorbeeld in het kort behan-

deld worden, aangezien hierop in §10 nog uitvoerig teruggekomen wordt.,

1, Beschouw het stelsel gewone differentiaalvergelijkingen

dxs
()401) =a-=_'t-=-=f(x coog Xn) 9s=19 cooog Iy

met

We nemen aan dat hierdoor in En een dynamisch systeem wordt gedefiniéerd;
het punt X = 0 is hiervan een evenwichtspunt, en wel een gesloten inva=
riante verzameling. X = 0 is stabiel indien bij willekeurige € > 0 een '

8(e) > 0 bestaat, z0 dat IX(tQX(O))[ < e als IX(O)i .

<

¢ voor alle t > 0.
Stel voorts dat het stelsel (L4.1) een periodieke oplossing bezit, met

periode w, 0 < w <

X = x(t,y(o)) = x(t+w,y(0))

°
H




s T

_

deze vormt een gesloten invariante verzameling van het dynamische sys=
teem, welke stabiel is indien voor willekeurige ¢ > 0 een 6(g) > 0

bestaat met voor alle t > 0

ine X 9x(6,59)) < 5= inr %6, x(r, ¥y <.
té[ogw] Té[O,w

2. 2ij g(t) een op (==,») gedefiniBerde en continue’ functie met de
eigenschappen
t

glt) <0, f g(t)dt > == als t > , t_ vast.

%

De gewone differentiaalvergelijking % = g(t)x gaat door de transformatie

dt = dt over in het stelsel

dx _ dt _
(k.2) i g(t)x , = = 1

Dit stelsel definiéert het volgende dynamische systeem in het (x,t)vlak
(= < Xyt < +)

t0+r
X, exp [ g(6)ae,

%

»
1}

ct
L}

+ o
T to

De as x = 0 is hiervan een asymptotisch stabiele invariante verzameling.
Een nodige en voldoende voorwaarde voor uniforme asymptotische stabiliteit
van x = 0 is
t *T
0
j g(8)de » == als 1T > +=
%o

uniform m.b.t. toéi(am,m)o Voor bijvoorbeeld g(t) = =(1 + ltl)-1 is

+T+ =t +
O)/(to ™+1), t to*Ts Ty

voor 1 + = geldt dit niet uniform in t

x = xo(1+t > 0, T > 0, Maar hoewel lim |x| = 0

Oo

v / " " : # . o % % " _
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Een nodige en voldoende voorwaarde voor de uniforme aantrekkend=
t .+
0

t
beneden begrensd 1is vooroelke eindige waarde van T > 0, Zo is b.v. voor

heid van x = 0 is dat I g(8)d(e) moboto'ﬂje(um,w) uniform naar

g(t) = =|t| en voor tg 20, T20

2 2
X = x, exp (urto - 317),

S i

|

)
Lt = to + T,

0, Dus is hier x = 0 niet uniform aan-

zodat voor alle 1 > 0, lim |x|
t oo

trekkend. 0

3. De generalisatie van voorbeeld 2 wordt geleverd door het stelsel

()403) m=fs(x1p coog xng t) Y s = 13 coog n5

waarin de rechterleden gedefiniéerd en continu differentiéerbaar zijn
in een zeker gebied ||X|| < h van een metrische ruimte, en t > 0. Door

elk punt (X,to) gaat precies &én integraalkromme, Indien

fs(o,, coop Opg t) 20 3 8 =1, coce 1

heeft (L4.3) de nuloplossing. Deze heet uniform stabiel m.b.t, ty 20

indien bij willekeurige € > 0 een 6(e) > O te vinden is, z& dat

O <6 = 106,59 6 )1 < € voor 0 < £, < .

=

1%

Men kan in de (X,t)=ruimte een dynamisch systeem construeren, corres-
ponderend met (L4.3), zodanig dat de nuloplossing van (4,3) dan en
slechts dan stabiel is indien de invariante verzameling X = O van het

dynamisch systeem dat is., Daartoe definiéert men

fgf‘s(x,i, coay X t) voor t > 1 en ||X|| < h, < h,, en
?;(x1bao°,xn,t)=cg 0 voor t < =1en ||X]] <=
=DF 8 - q
- (t+1)2 + fs(X,T) fS(X,1) (t+1)3 voor
i " ‘

-1 <t <+1, [[X[[ <n

10
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We zetten de functies ?; met behoud van continue differentiéerbaarheid
voort in het gebied t > -1, ||X|]| > h,, 28 dat ?; 0 als ||X]| > he

Voorts transformeren we t naar s volgens

1+ 7 T2
‘ i=1

in de (X,t)=-ruimte een dynemisch systeem

(0) ¢

x = x(s,x % e (0) 4

s o= t(s X

met X = 0 als invariante verzameling en de gewenste eigenschappen,

L. De rechterleden van het stelsel parti&le differentiaalvergelijkingen

Ju U,
“gfhﬁ:fs(x,lg 000 g )Lkg u.,'” caasuﬁ“’a"”“"}")g
(Lb) b0k

iss:ela OD(‘)gn ; j= 19 000 g k’

veronderstellen we continu in hun definitiegebied, bevat in een N-dimen=-
sionale Euclidische ruimte (N groot genoeg). Voorts nemen we aan dat door
(ﬁ56) in een zekere functionalen ruimte ¢ een dynamisch systeem wordt

gegenereerd met evenwichtspunt U = 0. U = 0 is stabiel indien voor wille=-

keurige ¢ > 0 een § > 0 bestaat met
[Tol] < 6 =% [|U(¢,t)]] < e voor 0 < t < » en ¢& d.

Zoals opgemerkt wordt het stelsel (L.4) uitvoerig behandeld bij de

toepassingen in Hoofdstuk IV, en wel in §10,

R
e i

g # G L2 g i
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II, De tweede methode van Lyapunov

5. De twee methoden van Lyapunoyv

In 1892 publiceerde Lyapunov een tweetal methoden voor het oplos=
sen van het stabiliteitsprobleem voor gewone differentisalvergelijkingen,
Later hebben vooral Russische auteurs veel gepubliceerd wat bijdroeg om
de oorspronkelijke thecris te generaliseren en te abstraheren. Zo werden
0.a, de stellingen van Lyapunov, welke in deze paragraaf ter sprake zul=-
len komen, in meer algemene vorm gegeven voor dynamiéche systemen, en,
vooral door toedoen van Zu.bovE:’ﬂjB voor algemene systemen, Deze uitbrei-
dingen zullen ter sprake komen, voor wat Lyapunov’s tweede methode betreft,
in §6 resp. 9. Over zijn eerste methode zullen we kort zijn., Deze gaat
uit van de veronderstelling dat de rechterleden van een stelsel gewone
differentiaalvergelijkingen, bijvoorbeeld

(5.1)

dxs
“a"‘_g"::fs(xﬂp) 0009 xng t) » 8 = 19 600p ng

voor voldcend kleine waarden van Ixsﬁ (8 = 1, coop n)y X = (x190009xn)@§En
en t > 0 in convergente machtreeksen naar X ontwikkelbaar zijn.Getracht
wordt dan een oplossing te vinden in de vorm van een voor t > 0 conver-
gente reeks, en het stabiliteitsonderzoek op deze oplossing te verrichten,

Bij de tweede methode echter tracht men de nodige informatie direct
uit de gegeven differentiaalvergelijking te verkrijgen. Beschouw b.v, het
stelsel (5.1) (wegens het voorkcmen van t in het rechterlid vask niet=
autonoom genoemd ). De nuloplossing, aanwezig indien fs(0@ sosy Op t) 20
(s = 1, coop, n), noemde Lyapunov stabiel indien bij willekeurige € > 0

en gegeven t. > O een grootheid § > O te vinden is zodat

0

n 2 n
(0)= . 2 {0} (o) ,
Z Xs < 8 @SZQ‘! xs(tgx,% chOQXn D‘to) < Eo

s=1

Teneinde criteria voor deze situatie te geven maakte Lyapunov ge-

bruik van positief definiete functies V{X., 000y X , t) met de eigenschap-

pens
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1o V(xﬁa v00p X b t) is &énwaardig, continu en gedefinierd in een

gebied

t > T

il e~
mxm
{A
oo}
©

‘g:o v(og 000y OD 't) = 0;
3, Er bestaat een functie V1(x1, coop xn) met V,l(og o0y 0) = 0,
o !
o 4o 2
V, > 0 indien } %iRenW%QM”xﬁt);nhﬂGM,%h

1
s=1
Indien V continu differentierbaar is naar alle argumenten is de

totale afgeleide langs de integraalkromme

(0) (0) (0) (0)

(x.l(t@x.ﬂ 90009xn gto)a 0009 xn(t,x1 gcooaxn ,to))

gedefiniéerd door

\') Vv Vv
1=1 i

De inhoud van de tweede= of directe methode van Lyapunov wordt
voor het belangrijkste deel gevormd door het volgende viertal stel=
lingen, welke we hier zonder bewljs reproduceren.

Stelling 1. Als bij het stelsel (5.1) een positief definiete functie
V gevonden kan worden, zodanig dat de functie W, gegeven door (5.2)

niet=positief is, dan is de nuloplossing van (5,1) stabiel,
Stelling 2, Indien aan de voorwaarden van stelling 1 is voldaan, en
bovendien W negatief definiet is en een T bestaat met
. _ 2
Lim V(x,50000% »t) = 0 als ) x_ > 0,
uniform voor t > T dan 1s de nuloplossing van (5.1) asymptotisch
stabiel,

Stelling 3, Als bij (5.1) een voor Ixsl voldoende klein en t > T be=
grensde functie V(x15uoobxngt) gevonden kan worden zd dat voor positieve

constante X en W > 0,

dav
uaT=AV+W9

,,,,,,,,, 7 WWW»}»»}«WWWW s
. ’,w' . o
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en indien voorts bij willekeurige t > T een geschikte keuze van X s
S =1, 000y N, met |xs] zo klein als gewenst, de functie V positief

gemaakt kan worden, dan is de nuloplossing van (5.1) instabiel,

Stelling 4, Indien bij het stelsel (5.1) een functie V met positief
definiete totale afgeleide W gevonden kan worden, indien voorts een
T > 0 bestaat waarvoor
T2
lim V(xlgooozxn9t> = 0, als 21 x, >0, uniform voor t > T,
s=
en indien tenslotte een voldoend grote T bestaat zo dat voor wille=
keurige t > T de functie V positief gemaakt kan worden door een
geschikte keuze van Xy S = 1y ooop Ny dan is de nuloplossing van
(5.1) instabiel,

Een positief definiete functie V die aan de voorwaarden van de
twee eerste stellingen voldoet, m.a.W. het stabiliteitsprobleem op=-
lost, heet een Lyapunov functie. In de generalisatie van bovengenoemde
stellingen welke we in §6 en1§9 zullen geven treedt een functionaal
op in de plaats van de Lyapunov functie,

Het vinden van een Lyapunov functie (functionaal) is in de
praktijk het essenti€le probleem., Voor vele gevallen, vooral bij het
stabiliteitsprobleem van partié&le differentiaalvergelijkingen, is dit

probleem nog niet opgelost,

6, Generalisatie van de tweede methode van Lyapunov

Voor de generalisatie van de in §5 vermelde stellingen van Lyapunov
maken we gebruik van in de eerste drie paragrafen ingevoerde begrippen;
omdat de bewijzen der gegeneraliseerde Lyapunov stellingen zeer omvang=
rijk zijn worden ze hier niet opgenomen.

We gaan uit van een in een metrische ruimte R gedefinierd dynamisch
systeem f(p,t), waarbij p€R en =* < t < +=» en beschouwen niet=lege, ge-
sloten invariante verzamelingen in R onder f. Met S(M,r) zullen we een

open omgeving van M met "straal” r bedoelen:

&

.
-
3
:
.
]
|
i

L , W
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s(M,r) = {peR / 0 < p(M;p) < r};

p is de metriek in R,

Hieronder volgen de passende generalisaties van de stellingen 1=3
ult de vorige paragraaf,
Stelling 1. Een gesloten invariante verzameling M van een dynamisch sys=-
teem f(p,t) is dan en slethts dan stabiel indien in een voldoend kleine
omgeving S(M,r) van M essn functionaal V gedefini&erd is met de eigenschap=
pen:
a. Voor een willekeurig kleine waarde van 6, > 0 is een €, > 0 te vinden

1 1
zd dat V(p) > €. indien p&S(M,r) en p(p,M) > 8.3

1
b, Bij willekeurig kleine €5 kan een § , aangevezen worden zodanig dat

V(p) < e, indien p(p,M) < &

2 2}
co V(f(p,t)) is een niet-stijgende functie voor alle t > 0 als p&S(M,r),

zolang f{p,t)&€S(Myr).

In het geval dat M stabiel verondersteld wordt bewijst men dat de functio-
naal
V(p) = sup p(£(p,t),M)

£20
aan de voorwaarden a t/m(& voldoet, Uitgaande van de voldoende voorwaarde
wordt de stabiliteit van M vrij eenvoudig uit het ongerijmde bewezen., Men
voert nl, in

A= inf Vip)

p(pyM)=e

en leidt vervolgens af V(f(p,t)) < Vip) < A,

Stelling 2. Een gesloten invariante verzameling M van een dynamisch sys-
teem f{p,t) is dan en slechts dan asymptotisch stabiel indien er een vol-
doend kleine omgeving S(M,r) bestaat waasrin een functionaal V gedefini&erd
is met de eigenschappen a t/m ¢ uit stelling 1 en

do V(£{p,t)) + 0 als t + » voor elke beveging f(p,t)&S(M,r) en t & [0,+=],

Voor wat de noodzakelijke voorwaarde betreft bewijst men voor een geheel

in S(M,8), & > 0, verlopende baan f(p,t) dat de functionaal

=
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VE(pyt) = sup p(£{p,t+1) M)
120
voor t minstens gelijk aan een zekere T > 0 aan de voorwaarde voldoet.
Omgekeerd bewijst men de asymptotische stabiliteit van M onder de
voldoende voorwaarden a t/mcg analoog aan het corresponderende deel

van het bewijs van stelling 1,

Er bestaan voorts nog nodige en voldoende voorwaarden voor uniforme
asymptotische stabiliteit resp. uniforme aantrekkendheid van M. Uitgaande
van de condities van stelling 2 moet wat de uniforme asymptotische stabi-
liteit betreft nog verder worden ge&ist dat er een § > 0 bestaat zd dat

lim V(f(p,t)) = 0 , uniform in peS(M,d).
koo

Daarnaast kan men bewijzen dat M uniform aantrekkend is indien, en
slechts indien aan de voorwaarden van stelling 2 voldaan is en tevens voor
een willekeurige ¢ > 0 positieve waarden T en o gevonden kunnen worden,

zodanig dat

0 <t <T en pl(p,M) > c =% VE(p,t) > oo

Ter completering van dit overzicht van algemene Lyapunov stellingen
geven we nog die betreffende instabiliteit.
Stelling 3. Een gesloten invariante verzameling M van een dynamisch sys-
teem f(p,t) is dan en slechts dan instabiel als in een zekere omgeving
S(M,r) van M een functionaal V bestaat met de eigenschappen
a. V is begrensd in S(M,r);
b. In een willekeurig kleine omgeving van M neemt V nog positieve waar=

den aant

co Voor willekeurige p €S(M,r) geldt

av
ET*AV+WD

waarin A = constant > 0 en W een niet=negatieve, in S(M,r) gedefini=-

eerde functionaal is,
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Opmerking. Lyapunov heeft de stellingen (van §5) bewezen voor de in

En gedefiniéerde stelsels

dx
s

e

dt

fs(xjgoooaxngt> » S = l,500s0y Zego niet=autonoom,

en

dx
s

dt

fs(x15000@xn) » S = lg000s0y Zogo autonoom of stationair.

Het ging hierbij meer speciaal om de stabiliteit resp. instabiliteit
van de verzameling X = 0, Aangezien de systemen gedefini&erd zijn in
een lineaire ruimte, speelt deze beperking geen essenti&le rol,

Men kan bewijzen, dat de voorwaarden welke Lyapunov in zijn oor=

spronkelijke stellingen als nodig gaf, tevens voldoende zijn.
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III, Stabiliteit van invariante verzamelingen van algemene systemen

To Algemene systemen in speciale ruimten

Een dynamisch systeem is een abstract model voor een beweging van
een punt in &én of andere faseruimte met t (de tijd) als parameter,
De afbeeldingen f(p,t) van het dynamisch systeem worden verondersteld
éénduidig en continu te zijn, en gedefiniBerd voor == < t < =, Een
algemeen systeem daarentegen is qua opzet een model voor een (niet nood=
zakelijk &&nduidig oplosbesar) Cauchy- of gemengd probleem voor stelsels
parti&le differentiaalvergelijkingen, waarbij in het algemeén slechts
de existentie van oplossingen voor t > 0 ge&ist wordt.

Niettemin laat de theorie der algemens systemen zich ook toepassen
op Cauchy=problemen voor stelsels gewone differentiaalvergelijkingen, en

zijn op deze wijze zelfs geheel nieuwe resultaten geboekt [{]a
Beschouw het stelsel gewone differentiaslvergelijkingen

dx
S

(7.1) e

= fs(x“ 60606 g Xng ‘t) p S = ‘ﬂgooogng

waarin de rechterleden gedefiniéerd zijn voor t > O en XégEng en san
bepaalde voorwaarden voor existentie van oplossingen voldoen, Zij
x = x(¢,x°9) ¢ >0, x%% g

een oplossing, gedefinierd voor t > t 0 ®
z0 dat

0) 0

(0) (0)

X(t,X 9to) + X als t =t + 0,

0

In het algemeen is deze oplossing niet uniek, Voor zekere t > to is door

deze familie oplossingen een verzameling punten in En gedefinigerd, welke

we met Ft (X(O))
0

aanduiden en waarvoor geldt

Ft (x(o)) > X(O) als t » t. + 0,
to 0

(0) > F: (X(O)) noemen we een beweging, de verzameling

&)

De afbeelding X

Ft (X(o)) voor vaste X
o

en alle t > t., de baan van deze beweging, welke

0

de volgende kenmerkende eigenschappen bezits

&
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(

eerd voor alle t > tog

A}
0’@5En is de verzameling F: (X(o))é,En gedefini-
0

8. Voor willekeurige X

b Fy x(0)) > x(0) a15 ¢ o ty + 0
9 (1) 51 ,(0) , ot (1) -
g0 Zij X* '€ F, (x ),t1 2 t,, dan is de beweging Fy (X*"’) gedefini&erd
0 1

(krachtens(g) en is

t
&ﬁFi (X(l)) = Fz (X(O)) voor t > t, en alle X(1%§ th(X(O))o
1 O 0

Alle bewegingen van deze aard bepalen een twee=parametrige familie trans-

formaties van de ruimte En in zichzelf, welke een algemeen systeem genoemd

wordt,
Indien de rechterleden van (7.1) continu zijn is het altijd mogelijk
een algemeen systeem in En te defini&ren, Is namelijk niet elke oplossing

van (7.1) in dit geval bepaald voor alle waarden van t > t_ > 0, dan ont=

0
staat uit (7.1) door de transformatie

t ’ T
s =J( VC + Izl f?(X(TQX(O),tO)) dr

to 1=1

het stelsel

m=f(x1, 06009 Xng t) s K = lyc000p0

met voor alle t > 0 en XEE_ gedefiniéerde rechterleden. De oplossingen

hiervan zijn gedefiniéerd voor s > s, > 0,

0

Een voorbeeld van een twee-parametrige transformatie van een functie
ruimte op zichzelf wordt geleverd door de oplossingen van het stelsel par=
tiéle differentiaalvergelijkingen

Bus aui
(702) Wz fs(x'ISODOaxkguTsoeeD?;T gDOO@t)s
d

ig 8 = 1y 500y N3 J = 1y o000y Ko
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We veronderstellen dat de rechterleden gedefiniéerd zijn voor t > 0
du.

en (x1@ooogxk9u.ﬂ@ooogun@°5=§ s000) &G, een zeker gebied in een I\de:"gmenc-=

sionale ruimte (N groot genoeg). Stel voorts dat er een ruimte ¢ van

vectorfuncties
¢ = (¢1(x190003xk)g 06009 ¢n(xtﬁgoooka))

bestaat z8 dat het steisel (T.2) voor ¢ &€¢ en to > 0 een oplossing

U(t,%to) heeft, U(‘c.9&1>g’é:())€<l>g met de eigenschap

U(t9¢9t0) > dalst >1t, + 0

0

In het algemeen is bij zekere ¢ &€ ¢ deze oplossing niet &énduidig. Een
beweg:ms is weer eenh twee=parametrige transformatie ¢ -+ U(t,q:,t Yo

genoteerd met F (¢)o De baan (trajectorie) van ¢ onder F_: is de
0 0

verzameling Ft (), ty St < = De verzameling van al deze twee=para=

metrige transformaties heet weer een algemeen systeem, nu gedefini&erd

in ¢, met de eigenschappen:

8, Voor willekeurige ¢€¢ en ty 2 0 is de verzameling F: (¢)8 ¢ gedefi=

ni@erd voor alle t > t 0

03
b, F (¢)—>¢voort->to+0°
= % t
o 2ij b€, ¢€F_t1(¢)@ dan is de beweging F: (%) gedefiniderd z8 dat
0 1

uF (%) = F (¢) voor alle t > t, 2ty en ¢€F (¢)o
1 0

8, Algemene systemen in een willekeurige metrische ruimte

Definitie, Een algemeen systeem is een familie twee=parametrige

transformaties F: van een metrische ruimte R in zichzelf, met de eigen=
schappens 0

a. Voor willekeurige p€R en t, > O is de niet=lege verzameling FZ (ple R

0 0

gedefinigerd voor t > t
b, F (p) » pals t + t,
- %

te vinden, § = &(c), 28 dat

0!
+ 03 doWeZo bij willekeurige € > 0 is een § > 0

t =ty <8 =D F, (ples(pe);
0
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t
¢co Voor willekeurige;pef%j(p)a te 2ty is de verzameling F: (p)
0 1
gedefiniderd, met de eigenschap

t
@Ft (p) = Fe (p) over alle t > t, en p, &F ?(p)o
t1 tO 1 1 to

Voor vaste t heet F: (p) een beweging, de baan of trajectorie

t
%o
meling MC R bestaat uit {gehele) banen van het systeemns:

door p is de verzameling punten F, (p), t > tye Een invariante verzae

M= {p/ pgM = Flt,p)cM voor alle t, > O},

waarbij we met F(togp) de trajectorie van F: (p) bedoelen,
Zij 0
d

o(typgety) = sup p(psM)o

t

Een invariante verzameling M van een algemeen systeem in R heet stabiel
T RETIRRT T

als bij elke € > 0 een § > O gevonden kan worden z3 dat

> Do

p(tgpogto) < ¢ als P(PomM) < § voor t > ty 2

Als bovendien p(tapogto) + 0 als t > = dan heet M asymptotisch stabiel.

Een asymptotisch stabiele invariante verzameling M noemen we voorts

uniform asymptotisch stabiel indien een 8§, > O te vinden is, zodat

1
p(tgpoato) >0als t -ty + = uniform mebeto ty 2 0, en p(pogM) < 61(51)

(8. en €. zoals in de stabiliteitsdefinitie). Een asymptotisch stabiele
1

1
. . . . o s %
invariante verzameling M heet uniform santrekkend indien een ¢ > O be=

staat waarbij een T > 0 en een a > O te vinden zijn 26 dat p(tgpogto)> (1

o ° Eod
indien 0 <t = t, < Ten § < p(pO@M} < 62(82)e waar §, en €, Weer groot-

0 2
heden zijn welke samenhangen volgens de stabiliteitsdefinitie,
Tenslotte vermelden we dat M instabiel heet als er € > 0 te vinden is 23

dat bij willekeurige § > 0 een punt Py en een getal t., » O gevonden kunnen

0
worden zodanig dat voor minstens é8n t > tyo p(tgpogto) > ¢ als

p(pO,M) < 60
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9, Generalisatie van de tweede methode van Lyapunov voor algemene SyS=-

temen in een metrische ruimte

In deze paragraaf geven we de in §5 genoemde stellingen van Lyapunov,
in de formulering voor invariante verzamelingen van algemene systemen.
Aangezien in Hoofdstuk IV dezelfde stellingen behandeld worden, maar dan
als toepassingen op concrete problemen, zullen de bewijzen bij die toe=

‘passingen gegeven worden.

Uitgangspunt van onze beschouwingen vormt de introductie van een
familie van functionalen Vtg t > 0, met nog nader te noemen eigenschappen,
Stel dat deze functies van t, Vt(p) gedefini&erd zijn voor t > 0, pg Ge R,
waarin G een zekere deelverzameling van R, een metrische ruimte, is., Voer
in 4

V(t,poato) = s:p Vt(p)o
reF, (p,)
t, "0
0
Tevens maken we gebruik van de notatie p(t ’pO’tO) uit §8 voor het supremum

van alle waarden p(p,M) over alle ng: (PO)"
0
De passende generalisatie van de eerste stelling van Lyapunov is nu de

volgende:
Stelling 1. Een nodige en voldoende 'voorwaarde voor de stabiliteit van een
invariante verzameling MER van een algemeen systeem, gedefinigerd in R,
is het bestaan van een &én-parametrige familie functionalen V.» welke vol-
doen aan:

8o In ieder punt van een zekere omgeving S(M.r) van M is een functie Vt(p)

van de re8le variabele t, t > 0, gedefiniéerd;
bo Bij voldoend kleine ¢, > 0 is een ¢, > O te vinden z% dat Vt(p) > ¢

1 2
en voor alle t > Oy

2

voor p(p,M) > c,

Vt(p) + 0 als p(p,M) - 0, uniform in t, t > 03

Co
do V(t,,pogto) is niet stijgend voor alle t > t, uit zijn definitiegebied.

0

In sommige gevallen blijkt het nuttig te zijn, de functionalen V, op de

t

gehele ruimte Rte definiéren dom.v. de uitbreiding:
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1

1 voor p¢ S(M%) en p¢,sﬁ,

‘:"V,t(p)

A

v, (p)

0 voor p&M (M is de notatie voor de afsluiting van M),

Hierbij is r een zodanig re8el getal dat voor de door deze uitbreiding

van V. ook voor t > t, continue functie p(tapogto) geldt
r
€ .;_<= p(tbpoato) :mé’ ]

hetgeen men bij het bewijs, dat de voorwaarden van stelling 1 voldoende
zijn, nodig heeft,

Op de gebruikelijke wijze krijgt men door nog een voorwaarde toe te
voegen aan g‘t/mug van stelling 1, nodige en voldoende voorwaarden
voor de asymptotische stabiliteit van M.

Stelling 2. Een invariante verzameling M van een algemeen systeem in R
is dan en slechts dan asymptotisch stabiel indien een familie functio=
nalen Vt met parameter t bestaat, welke de eigenschappen &lt/m‘g van
stelling 1 bezitten en bovendien voldoen aan

g0 lim V(tgpogto) = 0 voor willekeurige poég,s(M,G)9 waarbij 6 een
L-po0
zeker positief getal voorstelt.

Voegt men aan alle voorwaarden van stelling 2 toe de conditie dat

\

V(teposto) + 0 als t=t, + «, uniform msbo.t. ty 20 en p(pO,M) < 8,

0

dan kan men bewijzen dat M uniform asymptotisch stabiel is, en omgekeerd,
Stelt men i.p.v. deze additionele conditie, dat naast de voorwaarden van
stelling 2 moet gelden dat voor willekeurige voldoend kleine 61 >0

waarden T > 0 en a > 0 gevonden moeten kunnen worden zodanig dat

V(typysty) > o als té‘E‘togto*-’T], ty 2 05 en 6, < o(py,M) < 8, met 6

klein genceg, dan en slechts dan is M uniform aantrekkend., De beide laatst=-
genoemde eigenschappen van M worden verenigd in de volgende belangrijke
stellings

Stelling 3. De invariante verzameling M is dan en slechts dan uniform
asymptotisch stabiel en uniform aantrekkend indien er twee &én-parameter

families functionalen Vt en & bestaan met de volgende elgenschappen:

&

T
L o . .
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a. De functies V%(p) en Qt(p) van de reéle variabele t zijn gedefi-
nigerd voor alle peS(M,r), waar r een voldoend kleine positieve
grootheid is;

b, Bij een voldoend kleine ¢, > O kan een tweetal positieve getallen

1
ch 5 gevonden worden zodat Vt(p) < =c
Q(PQM) > C‘ﬂ_

Co Vt(p) + 0 en @t(p) + 0 als p(p,M) ~ 0, uniform in t, t > O3

en ¢ en @t(p) > ¢ voor

2
en t > 0

d ,

Hierbij is ¢(t@pogto) g sup ¢t(p)° Met het oog op de toepassing
t
pef, (py)
0
van deze stelling (in Hoofdstuk IV) geldt zij in deze formulering

alleen voor verzamelingen Fz (p) welke uit &&n punt bestaan (voor vaste t)

en continu zijn in t, t > OooHet is echter mogelijk om met een analoge

formulering deze stelling geldig te maken voor ruimere verzamelingen

F:o(p)o Tenslotte geven we nog een voor de toepassingen belangrijke

ultspraak en wel over instabiliteit van invariante verzamelingen van al=

gemene systemen in R,

Stelling 4. Nodig en voldoende voor de instabiliteit van een invariante

verzameling M 1s het bestaan van twee families functionalen Vt en Wt

welke voldoen aan de eisen

ac In ieder punt p&S(M,r) van een zekere omgeving van M (r > 0) zijn
voor t > O de functies Vt(p) en Wt(p) gedefinigerd;

b, Vt(P) is een begrensde functie van t& [0,%) en p®S(M,r);

Co Bij een 6 > 0 is een punt Py en een waarde t, van t te vinden zodat

0
Vto<P0> > 0 als D{POBM) < 83

d ,

Zoals reeds werd opgemerkt zullen de bewijzen, aangepast aan de problemen

waarop deze stellingen worden toegepast, in Hoofdstuk IV gegeven worden,
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IV, Toepassing op stelsels parti&le differentiaalvergelijkingen

10, Autonome stelsels en dynamische systemen

Onder een autonocom stelsel parti&le differentiaalvergelijkingen

zullen we verstaan een stelsel van het volgende type

aus aui
(1001) ?;'E”‘= fs’sﬁxwog”ﬁguﬂoununﬁ? gcoo)g

(15 8 = 15 6005 N3 J = 1y 000y K)o

We veronderstellen dat alle variabelen van fs in een gebied G in een
zekere N-dimensionale Euclidische ruimte vari&ren, en dat fs continu
is op dit definitiegebied. Zij voorts ¢ een metrische of genormeerde
lineaire ruimte met als elementen de vectorfuncties ¢ = (¢1,cao,¢n)
met in Ek gedefini&erde componenten ¢i(x1g 000y xk)n Stel dat voor
willekeurige ¢ € ¢ een oplossing U = U(¢,t) van (10.1), genaamd

dynamisch systeem in ¢, te vinden is (U = (ui” 006y un))B met de

eigenschappens

ao U(¢,t) is gedefiniBerd voor alle waarden van tg (==,%);
U(¢,t)€ ¢ als t €(=>,»); Ul{¢,t) is continu in ¢ en t;

o U(9,0) = ¢3

o U(d,t) = 0 als ¢ = 0,

jo jo

We zullen ons bezig houden met de stabiliteit van deze nuloplossing

van (10.1), zijnde een gesloten invariante verzameling van het door

(10.1) gedefini&erde dynamische systeem U(¢,t) met eigenschappen & t/m c.
Voor de op dit probleem betrekking hebbende definities zij de lezer ver-
wezen naar §3 van deze scriptie, en naar §4, voorbeeld L., In §3 werden
tevens twee stellingen behandeld welke uitspraken deden over asymptotisch
stabiele gesloten invariante verzamelingen van een dynamisch systeem.
Hieraan zullen we een speciaal op het stelsel (10,1) betrekking hebbende
uitspraak toevoegen., Zij Oc ® een open omgeving van de gesloten invariante
verzameling ¢ = 0 en zij O het gebied van asymptotische stabiliteit van

een uniform asymptotisch stabiele en uniform aantrekkende triviale oplos=

sing van (10.1). Dan bestaan er twee functionalen V(¢) en W(¢) zodanig dat:

&
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a0 V(¢) is gedefiniderd en continu in O, W(¢) is gedefinierd en continu
in &g
b, Als ¢ €0 dan is =1 < V(¢) < 0,
Als ¢€d en ¢ # 0 dan is W(¢) > O3
o Voor willekeur ge Yo ? 0 bestaan er positieve waarden Y, en o, zodat
als 0(¢,0) 2 v, dan is V(¢) < =y, en W(4) > a;

1)

d. Bij limietovergang o{¢,0) + 0 geldt lim W(¢) = lim V(¢) = 03
=D Als § een randpunt van O is en ¢ # 0 dan is
lim _ V() = =13
‘b% ng(‘ba‘ﬁ)"’o

f, De totale afgeleide van V(¢) langs de baan U(¢,t) voldoet aan

dV(Uégat)) = W(U(e,t)) © (1 + V(U(,yt))),

ofwel

%% = W(1 + V),
Het omgekeerde van de stelling geldt eveneens: de voorwaarden 2 t/m(i
zijn zowel nodig als voldoende., Aangezien ¢ = 0 een gesloten invariante
verzameling van het door (10.1) bepaalde dynamische systeem is, kan de
bovenstaande uitspraak opgevat worden als een speciaal geval van een
door Zubov bewezen stelling. Hierbij gaat men uit van een gesloten
invariante verzameling M i.p.v. ¢ = O in ons geval, De verdere formu=
lering van Zubov's stelling is volkomen analoog aan het bovenstaande.
Gezien de exorbitante lengte van Zubov's bewijs wordt dit hier niet
opgenomen, We willen volstaan met enkele opmerkingen over de in de
stelling genoemde omgeving O van ¢ = O,
De verzameling elementen ¢& & waarvoor V(¢) = A, =1 < A < 0 is een
deelverzameling van O in die zin dat een oplossing U(¢,t), ¢&0 van
(10,1) precies 2&n punt met die verzameling gemeen heeft.
De verzameling S van punten ¢ met de eigenschap V(¢) + =1 als ¢ + ¢
vormt de rand van O, het gebied van asymptotische stabiliteit, In prin=

cipe kan dus met gebruikmsking van de functionaal V altijd de rand van

het gebied van asymptotische stabiliteit gevonden worden. Is deze
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verzameling randpunten leeg, dan heet ¢ = 0 asymptotisch stabiel "in

het groot"” of volledig stabiel. Dit begrip komt uitvoerig ter sprake
in 51’40

11, Niet-autonome stelsels en algemene systemen

In aansluiting op, en als toepassing van de in Hoofdstuk III
behandelde theorie zullen we thans een algemeen systeem defini&ren aan

de hand van het stelsel niet-autonome parti&le differentiaalvergelijkingen

aus Bui
(1101) =§?b"-='=fs(‘tX‘zgoco’xkau‘]goocgung’é‘;‘:‘ ;ooo)p

(SD is= 19 seog g j = 19 660 g k)a
aui
waarin de rechterleden functies zijn van t > O en Xypo00pXy pUypooosl sx 000

€G<:En9 en de functies g continu in G verondersteld worden. Laat het
verder weer mogelijk zijn voor ieder element ¢ uit de ruimte ¢ der vector-

functies ¢ = (¢1B 600 ¢n) (zie §10) en t, > O oplossingen U = U(¢,t,to)

0
van (11,1) te construeren met de eigenschappens

ao Bij willekeurige keuze ven ¢&¢ is U(¢,t9to) gedefiniderd voor alle

t > to en U(c{:gtgto)etb voor alle t > to > 03
b, U(¢,t,to) = ¢ als t = t.3
Co U(%tgto) =0 als ¢ = 0 voor alle t 2 tgo

Eigenschap ¢ wil zepgen dat we aannemen dat er een nuloplossing is, welke
een invariante verzameling van het door @& t/mcg bepaalde algemene systeem
is,

De hierna te noemen begrippen als stabiliteit e.d. dienen te worden opgevat
als in de zin van Hoofdstuk III. De aldaar, in §9, gegeven stellingen 1 en 2,
handelende over de nodige en voldoende voorwaarden voor stabiliteit resp.
asymptotische stabiliteit van een invariante verzameling M formuleert Zubov
als volgt voor het geval van het stelsel (11.1),

Stelling 1. Een nodige en voldoende voorwaarde voor de stabiliteit van de

invariante verzameling U = O, nuloplossing van (11,1) is het bestaan van

een één-parameter familie functionalen V, met de eigenschappen:
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8. Voor ieder element $& S(0,r) is een functie Vt(¢) van de reéle
varisbele t gedefinierd voor t > 03 S(0,r) = {¢ / 0 < p(9,0) <r},
r > 0y

~ b. Bij een voldoend kleine ¢, >0 is een c, >0 te vinden zd dat

p(6,0) > ¢, =y V%(¢) > ¢, voor alle t > O3

co lim Vt(¢) =0 als p{¢,0) + 0, uniform in t > 0;
do De functie Vt(U(¢O@t3to)) is vecor vaste ¢, monotoon niet-stijgend

voor alle t > to uit zijn definitiegebied.

0 van (11.1) is voorts dan en slechts dan asymptotisch

]

De oplossing U
stabiel indien naast de condities a t/m d geldt
e, lim Vt(U(¢°t9to)) = 0 voor alle t; 2 0 en p(9,0) < &, & voldoende

EI:ino

We bespreken allereerst de stabiliteit van U = 0O,

Bewijs, Noodzakelijke voorwaarde.
Stel dat U = O stabiel is., Bij iedere € > 0 is dan een &(e) > 0 te vin-
den zd dat

d
p(9550) < & =3 p(U(oy,tsty),0) = szp p($,0) < € voor t > ¢
e Fto(cbo)

08

waarin Fi (¢) de notatie is voor het algemene systeem U(%tgto)a gede=

0
fini&erd door (11.1). Zij
d
(11.2) Ve (¢5) = sup p(Uloyststy)s0) voor p(95:0) < 8¢
0 t>t
=0

De familie functionalen, gedefini&erd door (11.2), hangt alleen af van
de parameter t (t > 0) voor vaste willekeurige <1>O§S(0,<‘3)0 Voorts is

Vt0(¢0) < e, 8ls 0(9,40) < 6 met 0 < 8 <&, terwijl e,
hangen als in de definitie van stabiliteit uit Hoofdstuk III, §8. Dus

en 61 samen=

voldoen Vt(¢) aan de eigenschappen a t/m c.

Uit de definitie volgt ook dat Vt (¢0) > p(¢030) en dus is ook aan b
0

voldaan,

&

S ————
L
bl
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t
. Beschouw nu voor t, > t, de uitdrukking p(t,%t.‘)g ¢€Ft1(¢)c
0

Wegens eigenschap ¢ van algemene systemen (§8) geldt voor wille=-
t

keurige ¢&F ?(q; Jent >t_,
to 0 = "1

R () F, (9)

1 0
Dus is .p(U(¢,tst1)90) = ;:%(U(cpbt,to),o) voor t 2 t, en willekeurige
t
bE€F 1(¢ ) zodat
t 0
0
vt (¢) = 8sup D(U(¢gt9t1)90) < sup D(U(¢9t|to)go) = vt (¢)o
1 t>t t>t 0
=1 ="0
t4
Voor een willekeurig element ¢&F, (¢.) geldt dus V_ (¢) < V_ (¢.)
t 0 t = 't 0
0 1 0
zodat, voor 't:.i 2 %50
s:p Vt1(¢) = V(U(¢Q9t19to)) ; Vt0(¢o)°
1 ‘ -
¢§Fto(¢0)

De functionalen Vt(¢) voldoen dus ook aan de eis d.

Voldoende voorwaarde

Stel nu dat er een familie functionalen met eigenschappen a t/m 4
bestaat, afhankelijk van de parameter t. Zij voor zekere r > 0,

r . .
0 <€ < 3 o We voeren in de notatile

A = inf Vt(¢) over 0(¢,0) >& en p(¢,0) i“‘;‘ 5

Kies een grootheid § > 0 zodanig dat

p($,0) < & = V_(¢) < A voor t 2 O,

Het zal blijken dat deze € en § samenhangen volgens de definitie van

stabiliteit (58). Immers, volgens eigenschap 4 is

Vto(¢o) 2 V(U(¢Oststo)) (t > to)s

i
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zodat

(11.3) p(0:0) < & = V(U(gy,tsty)) < A voor t 2 te

Laten we aannemen dat er een ogenblik is, t > t. waarop p(tg¢05t0) > €,

0

Voor zekere t > t. is dan bovendien V(U(¢09t9to)) > X, hetgeen in

tegenspraak is meg (11:3)s De verzameling U = 0 is dus stabiel,

Teneinde de noodzakelijke voorwaarde voor asymptotische stabili-
teit te onderzoeken stellen we dat U = 0 asymptotisch stabiel is. A for-
tiori is M dan gewoon stabiel, dus is aan de eis voldaan dat er functio-
nalen met eigenschappen a t/m d bestaan, De familie functionalen, gecon-
strueerd volgens (11.2) voldoet ook, zoals we zullen zien, aan eigenw

schap e, Bij een gegeven € > O bestaat namelijk een & > O zodat

p(¢090) <& = p(U(¢05t,to),O) <& voor t 2 tg,

en, wegens de aanname van asymptotische stabiliteit van U = 0,

O(U(¢,t,to)»o) + 0 als t + »,

Bij elk ste1=éwgé1uwaarden uit de stabiliteitsdefinitie kunnen we dus

een waarde T > O vinden zodanig dat p(U(¢,tato),O) < 51 als t = T,

Dan 1s voorts

p(U($,t,T),0) < @, voor t > T, ¢ willekeurig & Fz (¢O)‘

1 0
zodat

VT(¢> = sup p(U(¢,t,T),0) < €qs

£>T
eveneens voor willekeurige keuze van ¢ uit FE (¢o)0 Hieruit volgt
0
d
V(U(¢O,tgt0)) = s;p VT(¢)Y=<= e, als t =T,
veF, (o)
0

sterker nog: ook voor t > T aangezien V(U(¢O,t,to)) niet-stijgend is.

Dus 1s aan voorwaarde € voldaan.
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Omgekeerd, zij gegeven dat voor voldoend kleine p(¢,0),
V(U(%tgto)) >0 als £ 2 o
Dan is U = 0 stabiel en bij elke € > 0 is bijgevolg een § > O te

vinden met

p(¢090) < 8§ = p(U(¢0,t,,to)Do) <ealst 2ty

Stel nu, dat er geen Y(¢O} > 0 te vinden is waarvoor
P(U(dyststy)od) > v(9,) als t 2 too
Kies bij ¢

1> 0 een 61 > 0 z6 dat

p(¢090) < 5,! =5 p(U((bogt,to)gO) <€, voor t 2t
Bij 61 kunnen we een T > 0 vinden waarvoor

p(U(45sToty)s0) < 8,

en

p(U(p,t,T),0) < e, als t 2 T, ¢€F§ (¢0)°
0

Dan is ook

O(U(¢Ogtgto)bo) Sy Moe8oWo p 0 als t + =,

Neem nu aan dat er een beweging F: (¢O) bestaat z6 dat
0

p(U(gststy)s0) > v(s,) > 0o
Dan is er een Yy ? 0 zodanig dat
V(Uloyststg)) > v, > 0,
in tegensprask met voorwaarde e van de stelling. Dus is U = 0 asymp=
totisch stabiel,

Thans zullen we nog de bewijzen geven van de stellingen 3 en L uit

§9 voor het speciale geval van het niet-autonome stelsel (11,1),

&
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aus Bui
“5?6’" = fs(t,x1;oeo,xk.u”ooo.un,“s? ,eoe)g

S, i= 1. coog Ij j = 1, soop Ko

Daarbij handelt stelling 3 van §9 over de uniforme stabiliteit én =
aantrekkendheid van de nuloplossing van (11.1); stelling 4 van §9,
de generalisatie van de vierde stelling van Lyapunov (§5), geeft de
voorwaarden welke nodig en voldoende zijn voor instabiliteit van

U= 0,

Hoewel dit niet strikt noodzakelijk is zullen we veronderstellen dat
het probleem van Cauchy voor het stelsel (11.1) éénduidig oplosbaar
iss indien men deze eis laat vallen worden de bewijzen iets gecom-

pliceerder,

Stelling 3. De nuloplossing van (11.1) met de eigenschap U(¢.t.t0) =0

voor t > t. is dan en slechts dan uniform asymptotisch stabiel en

0

uniform aantrekkend indien er twee families functionalen Vt en W£ be=

staan met de eigenschappen:
ao Voor willekeurige ¢€S(0,r), met r > O voldoende klein gekozen,
zijn grootheden Vt(¢) en Wt(¢), functies van t > 0 gedefiniderd;

b, Bij een willekeurig klein gekozen ¢, > O zijn positieve constanten

- 1

c, en cg te vinden, zodanig dat Vt(¢) < =c

p(4,0) > c, ent > 03
ce lin V,(¢) = lim wt(q;) = 0 als p(¢,0) > 0, uniform in t > 0;
a

Qo 57V (U(8st,85)) = W (U(d,,84))s

Bewijs. Noodzakelijke voorwaarde.

en Wt(¢) > ¢, als

2 3

Zij de verzameling U = 0 uniform asymptotisch stabiel en uniform aan=-
trekkend., Men kan bewijzen dat een functie L(t) bestaat met de eigen-
schappen:

L(1) is gedefini&erd voor Te& (==,+»), continu aldsar en sterk monotoon

dalend van « tot O, en 23 dat als p(p,M) < §, dan is

L(t=t0) > p(t1po,to) voor t > t

OO
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Het i< niet moeilijk in te zien dat de functionaal Wt gedefiniéerd

door
d =1
=1 0
W (8) = = p(g,00e7H (PL00)),
aan alle in de stelling 3 aan W gestelde eisen voldoet. Voorts

construeren we de functionaal V door

t

) d 00
v T
ACSERCRINIIEE ft E (op))ar & 2 5,

waarin FE (¢O) weer het door (11.1) gegenereerde algemene systeem
0]
U(¢,t,to) voorstelt, De functionaal V is langs de beweging F, (¢0)
gedefiniéerd voor t = to : 0
Vo=V, (¢o) voor p(¢o,o) < 8.

0

Inderdaad behoort bij deze 61 in verband met de stabiliteitsdefinitie

een € > 0 z6 dat

t ) .
V(Fto(¢o),t) > -€, exp(to~t)g

Dus 1is

Vto(¢o) > =€, voor t, 2 0 en p(¢,,0) < &,

zodat aan ¢ is voldaan.

Uit de definitie van V volgt

d t t
= V(F, (85)5t) = W(F, (),
0 0
zodat ook aan d volledig voldaan is.

Ook aan de voorwaarde voor V uit B'is tegemoet gekomen, Immers,

t . +T

+oo
v, () = - ft LORINILES ft e (eg))ar
_ 0

wegens de positivitelt van W,

&
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Bij de grootheid 8, uit de definitie van uniforme asantrekkendheid

(§8) is een tweetal waarden T > O en o > O te vinden waarmee

p(U(dststy), 0) > o als ‘ce[to,t0+'1‘] en 0(9,,0) >

Iv

10

Zij B een voldoend klein gekozen positieve constante en t > 0 wille=

iv

keurig; dan is

-‘Vto<¢o) < =BT als p(95,0) > 6,6

Dit correspondeert met b met c, = 61, ¢, = BT,

Voldoende voorwaarde.

Uit de aanname, dat er twee families functionalen bestaan welke aan
& t/m d voldoen volgt, dat U = O stabiel is, immers de functionalen

th voldoen aan de eisen van stelling 1.
Stel nu dat er een beweging Fz (¢0) bestaat voor p(¢o.0) < § (waarbij
0

8 de grootheid uit de stabiliteitsdefinitie is) zodanig dat

p(U(¢ogt9to)9O) >y > 0o Voor t 2 t, geldt voor deze beweging
W(U(dqststy)) > 8 >0,
zodat
V(U(dgatsty)) > (t-tO)B + Vt0(¢0)°
Echter is

V(U(¢Ogtgt0)) <0 voor t 2 %,

zodat een tegenspraak ontstaat., Iedere willekeurige beweging F: (¢O)
0

heeft voor p(¢,,0) < § qus de eigenschap

p(U(¢o,t5t0)90) + 0 als (tuto) + @,

en wel uniform mobot. ty 20 en p(¢0,0) < 8,
Rest nu nog te bewijzen dat U = 0 uniform aantrekkend is, Uitgaande

van het tegendekl kunnen we bij voldoend kleine 61 >0eenT>0

vinden waarvoor, als p(¢o,0) > 6.

> 0,

inf p(U(qbo,t,to),o) = 0 voor t, >

t € [togtov_r]
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Bovendien bestaan erfrijeﬂ t. , t, en ¢. 20 dat
0k k Ok

p(U(cbOk”tkatOk)”o) + 0 gls k + «,

Uit de definitie van V volgt

v, () = L “W(U(9ysTsty))dto

0 0
Met t, =t, 5, ¢, = ¢. is deze integraal als volgt te splitsen
0 0k 0 0k
to+T T, .
vt0(¢0) = J mW(U(¢o;T@to))dr + I + IT mW(U(¢O,r,to))dTo

+
to to T
Voor geschikte keuze van T is de eerste integraal willekeurig klein;
de derde eveneens voor T1 groot genoeg., Kiezen we indices k groot
genceg, dan is ook de tweede integraal klein te maken. Er is dus

een indez ko(e) met

,Vto (¢ok) < € voor k > ko(é) en °(¢ok°°) > 8.,
k

hetgeen in strijd is met de eis e uit de stelling. De aanname dat
U = 0 niet uniform aantrekkend zou zijn 1s dus onjuist, Hiermee is

stelling 3 geheel bewezen,

De vierde stelling van Lyapunov uit §5, handelende over de noodzake=-
lijke en voldoende voorwaarde voor instabiliteit, kan voor het onder=
havige geval van stelsel (11.1) als volgt geformuleerd worden.
Stelling L. De triviale oplossing van het stelsel (11.,1) is dan en
slechts dan instabiel als er twee families functionalen Vt en WJG
bestaan met de eigenschappen
8. Voor't > O zijn Vt(¢) en wt(¢) gedefini&erd binnen een "bol"
S(0,r), r > 03

b, Vt(¢> is begrensd voor 0 < t < = en ¢ €S(0,r);

8o Bij willekeurige 6 > 0 is een 99 te vinden, alsmede een too zd dat
Vto(¢o) > 0 als 0(¢,,0) < &
a ~ :

o 52 V (Ulestytg)) = AV (U(oststy)) + W (U(d,t,t,)), waarin

W£(¢) > 0 en A een positieve constante is,

L

i

sy
G
i &
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Bewi,js. Noodzakelijke voorwaarde.

Zij € > 0 een grootheid, zoals voorkomend in de instabiliteitsdefinitie
van §8 (M is hier de verzameling U = 0), en beschouw een element
¢eS{0,e), We defini&ren nu een familie functionalen v, zbdanig dat

leo Vo (¢) = 0 indien t > t, impliceert p(U(t9¢9tO),0) <€

o]
t et

> € en uit

b = V(U(t9¢oato))4als uit t = t¢y p(U(t,¢,to),o)

gt < t¢@ p(U(tD¢3to)5O) < € yolgt voor &&n of andere

waarde t,,

¢

Kennelijk is steeds & V, terwijl de familie functionalen Vt begrensd

is, Uit de instabiliteit van U = 0 volgt dat bij willekeurige 6 > O

een ¢ en een waarde t, van t te vinden zijn met p(U(t,¢,tO),O) > €

0
voor t = t.., Dan is dus

)
v, (¢) > 0 als p(¢,0) > §,
t
0
waarmee aan alle eisen moboto Vt voldaan is.

Voldoende voorwaarde.

Uit de eigenschappen & t/m 4 volgt dat bij willekeurige § > O een ¢0
met p(¢090) < § en een waarde t, van de parameter te vinden. zijn 20

dat V. (¢.) > 0, V{(U(t,9.,t.)) is een oplossing van
to 0 c°0
' av

cmmms = +
St AV + W

met de beginvoorwaarde

V(Ultys0gsty)) = V. (04

0

Dus 1s

, AMe=ty)
Vgu(ta‘to»to)) 2 Vt (¢O)e o
0

Stel nu dat U = 0 een stabiele verzameling is. Enerzijds is dan

en Vt(O) gedefinigerd is,

T =
Ft0(¢0) =0als t 2t

en dus is V{U{ta¢05to)) begrensd als t > t.. Anderzijds geldt boven=

0
staande ongelijkheid van V "langs" de beweging F: (¢O) = 0, hetgeen in
0

strijd i1s met de aanname dat U = 0 stabiel is., Dus is ze instabiel,
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12, De methode van Zubov voor het construeren van Lyapunov functio=

nalen
= e

Alvorens in te gaan op de meeste recente resultaten van de stabi=
~ liteitstheorie verdient het aanbeveling stil te staan bij hetgeen
bekend staat als de methode van Zubov voor constructie van Lyapunov
functionalen. Zoals reeds werd opgemerkt noemt men een functie, welke
aan de hand van de oorspronkelijke stellingen van Lyapunov, stabili-

teit van een zekere oplossing garandeert een Lyapunov functie. Bij

beschouwing van dynamische systemen of algemene systemen generaliseert

men dit begrip uiteraard tot Lyapunov functionaal, In het voorgaande

is getracht een overzicht te geven van de belangrijkste stellingen
uit de stabiliteitstheorie, waarbij steeds de existentie van Lyapunov
functionalen verondersteld of bewezen werd.

Een praktisch en zeer belangrijk probleem is, deze Lyapunov
functionelen metterdaad aan te geven, Als eerste is Zubov'lﬁl er in
geslasgd, een systematische constructie te geven voor bepaalde klassen
van problemen, Een toepassing daarvan vindt men in §13. Onlangs hebben
Brayton en Miranker [5] een toepassing geveven voor het geval van
niet=lineaire partiéle differentiaalvergelijkiﬁgen bij een gemengd
randwaardeprobleem, Dit wordt beschreven in §1b,

Allereerst zullen we een schets geven van de constructie van Zubov
voor gewone differentiaalvergelijkingen.

Veronderstel dat de functies fs<x%g sooy xn) (s = 1, 500y n)
behoren tot de klasse Cv(En) (v > 0) van v=keer continu differentifer=
bare functies, gedefini&erd in een Euclidische ruimte E o Indien voor

5 = 1, coo0y Ny

f’s(o9 soog 0) =0

heeft het stelsel

dx

(12o'§) E‘?t#m

= fs(xga 0600 Xn) (S = %@290009n)

de nuloplossing X = (x,gs soos xn) z 0,
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Zij voorts de eenduidigheid der oplossingen van (12.1) gegarandeerd.
Men kan aantonen dat de oplossing X(tax(o)) met x(oéx(o)) = X(o)
' (0) (0)

1 8 000y Xn » Onder

bovengenoemde veronderstellingen bewijst Zubov de volgende belang-

v=keer continu differenti8erbaar is mobets. x

rijke stellings

Stelling 1. Zij AcEn een gebied dat een voldoend kleine omgeving
van X = 0 bevat. A is dan en slechts dan het gebiéd van asymptotische
stabiliteit van de nulcplossing van (12.1) als er twee functies V(X)
en ¢(X) bestaan met de eigenschappens:

ao V(X) is gedefiniBerd en continu in A, ¢(X) in E_ 3

b, =1 < V(X) < 0 voor X& 4, ¢(X) > O voor XE€E , |x| # 03

¢o Bij willekeurige Y, > 0 bestaan Yy > 0 en @, > 0 zodat

V(X)) < =Y, voor Ix] > Yoi $(X) > o, voor |X| > Yo

1

do V(X) + 0 en ¢(X) » 0 als |X| » 03

€. Als YEX \ A en |Y| # 0 dan is lim V(X) = =1,
XY
als |X| + », X€ A dan gaat V(X) » =13

(0) ‘ , n k
av(x(+,x' ") _ 2
£ [ 5 ]t=0 = ¢(x) {1+ v} Y1+ i£1 £7 o

Bij het bewijs gebruikt Zubov de keuze

d (x X -1 v
o(x) =[ J’ £ exp (-BL71(£))(a5)",
0 0
waarin B een positieve constante voorstelt en L(s) een in == < 5 < +=
sterk monotoon wvan += tot 0 dalende functie is met
2
(

L(s) > X sgx(o)) als s > 0 en {X(O)] < 8.,

waarbi j 61 genomen is uit de stabiliteitsdefinitie. De functie ¢(x)
is v=keer continu differentiéerbaar en de afgeleiden van alle orden

k < v zijn sterk monotoon toenemende functies van 0 tot += als

X > +®,0p 0 < X < #+,
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Indien
d re
v, (x\%) - f 0(2(5,x9)))as
0

voldoet de functie

it

(1202) V(X<O)) exp (mvﬂ(X(O))> = 1

aan de gestelde voorwsarden. Men kan asantonen dat vj(x(o)) en dus
ook V(X(o)) v=keer continu differentiéerbaar is.
Een belangrijk speciaal geval is v > 1, Indien de nuloplossing

van (12,1) asymptotisch stabiel is, heeft de vergelijking

T v L -
(1203) i§1 3;; £i(Xgp0005% ) = ¢(x15§ooaxn) 'n+i£1 £ (X 00000x ) (1 + V)

€én en slechts &&n continu differentiBerbare oplossing met V(0) = 0,

voor X€A, Een voldoende voorwaarde voor de oplosbaarheid van (12.3)

(0)yy,

is de sommeerbaarheid van ¢(X(t,X

" (0)
(12,L4) f o(X(t,X 7 7))at < +=
0
voor voldoend kleine waarde van IXKO)[; ¢ is dus afhankelijk van de

mate van afnemen van X(tsx(o>) als t +~ =, Kent men dit verloop, dan is
daaruit reeds een functie ¢ met de eigenschap (12.4) te construeren.

In de volgende voorbeelden wordt de hulpfunctie ¢ op directe wijze

geconstrueerd,
Voorbeeld 1,

Beschouw het stelsel

dx _ 2 .
% =X + 2X ¥
LA




Lo

Door de keuze

krijet (12.3) hier de vorm

oV 2 oV 2. 2
E™ (2x"y=x) + Fr (=y) = (x5+y©)(1+V),

waarvan een oplossing is

V(x,y) = exp |- %— -3 ?wxy b= 1,

Kennelijk wordt het gebied van asymptotische stabiliteit van de nul=

oplossing x = y = 0 begrensd door de kromme xy = 1,

Voorbeeld 2.
Het stelsel

ux 2x

+xy = £,(x5)
(x+1) +y©

dt

] 2,.2 2

ﬂ&u%mm@,f(x )
dt 22 e oY /o

L (x+1)%+

heeft een evenwichtspunt (?90)0 Gevraagd wordt de begrenzing van het

gebied van asymptotische stabiliteit van deze oplosstng. Vergelijking

(12.3) krijgt de gedsante

2.2 : 2.2
(1=x * )2x + } 3V [1=x"y hx‘y v (x=1)+y
==n=n=¥=«~m Xy} + == { =2 (1+V)
ax (1+X)2 ay 2 (1+x)2 2 (x+1)2 2

door de keuze van ¢:

]

2.2
o
oo Y1+ f? + =02 lx=1) 4y

2 (x+1)2 2
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Van de parti&le differentiaalvergelijking is een oplossing

2
V(x,y) = = Sx=1) +y V(1,0) = 0,

De begrenzing van het gebied van asymptotische stabiliteit is de

rechte lijn x = 03

V(0,y) = =10

13, Werk van de Russische School

Als eerste toepassing van: de voorgaande ‘theorie op meer speciale
stelsels beschouwt Zubov het stabiliteitsprobleem voor het volgende

quasi=lineaire stelsel van de eerste orde

aus g 8us
(1301) e = (u pooopl ) + b-"""‘g 8 = 19°oo,n.
ot s 1 n j=1 Bxi

waarbij weer verondersteld wordt dat de functies fs(u1goooaun) continu
en begrensd zijn, en gedefinierd in En; de grootheden bi (i = 150005k)
zijn re&le constanten,

Zij ¢ een lineaire ruimte bestaande uit vectorfuncties ¢ = (¢1gooog¢n)
met voor (x1gooogxk)€.Ek gedefiniéerde en continu differentiéerbare com=

ponenten ¢i(x1gooogxk)g genormeerd volgens

n 1
1ol = {sup ) ¢5)%

Ek 1=1

Onder de aanname dat (13,1) de nuloplossing bezit wordt het stabiliteits-
probleem van deze oplossing beschouwd. Voor de oplossingen van (13,1)
geldt de

Stelling 1. Als de functies foo 8 =15 ooop Ny continu differentiéer-
baar zijn in En bestaat bij ieder willekeurig element ¢ €% een familie

in ¢ en t continue oplossingen U(¢,t), voor == < t < =, welke continu

differenti&erbaar zijn (i.e, Ug®), met U(9,0) = ¢
Uit deze stelling blijkt dat het stelsel (13.1) in ¢ een dynamisch

systeem defini&ert.
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Bij het bewijs van stelling 1 beschouwt Zubov het bijbehorende stelsel
du
8

(13.2) T

= u = 1
fs(u19 0003 n) g B poooglle

' Blijkens de veronderstelde eigenschappen van f_ heeft (13+2) éénduidig
bepaalde oplossingen U(t,U (0 )) in E_ met de e:.genschappen°
8o U(‘th(o)) is gedefini&erd voor U )é En en =» < t < o U(t,U(o))é En;

bo U(tDU(O)) is continu in beide componenten, i.e,

IU(tﬂU,(Io)) - U(tz,Uéo)H >0

|t=t,| >0 en |U (°)| = IZI 1u{0) . (°)| > 03
=1 1 8

Co U(t,U(o)) is een oplossing van (13:2); U(O,U(o)) = U(0)°

Het is nu niet moeilijk te bewijzen dat- de vectorfuncties

= U(ta¢(x1+b1tg 600 axk+bkt) )

voor ¢ € continu differentiBerbare oplossingen van (13,1) zijn.

Men kan nog meer informatie van het stelsel gewone differentiaslverge=
lijkingen (13.2) betrekken, Indien fs(og soop 0) = 0 (8 = 15000,n)

heeft (13,2) de nuloplossing. Stel nu dat deze asymptotisch stabiel is

en pas stelling 1 uit §12 toe. Er bestaat dan een functie V(u1,°co,un)D
welke gedefini&erd is in het gebied van asymptotische stabiliteit A van
U= 0, terwijl =1 < V < 0; daarnaast bestaat er een functie W(u1,ooo,un)9

gedefini8erd in E s 20 dat

Yo>038>0/|ul >0 = W>as,
av

’teI"Vijl V(Og 600 g O) = W(OD 000 g 0) 0 enﬁn W(1 + V)c
Zij nu
d
s, = {U&A / 1+ V(uyoeepu ) = b, 0<a<,
d
G, = {UéA/ 1+ V(u pooogld ) < )\}9
A 1 n’ =
en ¢ a
¢ = {ego / ¢(x1pOoogxk)€GA}o
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0
() = ¢(€1D°°°95n)€s)‘o
Zodoende ontstaat een relatie tussen de functies van de klasse ¢, en

Er is minstens &&n punt (51, 060pE k) waarvoor U

de punten van het gesloten oppervlak S)‘e ices

(0)

VU(O)é S)‘3¢0%¢}\ / ¢O(€19°°°95k) = [ voor zekere (519000951;)9

en vice versa.
De volgende definitie is daarom zinvol:

(1303) V1(¢) = V(u.(‘O)g 6003 u(o))»

n

.. (0) A

waarbij ¢€ ¢, en U' ‘€ S, correspondeert met ¢, Zij verder
A A

A(t) = v(ue,ut0)) + 1,
Dan kan men bewijzen dat

b €0, =D Ultyo(x,+0,t)) € 0, (t),

zodat de functionaal V, langs de gehele beweging U(t,¢(x;+b.t))

berekend kan worden d.m.v. de formule

v, (Ult 8 90,6))) = v(ule,ul®)),

i
! a4 ....(0) .

Stellen we nu nog dat W1(¢) = W(U'Y’) dan volgt uit

av

1 dv (o)

o = ° W(Uu(t,ut” ")) (1 + v1)
dat

dV@

(130’4) ETa-=w1('ﬂ +V1)o

Hierbij is het stabiliteitsprobleem van het stelsel (13.1) geheel
"vertaald" in termen van dat van het stelsel (13,2). Deze correspon=

dentie vatten we samen in de volgende stelling. Hierbij is

d
A¢ e U ¢A°
0<A<d
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Stelling 2, De triviele oplossing ¢ = O van een dynamisch systeenm,
gedefiniZerd door het stelsel (13.1) is dan en slechts dan asymptotisch
stabiel, indien de nuloplossing van (13.2) dat is. Het gebied van asymp-
“totische stabiliteit A¢ van de beweging ¢ = 0 van het systeem '

U = U(t@¢(xi+bit)) bestast uit dfe functies ¢, waarvan de afsluiting der
waardenverzameling binnen A, het gebied van asymptotische stabiliteit van
de nuloplossing ven (13.2) valt. Omgekeerd bestaat A uitsluitend uit die

punten U(O)g die beelden zijn van functies ¢&£A

¢D
Een meer speciaal geval van een stelsel van het type (13,1) is
du, (u) K fug
(13.5) rrale AL -
1=1 1
waarin Uéu> homogene functies van orde u zijn, met u = E'g 1, P# 2k en

q oneven, Men kan bewijzen dat de nuloplossing van het bij (13,5) beho=

rende stelsel

du
s _ (u)
(1306) E?m = US

dan en slechts dan asymptotisch stabiel is indien er twee functies bestaan,
V(ujgoocgun) homogeen van orde m = 4 + 1 > 0 en W(ulDOQOQun), homogeen van

orde m > 0, met de eigenschappen
V>0enW<0alsU#0,

en

We definiéren nu

-1
0

Ly = {U€A / Vl{use0s,u ) = AL, A >0,

e

¥, £ {0€0 / olx 50000% €G],

waarbij G, binnen EA ligt, i.e, de verzameling

A
UeA / V{uﬁgcoogun) 2 A

voorstelt, zodanig, dat er minstens &&n punt (€1gooo’€n) is waarvoor

) = ()

¢(£1gooogﬁk

€ Lyo




Stel nu, voor ¢sw“
v,(8) = 2 en v (8) = v(u{®,
volkomen analoog aan het voorgaande, meer algemene geval. Dan is weer

v(u(e,00))) = v (U(,00x4D.8))) (i = 1,000,k)

en dus

e 5 W(U(taU(O))) = W1(U(ta¢))o

Zubov heeft de volgende schattingen van Vi, W, en U(t,9) gemaskt

ay ol ™™ < v (9) < my [[o] [P

=0y UGt 8) [1™ < W (U(e,0)) < =b, [[Ule,0) |7,

voor u > 1,

en
=Pyt =q,t
p, [elle % < [lutt,0) ] <q, [lelle 2 voor u= 1.
Hierbij zijn a., by, ¢4 d;p Py €0 q4 (i =1, 2,) positieve constanten,

Zubov bestudeerde eveneens het lineaire stelsel

O, ,F60o0t0

aus 3 (o, pooopa ) 8 1 kui
(1307) 3?‘ = 2 Z asi 190°°8 (t) o p 8 = 1goco.no
i=1 (a.) ax 13 %k
J x1 0600 Xk
k
Het symbool Z ) houdt sommatie over alle 2 aj van O tot een zekere
(Gu j=1
J

o 00 s 5o [s ] (s}
m, in, De co&fficiénten asé 1900909

functies van t te zijn, gedefini&erd en continu voor t > 0O, Een meer

k)(t) worden verondersteld redle

compacte schrijfwijze onstaat als volgt. Zij U = (u15°°ogun).

&
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s, = 2 en A een vierkante matrix met elementen a (a1,°°°,ak)°
J axj Oypoo00ply s:

Dan verschijnt (13,7) in de gedaante
n

: o Q.
U zfi 1 k
(1308) ’5’%‘ K A“-leoooa“k S1 606060 Sk Us

Z o.=0

j=17

Het stabiliteitsprobleem ven de hypothetische nuloplossing ven (13.8)
blijkt weer te corresponderen met dat van een stelsel gewone differen=
tiaalvergelijkingen, in vectornotatie

au _, .
(1309) ’a%" = A U,

Is X(t»to) een fundamentealstelsel van oplossingen van (13.9), met
X(tgst,) = O, dan is U = X(t.to)U(o) (0)

(13,8). In de veronderstelling dat we een norm bezitten voor de ruimte

voor U E.En een oplossing van
der oplossingen kunnen we weer de volgende bewering uitspreken:

Een nodige en voldoende voorwaarde voor de asymptotische stabiliteit
(stabiliteit, instabiliteit) van de nuloplossing van (13,8) is de
asymptotische stabiliteit (stabiliteit, instabiliteit) van de huloplosf
sing van (13,9),

De theorie ven §§10 en 11 was ontwikkeld als een zulver Cauchy probleem,
Het is echter mogelijk om, met geringe modificaties, de theorie van
Hoofdstuk III op gemengde rand= en beginwaarde problemen toe te passen.
Zubov geeft het volgende voorbeeld van zo'm gemengd probleem,

Beschouw de vergelijking

n n
U 3 ol U
(13010) o £3 Z omeERs (a. n(}{ goocpx Gt) e ) £ z 8. === a(x't)U’
ot i,5=1 axi 13 1 n axj j21 1t axi

waarin de functies aij(X,t) en a(X,t) gedefini&erd zijn voor XéDCEn,
0
X

t < +=, waarin a; re€le componenten zijn en.voor alle
(E.!‘goon ,En)éD geldt

<

: e
8. (Xpt)E. 8, > a(t) £,
ipgg=1 t i=1 *
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Hierin is a(t) een voor t > 0 gedefini&erde, positieve continue

functie, De begin= en randvoorwasarden zijns

U(X,t) = ¢(X) alst =t

203
(13.11) 0

U(X,t) =0 als X&S;

S is de rand van een gebied 2 in D , ¢€x¢93 de ruimte van alle
continue differenti&erbare, op Q gedefini8erde functies,

Stel dat dit probleem een oplossing U(X,t) heeft waarvoor

8o U(th)€L2(Q) als t 2 t,

b auaf t) bestaat in de zin van Lz(ﬂ)o

e

Beschouw nu de in L2(Q) gedefini&erde functionaal

j U2dwo
Q

Volgens (13,10) is de totale afgeleide van V

[{{e1

(13.12) v

dt x

,9=1 %1

waaruit door parti€le integratie volgt

n
& L oagy(xet) - 2 - ot |aw,
dt . % X, 9%,
Q 193—1 i J

n
Sl=af U[Z 33-”( (X,t) % )+ z al~==-=+a(X,t)U]dw,
Q 1

Wegens de ongelijkheid, waaraan de co&ffici&nten aij moeten voldoen

volgt
av “ 2
(13.13) = < =2a(t) I { )Zla + I al<dw.
Q bi=1

Als nu a(X,t) <0 is %? < 0 en bijgevolg is de nuloplossing van

(13,10) stabiel.Met gebruikmeking van de ongelijkheid

X

n 2 ,
c, f U2 dw < j ) (2Hn) dw (ci > 0)
Q Q i=1 i

wordt (13,13)

gx; =20(t) j [C‘,g -2 X;t) ]U2 dw.
f

dt a(t)

-

e
o o ;
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Indien nu bovendien

a(X,t
¢y =y > %2 >0

is de triviale oplossing van (13.10) asymptotisch stabiel en geldt

de schatting
2 2 v
||U||L2(9) 2 |I¢‘IL2(Q) ° exp (=2c, a(t)dr),

%

met

t
I a(t)dr + += gls t + =,

o

Lyantze EB] beschouwde een gemengd probleem in QX EO <t o< w] voor

een z.g. sterk parabolisch stelsel

U _ 3
(13.1k) = = _L(x,ax)Ue

Hij toonde de oplosbaarheid aan onder de condities dat U, met alle
mogelijke afgeleiden tot en met de (m=1)e orde (m is de orde van
L(xg%;)) nul zijn op de rand van Q voor alle t € [0,=) en dat
U(X,0) = ¢(X), met ¢éL2(X)o Vishik en Ladyzkenskaya [}q bewezen
dat de nuloplossing van (13.14) asymptotisch stabiel is in LQ(Q).,
Zij gebruikten de functionaal

n
v 4 f Z u? dw
. 1
Q 1=1
met de voorwaarde

(U,LU) > a(UyU) (& > O constant),

met

n
f 2 u? dws

Q i=1

(U,U)
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Zubov merkt op, dat de theorie der algemene systemen, hoewel kwali=-
tatief van grote betekenis zijnde, niet in alle gevallen van gemengde
problemen uitkomst biedt. De volgende, en laatste paragraaf zal gewijd
- zijn aan het werk van enige Amerikaanse auteurs, die voor het oplossen
van het stabiliteitsprobleem voor niet=lineaire gemengde problemen een

iets andere weg bewandeld hebben.

14, Zeer recente ontwikkelingen in de constructie van Lyapunov functio-

nalen

De inhoud van deze paragraaf vormt de kern van het artikel van
Brayton en Miranker [5] over gemengde niet=-lineaire rand- en begin-
waarde problemen, De door hen beschouwde klasse van problemen wordt
in een z.g. canonische vorm gebracht, hetgeen de bewerking ervan verge=-
makkelijkt, Het essentiéel nieuwe van hun artikel is dat zij nu een
constructie geven van Lyapunov functionalen voor dynamische systemen
in een Hilbert-ruimte. Deze constructie is een veralgemening van een
door Brayton en Moser Bﬂ aangegeven methode voor de constructie van

Lyapunov functionalen bij gewcne differentiaalvergelijkingen,

Uitgangspunt van de beschouwingen van Brayton en Miranker vormt een
stelling (van Masser“a.[:'(jB stelling 23) over een autonoom stelsel

gewone differentiasalvergelijkingen
(1he1) % = £(x)o

Stelling 1. Als een evenwichtspositie van (14c1) uniform asymptotisch
stabiel in 't groot (volledig stabiel, zie §10) is en f is continu,

dan bestaat er een positief definiete afnemende en voor ||x|| + « on-
begrensde functie v(x(%)) met een negatieve tijdafgeleide. De functie

v heeft parti&le afgeleiden van elke willekeurige orde.

Zij nu v, de gradiZnt van v. Wegens

Qvix(t)) _ (vxgi) <0

dt

zijn de vectoren v, en X nooit orthogonaal, Dus bestaat er bij elk punt

x een niet-singuliere negatief definiete matrix J(x) met

(1&02) J(X) i = ch
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Afgezien van het gedrag van J(x) in het groot kunnen we (14.2) 25
opvatten dat een volledig stabiel systeem X = f(x) geschreven kan

worden in de "canonische" vorm

(14.3) Jix) x = Pxo

In ref, [6] is aangetoond dat zeer vele problemen, c.a, Hamiltoniaanse
systemen en vele klassieke elektrische netwerken in de vorm (1k4,3)
geschreven kunnen worden en hierbi]j een Lyapunov functie geconstrueerd
kan worden.,

Het doel is nu, zoveel mogelijk gemengde problemen voor partiéle diffe=-
rentiaalvergelijkingen in een aan (14.3) analoge vorm te schrijven,
Daartoe stellen we, om de gedachten te bepalen dat de vectorfunctie

u(x,t) een oplossing is van het quasi=lineaire stelsel

(1hok) Jo(u)ut = Ao(u)ux + B (u) t>0,0<x <1,

0
met de randvcorwaarden

I (W =0, t > 0;

n
e
£
%
i

(1k,5)

i
e
£
)
i

= >
Jg(u)ut 5 1, t > 0,
Hierin zijn Ji(u)e i=0, 1, 2, matrixfuncties van u, B;, i =0, 1, 2
vectorfuncties van u, resp. ven de vorm nxn en dimensie n. We veronder=-
stellen dat J, en J, singulier zijn en sommige elementen van B, en B

1 2 1 2
nul, zodanig dat ieder der relaties (14.5) precies %»randvoorwaarden
geeft, Sommige linkerleden zijn dan misschien nul, zodat die randvoor=
waarden algebraisch worden,

In de notatie van de 3n=vector

"u(x,t)
Eﬂ = [ u(0,t)
ul1,t)

worden (1k.4) en (1k.5)
(1k.6) J o D%J = A [u] + B,

waarin J en A matrices zijn met in de diagonaal blokken van nxn,
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9o By
J = I, » A= 0
J2 0
en waarin

B'ﬂ

B = 132
B
3

een 3n=vector is,

Voor elk stelsel beginvoorwaarden u(x,0), 0 < x < 1 bepaalt (14.6)
een trajectorie in een ruimte van vectorfuncties, gedefini8erd op
]:091:] o Beter is het echter de trajectorie te beschouwen in de tripel=-
product ruimte van vectorfuncties op (0,1) en vectoren in de punten
x =0 en x = 1, zoals feitelijk door de notatie EuJ al gebeurd is.

We beschouwen nu i.p.v. de functie P(x) zoals in (14,3) een functio=
naal P[:ujg afhankelijk van [u] en wellicht de plaatsafgeileiden van
de eerste n componenten van [u] o Stel dat P[uj de volgende vorm heeft

1
O |

De gradifnt PE“ ven de functionsal P[u] is een 3n-vector, waarvan de
componenten zijn: de afgeleiden (in de zin van Euler) van de eerste n
componenten en de natuurlijke randvcorwaarden in x = 0 en x = 1 voor

respectievelijk het tweede= en derde n=tal componenten van P[u] (zie ook

[8] )y aldus:

(14,8)
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Nu geldt het volgende
Lemma.o

zij P[u] een functionaal, gegeven door (14,7} dus

ul{x,t) \
Eu] = u(09t> 0
uli,t)

Dan is

(14,9) g%%ﬁl = [kEQIQEut ]a

Deze formule is een analogon van

4G _ ;. &x
= (Gpogp)

voor gewcne functies. Voor vectoren E@] en [v] uit de tripelproduct
ruimte betekent het rechterlid van (1k4,9)

1
[« 0] = | aiax s tam) g+ ()] go

Het bewijs van (14.9) wordt geleverd door (1L.7) naar t te differen=

tiéren
m=1 (F ou )+ (F yu_ diax+ (¢ ull__ + (v ,u)l
at 0 u®t uxD xt u’ t’ 'x=0 u’ 't 'x=1

en vervolgens partiBle inteeratie tce te passen op Uy dan volgt

ar [ -{1 (F &7 ,udax+ (¢ -F ,u)l + (Y +F_ u )| =
at Jjo w oax ux"t n 'ux9 t’ " x=0 n ux”t x=1

P o)

it

De veoorgaande heuristische argumenten lelden ertoe, voor gemengde
beginwaarde problemen de aan {ilL.3) analoge "canonische" vorm te

kiezen

(14,10) J(u) [ut] = PE“]D

&
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waarin J(u) de reeds uit (14.6) bekende matrix met de "kastjesvorm"
is, Voor de functionaal P ) zullen we steeds de vorm (1L,.7) kiezen,
Aangezien de randvoorwaarden natuurlijk zijn, en slechts een n=tal
onafhankelijk is, geeft (14,10) niet het beeld van een overbepaald

systeem,

We zullen ons nu bezighouden met het stabiliteitsprobleem voor oplos=
singen van het probleem (14.10), Onder zekere vcorwaarden zullen deze,
als t + +*, naar een evenwichtstoestand blijken te gaan., De stelling,
waarin &én en ander geformuleerd zal worden, handelt alleen over het
quasi=lineaire geval van een gemengd beginwaarde probleem en is een

analogon van de stelling van Massera,

Aansluitend op de in §3 ingevoerde begrippen betreffende dynamische
systemen geven we de

Definitie 1., De limietverzameling L(p) van een trajectorie Ft(p) van

een dynamisch systeem is de verzameling van alle punten w€ R (w=limiet
Eunten) waarvoor een rij {tn} bestaat, tn + ® gls n + © met

lim HmmFt ()] = 0,
n

1t e

Definitie 2, Als voor elke p&R, Ft(p) voor t > O compact is in R, is
iedere limietverzameling L(p) niet:leeg, Indien er bovendien een

invariante verzameling M bestaat zodanig dat L(p)€ M voor alle p&R,
dan heet M volledig stabiel (vgl, de definitie aan het eind van §10),

Voorts verstaan we onder Eu]é C1 [091] dat het eerste n~tal componenten
van Eu] stuksgewijs continu differenti&erbaar is in Eobﬂo Bijgevolg
zijn de tweede en derde n-tallen componenten van [u] gelijk aan lim

resp. lim van het eerste n-tal, x>0

x>1
Met ru]e €(0,1) bedoelen we dat het eerste n=tal componenten van [_u]

continu op (0,1) is., Een verband met de laatste 2n componenten zoals
voor C1E091] bestaat niet noodzakelijk.

Definitie 3, De Hilbertruimte H. is de afsluiting van de ruimte van
functies [u]é C‘l [0911 » genormeerd volgens

&
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1 1

(upu)dx + I (uxgux)d.x

[al12 € (a(0)su(0)) + (a(1)u(1) + |
0

0

ofwel

1
2
1815 = (0BT + | G e,
Definitie 4, De Hilbertruimte HO is de afsluiting van de functieruimte
[u] € c(0,1), waarbij

lul12 & [[ds [T

Stel nu, dat het stelsel (14,10) een dynamisch systeem genereert in

H1 en dat ult fuje. I‘I.a volgt P[ujé Hoo

Definitie 5. De evenwichtsverzameling € van (14.10) is de verzameling

functies [u]¢ H, waarvoor HP[u] | ]0 = 0,

Onder bepaalde voorwaarden nu is de invariante verzameling £ volledig

stabiel. Bij elke beginsituatie in H, heeft (14,10) een oplossing met

verdichtingspunten in € als t + Ildien £ een discrete verzameling is
gaat, wegens de continufteitseigenschap van het dynamisch systeem,
iedere trajectorie naar &&n limietpunt in &,

De stelling luidt:

Stelling 2. Zij gegeven dat het stelsel

J o Eu_bj =Ptu] =Acu +B,; x€(0,1),t >0,

een dynamisch systeem genereert op een deelv=>~ameling van H.go Jy A en
B zijn continu afhankelijk van x en wu. Dan is L@?B eng is volledig
stabiel;, indien aan de volgende voorwaarden is voldaan:
80 P ﬁ] €H,, en P ] is continu voor Eujé.,H,gg
b, De matrix Aoiuax) (doWwozo A continu en x&(0,1)) is inverteerbaar;
co Er bestaat een functionaal f’[:uj s continu voor Eu]&Hos z8 dat

ie, f’[:u] > =b > ==, b regel > 03

2e, ?Eg .;,m@ !Iu“-ﬂa it

=5

3e. P < K| ‘PLuﬂ! [ |§D waar K een positief getal is.
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Teneinde de stelling te bewijzen tonen Brayton en Miranker eerst aan

dat bij iedere pg H., waar het systeem gedefiniZerd is L(p) niet=

leeg is of dat Ft(pg compact in H,a (zie def, 2). Daarna wordt aange=
 toond dat Le§

Een moeilijk praktisch probleem is de constructie van de Lyapunov’
functionaal PEu « Zoals gezegd geven Braytcn en Miranker een op een
idee van Moser gebaseerde constructie en lichten deze toe met enkele
voorbeelden uit de niet=lineaire netwerktheorie en een hogere-orde,
parabolische vergelijking, Het eenvoudige probleem van het eerste
type benevens de parabolische vergelijking zullen hier behandeld
worden., Allereerst volgt echter een beschrijving van de constructie

der Lyapunov functionalen voor problemen van het type (14,10),
JEut] = P[u] ©

Een noodzakelijke voorwaarde voor P om een Lyapunov functionaal

te zijn is het negatieve teken -van J, terwijl moet gelden

(1ks11) %%'= [P[ujg['ut]] = [J[:ut]”{ut]]"

Uit een gegeven stel P en J welke voldoen aan (14,10) wordt nu een
familie paren P, J geconstrueerd waarvoor (1k,11) geldt., Hieruit
wordt dan één paar gekozen met J < O en waarvoor P aan de eisen van
stelling 2 voldoet,

Stel dat de functionaal P uit (14,10) de volgende vorm heeft
1
P = fo (:(ugyux) + Blu){dx + ¢(u)]x=o + Mu)lxﬂ’

waarin y een constante matrix is, en B, ¢ en ¢ scalairfuncties

van u zijn, Dan is

(r-v")u, + B (w)

PEu] = (¢ua=°yTu) Ix=0 o
Tu )
oy oy
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Wat betreft het probleem (1L.6) geldt de correspondentie
Ay = v=y's By(u) = B_(u), B,(w) = (¢ =v"u) en B,(u) = (v +v"u),
0 ® 70 u M u 2 u

Zij nu A een constante en M de matrix

O:z

0 0
0 M2

o O

waarin M09 M1 en M2 n¥n-matrices zijn, constant en symmetrisch,

We definiéren nu

(14,12) pgop+ %[P[uIQMP[u]]
en
(x1+BuuMO)JO 0 0
(14,13) 3¢ 0 ~31ATM T F (AT (g =M, T, 0
0 0 %AMOJ0+(AI+(Y+wuu)M2)J2

waarin ATMOJO een constante symmetrische matrix moet zijn.

Uit (14,12) volgt dat

24

& = gyl + & dlepy aepg) -

(1ho1k)

D‘J Eutj 9 Eu.tj ]+3 %_’g P ful sMP Eu]] o
Hierin is

3
(14 Crmpy] = 2 | G o 2 wth + 3 0ax +

0

+

T T T T
(¢u =y u@M1(¢u -y u))lx=o + (wu +y uaMQ(Wu +Y u))|x=1

1
J (A.u.xt + BuuuthaiAux + Bu)}dx +

(14.15) 4 0

+

T T ; T T
((o,,=Y) Tuy oMy (6 =y ) )| g+ (o +v) T oMy (v v )|




>T

1
Io [(a™M T, s pu ) + (B MJou, ou )]ax +

+

g
|
k

Omdat ATMOJo een constante symmetrische matrix is geldt

((o 1()M1 1% oWy )| <=0 * (W FYM T u t)|x=1°

1 1
4a_
Io (T MyJqu, U, )dx Io 3(aT MyJ, tg,ut)dx 31(aT MyT, t,u,c)l -0 °

Hierdoor wordt (14,15)

3 (Pra MPrg] = I (B dfoTouy 1y Jax +

+ ((=3ATMT (8 =M. T Du gu )| o+ (ATMT + (o M u yu )|
Vullen we dit resultaat in “ormule (14.14) in, dan volgt
ap 1
s Jo ((AI + B M )Joutsut)dx +
T
,
+ ((=3A7MT + (AT + (¢ = YIM)T Ju,u )| o+

. ((%ATMOJO + (AI + (wuu )M2)J2)ut,ut)|x=1o

Vergelijken we dit nu met de vorm (1L4.,13) van J, dan blijkt
ab - .
L. [ lell

In de volgende voorbeelden zullen A en M zodanig gekozen worden dat

3

J inderdasd negatief is, en P aan de eisen van stelling 2 voldoet,

Voorbeeld 1,

Beschouw het volgende elektrische netwerk i=f(v)

Ro

E L.
T

0 - 1. X
fige 1 fige 2
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Hierin is het stuk [091] een transmissielijn met specifieke inductie
L, specifieke capacitelit C, specifieke serie weerstand R en speci-
fieke shunt-geleidbaarheid G. Het voltage en de stroomsterkte zijn

functies van x en t en voldoen aan het volgende stelsel psdoVe

Li, = =v_=Ri ,
(14,16) { v
=C'Vt=ix+GVc
De randvoorwaarden zijn
0=E=v,=Ri, , x=0,
(14.17) { ° 00
~Cyv, =1, + f(v?) s X =1,

t

waarin v, = v(0,t), v, = v(1,t), iy = i(0,t) en i, = i(14t)s De niet=
lineaire functie f(v) geeft, zoals aangegeven in fig, 2, de stroom-
sterkte in het "kastje" van fig. 1 in de richting van de pijl. Het
stationaire stelsel (met alle tijdafgeleiden = 0) kan drie oplossingen
hebben, De volgende functionaal geeft aan, dat alle oplossingen naar

€én van deze drie stationaire oplossingen convergeren.

1
_ 1.2 1.2 . 1. .2 .,
(14.18) P = fo (- 28i% + Jov2 - iv ) ax - 2RGiZ + (Bevg)i +
v

1
+ JO £(v) dve

(N,B,: extremalisering van deze functionaal geeft vier voorwsaarden:
een Euler-Lagrange vergelijking bij variatie van i, &én bij variatie
van v, en twee natuurlijke randvoorwaarden voor x = 0 resp. x = 1,
Deze vier uitdrukkingen geven precies het stationaire probleem
(1416)=(14:17))5

De termen met R en G hebben een dissipatief karakter; reden om te
veronderstellen dat R > O en G > O zullen bijdragen tot stabiliteit,
evenals R00 Voorts is de term met f(vq) dissipatief als f'(v) > 0

en aktief als f'(v) < 0, We kiezen nu A en M zodanig dat volledige

stabiliteit verzekerd is, De twee eerste voorwaarden van de stelling

P2
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kunnen gemakkelijk op voldaan zijn gecontroleerd wordenj voor

controle van de derde voorwaarde worden de richtlijnen gegeven,

Kies -1
(L o) (0 o>
M = ) M =0@ M = ®
0 o ¢! 1 2 o c
dan wordt
_ 1
P =P+ | (Li% + ove) ax + = C.v2
2, t 3 %17,

Men kan aantonen dat g’é 0 en P > 0 bij de keuze

_gé-(_:lru}=<)\<%o

1

P kan geschreven worden als

1 (] 2 vy
o] X 0

Met gebruikmeking van de ongelijkheid

2 2 1.2

2 1
(a+b) + b > Eh + 1o

schatten we de termen van het type (Ri+vx)2 dx + I vi dx. Daar
tevens 0 = E =v, =Ri. volgt, dat | P

0 0
(stell, 2, voorwaarde c, 26)0 Dat het omgekeerde ook waar is laat

u||1 + = impliceert P +> =

zich snel centroleren,
5, de totale tijdafgeleide van P is
1

P = = (R=AL) I ii dx = (G+AC) f
O .

1

vi dx - (AC1+f“(v1))v§ - Roig
0 & t

0 t T

1
< =K [ j (12+v2) ax + v? + ig ]B
t t

<
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waar K een positieve constante is, aangezien

9
x%%<x<%o

Deze ongelijkheid vcor B is te schrijven als

@

P < -K||P 2

[u]”o )

s, @ e s o
waarmee aan conditie c, 3~ van de stelling voldaan 1s,

Voorbeeld 2, We beschouwen de parabolische vergelijking met r.v.w.:

=u T e u 02x< 1,
(14,19) 0 =-=u x =0,
0 = ux x = 1,

Dit stelsel kan door de volgende positieve functionaal worden

beschrevens
1
p & lf W ax ,
2 X
0
waaruit
- u
XX
P = . Xl
x=0
[u] N
|x=1

P is een Lyapunov functionaal aangezien

1 (1 1
. = Jo uxxut dx = = J u, dx .

Opmerking. Tot nu toe is niet geverifieerd dat de stroming, bepaald
door de gemengde beginvoorwaarden ook inderdaad een dynamisch systeem
op een deel van H1 definieert, De groep=eigenschap en de continue

afhankelijkheid uit de definitie van een dynamisch systeem mogen

verondersteld worden te zijn voldaan door "well-posed" problemen,
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zoals in de voorbeelden, De eigenschap, dat de afbeelding door de
operator Fy "in" is kan in het tweede voorbeeld aangetoond worden,
aangezien de diffusie operator de "gladheid"” van de beginwaarden
handhaaft., In het eerste voorbeeld echter kunnen gladde beginwaarden
worden afgebeeld in een discontinue functie, aangezien discontinui=
teiten zich langs karakteristieken voortplanten, Om dit te voorkomen

moeten we eisen dat de beginwaarden zodanig in H, gekozen zijn dat

bij x = 0 en x = 1 asn willekeurige algebraischeﬂrandvoorwaarden
voldaan is, Dit garandeert dat zich vanuit de hoekpunten x:= 0, t = 0
en x = 1, t = 0 geen discontinuiteiten voortplanten,

Dit is de reden waarom in stelling 2 van een dynamisch systeem op een

deelverzameling van H

gesproken wordt,

1
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