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L.

GRONDWATTERS TROMINGEN

Laten X, y en z cartesische coordinaten zijn, zodanig gekozen,
dat het X-y-vlak samenvalt met het horizontale aardopnervlak, en de
z-a8 loodrecht naar beneden is gericht. Beschouw een stationnzire

situatie, waarin de functie (f(x,y,z) de druk van het grondwater
aangeeft. De grondwaterstromi:

).
Q = - k div (e,

waarin k = k(x,y,2z) de z.g. doorlaatbaarheid is.

g wordt dan gegeven door

Neem nu gan, dat de bodem is opgebouwd uit door horizontale vlak-
ken gescheiden homogene lagen, die afwisselend goed en slechts door-
laatbaar zijn (veelal aangeduid met zandlaag resp. leemlaag). Men
kan aantonen, dat de grondwaterstroming in deze lagen in goede bena-
dering horizontaal resp. verticaal zal zijn gericht. Dit impliceerd,
dat (f’(x,y,z) in deze lagen onafhankelijk is van 2 resp, van X en ye.

Zij de bovenste laag een zandlaag. We nummeren de lagen als 1n
de volgende figuur.

en duiden de potentizal in de ;jde zandlaag aan met ‘ﬁ(x,y) . Wanneer

de jde leemlaag een doorlaatbaarheid k;j en een dikte dj heeft, dan

wordt de stroming in deze laag gegeven door

| .(X,Y)“(F- l(x,y)

Gewoonlijk stelt men hierin

d .
c; = =4
'3 kﬁ

Wanneer de J zandlaag een doorlaatbaarheld kj en een dikte Dj
heeft, dan geeft de continuiteitsvergelijking voor deze laag
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Voor j = 0O wordt (ﬁl als gegeven functie vanx en y aangenomen. Ver-
ng (1) behoeft dus voor jJ = O niet te gelden. Indien de func-

ties y) (j = 0,1,2,...) uitsluitend functies zijn van

(’ = ‘ dan kunnen we (1) schrijven als

(2) (i=1,2,...)
met

(3) 0(3» = kj]%jcj en = ij}S:?

We zullen ook het geval toelaten, dat in (2) de grootheden dj en
(;j functies =zijn van g’ .

Probleem A. TLaat N een geheel getal 221 voorstellen en z1]
Cyyy = F 5 de (N+1)° leemlaag wordt dus ondoorlaatbaar ondersteld.

Wegens (3) hebben we
(4) oy =PBg=0

Laten verder O(j en (33 (j = 1,2,...,N) gegeven constanten zijn, en
Z1 ) (fa(X,Y)= 1. Van een verticale, aan de onderkant afgesloten buls
met straal T reikende tot de tweede leemlaag, is het deel in de
"nulde zandlaag, resp. eerste leemlaag ondoorlaatbaar, terwijl het
deel in de eerste zandlaag een poreuze wand heeft. Uit deze buis
wordt per tijdseenheid een hoeveelheid waterx! Qo opgepompt. Gevraagd
worden de functies (ij(x,y) (j = 1,2,...,N).

De gegeven situatie blijft invariant bij draaiingen om de 2z~as
en dus ook de gezochte functie ?’j(x,y) (j = 1,2,...,N), welke
daarom alleen van S’ = Y x2+y afhangt. Doordat de aan de onderzijde
afgesloten buis rust op de eerste leemlaag heeft voor € < r, geen
uitwisseling van water plsats door de eerste leemlaag. Voor ?ﬁ_ro
gelden dus de volgende differentisalvergelijkingen

2
9 .1 %% _ o .
—4 + = -——:1—;0(5 (<fj -p_1) + P35 g -Pian) (3=3,4,..N)

Wegens pN = O hebben we hier N-1 simultane differentiasalvergelijkin--
gen in de N-1 onbekende functies ?2, covy ?N’



Je

Yoor g-’) heeft daarentegen wel wateruitwisseling plaats door de
eerste leemlaag en geldt het systeem simultane differentiaalverge=
lijkingen (2) (waarvan we wegens pN = 0 alleen de vergelijkingen
met 1€ J §N beschouwen). Gevraagd wordt nu de functies ‘f’l(f”) ooy Cf)l\'{
zodanlig te bepalen dat de volgende voorwaarden zijn vervuld:

1. Voor < > r_ voldoen (fl" .+ @ aan het systeen (2).

2. Voor O € T, voldoen @,,..., ©y aan het systeem (5).

3. Voor f = r, 2zijn de functies @ oree e (19 y minstens éénmaal
differentieerbaar,

4. De volgende randvoorwaarden zijn vervuld

(6) 1im ‘f’j(?)= 1 (3 = 1,2,0..,N)

f’-«aw

(8) 1lim (27’(§°D.

Hierin houdt (7) in, dat per tijdseenheid een hoeveclheid water Q,
wordt opgenomen deor het porcuze deel van de buis. Analoog drukt
(8) uit dat de hoeveelheid water, die per tijdseenheid wordt opge-
ngmen door een cylinder met hoogte Dj en straal §3 gelegen in de
3 ° zandlaag, tot nul nadert wanneer ? t0t nul nadert (immers het
volumen van die cylinder nadert eveneens tot nul). |

Men kan bewijzen, dat het systeem functies (fl(f ) ye ey ‘f’ N(f’)
door bovengenoemde voorwaarden eenduidig bepaald wordt, en zelfs
kan men dit systeem expleciet aangeven. Een voor S’)ﬁ)ro goede bena-

dering van dit systeem verkrijgen we, wanneer we aan de functies
<Fl’ trro (f Ny @¢ volgende voorwaarden opleggen:

l. Voor g’}r O voldoen ﬂf’l,. ¢ oy ‘f’ Ny aan het systeem (2).
2. De randvoorwaarden (6), (T') en (8) zijn vervuld, waarbij (7')
uit (7) ontstaat door L tot nul te laten naderens

(7') 1lim (2T(§’ID1) klt g-ﬁ'- = Q,
[0 S

We zullen ons nu verder beperken tot de oplossing van dit laat-

ste (eenvoudiger) probleem.

Stel nu

(9) Yy @=1-¢.) (]
Dan is \ro = 0 en (2) wordt nu voor j = 1,2,...,N
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1j1 de randvoorwaarden (6), (7') en (8) overgaan in

(11)
(12)
(13) (j = 2,3,...,N)
met
Qo
(14) 90 2';‘1D1 kl

Zij) nu L de operator
(15) 1=2= & (f-g?)

P ¢
Mits we %o = 0 stellen, volgt uit (10)
AJ
L i Spp)= 2 € 14 (f5- F5-0)+ B O5- \rj+l)§

J*i

0.

waarin wegens (4) geldt, dat 0‘N+1 =
Representeren we de lineaire combinatie 31 SRR gN\f/N door

eecn vector (fl, .o ,;’N) in de N-dimensionale vectorruimte RN, dan

correspondeert met de operator L de volgende lineaire transformatie

Cl-in RN

M1 = & +A)g) -X, &,

W N-1 Pz Enot @13 w1 §n-1- ¥ S

“prlgNwl + X8y

Deze correspondentie houdt in, dat de operator L toegepast op

de functie ¥, Yite-ot ?N‘YN de functie 77 Y ;+.. A+ oYy oplevert,
waairin (’7{1, son s N) de volgens (16) getransformeerde vector (?1, e
- AN A

ﬁ“ ¢
te
T

~3
=
1

voorstelt. We zoeken nu een lineaire combinatie

X"“’;J.Yl IRERERE gt g

van de functies S’/l,. «+ s Yy WRATVOOTr geldt bij geschikt gekozen
constante A , dat TX= A X ofwel
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A ( %l\*{l-’" e gNYN):: T ( zlkrl-h . o ‘?N%):Vl \f’l—l-. . '+VNYN

wasrin 1

1,..-’?Nfdoor (16) wordt gegeven. Hieraan wordt voldaan
voor >‘ ; '--"fl(l = l1,...,N) ofwel wegens (16) wanneer geldt

= () +fy -A) %z. -, &

Dit syst e—em van N homegene lineaire vergelijkingen heef-t dan en

slechts ‘dan een van nul verschillende oplossing, wanneerxr \ een wor-
tel 1s van de volgende vergelijking

| X 1“"31‘"'1
“?1 -

~,

(18) | ¥
|
}
{
0

Ben wortel A van (18) hect eigenwaarde van de door (16) gedefini-
eerde transformatie OL. Wanneer ?\ een eigenwaarde van OLis, dan
heeft het stelsel (17) minstens één van nul verschillende oplossing
(gi""’gN>’ een z.g. eigenvéctor bij de eigenwaarde .

Mits C 5 eindig is voor j = 1,2,...,N volgt uit (3) en (4)

c:(j).o (j = 1,2,...,N)

A3>0 G
en met behulp van (19) zullen we nu aahtonen, dat alle wortels van

(18) positief en verschillend =zijn.
We stellen voor k = 1,24... N

(19)

i

1,2,:..,N-1) (3 g = 0

- 0(2
dz*ﬁz“}‘ ~
= oy,
.,
Y
- ~-
e -




OCntwikkelen we deze determinant
k=1,2,%3,...,N

naar de laatste rij dan volgt voor

(21) £, (A= O R £ (D)= B . £ (A)

1 =0 enf = 1. Nu hebben we wegens (21) voor

mits we stellen T
k = 1,240..,K

£ (0)=f3y £, (05 {(dk i) Tiea1 (0= (3 fka-z(OA -

| Tx-2(0) By fka‘()} *
Wegens £ =1, f_, = 0 en (19) volgt met volledige inductie

(k = 1,2,..,N)

(k = 1,2,...,N)

1

en dus

(23) £, (0)>0 (k

It

132’*"' 7N\
#e bewljzen nu

Theorema Voor k = 1,2,...,N heeft het polynoom van de kde graad

3y, verschillende, positieve nulpunten

0 {o{k,l{dk,z‘: L ¢ S

zodanlig dat de nulpunten van opvolgende polynomen clkaar scheiden
dew.2. voor k = 2,3%,...,N geldt

(24) O(dk’lfo‘(kﬂl,l('dk,z<°(k--l,2<"”{Mk,k

Opm. Onder Sgn x zullen we verstaan

Sgn x = + 1 voor x »0O
= 0 "ox =0
:wl " X(O

Bewijs. Vooreerst merken we op dat de term van de hoogste graad in
:fk (A) gelijk 1is aan (-3)1‘, Dit impliceert, dat

(25) Sgn £, (+00)= (~1)"

~

Wanneer we (21) nog eens opschrijven met (k+1) in plaats van k, dar

fk+1@)m (@‘k+1 "'(Bk-»l"'"”-A ) fk(x)“dk-*-l?k fk-l(A)

komt er



a4 heef® fl(A )=°(1 *{51 ~A precies 4én positief nulpunt Q/l 1= 1 /-37
egens £ = 1 volgt nu uit (26), dat

Sgn f2 (C‘l,l):: -] .

erder is wegens (23) en (25) Sgn f (0)-- +1 en Sgn f (+°5)-- + 1, Hetl

olynoom van de tweede graad £ _( ?k ) heef‘t dus prec:.es twee verschil-

2
ende positieve nulpunten®’ eno met

. OX
0K Xy 1 Xy 1 KX, 5

De bewering van het theorema is dus reeds bewezen voor k = 2.
1] k een geheel getal met 2<€k & N~1 en neem aan, dat de bewering

an het theorema geldt wanneer hierin k wordt vervangen door een
cheel getal h met 2 € h £ k.

Mede wegens f, -(0)# O volgt uit de inductieveronderstelling

24 )
. N Ty |

T Xy, 102 0y £ Ky )2 0peen g (X p)= (1)
fwel

Sgﬁ fk“l(dk’m)z ("‘1)m“1 (m - 1’2,‘0 ’k)t
egens (26) volgt hieruit

Sgn fk+1 (dk,m - (“l)m (m ~ 1,2,.».,1()-
erder hebben we Sgn fk+l(0): + 1 en Sgn fk-‘t—l (+00)= (-l)k+l. Dus
‘k+l(x) heeft minstens één nulpunt x met O (’x{dk , Tesp.
(k 14 X(Qﬂ' «s. Tresp. f-'i { x € +@, Het polynoom van de (k+1)°

9

raad fk+1( 'A ) heeft dus precies k+1 verschillende positieve nul-
unten waarvoor de ongelijkheden (24) gelden, wanneer we hierin k
oor k+1 vervangen, Wegens het principe van volledige inductie is
dlermee de stelling bewezen.

Deor toepassing van het theorema voor k = N vinden we dat de

ergelijking (18) N verschillende positieve wortels )1" . .y A heeft
lij elk der elgenwaarden); " bepalen we rmu met behulp van (17) de

(&) (M
ijbehorende eigenvectoren ( % 1900 )1).
) Deze eigenvector wordt door (17) slechts op een factor na bepaald.

()
We doen een bepaalde keuze; de verkregen getallen g;} z1ijn dan

bekende grootheden.



Ow

Omdatj\l,..*,i}N.onderling verschillen
lineair onafhankelijk, waaruit volgt

(1) o(1l) |
1 " 4N

?zijn!deze eigenvectoren

® « @9

€20 N e e
g(N) > (N)
1 N
Stellen we
(28) Ky = 51+ oen s 0wy (k = 1,2,...,N)

dan is wegens (15)

_ 2
(29) L)(k v §

1

(k = 1,...,N)

Als Y de positieve wertel voorstelt uit de positieve eigenwaarde
A s dan volgt uit (29)

Xy= 2, 1[15’) (k = 1,2,...,N)

waarin Zo(x) een cylinderfunctie is van de nulde orde. Wegens (8)
en (28) geldt

= lim X (f)" lim z (1 \/:;S’) (k

0L~ ¥ o0 °<?4‘°
Dit 1is slechts mogelijk voor

Ay =7 1o 5V el ) (k =1,2,...,1)

waarin H(l) (x) de Hankelfunctie van de eerste soort en nulde orde,
en waarln a, een constante voorstelt. Dus

(30) & ()= 2y K.(/ka) (k = 1,2,0..,1)

waarin de z.g. Bngelse functie Ko(x)= -g—~ i Kél)(ix) voor x»0 een

monotooh naar nul afnemende positieve functie is, waarvan uitvoerige
tabellen beschikbaar zijn.

Il

1,2,lvu ,N)

Hiervoor geldt ondermeer

d K _(x) \
(31) ......3_9...;_.. = - K, (x)= - -‘;-- () (1 x)
o — om+1
- m+l ,
(32) Kl(x)m %‘ + Z % Slog 2 7z - %T’(mﬂ)w% 7’(m+2)%

met

waarin X de constante van Fuler voorstelt (vgl. Watson, Bessel



functions, blz. 80). Uit (30), (31) en (32) volgt

aX
(33) lim @ =—= = - o = CO.N
f‘ﬂ"? df a'k (k 132y ’ )
Verder geldt wegens (8) en (28) dat
d \
(34) = gk) 1lim - “‘""d"‘tl (k = 1;**'7N)
pao’ Y

Nu hetben we wegens (12)
d
lim ;Vl = - q/a
es0 ¢
dan volgt uit (33) en (%34), dat &, = +Gt‘§
en dus wegens (30) dat

(35 X W= 4f ) &, (A p) (k= 1,0..,N)

(k) (k

1 = l’ttl’N)

Wegens (27) heeft het stelsel vergelijkingen (28) een eenduidig
bepaalde Oplossi$ van de vorm

K=zl
waarin bj k(j,k = 1l,...,N) bekende getallen zijn. Met (35) volgt uit
’

(36) NV }
ijk ggk) Ko((‘;’kf) (j = 1,...,N)

(37) L=
T3 ?/ém,

waarmee de wplossing van het gesteldec probleem is gevonden.

Toepassing. Zij N = 2. Vergelijking (18) wordt nu

il
@

ofwel

I
O
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met als wortels

Vervolgens bepalen we de grootheden (jk) uit de met (17) cor-
responderende vergelijkingen

(0( ,],pl ,_'%( ) (k) qu ;(15) - 0

(k = 1,2)
§9% (o, =) FE =0
Als eplossing kunnen we nemen
(40) (K)o A en g(g) -3, (k = 1,2)

en (28) wordt nu

Xl = (o, -A VY1 21T
Xo = (X, -A NEREAE

en de met (36) overeenkomende oplossing van (41) is

Yl "bnxl “'blzx 2 =

(41) _
A =X

‘t’z “""bzlxl +b22X (m =N

Voor de oplossing (37) vinden we nu
\rl‘xm {() qZ)K (*[—-' f)*‘ (0( ?ﬁz)K (\f_—‘f}
(42)gen A-%,) O(,-A,) | *-
’ YQ = q, ﬁl (i “; i { - KO (m())*‘ KO ( ﬁ-; r)]
' f2 1" "1 ' 2 '

De combinatie van de formules (3), (9), (14), (39) en (42) geeft
voor N = 2 de oplossing van het gestelde probleem.

X, +

Probleem B, Laten R en h positieve constanten voorstellen en zi)

(fo(x,y) als volgt gegeven

voorf-v 7

voorr>R.

(46)
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Laten verder ﬁl, 0(2, dl en d2 gegeven positieve constanten zijn, en
stel nu

(47) 0(1 = d4 voor (’éﬁ
5 VOOor f,}R

Gevraagd wordt de oplossing (??l(f) ‘fz(f")) van het tweetal simultane
differentiaalvergelijkingen

= d

d
. ‘P:L

{: X @1 =PI+ P F)
dz‘f2’2 N f f = of ((fz %_

zodanig cfa‘t de functies ‘Pl(f) en %z(f’) voorg’m— R tenminste €énmaal
differentieerbaar zijn en voldoen aan de randvoorwaarden

(48)

] Qu
— |V
ks
Lol )

1 i = .
(49) 1moo((9 (\ (3 = 1,2)
@.(0)
(50) -ﬁ'———‘ = 0 (7 = 1,2)

°f
Opm. Dit probleem correspondeert met het geval dat de derde leemlaag
endoorlaatbaar 1is (03 = 0 en @2 = 0); terwijl de oorspronkelijke
grondwaterdruk (fe «} kunstmatig met een bedrag h wordt verhoogil
(bijvoorbeeld door een cirkelvormig bassin). De grootheden ™y, X,
en [5 1 worden als vroeger loor (3) wordt gedefinieerd. Hierin za.jn
kl’ 51 Dl’ D2 en c, constanten, doch ¢, neemt voor r&-’- R en f’ >R
verschillende constante waarden aan.

We stellen nu voor Jj = 1,2

\Yj(x):?j(x) -1 -nh alsf’{ R

Yj(X)m (f’j(x) -1 als f) R

Dan volgt uit (46) en (48) voor f*R dat To(x)x 0 en

(51)

(52)

terwijl de randvoorwaarden (49) en (50) overgaan in



d

(53) ' lfi;njj(f )= 0 (j = 1,2)
d Y. (0
(54) -—-t'l——-)- = 0 (3 = 1,2)

Beperke:n we ons vooreerst tot het geval, dat §< Ry voor deze

waarden 18 O(l = dl een positieve constante. Analoog met (39)
stellen we

«A _ dl+%(2+{31i #(dﬁ142)2 ‘-'f- 40(%[_3; -
1,2

2

en overeenkomstig met de vergelijkingen (28), (29) en (40) volgt
dat de functie

voor f %, R voldoet aan de differentiaalvergeliijking

(56)  ——= + = —== =

i _ aX
In verband met (54) en (55) hebben we ——a—lé—(—g)- = 0 en wegens (56
volgt dus voor g’ C R i

(577 Xy = vy (YA L@ (k = 1,2)

met p, constant en Io(x)= Jo(ix) waarin JO(X) de nulde Besselfunc.-
tle voorstelt.

Lost men uit de vergelijkingen (55) \}’1 en \f’z op, dan vindt men

Stellen we

1 ____dz""d‘z"' "
/“1,2 = ;

en maken we gebruik van de randvoorwaarden (53), dan volgt geheel

analoog




waarin q; en q, constanten voorstellen.

Stelt men nu de veorwaarde, dat door (58) en (59) voor ffﬁ'
resp. fk R gedefinieerde functies Cfl(f) en C‘f”?(f) vVoor fn’ R aan
elkaar slulten en dat ook de afgeleide geen sprong maskt, dan volgt

d
wegens (31) en Ix Io(x):: Il(x)

Uit de vier vergelijkingen (60), (61), (62) en (63) lost men
nu de vier onbekende constanten P s Poy Q5 en 4, Op. Dan geven (fd}

en (58) de oplossing van probleem B.




