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Voordracht door Dr H.A.Lauwerier in de 

serie Actualiteiten, gehouden op 

Zaterdag 27 November 1954-

1. Onder een scheve afgeleide van f x,y verstaan we 

o __ f_ 
X '1 y 

..... cos w 
clf 

¥t..l ,,n•mr•:: 

6X + sinw 
0f 

Sill& ,7p:; l J•t:ta, 

cly 
1. 1 

De ho ek (...L,.) heet de 

in de richting w 
de li1niet van 

richting van de a~geleide. De scheve afgeleide 

in een punt kan worden verkregen als 

lim 
~ --">P 

0 

waarbij Pop de 

Indien f het 

dus 

1 i j n x = x + t o o s w, y ... y + t. sin w 
0 0 

reele deel van een complexe analytische 

• + J.. g x,y ' z 
• x+iy, 

• 
J..S 

c) f 
· o x,y w 

Re e 

• 

iw dw 
dz 

ligt. 
functie is, 

1. 2 

In elk punt v~n C kan de scheve Beschouw nu een contour c. 

afgeleide betrokken warden op de coordinaten x,y van het gebruikte 

assenstelsel, maar het is vaak voordeliger de 

maal als hoofdrichtingen te kiezen. ·iden we 

tangent en de nor- 00 

de tangentiele af,,m, 
. <l 

geleide aan 1·11et --"l5·5·- en de normaal afgeleide recht s van de krom••· 

me met 

Geldt 
• 

d 
«4 ,.,_, I 2... Z i I .#fflllt 

<>n dan is 

"?) f 
----

c) n,s w 
• weer 1.2 

;) f 
en lS V 

v n 9 s Re 
• (..,A J 

df 
cos lcJ un 
de richting 

Y +Cd i dw 
e dz 

+ sin w J :f 
.,....o C I 1 U : ➔ ii 

v r 
van de normaal, dan is 

• 

1.5 

2. Een karakteristiek 
het volgende 

probleem met een scheve afgeleide is 

• 

f 
I 7 UL b.fuW LHJI & t:U.1111 _._ + 

- f -~- h z n, s w · 

0 
• 

in gebi.ed S, 

• 

op rand Co 
• 

\ 

• 



Co 

We vermelden 

W= 

W= 

0 
2 

fr 
2 

• 

• 

als bijzondere gevallen 

Probleem van Dirichlet. 

obleem van Neumann. 

w 

Gemengd probleemo 

3. Problemen met scheve randvoorwaarden t,2 ·komen voor in 

de _, drodynau1ica bij de getij dentheorie en in de electrici tei ts·· 

theorie bij de verschijnselen optredend bij een gekruist elec­

trisch en magnetisch veld Hall-effect o 

Beschouw b.v. een vlak metalen plaatje waarin een electrisch 

veld met potentiaal V heerst en waarop loodrecht een magnetisch 
.. ~ 

veld aangebracht is. Is K de eenheidsvector loodrecht op het 

plaatje dan is de stroomdichtheid J a.v. te schrijven 
--'!r.~ • , 

J = ZIC o( \/ V .,. V )<_ k 3.1 

])e constanten r.L en f.> hangen af van het medium en van het 
• ➔ 

magnetische veld. De continufteitsvergelijking is \] J = 0 
__..,..:). l: 

en de randvoorwaarde is n • J = o. 
·~ 

Indien Vo1. = ?f:> ~ k is V harmonisch en voldoet aan de 

rand aan een scheve randvoorwaarde n.lG 

V 0 n,s 
waarbij arg cA- + ~ i • 

Het stationaire gedrag van een vlakke roterende zee kan be,.·,, 

schreven warden door het stelsel 

y 

iJ u 
111•:ae, <,' .,. 

?lx 
cu 

ntzr,....._ 

7ly 

0 

V'l 1 
'Fl ·2 

waarbij x,y cartesiaanse coordinaten; 

van de totale stroom; u verheffing van het wateroppervlak boven 

ger.aiddeld ni veau; _ i\ 

wrijvingscoefficient; rotatiecoe:fficient c oriolis•--kracht ; 

g versnelling van de zwaartekracht; h de diepte c 

en u 2 uit 3.3 geeft 

fl u 3.4 
' 

waarbij het rechterlid een bekende functie is, n.1. een lineaire 

combinatie van de uivergentie en de rotatie van de windvector 
• 

beschouwd kan worden als he-t reele deel van een analytische 
• 



• 

nctie w z. 

Nu de randvoorwaarden. Aan de 

lijn. Is weer v de richting van 
• uj cos a., + u 2 sin v 

Dit leidt voor u tot 

met w arg .i\ + 

. . 0 
d n,s w 

fli ' of 

st volgt de stroom de 

de normaal, dan is dus 

o • 

3 • 

Re 

Aan de grens tussen een 

e 
dw 
dz 

0 

ondiepe zee en een 

impliceert dat 

3.6 

oneindig diepe 
• oceaan 1.s u 0 hetgeen · 

~ u 

• 

Re 
I-' •. 

e 
dw .. 
dz . o. 

Om nu de vergelijking 3. 4 met rechterlid op te loss en ma-·• 

ken we op de belcende wijze gebruik van de tussenstap om een 

Greense functie te vinden welke aan de homogene vergelijking 

voldoet, maar die een logarit~~ische sin~ lariteit bezit. 

4• ~• Bepaal een Greense 

halfvlak y > 0 met 

waa.1:r-bij 

en met de 

11 G = 0 , 

(./') ln 

randvoorwaarde 
~ G 0 

functie G x,y, 

• ii ! I I . ' ' " ' 2" . 
x- t.., + 

y ,. 0. 

Y··· 1 

• 

in het boven-

2 "I • 

in 

Besehouw Gals het reele deel van een analytische functie 

w z • De functie _ ln z ... t, voldoet bijna. Spiegeling geeft 

de functie ln z- ~ o Een geschikte lineaire combinatie van de••· 

ze twee blijkt te voldoen: 

In 

G 

w 

reele notatie 

ln 

b. Bepaal een Greense 

met 4.1 , 4.2 en 

G 
x,y. 0 

+ cos 2 w ln 

c. 4.5 

funvtie in de strook \xl < a 
• 

bij X + a. 

+ 

• 



q.. 

Herhaalde toepassing van het leidt tot 

w ln sin 
z ... 
4a 

-7r ... e cos 

~• Het analoge probleem bij een cirkel b.v. 

G 
r,c.p w 

0 r 2 2 
X +y 1 4.8 

levert een kleine motilijkheid op orn.dat volgens Gauss 

~ G 
"Wf)iH. ,:,,11;, •• r,1111•• ds 

b n 21r 4.9 

Voor G.J is het 
, ... 
Jt 

van 4.9 wegens ge, ... 

lijk aan O hetgeen betekent, dater geen Greense functie met 

de eigenschap 4.2 bestaat. Het lukt wel wanneer we ~wee lo­

garithmische sin~ lariteiten met tegengestelde intensiteit 

toelaten. Aldus voldoet. 

w --

... in 1 · 1 +C. 

5. Beschouw nu een enkel voudig sa111enhangend gebied R waar- .. 

ver-­

schillende randvoorwaarden behoreno 
~ G 

G 

. w 
t 

n, s w'l.. 

0 

0 0 

Beschikkend over het machtige hulpmiddel van de conforme 

afbeelding ..... nnen we di t probleem terugbrengen tot een soort••· 

gelijke opgave voor een halfvlak b.v. 

Re dw 0 0 9l'ilw ; e;;s ta y dz 

iW dw Re 0 0 e ... .-.t:H '411 l I' I :w.._,.- y dz 

Hieraan voldoet 
W/4-- W/n-w dw ~ z Jt _,..._, ·■ iiiA _..,. .... ~-4el\''""'· 

dz ~ C: z z 
waarbij ~ z een gehele functie is. 
het gedrag op oneindig voor G wat voor 
worden. Is G logarithmisch oneindig voor 

juist een constante. 

De functie 00 

w 

G =-Re -•·1• ir' 
s •rm- 1 7 tt r ~ lllt:1!1111' 

$ - ~ 
z 

X > 0 
• 

5.2 
X < Oo 

z 9 5.3 

Het hangt nu af van 

z gel-cozen moet 

\Z l - ~ <.io 

?.i ch in als 

• 



•· 6. Een ui tbreiding van het in 5 bestudeerde probleem 
leidt tot het volgende. ~/ten vraagt een ftu'lotie w z te bepa-, ... 

len welke analytisch in het bovenhalfvl.a.k y > 0 is, aldaar in 

een pool met resiru. 1 heeft en zich op de rand y., ;:;•; 0 a. v. 
ged.raagt · 

< X < 
..• ro 

' 

:x: .. 
J 
X 

0 
w .. 

J 
Hieraan voldo-,t 

w 

waarbij 

Re 

. - + 00 
' 

l.c..) • 1 ''' w ! 

--• _,J n ,,,_.,_;,,,_c.., II . . • 

1T 

en z dezelfde betekenis,heeft ala in 

• • • 

k 

• 

W-w n o 
Hq e:m ~i JP J':Jl!:b I !MIRN\1 I /$,,1 $111~~ 

1T • 

j :.:.~~ O, 1, ••• n, 6.1 

.· 6 ? ·-

5. 

Vw belang is de index 
In het algemeen zijn er k · +1 lineair onafhankelijke oplos•• 

. k] . . aingen omdat voor z de machten 1, z, ••. z gekozen }run,,,. 

nen worden. 
lnP z kunnen we achrijve!1 ala een Btieltjes inte-..-

lA:J· = 0 kiezend is 
0 

lnP z) 1 
rr- ln z-x d x , 

w X -- w. JT -

J 
X • j wae.rbij 

Indien oontinu verandert, due voor y .... 0 

Re 

en indien w(oo)= 0 

6.2 · en de Stieltjes 

• 1 t..u X 
e w -=~-: 0, 

dan is eveneens de 
integraal ·· 6. 4 • 

oplossing gegeven door 

Deze problemen staan in nauw verband met het probleem van 
Rieiuann-Hilbert dat in het boek ''Singular integral equations•' 
'1'at:\ akhelishvili bel1andeld wordt: 

Bepaal een functie ·z a.na.lytisch in een gebied Ren 

oontinu in R+C · gebied +rand•. zodanig dat op de rand 
Re a+bi ,, .. o 6.6 

waarbij a, b, c gegeven reele ..,_,. ncties zijn. 
Hilbert hee:ft dit probleem oorspronkelijk herleid tot een 

singu.liere integraal vergelijking. 
In het boek van, ~Jiuekhelisvili wordt di t probleem opgelost 

voor oirkel en , ·1fvlak waa.rbij voortdu.rend gebruik gemaakt 

wordt van Cauchy integralen van het type 



6. 

1 

C 

.• . ·=-a+bi ·. tuaaen deze integraal en die van 

6 .4} is onmiddeiltj\< duideliJk. 

'7. Indian de gezoohte functie niet meer aan de potentiaalverge­

lijking voldoet vervalt het analyt1sche apparaat practisch en moe- · 

ten andere wegen ingeslagen worden. Indien echter de gegeven diffe · 

rent1aalvergel1~iking veel op de potentiaalvergelijking lijkt, b. v. 

2 

ox ·y 

kan men nog wel m1t bereiken. Van de indirecte methoden vermelden 

wij 1. herleiding tot een. singul1ere· integraalvergelijking. 

2. 1 ter,atiemethoden. 

y;Jij zullen ons hier echter beperken tot directe methodenwaar . 
een explioiete oploaaing mogelijk is. 

B,esohouw b. v. 

te vinden welke in 

het probleem om een Greens•e funct1e 
het boven .· .· lfvJ.a.k y ) 0 aan 

2 -··. = G 
~x ay 

' 

7.2 

voldoat, bij t, een singulariteit als 4 .. · ·. bezit en waarbij de 

scheve afgeleide in de richting C--.) op de rand y=O nul is: 
aG . ;r.G cos w - ~t- sinw. ::::, o 
'))X oy Y ,.,.. 0 

J I 19i; . 7.3 

Een functie wellce 

singulariteit in t, · 
aan,7~2. voldoet en welke de voorgesch~even 

K .· 
0 

heeft is 
... ~. ..,., ... -,o·'f;-·"•-··•ffl-~""~-~-~p 

X - (. , ~- y ~-1 . 

GI() 
., .. y- ··. Chu + 1 

e 
., 

Om nu aan 7.3 te voldoen passen wij het apiegelingsprincipe toe 
en stellen w1j co . 

. " 

• 

• 

~, 

·:!' ·· ·. •. ( u.) exp 
• 

··, y·t· · Chu.+1 x- · Shu · du,. 

= -
1cos wShu ·i .. sin wChu 

• - -. . .. . .. •.. .. . 7 ... .. 
iCOSC-t.)Shu - ainw Chu Sh u +tJi 

• 



1. 

8. Indien het be$chouwde gebied een'Bector is~ nnen we met 

behulp van de Laplacetransformatie de vergelijking 7.2 weer 

tot een potentiaalvergelijking herleiden en kan dus een expli .. -

ciete oplossing verkregen worden. 

In poolcoordinaten is n.l. 

1 ~ "'a G 1 G 8.-1 r ..... I I" I 3QQ + «'I IL FTJ:V"! . 

0 0 r r r 

Stel nu c.o 
•-rChs s, Shs Gdr, • JP e 

Gr, 1 
•• 1, cc:• 
27rl 

s, t.p ds 1 

J._ 
• dan gaat 8.1 over in 

. + :::::, 0 •• 

Een scheve randvoorvvaarde van het type 
a G . i) G 

cos u..) --- + r s1.n w - ,., 0 o( 
)r 

.. -• 

gaat ier 1J over in 

cos c..J ,.,. sinW 0th sf' ,.... 0 
•• 0 8.5 

'f: Ol. 

Dit probleem kan nu met de theorie van 6 opgelost warden. 
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