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Bel der Konstruktion von gleichver%eilten Folgen in
einer nicht-kommutativen kompakten Gruppe X tritt die
Frage auf, unter welchen Voraussetzungen sich das Haarsche
Mass auf X als Faltungsprodukt der (auf ganz X érweitevten)
Haarschen Masse von Uhtergruppen darstellen 1l&#sst (vgl. [5]
Satz 1 und [4]). Ein einfaches Kriterium hierfiir 1l4sst
sich aus dem Peter - Weyl'schen Satz innerhalb der
Darstellungstheorie ableiten (s.[7] ). In [4] und [5]
werden hinreichende Bedingungen angegeben, die zum Teil
auf dieses Kriterium zurlickgehen, in lhren Formulierungen
aber nicht mehr ummittelbar darauf Bezug nehmen. Diese |
Bedingungen sollen im folgenden zu notwendigen und hin-
relchenden Bedingungen verschérft und durch elnige weitere
ergdnzt werden, die unter dem Gesichtspunkt der Theorie
der Gleichvertellung ebenfalls von Interesse sein k&nnen.

Es sel X eine kompakte Hausdorffsche Gruppe mit Einheits-
element e, F die o-Algebra aller Borelmengen in X und
C(X) die Menge aller stetigen komplexwertigen Funktionen
auf X. Ferner selen Y und Z zwel abgeschlossene Unter-
gruppen von X, Mit u,n und ¢ bezelchnen wir bezlehungswelse
die normierten Haarschen Masse auf X, Y und Z, und mit n'
und %' die durch

n'(E) = n(En Y)
flir alle E ¢ ¥
t'(E) = ¢(En Z)

definierten normierten (und reguléiren) Masse auf X.
Das Faltungsprodukt n'xtg' ist definiert als jenes regullire
Mass auf X, fiir das

éf(x)d(rf x g')(x) = £ £j(que)dn:(x1)dcx (x,) =
[ [£(yz)an by) dg (z) rlr alle
7 Y

f e C(X)
gilt.
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Es sei v = LD(A):AeA} ein vollst#ndiges System nicht
dquivalenter irreduzibler unitérer stetiger Darstellungen
von X. Mit ‘= {D(A):A € A'} bezeichnen wir das durch
Streichung der trivialen Darstellung erhaltene System.
Die Darstellung p(? ) sel vom Grade n, und g(}) o D(A)(e)
(falls kein Missverstfndnis moglich ist, lassen wir den
Index » klnftig weg). Wir fassen D(X) = {D(x): x e X}
auf als Gruppe unitérer Transformationen eines n-dimensionalen
unit&ren Raumes M (der.zul geh®rigen Darstellungsmoduls).

Def.1: Fiir De & und xeX sei F(x) der Unterraum aller zum

Eigenwert 1 gehdrigen Eigenvektoren der Transformation

D(x) in M. Ist X, elne Untergruppe von X, dann sel F(X1)=£2XF(X).
Die Dimension von F(x) ist die Vielfachheit des Eigen-

wertes 1 in D(x). Die Dimension von F(Xq) ist die Anzahl

der in D enthaltenen trivialen Darstellungen von Xq. Die

Untergruppe X, wird durch das System {F(A)(Xq) : A eh}

elndeutig bestimmt (s.[3] 5.).

Hillfssatz 1: Flir Jede Darstellung Dew ist die Transformation

P(Y) = [ D(y)an(y)
der Projektor auf F(Y)..
Bewels: Wir bezeichnen mit A" die zur Matrix A ad jungilerte
Matrix. Da die Darstellung D unitir ist, gilt

lav)
=
Il

[ D*(y)an(y) = [D(y™Nan(y) = [ D(y)an(y) = B(¥),
Y Y Y

N
o
=<
Nt
Ii

-J D(y4)an(y,) f D(y,)dn(y,)= [ I D(¥.435)dn( vdn(y,)=

gémmmuwmm%f= [ B(Dan(yp) = B(¥).

Also ist P(Y) ein Projektor auf einen Unterraum Fjq.
Ist f €in Spaltenvektor, der einem Element aus F(Y)
entspricht, also D(y)f=f fiir alle y ¢ Y, dann gilt



P(Y) = [ D(y)fan(y) = [ fan(y) =
Y Y

woraus F(Y)c:F1 folgt. Stellen wir uns D so transformiert
vor, dass D als Darstellung von Y in vollsténdig reduzierter
Gestalt erscheint (dies liurt auf eine andere Basiswahl
in M hinaus), dann sehen wir bei Beachtung der bekannten
Relationen fiir die Koeffizienten irreduzibler Dabstellungen,dass
die Dimension von Fq gleich der Anzahl der in D enthaltenen
trivialen Darstellungen von Y, also gleich dim F(Y) ist.
Es gilt also F, = F(Y).

Die besprochene Transformation von D kann man {librigens
auch verwenden, um dle anderen angeflihrten Elgenschaften
des Operators P(Y) abzuleiten; nur muss man dann iiber-
legen, dass diese Transformatlon mittels einer unit8ren
Matrix durchgeflihrt werden kann.

Im folgénden bezeichnen wir den Rang eines Operators A
( = Dimension seines Bildraumes,
= n-Dimension seines Nullraumes) mit rA.

Hilfssatz 2: Es seien Nq, N2 Unterrdume von M und P1’P2
dle zugehdrigen Projektoren. Folgende Aussagen $ind #quivalent.
1) N, L N, _
2) P,P,=0
3) PP =0
h) P,+P, 1st ein Projektor
5) r(E- Pq)(E P2) = n-rP,-rP,
6) r(E- P2)(E -P ) = n-rP,-rP,
7) r(E- -P - Pg) =n - rPy - rP,
8) r(E-P -P2) = r(E—Pq)(E—Pg)

9) r(E- P, P2) r(E—Pz)(E—Pq).
Bewelg: Aus Symmetriegrﬁnden genligt es, die Bquivalenzen
Ne2)al)e5) «T) «>8) zu beweisen, von denen wieder
1) <> 2) e 4),aus [2] 527 Theorem 4 und §28 Theorem 2
entnommen werden kdnnen. Der Operator PiLifE-Pi ist der
i von Ni(i=1,2)a

Projektor auf das othogonale Komplement N



1)« 5): Nach dem Isomorphiesatz gilt

L ~ o L
N, +N/.. = N>~/ L
1772 N, 2 'NynN;?

also L L L iy : i
(1) « rPy Py =dim Nj —dim(N,]n NS ) = n-dim Ny- -dim(N nNé).
Der letzte Ausdruck ist genau dann gleich n-dim N2~dim N1

L
wenn N1~N1rwN2 , also N,]c:N2 gilt.

1) &> 7) Der Nullraum des Operators E-P,-P, ist
1 ,
{veM:(E-P,l—Pe)v = 0} = {veM:Piv= Pi\’r}
= {veM:P v= P v}
- . L 1
= {V1+v2'v1 € N,nNy ,v, € N nNe}

=(N,n NéL)+(N;L]nN2) :

/l
Hieraus folgt

(2) r(E-P,-Py)= n-dim(N,n N7)-dim (N;n Np).

Der 1etzte Ausdruck ist dann und nur dann gleiéh n- PP1—rP2
=n-dim N1—d1m N2, wenn Nq—Nqn N2 und N2 Ngr\Nq, also
N,‘.LN2 glilt.

1) «28) Aus (1) und (2) folgt, dass r(E- P, P2) =rP
genau dann gilt , wenn dim (N NN

. Fomyl=
N,& N gilt.

L 1
1 2
dim N2, also

Wir wenden belde Hilfss#tze nun auf unsere besondere
Frage stellung an.

Satz 1. Die folgenden Aussagen sind &dquivalent

1{)‘- =t

2) u=g'xn

3) n‘*%'— g% und YZ(=2Y)=X

4)F(}‘ (Y)L ( )(z) fiir alle Ae¢ A’

5)p (2 )(Y)P( )(2)=0 riir alle ren’

I)P(A)(Z)P( )(Y)=0 fiir alle re!

72 (1)) (2)2f DM (x)da(n 1+ ¢1)(x) ist idempotent
flir alle AeAl!

8) r(&(*)p(M) vy (m-p)(z2) -« -rp?) () -rp(M) (2)

" fiir alle re A

9) (M _p(M) (7)) (m-p1 ) () mAHPP(A)(Y)-r’P()\)(Z)

fiir .alle ren’
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10) P(E(A)—P()‘)(Y)—P( A)(Z))-: nA—PP(}‘)(Y)—r’P(A)(Z)
fiir alle re A’
1) e (B2 ()2 (2)) = w2 M) (v 8 2 (M (2))
fiir alle AeA! A E
12) r(E<A)—P(A)(Y)-P(A)(z)) = r(E(A)bP(A)(Z)) (E(A)—P(A)(Y»
flir alle reAl'.
Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es wieder, die

Bquivalenzen 1)<=3)emh)e5) e3T) e=8) «=10) &211) zu
betrachten. Die Equivalenz 1)<e=5) folgt als Sonderfall

aus [77] Theorem12(s. auch [[5] Satz 2). Die Equivalenzen
LYea5) e 7) & 8) &=310) &a11) folgen aus den Hilfss&tzen
1 und 2. Aus 3) folgt 1) nach [5] Korollar 5.1, umgekehrt
ist 1)#guivalent mit 2) und aus beiden zusammen folgt 3).
Flr die Konstruktion gleichverteilter Folgen 1in X ist
der Fall von besonderem Interesse, in dem die Untergruppen
Y ubhd Z monothetisch sind, d.h. durch jeweils ein einziges
Element a bzw. b erzeugt werden. In diesem Falle lassen
sich notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Gliltigkeit der Aussagen 1) bzw.2) bereits mit Hilfe der
Transformation D(a) und D(b) formulieren:

Satz 2. Es selen Y bzw.Z die durch die Elemente a bzw.
b erzeugtan Untergruppen von X. Dann ist jede der Aus-
sagen 1) - 10) in Satz 1 Hquivalent mit jeder der
folgenden Aussagen:

13) P M (a) LM (b)) pur alle aenr.

wy (MM a) @M)Wy = e M ey +
+ e (M) pyy - n, fir alle aed's

(x)

15) e(M) M by @)D (@) = p@E™ ) (ay+

+ P(E(A)—D(A)(b» - n, flr alle Aeh',
Beweis. Es genligt wieder die Equivalenzen 4)e=13) e 14)
zﬁ betrachten. Die Equivalenz 4) «13) folgt aus den Bezie-
hungen F(A)(Y) = F(A)(a) und F(A)(Z) = F(A (b) fiir alle
red (s.[5] 5. und Lemma 2). Wir beweisen noch die
Kquivalenz 13) & 14),
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Der Operator D(b) lisst F(b) elementwelse und F(bfL als
ganzes invariant. Der Operator (E-D(b)) hat also den Null-
R ' os
raum F(b) und den Bildraum F(b) . Analoges gilt flir den
Operator (E-D(a)). Nach dem Isomorphiesatz gilt wieder
1 ~ L
F(a)+F(Db) /F(a)" F(b) /F(a)n F(b)- !

also r(E-D(a)) (E-D(b)) = r(E-D(b)) -dim(F(a)n F(b):).
Nud 1st n-r(E-D(a)) = n—dim.F(a)L = dim F(a) und diese
Zahl ist genau dann gleich dim (F(a)n F(b)L), wenn
F(a)cF%bIL,dJL Fla)L F(b) gilt.

Setzen wir spezlell b=e, dann erhalten wir die
bekannte Aussage, dass das Element a genau dann die
ganze Gruppe X erzeugt, wenn P(E(A)eD A)(a)) = n,,
d.h. det (E(A)*D(A (a)# 0 fiir allerel' gilt [1].

Literatur
fiI1 B. Eckmann: Uber monothetische Gruppen. Commentarii
math. Helvet. 16, 249-263 (1943/44).
2] P.R. Halmos:.Introduction to Hilbert space and the
theorie of spectral multiplicity. Chelsea
Publishing Company, New York 1957.
[3] G. Helmberg: Generating sets of elements in compact
groups. Pacific J. Math. 9 1083-1096 (1959).
[4] —:Ein Satz {iber Gleichverteilung in kompakten Gruppen II.
Monatshefte f. Math. 63, 368-377 (1959).
[5] —:Zerlegungen des Mittelwertes fastperiodischer
Funktionen I. J. relne u. angew. Math. 207,
31-52 (1961).
[6] —:Eine Familie von Gleichverteilungskriterien in
kompakten Gruppen. Monatsheft f. Math. 66 ,
bq7-423 (1962).
ﬁﬂ Y. Kawada: and K. It8: On the probability distributions
on a compact group I. Proc. Phys. - Math. Soc. Japan
« (Ser. 3) 22,977-998 (1940).



