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Bei der Konstruktion von gleichverteilten Folgen in 
' einer nicht-kommutStiven kompakten Gruppe X tritt die 

Frage auf, unter welchen Voraussetzungen sich das Haarsche 
Mass auf X als Faltungsprodukt der (auf ganz X erweiterten) 
Haarschen Masse von Untergruppen darstellen lYsst (vgl. [6] 
Satz 1 und [4]). Ein einfaches Kriterium hierfUr llsst 
sich aus dem Peter - Weyl'schen Satz innerhalb der 
Darstellungstheorie ableiten (s. [7] ) . In [4] und [5] 
werden hinreichende Bedingungen angegeben, die zum Teil 
auf dieses Kriterium zurilckgehen, in ihren Formulierungen 
aber nicht mehr ummittelbar darauf Bezug nehmen. Diese 
Bedingungen sollen im folgenden zu notwendigen und hin­
reichenden Bedingungen verschlrft und durch einige weitere 
erglnzt werden, die unter dem Gesichtspunkt der Theorie 
der Gleichverteilung ebenfalls von Interesse sein k5nnen. 

Es sei X eine kompakte Hausdorffsc_he Gruppe mit Einheits­
element e, $, die a-Algebra a ller Borelmengen in. X und 
C(X) die Menge aller stetigen komplexwertigen Funktionen 
auf X. Ferner eeien Y und Z zwei abgeschlossene Unter­
gruppen von X. Mit µ,n und r.; bezeichnen wir beziehungsweise 
die norrnierten Haarschen Masse auf X, Y und Z, und mit n' 
und r.;' die durch 

n'{E) = n (E f'\ Y) 

filr alle E E:. 'tr 

t'(E)= t;(Ef'\Z) 

definierten normierten (und regullren) Masse auf X. 
Das Faltungsprodukt n' x r.;' 1st definiert als jenes regullre 
Mass auf X, fUr das 

gilt. 

/r(x)d( n' x t' ){x) = 
X 

J f f(yz)dn ~Y) dr,; (z) fUr alle 
z y 

f E. C(X) 
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Es sei 1Y = (.D( >,.): >,.€.A} ein vollst1:indiges System nicht 
~quivalenter irreduzibler unitYrer stetiger Darstellungen 
von X. Mit '= {D(>,.): >,.EA'} bezeichnen wir das durch · 

Streichung der trivialen Darstellung erhaltene System. 
Die Darstellung D(>,.) sei vom Graden>,. und E(A) = D(A)(e) 

(falls kein Missverstandnis moglich ist, lassen wir den 
Index ?. kUnftig weg). Wir fassen D(X) = { D(x): x E:. X} 
auf als Gruppe unitarer Transformationen eines n-dimensionalen 
unitaren Raumes M (der.zur gehorigen Darstellungsmoduls). 

Def .1: FUr De, o· und X€.X sei F(x) der Unterraum aller zum 
Eigenwert 1 geh~rigen Eigenvektoren der Transformation 

D(x) in M. Ist x1 eine Untergruppe von X, dann sei F(X1 )=x~XF(x). 
Die Dimension von F(x) 1st die Vielfachheit des Eigen- 1 

wertes 1 in D(x). Die Dimension von F(X 1) ist die Anzahl 
der in D enthaltenen trivialen Darstellungen von x1 . Die 
Untergruppe x1 wird durch das System { F( A) (x1) : A 1:: A} 
eindeutig bestimmt (s.[3] 5,). 
Hilfssatz 1: Fur jede Darstellung D E.11' ist die Transformation 

P(Y) = J D(y)dn(Y) 
der Projektor auf F(Y)! 
Beweis: Wir bezeichnen mit A* die zur Matrix A adjungierte 
Matrix. Da die Darstellung D unitar 1st, gilt 

* I * P (Y) = D (y)dn(y) 
y 

= f D(y-1 )dn(y) = f D(y)dn(Y) = P(y), 
y y 

Also 1st P(Y) ein Projektor auf einen Unterraum F1 . 
Ist f efin Spaltenvektor, der einem Element aus F(Y) 
entspricht, also D(y)f=f fur alley~ Y, dann gilt 



3 

P(Y)f = f D(y)fdn(y) = 
y 

f fdn ( y) = f, 
y 

woraus F(Y)c F1 folgt. Stellen wir uns D so transformiert_ 
vor, dass D als Darstellung von Yin vollst~ndig reduzierter 
O-esta 1 t erscheint ( dies lYur;t auf eine andere Basiswahl 
in M hinaus), dann sehen wir bei Beachtung der bek.annten 
Relationen fUr die Koeffizienten irreduzibler Darstellungen,dass 
die Dimension von F1 gleich der Anzahl der in D enthaltenen 
trivialen Darstellungen von Y, also gleich dim F(Y) 1st. 
Es gilt also F1 = F(Y). 

Die besprochene Transformation von D kann man Ubrigens 
auch verwenden, um die anderen angefUhrten Eigenschaften 
des Operators P(Y) abzuleiten; nur muss man dann uber~ 
legen, dass diese Transformation mittels einer unitaren 
Matrix durchgefuhrt werden kann. 

Im folgenden bezeichnen wir den Rang eines Operators A 
(=Dimension seines Bildraumes, 

= n-Dimension seines Nullraumes) mit rA. 

Hilfssatz 2: Es seien N1, N2 Unterraume von M u~d P1 ,P2 
die zugehorigen Projektoren. Folgende Aussagen $ind aquivalent. 

1) N1 ..L N2 
2) P1P2=0 

3) P2P1=0 

4) P2+P 2 1st ein Projektor 
5) r(E-P1 )(E-P2 ) = n-rP1-rP2 
6) r(E-P 2 )(E-P1 ) = n-rP1-rP2 
7) r(E-P1-P2 ) = n - rP1 ~ rP2 
8) r(E-P1-P2) = r(E-P1)(E-P2) 
9) r(E-P1-P2) = r(E-P2)(E-P1). 

Beweis: Aus SymmetriegrUnden genUgt es, die gquivalenzen 
1) # 2) ~4) ¢:> 5) 147) {=98) zu beweisen, von denen wieder 
1) ~ 2) # 4 ),aus [2] §27 Theorem 4 und § 28 Theorem 2 

j_ 
entnommen werden konnen. Der Operator P1 1

=E-P1 ist der 
Projektor auf das othogonale Komplement Ni von N1(i=1,2). 
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1) ~ 5): Nach dem Isomorphiesatz gilt 

N1+Nl· /N1 ~ N21 /N1 ('\Ni, 
(.;)o rP~ p;- =dim Ni° -d1m(N1 n Nt) = n-dim N2-d1m(N1"Nt). 

Der letzte Ausdruck 1st genau dann gleich n-dim N2-dim N1 , 
1 ~ . 

wenn N1=N1 n N2 , also N1 c N2 g11 t. 

1) ~ 7) Der Nullraum des Operators E-P1-P2 1st 

{vE-M:(E-P1 -P2 )v = O} = {vt!M:Ptv= P~v} 

= { V€oM:P 1v= P~} 

H1eraus folgt 

= { v 1 +v 2 : v 1 E: N1 f'I Nt , v 2 E. N~ n N2 } 

=(N1 A Nf)+(N;riN2 ). 

(2) r(E-P1 -P2 )= n-d1m(N1 n N~)-d1m (N;n N2 ). 

Der letzte Ausdruck ist dann und nur dann gleich n-rP1-rP2= 
..J.. l.. 

=n-dim N1-dim N2 , wenn N1=N1 A N2 und N2=N2 ('\N1 , also 

N1 ..L N2 gilt. 
) 1 l 1)~8 Aus (1) und (2) folgt, dass r(E-P 1-P 2 )=rP 1P2 

genau dann gilt, wenn dim (NinN21=dim N2 , also 
l 

N
2

<t N1 gilt. 

W1r wenden beide Hilfssatze nun a~f unsere besondere 

Frage stellung an. 

Satz 1. Die folgenden Aussagen sind aquivalent 

17- µ= n' * -c;; 

2) µ= z;' * n' 

3) rf.~~ '=Z.:'* n' und YZ ( =ZY)=X 
4 )F (A) ( Y) 1 F ( A) ( z) fur a lle A ~ A 1 

5)P(A)(y)p(A )(Z)=O fur alle AE-A' 

: :6 ) P ( A ) ( Z ) P ( A ) ( Y) =0 fur a 11 e A t- A' 

7)P(A)(Y)+P(AJ(Z)=f D(A)(x)d(n '+ z;')(x) ist idempotent 

flir a lle A€ A' X 
8) r(E(A)_p(A\Y)) (E-P(A )(Z)) =n -rP(A )(Y)-rP(A)(z) 

A 

fur . a 11 e A e. A 1 
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11) 
ftir alle A E. A' 
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12) r(E(A)_p(A)(Y)-P(A)(z)) == r(E(A ) __ p(A)(z)) (E(A)_p(A)(Y)) 

fur alle A E. A'. 
Beweis: Aus Symmetriegrilnden genilgt es wieder, die 
J\quivalenzen 1) ~3 )~4 )¢=;>5) ~7) ~8) ~10) ¢::?11) zu 
betrachten. Die iquivalenz 1)~5) folgt als Sonderfall 
aus [7] 'l'heorem 1,2(s. auch [5] Satz 2). Die Jtquivalenzen 
4)¢:::}5)~7)~8) ~10)~11) folgen aus den Hilfssf:itzen 
1 und 2. Aus 3) folgt 1) nach [5].Korollar 5.1, umgekehrt 
ist 1)aquivalent mit 2) und aus beiden zusammen folgt 3). 

Fur die Konstruktion gleichverteilter Folgen in X ist 
der Fall von besonderem Interesse, in dem die Untergruppen 
Y ubd Z monothetisch sind, d.h. durch jeweils ein einziges 
Element a bzw. b erzeugt werden. In diesem Falle lassen 
sich notwendige und hinreichende Bedingungen fUr die 
Gilltigkeit der Aussagen 1) bzw.2) bereits mit Hilfe der 
Transformation D(a) und D(b) formulieren: 

Satz 2. Es seien Y bzw.Z die durch die Elemente a bzw. 
b erzeugten Untergruppen von X. Dann 1st jede der Aus­
sagen 1) - 10) in Satz 1 aquivalent mit jeder der 
folgenden Aussagen: 

13) F ( A) ( a ) J.. F ( A ) ( b) fU r a 1 le A ~A' • 

14) r(E(A)_D(A)(a)) (E(A)_D(A)(b)) = r(E(A)_D(A)(a))+ 

+ r(E(A)_D(A)(b))- n fur alle A€.A'. 
A 

15) r(E(A)_D(A)(b)) (E(A)_D(;~.)(a)} = r(E{A)_DfA)(a))+ 

+ r(E( A) -DP) (b)) - nA fur alle A EA'. 

Bewe is·. Es genugt wiede r die Jtqui va lenzen 4) ¢=} 13) ¢=} 14) 
zu betrachten•.· Die ~quiva lenz 4) ~ 13) foJ,e;t aus den Bezie­
hungen F(A)(Y) = F(A\a) und F(A)(z) = F(A )(b) filr alle 

>,.eA (s. [5] 5. und Lemma 2). Wir beweisen noch die 
.l-\quivalenz 13) #14). 
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Der Operator D(b) l~sst F(b) elementweise und F(bf als 
ganzes invariant. Der Operator (E-D(b)) hat also den NUJ.1-
raum F(b) und den Bildraum F(b)..l. Analoges gilt filr den 
Operator (E-D(a». Nach dem Isomorphiesatz gilt wieder 

F ( a ) +F ( b y1- / F ( a ) ~ F ( bl IF ( a ) '"' F ( b )"1. , 

also r(E-D(a)) (E-D(b)) = r(E-D(b)) -dim(F(a) n F(b)..l). . . ~ 

Nu:rl 1st n-r(E..,.·D(a)) :::: n-dimF(a) = dim F(a) und diese 
Zahl 1st genau dann gleich dim (F(a)n F(b)~), wenn 
F(a)c:F(bl,a.h. F(a).LF(b) gilt. 

Setzen wir speziell b=e, dann erhalten wir die 
bekannte Aussage, dass das Element a ~enau dann.die 
ganze Gr1,.tppe X erzeugt, wenn r(E(>.)_Dp,)(a)) = n>., 
d.h. det (E( A)_D{)i.)(a)); 0 filr alle °AeA' gilt [1]. 
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