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1€ voordracht (UOnderdag 27 Februari 1047)

Asymptotische ontwikkelingen.
IO

‘Verschil in cpvatting omtrent het begrip "convergentie" tussen beoefe-
‘naren der zuivere wviskunde en tussen hen voor wie numerieke berekening
op de voorgrond staat (i.h.b. de astronomen).
Voor den mathematicus is

~7

O jooo ]

1000 - S —
1M zg 7.,
convergent, vo r de practische berekening is het rechterlid onbruikbaar.

Daar-ntegen is . !

” =7 /000
van mathematlsch standpunt &1vergent, maar voor den rekenaar blgzonder
bruikbaar.
In vele gevallen is voor eenzelfde functie ezn ontwikkeling van beide
socrten mogelijk. _
Voorbeeld 1.
277+7

F(x)= f% e dy = Z(~—7) — (N

’/2n+1}

: converg 'nt voor alle waurden van x, maar voor grote waarden van X nume-
riek cnbruikbtaar. Anderzlgds 1s -

F(x)= fe-y‘,/f__ Je dj 1/" je‘f’azj

De overbllgvende integraal kﬁn door partia&le integratle worden herleid
- tot de exacte ontw1kkeling met restterm (
xt m 13 S (2m -7 Nt 7. 3.8 (2m47) ‘
é- {7’4’» 2(7)7 7 2m ) {.“) @ net__2INnH7 }()
1x Z 2 x a(@<7 .
De restterm is hler zeker kleiner (in abs.waarde) dan de eerste verwaar-
loosde term. De reeks zal, onbepaald voortgezet, divergeren, maar is voor
numerieke berekening bij grote waarden van x bijzonder geschikt. ;
Verschil met convegente reeks : Bij gegcven waarde van x kan men niet
garandeeren, dat de fout willekeurig klein gemaakt kan worden. Voor x2>3
kan echter de fout ge ‘ds kleiner dan
| eﬁ 7.3 fm:;;’? & ©,000 000 ooq :
worden gemaakt Hoe gro%ér X, des -te nauxkeuriger vordt de benaderlng.
Voor numerieke berekening is (2) dus zeer goed bruikbaar. Deze ontwikke-
ling is het e=rste voorbe:ld van datgene wat Poincafé cen asymptotische
ontwikkeling noemt. .en bijzonder. interessant voorbeeld is hetvolgende.
Voorbeeld 2 (Laguerre ( 379)) ‘ f’ : :

11(e™X) = / f L2 | (:x)o,)

X
Conv-rgente ontwikkeling (voor Ixi>0}
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Deze ontwikkeling is weer
men alsvolgt te werk:
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onbruikbaar voor grote waarden van x. Dan gaat

1<}

I.h.bes voor x>0 / f;ta{é . e_)‘._[( g('”)#é// .o (.*’)77747 {MH)./ }_*(‘1)
. t T x Br A" ) 0<6<¢7
Ook in deze reeds divergente asymptotische ontwikkeling is de restterm
absoluut kleiner dan de waarde van de eerste verwaarloosde term.

¥n het tijdperk van Zuler en Lacroix werd zonder scrupules de ontwikke-~
ling (4) onbepaald voortgezet. Voor het geval x=1 vond men dan uit (3) en

()‘") )+ C% (_/}7,4_!
17=21431-k1+, . = 1ee(-C+ £ —— )=0,4%036526. .
Litteratuur: e ,

Whittacker-Wwatson Modern Analysis. Chap. VIII.

Borel: Legons sur les series divergentes.

Laguerre: Oeuvres, T.I.,p.428. Bull. de la Soc. math.de France, t.VII.
ftleltjes' Ann. de 1l'Acole normale, 1886, Oeuvres, T.II. - :
Poincaré. Acta Mathematica, t.VILI (1886 ,p.295. |

2e Voordracht (Donderdag 6 Maart 1947.).

Definitie en algemeene eingenschappen van asymptotische ontwikkelingen.

Poincaré noemt de (dtaiv‘ergent veronderstelde) ontwikkeling
(1) | ftz)=% A, 3" arymptotiseh o by

. Y] :
- |27 fr2yatig- B2 B < B2} | = i | 27 Ruf2)] =00
voor alle g‘é’heic'e waarden van nX O. In plaats van (1) kan geschreven wordex
+ ‘
f(z)=A_+ -é;' + Ay :E; (z) \ met £,,{2)~>O’als 2= 00.

Gebruikelijke schrijfw ijzev 00 .

{(1) o 'hzo Ah'Z .

-

slgemene eigenschappen der asymptotische ontwikkelingen.
1). De som of het verschil van 2 as.ontw. is een as. ontw.
2). Het product van 2 as. ontw. is een as. ontw.

3). Als g )
. G(z) ~ '7\?0 A”Z >

00
h=0 <

convergeert als machtreeks in G binnen een cirkel met straal R}z{AOl s
dan kan f£(G) worden ontwikkeld in een as.reeks naar 2z:
o -
£(G)= F(z) v h;; ¢n2 . .
L), ten as. ontw. is termsgewijze 1ntegreerpgar. ) .
5). sen as. ontw. is niet algemecn termsgewljze Aiffer -nlicerbaar.

T e} e X tine a0 uhk).
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Alleen, wanneer f'(x) as. ountwikkelbaar is, dan ontstaat haar ontwikke-
ling door termsgewijze differentiatie van de as. ontw. van £(x).
6). Wanneer f(z) as. ontw. isy, dan is deze as. ontw. eecnduidig bepaald.
Omgekeerd echter behoort niet bij iedere as. ontw. één bepaalde functie.
Er zijn nl. functies L(x)~O 'b.v. e~X). Dan leveren f(x) en f(x)+L(x) de
zelfde as. ontw.

Bij verdere behandeling hebben wij in de eerste plaats te doen met de
volgende twee problemen:
a)ien wetmatig recursief verband te vinden tussen 2 opeenvolgende codffici-
enten Ay, waardoor men in staat is, de as. ontw. will. ver voort te zetten.
b) EZen nauwkeurige schatting van de bovengrens van | Ry(x)|

Ken as. ontw. is eerst volkomen betrouwbaar voor numerleke berekening na
oplossing van probleecm b). Beide problemen kunnen echter slechts in bepaal-
de gevallen in volle omvang worden opgelost. Als voorbe-ld, waarbij dit ge-
lukt, zullen wij de Legendre-polynomen behandelen (Stieltjes).

Asymptotische ontwikkeling van Legtndre—polynomen,,
De Legengtre-pclynomen kunnen worden gedefinieerd door

(1-228+ £3)7r = ;.. Plz) #7
Hieruit volgt: ) - ,w,,,,, 1) ,2,,,-2-’_ m[ﬁ-—/){n-z)(mas) ﬂzm‘-éx g
1,{2) = ““3"{7,;‘7‘)2 § T2(2%m-) 249 {m=-nlam-3)

Dzze uitkomst is niet goed brulkbaar voor grote waarden van n. Dan gaat
men alsvolgt te Wer}(

(zL 223+ ) T =277 Z (x)2="
: n=0 \ })
Deze recks converge@rt voor \ \)'mx;k-w ,} 3~ Vxt Dus:
2 "ol 2 Cl"z mé/ cdh'(,oar '},”“{“}[ o {"%:'X‘F V7,

?(%)3ﬁ.w Voioss o g—aXr V.
Neem x reeel, pckﬂ cor eenvoudige transformatle vindt me

IPIX) 71 é /';iJﬁiw j’zé%%%éfrk

Voer als nieuwe veranderflg (1—u), O<cuxlt. Men vindt:

$ ardz o [ (wdu fi' z"'a/Z "z f?*“’“d“ y
“ M et aroul -4 i j ol
o VzZonz+s 3 vi- K‘/Vuh-[”) o Y>22%y+1? 3 M(h 1&7 T2
' = > el 1O+ B . T R
Stel x= C?f;,o) 4.0(?,;(7?(#) c Vdu € r+3)0+ 3 {/-a)z,{c.g ‘ .?z“, i P2
P\i{m@l) T V76 0, hf;gffé”xz‘:c TV2oa & ?,, /6“"(;' 3@“) Sem)
ogrloopig nemen wij hi /- J
Dan lever%kreeksonthlkkellng er{ termgg‘eglgze :mtegratie de ontvrék {ellng
.*
W A0 g }‘ ........ 2%, . f2n) m(h(-)-&"‘ 12 enfn 0+ ), tey (n x )
8)”7;?‘ 35 (211-&/){ Vo ® .?!w!) V(250! J‘fﬁ'ﬂikwt) V(25 6)5
welke 7onvergezrt voor W(@ <ZW, en wel des te sterker, naarmate n
grover . t bied weliswaar
Wii zullen nu aantonen, dat de recks in het uitgesloten gebl
dlgergeﬂrt maar asymp%otlsch karakter vertoont. Dan zal het probleem bc)1
worden opgélost, n.l. het schatten van een nauwkeurige bovengrens voor de
restterm.




Voordrachten van Prof. Dr. $.C. van Veen (Delft)

pAsymptotische en snel convergente ontwikkelingen',

2e en 3e voordracht (Donderdag 6 en 13 Maart 1947.)
Asymptotische ontwikkeling met restterm voor de hegendre-polynomen,
1o - L
2 g E‘
P n
oy = i - u)t du
Pnl cos &) = <y Re ‘Sgrxz(w =Ty
. -

Vervangen wi]j 1 1 { av

XIn de vroeger afgeleide uitkomst: (n =

wi

———e door _. . (Bewijs b.v. door )
¥ 1 -« kua w J'I -~ kXu sin°v ‘contour-integratie
Q .
3 ™ X p - 1 * T( $ R
Dan 153 dv o= S KTl Tsin2m yay + 1P uPS 18_11’1 i vey .,
T~ ku sin v < o o o wosinv
m =

Du‘slil'l(cz'sss o) o= L.2.L.6...(2n) [ cos(nG +% . 1% . cos(nf é—)

X 0. lentd V 2 sin o g‘(2n+33 -\T§2 Sn ) o
2 %2 {20 = 3 )R . cos(ni + (2p-1 a]

Bl 2p~2) . (2xF3)(2nF5 o 20 T2p1 )

V (2 gin 0)<p-?

. 5 2 e(n@* %).i 3 T(' (i-u)? up—-% kP sin®P-v  gudv.
YV 2 sin & v T-ku sin°v
O

De 1aatste term is in absolute waarde:

¢ D 2p
' ! (1-0)2 wP7% 51n°P vaudv
P <T(\f (2 sin 0)2p+1 1-ku sin®v ~

0 (g ]
neoe ) -
e’ 1
l'l-ku sinv,>R(1 ~ku sin®v }/R(’g..k),,Ré.___s.m Ex
Dus: A ‘m
P ] P-3(1wy)0 w1l oA
'RP\ <7%f V2 sin wnept fou =(1-u) dujosm va
=8.2.L.6.2n 12,30 (2p1)7
3.5, Tem  20181) 2.0 .8 2D (2%F3) (2055 ) oo Ton +2p *1)°

1
V(2 sin §;=P™!

Dus \Rpl<2f -abs., waarde van de eerste verwaarloosde term/ mits men de
eos in de teller door 1 vervangt.

De nu ontstane asymptotische ontwikkeling is zeer geschikt voor bena-
de rde bepaling van de nulpunten van Py (cos -,

Algemene methode van Laplace ter bepaling van de hoofdterm uit de
asymptotische ontwikkeling van

den van n,(n> 0)

L (x) {:f x]n dx. voor grote waarw

Wij nemen aan, datl{p (x), en f(x) = ch(x) bepaald zijn in het eindige
of oneindige interval a{ x{b met volgende voorwaarden:

1.9 .ix)[f(x)]n absoluut integreerbaar in (a,b) (n=0,1,2,....)

2., £(x) bereikt ini binnen (a,b) een maximum, terwijl de bovenste
grens van f(x) in ieder afgesloten 1nterva1 dat ¥ niet bevat,< £(

3 @ (x) continu voor x wE,SC?(‘Z) F 0



MATHEMATISCH CENTRUM ANMSTRRAM
Voordrachten van Prof, Dr, $.C. van Veen (Delft)

nAsymptotische en snel convergente ontwikkelingen'.

2e en 3e voordracht (Donderdag 6 en 13 Maart 194L7.)

Asymptotische ontwikkeling met restterm voor de hegendre-polynomen,

In de vroeger afgeleide uitkomst: (n = %) 16 - \'Hi
]

P,( cos @& ) = > R e (i - w? du
n VT2 gin © OVu (T - ku)
' X

Vervangen wi ___,____l___.___ door Q dv _ (Bewi‘ﬁ b.v. door )
¥ 1 -« ku oy J1 ~ ku sin°v ‘contour-integratie
9 _
- , p~1 X s 2
Dan 185 av = ST T umswsingm vdv + kP uPS ?lf iuvggn“v
T - ku sin®v mé"—"z 0 o o
o .
Dus;n(COS N o= .L.E- 2..6...(2n) [ cos{nd + $ + 1% . cos( nf#t 2—9&) .
A M . .« s 21’1‘*‘1 m R + —— \eerrerd s o
T 2 sin 2(2nt3)  FrE=Ts 573
e 12,32 (2 - 3 )° - ) cos(pe + L2Rzlix
2ol bt 2p=2) (2xFF ) (2nFH ) ..( 20 +2p~1) —
(e Y2 ein 0)p7

KN 1
. 5 o - AL LS (i-u)B uP~% kP sin®Prv  gudv.
W sine g -l ‘sin’y

o Yo

De laatste term is in absolute waarde:

, M A 1
’Rpl g : 1 (1-w)B wP7® 53n°P vaudv
<KV‘ (2 sin 0)epP+*l | 1-ku sin®v -
0, 0

l 2 > 2% e%“'g}i
1-ku sin Vl/R('l—'ku sin V)}R('!-—k) =R§*—~s‘m-—

Wi

Dus _L]-? 1 v p o N )n " 2p
Rp AT T2 ptl fu “2(1-u duj sin“P va
’ ‘<K/ V12 sin < Je o
=8, 2h.6.2n Co123% . (2p1)°
T 3.5, T (2n+1) 2.1 6 g 204 (2X+3) (20+5 ) e (2n +2p +1)°"

V(2 sin &;<P"!

Dus '\Rp]<2l -2bs, waarde van de eerste verwaarloosde term/ mits men de
eos in de teller door 1 vervangt.

De nu ontstane asymptotische ontwikkeling is zeer geschikt voor bena-
de rde bepaling van de nulpunten van Pp (cos -5,

Algemene methode van Laplace ter, bepaling van de hoofdterm ult de
asymptotische ontwikkeling vani © (%) [f(x)}n dx. voor grote WaaD«
den van n.(n> 0). ' '

Wij nemen ean, dat® (x), en f£(x) = ¢™X) pepazld zijn in het eindige
of oneindige interval a{x{b met volgende voorwaarden:

1.9 FQX)[I‘(X)] B absoluut integreerbaar in (a,b) (n=0,1,2,....)

2., £(x) bereikt in¥ binnen (a,b) een maximum, terwijl de bovenste ‘
grens van f£(x) in ieder afgesloten interval, daty niet bevat, < £(¥

3¢ (x) continu voor x =, P (%) F .



Neem &7 (i, 4> 0 en zo kleiz, daf a <£wé’k2+8<b. ,
P 7 ) AP (x) () + S
BT ) ~e<ni(x)<RME) ¢ Eo
- , ~ als‘g»-&(;:(?f&
Daﬂ Sé b -h h ')\e +8 . (_1 .
J\ (P(x) en\- (%) ~h( )_]d:ﬁc :Lg'(ﬁ) ¢ (x)eﬂL“l("‘)”h(i) ax* 0 (aR)

a‘,g l’l( e € hﬂ H
..@(%t)j‘ £ ") a: ’roo(ﬂ) ;0 <K
o onafhankelijk van¢

&8 9-8¢9 gr g+t

Eerste term van 2e 1id ligt tussen

et +e]5i . §<*<~ P [ g
Suostitueer= =y \/H[E SRR

De beide grenzen worden dan: +8 \/ n[t ~ hit (% )]
2

@(2 +E \/ - h''(% ) g -y dy
[ ] & ] &\/ (5

dus voor n — &

\ﬁri@(x)[f(X)J : dx—ﬁ‘?((ﬁ}{f “-’)} ‘i)

Voorbeeld: formule van Wellisy

- +
n ! =Sa e‘xxnci:xPnn/i h (e T ® ay.
o SO

! \z)]

Ly =1 f£(y)=e Ty. £ (1) =0; £i(1) =~

1 -(0tE) | [Gw . ‘
n!%™ n . & S ‘,Iglg‘::,:nnen\ 2. n,




MATHEMATISCH CENTRUM AMSTERDAM !

wAsymptotische en snel convergente ontwikkelingen‘(III)"
Prof, Dr 8.0, van-Veen (Delft)
13 en 20 Maart 1947

IIT
Asymptotische en sterk convergente ontwikkelingen,

De methode der zadelpunten ( pasmethode ) ( Detys )

Wij beschouwen Se (P(z)w‘(z)dz

genomen over een kromme in het complexe z-vlak,

¢0(z) eny(z) zijn analytische functies van z; ¢(z) hangt ook nog af van
een parameter o af (to« wordt groot ). o
Men kiest als integratiekromme

I(e“i%'(zD = constant.
(p geschikt gekozen recel getal, dikwijls = 0 )
z, heet zadelpunt van ¢ (z), als ;0’(20) = 0, ) ,
Wanneer m het kleinste natuurlijke getal 2 is, waarvoory; (zG) £ 0 1is,

dan heet z, een zadelpunt van de orde m - 1 .

Wanneer de integratiekromms door sventuele zadelpunten van ¢(z) gaat,

dan wordt deze kromme verdeeld in stukken door deze 'zadelpunten, Laat

a2 en b de uiteinden van zulk een stuk zijn (a en b zijn zadelpunten of
punten in ¢n).De bijbehorende integraal is: ,

b
S ego(z) W(z)dz

V8
Iangs de kromme (a,b) is

R(&"if‘{;(zb = e‘i"‘}@(z) monétoon,

alé zich tussen a en b op de kromme geen zadelpunt bevindt, Wanneer a
een zadelpunt van de orde h -~ 1 is, stelt men

@(a) - plz) =&
vMen kan A bepalen, zodat e"i'\ {so(a) - Sg(z)} > 0

is voor z op (a,b). (>\=,§J of N =p4 ().
Kies ﬁ/egix{'c@ -} 2o

K?’ N -1} |
& «Fiz) = e®\/ e {pla) - @(2)} , dus e 2 0 voor z op (a,b).

a is ecn enkelvoudig nulpunt, van F(z).
b : g
\ Y KB.:-_Q .y h ’ !
S o#2) w(z)az = ¥i2/ ) e~ y;(z)%%da
a.: ’ ¢ ’

Voor voldoend kleine {G»} kan

V/(Z)%%"" %’% mkch + R



worden ontwikkeld volgens de reeks van Lagrange met restterm.

REEKS VAN LAGRANGE MET RESTTERM.

1. G is een gebied, waarvan de rand C uit een eindig aantal gesloten
rectificieerbare krommen bestaat,

2. (z) 1s continu op en binnen C, analytisch binnen C.
5 ]

3, (C= P (z) is manalytisch binnen €, waardoor het inwendige van C
omkeerbaar éénduidig op een gebled van het & ~vlak wordt afgebeeld.

4, a is een bepaald punt binnen C, waarin F(a) = 0.
5, Als F(z) een willekeurig punt binnen C is, dan is m

een contiauefunctie van t voor alle punten ¢
op en bimnen C, behalve voor &t =

-Opder deze voorwaarden geldt voor ieder punt z binnen C en voor ieder na—
tuurlijk getal n:
a1

k
4z 1. = w(t)dt S
¥(z) 3. =2yi &0 G R 52 f.. t ni?(tﬁ»-

"'J“

i Wt )dt ~ ml.., g~a\ k+1
2 i SC {:?i‘b}} k+1 ¢ {g/(z) (Wﬁ) }

Daardoor gaat de integraal over 1a: 3

b . , A-1 Be hh ;
@ - (a) == | k+ 1)\ ~& ¢k
Sa ‘et/fzsy(z)dz -e ¥ = kj ; Dk {;ff(z) <z _ a> + }Se C d'

z=a F (z) 3
o #(2) 1A
v Tewi (P 5y \/(6)dta &

3 - ) n ». . " -

o S H OIS O
L:Li';eratuur.
P, Debye, Math,Annslen, 6_;_“(1909), p. 535 - 559,
" @ Yinchener Sitzungsber, 40 (1910), No. 5.

G.N, Watson: A freatise on the theory of Bessel functions,p,215-220.

C.S. Meyer: Math.Annalea, 108 (19}3\’ D381 = 359'
" " nigsertatie. Groainges, 1933.



asymoiobische en sierk convergente ontwikkelingen.

». f0ordeacht gehondsn &aor Prof . Lr.8.C.van Vesn
op 20 Maart 1947, ’
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ASYMPTOTISCHE BN STERK CONVERGENTH ONTWIKKALINGEN .

Voordracht gehouden door Prof. Dr.3.C.van Veen
op 27 Maart 1947.

‘Historische opmerkingen bij de voordracht op 20 Maart 1347.
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In het supplement van Tome V van de Mécanique céleste (p.20)(1327)
g'bes»chouwt Laplace de ontwikkeling
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‘waarin r de voerstraal, a de halve grote as ené de middelbare ano-
‘malle van de planetenbaan voorstelt. Hij bepsalt de hoofdterm in de
‘asymptotische ontwikkeling van de codfficient ¢ en vindt voor zeer
grote i ‘ : e
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hierin stelt € = ¥~ ¥ de emcentriciteit voor en & de exponenti-
aalconstante 271828, )
Carlini en Jacobi hebben later met grote moeite de tweede term der
asymptotische ontwikkeling bepaald (Astronomische Nachrichten No.66%
en No.709-712; Jacobi Wexrke). v

Eveneens Gauss (Nalatenschap, Werke Band 10,p.%21). o
Nadat Bessel de functies /., had ingevoerd (Untersun}'u:m:;‘ des Teils der §
planetarischen StSmngen‘:‘welcher aus der Bewegung der .:;onne ent-
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steht (Berlin,Abh.182%)) bleek ([ = 2 & /' g
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fe zijn. Laplace was in 1827 niet bekend met net werk van Bessel van
1824,

De methode der stationnaire phase.(Kelvin,van der Corput)
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Deze methode wordt geillustreerd aan het voorbeeld:
Ny Suu {4 — 3272 )% 7 waarin n zeer grootdisé essingen
WG ~ Ve 708 j 3 passinges
van de methode van Laplace. De "phase™ /. - i e
extreme waarde voor # = = % R : +
In het integratiegebied is de phase statiopnalr voor
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In het integratiegebied is Suw g Frr — = 7
5/51. V3, “
zodat de absolute waaﬁ?e van de laatste integraal kleiner is dan
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Kiest men = _i, 5 dan vindt men de waarde
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~ Bij deze zeer ruwe en mathematiseh onbevredigende redenering wordt
geen rekening gehouden met het gedrag in de omgeving van 4 - @
dat volgens het onderzoek van Bijl van essentiele invloed is oy de
uitkmmat. Om volledig rekening te houden met deze bezwaren, heeft
an der Corput de methede van de stationnaire phase als VU{gt ge=

"\ndaerd. De gagavan 1ntegraal wordt gesplitst Op de volgende ma- ;
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De functies ~+_ - /worden Bovendien zo gekozen, dat ledere a’vw&ei‘ﬁ
van positieve orde in de uiteinden van ieder der vier frtegrati:

intervallen de waarde nul bezit.

. Dan kunnen deze vier integmalen door part;plp integratie asympto-
tisch worden ontwikkeld. Aan decze elsen kuan o.a, womien vo Ndaan door
gebruikmaking van de hulpfungtie. P
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die in 1 de waarde 1, in 2 Je wvaoarde nul aannerut en waarvan leiere
afgeleid@ in elk dier twee pun' ten nul 1is.

In het interval /= / £ L wordt gesteld § . = /4 ' . -
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Door partiele integratie vindt men voor deze integraal
[l ray.
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waarbl] de afwijking hoogstens van de orde ., - is.

Cp analoge manier levert de tweede integraal
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met een fout, die hoogstens van de orde " 4 1s.

. De beide andere integralen blijken van de orde , — °* 7~ 1 te zijn,
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up dezelfde manier kan men het minder 1ngawikkpldﬁ resultaat vinden
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3eide ulitkomsten kunnen op eenvoudiger wiljze worden gevonden door
toepassing van de methode ugr zad&l unten op de integraal
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éﬂ)eze integraal wordt genomen larW$ de’ gmbrekvn 1ijn van
S ean .. i door s naar og o -

Litteratuur: Stokes Cambridge Fhil.Trans.S(1556) p.175,1%2.
Riemann Werke (1875) p. H00-406,

Kelvin Phil.Mag.(5) 23 (1387) p. 252-259.

Watson Froc. Cambr.Phil.Soc.19(1918]) p.h2- L3
p.L9-55
van der Corput Compo«iti@ Mathematieca 1 (193%) p.15
" 3 (19236) ;.323.

J,Bijl Dissertatie Groningen 1937
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& nvergentie is sehter zser Zwak, alsﬂf
kan &aL de convergentlesterkte b@TaﬂrriJk
epassing van de transformatie van Lande

Lrod ,gx/«/l
(k)= H152,
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convergeren Yoor {4 géxfﬁﬁe 2o
in de puurt van 1 ligt. Men kun
verbeteren door hsrhzalde to

Joor inveoering var het arithumetrisch-geometrisch gemiddelde (Gauss)
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Rit levert na enkels trarsformalties sen Zeer sierk convergente ontwiks
Ke ing, waarblij in de meeste gevallen ce e term eon uitkomst lPV?th
dia in 10 en e e decimalen met de gevraagde ultkomst oversenstent
Verder kan de y;erg@nme?r*évhe ontwikkeling getrensformeerd weraam

n oeen ontwikaoling in de omgeving van & & 1, b.v.: ‘
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Lok dezs Bitkowst kKan in sterker convergenie onbwikieling wsrdﬁn go-
transformserd door toepassing ven Landen., BIj} W%"Pqudﬁge c;ansﬁorua“in
Skan men rea\s o vinden, wazrvhkn de le bterm voor alle waardefl vangéfqhﬁ
een fobt 1039 decimalen nauwkeurig resultaat levert. -
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Tenslotte beheerst men nu oK het geval f;é:y ;} f door de formule:
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Gaugs: werke Band II1 (hachlass) p.361, 372, 375, 4033 p.216 (No.kd)
u,y@van Yeen: broceedings &mnmacaé amsterdam. S
vol XLIV (19%1) p. 964, 1078, 119&
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