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18 voordracht (Donderdag 27 F~bruari 1947). ., 

Asymptotische ontwikkelingen. 

I" 
Verschil in cpva tting omtrent het be grip "convergentie II tussen beoefe-­

naren der zu.i_ve.£.g_ i 1iskunde en tussen hen. voor vie n11fil.~rJ,.e,k;e berekening 
op de voorgrond staat (i.h.b. de astronomen). 

Voor den mathematicus is 

8 1000 = 
'YI ;;o 

..,"1 
1000 . 

convergent, vo,r de practische berekening is het rechti?rlid onbruikbaar. 
Daar"ntegen is c:-o 'l, ! 

2-
..,,,-;., /o,Do.,., 

van mathematisch 
bruikbaar. 

standpunt divergent, maar voor den rekenaar bijzonder 

In vele gevallen is 
socrten mogelijk. 

voor eenzelfde functie e:::n ontwikkeling van beide 

Voorbeeld 1. 
'J:- ?} )(1-n+J 

- - (- 7) -,-1--••••••-h••-•••-•••••••"'•••••••••••••••--••n• ( 1) 
-n =o --n .. t·n + 1} 

cohverg?nt voor alle wa~rden van x, maar voor grate waarden van x nume­
riek cnbruikbaar, Anderzijds is 

~ ()C . 

F(x) = f e~!f 1dy :::. ./ -e. -:td._J = f Vi -
0 )(. 

De overblijvende integraal kan door partia~le 

oa II. 

f -!f e .d.y. 
)( 
integratie \-'Orden herlE'id 

tot de exacte ontwikkeling met restterm 

-i!, ,._ 1 +· c:;- (- 1) n? • . ,J .. ,........ .._,,,, - . ..a.. (-!) ,,.,.. • .... , . . ······t.:'t.) - ,. l f ,.,.., .-.... 1 3 P-- ( 1 ..... 1) ""-'· t 0 1. 3. S····-···-.. (2 'h + 1 ) 1 / 
·- -· '- I · .,,.,., l >,, ' , · ,-,+1 2?1 +-i · 
1 X ..,.,,., : 7 2. 'X. . ,2 ?c O <..(;){ 1 

De restterm is hier zeker kleiner (in abs.waarde) dan de eerste verwaar­
loosde term. De reeks zal, onbepaald voortgezet, divergeren, maar is voor 
numerieke berekening bij grote waarden van x bijzonder geschikt. 
Verschil met convggente reeks ·. Bij geg-:·ven i,.iaarde van x kan men niet 

garandee:ren, dat de fout :11illekeurig klein gemaakt kan worden. Voor x ~3 
kan echter de fout rer·ds kleiner dan 

e-, ,. i. 'f-•·- 17 < o ooo ooo oo'f 
6 :,'t l) • ~ 19 .) . 

worden gemaakt. Hoe groter x, des te nau'-' keu:riger ,,•ordt de benadering. 
Voor numerieke berekening is ( 2) dus zeer goed bruikbaar. Deze ont';'ikke­
ling is het ec:,rste voorbe:ld van datgene wat Poincafe ·2en asymptotische 
ontwikkeling noemt . .weri bijzo,nder. -intereesant voorbeeld is hetvolgende ,. 
Voorbeeld 2 (1aguerre (:tD722) -r-f; · 

-li(e-X) = j $_ Jt 
. ·• <t . t (x )o) 

Conv,.,.·r-gente. ontwi'kkeling · (voor /x!>O) 



od 
f € -t elf- C /J f:,, -?'?+, 'Jt -n 

:: - .... Cc> 9 :t_ +· <-<.,_ - J) . 
'.7( -/: . M (1 ?-)::, ?;.11f 

L, ::: -/ e-trlt- + J·r l _ 4Z -t ) e~f ········-_(_,.:.: .. '' .. 1l._.,, .. ~ .. · .. (.- •..... ~--:l.)'. (.:~ ]. 
1 t 6 

Deze ontwikkeling is weer onbruj_kbaar voor grote waarden van x. Dan gaat 
men alsvolgt te we.rk~ 

Je .. i. dt -:::- e -xj e.-t(_ch,-= e-.ii!f _;,_ cp(· Rl-ud l-f-*'rool('?Yi•1e-t( ... } 
Jt t · u+ -z • tr1 Jr~ 7) tl e "'- + - ---- du . 

(; . .;::() )(' 0 )(. '111-t-J .. x.+ t-< 
0 

I .. h.b,. voor x>o l ~tdi-::: 2-)(1 .~ (-1) I.( + f:)(-1)'r/l-+7 (M.;1). ·. __ (4) 
00 · In !f · ; I} 

)t t; f.;;;:o '<:l.+t ")(.Jti+l o<Ot:1 
0ok in deze reeds divergente asymptotische ontwikkeling is de restterm 

absoluut kleiner dan de waarde van d€ eerste verwaarloosde term. 
In het tijdperk van Euler en Lacroix werd zonder scrupules de ontwikke­

ling (4-) onbepaald voortgezet. Voor het geval x=1 vond men dan uit (3) en 
(4) . c~ (-,)~-1-1 · 

1 1 -2!+3!-4!+ •.• b 1-e(.-C+ L . 7 )=O,4036526. ,· 
Li ttera tuur; · 11 =1 1?. "'· 

vni.1 ttacker-"i~atson Modern Analysis. Chap. VIII. 
Borel: Leqons sur les series divergentes. 
Laguerre• Oeuvres, T. I., p. 428. Bull. de la Soc. ma th .de France, .. t. VI I. 
!::tieltjes Ann. de l 1 icole normale, 1886< Oeuvres, T.II. · 
Poincar~,: Acta Mathematica, t.VIII ( 1886; ,p .. 295. 

2e Voordracht (Donderdag 6 Maart 1947.). 

Defini tie en algemeene eingen&chappen van asymptotische ontvikkelingen. 

Poincare noemt de (~v~rge?t veronderstel~e) ontwikkeling : 
( 1 ) ff z.) = ~ft, A,-,. ':;l l'i 4 "'rt:i I alJ.Jtf Cl. !~ I } 

. #~ .. • I 7 "t1 t ft,} A - A, - !i?. ·---~-- .. A~ ) := ./!i- } ?-?'I Ir,.., /'l) -= D 1.,...::-;·~ 1 . . - 0 ~ ,l 4 ? " s ~ ➔ 00 

voor alle gene le waarde:n van n~ 0. In plaa ts van ( 1 ) kan geschreven worder 

f(z)=A + !l1 4- .~~-~·-···· A>-,+£"' (:z) met €11 /~)➔ bials z- CO. 
O 2 :-:::11 1 

Gebruikelijke schrijfvf, ijze 00 

{{ 1:. ) IV !" A h '"l. - lt • 
71:·0 

algemene eigenschappen der asym.ptotiscne ontwikkelingen. 
1) • De som of het verschil van 2 as .. ontw. is een as. ontw. 
2). Het product van 2 as. ontw. is een as. ontw. 
3) • Als "#- A 2 _ ~ 

G( z) ,...._,, . '- '> .> 
')\~ 0 , 

en f ( G) -:::. f · a 1? (: 1-J 
'h::o .J 

convergeert als machtreeks in G binnen esn cirkel met straal fl>/A0 /, 
dan kan :r ( G) worden ontwikkeld in een as. reeks naar z ~ 

OQ -71 
f' ( G) = F ( z) ·A./ ?; <! ,,.2 • 

4) • £en as. ontw .• is terffi.sgewij ze integreer~~ar. . .· ..... 
5). ~en as. ontw. is ,¥-et algemec~. termsgew1.Jz<2 '11ff c;;_;_ _ 1 • .;1.ccrbaar • 
V-6. ~ f ( ~ ) = e - x ,ii;., 2 " rv o { )( ''Nill,!. ) . 



3. 
Alleen,- wanneer f 1 (x) as. Oittwikkelbaar is, dan ontstaat haar ontwikke­

ling door termsgewijze differentiatie van de as. ontw. van f(x). 
6). Wanneer f(z) as. ontw.- is, dan is deze as. ontw. eenduidig bepaald. 

Omgekeerd echter behoort niet bij iedere as. ontw~ een bepaalde functie. 
Er zijn nl. functies L(x)rvO 'b.v. e-X), Dan leveren f(x) en f(x)+L(x) de 
zelfde as. ontw. 

Bij verdere behandeling hebben wij in de eerste :plaats te doen met de 
volgende twee problemeni 
a).d:en wetmatig recursief verband te vinden tussen 2 opeenvolgende coeffici­
enten Ak, waardoor men in staat is, de as. ontw. will. ver voort te zetten, 
b) Ben nauwkeurige schatting van de bovengrens van I Rn(x)I. 

Een as. ontw. is eerst.volkomen betrouwbaar voor nu.merieke berekening na 
oplossing van probleem b). Beide problemen kunnen echter slechts in bepaal­
de gevallen in volle omvang worden opgelost. Als voorbe·::ld, waarbij dit ge­
lukt, zullen wij de Legendre-polynomen behandelen (Sti0ltjes). 

AsymEtotische g_ntt_i~kE:lin.~ __ yan_.~egt9-.<!!..6..::.P2.3=JJ.lomen. 
De Legernftre-polyno~en kunne.n worden gedefinieerd door 

(1-2~-8.+ £. 1 )- 1 -= f 1\(i) ,..,,,_ 
.,_, -=O 

Hierui·t. volgt~ )' I t ,.,._ 1,,,.... _,) 7)- 4 -:n/-n. -,){n-i) (-n .. )) -r-,-lf 1 . ( :2 h . -'"TJ_ .,__ ~ + ... '-z ................ - (. 
I\ e) = rn /Yi f } 2. ;( - 2 ( 2 -n ~ 1) i · J.; • rrn - 1 )(, -,., - ::; ) J 

D8ze uitkomlt is niet goed bruikbaar voor grote waarden van n. Dan gaat 
men alsvolgt te werk~ oa 

( z 2_ 2 i ":t' + ' ) ... ½ :: :z. - 1 L 7.,.., f -x ) 7l - >'l_ 

..,., -;: o . J ,rr- t l . "~ J ) 
Deze reeks convergeert voor \ z\ >1nQt lpt+ l~2- 11; X ... v-x--1 J, Dus: ~ 

, f ?. ..,., d '2. C . . . t✓.. . { Oil r Ji . t ·r . { s -,r ?<. + )l 'l._ 1 • 

1''?7 (x) =21ri. r v< 2- .2 5ci +; ; l~ 1,,V-f.. .. ~ > tr:1-t a ~ l !""' 1 ~ X. - vszr; • 
NeBm x ri:leel, 'fxJ< 1 • .J)o.o.r E3envoudige .itransfo. r. ma tie vind t mert: 

? \ f~ -x..,, "'- "l:. j ! ~,,,,di. l.. 
1;, / x) 'fr -,r( t O Vz'-2? ?r.+ 1 - ◊, Vi: =.:.z'xz 'f 1 5 · . 

Voer als nieuwe veranderliJHce int' z= 'Y( 1-u), 0 < u <1 . l111en vind t~ 
. · 1 ~ I "'J. ·12..,,Ji_ = ri ... V1-(]J'-IA.).,,r1_::_. j! 2">'>~-z. .. '% J .. ,-,n;sr,-ld l1. ~4 

o Vz'~.?>t:t+1 3 o Vu/1-lu)) b ~~2)(~+1 . o Yut 1-l.{'-.l O 5 t 
. 0 ( Q n ..,.....,i { . I ·0 l;'\. I '/I -1/. ,r ..t::..... 1?.-: - •· 

Stel x= cos 9:,. ,<..c:<1 1 },f .71.1. e- )1-+--iJ'-- +-v Jf,-u.)'rf.,~ "''. ) I<"'-:? 
. f;.1-> 1.,.€J-"ld'nt (_1 ... a) « 4 -· v, . J - , s -1 'Rf I\ ) .e l f - -~+ -. - \ft '.,} 

,,t(ff">o -=: • tr Visi....~. c. Vt.f . .i1 -"'l.u) r½ s;-,.;_ b 0 .,,. u{,-,r,u) '1/.· rr-) . 
Voorl9..QP.1&, nemen Wl.J h1.er1.n 1 k I<.. I: is ....... e. <if I •• l ~ < e <. 6 ' . ' . ·. 
Dan levert reeksontwikkeling en termsgew-1.Jze L.1tegratie de ontw1.k- el1.ng 
I~ °' ::: e - f) . 2 . I 0 . J,z ) ,i ,. Co-$ fn GH· fx ) 

t',,( en {j) ~:. ;-'1.----·•g))} i) [ln j':..~i1\,;.:.l)~~:~· +,'l~n>Jx;::;) Vi.(~s~ (-;')s ............. . 
,, ~s ....... r,-4- <Sn-.- · · ·. . · t 

welke '(".!'onvergesrt v·oor Jr.,,( f:.) <-?tr, en wel des te sterker, naarma e n 
6 - ::- ~ 

groter is~ - 1 t b · d 1 · swa r Wij zullen nu aantonen, dat de reeks in het uitges O en .ge 1.e we 1 b) 
divergeert maar asymptotisch karakter vertoont. Da~ zal het probleem d 
worden opg~lost, n.l. het schatten van een nauwkeurige bovengrens voor e 
restterm. · ____ ............ -·•·-·"----·--··--··-····"· . 



Voordrachten van Prof" Dr. S QC :-Y_~n Veen (Delft) 

-·-----············· .... --_n_Asyll1:J?..~ .. 9..!.; .. ~c?e ..... en ..... sne.1 ..... c.onv.ergente ..... o.ntwikkelingen~.: ... ~ ......... ___ _ 

2e en 3e voordracht ( Donderdag 6 en 13 Ma.art 191+7.) 

Asymptotische ontwikkelin0 met restterm voor de hegendre-polynomenf 

In de vroeger af'geleide ui tkoms t: ( n ...:, } ) ~0- - r 
( 2 R e ( ti ... u) n du 

Pn. cos -B-· ) V' 2 sin e j 0v u (1 - ku) 

1 1 (I{ 
door_ 

-;,v=1==== ... =ku= 1f Jo 1 

Vervangen wij dv , Bewijlb,v. door ) 
ku sin~v ( contour ... integra.tie 

D . )( p - 1 s•lt' 
--1--....,ku-.. _s_i_n+e-v an is :j dv = "";i_

1
1 km um sin2m vdv + 

1( 
kP p C sin2 P vdy 

u J 1 - ku sin!v 
0 m = 0 O 

0 

pn( cos .C)J). _ :±• 2. • ..• 2n) cos( n.O. + ~- + 12. • cos( n(~t- ~) Dus : 1, 6 [ ~ 30l 

- 'J( • • .. • 2n + 1 V 2 sin 4l-- 2( 2n+ 3 ) i/"~3 + • ' 

4- i2 •22 ..... ( 2p - 3 r . . . ,. . cos(n-)• + (2n~1 (l(] 
2 .4. 6 ............... { 2p-2) • ( 2x+3 ( 2n+5 ) ............... ( 2n +2p- 1 ) TJ •<-:-,r 

V ( 2 sin Q).::::p-1 

+ 2 R e .. ( .. nG-.··. ~-+·o<·'2·)·iJi s1'( (i-u)n uP-} kP sin2P,·v 
n:YJ 2 sin B- ,~ 1-ku sin2 v 

0 0 
De laatste term is in absolute waarde: 

t 2 . / J1 Jtc u-].- 2p · l .2. ... (1-u)n_u:' 2 _s;n- vdudv 
• Rp ( 'tC V ( 2 sin O) 2p+1 't(. .. 1 -~ku. sin v 

f i --ku sin2 vf ). 

Dus: 

. o. _o ( ~ , ... .Q.) i 
R (1-ku sin2v)) R (1-k} = R ~~in(:. = ½ 

IRp\ < ~ 1 ' ri l 
.. , ., ·.:2p+1 uP-2( 1 ~•u) n y: 2 sin J. .. -·, , , ~o 

J1'tt 
du sin2P 

0 . 

vdv 

dudv. 

2 .4 • 6 • -·-··· .. - 2n .:..1 2....,•!..L.:;?.;:::· ==.J...!::2~~.!..1 L) 2-...,...----,----------
3., 5. 7 ................... ( 2n+1 ) 2. • • - 2p. ( 2.x:+3) ( 2n+5 ) ............. -... ( 2n +2p +1 " 

1 

V( 2 sin -G-~- 2 P+1 

Du.s ·\Rpf < 2 I ·abs. waarde van de eerste ver·.,:::aa.rloosde term/ mi ts men de 
cos in ae teller door 1 verva.ngt. 
De nu ontstane asymptotische ontwikkeli~g is zeer geschikt voor bena­
de rde bepaling van de nulpu.nten va.n Pn ( cos '>)" 

Algem.ene. methode v~n
1 

La:place ter,gbE;-paling. van de -~oofdterm ui t de 
asymptoti sche ontwik .. reling van p r.p ( .x) [ f( x)] n dx. voor grote waar .... 
den van n"'(n> O).· --I,_ 

Wij nemen aa.n., dat)'J (x), enf(x) = ch(x) bepaald zi,1n in het eindige 
of oneindige interval a~ x,< b met volgende voorwaarden: 

1. ~ {X) [:r{x)] n absol uu.t integreerbaa:r in (a, b) ( n::::o, 1, 2 1 •••• ) 

2. f( :x:) bere;lkt in~ "binnen ( a, b) een m~ximumr tenvi jl de bovenste 
gr-ens vl:;n .f(x) in ieder afgesloton interval, datf niet bevat 1 <t( 

~-.• .S-, .. (x) contfnu. voo_r x ;:::.1£, <p ( ! } + ·) • 
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2e en 3e voordracht (Donderdag 6 en 13 £/Iaart 191.-1-7.) 

Asymptotische ontwikkelinG met restterm voor de hegendre-polynomen. 

In de vroeger afgeleide uitkomst: 

2 

sine R e 

Vervangen wi j 1 r Ti 
-:=:=;=:::=== door 2. ~ dv • ( Bewi jJ b. v .. door ) 
V 1 - ku lf j 1 - ku sin~v contour-integratie 

0 . ~ 
p - 1 ~•Tr ~ . 2 p d -- ~.. km um . sin2m vdv + kP uP sin v v ~- 1 ... ku sin!v 
m = 0 O o 

Dan i s :c '!( d V 

).,.1 -_-.-k_u_s .... i-n~2 v-
.,.,o 

Dus: 6 pn( cos -C\!) = J¼. 2. • ••• 2n) 
'r( • • • • • 2n+1 [ 

.£.£_s( n.O.. + -i + 1!l, • cos( nfA- ?) 
~ 2,( 2 n+ 3 ) -;-.,.-~{~+:;r-1.,:: + '" • • 

v ~ sin -u- .,1 

+ 1 2 .32 ............................. ( 2·p - 3. r . . ~ > cos( n-.- + ( 2P~1 c)(] 
2.4.6 ................. (2p .. 2) .(2x+3 (2n+5) ................ (2n +2p-1) ~<"'"":-oi 

V (2 sin O)c..p-1 

2 R e.<._xw•_+_ ~}·iJ 1 s.1"(. ( i-u)n uP-·~ kP sin2P,·v dudv. 
+1(12 sin 4- 1-ku sin2 v . )( o C 

De laatste term is in absolute waarde: 

I S, Si( u-.1. 2p • .:!. .. · .ll_:_u) n __ u.J. 2 • s;n - vdudv 
)'(. 1, .. ka sin v 

·n o ~ 
• 2 • e ( ~'~ '" -Q.) i 

R (1-ku sin v)} R (1-k) = R 2 sin J:~ = ½ f 1 ... ku sin2vf ). 

Dus: 

fRi,\ < ~ _ 1 , ... .,;2p+1 , r 1uP-½( 1 •,,,u) n du J'"«sin2P vdv 
Vr 2 sin •--·', • ~o o. 

:::: .§,. 2 .4. 6 ........... _ 2n _1 2....,.;.""""'3...,..~ ... _ ...... _ ..... _ ....... _ ... .,_.,2---'-'--..,_1 .,__) 2_.,...-_______ _ 

'!\. 3.5.7_ ................. (2n+1) • 2 ••• -- 2p.(2x+3)(2n+5) ...... ·---·--(2n +2p +1 • 

1 

V(2 sin .,0 .. ;: 2P+1 

Du.s \Rp!<2I -abs. waarde van de eerste ver-•~.aarloosde term/ nrl.ts men de 
cos in de teller door 1 verva.ngt. 
De nu. ontstane a.symptoti.sche ontwikk:eliJ:?,g is zeer geschikt voor bena ... 
de rde be:paling van de nulpunten van Pn ( cos -·~-) o 

Algemene methode van Laplace ter,g bypaling van de .. ~oofdterm ui t de 
asymptoti sche ontwikkeling van f' (p ( x) [ f( x)] n dx. voor grote waa.r ... 
den van n~ (n> O). · '{ · - • 

Wij nemen a.an, dat~ ( x), en f'(x) :;;:; ch{x) bepaald zij_n in het eindige 
of. oneindige interval ~~ x(b met volgende voorwaarden: 
t. ~ £:,t: )fr( x )] n aqs ol u.ut in tegreerbaar in ( a, b) ( n:;;:;O, 1 , 2 1 •••• ) 

~- .f'(x) bereikt tn; binnen (a,,b) een maxintU.'11r te:rwijl de bovenste ... _ . 
. _ grens va.n f( x) in ieder afgesloten interval, dat f, niet bevat; < t(r; 
' (p (x} continu voor X ~I, <p ct} + ;,, . 



dus voor n --f e-:, 

b ~ 

\.Jn 5a If (x) [ t {x)J n dx --;'flt) [ f ( t_ i] \ 
Voorbeeld: f'ormule van Wallis: 

a -•x n n+1 s a ( \ e ·-Y.11.)n dy. n ! :::: So e . x d x. = n O ., 

~ ( y) :=: 1 :f (y):::: e -~Yy., f 1(1) = O; fll(1):::: -e"'1 

n l c..., n " e. g_'\S, ;:: n n e ... n 2 'r( n. n+1 .. ,( n+½) \Iii 'V2. 
ne 
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13 en 20 Mae.rt 194? 

III 
Asyrm;>totische en stark convergente ontwikkelin~en,. 

De methode der zadelpunten ( pasmethode ) ( Dety..i ) 

iiJ besehouwen Se 'P(z)V(z)dz 

genomen over een kromme in het eomplexe z-vlak. 
9)(z) en 'f (Z) ~ijn anal.;ytisohe functies van z; ~(z) ha.ngt ook nog af vao. 

een parameter ex af (tO( wordt groot ) • 
Men kiest als integratiekromm.e 

I (e-1t(z)) = constant. 
(f' geschik:t gekozen reeel getal, dikw1jls = 0 ) . 
z0 heet zadelpunt van 'f' (z), als Sl)'(z0 ) = o. , 
ianneer m hat kleinste natuurlijke getal )2 1st waa:rvoorf11>(z0 ) .,f O is, 
dan heet z een zadelpunt van de orde m - 1 •. · 
Wanneer de 0 integratiekromme door eventuele zadelpunten vafl ~(&) gaat, 
dan wordt deze kro.mm.e verdeeld in stukken door deza ·sadelpunten. Laat 
a en b .de uiteinden van zulk een stuk zijn (a en b zijn zadelpunte·n.' of 
punt en in t..,.,;,) .. De b ij beho.re nd e lntegraal is: s: e'P(z) 1f (Z)dz 

Iangs de nom.m.e (a,b) is 

R(e-1 ~(z)) = e-1/.J~z) monotoon, 

ala zich tuasen a en b op de kromme ge~n zadelpunt bevi.ndt. Nanneer a 
een zadelpunt van de orde h - l is, stelt men 

- h 
tp(a) - y,(z) = C. . 

Men kan ~ bepalen, zodat e-iA lsa<a) - 50(z)} ~ 0 

is voor z op (a,b). ( >---= f.,' of>-.. =/.I+ 'l( ) .. 

Kie a fj e ... 1 ~ {'(5~) - <p(b)} ~ 0 )\ . . 

~ •. F(z·) i= e3if,\7 e-il\ {y,(a) - ¥>(z)}, dus C.e-1.tt ~ 0 voor z op (a,b). 

a is een e.tlkelvoudig nnlpunt, van F(z). 
b ~~ . 

S ,J ) 1M( ) •. r:B,,.a. _rh dz 
a, e"f"'z y,(z)dz = er ,a. )

0 
e ',.M 111(z}oi-dG 

Voor voldoend · kleine I C.J kan 
k 

V(z)~ = !e- m.kC:..x + Rn 
. · h=O 



worden ontwikkald volgens de reeks van Lagrange met restterm. 

REEKS VAN LAGRANGE MET RESTTERM .. 

lt> G is een gebied, wae.rvan de rand C uit een eindig a.antal gesloten 
rectificieerbare krQ.mmen bestaat. 

2". y,r(z) is continu op en binnen c, analytisch binnen c .. 
3o C = F (z) is ~nalytisch binnen C, waardoor het inwendige van C 

om.keerbaar ~enduidig op een gebied van het C. -vla.k wordt afgebeeld .. 

4.. a is een bepaald punt binnen 0 1 waarin F(a) = o. 
1 

Als F(z.) een willekeurig punt binnen C is, dan is F(t)-F(z) 

een conti~tI~functie van t voor alle punten t 
op en billn.en C, behalve voor t = z~ 

· 0.o.der deze voorwaarden geldt voor ieder punt z binnen C en voor iede:r na­
tuurlijk gatal n: 

r<z) G,(t~d·.,.:t·:;·.•,.:, cP ( ~ ~ ::· . .: k+r + :Tltl i lFf..tJJ n\F(t:5= 

1 s <p(t)dt - = _J_ D k {t11(z) 
2 Jr i C {:?·.(t:)} k+l k ! z=a 1' 

fua:rdoor gaat de integraal over in: 

~: e1Jl(z)'P(z)dz = e '-f (a) ~• ½-; 
v 

a y'.J(e) 
+ 21j'i (' Be ~ , z:_h 

je-
0 

s r,n C 

".jl ( t )dtd (;. 

\ F(t) \ ti \F(t)-C} 
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ASYMPTOTISCHE EN STERK CONVERGENTl-1, ONTWIKKiLINGEN , __ ,_ ·- ...... , ..... ,..;....;..:;;:==··----··-- :ct 

Voordracht gehouden door Prof. Dr.S.C.va~ Veen 
op 27 Maa.rt 1947. 

1.fi.istorische opmerkingen bi j de voordracht oo 20 lfaart .J 94~;·., 

het supplement van Tome V van de rl~card.que celest<: (p •. 20)( 1 :32?) 
beschouwt Laplace de ontwikkeling 

I'" .,., .n .~ 

_.!:. :;;;: C + "· C:.o--;t "+ . . . + l. ~··· C f'".1 ,•H-~, .. ) ·+ .. . 
°'-" .o I I "' ,, 

waarin r de voerstraal, a de halve grate as en t, de middelbar1~ a.no-
• l)lalie var1 de planetenbaan voorstelt. Hij bepaalt de hoofdter,i1 1n de 
·· aiymptotische ontwikkeling van de coefficient (' en vindt v,.~,or zePr 
g r o t e ,,-n-/4. , •• ,. 

' i.'. _ .... ( 

de e)!!(centriciteit voor en de exron"nti-hierin s te.1 t i::. :::.: ~,.,: .. , .. 

aa.lconstante 2J7,1828. 
Carlini en Jacobi hebben later met grate moeite dA tweedE~ t~l'lfl ."Jer 
asymptotische ontwikkeling bepaald (Astronomische Nach:ri cht1rn No .665 
en No .. 709-712; Jacobi Werke),.. 
Evenef3DS Gauss (Nalatenschap, Werke Band 10,p.4·21). 
Nadat Bessel de functies ,;r,J,.. had lngevoerd (Unte:~susJnmg d,1is 'I'i:d ls riv· 
planetarischen Storungen,,;; welcher aus der Bewegun_g c~a r 3onne ent-
steht (Berlin,Abh.1824)) bleek .::· ... t#.·h, "' 1 - ~/ 

te zijn. Laplace was in 1 827 ntet bekend imc:t het werk Vti.n :3ec:i:,e1 v.u~ 
1821+,. 

De methode der stationnaire phase.(Kelvin,v~m de!' ;,;c:,i:-put) 

,......Deze methode wordt geill.ustreerd aan het voorbPE·ld: 
/''.· .c:,-"·_,;J :• / ··•· ,, " t . , / s~~,. { ~·/-- > ,,.·· .:· / ·- :' waarin n zeer grco • 1s. 

H1'Ar 1·.., ·Jg'een sr,ra:ke van 'een steile top, zoals btj de tnPpa~s·tncf'li 
va~ de O methodel" van Laplace. De 11~ 11 .- bAra l kt Aeil 

extreme waarde voor .r:.,. :.: =· _,,..i.. , . . , ,. 

In het integratiege1:H.ed is de. phase .§1illonn,dr vout· .:' 

; 

-~ } 
": .. -.z-,,.. +l.:...·1· ., 

,~ .. , JI 
/ Kelvin beschouwt b<wN1stuar·1~. ~.•:-. 

/ tegra.al in hi?t g1:>bh:d ·1 .. ,· " • .:.:. .... , f: .• 
r:- ·, ,· ,1 r· •.... ,.,.-t ti, .. ,,.. ,;., .. t,~, I · waarin , .. een r-.i ... ~,. ,. !· •··· - - \, .; • , -

.., I voorstelt. 
~.,i 

.,, .. ,' \. 

.,,;• .. ' 
__ /_ ... ,~--.. ◄ "'---7"'' """"' 
~ i_.,:r::, .. , t• 'I 
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converge:rerl -voor I h . .,_ !<.. I. De convergentie 1s echter zee:r zwak11 als '­
in de huurt v~ri 1 ligt,. .Men k~n dan de convergentiest..erkte be-langrijk 
verbeteren door herh~aldi'. toepassi:ng van de transform.a.tie van ~ .. 

Art , A., I ,,; 1, 1.· v;- J 
I fa; .:.. .. - I I ··--;---

1+ ,r l r·/~ 
.,. Joor invoering vQ.n het ai-1 thmetrisch=geomet:rlsch gem:lJ.d.delde (Gauss) 

als volgt: . 

. ti ·I- I a. :;::: . 'h··G . ~- - /J . d 

h ~----- J 

met 

vir1cit m.EH\ als 

k I I• I // { j I ·te/ '.:lt, ---· /\ ,· ' a ..,,.. 
·ill,, 

ui~k dez-1:1 ui 'tkoi;.'o!.st kii3.ll in .sterker convi!n·ge:nte ontw:!.k1~1:?lin.~ w-ordfm if! .. 
transf'ormeerd. doo:r toepa.ssing Vl-:.i.n Landen,., .6:i j v1 J.f.'v0udj_g$ t:tansforruatte 

.. kan men· ref..ik.$,e t: vinden ~ vaa:rvfu.n de 1 s te.rm vmrr alle waard.et.. van/,{/< l 
e0n tot. in· 19 dt:'Clmalen nau:wkeurig results.at hrvert, 
1~miloge .resultaten voo1· £ /le .. / 9 • 

'!'ens~otte ooheerst me~ nu ook ~et eeva.1 /·:1/.1,, > I 
.. tt' l<t /rf l= f(/ f) 1-- i. ~ ?'"' I; l 1 

en een analoge formule voqr f--/ lj. ' 

door ·cte f o:rmule ~ 

l(/K7J 
,~~ 

~t t ~~ ta, t.YY.t: .. . 
Q~~3~: Werke Band III (Ho.chlass) p .. 361'ii 372~ 37:5, 40J; p_,216 (~o~46) 
Q .. C .. .x,a_,n,_V~~n:: . i-roceedings Kon ... a:c-ad .. amsterdam .. · • 

vol XLIV {191+1) p .. · 961+, 1078, 1198, 
u XLV ( 191t-2) p .. 32, 171,11 2lit-O. 


