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HOU?D :::T.mC I o 

Enic;e be._:,ri1:i1;2n nit de i,iathematische statistiek o 
1 ) 

·1 o 1, Inleidinc;. 

De 11::·,t:1GE1atische sta tis tisk houd t zich be zig met de be stude­

rin..,, van c;rotf2 groeJ?en van dinc.;en 9 mensen 9 vorschijnselen etc. Het . 
doel daarbij is iets tr:-, ,,:c-t:en te komen VBJ'. het alcenene gedrag van 
; , 
een of meer c:ie:,onsc~1a:_n--;en \r._:m het individui waaruit de groep:is op-

~ebou.1d. 

l!Ien L:::.n 7J.Vo bestu.6.eren de borstomvs,ng van recruten 9 het op~-­

treden van het ,~,antal O:~_;en b:Lj het -,,er1;en met dobbelstenen 9 de bloem­

l-;:leur van een ::)lantensoort, d2 ~1raa<J. van het intellect bij kinderen 

vEm. E:en be1x1alde leeftijd etc, DiL.>JiJlf.:! ,c;aat het ook om het vaststel­

len vs.n een ve:ch:',nd tussen t;,,ree verschillende verschi jnselen 9 b. v. 

het optreden v;:m malaria en het voorkomen van de malariamuc de 

werln=:loosheid in vei"7Janc.1 r11'cJt de c~jfers van de ui tvoer etc. 

t ,., 
t:; 

st,,tistisch rm teriaal ceschiedt door 

'1cot -,.,r-1 "'n'11·1·-1'c'n 111 7 ,·J :1c"'en ·•rc:i- -o'-·11· J" a~ te onc~erzoe 1--en ei· ~n"'cha1J l •.:.... .; .1. -:J...1. , .. ~),,.~"-".:.. ...... _)~r.;. _.._ .J...:_ _c_:~i..)"-'. ____ - 9 , \o,_ (::.,.,aL ~- . ~1;-.;: J. _,_\. L.Je: o .J,; 

dient alr-3 l.:enrtwrk voor het ondcrbren 0 en van elk individu in een be-• 

iJaalde klasse o IIet aantal indi viduen 9 dat tot een klasse be hoort, 

wordt de fre_s:..1:1-en tie van de J.::12 .. sE.ie J,iono emd. De klasse••· inde line en de 

daarbi j behorei:1de klassefrec1n2ntis s vormen de fr~_c.L.1::1-.en ti eve__1~-~~-!i_p.~ 

Zo ;'~Cvn men b,, v. ds v,ro:cpen met een dobbelsteen ranl:,schikk:en 

in 6 lclassen, 1I1et als klas:::wJrnnmerk het aantal oc;en van elke Yvorp. 

Men onderscheidt een-9 t 0;-ree-9 drie-- etc c dinE nsionale ver--­

delingen 9 naa.r 0 e1ang van ~1et aantal kenmerken. De bestudering van 

de borstor;1va .. nc; van rE-:cruten geeft aanle id.inc; tot een een-- dimensio­

nale verdelin.; 9 on1dat Elen hier met een kenmerk te maken heeft 9 n.l. 

de borstomvang. Beschilct 1:cn over de resul taten van een c:;root aantal 

1irnrr;en met J dob1Jelstenen? dan ki.:.,11 men daarvan een· 3-- dimensionale 

verd.e ling O:)Stellen o Er zi jn thans voor ell~e vvor:p 3 kenmerl;::en i het 

aantal ogen vun elk(:, steen, 

2Jen 2:enrner:!:,: J.{:an q_uantita.tief zijn ( een cetal ) of CJ.Uali ta-­

tief ( nationaliteit 9 gesloc}1t etc. ). In het volgende warden alleen 

de e 1::i:cste s oo:c t Lenme:cl::cn be schou\id. 

He t is cli\:wi J ls nodic, vc:. 1 E:,c>i.llende fre g_, .. :;,cntie verde lin6en 

met elkaar ts vercelijken. In de messte 8GVallen is echter ~et tota­

le ::u1nt2,l incb .. viduen vm1 de te vc1":,eL:.):en ve1~deline,en verDchillend 9 

1 ) 
Voor ui t.'.::,c:7-:ire ide l:e sc:1ouwin,..,en zie JT1en b "v. :: :Dr. J "Tinber~;en 1 

Grondproblern.en der theoretiscl-::c statistielq G,U. Yule 1 T:1eory of 

Statistics, Dr,J.BoJ. Derksen 1 Inleidint tot de correlatiereke­

nin::,-. 



v:aerdoor 1:~en CiI'ectc ve::i~r,::,Ei ll. j1::.ini.;) on.mo.,:.oli j;: is. Om. a an di t ~; zwaar 

te ont~·.:011en :1.q~~.rt me2·1 t .:;riv !.e l~ti_5:i::::,~ frequenJ_ie in,.:;evoerd, 
-:1a2i.rond8r v,?i>s:taan 1rordt h:-·t _;.:: cal, w,r1'::;.~e3,en door de klassef'.i."eg_uen­

tie1 t~) dolen dc)-n' het t0taL.; :1a1 t:'ll inc:i viduen van de verde line 

n 1· ~~ ,•-i ·1 , .. : I ... i.-. ·-) ~ v.,..e .~:i •· 
l.J . J,. ( :c, .:. cc:., .,. , .L 1 1 .,. ~:: 1 

F == [.f. do toi;q.le .f:i."'ei_:_,,ent:L::', 
:1 ~l 

de relattAve f~f;~entieG. 
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, , 
"Jf: tJ en.-,.. li ·~--: ::c. 11 r3 i :.1 ~l 2..l i:~ "'t·~~ ~., 
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41 42 4 1, .., 44 45 
1 Oc~2 935 313 168 50 

bliJkb2ar de ~it~orasten a!gerond op 5e-

,:;;n 34, 5 ~ tc • De 
'o "' dr,, , '"" 3? :- , 1 ,~ t_. l,, .. ,_, \;;::.Li, ~ , ) 1 ~) .. ..' 5' ,.,I ;r 

Fi.Ge l ,,t~ ~.-,.l is t"-?E::i . r~~.1:Ci:-~c;:-11:;: voc1~ctelli11c~. va11 cle ve1 ... deling·. 

Op '?.'E:n horiz:)nt2.lo i'tS :Ls ci.c ::1asr·,->· ind.,:"lir,,=> 6 eteLencl. De inte:rval-

1~~,c/rL·:l·1oel: ,.;iE~e ::;r1s tl't~r~ e r·U, 1JC'.t.::=>J ... Vftri de o:;~~1 .... ,e :r·v1a.1-cte eZ_;e li jl;:· is Cia.n. d.e bi j­

"t;;:lioz t:.::-:_Jia l"B<l.a.t..t12 1lr~: 1~.rc~~ U3~n ti I~_. I(.• : e arson. 1100rr1.de eer1 d<?: r~~E~J .. i jlce :fi., ... 
') \\ .... 

~ .. ::tL}1.. ~~ ·::n. !1i st o .. ~ .. r a.rn '~ ,, • Orr1d .. :-~ t: de ~· o~·;, ~v:·:~.r~ j 1~e 1a. tie 1'-r(~ ·r I't2 ct. ~ .. :.(:l: t .i es 1· 

') \ 
L.) 

v0~:rb(H-::ld, (ut1.rEmct. s.e.n >.'hitt-~t:.:n· ,:tJ1t R.c.1oi.nso11, The i)a.lD•.:J.v.s of 

,)~1::inrvati '.:>ni:i, London , 924 ~ 
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verdelin0 • De verde11:1:;_: ·,1:::r·to,.:,nt czn to::;, or<_fveer in :mt nidden, 

t,2rwijl d2 t1·2p_:::,enlLjn :1J,,,.r ih: ,3:ir'.C.e,: ''..oe oterk daalt. 

In }ie t 1?,l,::,~:3ni-:::t-:::1 ;:: i jn tl.s ;,,•':.,:,st :.,it,.?, 1:'nlopende ;::.a daan ten van 

het 21:isto,_,rs.r11 te V€r1:1::.t0lrtrn, 2en :;cb.e:El a.:.v'l.er histo;:)ra.r,1 als dat VB.n 

waarbi j de wor;;>en 1,:ordrm in._,e ~1e i:! le~ :1aPY' t aantal 01~;en van ell:e 

wor1:i. i'MJ·•t ziet ;:;emGX.e:i~_j}: i:1, 1at ·b::..,\ tt~;-1 11 ;~:oeC.e :i dobbeli:r:.:een de 

relati.'.l\'~- :fre:.;uzmti8 \r,)01' i.: 1:'. .' c·(.n~:--':tl o: __ er: b:::.j et::n niet te l'~lein aan­

dtis 

tussen continue 

en vcl_,t het niat 

b.~ .J t>'n vueto H::u1r·Lle van y behoort, 



van x. 
De -aan· .cle 

. de somme:n van de f1·eq1.1entie$ ,.ran, 
freg_uentieVerd.~ling·_'-;;-\pt~' de diktef ~wa:nnee:~- het. kenme:rk -

te. bv.i·ben besohouwir.g wordt t~el£1:t:e:n9 Mun s_preokt hier 

veirdel~.cS. ~ail de dikte .. lJe ge·Gallen aro1. (13 ·. bnderz:l._jd.13. 
van de kolo:mmen. Dez~ r/3Ven .. de' tc·GaalY•a·;~:eiing Yan·a\~~ 

. ·' . · . , . ~ · _> .. J:,'~ :~:·i_-. • . · cf '·,. '>~>-· ·. ·-~ ·. · .. _::/:\~· .. ::: t:~_:-:·::,.~··:·· ci ~ ·:,t_r. ··_ :~ .- . :_·:'. ---
. \Toor de OE!"l,,.1 .... er1.n0 \•a;q. de iJe.~ J.e .... L.'.1:-:;, .•. s h""t .v® 

o•e·bo··.nden·· ~-"'r.de·] .; n.o-":>v, r-'~ c•_,..,,.:,7 .;-g· .j,.,,,, •-·e· _.:;,...,:,·0 1-1J·ki::1·;., 1'T;,,e-,it· . . _. "·1·---•'.i;\·· .-F i:~J:!l;:l'j;Vi o. • ' .1.' ~ . .. "!'..t.. ·.o-..::i.!:.I ..... .i ... ~,J.·~~f- - .... _-..-~ • -v~• V.. a,_,..,~-- ,.J..,_ -- ..... J;J.._,e J.:_\~;,- -.a.,•"' u __ :J,Ji,J.:; "'."" 

bonde1'r Ye:rde'.1:in,ge.t:i- ,..:-a:r~. l.J,. .<-?n rt1oat m.en :pe±· ~ir~l()m 
• -· .'. ' . . -· ' ' ' ' ' ' ~,1. ,, . ' " ' ' ', 

· quenti8s ovei·gaan, omd.at het totaal ·e,'3:-ntal .fd.!'€'/tJ. 
. . ,, .. ,,,,:' 

·· lend :Li-::1. In he-t or.:ciP.:rs';aa:1td.e tabls!.a,-;,1 IJ -
, . . ..;:. 

Ta ,::--Je au ·;r:r,; ·•: 
mm . 60 ! __ ~ 3,+---,---: .... ;._;.:~~:.:._t,___,,.........:c ... i--'-'-.~-~~~,:;,,.,~...,,.. 

~--.. ' 

~ .. -~.•-'t-· 
rl 
a· 3715 

Men ziet, (18>t cle 

.:.:verschillen .. Ve:i·ander·:; c1us eir van do 
. ' 

d,e.11. veran.c;~ar·t ook · cle. da::i,:itoi j behdronde 
. ' ' ' ' . ' ' . . 

.. _ dere kenmer:'.t. Zo is hie.r dt:;...,ect . te z1en, 
'', _· ' ---:- ' ' i•.,:·,:t~fJt·f_;)·>"':. ,_:' ,1_;;ff1,,.;,··>0·.'· . .-)¼ ~-· ' .·. .' . 

,warden de _p~ikte e·,re1.1eens···"a:e . ~c-er1d.e::;;s 

l'.n.erkan lH;d.n'iTlcecl.en . q\kasj::~·. Tuieh spr•eekt. 
,• ' .' ,' ·_ .. ·' ' ·_· .... _.1_.\ __ ·,·.-_·_/_·"_ .'' . " ' .. : ,· ,: .. ·._·_ 

tie of men Z~¢'t ~ dt?d; de 1:,a:bie. kt":'TILlerlr.E?r, 
,: ·, ,.::,,.. "·, ' 

n ~_t1,,L'1,·•_1_.-.... •·1·f_· j1~ 0·01. ... a··e- a•pl"lo 1·1·-·c1~,,.., "[.::i-nff;;,,:J.C' < ..... ,..,...,,,,,,, = ,_,_,, ---- - .h • ... e,,,.., __ ,. ,.,.)J.1. ·_..,.,, • .J. __ -',,~0·ov_ .• ,,, 
,,. ·, ·, ' •·., 

1_,_' 4_",..._ ·g- r.. __ i _·_·.:i e· -.. ,, ·-d·· "'n.• a:r.1 c;\ 1_ .· o··_· :)' ... _._ . -·· -:_ rA ..,;-,.._ ··m .c_·r ·_ ·. ;_ 1· l ~-· b_ .. 1 .. ~..t..•., i;;;;.J..1..l .L.i. c;.t .o.t....,;.• .. ·o"'-'- V:.v-.v:..r..Y.,,;t>•a.:..;.Q~,;.._, . .,. 
' ' ,·_ < ',, ··-: .;··.- ,:_,· .. :·:,._,· :,-· ', ' ' :-_. ·_:-.-,_-;_-",-:,·:> 

:Bij he·G ami_v'rn~ig ·.r,ijn van .Oo:t:.•reJ,,a,t:ie. 
· , ,-,"·,: ···_ · :·r, .-,- ·.'_.:-,,: ·-:-;:··.-'.',_ .•: ··.:- -.;< ... 4~•.·\ ,_· __ -_··: .. -. _·.< :_ .. , ,.'.·::·-,··:'·_,c.· ·-, .\· :.· . , ,-,' .·,. 

zeke're 'm~t~ van a~_ha~keli;jl}Jleid "tfBl1 heide· 
afllankeli jkhe::Ld vo o:t-13:l J1iet met de ;f'o.ncti one le\ 
'' . ·: . : .', ,' ·.--.. ;-·, ,' ·, .· ' ._.' ''' ·.. . .. ,', . ':' ·: t: ·~-." ... .{ __ '_;",_-_ .. ,~ .- ' .. ·· : >. ,. ·'.- . .-- ' ., .... : .' . ·: ' :: " : " ,, ' ' 
hrui,.7'i:elijkheid v·a1,rv:arre:r1: W~neer·:dezfe;tussen twiae 

!:ltaan, n1oest ui-t.: de vvaara.~,,y-i::U'l he{r ene Icenfaer~, 



ondubbe1zt:rin:tg volgm::i.; heJ0 ene kenr,1erlt zou het· an dere :rnoete:ri 1-,'e),i~i~f 
len. Uit het voorbeeld blijkt duide1ijk, dat dit' niet het (!;SVaJ.i fa: 
bij ,-:;sr1 oe:;iaalde dJktG l::unrer: de peren nog verschillende lengten · 

De c o:.>rel2;::_c, l;:an zwa};:\:21"' of sterJ~er zi jn. Is ze zeer zwalr, 

dan ze,l ·a.it zj_ch c1a•c.',·:-in rr.ost-sn rii-bGn~ dat de relatieve freg_uenties 

van de Gebonden ve~:-cle :1.i.nz,2:::1 ··.ra11 ~en rler ::, ,.m1nerken weinig verschil­

len? v:relke ook de bi.Jbeho".".::ond'.J vrc1arde vc:.n het andere kenrnerk is. 

Als in he t voorbeold '1e ei.:L:.cte y nh,t ,gecorreleerd was met de lengte 

zouden de relatieYe fr3g_ue:ntie s van a.e {;ebonden verdeling van de ko­

loi;.1r-1en 1, in hori. zon:calo ri: :n steeds geli jk moeten zi jn. 

Voor het grensgeval, dater geen correlatie of oorrelatie­

vri ~lie:i.cl tussen de ~,:em,12rL:en j_n e en 2- dirnensi onale verdeling be•­

staat, koBt :men de::halve t.Yt d O vol~~·ende 

Defini. tie 1, 3. --·: ~ 3~;j een 2-- · d.imensionale verdeling met de kenmer------~-·•·-- _._. _____ ... ___ _ 

l:en x en y is y niet e,ec orreleerd met x, als, na overgang in elke 

gebonden verdelirig van ·y op relatieve fr•eg_uenties, deze. in elk klas.:... 

se- inte:rvaJ.. van y :r_'j_.j vooI' rij 6olijk zijn. 

Laten j_ en k res:p2ctieveli~k de rangnummers zijn van de ko-•­

lomm.en en rijen va:a J1et table.au., Beschouw de gebonden verdeling van 

de kolom met rang:r1u11rrr.ei-· i. Is f ik de freq_uentie van het vak dezer 

kolom, ge;lesen in c1e ri j k, dan is de relatieve freg_uentie van di t 
vak in de e;ebonden verdalinJ; van kolom i 

( 1 ) 

De uitdrulck:ing in d,3 noeme1' s"l:ielt voor de som van de frequenties 

ui t ~rolom :L ~ de f .. "r vrnrclen J'e sorr1?1eerd over de index k. 
l.,,. 

Volgens de definitie 1.J.-1 zal y niet gecorreleerd zijn 

met ~ 

= • , ••• ( relatieve freg_uentt,es 

ui t. eerste rij Zijn gelijk) 

= 0000() ( relatieve frequenties 
ui t twee de ri j zi.jn. gelijk ) 

snz. 

of R1,:.~emeen s;e schl"'e ven: 

( 1a ) 

Elk de:;:;Gr' oreul{en is echter gelijk aan de breuk, waarvan d~ teller 

de sorn is van alle tellers en de noEimer die van alle noemer~·•'" 
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;!:en he e ft dt.i.s 

vcr er. .. 

1 li:; Cr ( 

00\':!:-1 

r .t., 
1. ,:..f •. -.... ---:----:r---r .; >·-- .; 1.-

( 2 ) 
..1.. ,. ., . .rc. 

.. ,, .. _ ~,,." ( ~ ., r"l"··+· ,1--, '~1 -~ . d ,,.nu.,, ,.,.~,., ,_ ; v1 .. c·,· ,.t .. r,ld. Vi;; orr.gax:eer 

(~) \ ? ) !;i~c ft in ,~1-.::;1 f or11mle de in}1oud van de 

:,2v~'L d~:f.in.i.i 'ra:·. :ic co ... ~;.~el3.t1c,vri,ill'.Jtd van y Het x. 
~-I8n :::a.n n'J .. >'I't1e .. '.:::.:, .. 1i_;',: ::.f~ 11i. JZt':"'1 1), • d4t than.s ook om.gekeerd 

x niet seoorrel~erd 

( 3 ) 

van i en k, voor zovilr sr .... ~ r~t ('\''''l' .:,:·•~('\'"l'/''IP""rd ··1ordt· ( ") ) is ve·ne:::;1 ;.-4 .. :., .... ._i '-• ...:,.) , , ½.1 -J.t,..j.- .. 1.-.... V 'I' :, .) 0 .l , . .,. 

analoo:., sebom,d e.Js ( 2 ), sl,:cl·:t:3 :-:ljn de indices van rol verwisssld. 

In ( J ) stast, dat :: nict; :i:ee:,:i:·.~~,::1e 1.n·d is ruet y t zoda.t men heeft de 

StellinG 1 • 3 ..... 1 : I :3..L.__::.i_:"! !, . ..:,,f:~~_orr:•~ i_~..::: . ..:'d .. 1:1e ~-!-1_~ i:L.9I11£e2c.§.:~.!:~ o ok 
.. ,~" ,.,, ., , •. _, r, .. ,., ,..,. e 1 .... ,, ''"(.. , ... , ~ + >r 
A •• .J..t:',.-J.;,;·,v,.-~ "-";_,;;;:J... Ji<ti~ J • 

Cor:r,21.atie vri jlw id ls bll J}i'.'ta::..r een 0i5enschap, die ov,:n" en 

m2er 1-.;estaat. If.(·m spr,,sl~t cjan oo1r vun ei;m correletievrije t 1.1ee-dimen•• 

s1or..a le frequentie Vi'..,r<::!.tC:ling, 

Uit ( 2 ) volgt n~c: 

( 4 ) 

Ir~ hst E•orste liil ntaat -:le rclatiev,:: frequentie van het val<: 

i ,le b2rekend voor ue t.11ee-- diraens1onalc verdeling. De eerste breuk 

in he t t',.feede lid is c.e re la ti eve freq_1..:.entie van het vak l: in de tc-­

taal vardelir.g van y , de t•.redde hreuk in het tweede lid de relatieve 

freq_uenti0 van l".et vak i in de totao.lv=:rdeling van x. Men heeft dus de 

Ste llir;;;; ·1 • 3. -2: In u en -~-~r-~J-a t j_e..Y.F.;;ije hl~El.::_ ~<I.~E,t~n_!:li ona~~F-~Ji!l:£ 

is . .£.e_ t~J.?:~J.i_~Y.2_J.E.~.S:~~B~--v-~Jds . .Y.~- {~-e~1~ aan het 
-eroduct __ v.2=21 ___ q~_jl}_ dezolfj.e kolom en de~~-l_f.j.e_ :;-_i_j_ ~.:: 

le ge.!!._F...:~:J .?.~~-~!_3_}!~9-::~~£-t ie_ V:~-~--t<? t~.tl,~~ .E§.e l~de r 
beide ken:Dsrken. ___ , ___ ........ ,_ ... ,_ 

Het l1ewija is ontloend a,m Derl-.seu, InleidintS tot de correlatie­

re!rnning. 
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Het is du.i.delijlt, dat de stalling ook omgekeerd geldt, n.l. 
dat een twee- dimensionale verdeling correlatievrij is, als de rela­
tieve froquenties van elk va..~ gelijk zijn aan het product van de in 
dezelfde kolom en dezelfde rij verkreben relatieve frequenties van 

de totaalvardelingen der beide kenmerken. Immers uit ( 4 ) kan men 
direct weer tot ( 2 ) en ( 3 ) basluiten. 

Men kan van het bovcnstaande ~ebruik maken om een correla-
, , 

tievrije tm,e- dimensionale verdc:ling te construeren uit twee ean-
dimensionale verdelingen. !&en behoeft slechts van de beide laatste 

verdelingen d3 relatieve fre~uenties met elkaar te vern:enigvuldigen. 
Dezo producten, elk op de juiste plaats in een tableau ingeachre­

ven, zi jn dan de rela.tieve freq_uentie s van een correlatie vrije twee­

dimensionale verdeling. Zijn er voorbeelden van deze soort verdelin­
gen nodig, da.n lcunnen die dus op bovenomschreven wijze gemakkelijk 
varkra.;-en worden. 

Da theorie van de ma.thematische statistiek kent verschillen­

de m€thoden om een getel af te leiden, wae.rmee de mate van correla­
tie t'-lssen de ken..ilerken ka.n warden aangegeven. Vocr deze alsemene 
theorie;in wordt .no.er de li teratu.ur 1 >verwezen. iVij behoeven ons er 

echttir niet mee bezig ta houden, omda.t zal blijken, dat de verdelin­
gen, die in de wa.a.rneinini::;sretening optreden, een zeer speciaal karak­
ter hebben. l3ij de behand:?ling van deze speciale verdelingen za.l 
voor dezen een maatstaf voor de correlatie worden 6e 0 even. 

Bij een twee- dimensiom le frequentie verdeling kan men 
z~ch van de vol~ende meetkundige voorstelling bedienen. Op elk der 

valr ... tcen van het tableau ( b. v. op die van het bij deze paragraaf ge­

geven voorbeeld) ala irondvlak denkt men zich een rechthoekig pa­

ra.llelopipedu.m opgericht, waarvan de inhoud gelijk is aan de rela­

tieve frequentie van het vak in k1rnstie. Deze pa.rallelopipeda vor­

men een lichaam, welks bovenkant een beeld geeft van het ka.rakter 

van de verdeling. 

1.4. Drie- en meer- dimensionale verdelingen. 

Het bestudcren v~..n 3 of mecr kam.1erken geeft aanleiding tot 

het o,,;atellen van 3- of meer- dLJ1enaiona.le verdelin.3en. In hat ver­

volg zal ter bekorting c;eschreve n 1·torden V 3 voor een 3-, Vn voor een 

n- dimo11sionale verdelinJ. Reeds bij de v3 bestaat een grote ver-

1 ) 

b.v. Derksen, peg. 17 a.v. 
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scheidenheid. van s~or ben, .;eir.eer is d:i. t het L~eval bi j verde lingen 

vsn een noc zrotci· ,J.si~ ital d..L:rr:1.nrn:i,Js. 1:1::d: is h:i.er niet c.e bedoeling, 

ui t,,.cai·ig -te z:i.jn; sl·-;;:h-sf, en.1:ele voo:· het :1..ate:re gebruik nodige 

eL:-enscha;yoen zuJ.ler:i vv,)rdrm bfohs.nde] d.. 
'--' .... 

ii ·1 d ., . f.. ., l .... -,l,·er' rl1' r.:, :_,.:- 0 y en z zullen V"'Or-v an cc \"6l""O .. '-~-t1.:.~· mev .) ~ .. e,,IJJ:;.J .. >..J,~' u. ,_ -~, v 

Cl:1811 r•'"'nO"'''l(l l·rn 11en 17 ·' --.'1 ''J0')' 0,p~ ,·,·c·o-~r,.l..8ll~n·1• 111 .. :i.}..:en. Ilfon denke Zich (-., V .,L ,. 1.:: 11 ~ ,! ~ c.}.- .1. ~ - "· ,- J J. :_,, .l, ·, • ,) lJ ;.. .,.; ..l. .I. V ' . ..L t-:.) ·' ; .J.. C,:) 

daartoc;~ naar a::12.l<)gj_c 7an hGt bveE,··- JiniensjoJ1aJ_0 6 eval? een drie-
,;.J1· me .... . ..,1 ..;... ) ,,. -'· 1 1-~1,.1· 0' ·,cr,,::,v, ,·,t•-7 c:o l ( ''iG ·"i&:· 1 4 -- 1 ) • Op de x-, \L .• n.;:,1.0118.c.;., -'t,;C.1,ll.,l \,C ,. G •.-,,.,.::0, •.•. ,-, e. .••. ,J.. 1.., -'- o• • ,, , 

y-~ er.. z-- as 1.rnrder. 0.(-J :L:r:t,3::·r~•-lv2:c,lelj_n,gen van c.o dri.e ken:c11erken aan-
r:.·e,··e,,on e·1 a.Joo:r" -::ir.,,_,c:: . .._,,nJ-,,-.., \''•·-re';:,·,., \-1,..,1:· 1··e[' ::o,anr),-ebracht. evenwiJ'dig b t::S . . 1,1.._,.:_;,_. 1~'',-L. JC...,J..t. •v ....... .r1. • CJ..J._,.. ... .• ..,... ... , 

aa-o Jc coor6.inr12~tv1.akt:0·.1o .Men :.:r_;_~;e,t a.2.r:. e,:.:n v:srdeling van de ruim-• 

te i::1 c'3lleno =:n el'r:3 -::e:.:.. ·:'en.lrn ,11E.-n ztcn een p2,:~1iertjc: neergelegd~ 

me·c 81' op go:ic}1r;avc::1. C:.,1 r1•,Jq1...1.cntie of de relatieve £:cequentie, die 

bij d:J eel "bolJ.oo:::..~1j, ,uai:'r..erlE >sClosJ.c"i.e voo:".Ti:;ell:Lng i.8 verkrec;en. 

Bij vcrdeli::-1..;cn Ii":.e.·I; mc,s~.- du.n -.:.:r-ie Jrnn:1.e1·:rnn v,,:c··,a:.t c"i.e mogelijkheid, 

zich cleze irr d.t ph~r8i-::1c;1.s .cu.irntc te dc:nks:n, 2ls 7,ocvo:1 ·;-oor de V 3 
aanc;e (;G 'ren. 

Denkt men. 7'ich b:i.j cc,:1 'I 3 l'nrt kor.merkdn z, y en z de inter­

vallsn v2.n dE: x-- vorcls J.in(; 'd?nu.n:'.i,1er,0 ,.c·a:1 ·1 to-+, n __ , die der Y··· en z--
- - 1~ 

verdeL.rl.J van 1 tot ny.i ::~2sr.jo V&.D. 1 tot n 27 r:i.a,r.. kan men de frequen-­

tio van een eel voorrcJtsL'.en doo:-.:· f'., .. 1 • waerL1 i., k en 1 in opvolging 
J.A 

de r2.n611umme:.cs VEUl l1e·1; ::~~ 1 ,;;-- en ~_:; .. :i.ntGrv:o,l 6 ev-en. 

~faG.1' ane..locie va:1 6.e tu8o- cl:;_L1cons~_o:n2.lc vei"deling kan men 

bij de v3 oo\: spre:c0n vm1. [F~:?-?E_~..:.:i£ vcrie::.insen en :t?J .. §.al_verdelingen. 

Deze r;ebonden verde:in,.-:;e:n :·:-:;_;'1:1EJ1 t:1anEJ cch-car worde:n onderscheiden 

j_n twee so or ten, n .1 , e sr_ ... s:1 t•,.r2 2 •• clir,1ens::.o::12.le. f:3:1. ze lfde onder-~ 

scheid i.s te :nal:e1:. bi;_i de +.o·';a2,l•re::..~dclj_n0 e:1. 

De f:.:'Gq_uent:;_ea 1 1,12(;n"100:: i e:r'. 1::: const:1,nt zj_ jn en ue index 

1 de 1 -1- ., , , 
l'8.Y;gnuri:rnsrs , tov nr;· Cl1)or1oo:i:)t 9 vo::'HBn tezgmen een een--

'"" 
dimen-

sionalo .~ebo:1cJ era ,'E3:i."ds J.j_r1l; v2n ~~. Bi j G lk pg,r::,r rangnummers van i en 

le behoort een ,-,-,,bonde·1 °re·..,-:J.e 1 -=11i::•· ,r,-::,·1, '7 o.-- -:01·1,...l·,c:•.-:: mani·,~,., kar1 men i_,.,;, ...... ,;_ ' .,. _, ...... J.. .. b Ve:-~.~ L.J o .J..) ·-- 0, vov V-

be scnouwen C 8 een-• cl.:..fr1er 8~. 0:.'1al8 ,:E:: bcnd.G''.l ·re::. .... d:, :.ingen van X en die 

van y. Kiest men dea·,::--eni:iG'.'.?,2 ::1 vucn· l eer: •ras+; rangnun~rner en be schouwt 
men alle f:r-ec.1.•ucntie s -. waarvoor ., ___ cil.j'._+. ,.rt-"B'~,,-e- ra,,., 0·r1u1nn1,:,, .... 11eef+. dan vor 

' V •• :..<, • . ,.,1,b •. . '-' _,. ,l, V i -

men de ze fre c;_uentj_e s its +;,1ee-- d i;.-1enr.:.;i o.:.-iale ,;ebonden verdeling van x 

en y 9 beho:;,:•eno.c bi ~i hut ce:rnzer: i/3.S-~ 3 :i.n te2·•1al van z 9 rae t he t rang-­

nwnr,1er· 1 o Op d.2 22 i'!i. j ;je ta1:1 men 0 ol:" bG schc.:-···._:;n twee-• cli1~1en,si onale 
, , " ] , 

0 Gooncen vera.e 1:1gen :;r,:~z cw Y,'L·,, 
, ' 

Ee:,. een, ... :iL,1ens:Lono.le totaaJ_vf,rd.eJ.in&, van z ver~ "'."'ijgt men 

als de frerpienties over i en k ·1,·c:1.•c2en 0 esor:meerd. De freg_uenties 
daarva.n zi jn 

";"° f 
- '} . l 1 l{: l3.: 1 

.. - ,0 

4-. 7,--. 1,,-0 
J .• ,. l ... ,.::. 

000007 



+ ( !_.1,· •,i ,...- ... ,, 

4-' 

·" 112 
,,.,..., -- •» .,,,,.,,,,,. 

z 1.f ·11 l 

f121 

1 1 f ., ) l ... '·-· 

;_ ... 

~ l~:l 

f ') •,· ., 
,:, ' 

2- .1f )·l .. 
. - .l 

,,, .... 
.,\.. -i 1 

..... ·.,.J... 

s;;· .r-
--1.J.L:l 

( 1 ) 

( 2a) 

~~ 

~L2,?2 
( 2b ) 

( 3 ) 

'l J.1 .... _:rc ,_:11 a .. 1le r1oon1ers: 

{ 
•. ~::1·· i\1 

( 4 ) 

ie-:r,. ( Ond.er " vriJiJ II indices 

wordt ) . , . 



4 ) is dus da uitdru.l:king voor de correlatievrijheid van z t.o.v. x 
en y. 

Ala z corrslatievrij is t.o.v. x en y houdt dit in, dat z in alle 
twee- dimensiona.le a;ebonden vcrdelingen x,z correlatievr1j is t.o.v. x 
en in alle twee- dimansionala sebonden verd3lingen y,z t.o.v. y. Dit 
is gamal:keli jk ui t ( 2a ) , ( 2b ) anz. af te lezen. 

Uit ( 4 ) kan 1:1en de vol~-,ende J conclusiea omtrent de v3 trekken: 

!.!. Correlo.tievrijheid van z ·~.o.v. d.:: combinatie x,y impliceert cor-
relatievrijh,dd van de combinatie x,y t.o.v. z. Inuners voor ( 4 ) ken 

men sch.rijven 

.-!JJ0-_. 
Iikf ikl 

Zlfikl - ·--~ 
riklfikl 

( 5 ) 

e vcnzo ;~c lclig voor alle ran6nunui1crs d,ar vri je indices. H€ t eerste lid 

van deze vergclijking is de rc:l~ti~.vc frer.,uentie in de .;abonden verde­

linL> van x :m y. Volgens ( ~ ) is de z2 relatieve frE.quentie voor alle 

ran:'.i;nu.ri1J11er □ van 1 2,elijk, hctg.:;en batek-snt, dat alle gebonden ti/€€- di­

raensionale v3rdJlinsen ~,Y idantick zijn. 
£!_ In :,;cval van correlaticvrij!1\Jid van z t.o.v. x en y is de relatie­

ve fr,ff,;_uc:ntiJ van de bcscl1ou1.;rd2 V 3 ::.:;c:li jk aan het product van de bijbe­

horEmde relc1tis:::ve freq_uenties va.J1 <le twee- dimensionale totaalverdeling 

x,y an ds een- dimansionale toto.alv2rd.elin.; van z. 

Voor ( 4 ) lcr:.n men nl. ool: schri jven 

L ikfikl _,_ -------- ( 6 ) 
Lili:l f ikl 

In dezc V$rg2lijkinG staat dan in l1Et earste lid de ralatieve frequentie 

van een eel i,k,l in (.k VJ* De , :rst,-.: fe,ctor in hat ti:,eede lid is de re­

latieve freci~,entie van hat va.k mc:t d..:: ranL,inummers i,k van de twee- di­
;ncmsional6 totaalvc,rc~elinc; x,y Gn de t\r_ede factor is de relatieve fre­

quentie van da klasse mdt ran._,nwnr,1er 1 in de een- dimensions.le tote.al­

verdclinl'.$ van z. 
£!. In geval van correlaticvrijheid van z t.o.v. x en y is de twee- di--

menaionale totaalvcrcalinB van yen z correlatievrij en evenzo die van 

x en z. 
Somm:zort men nl. hie: t ca.:- st€1 lid van ( 4 ) over i dan ontstaat: 

iifikl iikfikl 
- • - - - = - -- ~ -·· .. -- ( 7 ) 
[ilfikl ~iklfikl 

hetJeen vol;.;.ens ( 2 ) van 91.3. nan;;~eft, d ... -.t y en z in hun twee- di­
manaionalc totaalverdeling corr0latiGvrij zijn. Somn1eart men het aerate 

lid van ( 4 ) over kt dan kriJ.S~ rr.t::n de v..:rgalijking 

!'kfikl t'.11/11c1 
r;'"ir1-1a = f1k1 ?1ic~1 ( 8 ) 
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z in hu.n 't1.:rtc1.al v-2rd. 12 line corre latievri j zijn. 

) I 
i' \ ~7 ) il1 ( 

ntu,:.;.~,::. ... ,s d:;1:· v.i.~:i..,; j,ndicGa. 

0 1)roe r!·: in:~ . ,........._.,. ____ ,,. ___ .. _,_...,~ ... 

fr1cr1 s J~ 0:1.c::.lc: t 

1-·'' -L- ' 
.I.,-. \,• ·-.. ~ 

( 4. 

aa1.1: 

-.;· f' 

en ( I) ) worden afb'aleid, 

in te zien. 

{ '() ~cvat du~ all~cn ean JGGeven 

v:rd~lin;. BlijkGns 
J..~ c:·~;.,:1 ).l .. t,,, \J\-.; u .. it t,~ cc::~1c.1~~Jtl{~;1-a:,_;r1 01ntrs~r1t de v3 van 

-l.. :·:. ·;_~ r; t, ·: J.:·.·:11111 \-.- t'l ·,.. , ... : l''::~- r1. r::o ~-: t Ii'H.::11 }{w1n.e 11 b(;· sc l1tlr-

V :-. '1f. 
3 

• :,,:. .... ,4 L ( 4 

··- .. ,, ... 
,.:..1J.. L.l .... -... _____ , ___ ... 

'(; .r 
i,, i 1 ~I .. 1:-.~ l 

.('• 

V T:·•1r 1°, ""S 
~\ ;la _ ...... , ......... 

' . ,ir. OLl.:>"-~:eera., 

) ~rL a~~ ~an ( 6 ) bovandien no~ 

·~· .,f• 

"'-·2,1.J.il:l 
( 9 ) 

L l ~-; ki ..... --·- ' ,~... . -. ~· i]''itJ. 

'" >. L: 1 f".:.~: l 
( 10 ) 

4 1::-"' 1J.. i 1 -~--1 

.. , .... C.,, I 
;, .. ~) \ 

'.; 1 ' ' ,_ 
l "~ • J • t .:; .U \:; 

<' .(,".'> 

" :lc1~. 1:::::. 
., 

-~-- i ~ .: ... ~ :•_<: 1 .,_ ( 11 ) 
..j::"' 

t ; :: l -'· .i.1-:~: .l 

Voor 
I ) 1, 11 l1:,irl U.U 

-'' 
'ikl ---- ( 12 ) 
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Hi!t E,2rs,:;e lid, geso1~:t1ce;ri ov-ar :, ge::.:ft :ri::ier ( ·10 ) en dus { 9 ) • 
,Deelt men ( 12 ) dcot' ( iO ) l~::?~n kr:i~,::;t men, na een kleine herleiding, 
( 4 ) weer ~eru3. 

Nu 'olijkt ( 11 ) 1:iyrt.,2trisc:·1 tc zijn ten opzichte van de 

tn<lices j,k en l. Dus eve:·,..Jo .-h, ( 11 ) :ie voorW8.cLrdG bevr.:,t voor 

{ 1 s 
, I I 

vol:.;ens 

v.., 
j 

de 

cor:reJr.tievrije v3 • 
1 ·1 ) ste llen achtereen-

ecn-- d.:'...J.ensionule to-

een ec-L·e2le.tiE,v·:·:i,l2 lrL-- u .. irr:.,r:·,~:)~n:1c 't~:rcl8}.:ir.e; tG con:::Jt::.·ueren uit 

1 £ln- ~jraansionale ve~6olin,;?n. 
B1 J v1n'-· 2.n ;r.c Jr-- C:~ :",2,1u.i -"J:lc"~la ·,er,:,: linc;eL besturui soortge-

li .·J:o oi.:-::>=:nscl1:-_ppe11 :c:~.s ·..-,·_~;1· ,J-, ·;.,~·,~·1,1-1.:ie '1" ·,, V 'hn 1~"'1' ~-.c'n van v ,_ ~• - • ~ ,.; . , ,. ., I.I • ·. l ~-• j , (, J. :> ',:; '-• -~ • J.IJ.I~. ~ '-'' ; i:o ... • < - .., 
d:.;~:~~ 1:srdelir1&en r1:ict n1ocr (~)•:::11 .rtz.it:.tdlijlrt: ~\-001--tstt-11.i11g 1n,2Jce!'l • . Ane.,-

d6 V Er·, V 2 ... 3" 
Ook nu ia, \oor Jc lAt21,' to~p2sain~cn, spe0ia~l de corre-

1.,.,,t i.s vri. jheid van :i:,nur:tir~can o:ick~1.ing ,r::m te lc:.::1..;. 

Lo.at, ti\:r. e:indc, d12z 12 3.c;::.32leu2nl12'lrl te ondcrzoeken, een v4 
.:;e,~evcn zijn L~st dr ·:c:-i1.1er2-:-tn ::.. 1, Ji:,:u x 3 (:!!', .x4 dn lat1t de frequentie 

voor3esteld warden d0)r 

Dv index i1 looct V'CJ'. j ·;,,:-.. t n ... , Vc···,·1 '; + .. ,7 !l ""'"'7' 1r·1'9r 1r ..... , !lU 
1 • • • • , , "'::! ~·, • ,, 2 f '-->"' • • .o.,;;1,.u 

vro.e,en l'.lt{.::X de voorwrv:2.~c~en vcicr eor,.i::l~ltia,•,rr:;_jr..eid van x4 t.a.v .. de 

3 S V'll,":r•" 1.,enmer1~.:,--- T)ur••. -~p:·,-~ pr•c-,ln:·)·: 'nl·,·t { .d,. ) luide'"''' i,,,i.J.\. ... C Q .a. ... ..i.-..v ~-@ .... "-· 4.J\. ui_..-..,. v t ~ .......... ,~•-··• ·<> -. '..·.; .., ,. • \ f· •"- • 

( 14 ) 

,.,...:ildj,_t'; voor alle rr..ri\..,.:11.ui;'.ltP.'r; d .. r vr:1.j .. ' L,.,lieea. 

Men kru1 bi;; .~,::r, V1 e,7:l"l°td"L' ::io.!{ J,.,,,i.,.,, dPt tr;a•'.:) 1c·,m"Prken b v 't ......... '" "· .. t ,.. • 1:. ·~ ,,. - ' • • 

x 1 ~'l.n. x,,, correln.tiev·r:j z:.Jr~ t.:J. 11. cU, ·(:,HCH! end1~ren~ De ujtdrukking ' ,,. 
hi.~:r·•tocr zoJ. ~ zoa.lo 8.,Bmt, .. k::r:: 1: ;ik ).fi i.n "',<:!! zj_.en, ]1loeten. l1.1ichm ~ 



i?;eldi ..... vo,1r r.llt: rr.n:~'.;rm.rr1,j~'•,:,; clc:l."' vrij,' indic;:;;e. :~:-,i,w,rsj hier stc.at, 

de.t d2. 1~,31:-~ti.::v:; fr2q_1.:,,::1ti::: \tOJ.1 d-' t,rnc- dit1•2ns5.ol12 . .le ga"bondon verde-­
ling Lpi2 onc,fl1ttl"12::cl.i..j~: is v:~:1 tlr, r:~..n __ ;nu:·-1::1:,rs i 3 ,:m i 4 • In ( 14 ) en 

( ·15 ) '~c,:1 n1211 nor1.:1b:r lin:rn v:::•:-1r5.i:::::Jlfm J(r,::t tc;ller rechts; ( 14 ) 

x4 t.o.v. x1 an Xn ■ 
t'.. 

In h, .. t ,::.J.,_;,'..;;wrn ;;:, '.11 /:H?n bi j :,k s:.>r-- dimcnsion:'l.le v2rd,,, lin~5cn 

cor:r,::12.ti::.vrj_j.:.h,i.d :.10,:tcn o:11h;:..·Dch•::i•:i,:n v,:.n ,,::an ~-roep kem:wrlrcn t.o.v" 

db '"',r0s;) dar ovt:::-..,i'-;,Tn. r:L·r,)i,1t1· .0nt r, oL:dcn d;,-.n <:. i_:;cnscl:2..:,•,: en kunncn 

corr\, .L:~ t :i ~ vrj_ jlv.: id 

lui.dt. , .J.~ v0l_;t ·: 

Di.' f1"1.1 i t-.1· 1·-. 1 • .1. __ :·.· ,, • •. r1,·1· "{ n\ •• ; •. u·' 1·1 . -.~,- ··•1 '" X X 1·,., d;') . - . - . . . ~ . n ·"''"· " .·• c., , ,,. J. "·· , •. k ..-.1 ' 2 • • • • • n o <; 

i;ro,:.:) L,~·E1·1crLon x.1, x 2 ..... x, ccrcl, .tt3vrij t.o.v. da c;roep der 

ovcri,.::,1 L, n.J;1E.0 rLcn X1., 1 , x, 
.a.\. '''ii. t 

wu:.:rin f d,::; ! ... :re q tt e :1.1; i , __ ; .; 1~ 7 ,·1 \,:·:r 
.L 1 J , "'') ~ o " • • • - ,~ • ,:.. Yl 

zijn va.n de 

r,0s:;>:.Cti.cv,:, int1::H'Vt:;l.1.,:n v:1n :h: :,:; ' r::-c,n :f. 1 i x~:· .•• JS1 • 

Yolrf;;:,n& de::. rl•,::tini.t:i .: i:, clus :!..r: d,·, n-• d1.::1dnsiion::,,J_e v:2rdeling 

1-':._e t 1~ l: r1 ... ,~e r·k Y.. ,1 e oJ· i"'·.~; 1 ~~~tie vr .L j t if; o u 'fv. <i:::: ii .. ::i1~oc~ .:.) clt. rb o \ti3 ri :_s·e l·:e :1n:1(::rlct2n, 

fllB: 

Uieruit vol(;t, dc:t 

r. . . f_ . . 
1 • , l '.) r®. • 1 n 1 1 1 :l ') , • • • J. • .,, 

~ ·:,.~ ,t .... 1-.. 

( 17 ) 
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f. . . 
J. 1 i 12 ' • • ' l!l ·----

L .: . ; . r . . t .. . . f. - i 
j.1r··1.')t ... :i•••··,., 1.l,:i')1•·•1 . :L,,1.0,•••l..,. 1 l.1,:1.,,, ••• .., 

X 
,_ "T u ,. !': I i:.. , 1 ·· c.. .u 

--- __ _.. .. ,,__ - .., .. -.-~. ·•-~e,i,,r---.. ,--· .. '"-·.-.--·-· ~--- ._ __ .. __ ----

s 
( 18 ) 

~- .:, 
4-,. i J. • ~; ..: 

·- 1 l • ' -'- ')' ' • • .i.n ' 1 ~ k ---------- ·• .. __ .,. = 
s 

r: .: ..; .; . :, ·i . 
k 'I ' .!, ,., t ... ·, ' • ,' ]. 1 .l.. ; ' .:.. ') I • • • 1.1 

~ , Il- I , 1 _ _,. ..... ,,~ .. ---,,,~-• .. .., ,.,..,, ________ ---·-·- ~"'---
s 

I q '11'' '" r,vA"""",.1.,.;..l· ,;\tF;••1· i 't- ,., •r d, ''''0 ' 
"'" "'- \.,t,. .i't..1 \., Ji. J.. '~' ""--· l! ,., 'i k · c) ,.1-, \...,, a • fl -..,. ;~_;.._ I •. ..__' dcr ( :n~- 1 

dc.n .. ~,,:;ldt ( 17 ) , V;;:r,n, .. ni_,\'"'.llC:.i.~:i.r.,) v:·~1 ( 17 
} ,.(t dU,3 de} c.0 i,_;;81lf3C:llnp voor tH2.n V 1' n-

dc . .n , l ·" + ,., . ~ ,'c · · • · - V ... ,'· l." , .. l ,; Oc VO,>I ..• n 11 , D0 "i~;ncc ls bewazan voor e~n v2, 
, .. () --~ ...., 4-- l ,.. t ,,.. -~, .. ,. r • . (':"t .... ~ I 1 ,;, 1 .: ,· ... "" G '•'· " 1,. \..1 • •• , .. l J ~, V, \..; 1 v } .. , ..... \re I'{l ◊ 

(3u.:r.i& prodac1: vc.n die der n 
,. . 
:,:: <: r1.... l:i :1t€: r10:t ot'l:."'.. lf'. tot t'l:"•. J.. v·:.:. 1~c;t i..· J..i11.::,:, {_; :n ir, () 

1 • 5. Slc; tbe sc hou,,,in.;. 

In hot voo~-f:,2~~do ia bij~ r1-sbr .aht hctgeon nodic is voor 
de bEd1.~.nck ling vn.n \.';:-1.:· ..• :n,~r .• inl:; src.(d~ rn1. 0:; c 1. r, enke 1 punt :ls c; c ~·1ter 
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st:,eds nut Zek,,rhcicl utt tc on of ucn lJe)2,ald 3eval tot do verde-

1:inc; b:.~10,J:ct 9 j::; of no::.:n, IJ:LJ L~,-t:, tn4, 1o3o ,:cccven voorbt3Cld Vl:',n de 

pcr:.n ~'C'..a 1.,i,::11 bij hcd; sx:~i,_,1L,unt (,; ;n peer ,1,2ntreffen 7 we.,c.,rvr..n de 

:'.~;roc:i. 1::,nt1.(:liJJ;: :),, iilEl'_,r({ :u~, 't:.1ov, door 2sn to.k, die er tegen hinG. 

c;r ook ormeLk,n ? O:fcchoon men zed trnch­

tcn ,>m ;o :3c:'t,,J..~~> 1,10,..) •. lijkc 01;1Dchrijv:i.n,~,, te :·:ieven vnn de individuen, 

1.1n,:rov·;,c:T J·ic:-c onC:.:::::0 :·,o.:;' looi)t 9 znl n er toch steeds grsnsgevc.,llen 

blijvcn 9 V'l'Ll.CJ."VC-,n nL:t L1ct zc'.i:rl12id uit ti:: 1rken is 9 of zij toegela-:-

ten Jt10,;rn ·-rnrdcn . .De onci-Jrzo c'r ;:_c:n :,:iic:1 cln.n slechts laten lei.den 

t e;ebied der wetensch2,p 9 

en r3c}ndc L,ccle,811. wordt aan de uitkornst 

I> t i r.: v:.·. 1 



FiOO}'LSTUr II. 
""·-•-·-··--· .. ·•··--~··-"·-.. *-

sta tistiel.::. 

i''Ol"'i2E'ti •~• ::mde:r ;),0:,rnc1::i.jnL.jL vc~_r·;17.c=,::t ue~J:lfcle ou:standi.:.:,heclen en 

door J,;1:~cJlidc eva:J.r1.11'.:l;,e:· v,sr,:-i.c·:t 1 :.c(nzclfde uit~~o:ast oyileveren., -i!aar-­

riemtn::;.rn.i t:.rnnste:n :>" l•>:c1'i de :: "i{;\~~; 2:.:!l.tall ~ ~-:an scho .. l::.1e ling onderhevi.g 

te :.::1. j.1. 

I 1. ccJ";:,te ,:1:m:.c1, :.::1 ·;. men l~;.,i_nr:en den\.t':1, d.at door ,::,rotere opl2ttend--

111d,J1.·e · }.21 ... l::;_J.=; t11ocl(?.n de t;econsta-· .. 

er [;een 

enkele rfden i3 on n;:..:n -. .\' 1:e1::-~:n, cfrd: 1 oo.!. t e(Jn stadiu.m in de ont--

:re t };Jhy::::isch 

va:n ge:n1 .:m.kelE. :~Jct,. v<u;r~.·:":, Li::: -..-:,t2-: cle ;_,t;l:t::::sn. Ir; be.;insel lean 

clue Sf>n :i:r~eetproces, alB dr;rl v,:.;1 •.:it c_.,oheel, nir:u1er ;:_;eisoleerd 'Jorden 

stand 'Jetelumen vr:..n dt~ ::2 Len VJ.11 c;,:,;.,rlo:" nde procesm:m en dit kan niet, 
• .. ra11t "/".> + . e·;y •. , (' o·"-
,j • '1 Q .I ,... ~-. t., ~~ 0 ~ 

wer;J·rn of i~1~li".1 mn:~.r 1c.::;~ ·:c 0(,rildcn uoi:,1· -:1,·;1: , .• eroep te do,0~n op een 

voort :!•.: 1:-ti:} v,n-·J~i jn.i.r~,., ·: ... 11 ,:~F :1.~ ... ~:1e a~; teG~"Ilie 1~. Zij r.Joet ,:orden 

a.::u'l.VcL~:.:~•d ~-1~? e,3n al._~-'?,ilt>:>.:~ ,) t/',1.:~1L~e n.-,t'l.:tX'\t(~t. 

,,1 t~-"'' eerste )l,::,a:_r; hi ,.:Lero .1 nod.:i_.:,1 in••,ieht tc V€r.~criJsen in de 
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W?,-jze, v,aa.rop de waarne1ninc:su.i-tkoro.stan acho.m.melen en gepoogd zal n10e­

ten wor&e~1 i daar:in ~~o mo:.:;slijk iet::; van r3_::;eLnaat te ontdel:ken. Di t 
zal ::c1oetan t:.;eschieden door ~:=~.Eil.~D1!~re~]f~~£. aan een onderzoek te 
onderw1::,r1,en. Irn.mers het alles ;:},Jhf:2rsende ·-rerachijnse 1 van bet schom·· 

me::..en van een waarne.min0 silit:i:o,.-i£t 1':ar, slechts aa.11 het licht worden ge­

br~cht I ala door E:Em ~.~o soed rno,:.;elijke herhalin,'.2, var1 het e:1tpaiment 

een aantal u1.tko111stsn tfir beschik~:i.n'--, staat. 
DE 'uestudering yru1 \,acl~ne1-1in~.GrsE::rnen ~,sschie dt volgens de metho-

mm van de w.ttherna tis c1·;e st£1''.:is i:.i , C>:ada t de ze Di:! thod.en slechts bi j 

grot(: '<taarne:-:dr;.:;sreel:sen J:lO", .::c·n :;,nun1.en b0schikken: reeksen, gevormd 

door 500, 1000 an meer HaarneL11n:::~en. Deze re,2:~sen \'-rorden in de prac~ .. 

t.;. jk van de waarne::nin~st~::ic.r.inie:-~ z(, J Jen aan,:;etroff en. Men zal zich de­

ze dan door s1,cciaal daa.rvoor ui.t_;l:'.'VO<£~rJe expsrimenten :moeten ver­

sc~h2.ff en. 

"') f) /' , t" a--: , .. , ....._ • ~ l •'l • "':l 1 ·"i .... 1 ' C"I ,..., 'I ··:s .. , ·, ;• t"' c .• .::. t;e.,- .L,lknSlOn, .• "· ·Bc.rne:1,..1. ....... ~_:c.;e •. .Jen. --·---------·-- .. ,.... - ·-----,--.-.,,,.,,, _________ .......,_, _,_, ___ _ 
.:anneer een enke le cr.:.)ot::e id verschillende malen ¥-rordt waargeno­

l:F'n V',,rLrij..::;t :,1en een een•• U.r,iensionale waarner,1in,;sre:.::ks. Hier vol,2,en 

twee voarheelden. 
I. Te Greenwj.ch zijn ·1000 1'aar:n?rnin,.,en ui tt.,evoerd van de r,echte 

'.,"=l1'.1·11•.'.·,·i_ir·1( v~n, de ·coo-lc:1··t,:1:r-1) T{,~,f- j,r_:·)0I'a"' ,,,..,. c··e \'a.arnem;n-·· ···ere 1·.::»1d ten 
-- .J -- ,., ,. ,., • , • v .,t.\. I:.> vet~~ l , .,.,_ •t',J b ~-.•.. ~ ~ 

op~iGhte nm een on,:,ev,::cr in 1-. ,·t m~1.ddon vo,.:r1 de :t'eel..:s Lielecer;. waarde, 

is met x $anteduid 1 f is; he -t ,l.2.n tal l.:ernn, dat de waarde als ui tkomst 

v0}rkre...,en is. 

)e re£:ks luidt: 

X -3 ~'5 -3,0 -2,5 ~-----
f " 12 25 

+1 r, 
F ~ 

78 

De waarr!eminJ~en 
de uitkornst Va.."1 ~:) • V,., 

-1 '(.) 

74 126 

+?,O +-2, 5 + 3, C: 

33 10 

-0,5 
i .• ,.._ 
,JU 

totc\.al 

1000 

0 +0,5 -e-1, 0 

168 148 129 

z.i.jn hi.i:~r af;erond op halve secunien. Het onder 

-1,0 vermcld aanta.l 126 batekent, dat er 126 uit-
kofl'..st~1r.:. [;;-ele,;en 1>'ar1:m tt.:u:rn,:n-:; -1,~:·5 ::m -:J,75, De b(~dragen x zijn dus 

da midde:ns van de klnssen. 1 1.ic i.('D~tns O,1 5 "breedtr z.ijn. De klaese­

grenzen li(.-:3.~!)n midden tu82cm el.J.r tvrf -::tal opvol::,;;::11de we.arc~f.!!1 ve.n x:. 

1 ) Ontlt1€nd a.an ·li11i ttakcr 1;..~·1cl Robirn:ion, Thii Calculus of Observations, 

London 1924. 
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II. Cp aan blad pspier 1{erd op onecherpe wijze een punt aa.ngege­

ven ~ Ui tgae.nde vi?.ri .Jen \'lil1e:.ceurig beginpWlt ala nulpunt werd de lig­

gins in horizo11tale richtini va;:1 l'lat punt 1000 maal opgemeten. De waar­

nern.in<;.;,sui tl.:omst is wee::.."' aan,;,?-duid r,1et x, de bijbehorende frequantie 

met 1:. 

X in 111.i"i.~. C: ,; 
V .ti_..,. 6.0 5 . :i 5,0 4 $) 4,0 3.5 3.0 '"' .-.:: $? 2.0 1 .5 

---
f 4 31 6" ;;;· 145 193 1c3 1'77 103 56 34 10 

In di t voorbeeld zijn voor .x de klasse_:,renzen opge:.;even. 
/ 1·r·o 

In de figuren 2.2.--1 en ;:1.2.--2 zijn van de bovenaan.:;·ebeven W'aar-

nemin._,sree~,scm de histo::,ra;ri::ien .:_;etekend. In elk der figuren zijn op 

een horizontale as de kl2sse~renzen uitcezet, en wel in beida gevallen 

even br~,ed. 0::,) het stuk van de es, een kle.sse-inte2:·val voorstellend, is 

eon re? c·.1t'weL -:',econ.strud13rd, wa.ervc:m dr or,~)ervlcJcte ,;e li jk is aan de 

bij de ·:1 ;:,s;;ie bchorend!-'.? r•Jlati~3VB freq_uentit,. Higrvoc.m." .moet men in elk 

der tek~n:Ln.::.,en een soha3l voor de op::,ervlakte aannemen. DP-ze is ook in 

beide figuren gelijk 6eko;;:en en ~rnl zo, dat r,1et 1 cm2 een relatieve 

frequentie van 0,020 correE)ondcert. 
D,:: histo,:;-ra.11:aen do-211 zie.n ~ d:::rt j:"t 'beid,3 e,eva.11,~n aenzelfde ty-

pisch 1:F,,?ld vcr:cre . .,en wordt. t meest karacteristiekE is: 

a. de frec1J.enti8 is ongev;,,:,r in het midden het ,:;rootst En vermindert 

vrij snel naar "!)eide e:1nden 1 

b. de verdeli11(1 is min of rneer symI.1etrisch. 

De ervari112, :1sc ft :::;e le ;;:rd, d,:t d€0 aee ste in de practi jk voork01,1en­

de •11aarner:c1ing.s reeksen bovenbesch.rev~ n lcar3.kter vertonen. 

Verc;elijken He op hE,t oo,::; cle histoc;rarii.men, getekend in de figu-­

ren 2.:?.-:1en 2,2.-2, dan verton",,n ze 1vel on:::;eveer hetzelfde beeld, 

maar d\e in de tweecie fit.;uur Vt.'rlocpt. iets stt'i.ler. De waarne1,1in&en 

zijn n.aar ;ne?r in he1 :1idd•m O)e,:m.,::,ohoopt. 

De ovareenkom.Gt in het k2.ral:ter van beide fisuren doet de 0 edachte 
uan di, hn:ndi dir, in fi:_,. 2.3 •.. ·1 i:s vo1·v1ezenliJkt. In deze figuur is het 

histo~.1;ra.m van figmn~ ?.2,,-1 o:;, d.::zcdfde •rijze opnietnv c::;etel;:end, d.11r.z. 

met cv,,n 1.:redf; '.;le.s;;H>-L:'l. (.c :cv:::.1: ,:r. 1 cmj en e n2;elfde schaa.l voor de 
~ . 

O)pervl..:i.:~te 1 cm'·-, 0,(1'.::' rE1at.~.<"Vf" fr::~quentis!. Jit hia·toJram ia door 

int(~l"'\C~l ia h:i,1;r 1,:~ ia,~ .•. J. zo r;r\)ot voor~;esteld. De schaal vc.or lwt uit­

zetten vr\n do op_,,arvlS:cten tler rc•:~;lthoe:.:en i.s ech·tar dezel:fde a.ls in 

.f::..ru~ir ~?. .,2 .-2 • .D·oor de 0 eno~,l'.(do ver-Lrc~dl.n,.:; v,:1.:1 de i1)tsrvallen Ztl.llen de 

hoo._:.;t•.rn v2..n o.G reohthof:};en. J.n (ii:n:,;c; 1f:l,~ v:nhoudini:.:, lrleiner worden, waar-
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door het tirrnede hj_sto,3Tam brede1" wordt 9 maar ook platter. De fe.c tor 

1,2 is zo .:;ekozen, dat nu de bovenkantan van de histogram.men zo goed 

mogelijk overeenr;:omeno Hoe de facto::.· 1, 2 ontstaan is, doet thans wei­

nig ter zake. Men kan zich voar ste1len, dat di t door herhaald probe ren 

is ~eschied, waarbij telkens de ~iguren door onderlinge horizontale 

verschui ving zo goed mogeli j!C tot dekkj_n,:_, werden gebracht. De boven­

kant van het tweede histogram is door een s·~reeplijn voorgesteld. 

Inderdaad doet de nu ve::..">,:regen figuv.r zien, dat in zekere mate van 

een overeenstemming van de waarnemingsreeksen kan worden gesproken. Men 

moet nl. bij de te oordelin.g van het oereikte resultaat er aan denken, 

dat de frec_;_uentie s van een wa3.rnsmj.n~B reeks ge tallen zijn, die vrij on­

z,eker zijn. Zou men zich b. v. een nieu·:ve reeks van 1000 waarnemingen 

van de rechte klirmnins vcin de Jool.ster verschaffen, dan is niet te ver­

wachten, dat deze .:_Jrecies do~:;elfde freq_uenties zou vertonen als de ge­

gevene o Inte,_.endee::_ 9 het li(s-t in d.e natuur van deze aantallen 1 dat zij 

schommelen. Bij de beschouw:.ng van figuur 2.J.-1 gaat het dan ook niet 

sc zeer Jm de details 1 als wel om :1e t al.;:emene karakter van de verde­

lingeE. 

Het resultaat doet de v~~ag rijzen of het wellicht een algemeen 

voorkomend verschijnssl is 9 d2.t waarnemingsreeJ':sen de zoeven besproken 

eiJ;enecha~J bezitten. De ervcrinc; he~,ft _:_½sleerd, dat dit niet zo is 1 soms 

treden wa2rnemingsreeksen van een andere soort opo Het schijnt echter, 

dat deze afwijkende reekssn tot de vjtzonderingen behoren. Wij nemen der­

halvs aan, dat er een v-oldoond groot aantal [;evallen is, waarin waar­

nemingsreeJ.rnen optreden, diE"; dt3 tot nu. toe besproken kenmerken bezi t­

ten, om het lonend te r,122,ken 7 verdsre ~Jeschouwinc;e n aan di t soort van 

reeltsen te wijden. Deze oe ,c.,chouwingen ge lden dan natuurlijk. niet alge­

~een, doch uitsluitend voor de bestudeerde soort waarnemingsreeksen. 

De verdeling bij deze reeksen zal in het vervolg de normale verdeling ,, --=---.... --
vyord.en genoemd. 

Om te weten of 82n n::..euws 1:raarnemingsreeks de normale verdeling be­

zi-t, moet zij vergeleken worden met een ree2:s, vvaarvan bekend is, dat 

zij normaal is. Aancenomen wordt daa1"om 1 dat er over zo 1n reeks be­

schikt kan worde:::i, De vergelijk:ing geschiedt op de wijze, zoals dat in 

deze paragraaf bi j de be sprek:i_n,; van f ig1..,1_ur 2. 3. -1 ui teengezet is. 

Als conclusi.e van het bovenstaande worcl.t geformuleerd~ 

Aanname_£. 3 •:1L Waarnern.ing:3reet:sen 2 . die norma,,_a_l.,_Y.e.r..deeld __ ~_~_jn.1 ln~-!m~ 

onder aannamo va:r:i. een, V'.)Or alle rN,ksencr_elij_ke schaal voor de. OlJper-

vlakt e1l_.2.....cloor I,;:S schil{te keuze __ ~a.:!l...-~:..e ___ ~cj1aal der 1::lasse breed ten 2 in _ _]:7-i s-

t ~rammen word en vo or3e s ce ld 12~.§~J .. ...':'."2. de zeb rolrnn lijne_~L_c,;e vormd do-2.£._ 

9.e __ bovenkan ten van d_E: ___ E,e~hthosker~ g_~"Lsenoea samenvallen. 

9pm~r.:_tin~ Naar aanleid:i_;:ig van het bovenstsande zal men wellicht 

de conclusie hebben 0 E~tr(JJc:rnn, dat het uitmaken of een waarnemingsreeks 
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een normale verdeli:nr; bezit 1 een aangelegenheid van een subjectief 

karakter is. Men zij er zich van bevvust, de.t, over welke middelen 

van vergelijking men o,Jk zou beschildcen, 11.et subjectieve element 

uit de beoordeling nimmer uit te scbakelen is. Het min of meer pri­

mitieve in de wijze van vercelijken van tvrne verdelingen heeft m..et 
het eigenlijke Vi.l'ezen c1aarvan niets uit te staan. Of van een reelcs 

mag vrorden aangenorn.en, dat zij normaal verdeeld is 1 is geen vraE:€,, 

vraarop een regel of een fo..i."mule antwoord gee ft;, ook nimmer kan ge­

ven. 

Immers, het voorkomen v3,n een bepaalde waarnemingsreeks is een 

physisch verschijneel en slechts m3t subjectieve middelen kan het 

physische vrereldgebeurcm toegankelijk gemaaJc'-c warden .. voor de toepas­

sing van de abstracts den2'>:wetten, Zo moet ook elke nat1lur:kundige 

grootheid eerst gec1efinieerd worden en elke definitie is subjectief. 

:,{et is dus niets bijzonders, wanneer bij het vergelijken van 

waarne:ningsree}s:sen genoegen genomen moet 1rv0rden met een zekere mate 

van wi llekeur. De on twikke lde me tho de van verge li jking is · v.ollt;ome:o. 
afdoende. Zij is echter omslachtig en daarom zullen te zijnervtijd 

andere middelen hiervoor v. orden aang2geven. 

Ui t het fei t, de,t een nox-mae,l verdeelde vvaarnemingsreeks kan 

warden voorgesteld door een histogram van een vaste gedaante en wel 

door een geschikte kouze voor de breedte van het klasse-interval op 

de horizontale as, volgt, dat aan een waarnemingsreeks een grootheid 

kan warden toegevoegd, die de modulus van de reeks zal worden ge­

noemd en door welke grootheid de reeks gekarakteriseerd is. 

:Seschouw daartoe nog eens fj_guur 2.3.:--1. Abstraheert men zich 

een ogenblik van de indeling van beide histogramm.en in rechthoeke n, 

dan zijn ze beide in hun algem.een be loop gelijk, afgezien dan van 

de overblijvende verschillen. VergelijLt men de voorstelling van de 

intervallen, dan ziet men, dat het ~nterval van OJ5 seconden in het 

ene histogram dezelfde rol vGrvult als een interval van 112 x 0,5 1 ) 
' mm in het andere. ( De breedte van de intervallen van het tweede 

histogram vvaren met 1, 2 verme:ii.:::ivuldigd ) . Noemt men nu de modulus 

van de eerste reeksA en die van de twee cl~, dan definieert men 

1 ) 

He t is een toe val, dat beide i::.1.tervallen O, 5 eenheden zijn. Di t is 

van geen essentiEile betekenis. 
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~.l""i :n = ( O, 5 seconden ) : ( -r:~ X 0, 5 mm ) 

,_.µ-,- :,/42 = ( 6 seconden ) : ( 5 mm ) ( 1 ) 

Hieruit volat, dat dus de modulus een ~oende grootheid is. Verder 
zullen we de modu.].'(.;.s steeds :positief aannEmen, hetgeen betekent, dat 
we e;een a.anda.cl1t scl1enken aan de omstandiGheid of ~e geta. llen van de 
klasse-indeling in het histogram ve..n links na.ar rechts in de fie,uur 
daJ.en of stijBen. Men lHn di·,; doan, omde.t de normale verdeling symme­

tl•isch verloopt. 
Nu he·~ be3;rip modulus is verkregen 1 is hGt van belang, het volgen­

de oi.:i ~f' merken. La.ten we aanne:nen, dat de modulus van de eerste reeks 

1" is, d3.n was die van ti.e tw'reede: 0,83 mm. In elke reeks druJdi:en we nu 
de waar:r-1.emingen in de nodulv.s als eenheid ui t. ·.ve moeten dan ook de 
i3etallen, die in figuur 2.3.-1 zijn vermeld, door deze moduli delen. 
De rij dar getallen voor de ee~ste reeks blijft dan onveranderd, al­
leen warden zij onbenoemd, omdat men moet delen door 1 seconde. Die 
van de z.ndere rij worden Jedeeld door l mm, waardoor eveneens een rij 

onbenoe11:.de 3etallen ontstaa.t. Men krij5-.; dan langs de as het volgende. 

zie figuur 2.3.-2 

Let men er o·), dat de breec. te van een interval van de twee de 6 • 
reeks; maal zo ~root was, als dat van de eerste, dan leeat men uit 
figuur 2.3.-2 af, dat de intervallen van beide reeksen op dezelfde 
scha.21 ;:-;ijn voorseateld. Lamers, het interval O, 5 van de eerste reeks 

maal ~ is 0,6 is Jelijk aan dat van de tvreede. 
Men :1eeft dus de 

Ei;1eJ1_S~~.P~=- drukt men van t·11ec waarnemin.:;;sreeksen van elk de waarnem.in­
gen uit in hW1 modulus als eenheid, dan zullen de histogrammen, indien 
men deze zo vervaa.rdigt, dat de sc:18.len voor de intervalverdelingen 

langs de horizonta.le as c;elijk zijn, evenale de echalen voor het ui t­
zetten van de oppervlakten a.er r-2cllthoeken, door horizontale verachui­
Ving tot dekking te b~en&en zijn. 

Man ka...'1 due vaststellen, dat alle wae.rne1:.u.n6sreeksen c;elijk zijn, 
ra.its men de waarnem.tngen uitdrukt in hun modulus ala eenheid. 

ria.'Uleer men een vaste w·2.srn8IJint.:>sre eks als standaz.rdreeks aan­

neemt en die de modi,i.lus 1 toekent, kan nen door vergelijlcin.s; van an­

dere reekaen met deze sta."1daf:rdreeks Gen modulus voor elk dezer reek­

sen vaststellen. 
I-aat b.v. de reelcs van figuur 2.2.-1 de ste.ndaardreeks zijn. Men 

deelt nu de Wil,3.rner:1inc;en hierva.n door 1 sec. om onbenoemde getallen te 
verkrijgen en leant a.an de aldus verkre_:;en reeks de modulus 1 toe. De 

freq1.:uantic.a zijn· numeriek gelijk .:;eolevcn. Ui t ( 1) volgt dan: 
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( het zijn nu niet 6 se(;ond,n msc:r) mn:::r wa mo8ten he t onbenoe mi a ge-• 

tel 6 _,:: ()l'Uilcen ) • , c 1::ci Jv-~ :~ L!::n 

. 'a2 
,. 
,d., i!lD • 
t .. 
\..,J 

S_pri,;1Jlct :i1t::1 clua in hf; t \r,;rvoJ.l; V"":Jl d,; ~uot:ulus vt·.n ecn Wt"'.Grneminc;sreel:.:s, 

d:::n raoo t Ji1,:;·1 :-.1 ti j c': e. ._:: n:. zn :.;- a de: v ,. :' s '" li _;11. ins::: me 't e en st ,::m dr>.c.rdre e}::s, 

i::, :niet v:::n b1::.long, in dit 

Jl ,i1c:n d,, reeks met d-6 kleinstc mo­

dulus dr: 11:-.~'.rl~euriL):it-:- nos:·mt.m v,.'J1 ct::. t,1,:rn. 

L:-:'c-~·n du v\:t\::.nd:.r·11j1.,.:11 v.~~n d, .::'..:":X'nc~:lin._.sre.::]css::n zijn x en y en 

Bij d( .r-_; ~- YvOi' .Y :~:Ljr~ .. ,,r . .fijn,.:rc r~u., r~Cl.'.S tot uit:.n& ;)::. 1~om.en 

<L.:n bi j dL: voor x. 

(i:\C htE::n-

w-.u·,1>..:tG.'j __ .)~ id 1 :~or·ls di.t 1n t (! . ..._ · 11.jlrn le v:m ,,ordt ~.€:)ruikt, vordt 
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Qimerkin&,..L. Het zou onjuist zijn, uit het voorgaande de canolu­
sie te trek1te:n, de.t m.e:n door et:?n verkleining ad libi tum van het waar­
nemin.gsinterval een ree!rs met kleinere modulus, een " betere II reeks 
zou lcunnen verkrijgen. Om dit in te zien, denlrn men b.v. aan hat o.f­

lezan van een ,,erdeelde rand. Neem aan, dat di t saschiedt met ean mi­

cromete:::-, waarbij op de tromme l vrnrd~ afgele zen. Het aflezingsinterva.1 

kan men willekeurie verkleinen door steeds grotere afleestrommels te 
no:nor.. Ht.. t is echter duide li jlc, da.t de innerli jlce waarde van het ex- . 
periment hie:: niet in het minst door verandart. Dez€ toch is naar bo­
Yen be;;rensd door do deugdeli jkhe id van. de randverde ling. Het willekeu­

ri& O;.)Voeren van het ac ... "'l.tal dec:'..malen in de aflezing is volmaakt zin­
loos. De vra.ao ts €Chter hoe cA waarnemingsreeks zou reageren op een 

dergel:.jh.e htndalVlijze. 

In de eerste pJe.:::i.ts moot wordan op.;emerkt, dat men het aa.ntal 
waarnen.ingen zou moetan opvo8!'on in ,rer~1oud.ing van de verkleining ve.n 

hat interval. Doet men dit niat, dan zal, zez.ien de willekeur, die in 

de laatste decimalen van de aflazing bestaat.en het niet voldoende ge­
vuld z~_jn van de !::lass1:;n, het histo.z;re.m belangrijke onregelmatigheden 

gac.n v~rtonen, in de geest, ~oals schetsmatig in f.iguu.r 2.4.-1 is ge­
taker.d. Set algemene b2loop van d,3 verdeli11g is dan wel normaa.l, maar · 
in tletai:a is dit niet het 0 ev3l. 

Voert men het e.antal waarne1i:..ingen wel op, dan zal men hoogstens 

de oude vorm va."'l het histogram weer te!'ug kunnen krijgen. Stel b.v. 

dat esn behoarlijk histo0ram verkregen v.erd bij een aflezing tot in 
mm. Men doet nu 10 ma.al zoveel aflezingen en leest af in tienden van 

mm. Binnen de mm van eerst zal icdere 0,1 millimeter wa~rschijnlijk 
ongeveer evenveel :nalen voorkomen, als inderdaad de verkleining van 
hat i~terval zinloos is. Dan 6Chter zal men in het histogram naast 
elka.ar een aantal rechthoeken krijsen, die even hoog zijn, waarmee 

het oude histogram weer cpnieuw te voorschijn komt. In dit ieval is 
het duidelijk, dat generlei voo~deel is verkre~en. 

Het spreekt vanzclf, da.t eveneens cen te grove a.flezing verkeerd 

is. In de gevolgen van de in tit geval optredende afrondingen van de 

a.flezingsuitkom.sten gar::.t het sec~ra6 van de reeks geheel verloren. 

Bij elk waarnmningsproces behoort derhalve min of meer e;edwongen 

een be1,a2-.lde .1aarnGrr.in.;seenheid. Dezc is natuurlijk niat met zeker­

heid O.ill1 te e;even, Di t is voor de practi jk trouwens ook niet nodig, 

ven wezenlijke betoke11ie is het, dnt deze eenheid aan c:;renzen gebonden 

is • .Een goad histoi:;ram ka.n men ver\llachten van ongevaer 20 interv;-,.llen. 

Opmerkiz?j J. De ervarin3 l3ert, dat bij een waa.rnemingsreeka er 

eveneens sprake ia van een verband tussen de breedte van het totale 

inter·,ra.1, waar binnen a.lle wa.arne.mint;en 115;;:;en, en de bi j het waarne-
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mingsproces behorende eenheid van de aflezing. Ook dit verband is niet 

met zeker:1eid aan te geven, In het voorbeeld ·1,ran de reeks betreffende 

de wa2crnemingen van de rechte klimming van de Poolster is het duide­

lijk 9 dat geen vraarneuing kan optreden 9 die lJ.v. 1' groter zou zijn 9 

dan de 2:;rootste in de tabol opgegeven waarde. Zelfs 10 ° 6roter was al 

zeer bezvrG.arlijlr te verwachten. Wa2r hier de grens getrokken moet wor­

den9 is niet uit te maken,, omde.t de begrenzing van het totale interval 

vaag is .. De bovenvermel.de same!1hang tussen totale intervalbreedte en 

vraarnemingseenheid is Gchter aanwczig. Bij een bepeald rneetproces be-­

hoort dus een afleesoenhe:;_d 9 beneve:1.s een totale intervalbreedte. Geen 

van be id en zi jn scherp ·•Jepaald, 

Q1)fr.erkin£2,'~ Ten slotte esn O)mEorking van historische aard. In het 

stadium van ontwikkeling der tbeoric 9 die met dG tot nu toe gegeven be­

schouwingcn be:reikt is 9 speelt in de best2ande literatuur het vervan-

6en van de t:2apsgewijs verlopende oovenlcant van het histogram door een 

vloeiende lijn een z,eer be1c:.ng:;.. .. ijke rol. Ten einde di t plausibsl te ma­

ken vvordt mee stal opgenE rkt 9 dat e en des te be ter histogram verkregen 

zou Harden? naarmate het vraarne1;1ingsir.tr3rval kleiner en kleiner geko­

zen zou vvorden. ',7ordt de verkleining ver genoeg doorgezet, dan zou ten 

slotts de ideale toestand,, nl, de vloeiende lijnm :plaats van de trap­

:oenlijn9 vurkl.""egen vvorden. Lfon maal:t dus in de redenering van een li­

mietovergang gebru.i:.c. 

Bij de vorige o:;;imerking is uiteengezet 9 dat pogingen tot het ver­

kleinen van het waarnerningsinterval door alleen in meer decimalen af 

te lezen tot geen resultant voeren. Het is dus nodig 9 het gehele waar­

nemin~sproces te verbeteren. 

Is de waarnemingsreeks die van een hoek 9 e;emeten mst een theodo­

liet 9 met 2-flezing op een minuut 9 dan zal m8n in bovengenoemde gedach­

tengang om een II betere 11 waarnemingsreeks te v2rkrijgen 9 een theodo­

liet rnoeten nemen 7 dis o,v. de seconden geeft. Het waarnemingsinterval 

is dan 60 maal verkleind, Het is echter onjuist 9 te menen 9 dat het eer­

ste histogram o:pnieuvv vrrkregen ;;rnrdt 9 doch nu met 60 keer zoveel inter­

vallen9 dus een betsr histogram. 

Wat men zal zien 7 i.s 9 dst de twee de waarnemingsreeks voDcomen ana­

loog is aan de eerste" Het aantal 1.ntervallen is van dezelfde orde van 

grootte, terwijl het totale interv2,l ruw -ic5- deel zal zijn van dat bij 

de eerste reeks. Men krijct dus het zelfde resultaat als de eerste keer 9 

alleen OJl een zoveel kleinerc schaal, 

ne genoemde gedachtengang ten aanzien van het doen ontstaan van de 

vloeiGnde kromrne is dus physisch niet realiseerbaar. Bij de basering 

van een betoog op de aanschomri:1g mag men hiervan dus niet gebruik ma­

ken. 



Stellina__2_._~~ V&i ,x is esn norme.le: v1aarnemin.;sreeks .;~.;even 

mat modulua./"x· Is t, 1:;: an constant,.:, dan behoort bij x-o. eveneens aan 
normale wr,.arn::r,1in~.:,&re~;lrn, ter11"i ·11 ~.roor de n1odulus µ vru1 cleze reeks 

\o• .._-' x-""a 
~;eldt: 

Hct b!'.lwijs is bijnc. trivic.?.l. D::: 

ui t dio ve .. "1 x E,e,3cl:iP.dt u.oor v:.:n ::i1lc 

trsn3en 

;:: het constante [;etal 

van x beteh'Bnt dit~~--

2.s. De Vf!rdeling zelf 

voor :c-~a is idcnti2k mat di,] vm1 x, u::-.::1rnce d0: juisthe.id vo.:n de stel­

lin:.:, i'~ 2.::-.n,::;etoond. 

Van x ia ,,~~=ne~ingsreeks z25even 

met moc:ulu~. Is y ::: px ( ~1 constant ) , dan b,:.hoar t bij y weer een 

norraalc waarnemin~srests met modulus 

EE 0.-1_Js. Laat f 1,,., h3t aa.ntal '.1a,1rncrJinl_,2n voor x zijn, 0 elegen tus-- ---- ,:: 

sen d:..' :d~~ssei::ram'..on x 1 en x 2 • Dt" ze g<'!vsn f 12 waarden voor y 1 ge leg en 

tus C'".:n ·:-,v '"!l r.x '".'i C ~, ),-, 1 n ,•1 ·.1s 1' ~ .,.. a' .: r :o =· 1 • 0 \U)Q'l" "'~ di' ,::, VO"'v' r· y afle 1.· den i:).,,... .. J.:-''""'1 ~ ):' 2~ .. ,.,,.t:'..-.LL •\.l_..l,.., d.' \..J...t.\J V· t.,. .... _,..o v.._, ·i J'l,,. ~- ..,. 

door de ldasse~ren:,;.en van ck v·::n1,· 1:Ln:z voor x met p t,:; v2rmenigvuldi­

c::m. De :freq_uentl.c; voor :."12:: int:rv2.l vc1.n y is varder Jalijk 0.2.n die 

va.n ::i.e t cveree:n}::omstie,,: int;;.: :rva.l v:1n x. 

Hie rui t volgt, de. t bi j y oo:-: r;;,,n norma~\l n 1 rdE: ,' lde r1ar.rnc1J1ings­

rc e:u:, 1::1,~hcort. 

Is vzrder hs t histo0rc"!.t:1 voor rk re E,ks v::1.'1 x z o 2_;econstrue2rd, d&t 

op de horizontale ~s blijl::t 1 omd2t 

/x 
dat voor het histo.~,ra1;1 va.'1 y m,oet \:ordc;n '.'\,3n[;enomen, det lrmt7:e de ho­

rizont3.ll'.? ss ui ti.:.;ez,9t i~i y : Vs:. Da.cr 'bE idc his to6rarr1.L1en c lknar be­

dcl.:ken, is vol;-;ena da de fin1 tis v.:1:i modulus 

Omd2i ocn modulus niet na~~tief kan zijn, moat voor net i2val p 
nef;,,Yti.::.:f ts, vn.:n p d0 c.bsol·xh:' ,1r'..=1.ro.r: ~;ere.en (;enomen. 
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Stel!!Y 2.6.-J. Ia gegeven x met een normn.al verdeelde waarne­
minBsrneks ( moduluV'x) en is y = f (x), dan is met zekere beperkin­

e;en: 

~y1ijs. Ar.n~onamen wordt, dc"!,t f (x) differentieerbaar is in het 
intervz-;l v2n x, \72.r>.rovcr de wac.rnemingsree1.rn zicl1 ui tstrekt. La.e.t x 0 

een wc.:::rdc vEJ.n x uit dii., interv~.l zijn, den is, als f' (x) de af0elei­
de va.n f (x) is: 

( 1 ) 

Figuur 2 .6 •··1 bevo.t de bGkende meatlcundi,ge voorstelling van deze 

f ormule. De laa.s;ste wo.arde vnn x in de .;o.:;cven vra.arner.unsareeks is a 

genoomd, de hooiste b. Om f (x) te vinden moet f (x0 ) verme2rderd wor­
den met x-x0 m.aal de waarde, <lie f' (x) l:T;,'.};ns in het interval x0 ,x 
ao.nnee:1t, en wel in do.t punt, i-'Stt' .. r do ro.akli jn evenwijdig is a.en de 
koorde, die de pun ten van de !:ro;..1.ie, \:m,irvoar de abcissen x0 en x 
zijn, verbindt. 

Hen lean u1 t de verd8ling voor x weer die ve.n y afleiden. Le.at 
f 12 het aantal wao.rnemingen zijn tussen x 1 en x2 • Voor y zijn er dus 

eveneens f 12 waarden tussen y 1 = f (x1 ) en y 2 = f (x2 ). De verdeling 

voor y l::rijgt men dus e.ls bij de bedrr . .::;en ve.n de klc.ssec;renzen voor x 
die van y warden berel::end. Is f (x) een niet- lineaire functie van x, 
dan zullen de interv:illen vo.11 de Y·- verdelinc niet even groot worden. 
Uit de regelma.ti~e becijfering vo.n de intervalverdelin& voar x ont­
staat een onrc(:)1al:..1c.tie,e voor y. ConstrueGrt men met de onre.;elmatige 
intervalverdelin,; van y ecn histo.:;rum, don word.zn de breedten van de 

rechthoeken onderlini3 on.3.;;lijk. !.'iet de GVcn brede rechthoeken in het 
histogram van x1 corresJonderen onselijkJ breedten voor de rechthoeken 
in he t :1istogro..m. van y. De hoo.:1 tEm vcu:1 da rechthoeken in het histogram. 
vo.n y zullen dus ook en.de rs zi jn ds.n die bi j he t histogram van x. 
Er ontstnat voor y e2n histoe,rOJn, dc.t in b-::cinsel een vol!comen wille­
lceuri3e i;;ednonte ke.n o.:::.nncman. 

De grootheid y zr.l dus in h.::t c.lt'._,cmeen nict normar>:.l verdeald zijn. 

Bovendien zijn er gevc.llen, wcc.rbij hct zclfs onmoc;elijk 1s om een 
verdeling von y uit di€ van ;;: c,.f te 1-:)iden. Men denke zich b.v. het 

geva.l, wa.arbij f (x) in !1et interval a-b eerst toe en dae.rna. o.fneemt. 

In de practijk zijn ecntsr meestel de optredende fW1ctiea van 

dien ac.rd, dat in het sme.lla GCbied, wa(),rin de veranderlijke x gelegen 
is, de functie a.ls linenir beschouwd ran.:; worden. Men denlce b.v. ae.n 
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het c;edra.; V«?n ~an functia ala ai:n x i.n een interval ve>.,.,."l lhv. O, 5°. 
In dit gen·~l is de f2.ctor v:::n x-x0 in ( 1 ) prnctisch constant en na­

e,enoeg ._;\~l.ijk 0.nn f' (x0 ). Men haeft dn.n met voldoende benadering 

zod2d; Yoor de bcreltcrdns Yc1.n de roodulu~Y vcn y de regel voor ecn li-
11ia :::.iria fur.ctj.0 kan \;orden to<;(:,t'; 11c\nt. !,km he,.·ft dus: 

of 

Voo~~bc i.:': ldd11 ·----·,··---,.-·-·--
d:·.t 

d 

~~t tot~l2 int~rvnl 

1 
··--··-,---- h.. 
~- Cl"°'v / A \.,.01,,,) ,.,.t. 0 

\Tt!,.n 

( 2 ) 

x snk,2 le minuten 

x uit het inter-

Omd2.t voor :x.0 = i- ~ cos x0 = O, is <12::0 forrJ.ule on6eldig 7oor x 0 in 

de bu:irt v:::~n -f . 
Een lH!}cr::ing in de to.: p:-.ssing vrm d~o ra::;e l o.ls b0Vi:.!nven1,:: ld voor 

y = ts x is voor d(; !)re:.ctijli:: van ,:;;EHl vrnzanli :jke bete~~enis. De functi€ 
1 ,.. i . ., - + 'J+~ d . t . ·1 b 1 z0 ::. s voor .:::: 111 ltd ouur.., V,:'J'l I voor s wa,?.rn.:rn11!1,'.;spruc 1 J :: on ruiK-

"" b::\c:'..r, 1::-..:t sta:,.r.1., d::t d,~ bi:1ocftc, r.;ich doct .;evoolen, et':ln modulus te 

~~S.~ MBn r.10,:t bij h•?t bovenetc:.ande noodzakelijker1,tijze enigs­
zins va.c.G blijvun. Het rlCHJ. bctrir :!.1jn, ii'r.:u:me,:r een reL12l kon -w:orden 

re~el 
lcr-m -:ctt;:r nist .-wrd.:n l::c,,~,8V€n, i:J.;:,}rs IiWt di::·z,3 regtJl zou m,~,n dc..n moe­

tcn kannsn ui trn,•.bm of dr: Vd rd~, linD v·1,n y t ,::t d8 normc.le bi:;r.oort en 
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De twee- en meer- dimensionale c,orrelatievrije normale verdelin_g: 

Men komt nieuwe eil~enschappen van de normale verdeling op het 

spoor door de bestudering van. de ui t zulke verdelingen opgebouwde cor­

relatievrije twee- dimensionale ver:ielingeh. 

Deze verkrijgt men 9 door ( zie stelling 1 .2. ) vermenigvuldi-
, , 

ging van de relatieve freg_uentie s van t;,;,ree een- dimensionale verdelin-

3,en, Voor deze laatsten ltan men nemen elk tvveetal normale verdelingen. 

0mdat het hier slechts taat om het formele gedrag ~an de normale verde­

lin69 kan men ook uitgaan van t 1:1eemaal dezelfde verdelingo Dit is ge­

daan bij het sarnenstellen van figuur J.1.-1. Boven en naast het tableau 

vindt men aangegeven de reeds eerder gebruikte ( zie ~ 2.2. ) frequen­

tieverd.eling van 1000 waarneJ1in2,en van Polaris. De getallen in het ta*­

bleau zijn hierui t ver};:regen door :paarsc;ewijze vermenigvuldiging van 

de frequenties dezer verdelingen. Zo is het getal 189 9 0 ontstaan als 

150 x 126 x 10-2 ( er j_s door 100 gedeeld om niet te grate getallen 

te krijger.. ) , De som van alle getallen j_n het tableau is dus 1000 x 
1.000 X 10-2 :::: 10,0000 

Men kan de tabel dus oi_:ivatten als een twee- dirnensionale corre­

latievrije verdeling, waarbij de neergeschreven getallen de frequen­

ties aanduiden bij 10.000 gevallen. 0nder aanname 1 dat de getallen bij 

de middens van de vakjes behoren, zijn in het tableau enkele krommen 

geconstrueerd 1 die punten verbinden van gelijke freq_uentie~ nl. de krom-

men 11 50 11 1 11 100 11 , "150 11 u ( Dit is een bezigheid, geheel analoog aan het 

construeren van hoogtelijnen in een kaart.) Het opmerkelijke is nu, dat 

deze krommen een sterke gelij:'..rnnis met een stel'sel concentrische cirkels 
vertonen. 

De figuur Jo L-2 is o:p volkomen analoge vvijze als figuur 3. L-1 

samengesteld uit twee verschillende verdelingen, nl. uit de beide ver­

delingen van~ 2.2. Bij de constructie van dit tableau zijn voor beide 

verdelingen verschillende schaaJ_eenheden 6 ebruikt en wel in de verhou­

ding van 2 i 2 1 '1-. D.;_t is dezelfde verhouding, die men voor de schalen 

op de horizontale as in figuur 2.J.-1 moest aannemen om de histogram-­

men tot samenvallil1g ts kunnen brengen ~ het is de verhouding van de 

ornge~rnerden der moduli. ,0ok nu komt in bevredigende mate het stelsel 

van concentrische cirlrn ls te voorschi jn. 

Het is duideli jk 1 dat, wanneer in fig. 3. 1. -2 de schaal eenheden 

op andere Y-rijze b.v. se1ijk waren genomen voor het construeren van de 

horizontale en de verticale schaalverdeling 1 het stelsel concentrische 

cirkels zou zijn veranderd in een stelsel ellipsen met gemeenscha:ppelijk 

middelpunt en met samenvallende asrichtingen ( evenwijdig aan de coor-
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dinaataseen ) . 
. !-,> 

Bij het ~.;eva.l voo1 fif;uu.r 3.1.-1 !::omen de cirl~ela iata frae.ier te 

voorschi jn d&n biJ dat Vc'.ln fi(;uur 3., 1 .-2 * Ook in het twee de geval ech-

:•i~.: ., ,1,"n t 1 ·~'"<::'. ·,·,01"'· ··'·" """' t·ot de ·e d•.,11·ng an figuur 3 1 -1 ., ,.t.. j .. ,u ..... c .1, ... ,. ... V v-. l ·o.!' .. ,;; I\ .. 4£ • V r ,, V • • • 

,•ti j ste llen 011:J dt.i r!c rui1:tt€ li jk voor door op de viP.rkahten van het ta.-
, , 

bleau. r1:1cht:.-10-e1ri0e 7-iJ.rallelo:)i;,ieda te denken, w·e.arvan de in.houd op een 

of andere sc~1aal _,eli.jl.: is aan d,2 r,::>J.2.tteve fr,equentie. De krommen, in 

de fic;uar ,::3tro:.~k1:m 1 l=unnen dan a1:::i elf! 11:;o;telijnen worden beschouwd 

vcn h(;t liel:,?-a.:1, do,)r de p,1.rallt:,lopj .. ~Jeda 0 ezamen1ijk ..:.;evormd. Zijn deze 

l100~,tc J.i .Jn,311 11,1., .. c,~i) G orw ':nt:.."'L',c}·J.e c irte ls, d;m rnoe t hE:t lichaam nage-• 

no€£; Gt"n or' 'ente J.i;1l:,slich,-'l.;::n1 :;~i Jn. On ui t di t lichaam de totaal verdeling 

v.r-, hot x- }:en:-ne:.:·k terw::: t.:.~ vindm1, ht::i~ien qij bet slechts door even­

./iJdi.::::;e en 0:.f) ,_,-::lii.:e ;-~fr:tan~ lo,JC:.rec;1t 0) de x-- as staX1'ra~~~~d:Rn te 

sni~G.en. De in110Ld va.n P-1>>::i .fllak is d.:::n ecn r0l2.tieve frequentie va.n. de 

v-src.elin~ van het :.:- LEm,aer}:. '::'e 2:unnc:~. di t ook doen voor het Y·- k:en­

r::i.erk, :Yaarbi j ,re ~!,; :; : lfde v::r•ue 1in-::. nl"' voor cfo :::: moe ten vinden. 

:;1nnte:..' :ret i:ndFrL.a:1d H.n o,:1 . .:r.nt~~l:in0 sJ.i.che.cLn is, waarmee ,,e te 
doer.. hetJ·,,e:i, dan :;,2.l h~"'t on\·crs·<"1i ~ .j ... :_ ::10-:-ten 2ijn, in Y!elke richting 

,.,.e de snj_ Jvla}::\cn :.:c.:--.t1:n.-•,:,n;__,i',n, s tl:'r:~ds moeh~n He da.n de zs lfde verde ling 

vinden 9 nl. de v,'3:.·de l.in~;, ;fa2rn° .~ de, freq_uentie □ van het tableau zijn 

verl;:re.:.,en, H.:.erir~. lt,;-t: dus sen :i:i.ddc 1 tot onderzoe\ van het freq_uentie-

Inda verdelin::., \~,::;.n :{:tc;u1..c- 3.·1.-1 he·b~;en we de snijvlak~cen onder 

etm ho·G1{ va,n 45° r,1,::t de assen _:,:,noIFm, ehi in de figuur aange,:,even. De 

~,ere!:enin[; van de blf.::3ho;:ende fre,~:.u r.ties S?!::iehiedt eenvou.di,_:, door de 
i "'h0"(1'€l'' V'•"''1 ''e -,,1,,, 1 ·',··cn t•> ')'~""'"' py•·»·, ,,.,,:'>'!''""' J' l,::,J·te···1,~ op de 0 t,·)·1-en ""; "-· i •~~• ,_. .;· a.. .. ~•--· ':, ,.c .... t: •••• • .. ,., ,.J.c.,,..,,.L ~--t• .l-1. - ,4-'._~ .. , 

waarin du vier1cautEm va...'1. het t2.:::L3:11., :bor de nieuwr: lijnEon •,;;ord.en ver-

o,o 0, 1 0,6 31 1 11 ,7 35,4 [_1~), 1 183 8 
' 340,5 545,3 769,4 978,5 

1127,7 11D7.0 1143,3 1 n 1 ;1. "· ;'"I_ J .("' () ,, "'4 '1 44-5,0 289 1 7 '17413 95,5 
' ' JV f .,,. t ... t.1 _, ,.) ' (~ 0) , :, 

47t1 ;! 1 t 3 8 'i 2,9 ~ ,, .. , (\ 4 o,o t,, u,o Vt I 

In fi(;u.u.r }. ·1 ··-.3 i.s d,: ni,:'t.!.V-le verdelin~;: in e'.'n histo,sram voori;e­

ate ld , ,7i j zien hi.er ;?:en :'.}:CotEi ::m tf: Yful. ov,::rc: nni;erl.'m'.1ini3. Een der&elijk 

onder:rns!t lrn:nr.,m w.: i.:~1 d::l :.ni:h:.r,~ V"rcinltn:; uitvoe:r:cn, we.arbij ook 1 zij 

i"\p-·cv·, Dr· , .,,. ,·- ,,.,.. .. -.,.,"' 0' ,4.~ v,··r·•- ·1 1.·1, ' tran f1,..,,,.,,.. 3 1 2 dE'"""' be ~,!_ .~ .....,t,..: .... • ..... J.. v:.,.l. ,: ,,t-· ,,4.t, ._,:; U.~!.l. i1,,:..:, 'f ,,4.., l...i"'"''•U. "o 11- ~i:.i,~:;. -

\': e r ;d n,t; '.ti t . 
m=. t: 5chj jnt op {;ronn. va.c hoven9t•:1ar1do, overv1e2;ingen ge moti V't3erd te 

zijn, de vol;,:n.:.1e .:a.nnamt:l t::? dc,en: 
Aammi:w J•.lo::J..!. In EHm tvtee-- d:Lm.ensioual.13 eorrelatievrij:~ verde­

ling , a.f (;elotd ui t t.!ec een- cli,.~(:n,:: ion::: le verde:!.ingen, w aarvan de r.J.odu-



li zioh "Ye:jh~den ale/"1 •~~• bestaat de m.eetkundiae plaata van. pun­
. ten tnet ~e11jl~e i.·elatiev~ f1"'e1.:,y.cnties ui t cir!:.:els, als: 
1st'e hat' tableau op rechthoe!ci5e assen is ontworpen ; 
2d• de veranderlij)·:en uit .. :,t.:drukt ~1jn elk in zijn modulus ala eenheid. 

Het rosu.l ta.at van do vori.:_;c :)2.r.?.~_,raaf !:.::m e,emak!::eli Jlc tot de meer­

dimensionale normt4le: verdelinG wordan uit.::.,ebreid. Beachouwen ,nj eerst 
3 nor::,1E.l2 ver,1elin.:.;en van de kenmerken x1 , x2 en x 3 • 'ie nenen voor het 

cem.ak nan, ds.t de::.:e ve~--C.clin.::;en ,_;eliJ!ce modulus hebben. De voarstelling 

in de dr::.e-- dirnemiionala rninte op drie loodrechte assen van de drie­
diuensj_on:,.::.e vordclinG, 1fc'l.arvw. 1-,:.e freq_uenties door vernienigvuldiging 

van c1e :.:,:,cciuentids der .56n- ,Umcns:i..on::..le verdelin6 -.1orden ver~:re...,en, 

v,·orc~ t :.11 -3r zod,::.ni,..;, dc.'t m.:-s tl::uncL__;s pla.J.tsen van de lJunten met ge-

li 2kr fr•Jc_;_ucnties conce.ntrisc>.e ~oJJ. 0 n zijn. :Beschouw om di t in te 

zien het o;i:·•ervlal:, bello:..·e:idu bij EPn oepa.J.lde frequentie f. Bij een 
vaste wa;c1.rd€ van :::3 behoar't es .1 t r0 ::..-• din2nsj_ on2.le verde ling van x 1 en 

x2 . De fre q_uenties, a.ie bi j deze v-::rt:e lin,:. 'J2l10ren, li.:;;o;en in een vlak 

loodrecht op da x3' • e.s en de llU:1ten in di t vlak met frequentie f liggen 
vole.ens h,?t r2sul taa.t ven dr3 vorii.:.G }:)ara.Q;raaf 09 e an c irkel. Neemt men 

nu e,m ande:r1~ •·· a.::rde voor .::c:3, clan lic;r;en in de da;:..rbij behorende verde­
lints van x 1 en x2 de frt:\1utnties f \teer op een cirkel. De cirkels, die 

hier optreden, behol"'en tot het f;ezochte 0~1)ei·vlak, dat due de eigen-

scha1) heeft, door eea stclsel evErn.:ljdiGe vlakken vol-..:ens cirkels door­

sneden te vrordan. !~t:.r }1etzelftle .:;cldt voor twee andere stellen van 

vle..:.:!:en: Ln.;ners men kan in he t bovensta.ande de rol van :x:3 doen overne-

men door x:1 of door x2 • Een 0 11_,)rrvla:c, dat door drie onderling lood­

rechte stelsels V3Jl evem:ijdi~:,e vlaltken volL>ens cirl.:els gesneden wordt, 

moet een bol zijn. Alle op deze wijze verkre.;en bollen moeten concentrisch 

zijn, oriidat zij drie onderlin.:., loodrechte vla~::ken vo~ens concentrische 

cirl:els d.oCli.~ snijden. 

Zi jn de moduli van de sanenstnllende verdelin~en van x 1, x2 en :x:3 
niet c;ell jl::, dan uorJ.gn in de t,r.:>.fieche voorste lling weer dan bollen 

als mestlrnn<li;_;e ~1la:,tsen verkre;,..en, als de lceni:.ierken eerat weer in hun 

modu.li nls een:1eid rrnrtlen ui t,,edru.ht en d.::u1 de .:;rafiek wordt cemaakt. 

Verdelini;en van mc~~r dm dri-1 tliuensiea zijn niet meer meetkundig 

voor te ste llen. O;:'i::;choon :.1~t d:-..::-~rom in eerate aanleg geen zin heeft, 

me€t::undic,e bcwoordin...,;;:.n t2 :.,.'.>:i.'...l.L-.a, is het ...;emalckelijk, dit toch te 

bli jven doen, Di t 1.1o~c, 0li j!:lm ui t de vol.:.,F-11de zeer belmopte ui teenzet­

tins,. 
I11 de drit2- cl:Lu:ensionalt: ruiT:J.te spreeh:t m.en van bet punt, b.v. 

2.3,-6, ua:.rm.ee: bedoelende het )unt, wa.arvan de reohthoe1~iGe of scl1eef-
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hoekige IJ<'?,rallelcofa~dinaten 2,3 en -6 zijn. Met het woord ii punt 11 

';:ordt clerhalve een :;roep van 3 9 in be1)aalde volgorde opgescl':i.reven, ge­

tallen aan,::;e duid. 

In een ~ ( een n•- dimensionale ruimte ) noemt men naar analogie 

van het bovenstaande de c;roep van den e,etalleng 

,- X -sr 
.n .. 1 9 ..-:':.- 2 9 3 9 0 0 I) 0 (! 0 0 ' .t"~n 

een punto Zen lineain:, betrel.}dn(-, tussen de coorclinaten b.v. 

oococooo-!- A X = A --u n o 

bepaalt in de R een lineaire R 1 ,op dezelfde wijze als een lineaire n n--
betrekkin,_?; tussen d.s drie c oordinat,:n1 in de R3 een plat vlak: bepaal t. 

Tvveo liw2aire 1Jetre}Jcinc;en be1:alen in de Rn een lineaire Rn_2 , drie een 

lineair,:3 R 3 en ten slotte n--2 r:::en lineaire R2 of e en plat vla1r en n-1 
11·-

een line&ire R, of el3n recLte. 
I 

Ben vrillekeuri0 e betre!.:l{in-5 tussen de coordinaten~ 

f ( X 1 9 X 2 1 • , e o o Xn ) = 0 

zal in de Rn in het algemeen een c;c:,:bo(;en ~-·l bepalen. Zo is op recht­

hoe::.i;;e assen in e 811 n3 de verJ;e li ;Ei::inc_; van de bol 9 waarvan het mid de 1-

l)unt in de corspron6 liGt ~ 

2 x,, 
C. 

2, 2 
--:- x 3 = r 

Analqos hierrc1ee is in de ~ 

2 2 
. X 1 + x 2 + • • o • o • + 

de vergelij:.:ing van de '' h;n::,ersfeer n op rec:hthoekige assen 9 met middel­

punt in de oorspron6 • De hypersfeer is het meer- dimensionale analogon 

van de bol in de R3 • 

De mee tkundige nat1en verc.,ema2rl.:e li jken de terminologie. Zo is het 

zelfs na bovenstaande zeer surnmiere beschouv1ing volkomen duidelijk: 9 wat 

onder tr1ee concentr::_sche hypersfe1,.,en moet 1,;v0rden verstaan, onder de 

straal van e en hypersfe e_r 9 ondcr de af stand van twee pun ten in de Rn 
enz. 2;ander de meetl::undi6 e namen zou de beschrijving met ·alc;ebraische 

beifoordingen anaverzichte li jlrnr en vermoe iender zi jn .. Verde i 1 schi jnt 

het, ond;:inks bet feit, de.t er van esn meetkundige voorstelling geen 

s:i;irake kan zijn, ~at de voarstellingen, die men gewend is zich in de n3 
te maken bij de algebra in de~ een zekere steun geven, waardoor deze 

laatste daorzichti3er wordt. 

Wat nu den- dirnensionale correlatievrije verdeling betreft zal het 

duidelijk zijn, dat naar analogie met de drie- dimensionale de volgende 

aanx1ame Gefori:mleerd kan warden. 



mensione.le verdelinsen met moduli 1 die zich verhouden al~1 ,/2,. • ~ 
·.r ~11,, besta.at d13 meet)cundi3;e pltl.ats va.n punten met· gelijke frequ.en­
tie ui t 1;• 1.m stslee l -:1oncentrische hypersferen, ala: 
1·ate de aE1se11 ve,n ;c:.et cooz-di:nat;:insysteem rechthoekig zijn ; 

2de de v2re.n.df:rlij::e11 l,i.t,__;edrukt z:ijn elk in ~:ijn modulus als eenheid. 

Opmerki~t:_ Dez:::: u&vinar;;e is de generalisatie van aannaL1e J. 1. -.. 1 

en omvat die dus. 

Gsc;c-ren io ,c:, 0m c:n'.'r,iloti:,vr:Ljc2 Vtcrd,Jlin~, varli::re{_;,~n door w:rme­

nicvulcl:i<_:i.n:::; VEtn de frs c:.:.1•211ties v;;,n d t) norma.12 verde lin.;en va."1 x en y, 

met 1i1od-.ili, cli::; ~.:ich v;., rhouclen c.lf, u. en,,,-:~ • De verdtC: ling wordt voor-
../ X .. y 

6 ,:~st8ld op ecn ruc:1.t!1oc>:l_. 2ss,:r:sy~d;e2ra, na et~rst x sn y eUc in zijn 

modnlus te ~11:b:tf0 n '.li•~ ..... dr~t. Vol;:.:ns c1anname 3 .1.-1 li5 ~:;t=>:n pun ten 

met lijke frequonth:s op oonc,·:1trisci--..e eir!.'.:(,ls. ;;;ij denlcen ons vsr-

d2r lFi t drie- c1ill1enidonal2 histo __ ,ram .~, construe:1:.;rd va.n i J .1. Het fre­

g_aG.nti.t: 11.chP.arii b1r.: Jan nu ;:-,.ls t':(11 o.1\·,:::ntt;l:in,_,sl::Lc:1aam beschol.rvd wor­

d.ton ( d,:' 21::i loodrecht O) lrnt x,y vlak ) , Dt inhoud ve..1'i. di t lichaam 

r:; = px + qy ( 1 ) 

, , 
Uit de verd,:linGPn voo:::." x en y ltan er s,?,:1 voor z worden afgeleid. 

Voc:,r z wordt daartoe E!,:n interva1v.r(.;.,slin6 tLU:,)::nomen. 

6Z te llin._;. 

z in dE ze intervs.lvc:rc':s lL~.::, ~ rn:•.n .•-.:)et daa.rvoor voor elk interval hat 

aantal ,]r.:.v1.1llen ti,:lJ.tn~ ·:t,/:!.rin :: veil:,ans ( ·1) 1:Hm vraar·de aan.nee;:it,die 

in dat interval 3ele~an is. 
Oni ecn gc-ed in:;icht in t.L? aaz1,:,ele:;enheid te lcrijgen ia in figuur 

3~3--1 de v,;;:rdsling schfmati9ch voorsesteld. Voor de constructie van 

he t tableau 11<' ~)ben W,! x en y m0-2 t8n ui tdr,.1Jt:·:en in hun moduli. 

Stel dus 
X 

~ en "/ zijn dan de coi>rclinaL::n, die \roor do constructia van bet tableau 
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moeten dienen. Met hat invoeren van'!,. 1Sn ·? hebben wij ons van de com-,. 
:plicatie, varoorzaa.:tt door ht;t vE:rschil in moduli, ontdaan,. Bij s en 

; 1J beho::::m verdelinc;,:;n ;net gelijkz moduli 1. 

In~ en ry geschraven wordt ( 1 ) 

( 2 ) 

De vraarclest.allen van ); en '>J , c.Uc ae.n z oplcveren in het interval 

zc + kt.z (m z 0 + ( k-:-1 )t.z, zijn de cocrdinaten van de punten, gelegen 

in de strook van het t , '.7 -vlak, be ,:,rGnsd door de re ch ten : 

en 
z 0 + ( !(•:-1 )~:: = 13/~; + Yy r; 

zijn '.:'lven1,;ri:dig ,_n ht:n :,,fBtand 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

Lat:1n we k d12: ranG,nu.n\,;;1;;;,r.s 1, ,? , •• , • in ( J ) doorlopen, dan kri jgen 

we eE.m stelsel evenwijdi.~;e r,3cht1::n, alle op dezelfd-2 afstar.rl d. Door de­

ze rc:cl:t,m denken we ons vlakl:en lo:1dr€:1cht op hEt ~, '7 -vlak aange­
bracht. De::.:e vlakken verde len hE: t fr~ qu2ntie lichaam in 03ven dikke platte 

schijvsn an nu is de inhoud vrm E,11:: deZf.lr schijven de rale.tieve frequen­

tifJ in d.: vsrde ling van z voor hct bi jbe horende interval. 

Het is reeds bekend, dat d2 VE"rdc.:ling van z wear normaal is, een­

voudi.:; or.idat hst fraqu,~ntiel.:i.chrlam r•;En 0Dw1,2ntelin6slichaam was. Wij zu.1-­

len nu de modulus van de nic1 uws vcrd lin,:; °'t'JereL:enan. 

Jij kunnsn a:c: alt:LJd zo ::i~,zcn, dat d 0elijk Ytordt aa:n het inter­

val at:, dat ·~,:i j vi.."i,or c:,? construe tL: van het tableau hebbe11 ge bruikt. ,. 
Hierdoor knn { 5 ) als volt:t l~2schrc:\rcn vrnrden: 

A~ 

1 

( 6 ) 

0111da.t de verd.e,ling vaJ1 z :rui ldcntick is met die van~ ( af0-e zien 
' veJ1 d€ ,_,i:,'...;ru.ib::lijlrn WJrschil1~;i:, l.n dG fr~,q_wmties ) :moeten we habben 

dat: 

i 2 ~) 
✓'-4,, ... Vn ,, - + ..., .. / z - :_;,.,.x 

\7ij he'ober1 du.a nu 2,cvond1m, ale 

z = px + qy 

{ 7 ) 

tf:: l.c:zen staat, dat men Az 
om de Vf)rdeling van z in de 

De modu.lt,;.s van 'l;° is ~:, 
7 ) • 

1, zo-



!.• z een verdeling h€eft ; 

b. die verdelins normaa1 lS; 
- 2 2 2 2 2 
~♦-fi = v~ + ~· 

'.'""' )4 -

Hct .gevond-an r(isultaat la.at zj_ch onriliddellijk uitbreiden tot een 

lineairc fW1ctic van een 1rilleb:urig aantal veranderlijli:en. Men kan nu 

( 8 ) 

dan is, als de verde1inG::rn voor x 1, x 2 ,.,,, •• -~ normaal an correlatie­

vrij zijn, de voor z af t.:> lcin.cm V(irdelin.::, avi~neens norr:iaal. 

Zijn verdEr ,1.~1-, 115,. ,, , .J"· de noduli ../ ,, ~- .,; n 
de modulus is van z 

2 
_.fa~. ,:, 

van X,~. f C •••• X ' 
c. n 

( g ) 

Be·1Ji_j~ De stslJ.in& is berrezen ,roor 2 verandei-'lijken. K&"'l worden 

-,_anc.:,·(3toond, dat, 1}.ls :i1ia .;;eldt voor n vc:randsrli.jk8n 1 ze oolc geldt voor 
t 
.u·1, dan is .het b;:wijs ,;elcv,:::rcl. 

Stcl 

en 

dan is 

U. ::::. 'J1X,., ,. I 

\l.., ... -~X ... ··· !i .. ,• I n+ ! 

( 10 ) 

u is nu C; •en lineairEJ i'U..."1C ti:: van d0. ~.~ vcranderli jlren z en ~+ 1 • Omdat z 

als lineaire f1.u1ctie van n YE~~:.1nderl:\.jk2n nor:~iaa.l verdeeld is, is dit 

met u ~ls functic 

H3t voorschrift I ge:0 ev~':'!n door ( 9 ) ~ z,al V{Crden genoemd de ~_jzon­
dare vcortp 1 n.~•· ,i •. .; nt''81·P +y<>y, d,l rnod• 1 li -·---· -~~.!, .. !7'-!..~--'!: ~--:::..-:·.,, .. · .. =· ~_:'--=...:.. 

Stelt men in ( 8 ) t:m ( 9 ) qJ..11-~ co?ifficie'n•en pi op p 1 na nul, 

dan ontsta.at u.it stellir,.c'; 3,:L-1 ste'lj_n.} 2.6.-2. Dez;~ 19.atste is dus 

e~n bi JZond~r geval van J.o al,'3,'t:m.erJ.8 stalling J. 3. -1. 

le :,,; •~•111 niet lineeire f:1.nc:tic ,,.an Gen aantal groothedan, waarbij 

t1ormale VGrdel.i.r • ..:;..:;n l'rnhoren, d::.-..n i:;eldt in het a.l[:;emaen stalling 3.3.-1 

niet. Om dit in ti~ zi.en, name rmm heit cevc\1 1 dat z een functie van tmrn 

verr:U1df rli j1'rnn ia, oua 



z = f ( x 1 ,. x 2 ) 

Tulen stelle zich nu het tableau x 1 , x 2 voor met het lic.haam der 

parallelopipedao Voor z wordt een intervalverdeling aangenomen 

z O , Z + b. Z 9 Z + 2A Z , ••••••• 
0 0 . 

en men moet nu weer voor ieder interval het aantal waardestellen x 1 ,x2 
bepalen, dat aanleiding geeft tot een waardc van z, die daartoe behoort. 

De waardestellen x 1 en x 2 , die een z geven in het interval, be&rensd 

door z 0 -:· k.6. z en z 0 -:- ( k+1 ) b z 9 zijn coordinaten ~ 1 en ~ 2 ·van een 

punt, selecen in csn stro0k, bec;rensd door 

z 0 + kAz = f (~ 1,~2) .. ( 11 ) 

z O + c k+ ·1 ) 6 z = f c ·s 1 , r 2 ) c 12 ) 

rraarin x 1 =__.,,.u1 ~ 1 en x2 =J-<2 ~ ,2 , al~/"'1 e~2 de moduli van x 1 en x2 
16ijn. Voor het geval f niet lineai!' is, zi~:n ( 11 ) en ( .12 ) kro:rmnen. 

De relatieve frequentie van z j_n_het besch9uwde interval is gelijk aan 
de inhoud van een schil, waarvan bet [;rondvlak de strook is tussen de 

krommen ( 11 ) en ( 12 ) , die zijdelings begrensd worden door twee cy­

linderoppervlalcken mat a1s richtkrommen de beide genoemde krommen en be­

schrijvenden loodrecht op het vlalc 1; 1 9 ~ 2 en aan de bovenkan t door een 

gedeelte van het bovenvlak van he~ lichaam der parallelopipeda. 

Alleen voor het geval de functie f Zei is, dat in het gebied, vvaar­

binnen de veranderli jken zich bewe gen, de schillen we inig af1,vi jken van 

platte schijven, kan de stalling 3.3.-1 warden toegepast. 

Men neemt dan in het totale interval van x 1 een willekeurige waar­

de x 1 , 0 aan en in dat van x2 de willekeurige vvaarde x2 , 0 • Stel 

x1 = x1 ,o +~x1 ~ x2 = x2,0 + .6.x2 

dan is, als aancenomen wordt, dat z differentieerbaar is 

f ( ) ( tf 
z = - x1 0'x2 0 -:-4x1 --

' ' .?;lX1 

of 
ox2 

naar . x 1 en x2 : 

)X1=x1, 0+e1~X1 

x2=x2 o+e~x2 
' 

Is de schil nac:noeg een platto schijf, dan verschilt z in het be­

schouwde gebied weinig van een lineaire iunctie van6x 1 en 6x2 • Dan moe-
t . d't b. d __R_f ~f · · . k d d en in 1 ge 1e O - en -:;:;;- ongeveer constant z1Jn. Men an · an e 

d d t ~j_l a. f 0fx2 t. ~1 . waar en van eze par 1e 8 _1 _:eL·en iacw.quotienten nemen voor x 1 = x 1 0 
9 

en x 2 = x2 , 0 • 

Toepassing van stellin0 J.J.--~t levert nu: 

a. bij z behoort een nat_;enoeg normale verde ling, 
b. 



. ""' ,. "' 

Het is duidelijk, dat het gevonden resultaat tot een functie van 
een willekeu.rig aa.ntal veranderlijken mag worden uitgebreid. Is 

Z = f ( x1, X2,•••••~) 

dan behoort bij z onder bepao.lde omstandigheden een normale verdeling, 
tervrijl in dat ~eval, ala z diffcrentieerbaar nae.r de veranderlijken 
xi wordt ondersteld: 

2 0 f 2 2 c>f 2 2 ( M )2 2 ( ) 
...-faz = ( -SX:1 ) /"1 + ( -SX-2 )..:,,,.U2 + • ••••• + ~ ~n 13 

de w-aarden van de partisle diffarentiaalquotienten. 2,enor;1en voor een 
stel waarden uit de totale intervallen van de veranderlijken. 

Dit is da bijzond..::re voort;,lantin3swet der moduli, uitgebreid tot 
niet lineaire functies. 

3.4. Diacussie en o~1kering van de &edachtengang. 

De stelling 3.3.-1 betreffenda het zich reproduceren van de nor­
male vzrdeling bij een lineairc functie, met de in vele c;evallen be­
staa.nde mozelijkheid van uitbr~idine tot niet lineaire functies, is 
van groot belang. Uit waargenomen crootheden moeten vaak Bl'ldere wor-
den berebmd. Men krijgt dus bi j de toe:.pa.ssingen te maken met twee 

soorton Grootheden: direct bemetcn croothodan en zulke, dae.ruit afse­
leid. De betekenia van atellinf; 3. 3. -1 is, dat men tussen deze tv1ee 

aoorten ni:liller onderscheid behoeft te me.ken. Een [;rootheid, die afga­
leid wordt u.it wa.ari.;enomen grootheden, mag, omdat ook zij de norm.ale 
wet volct, zelf ala waar;;enomen 3rootheid worden 'Jeschouwd. ~r behoeft 
slechts ten aanzien van lli_ 2.fceleide grootheden een. ui tzondering te 
worden gemaakt, die niet lineaire functies zijn van wae.rgenomen groot­
heden en waarvoor de onderstellincen, gemaakt bij de afleiding van de 
bijzondera voortplantingswet, niet galden. Daze gevallen komen in de 
praotijk echter uiterst zelden voar, zodat in de practijk den ook steeds 
beide soarten grootheden door elkaar kunnen worden gebruikt. 

De stelling is van zovael waarde, dat het niet wel denkbaar is, 
hat er zonder te moeten doen. Het rekenen met ~e.arnemingsuitkomsten 
zou dan vrijwel onmogelijk worden en van elke experimentele grootheid 
zou moeten worden vermeld of dcze re~~lrecht gematen was en zo niet 
uit •.,rellce andere gemeten grootheden ze \7aS 2..fie leid en hoe ze daarmee 
sa.raenhinc .. 

Stelli.ng 3.3.-1 vloBide vocrt uit twee aannamen. De eerste was die, 
waa.rbij werd ui.t_;esprolrnn, dat histogra,;,Ullen van waarnemingsreeksen te­
rug te brengen wo.ren tot cen na...;enoeg zelfde gedaante, we.nneer slechts 
.:.,esohil:te eenheden voor de constructie van de scmlen op de horizonta.­
la as warden in3evoerd. Bij de twecde aa.nname ward aa.nvaard, dat in 
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~at histogram van een mve :?.- dimensionale cor~l.atievrije verdeling pun­
tan mGt gelijlce f1•,Hraenti,:iS bij _:;e"t1rni:< v:::m ceschllc;;e s cha:-=m 07? con­

c€n1triscl·w cir):els. v2.rtr: ~r-:ls,_End 

Beide ::lanna,112n ,•aren niet dw:cr<:cnd. Do 

croot, d2.t oo~: ::mdare aan-
na1!le:a 

teerd worden, dat zij 0envoudit ~ijn, zo ni~t de a~nvuudi;s~J an d~t 
zij bovenal het voordesl hebben, tot de zo nutt:~e ~telli~~ 2.3.-1 te 
voeren. Dcze stelling komt schtar i.1 Je tot nu tos _:;,~voJ.;;:L., 

g2.ng min of nH-:er bij tcieval tc voo:rscl:ijn. 

schrijv::ns van h2t =:xperimsnt, d::;·i:; :1:t 0c~it0,an °:a: stt<.L1.:i.r.~, 3,3,H1 E: 

elk c;ev,:.l :;er,anrbore:;d is. Dt:; stcLLi,16 ia ai',_,elej .. doc:~ ;;ci.:..sc.i;e :L:r.li:;c-

verand.'"n-lijken ui t tc ~~8.:;n, r1Ls b•:,vend:~ on line:, 2,J_::r 1::an ·11c,·ch;n :mC.r::::·-· 

stald. !kn lrnmt da..'11 tot 3.E.: v,Jl~_:.;;,;1.~1: f>rc.,bl::.0.?11::att1::.lin1., 
, . 

Bl" z:.~ j11. t~~.''C·E: ~.ran1\r1e.r::1r1c,::11~ .;ts} .. sci.1 _;;;.: :;::;: \ron Y (1'~:;ri ·...-~.:-)or , ' 
<-} C11 

die nadsr te bcpnlEn elceuenc ri~~~sc 
deze ci~GnschaJpGn zijn, opd._t als 

Stel eerst ,1 - 0 

dan v,•ordt 

fl'(, q_1..i.,:;:1tie v:z: r-d,.: :1.~ ... :1S ·:s:i··,;c.:1src, 

:ncn b~,,:;i·;, r:,,rct 'l'I':.a,-:d 110l~ 

•r 
V e 

In dit :iava.l vrordt els:, r,3 s ·1ccr z u:Lt dj.0 ,.-: n x s;::·.,_;,eL!:'..c:,. do:~, ... :' de 

b'3Ci jitJrint<:; Vl:lk'1 d€ ho::-izc,n 'tr:t l-2 as 1:n r.i t voor ,;.lt' r•:. f !<::X,:,c :,:;.,\::0.kt<::' '~:;..;:.itO-· 

vastE.: 

soort tot id9nti(~J,c l'6~~c.s(;r~ ~1ru..::1~·-"'lCr1 ,:·o:rdcr.1 ~:1f;:r1e.itl, i~::: .,i3'·,; ·~t<)c~~~11 1,i,2 -~~ ·,rol--­

gonde volaoon-de, Vt.hJ"r ,: ~;:::1 .. Y tdr1-.r1·~~.·:Lr:; ~,:c l't~\:~·~·;_i;:,iG1·1 tc (>r.:.d}J~ :st:e.~~-lr:-: <9 



~digin.gsregel ean twee- dimensiona.le correla:tievrije verdeling afge­
:.eid .. :"Ian den.kt Zich hiervrui het tableau ge5eve:::1 met daarbij het lichaam 

der parallelopipeda. Men verkrijgt dan iiruer de verdeling voor z, indien 
men hat zoG'v-211 ;;;noE:i11dt: lichaa,n i:n even dikh.--e platte schi jvan verdee 1 t. 
De ricl1ting v.::.n cle VG:i.. ... deling in schi jven hane;t af v~.n de coe"fficHfoten 

p en q_. Cndcr de mo.s<L.ijb:- \~::rdelingen, dia aldus kunnen worden verkre-

6an, bsl1.or2n 001':: di(, v::m x en y, Jii:? ontstaan als men de schi jven lood­

recht O? de x-, resp. de y- o.s ki.:} st. z2.:::.. :nu. voor z eenzelfde verde ling 

a.ls voor x ,:=n t t,? voorsc:1i jn lrnr.11,0 n, d:1n meet h2 t lie ha.om de r parallelo­

pi:peda ecm oc.1want2lingsl:i.:::!'rna.n ::::~jn. m.armede is 2.,2.nJetoond, dat stelling 

3.3.-1 no)dz:,,.:.:21:;.r-: b1."s'cn:,J1 moi.;'.t. zu1:_cn waar:n2nlin6sree.k:sen de eigen­

scha) b2 zi tti:n Vtm zich te re;,roducercm 1 zoe,ls b.i j de laatste gede.chten­

c;e.ng voorop i1i2rd _;estald. 

Rscnpitulerende komen de tot hicr toe gehouden beschouwingen over 
vma.rn~:minJs:ce :::l::sen op l1G t '.rolgt:nde :wer. 

Expe:."'imt,n-te i:: 1 verkre.:;::e!, tm 2.an de we.r.rneu1.in6s _pra.c ti jl:: ontl2 ande 

Y1£:arnemin.·;srEH,1r.sen la.ten ruimte v:::ior verschillende a~urnaJ11en oDtrent hun 

karL1.ktisr. Binns~ de trenzen van de mogeli jkh2den z.ijn de aa.'rl..11a..r;,1en ~o ge­

kozen, de.(; 28n ,:;2mal::\:elijt 1:a:,+,e::-'rbare tb-:::orie er hGt JEvolg vun isv .A..Yl­

dare th.2 orit: on, die he t nJ.t1urve:,:schi Jnsel in kw::3 stie ~1auwt:euri 0 e r be­

scr.r.rijverc of ei:mvoudi,ger c2igenscl1,1.))c:?n bezi ttt:n, zijn dus in principe 

den..'1-.:br.e.r. D1.~ sec.;e ven the orie moe t de rhnl Y3 vrcruen bs schoLlHd e.ls e en, die 

mo~;eJ.ij:::: is en di<~ aanvri.a:cd \'Ord'".;, zolcm.; t::r gec:n s.,-:nleiding is, ze t0 
ver::.mdm~cn. 

Tot nu toe z~jn in de ~uaohcu~i~gzn groot~sden opgetreden, rraerbij 

h'a:.1.rnerningsreelcaen beho:-,:::1 1 L.0 t;L. j 1 1~d d,2 ;,r., r,:?ge lre cht z:i jn Ha.2.rganomen, 

hetzij, de.t de:10 verl.:r€:.):."n ::.:\.Jn 1ioo::' 2,:: r:if tc:: 10.iden uit e,.ndere reeksen .. 

De.arno.aat he::::.ft m2n echter 00k noG .Ii.::t const;1.nten ta naken. H€t k.1n van 

Def-in; t~· o " 4 "'7--r1 "o"'·· ➔•··•.n+, .Jr.. .... • - • -I • - ! ,., .... .- \., '.,., j _; -~ "·' ,;.,, .ii. \,! t.,, - ~-- ,sroctraid HC!-.3 e.ls een wa.e.rgenomen 

groot:1.e id l,e scho1.111·d word m, Ne.;,,.r;),;. ,i ,;. 2n \1::c.rna:1ir:gsreeks be hoort met mo­

dulus :nul. 
moduli vordt door hat 

waari.n a eet1 constante ia, J.?..n wna \rro;:: z0;r ..:.1fgelt id 
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Irfani:; men dasre:nt12,gen a,?n a e(m waarnemingsreeks toe met 1aodulu~ = O, 
den heeft men; 

~etzelfdo resultaat als boven. 
O:p soortgclijb.0 m:mie:r toont LF:m a2,n, dat, a.ls men 11ari p ecn \laar-

~eldic blijft, 

mGt modulu~ = O, de voort_plantingsv:et 
p 

eveneens 
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HO_OFDSTU1.J: IV. 

1;ll e _§_~r ~ ~.E.:r!:.§..:t'_ o r~m~j. E3_Y§l1 e en normal e dr i e .. -

dime AsJ- on ale Corre la tie vrik verdelin~. 

Lineaire transf ormatie ven de veranderli jker::.:.. 

Voor elk der grootheden x 1 9 x2 en x 3 is een normale waarnemings­

reeks gegeven. De moduli dez;er reeksen zijn respy1 ,_,,,JA-- 2 en./j. Met 

deze drie reelrnen v1ordt door toepassing van de vermenigvuldigingsregel 

een drie- dimensionale corrE:latievrije verdeling op een rechthoekig 

assensysteem c'.5econstrueerd 6edacht; de oorsprong van het stelsel ligt 

in 11st centrum va11 de verdeli:1g. 

Om te bereiken, dat de meGtkundige plaatsen van punten met g-elij•­

ke relc.tieve freq_uen.tie een ste1sel van concentTj_sche bollen vormen, 

moeten we voor het vastsi;ellen van de schalen langs de assen eerst de 

grootheden xi ui tdru...1clrnn in hun modulus. Om iets ale:;emener te blijven 

is het ook voldoende om de x. uj_t te drukken in eenheden, die zich op 
l 

dezelfde wijze verhouden als de 111oc1uli. 

We stellen da,.~rtoe 

11 22 33 
~1/7 = g/"//4- ;~2/2 = g~/ ;~ = g ____ 7-~ 

De inGevoerde 0rootheden gii verhouden zich dan op dezelfde wijze als 

de moduli en we, moeten dus de x 1 ? x 2 en x 3 nu ui tdruklIB n in ~ 
\} g 22 i \[;SJ als eenheid en dan 6.e aldus verkrecen getallen ui tzetten 

als coordinaten langs de assen,, Als we dus stellen 

x1 s --<:; 
1 = >2 = 
~ b 

t" kunnen we de½ i als 11 gewone " 

We leiden gemakkelijk af 1 

L/,1 
~. = ""7""~ 

,/ ~1 Vg I 

en zo zijl1 ook 

We definieren verder nog 

1 
-:-n-

b 

waardoor 

X X3 2 
0 

~3 v7"? i = \jg33 
(S 

rechthoekige c oordinaten beschouwen. 

dat de modulus van ~ 1 

1 

v-;:: 
ll 

i = 1 9 2 of J. 
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De grootheden ~ kunn2n we de maa.teenheclen op de assen noemen.Im:mers 
is b.v. x 1 = 1, dan is 's1 :::\/£;11 , is x 1 = 2, dan isl;1 = 2~ enz., 

zodat dus inderdaad voor ds uitze·i~ting van x 1 de srootheid.~ els de 

eanhi i.ii voor de ui t te zettax;. afst:e.nd fungeert. Het is ui t het vooraf­

gaa.nde .;erc.akkel ijk in te :iien, dat de maateenheden omgekeerd evenredig 
r .. 1e t de mo(! uli z i jn. 

Wo1.•d-:; de oors:pron,.:; van het c:.ssenstt~lsel in h.,3t gem::enscha1):_)elijk 
midi 1 I 'l ., 1~ d ,.,_t , · d , . " i ' ' d. 

1 e plm·.; van cw DO .La::-1 i;;e Cl.Cu . , o.a.n 1.s e v2rge J.::. Jl:: ng van een ier 

bollen 

of 
"' x2 
:::, 11 1 

De tt".an0 met be hulp 

X1 = 

X2 = 

X3 = 

a 1 x 1 + 

b1x1 + 

c,x, + 

,,. •)r x o~sc 1~reve'" 3 ../\.2 t._, J. 3 C'I>. ,!..\. . i..:;,.1.1 -

~;e:-,ulp van 3 s.ndere 

a2x2 + a3X3 ~ 
b2x2 + b3x3 ~ 
c?x 0 + CJX) 

< L.. iC. 
I , 

( 1 ) 

dimensions.le 

grootheden 

( ,.., 
) c::. 

D~-:.ze drie Vt~1·-.:;elij:::L1c,.m vforde11 onufhanl..:eliJk ondersteld, 

x.) en :x., er ui t oplosbaar zi jn. Laat de oplossing zi jn: ... .) 

zodat 

•.• - A1X·1 + :31X,., + C1X3 ""1 C 

x2 ::::: 
A .,,. 

2J\.1 + :]2~~(2 + C2X3 
r . 

+ 3 y C3X3 X3 ;::::: ''3· ·1 •,..1.·~ ·,· 
.) C. 

ds.n. b1:ista"1:n tu.1:Jsen de coe"LLi. c ..L -t:fn vs,11 ( 3 
be tralJdngen: 

B12:I + B2a? + 
c1a 1 + c2a 2 + 

A.1 b,1 + A . ..,b,) 
"'" (. I:-

3 1b·1 ~f· B "' + ~) i,.., ''.) 

"·· '·~ 
(' l'\ + C 1b.) -4 • , 1 

I 
~,, " 

A1c1 + A?o2 + 

B1c 1 + B,,o,) + 
""" ..... 

C1c1 + c2c ,., + 
<., 

::: 1 

A"'b., = 0 
.i J 

B~bJ .,_ 1 
·-,...., ";....., 0 "'< I.I .... ·-_, J 

A..1 C 3 -· 0 
-· 

B3c3 .. 0 

C-..c 
3 

:::: 1 
.) 

~ 
) ( 3 ) 
) 
t 
) 

) e11 van ( 2 ) de volgende 

) 
) 
\ 

~ 
( 4 ) 

) 
\ 
I 

? 
( 5 ) 

) 

~ ( ' ) 
) 

voor x 1 , x2 en. :xJ voL;:,ens ( J ) ins':t11 t in ( 2 ) 1:::n daa.rna de coeff:i..,. 



oienten van x1 , x2 en x3 links €n :.:sch ts van ,tet .;elijkteken aan elkaar 
gelijLstelt. Subst:l.tueer·:; men daarsi.lto{.;,.:>n Xp x2 en x3 uit ( 2 ) in ( 3 ), 

dan ontsta.an op dezelfde wijze de ne,~en betrekldn~en: 

e.1A1 b/l1 

n2A1 br:,B.., "'i~ 
.-. I 

a 3 -~· 1 ,+ b/31 

.. ..,_ ,_ 
"'2"-? 
d.::t'\, .. , 

,,.j -

c C 1 1 = 1 
.. f, .. / ... 0 c2"'1 --
... j.,- C 3c1 = 0 

.~. . 
'-' -1 'sd .,, 

. .J 

+ C,1 (J..._ - 0 
,;, ) 

C ...,C., :::: i 
... , "·-~· _, 

l ( 7 ) 

) 
\ 
j 

~ 
( 8 ) 

( 9 ) 

) 1 ,: d ) c·n ( S ) zijn z;.f~1ankelijlc van de be-
t ,~,::, 1-·1,·1.· n-"'•"'n I tl \; r ,~ 

..i..---•'•-'- ..:.:."l'""· \' '\ j 

te.e,.1 v-o:)r, :I:et lY~ho~1.C. ·van c1 l~ ri(,J:'s~·rone,, D.q v,":'.'.~;sli/::in0en in het 01.1de 

stc~J.,rnl v-an d,a :~liouv;,.:' coor\~:u13.a· ·.·:i.2.2~::.en zijn 

_,1:ildt 

a.0~~--) a 3::I 3 ::::: 0 ) 
(.. '- ) J ·v + b 3x~ 0 ( 10 \ 
:2~· .. 2 -

~ 
I -· 

c..,:::0 C '.\ ;: 1 = 0 
,:., ,:. _, _, 

,'"'I, "V' ,~, .,., 
Voor de ;:o;:k r;; tusEE1: :1.et ecrste en 11et tw~:ede coordina:~tvlak 

,-, 
112 = 

Dt? 1._ .i c .: 'i ·c 1 r:-. 

-'1 ') 
"' ~ _} ... ) 
II ,,., ,3 '-

VJ~~en door cycli-­
( 11 ) af door in 

- 0 

- 0 

- 0 

waarmee d:tn ( 'iO ) Ll:.i.rec:t is ,:,p -,;,-, :-,c.u·5 ,]Vf:"r:. 

l)e brre:~flnin,. 'n.n dfi :'.:i.o"L-:n V'Ei.r dd lLiEU.\lt3 assen en. d.e 1naatarnLeden 



de af'stand l va.n een punt 

12 = ~~ + 
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tot de oarsprong. In het eerste s~elsel is 
.,2 .... 2 2 2 2 
<)2 + '";, 3 = 3 11X1 + g22X2 + S33X3 

Hierin substi tueert men de wa.arden van x 1, x2 en x3 ui t ( 3 ) • Er 
ontsta.a.t dan voor l een evenc:ns k11'3.dr::1tisch.e uitdrw.::::.:il\'.; in x1, ½ en 
x3 nl. 

12 = G, 1x1x, + G2212~ + G33X.3X3 + 2 G23X2X3 + 2 G31X3X1 + 2 o,2X1½ 

Deze ver3elijkin;:; ~eeft ;iet kwad.i.'a::;t van do afs:and, c,escl1reven i~ 12 ) 

de nieuwe coordinatsn. Mr::n verifi eert .:::, :?ma..1{1:e li jk, dat 

G11 = &11A1A1 + 322A2A2 + G33A3A3 G23 = .:..,- 11 B1c1 + 8 22B2C2+g33B3C3 

G22 = 6 11B1B1 + B22B2B2 .,. 0 33:t33B3 G31 = 6 11C1A1 + b22C2A2+g33C3A3 

G33 = '-'11°1°1 
.. : .. l.22°2°2 + ~33C3C3 

,,,. 
\,.1'12 = g11A1B1 + S22A2B2+G33A3B3 

(Bij de ~root~cden Gik behoeft op de vol~orde der indices niet 
te ·,rnrden ,;~let: 012 = G21 etc.) 

(13) 

De maat2 mheiC. op de x1 •· as vinC:t r.u.en door na te s;aan hoe groat 

de afsta..""'ld wordt van he t :9unt ,.ic.: t 0 ooruj_naten 1, 0, 0 tot de oorspronc. 

1~n vindt vol~ens ( 11 ) 
2 

1 = G11 

zodat due ~ de maate2nhe:Ld is o·_, ck x1 ... 8,s. Op analoge WlJZe leidt 

men voor de me.atesn:1eG.en 0~1 c,1; ~ - en x3 - o.a ~f resp. \/G:;; en ¾­
De hoek r 23 , vorm~. cioor ,le assen x2 en Xy wordt CS vonden ui t 

de formule voor de afstand vr....n het \i..mt O, 1, 1 tot de oa.' s:.:,ron.::;. Vol.:;ens'• 
( 11 ) 1s 

( 14 ) 

figuur 4. 1 .-1 

::::~ fi.:;uur 4. 1. -1 is A :1ct ~1un t ,;1et c oordina ten O, 1, 1 • In het 

vl~c y 2o y3 is volGtns de aosinusr0~el 

12 = G22 + G33 + 2 ya;;_ ~cos¥ 23' 

zodat door ver.:,eliJlcin0 met ( 1~ ) 
G23 

COS 1( 2) = - - -·• - , - · --v;;; v;;;; 
moet zi~m. 

( 15 ) 



+ 
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Hierui t vol:~t voor cl.e b,:-d<ie .:-... ndcre l~oeJ:en door cyclische vervnsse-

lin;g 

. , 
Nu ·'0i"d;::,"\ d•'> ,-··00·1.,'·l,··C•d:.:>11 GJ..[ i•) c•vor::'~d-,, ·- ... ,J. ... ' ., ,~1. J,, ..... , - .... .a.,,.:_. ..... ·' • .....,.l. .. 

G1 
1 ·1 1 I a a - f, 1 1 

')) ·1 1 h G~c: = t"·~ + .., b 1 ,, 1 
3) ➔ 1 G·) I 

-· C ·1 C 1 ·+ 

Oo~~ '..tOor 

t') (·: 

,,33a a , .. '-Lico a 
0 ,;;.0 ''') "," ;_') , .3~., 3 '-- (.. 

•·12 1, ':; "",::: ·b b •r·'./b . b 
"' 2 2 

~.~ ,:::, 3 '' .) 
~ -,. 22 

& c?c,1 + :;,;~ ,.•c 
... t:.. 

cos 

cos 
;-: 

') -:i ::: 
,_.) 

,_., 
cos I., 1 c-:: 

_) I 

., 
1 ....... ., 
..) .) 

,., ,. ·1 G''.:__,= .. 
"~) 

-, ·1 1 c;J = " 
(,,;, 

-. 12 ·1 
Lr = •.""f 

0 

a-12 

\/-Z-1 \i 2? . G. C ,._ 
, . .., -

G~J 

'I 
I b ..,, 

1 '-• 1 
4 

I~ 
1 a ·1 I.,;' 

1 b 8.1 1 

- -·-----···-· - -·•-" ' ' f?? \ ,---:; 
Lr.·--'- \it! L, \ ',., ,~ 

+ 
22., 

G o2c2 
22 

·+ g C 0 B,. 
"' c::.. 

22 
a2b2 + ,· 

(:;, 

Er bestaat een Jj_rect vr.rband tusse~ de G., en de G1k. Volgens 
1.~{ 

( 16) 

( 17 ) 

( 19) 

( 20 ) 

( 21 ) 

( 13 ) 

:1ettend(~ op de aerate bt:,-r:n~kltjn~;sn va:r. ellc ch:r stellen ( '7 ), , 3) en 

( 9 ) wordt dit 
( 22 ) 

Op ov·e:1re•1Hlkonsti;;e wi jz e leidt men ef 

\,"G. •t + b,:iG .. --, + :::2G.l ~ - A2~22 ( 23 ) 
.:. I i •- i c::.. _, 

a3 G 1 1 b2G1? + C3G·13 - A3g 1 l. ( ;24 ) 
.,.,;.,,I 

1 ., ")0 
( .""\..i"'"'· ' r.Jt••I• • ( 2-3 " t'let t1:;.~{; 

•• C. t ~~~ 4 ) 1:uet nu t:.c:. ) , .. L• n 1: ' \ ' f \ 

is: 



ve rr,11;: :1i.:;vuJ.·ii_:,ic~:; 
• J 

en a3g\J 1ntata2t 

Uit deze laatste ~ 

1 t 1 - 1 .,ik 
08 , a s r-u .. '::' li 

worde:1. 

~.. r 1 3 '. 11 ,,,,[ 

G (,,13 
·I ') f 
I.e. 
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·;r"·""' 
t C. .,1.,,.. ( 22 

1 '",") 

·r G,) 3 G '"· 
C 

~ G22 + l; 2 ·,, 
·-' ,.., 3 

-t ,,., G'""· \..J'r> ,.., 
'- _) 

( 25) 

{ 26) 

), ( :23 ) ~1n ( 24 ) resp. met 

( 27 ) 

en G13 warden opge-

- 0 ~ 
= j ( 28) ) 

) 

= 0 ~ 
G G·u + -· 0 33 
G~ ~G2 3 0 + = 

-·~ 
·"' a33 + = ·1 l.133 I ( 29) 

( ')I"\ . ~.u \ ~ " ( ? 9 \ ~: l• r··> ~' ., ~, r'. ·i ·'-'"''l P ,·1 
/ ~~.l..1> -, "'"" / -- ... J ....... , ... '• '...-1 -.•~ ,._, ... -~ .. 

0 or het R~~, ~ 0 " ,r ') 3 '° ., u , .,, ... .... ,.;r ~ , , ·'•) " 1 \~ ·; < 

'ri2re~~2n1ne. van r.ssp. het stel G12 , 
u.i t de Gik. 

~.... I .., ~. _} _) _,. 

D€ 9 v,.,, ...... ,.,,,1-; ·11~· n"""r -'-l:,·1·~-·~,;,;, ,··,. • . '-'-,::,'-' ·•<J ..• bC-I ",.,,,, ..... ~ (' 
r :.le en 'k d,~: G.,_ L lrnnnen ook omgeke erd 

,;ebruil-s::t 1Yorden, Zo J.evP".'·c i'1,' cor:b~:1:ltj_a va'1 ( 2·5 ) met de eerste verge-

1::.,i:kins van ( ?D : -~n :e c,,:r.s tr ,·[~.n ( 2S1 ccn stelsel vergelijkingen 
41 1, .~~) 

tex .. bE:-celreni11i~~ ·t,t.}!~, G 1
, 1:,,,.,. r,:~.: ~ ::~~ls de G·;k Gege 1ren zijn • 

.... 
Tc:t~ 'tIE1~1Jijdt:.~.£; ,r·e.:~ ~;c:•b1,,.iJ.::\.· .. :=:·.:·t. iE; 11·:::t 'la.11 bcl2ng, dat de 9· zoeven 

nen word en~ nJ .. , 

( 30) 

J.er1(!.e- n1c ~:1j:!~:.l1::·c~E:11 ;~:~ 1::f"';~ e:c·r:t'~.:;t_J;~1cr .. C.c1 .. ~nd r,et de i:::e1,ste .ledt:11 van de 
(' l • , ,,• ., :: \1 .' •, , , I ,·, ,... ' /' ·? ~, \ I ,.., r. '\ <', l d , 
..1 ve:.i::;ti 1,1,::1n3Bri , , .. ), 1,. ,-.:o J,-, ,::1 11 • ,.,) 1 en~ ,::,'::J 1 • c 1,. w·or ii ~-
:10"';; s;rm';)oo:. ·ran L·i::-Qne r:\·J?'.':' gcn,)e1:i.1:: .• De~::.:; t:;roo ~heid ii:J i, als 1 = k e:r .. O 

:;.n ,it?.r.~,-.?:.1j);i.:; ,~·~,..-.~1:.:m 'tO'~"' .< c .. · +.:; dc,er1., .'.'l:;;t sor:1.telrnn Wf.glaat f.m af­

f;1,;,rt1 .:)}:"::, c? 2.. t :t;1 t: 1.; 1:1 dE.t :~' 11 ,)~r ~ .. • L~~: t .... ,r~.\l-c:,.~111t5 st e ie <:~s i7;e- s 01:..ru11e e 1--{l L.10"~ t l/torden 
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ale er ondtr en boven een zelfde ·index voorkomt. Men achrijft da.n 1n 

plaats van ( 30) 
( 31 ) 

Men moet nu cchter r:cten ' . .;at !1€t bereik van de indices is. Men legt 
dit a.an het be0 i11 van de berekeninc Yast. De sch.rijfwijze zelf is steeds 

het zelfde, hoe J:i."'oo·c de rij van rangnu.m:;.iers ook is, die de indices kun­
nen a.a.nneruen. 

Resumerende is 11.et vol.:..;e:1de ver~:re.:;en. 
Met behulp •ran de coei:'ficie'nter. van de trans formatie vergelijkin6en 

( 2 ) ·ocre:csnt men volgens ( ~3 ) de Gik en met ( 31 ) uit de Gik de 

G1k. O:mde.t vol...,ens ( 15 ) , ( '! 6 ) en ( ". 7 ) 

cos ~ ik = 

cos 
,,--, 
, ... = 

LC 

. , 
Gi.:: 

zijn hiermee do l10eken tussen c:e nieuwe <'oordinaatassen en die tuaaen 
cle niei...,;;r 0cor<.~inae.tvla.klcen he2:end. V'erder 1,.•aren v;-;-,, \£;;, ~ de 

ma.ateenheden op de ass8n. ~lle Ge~evens o~trent het nieuwe stelsel der 

x1 zijr. c.erhalva a.anwezi;;. TJit ( 12 ) vol...,t nog, dat de veri:;el1jkin6 Tan 

een bol 'J.:'.t het s":ielsel der c,::,ncent1·:·.sche bollen op het nieuwe stelsel 

moet luiden 

G1,x,x, + G22X2X2 

wa.arin r de strc..el Yan de bol is. ( 32) 

Da eroothed~n ◊11 , G22 e~ G33 
sens ( H3 ) v1as 

~e~ben nog de volcende betekenie. Vol-

G11 {.11,. . , ,.2'.2:io ,., g33a a 
- -!. c. 1 '-1 -, L:i -2 '""2 -l- 3 3 

of in verband met de de:fin~.tie oJ 'ulz .40 van de g11 

1 1 
G / ./ = a 1 e. ,/i /"i + a2 aV"2~ + a 3 a_)/)./') . 

Let men op de e <?rs.,;e der verge li jkingen ( 2 ) , dab bli jkt, dat de 

u.i tdru1c:-:::'..ng in het tweede lid v·olgens de bijzondere voort:plantingswet 
van de modL'.li he·,; kwadr,2'.2,t \·r.n de modulus van x1 is. Noemt men de modu­

li ·ran :x:1, x2 en x3 :'6 sp. M1, !11:? e:i Uy dan is: 

.,(,k_µ..r,.11 _ 11 _2 ~ ,,J,,t- •• a?? _ ,2 . .,,L,L, P G33 _ .2 
./ / - - rJ1 V ...,,/ •- r •• ''2 , .....,., ../ · - "1J 

Ilezt? lii.i zijn c.ua e 1:1mred:'.g mP l: de kwadraten van de mouu. -
· · vi.n Je J nii:iu\Ye vera..nde!"l:5. :i!cen. 

De ...,r~oth;;d.e1: 023. G31 en.G12 bepalen de hoelmn van de niel.11Ve coor­

dinaatv:•.al~>~an. Zijrl ze; z,:lc: drie nul, dan is bet nieuwe stelse l recht-



h ,, "·•1-( oe.tt 1g. ul · .. 

en 
G, ., --

• I 
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) volc;t, d::.t in di t geval 

1 

.. ,22 
V 

2!1 tt~3l1Z:i.en van de nieu-
~ls deg en c11 ten aanzien it 
z,::.jn ,1u ook co::~rel2.tievrij. 

ILlr,.;1_,.:':. ·.:o:c vc.,c,r c.h~ ont,·,•i:j.::,:. :~inc ve::..ri d,:: t:::1eorie is het echter, 
wunn"''..',., 1··2t n:i.e1;.'tc fft,,J.sr,l r,,Lct r,·cl1tho,';!~1:, it:i ; hisro) za.l in de vol-

31 ) 

( 

( 

S: 
l{ 

(") 7 
,-\ .. :a.,. 

t.,.• ., ·-
.. L.. 

.. 

l a:.s l = k: ) 

0 c1L:, l /. k ) 

iree.2.n ::lr:i.:3 in1::i.-=:c1-:i o:-,. '.0:L.., lC"},:,n :·.IJ.,:1'.. t,1 l1.3t b::-:schou'ude 6eval van 

1 tot :, ,m h('i)b~:!1 ov,: : ... :. _,-.::. -~n "•1. •. e L .. J:,:t· taak. I,)<2r0e1i jke indices noemt 

1.t--- ··soorti:;ey \Tc2cft·--· \ 1 • _1:.·.l-:~ sc,..>rc index res.s.;,•veert men een aan-

r;,,n i.r,d,::x bq.,,:tc1lt J.::•,)r :Jh,ets, dJ.c l1ij inneei:1t 7 ds structuu.r 

v.::.n :;:i-i uit(Ln.:: :,:~:16 • t L-, ,.'.t.l:'..d,::L.jk, dat ~:i.v. de beide uitdru..l{kin-

.: 1 G ,., ...... 
.; \• ,r 
.J..-

identicl: zijn, 11a:rmec:· i, k ~r: 1 .:.elijksoortic;e indices voorstellen. 

Ttn~·1:.: ~2.l d::: fre,_u,::nti.c. v-c .. 'i:lc1ln1:; ·✓-t\.n .'iE: drie niau.'.re veranderlij­

ken. X .. , X;? en X 3 1,:ortl~,n rJ.~;:.:, }.:, .d ait di,: van x 1 , x2 sn x.p \:t;arbi j op 

,~e msse:·.J.1"tdiL;J -Z''<.h1.c:lt0:n._;i?.n,s; vi:..i.i en vor ~12.re..:.,raaf zal vord:n voort-

011 c11( d;l" .:r:'C? a::-inc.'1 X11 x2 ,.:n XJ, d.i.2 in hs't al:'.)emean een 

sch::i:fl:.~)i:~i,~, .::tE: ... s1:oJ. ·;,·r·)r:;)•::r., bru:s-:, ri:C{l ee:·:i int£rvalverdeling ae.:n, 

tl d(~ 

t c D.:~ .. r; ,i: l\1 t e .r ·7;_-,,:.~ :.!. t) i. j ci:. ~. () u.1,.~-~~ ~)11.! .: ,;·: 1 .i "1:.: ~=· ~,re 1 ... an,~e r li JJC" en :( '"l , x'""' on 
I 1.::'. 

x 1 • Dt.,or ·:.s:. i.fo:t -~-::~,.,, .. ;.cl~ .. ',t·"·"no.1.::n in.,,::1.·valYerdelin..,en '.torden 
.) 

' r..._ ,·t­
·, 1,., •,I 

,.1 •. , .. ,: !,.'' _; .~r3.lh: lo;)i:_)eda wordt de fraqu.entie 

c .. 01 ' ;,1.:i t de hz:indelw1 jze in ~ 3. J., 



- 43 -

die daar voor do trrs '3:•·· diuensionc.le vsrdalin..:, \Vordt toegepa.st. Men ga.at 
na. u.1 t \Velke delen van :.:>a.rallelopipeda van de ou.de verdeling x 1 , x2 en 
x 3 een pe.rallelopipedum. va., da nicU\IG verdeling x1, x2 , x3 be staat. Van 
a lk de ze r de len ·,1ord t de inhoud bs rskend. Val t nu, nac.r inhouden gere-
1.:end, de l1alft vrJl ean •; oud " par2.lla lopipedu.m in een II nieuw ", dan 
v,ordt de helft van de free:..uentie vr.n hat ouda ~P..rellelopiped.um ala bij­
dra.g,e tot de frequ;ntie ven het nisuwe ;_;s'orac:1t. Na::r varhoudini:; dus 
van de inl1oudsn v:, .. n de delen, we2.rin de vlakken van de niauv-1e verdeling 
een p2.re.llelopi2)edu.m van de oud.s v-2 rd:.. lin.; v:srdelen, wordt de frequen­

tie vu1 een oud pa.ra.llelopipedu.m over de nieuwe paralle lo1)i:,eda, die 
da:.rvoor in c.2nmerking l.:oraen, YErdsGld. ( In plac.ts van mat de frequen­
tie kan men ook Harken met de rel2.tieve frcCJ.i.lentie ) • 

Op bov2n,~t~--.ande r::1.anier is c:.e d.rie - cl:.1aensionale verde lin.::; vnn X1 , 

x2 en x3 verl:re...,en. :::en bol uit lut stelsel concentrische bollen, die 
bij de verdeling x1, x2 en x 3 de :-ne,3tkundi~e :;;la,".'.ts was vo.n puntan met 

gelijke ( rel~tieve ) fre~usntie, vervu.lt dezelfde rol voor de nieuwe 

verdelin6 x1, x2 en x3• I-ret stelse l der conccntrische. bollen blijft 

door de ove.r3an.:; naar de nieuwe vel.""2.ncbrlij. en ona..::ngetast. De nieuwe 
verdelint:; is dus c,e}:z.rc.}.::tcris2E.rd doar de ei.;enschap, dat indien zij 

!!._Ord "t-~~'?F 2_~_tS?JJ __ o,2. _c__s _n_ .• ~?E ~_pik_t ___ s 9}12_e fl:1._ o_e k i.z. ~S!J _e]1_ s;r s t~Jl!_d!3_ MJL~ 
!!:Yl.£..i~laats~p__y_~_J?_U!1:t_e]1_E:1..e_t ;s_e,lJ._jJS§ .. £~~-~-eP-tie_s_ of relatieve frP:=. 
CJ. ue n tj. ea e e11. _s_t_e).~-~ _v_2:_i1 __ c _o_n_~.~ n_t_r_i,z_c :1e_ ~o-~_~len __ v_9_r.E!_~F...:.. De verge li jking 

van een dcrselijl:e bol met straal r op het stelsel :x:1 , x2 , x3 ·was 

( zia 4. i. :ver:3slijlcin& 32 ) 
2 G11 X1I 1 + o2212x2 + G33x3x3 + 2. G2 3x2x3 + 2 G31x3x1 + 2 G12x1~ =r ( 1) 

Wanneer men echter net ee:n wiJ lskeurig:: drie- dimensionale verde­

lin6 te malten lcrijgt, rm2.rvan nag3gaan r;,1oet word en of de ze tot de soort 

verdelingen behoort van de zoe von e,fGelaide verd_eling x1 , x2 , X3' za.l 
men moeten weten hoe de kenwerken vnn zulk een verdeling zijn, wanneer 

die op een rechthoeki3 cssenstelsel wordt voorGesteld. ILlm.ers ook de 
ta onderzoeken verdeling zal men zich in eerste aanleg op een recht­
hoekig stalsel denken. 

Het is dus zee.k, de verdelin~ x1, x2 , x3 op een rechthoekiS stel­
sel met '.Jillekeurige maate::onheden o:p de assen voor te stallen. Deze o­

VE'r&ang nai!.r het racl1thoak iG ste lsc 1 za.l in twee str-.ppen worden ui tge­

voerd, de eerste atap zal zijn de overzc.nG ne . .::.r een rechthoel::iG stelsel 
met b:=-houd van da mn.ateenheden van het scheefhoekige , bij de tweede 
stap zullan de mc.ateenheden worden vere.nderd. 

In de fiGuren 4.2.-1 en 4.2.-2 is de uitvoering van de eerste step 
nader toacelicht. Aa.n~ezien de m:.etecnheden 5elijk blijvan, blijvan de 
sei1ilenten op de assen, die in eniera zin de coordinaten zijn van een 

punt P, J€:lijk. Aan de v>2r0e:lij!~inc ( 1 ) vera.ndert door de overgang 
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nii;ta. 0) h<;it: ni·Juwe systc~u1 ~(~intt!-l:'l)rctoe;rd, is ( 1 ) de varl3elijking 

van h.zt O)_;;rsrvl:;11:, d.::.t dnar ue '.ltt~~Evo-srde :tr.s.nsforma.tie uit da bol 
is ont':ltaa.."1.. m.t O))·:I'Vl<::l,: ic ,:?,?n 1:r1:1,dr.3·t;iec>, oppervlak e:1:1 meer spe-• 

ciaal een elli:isoftla » ~~oalr-: ui t C.e :,r:--.rd v:?,n de tra.nsformatie voort­

vloai t. ( D"3 e.lL .. psofd.e ::miJdt .,:,:i.tt:12 stu\::nm Yon d.e coordina.ato.saen 

af, omde·~ du bol dit dr;ed. en stu.k~'..i?:1 Ol) ds asssn bij de trc::nsformatia 

celiJk bl1jvsn ). 

~)US 

,i:iJ bmne:n hGt bov,nctc:an(ic, c.L. vol0 t to;;l1chten0 In figuur 4.2.-1 

__ 2 
~ 

+ '? 2 + 

_2 
·-e 
":,3 + 2 cos 

~ -· -·~, 71 -- '/1 i 

( 2 ) 

en ~ 3 

+ 2 cos 

··,enoe:.,1d. 0md2,t de 
'-" 

~- ~sschre-
1 

+ 

( 2 ) 

~J• C''"' I/ ?'l ·17 ..: .. 2 ,...,Q!=! \/1;. 'Yl1 Yl2::: ,_ "" .~, Q 3 I . l j 1 . ._ - 0 ,..:. I . ! 

2 = r ( 3 ) 

d8Z6 st21t :1u ,:,e,n ellij.i~:.10.:.1~n V.)o:;,~l ::>acic.t nu z1.~c~ meer 612 etc. de hoe-• 

l':en V'.:Ul fe: 2css2n zijn, .'.:l sn:~,idt ci? e:lli:iso:ide gelij};:e stuldrnn van de 

e.S?en .:.f, ,rar~t ,'..ls :J:.-:: in ( 3 ) r; 2 = --r;i 3 = (; stelt 1 ,·rordt 

n11 rli+ ·:t"·L.,i'ri d. 0., st!,,'.•_l.t_·;;::r" •• ,-~··,(' 11···--. ,.,"'111-i~-~ .. ,:'9.("!1",··1~ v--~n rli·:,i n 1~·1"'"' ~~~ .... ,"!l"'\;J~dt To+ -·• =-" -- •• _._, -• ,, .. l,;; ,,: \~ •• -- .. .1,;;,._,,.";:; UJ.s ,.t··• /1 •- ,.;,.,-:, C,,J.i:H4.4 • v 

cl.azelfd~, ui t::omst r~:.l:t L1Br, v- 1,or de otu:,:: ... en v.:-m de andere assen. Ga-
in de .::.,roo 3 ) ( 1 

in ( 3 ) stelt 

'7J i -

",-
Nu vo~rer: tc ;,1j_~'J.l,if~ 1:.~·tt,:,,2nb~d1.;m V H1i in. De ni,eu,.-e coordirc. ten 

i:n tH'l.,.:.)i::•t'. zin n1::ieMen Wt: t; 1 ( ziu fi-sllW" 4 .2 .-3 ) . 
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du.a: 

Ui tgae,nde van ( .3 ) wordt nu d.e vergelijkir15 in het nieuwe stelsel 

Ge.an ue nu weer terug r1aa.r ae schrijfuijze in de furootheden X1 , 
d2n ontstaat, als \Ve er vrne:- op le tte n, dat 

G. ,:C i ... 
cos Oik = «vt::~kl 

opnie~~r d~ vcrgelij~in& ( 
,1eer •.,,:..r.. ellips0ide vonr, 

ken V8.1: da assen af • .i)s ze r:;-­\ a, 1 
t 1 = .:. r r;-- · t;,, = 

\ G11 , .::. 

1. J. .c 

1 ) • Op l1et stalsel ½i stel t deze nu \7el 

maa.-~ naz::. snijdt niet meer gelijke stuk-

,rnrdc:n. nJ .• 

~;. 
-;-r Va;;> 

VH 
t = + r 33 

3 - w;:-:_ 
33 

( 4 ) 

A1s ,rn dus een v:::m de elli:)soiden geconstruaerd denken op het 

s;;tst,3GO ?;1 met ds willel<:euric; c.o.nc;enomen mateenheden VH11 kunnen we 
de \~c.rbouding van de "ll:', ateenbedeu ~ barekenen vole,ens ( 4 ) , want 
we h2bben: 

'r-7 . w,; ,- V H22 'r--- ~ 
V G11 : t, == \f G22 : t2 :::: V G33 : 3 

i7e bshoeven du.s slechts de stukken t 1 , t 2 en t 3 op te meten ( in 

cm b. v. ) , we.arna de verhoudingen der G11 bG}::and zi jn. , 
Deschouwen wij thans de ~ebonden verdelingen van :Lien vatten wij 

tevsns een der ellipsoiden in hst 00$. Deza snijdt op twee pluotsen de 
serie ce:.len van een derdelijkc: Jebonden verdeling, nl. da.ar, waar de 
:f'rsqu.entte het bedra.g vertoont, ~·,aarvoor de ellipsoide de me2tkW'ldige 

. plaats in kwestie ·1oorstel t. Het vnlcje met de hoogste frequentie in de 
gebonden verdelin.3 moet nidden tussen beide eerder genoemde ve.kjes lig­
gen. Denlcem \Vij vo...,.t:' cll:e gebonden verdelin5 van X, deze cellen opge­
zocht, d.:~ kunnen w.z 2,c1;1r..l-c::c li ;1k a.an ton en, dat deze ce lle n, al thans 
hun m:i.ddr~lpunt, alle in esn plet vlc.k 11.:,,:;en. Imm.era de meetkundige 
plaats van de middsn □ v:?..n t;;Va:-iwi jdie:;u koordan vnn een ellipsoide is 
een plat ,,1e.k, het vlalr, dc:t toa-:.icvoee,d is t.o.v. in dit geval de rich­

tin-3 van de z;-:is. D,: V•.=r0elijkin.:; \fan dit vle.k in het stelsel t;: 1 , ~, 
'<) is: ..., 3 

G11 Vo;. 
~½1 + • 

H11 ~ 
cos 112 "2 + ~ ~~ viL: . cos 't 13 ~= O 

H11 33 
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of 

( 5 ) 

W'ij k:.l!ll1en nu in de c.r•ie- ci.irit:.:nsicnale verdeling vo:n X1 , x2 en x3 
zo i;oed mogeli.jk een ple.t vl2.k brer.:;en door de middens va.n de cellen 

mat de hoogste frequen-:;ie in dt:.0 ..:~0.bondGn v:rdelingen v2J1 x1 • Bekend 

zijn da:1 dt verhoudin~)e~:.. J:3r cocfficifnten in ( 5 ) 1 dus ook die van 

G11 , G12 on G1J. 
Het vlalr, voor2,e st:; :'_d u.ooI' ( ·: ) , is ecn re'"ressievl.:Jc. Er zijn .. -~------

noG t~es endere 1 nl. 
vlf:Jcl{f., n is 1 do.t =::.j 

dii.:: voor X,, en :X,. D€ bet2l::enis ve;:i. de regressie-
t.:.. •• ) 

betrEtLelijl: eenvot:.c:.is- te construtren zijn en dus 

cen n:icic..el bi,3den, :l.2J1 6.6 ·:0:i.."delinc~ dE; nodigG grootheden te ontlenen. 

v-::m dri., 1;of:ffici2'nter!.; de C- 12 , a23 en G31 ko,,i::n r:lk twei2 meal voor. 

I.eat men r variere:1 ::1'1 beschourvt men dus het stelsel bollen van 

het scheefhoeki.;e assen2y1:.,t€'e£1, dan ontstaat daarui t ee:n stelsel el­

li:pso:iden, waarvan de aoscn samen\~allen. 

Het eerste lid van ( 1 ) is een §.e:f.iniet pos_itieve kwadratische 

vorm. ( Di t betekent, dat voor a1le wanrdestellen van de vera.nderlij­

ken de was.rde va11 de ·rnr;;1 stEH::: 118 ),,O is ) • De ze be we ring is juist, 

d t h t . l'd ( 1 ) '·" · 2 · · 1 • om a • e . i~erat:e :i. vc,,:a. , g1;:; 1.1 Jl:: 1s aan r en aus s-ceeus pos1-

tief :i:1oe t zi jn. 

De aard Vt:i.t"'l d.e varc:...:,:J..in.::- ~;'.:'\:. , ... ::.n de h;-:nd van het t·.1e2,- dimenaiona-

D,:; :fi0ill'el1 4 • 3 .-1, 4. J. -? ,,,r: 4, • . 5. -3 ,.,,E:' v,:::11 dria voar- st a llin.;en van 

dezelfd•3 twee- dh.1:msionnl;a v<2rd0lin\,;,. In overeenkomstige. ve.kjBs van de 

drie figur,m denk,! raan z"leb ~a frt~q-..i::;nties ingesohreve n ': voor drie 

vr.kjas is dit a1:..u,f~€ .. :sevtm. In :fi..3uur 4.J .. -1 is een soheefhoekig ass£m­
stelsel ,:.:,e·oruikt, waarvc.n ,ie hoclc van ds riasan t:m de baide m.D:.~teenheden 





'f .,2 

! 
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zo gekozen zijn, dat pun.ten met gelijke frequenties op cirkels liggen. 

In figuur 4.3.-2 zijn dezelfde maateenheden gebruikt als in figuur 

4.3.-1, doch de assen zijn rechthoekig. In figuur 4.3o-3 zijn de maat­

eenheden verandG:rd. De ovsrgang van figuur 4.3.-1 naar figuur 4.3.-3 
via figuur 4.J.-2 is in ovsreenstenlitlinG met de gedachtsngang, die in 

de vorige lJ2ra6raaf ontw·ild;:elcl is aan de hand v2.n e en drie-- dimensionn­

le verdeling. Men vindt dus ::lie redonerinc hier met figuren toegelicht. 

In enalOGie met de ontstaansvrijz e ·van de in de vorige paragraf en be-

112,ndelde drie-- dL·11ension2lc verdsling denl:e men zich de verdeling X1 , x2 
ontstae,n door tn:1.nsforY11atie cler verand.erlijken ui t 2en correlatievrije 

verdelin2,· x 1 ,x2 • Het stelsel dezer laatste veranderlijken is in figuur 

4. 3. -1 aan[;s2;e ven. Terwills ·vaL he. t [semal::::ke li jke inzj_ cht denke men zich 

in fif;uur 4 .3 .-1 op de rschtho-:o~cize v:.:C::i.:jes v2.n de verd2linc; x 1 en x 2 
als grondvlolr de prism2tisch2 zuiltjes opc:;ericht, waarvan de inhoud 6G­

lijk is o.,2m de relo.tieve freg_uentie vc:n het vo.kjG. Aangenomen is 1 dat 

de 1i1c.ateG11heden op de aesen x 1 e,1 x 2 zo gekozen zijn, dat .:.:1unten met 

gelijke ( relatieve ) fre~uen~ie op esn cirkel liggen, hetgeen bete­

kent, dat de ruimtelijke figuur, best22.nda uit alle zuiltjes samen, een 

omv,-entelingslichaam is, waarvc:,n de as ~~y;_ 0 loodrecht op het vlak van 

de tekenin::., stnat o 

Beschouwen vrij th2.ns zebonden verdelingen van x1 . Een dergelijke 

verde ling woi~ch ;_;evormd door de fre c1uentie s vs.n de vak je s, liggendo in 

een rij,evenwijdig met de x1 - as ; in figuur 4.3.-1 geeft PQ schema­

tisch zo 1n rij aruL De 1Jrism2,t5.sche zuiltjes 1 die bij deze rij behoren, 

vorm2n tezamen een platte schijf van het omwentelingslichaam. Om derhal­

ve e.lle gebonden verdelingen ve.n x1 te vcirkrijg-en, moet men het omwen­

telingslicha21n in prismatischs zu 1.ltjes met congruente grondvlakken ver­

delen, waarvan &ender verticalc begrenzingen evenwijdig aan de x1- as 

loopt en dezG zuiltjes groeparen volgens platte schiJven, evenwijdig 

a::m de X1- o..s, Uit 11st fcdt, dc.t het hier een or,.1wentelingslichaam be­

treft9 volGt onmiddellijk, dat de rtchting 9 wa2.rin de verdeling in schij­

ven c;sschicdt, onverschillie, is, mi.ts de:c dikte van de schijven onvera.n­

derd blijft. Nser speciaal zal dus elke verd2ling in schijven, die men 

aan kan brcn:;en, tot e ei1ze lfdc re sul taat vosren als die, v1a2rvan de rich­

ting van de doorsnijding evenv:ijdig is met de x 1 - as. r-f.[en verkrijgt 

ds.J.1 echter de 0ebonden verdelinsen vo.n x 1 . Nu. volgt ui t de defini tie van 

de correlatisvrije verc1c,line:,;, dctt al .deze .::::;ebonden vsrdelinc;en van x 1 
eenzelfde modulus hebben. Dit moet dus ook het geval zijn voor de ge­

bonden verdelingen van x1 • 

De hoogstc freq_uentie van de ,_;ebonden verdeling PQ ligt in T, het 

voetpunt van de loodlijn 1J.i t O op PQ nscrgelaten, irnmers voor di t punt 

v2,I1 d.e lijn PQ heeft de cirkel van de concentrische bundel, die er door 

heen g·a2.t, ds kleinste str2.a1 en met een kleinere straal correspondeert 



.,... 53 -

tH:\/1 ::.r.ot,&0 1'.""'- .. r.- .... :'-';(U"~'•"ltl.':-i Tl_c, 1•·y,,•,··;'\ ''""•'" -'.'>1 1 •:> '-'0 bont·'..:on v,·:,rd0 lin·~·en VP'l"I X \,is.,.,_ - ~ 'i;;.. ._ J....,. •-~ -,:., \, ~.., + .~ ti J. . .f.,. 1,,,1~.,_,;1,!~l ,.,..,A V ,.,4,1 t;.,111, ...._,.,., \,J''• ,4',.,i,. "\.,.., V O (A,,,.L..t, 1 

li&JGn dus op du rsc::1te AB, dio in O loodre(flt staat op ox1 • In de fi­

guren 4.3 •.. ,2 an 4.3.-3 vrnrdt A:3 o;ivol,::;,md AB en IB. Uit het mect;kundi­

Ge verbcmd van de :f'iJu.r,:n onderlin:; blij1::t JBlil.J.lrJcelijk, dat I'.B de tot• 
gsvocgdo ric:1-tinJ ls ,rw:-:. de :..~i~hting Ox1 , tan opzichte v;;.;11 eon exempla.a.t' 

VQn a~, buni:.~cl e llj.pssn, Opt~•:.,:rPrkt • .. .ro:..~d t nog, d::::t de :~ss;;,n vcn Gen e llips 

in figuu::~ 4.3 •... 2 de hoE.li:sn v2.11 de coordin.?,ct~ssen middandoor d8la:n. Man 

1-co.:.n dit :>eru..--,_k:1:::elijk uit hst ,.~sutku .. ndigJ vt1"'b~21d Y□1 dG :.:i6uran afleiden. 

Vcr:.:;e:12::.Jn mt,t 0.2. on::;cco:rrcl-2'6rd.? V<'2rd6ling btsta1c:.t het afwijl::::ende 

lce.r,J.2,;:tE::r vcm de nia1.H1c- v:: . . :l:.L.11~:, ·hisrin, c::it c:-: ,nnxir.1mi1-frec,_urmties van 
rl,o ··-bond".>"l ,r.::r-'r,li'n-"•r.,!' ,,~.,.., V 1"·:1,-, .. ,0,,.l •7.iJ'l1 on .~-,,1 r,:,p'l,.,t-, Q'i',.-, ni·;:ot c:,-,_ 
\.4. t;.:... u c::. c .l. • s.... \...&. ..._. s:.:..1.. ,_, . .1.. 'It ~--~,.,1,.l .1'... 1 0 C ..... "-.J,., J.. ~J..... ,._ r· v , ... l t; _, J..a. L. , ~ .l """' ~ ~ 

~i1env,1l t r1Gt ds x2- as. M,.:n zi0t b. j bGschou:,:in.;; vc:.n de 0 c.l:)onden verde-
1-. n···,·•r ,,._., v dc,t b1· J' :-·ti .: .,.,,,~ d·, X ~ ,_,vd v ., A1 1 '~• ,:, ·-J..;,- • \,, 2 
',,orden. ~Iet is ::.lsof bij tos.:n,E:.:nd.-:: 

ti!l.~.::ns in horizonte.le ricl:,:;inl: n:i·.:r 

Or.}I" v de:• ]'1":'i "'i11r· h,::,ft ··ro .... "r te V .. _\.., V .,..-.\,.,,.,L.b ... i:..:) _.,t.; ~... ' i...; ltt,; 

X r,,, .. ,·oond'"Il "·-~·,;. i..;n•-···n V"'n X 2 ,. ,..:; U t; • Q V <,:; .L ,.,. " .J.-'- i.;, l, • C..i 1 

rschts v.;:.:;."::,chuivcn! c:2 VG:rdeling 

x1, :x:2 v,rtoont een vorm vr:n corr2lc.ti,.: 1 de lc:mr.:~rlcen x1 en x2 b2invloe­

den ell:2":>.r. Man b:·.n ni3t ZdC,.;cn, d::i.t b1J ,;en ,:_;rotarc x2 ook €En grotere 

x1 most ·,)ehoren, r.ma.r o:- is in do.t ..-;evr>.l bij x1 een n2iging tot stij,.;en 

am1wezis a 

D;;. cor:;.~:L::tL;, d.i,:. h:i.2r optr,:c:.dt, no:::Ht :1Ln linenirs correl:xtie en 

•.::~:l omdJ.t cl:: .::ic.xi:nwn--fr-;;c_u:-mtics in c10 ·JonC::.en verd2lin;5en van x1 op 

een rschti::: lijn ,_,,:::lcc:,:_,c:·,. ::::ijE. Jen m,.,,r 2-n~.,.:vli:;::.:Glde vorm van correlatie 

zou zijn die, weurbij .;:no..;,:iu,: ,12,xim::-~ o:; :-~n kroi1lffi~ zouden lig,:,en. De 

rechte A~ wordt ::."egr~sr,i.2l~jI~ J:;no:.md. 

k,J11Ilen over€enkornetige beschou­

win3en a.ls OVG~-dis va.n .x1 .::;clDL,l~e:1 word>Jn. Men kornt dan tot een twe ede 
r"'·'• .... •a,9e:Ji '>li 4 !1 nn ~n :, (.~(: to ,,· vo:: ·,·d: ri('l•,tinr· V"''P') de x,...- l>.S is ten on-~-· t.~ . .a. e """ - t.. - J v 1 -...: ....... ..., ,.. ,~, , ,, t.. c- t.... . .._. ,o .... _,,, ..1,..,. 1,,.:., ,,AJ,"' L J::' 

In hct b•;:schcu.1.rdc _:,,?v2.l r:.ot,mt l,i.C::-11 d1c, 00.r•r.,,lnti,2 posi.tief 1 omdat bij 

stije;ins v~n de enG v.::c~11d.:rliJlu; d-::, S:-'..r.d01~.~ ti:ii;l.nD v,:rtoont, cvGn€cns 

te sti j_;en ,, De lnni;;e c.s v::..n cic Gll:;.Js2a li:~t nu in h.'= t e <:.rstc en het 

derde k,12.drMt. M.:m s:)r,~; cfr:t vc:r~ n,:;5a. tit:;ve c orrelatie r.ls de le.ngs;; as 

V'an de ellif)Sen in h(at t·,1.::.t:de en vi,~rdl' k,.-.::\drcnt ligt. In dn.t geval zal 

,l ) 1; "'t0,..,1"1 ···1 bij r, .. , . ...,..a.;,,", ~"'1···r"" "t' 0 • - i ,.,:, 4',J..t' r;; J. ;/,,.~ I,~. 1.:, :,.,. !,; ,.... t"., .. ._; V l,.; .~ '(,,, ' ,k..t ., Tussun beide gev~lltn stQ~t het 
.';£.Vnl ,•rut corr:lc~tic.::vrijheid, d,2 hock v:-·.n dr:, C'\SBcm x11 x2 in :fi_;uur 

4. 3 .-1 zou de.:n rr::cht mo,: t;:;n zi jn • 

.Als 

( 1 ) 



Voor cos ?f 12 kan ma11 ook EHH'l u1 tdruklcin,:~ afleiden in de Gile. Hiertoe 

ge.2.t 1}1sn uit van de f or:m.u.les ( 30 ) van i 4 .. 1., die het v-erband aan,::se­
ve11 tussen Gik en Gik. ]),.,z;,1 fforden voor het -~~eval van twee dimensies: 

"1 ... G12 G c11 12 { Q .. ,.G' + lt12 = 1 12 ·r G2?G = 0 
I l ·~ l ( 2 ) p ,.. 0 22 G r,,12 22 ~ G11 G .. + u-12 :::: 0 12'.l" ,,{ ... G22G = 1 

Gik Hi8ruit l:an men t.>c:,:ta::!t:tlij}: de oplossen. Stelt men deze waar ... 

den in ( ~ ) in 7 de.n vind t ncn 

cos~ 12 
"'12 

- \J ( 3 ) 

V """' ( ") ' 1- e,1» c;;.,... .i. .) / .:.•~. • • ..1 ... u. er 6ebeurt a.ls cos "t12 
:;elij!r wordt aan + 1. Hen moet dan :1ebben: 

( 4 } 

Om h:.e:t·uit conclusies -te tre\1:en, u::iet rien 1 evenals bij het behandelde 

6.rie-- dinensionale ~8val van 14, 1. 1 001': hi2r d,: verdelinG van x1 ,X2 
ontstaan denken uit e2n correla:tievrije verdeling van twee andere ver--

' , . ' - 1 . ,. i 0 1 " ' 1 ' , . + 11 anO.el"J..J..,;~.en. J.n a.na ogle. 1,,1.e·,, \ L J vanrsi, •• ,,:an men lll.er s..,e en: 

X ::;: a 1x~ + S.2X2 1 ( 5 ) 
x,.., = b1:x.1 + b2x2 c 

volgena de for@ules ( ~(' 1 '.),A 1 · i<.5 1 van 1 'i· • • 1 s dan~ 

~ G 11 11 22 
= ,·· a.1 a1 + G ar,a2 L. 

L 

) 
) 

... 12 .11 1, + (),22A , 
U' = ~., ::L ·1 ,) ·1 t;, ""'1 l,2 

C. 
( 6 ) 

< I 

··1-~ 11 ') ') 
G.::~ ,-:; b1 bi ..... ..... ,M., 'h 

""' g O?ur:J 
~ t: 

'Jorde 11 deze resulta";:;en inse£:1-f:2l(1 i.:1 ( 4- ) , dar1 verl:::rij._,':. men: 

Dit bete}:ent, dat r:.en r,10,3t 11e·~,'..:en 

l \ l' is een Je li jl,:vormig-
heidsfact{)r ) 

'ilaarna ui t ( 5 ) bli Jkt, dat nu 001: 

Voor (~oe t 12 = -:- l z1jn 
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hankelijk. 'i1a.a !'.I.et ene grena:;eval van de oorrela.tie de oorrela.tievr1j:.. 
heid ( oos J12 = 0 ), het mdere is blijkens bovenstaand onderzoek de 
lineaire afl1ankelijkheid. De cebondenheid van x1 en x2 is dan maxima.al: 
is de ene bekend, dan volgt daaruit onomstotelijk de andere. 

Men merke op, dat ook bij het bestaan van lineaire afhanlcelijkheid 
de GrOotheden Gik hun beteli:enis behouden. De grootheden Gik kunnen nu 
echter niet uit de G1k berekend worden, omdat blijkens ( 4 ) beide ate1-
len ( 2) afha.nkelijk warden. Vandaar dat het nodig was, bij de laa.tete 
beschouwingen uit te Gaan van ( 3 ). 

',Vat betreft de be::,aling van de srootheden Gik ka.n men hier weer 
te werk gaan op de wijze, alf3 besproken bij de drie- dirnensiona.le ver­
deling. Op de assensystemen VWl de fi~uren 4.3.-1, 4.3.-2 en 4.J.-3 is 

, , 
de ver2,elij2.:ing van een der ellii)sen achtereenvolgens = 

~ ~ + 2 C03 ¥12 ~1 i2 + ~ = r2 

2 2 r2 
'Yl 1 

.;- 2 cos ?512"11 772 + ?'J2 = 

G11 2 Va';; VG2; G22 2 r2 ( 7 ) -c:;1 + 2 'f¾··~; cos't12 + - ½ 2 = 
H11 H22 

terwijl in de coordinaten x1 en x2 in alle drie de etelsels de verge­
lijking 

luidt. 

De maateenheden in de laatste figuur ziJn ~ en V H;2 • 

Uit ( 7) volgt voor de stuld:en, die de ellipe van de assen afsnijdt in 

figuu.r 4. 3 .-3 = 'lit:: vrr.;; 
t = + r __ 1.1 t 2 = + r Jt::, 

1 - ~ - G22 

Hieruit is de verhouding van G11 en G22 te vinden. Verder zijn de verge­
lijk1n6en van de regressielijnen ala toegevoegde richtingen van de as­
sen~ 1 en ~ 2 weer vol.gens ( 7 ) 

G11 0,2 
0 -~,, + -- ~2 = 

'VH11 VH22 
en 

( 8 ) 

G12 022 
~2 = 0 -· ~1 + ,7tt2; Vif;7 

( 9 ) 

Vorden dua deze lijnen in het tableau cetrokken en noem~n vnj de hoek, 

die de eerste. lijn me·c de '7;; 1- as maakt lf1, dan laert ( 8 ) , dat 

G11 G12 
tg <f, = - -~ : -- ( 10 ) 

V!-!1, VH22 
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.Meet l!t.t)n d.us ts'f1 op. dan seeft ( 10 ) de mogelijklteid 
• .&In. Ui t ( 9 ). 1:e.n men op aoorti;eli jke manier een wa.arde 

ie:td.en. IComen beide ui tkomsten voldoen1e bi j ellca.ar, dan 

om. G 12 te VµJ.~•: 
voor G 12 a.f..,. · 

ltan men dit 

besohouwen ~ls een a.anwijzing, dat de verdeling normaa.l ia. 
Ten slotte v,o:rdt in figu.ur t .• 3 -4 e1:m tViee- dimenaionale verdeli~ 

ge&even ue-',; correlatie, v;•aar;)p bov·enstaande theorie kan worden toege­

paat. In fie:;uur 4.,3.-5 is 3.eze verdf1lin.g voorgesteld op een rechthoekig 

tableau, mE;t inachtnemint; var: de ,1t1.iste verhoudi:1g der maa.teenheden en 

in fi13uur 4 .3 .-6 .op eer. scr:eefhoeh:ir taclce.u, •1aarbij de meetkundige 

pla.a.tsen to-t cirkP.ls .;e 11n:den :...i;:,n. 

verJe iin.c;,·. _____ :.w..:., 

T~1.ans moeten de ver: :~,~~e,1 :.'es11}t&ten uitJabrsi ·· \,rorden tot de n- di­

:mensio1:a:.e verc.rling. Mer'" ze1l 8cn _;edacht":!n(;a."lg moeten Volo.en analoog 

e.an die "b.Il ¾4,1. Eet ~.l, e:ehte,:, n:.et rio~i::,, de afleiding volledig te 

doe:n. 7e.,:schille1:.de re ~;uJ.t3.ten J:·Jr::i.en '::'UmJ.c.dellijlc a.ls ger.era.liaatie van 

de in~ 4.1. ,~erkreuon .1.:..tl:o::is·ccn ve.rk::-e-,e:1 110.1.."'den. Thans moeten Hij uit­

.:;aa.n V8..."l n een- dinensiJus..le verda:!..in.::.;er. •;an n [,.rootheden x, die nu, om 

een overzichteli Jke nots.tie tE- 1'.:r::. js;tm, ann~•,e duid zulle:i warden l:.let een 

boYenindex. Voor de index zu:J_em t},'Jruikt worden de letters i,k,l,m, 

die dus 1o:pen van 1 ,:;ct n. Indices, die dezelfde r~.j rangnummers doorlo•• 

pen, noemen we ;.i_elij_k_s .. o_o_r_t_j_G,· Bij elke :x:1 behoort een reeks. De moduli 

de zer reel.:sen zi jn: \ 

~.,,1- ,µ"', ............ , .f.,.!.., 
✓ .,/ ·-1/.) y n 

I~evoe:r;-d worden d~ eroothed.1n gii, evenredi.g met/1 /i: 
I 2 ti 

LL 6 = fa-1 J.t-; _,/. ... ../ - ./ -
wa.ariz:/ 2 een con~tantc js, 

Ui ~ de verJelinga:l van de x1 010ru.t een n-- dimensionale corralatie-• 

\"l"'ije vorde!in.::, G8Constr11ee:r·d rioor toe~;as~lini=; van de vermenie;vuldigings­
re.5,el. Ah:i. de~rt zich dr zu ·1e:tC'h,:•.1r.,._, Yoor .js? ste ld op een n- dLnension~.al 

rechthoe!::iG a.ssen.cte 1.ssl. :De c,c ·3:nrc:i\z l:~s G fn 11.et ceri.trum Vt&Jl de verde­
lin6, de m:.a·teen:iad~n op d:.1 :iss::.;n :li .in 1G:;_. V'oor deze g11 Geldt: 

('' 

'-"'ii = .. ----. .... --
, .. 1 l 
~ 

De ~ii zijn dus o ... igel'!:,~·~rct e•rer,-..·edj.c me+, de :aoduli ../"' i. De pun ten met 

gelijJ;e !:::eq_1.ie11tiea vo:cmc:: e:n stelsel concentrische .nypersferen: 

1 : 2 2 ,. • .., + " X ,.. • ..:. ·, 1'"' "' P'.> 2 2 ,. .,. ( 1 ) 
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( Ve:rr;elijk ~ 4. 1. ( 1) ) 

Ex· ·ao·'::"den nu n nieuv<::: ;,ro-:thadsn x1 in~evoerd, die bepaald zijn 
door! 

x1 1 x1 1 r, 1 .. ,,Il 1 ..; 
" 

e. .... ..... = 61 ~! .. €,., .• ,;\, ' ' ' . ·, er!. .... :;:: e. .,,.. 
(: 1. 

x2 2 x1 
') 0 2 n e~ i 

= e1 ❖ e c. ,,,.l.. 
~~~ . . , . ' en.x = :x: 

2 
.... " 1. . . 

r1 n 1 n ') n•xn n •vi ,,, 
:::: 81 

,r ' e2 
... ~-

~ + e A ,. ., .. . . . . ., an -- i 
.,,.. 

Bet lae·r,st,::, 1 i.d ia 511(: der bo\'C:?r;st~'.:.:w.1de v2r,.,elijl[in8en is de af,1·ekorte 
sc:1riJfr.'ij::ae voor h·:?t J::·veeo.e licl> d.a ,::.:2'S)r[:?.:.,: is, zoa1s bs::.:snd, dat wan-• 

neer bov~n 2n ondar esn 

{ 2 ) 

( j_ 1 k en 1 :z;·i.Jn ,:_;;8li;;ki::,·:, ir'c::..,.:,t; :;_.:1c:ic;e F', d::v.,rlo.:)en s.lle de ran0nwmners 
1 -..)/- ll ) 

o:plosbaar on­
clersts ld, c'..11,.z. ::an_e1:oi.ar:. ·,o::·c1t, dat ztj linEair 0naL:anlcelijk zijn. 

Laat dezs o:;lossinc; zijn 
·1 -, 1 ..,.1 "·' "i 

'~ 
~~ .... .. ::: .., 1 ,I,. .. :-· .J ~I ,'") ~, 

c. 
,., , ... , ....,2 ,/2 (' .... , xt x- = ·' 1 J.,,."") j\ 

I 

• l' ~n -.,.·1 -c;,11 "72 ~" .. .,.,_ = J~ A w.., A 
I ,;: 

of sa.i:1en;;e vet 

De Vor ,e .. 1· 1· 1,. ➔ n,·ain ( ') ) r;:,-·, ~ ~ ..L __ J-....,,_ 0 ...... ..... ..:.1. .... 

~ 4. "., D2 °Je·::-:::•e:.::~:'..n:_,fn1 

.. ., 1 '>"' ·1 ..,..i r- t;, .,.. . u . . . ~n = J..Ji J'\. 

" ~,..n ,;,2 ,ri ~.::: 
+ . . . . , + .r~n • L :::: ! .. ,Ji ,, . . 

. ..,Il .. xn ½ ' i 
X • . . . ' ,,;., -n 

.... ,_,. k -·= vi ( 3 ) .;>. = ..;.:....; ~ ... 
.J.. 

( 3 ) z!jn de ovsraenkoBsti~e ( 2 ) en ( 3) 
, i d . ..,i . dt d d i tL~G::JeT:: Cd e,,. en e _,,~ vin men oor e x 

1... .. ... 
van 

uit ( 3 ) in te atellsn ir ( f'') \ 

·:. ) * is: 

k E7 :{i ( 4 ) _,_ 

( 4 ) :'..s ver:.re,_;an d,)o:"" eE:rst in ( 2 ) in .i:1lao.ts van i de inde;:: 1 te 

denJ!:en, ::e t,·,epn ;::,.;i. oor loci!'(l 1 s, or.10.~.:.:t ;:,1en ee:-i. verzadigde index steeds 

na..:, \rervan;:;en door·: 3n '.:tlHlar:;.' ht··.e:t u1t cle , . .,r·oap lettei"e, die men 11oor 
de beptt~lde ~nt&x he~ft 

Dit v1t:1"Yt::.saelen ,,ru;, drJ l•;1tter3 '.:.or ;.i;:'t aE;,i:i!Vi,;n vein. eeri index is dik­

\,::.~J..S nod:i,;; Gn moet s·~,s,~ds d.r.::r, i~,esc;:.1:::de?.1. vran:1~er het er op aan komt, 

:tub'.:1e1::::.in,:~ .. (;ht :P.n :i.r. d.-e su.J11JE ,:•i.n,:~:u-1 ·.;,, v•:eru.i jt1en. ;:en ka.n er ,~ich ge-
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:. .. \al::l::elijl:: &aJ:. ;rn:nn.ein or,1 :.tit ( 2 ) eh t '3 } direct { 4 ) op te schrijven. 
:C,an cnnt:rolE'! : .. ti alt:1.j 1i, de.t ::.3.1D1~L;r iJG!1 oen stnl 3eliJke onder~- al:l bo­

v-enindices uegdsnkt ~ de ove:.i.~bliJV6nd1: indices lirtl.:s ,2:n reohts van het ge-

In ( 4 ) :'.lCt'; L~n de t...:c·;;:·:tflci.t:-'l:1tt:n d.Gr xi linlrn en rechts van het ge­
li ?s:te~ran ,.\elij;.c zi jn. LinlcJ sta.:t alleen re :act de coEifficie"nt 1 ; de ,_ 
co€fJ~fi.ei.8r1·:i \rr:J:'1. X:). :..---ecl1tf, is.··. 

( 5 ) 

rraarvoor d.us i -/. k, 

\{C:a.rin ~f \,C:' 1,,1· :1ct S~'T:lbc,C;l vciJ., 

:oo~ k = l 0n O v~or k ii. De 
Lx·on ;c::,:;r Dit symbool was 1 

vE,r._,? 1i jL:Ln~;en ( 5 
:5 \ er ( 6 ) v:::m t,t. '1 • 

( 2 ) in~tellen in ( 3 

) zijn de overeen.'¼:omsti-
, , I 

l.i· J, i, 

) • Di t go e ft : 

...,~~ i .. 1 -·'" .. , e, A. 
•• J. 

( 6 ) 

welk•B vc,r·,:,€; lJ .):~ini_.,cn c1s ov, :re: i·a::oi~1s-':;j :,e zi _,r. van de stellen ( 7 ) 1 ( a ) 
en ( 9 ) v;:.n ~ 4 . 1 • 

De ver ._;:, li Jl: ir:. 0en v-21.n <~2 i.1ie..n:,J coi:;rdi[iaten vla1 .. l::en O) llet oude stel--
sel ver::.rij,~,-~ 1aan door ir: ( 2 

Zij zijn due 

\ "'1;1'·1 
J d2 A nul te neuen. 

1 • 
~;,:.:, .,l. ::: Q 

!;;; i .o .. ( 7 ) 

De ui tdru.tkln"" voor !1e t }:i;3.dra2st v2m de "--~etand 1 vzm e en punt ::il tot d€ 
..,,.,.,.,... .. r()l1' 1, .. ,.•;a-1: t,.~l 1, 0 "· c,-,·"- °'~ es,)' xi ( lT')V, · 0 11' Pr ( 1)) t .. .-u .. ~ . ..:i 1:,1 . .._{ 'I.-. .v __ .i, ..... --1.1 1 ... ,v,~ . .....,:~~-,..L v,..,.li,~,·•..., ~·t- \ 

n n g X X nn 
de 1cun~:1e11 dt ze u.itc.r 1• :l:i:n,::~: in e ,-nvoudi.:_;,.: r no ta tie weeri3e ven ala we 

L1vc(:l'(m d.e al_,-smencrf: c,:,rctb::lcn c/ •~n dofini;?.rt~n .z1.k = 0 voor 1 / k. ':/e - oi~, .., -

2 i k 1 = ;; .; ,,_ __ ;·: X 
........ :1. 

. .. .n 2 
i· '·, • X X ··-n:2 
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wa.arin dan allef;:n da onderetree:)t,; t'3rmen overblijven. 
Aan de s;roothedan f;ii zuJ.len 1.?e een analoe;e uitbreiding geven. We 

voe::re:r1 ook :1ier in gik HJ.<() t de be pal in.g, dat daze aan de gik gebondan 

zi jn door di3 v,:1r .::,s li jldn.!:,.en 

-- 0 v-oor i ' t- 1, 
1 

0 als i / k 

Ook d:Lt V-o.lL :;2::1a2:1::eli~L in t:0 :::;j_2n. D::, ve.ri·~-::J:ijld..'rlgon ( 7b ) OLlVatten 
• 1 

n stelsE.':13 van n v·:::1'[;l,l.!..JLin::;2".'."1 r ·:):::_;,alin.;; der g1 ·t. 'Cen der s"celsels 

is 

+ . . ,, . . + ". .. 1 n = 1 . ""1n-.;:, 

+ Ml- I)' r:;- 1n - 0 . . , . . . t.,211-.::i -

Ne bet m'.l stnllen der _r;ik ii.H?t o~cclijke indices reduceren de vergelij-

__ 1n 0 
::::: t!, -

911 1 

'~.) "1 ·1 
Doet 111,.n. :.lit ook ,roGr de andcrG s-:eJ.sele u:i.t ( 7b ), dan blijkt dus in-

derd.s.ad d1.: j1.iis·;,:1ej_ ·· va,1 ( 7:: ) . Eet \r,~rband tussen de gik en de gik is 

du.s in ovtr.: :nste:n1.tlng :i10 t d.~ vro2~::r::re d,,:1fini tie dezer grootheden .. 

Me-'.; ( 3 ) ~, liwinr3re"1 ,·;c '.,l:~ t ( 7a ) de x1 , naardoor we de formule 

vc)or l'h::t: 1.:',>'adrard; van c;;n afs-t-e1ld i::1 dr: xi vinde:n. Deze wordt: 

Schr:::..jft m~m , 
Glm X.i. r ( 8 ) 

l'.la.r~ is du.c 

( 9 ) 

D€ z,: laate,ta V{H'GCli jk.in~; is de overeenkci.1Stl.!ta \ran de vcrce li jkin­

( 13 ) • l:~on heeft G4 '-· = G,,., • 
.l.,+-.. .t~,.... 

lfo.a;:• e,nalo.3ie van ( 1 ti } van ~ 4. i. worden verder inc;evoerd de 



13r~Qtheden Gilt'.; Deze zijn e 
/' , i. 

Gik ___ 0 11e:.1: .,,lt . ,..22,._i "'l-:: + _...nn8 i 8k 
0 a1 ~ ti ~2 ~2 •••••• ~ D ft 

of 
( 10 ) 

r.Ien he:1ft nU: weer 
( 11 ) 

Deze 'bet1·ek::ins meet voor n vere,utle:r-lijken bestnan naar a.nalogie van 
( 31 ) V3.n~ 4. 1. Een ke.E ze r.ls vol..:;t bewi jzen ~ 

::.Ien he.<.: vol6 ena ( 9 ; en ( 10 ) 

i 1k, 1., m er. 

Oia.dat 

is 

f'- .• = g ~l 'l<'m en Giti_ .. l 1m 1 ei ek' 
-11..: 1m. a.Ji ~ - ..., l' m 1 

1,- I ,.. ' 1' , m • zi j:r. f;e li j:rnoortii:;e ind ice a. Dus 

( QI.) 

( (!>) 
Ter tos licl1ting hierop wortlt o~J&;emerkt, de.t het middelste lid een 

son is, die ui t,.):i schre ven lnid t: 

£'11 .a-1m' -" rl2 -:r2m. 1 <'l nm' 
0 u r O O + ••••• ..; .. on g 

t-1 · . ~ l De enige c1,, die 1 ia, 1s..!.) 1 , de anderen zijn nul. Van de som blijft 

aleohte een term over, nl. 
lm' g 

Door ( /3) .;aat { 01..) over in. 

G Gik ' lm' Rm k ' 

of, daa.r 

ik ·- glm g -.K 8 m• 

= 8 m' 
m 

Gik oik* = D: 1 ~ e!: = . ~ 1 e!: = b ~' 
:Jaa.rmee ( 11 ) bewaznn is. 

( 11 ) ie de verkorte schrijf'Wijze voor n stellen van n vergelij­
kingen. De~e dienen OJl de 011 -:;t; bera:-~enen, ala de Gik geceven zijn of 

01n.:;ekcerd ter bez-.31:::eninb van c1 e Gile ui t de c11 • 

De verc;elijldn13 va..'1 de hy1Jel~Df€ er ( 1 ) in de nie uwe coordinaten 
ta sohre ven is ( ver .t,;e li j:c ( 8 ) ) : 

Gik Xi t= = r 2 

De grootheden a1k 1:unnen op de vol2,ende wijze in een matrix worden.: 
) 

seran,Jeoh.ikt: 



I G11 12 (!13 Gln G \.f ll qi, • ~ '<'):· 

I 
"21 ,..,22 ,., "'\ ,,2n C..) 
I.I ,.z G .. ·O •• ~ IX 

G31 G32 33 G $ <$ ~." 
G3n ( 12 ) 

eu-~~s,i;,vt·« ~ • ~ e $ • • ~ T • C 

,i1 l rf12 
~ 

Gn3 \) s. -1) ') 
Gnn 

De .;,·~~o:-r:;ht;dt;:i G .. , z:_J-:1_ 
'' i.: 

ze trmso:~ zal .s:;enoe,,1d /CJ.'dcm ,,,·.rtci:!.'1.ts·:;Ensor.T-J.scen de kentallen van -------
b2id~ ~Gnsoren oest~an J~ 

Evenals dit bij de }-· c".Lr:nf.donal:2 v21°'..L:lin:, :~et J;cval was, zijn 

roansionale ~eval. 

is., 

1 
~2.t t> t:: ~--

; 1.:-,.,,."',"·' 
\J ..... 

cl:::~ hoe~-~en tu.s;:H311 de coOrdina.ataasen 

= ,. ___ ...... --- .,, ---··"'·· ,,, '" ·-

ver,~·::. lt j2:in:;f .\ ( 2 ) oplosbaar wa.~­
l~oofddc tr rminan t van het ztelsel 

n:i.2t n~tl, 

2 
1 :,;, ~ ,. ·~ t~ 

•l 
... , :i:. 

"' . -~ . ·, 
I 11 

Io 

l1 

1"'t1 i .,~·1:~? t'"1l'1 
tr •,_. !l \.r 

.... 2 1 .. , 2 :? f• 2n 
\,,; l~~ «$('<:,;~ u I o 



Im:.1era uit hoo!'de V::'cl'l ( 10 ) is 

.. 
Det .Gik .. 11 22 nn i 2 = ::; •6 •• "".g (Det. ek) 

lri::r1 t, 
l:3::,:;t 

t"TT n 
I r, 
, L.:,. -... 1 

Is d1.u1 

• ( 13) 

I- O, d:;1 i~1 C:.it oo~.: '..1st .sval t1e:t Det. Gik. Di t bate-

de v-:.r 1-1 ::::in~:;cn ( 11 ) op ta lossen zi jn. Ui t ( 13 ' 

steeds ~ositief is, het~een zo moe st 

t·,,.,; .0.c~;" lid v2..n d2ze YGr::_;s lij~:in.:; een defi­

n::.0t )C,3:it.~sv,, vorn is. 
i ~ 

Is J.;·;;. ,;;~ = O, dc.n 1:.Jn iL: ,:.i::·,-...·: c:::ro,::\;l-:.:dcn A ni,:;:t alle e.l.::;ebrn.iscb 
:::. 

on.:1f:1a~1\,,:liJ'.:. Tl~:-.,:;;cn ;-: m::,'I X"" :)c:'3ta.:,t C:?.11 een linaaire betre!'C.1.rin6 • 
. ; l.-

v" 1 ··. ••> Yt '' i 1 1 \ J.0 
"' "'U Q ,.._ lr_ J·D .. • .. ·l': o (';. ..., •• \_i_i..,,~J!"·"''"'J,,,J \ ,.} / 1:.:) J,,,i,. \J.l... ' , - = 0 1 \fanri:1ce d.:: G.,. nic;;t :r,1ecr uit ( 11 ) 

J...: .. 

king tu;:;si211 

gaan~ 
C,,·• .... 1 tu.:.).1•~11 X , 

iir ( G ... = 0, dan 1:aa men volgsns 13 ) be-• 

1 r; 

-'· X"' x··: ..:.. - + ,,o .. , . 
,/ 

◄ -v x ... = o 

ven ean lineaire betrek­

hie rop iets dieper in te 

b.v. 

( 14 ) 

Door substi tutio hH.:rin itLm drJ ,:i vol,.>:ns ( 2 ) ontstaat: 

"' .... 1 ~-i -~ ;~ i . "' < i 
,J\,,; . .. + .,,A<·~. x ... ..,, ;;; ·-: x = 0 1 __ ,,. 1 · 1 

Ds :10 u3. tJrukki.n(... is ,1 ,:n 1.d ::.nti t,.-:: :it 1 du,s £'.Wet db coe'fficHint van elke 

::·L nul ~-.i jn, of 

( 15 ) 

l~eu toont ... ,21:;:;,_;:kab.j~: ,2:,an, dr.t vo.:ir .. -11;.: :.can:;nutui1€r k van 1 tot n nu ook 

ia €n wcl nls v □lgt. 

-:• ~ ( 11 3 k ,, ,., 8 
0 ... 1 1 

of 

, .. _nn ., 2.~k 
.... ,. •••• t·;_, onl.::n 

) + 

) + 

( 16) 

leden v;::m ( 10 ) 

c2;2 ( Ao~ ,:,...,uc~ + ~o~ )e~ + ••••• 

• • • , , ,. ~ 1{ >,. ,J~ -~e; + ·\l eJ )e~ = o 
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en dit is juist we.gens ( 15 ). D8 iJstrel:.:dnz ( 14 ) induceart ( 16 ) .. 
'k 

Ui t ( 1 (. ) bli jl:t <Jve:nEi-::.ri.S, d::i. t :;):: t. G1• .. = 0 1ro:·dt, zonls ee1~d€r reeds 

vras opgamerkt. HG t orogcLee:;:dn cc l<lt 001:, zos-.ls boven was op.::,,e111erkt; due 
U~-·- ( 1t::) :oo:,t ( ,~) 'f·')~-r-•", T-~,.i~-a-.nd .;c, d~i- "'O '~en 1r:'.ln ,la.L. e>">>"'l d"' .J,..\Q \ 1...,1 :Zl ii,.,,, \ '4. 1;\..L,51.,.,.l..1t. ..; ... l .. ,J.~ .. .6-.lC. .. t:,. ..J..0 ,J.,v ~ ~ iu • .. , ... ._.J, U l, Q-~.i. tit;;: 

h·"nd v~'"" ''•o•r·o•1·':'·ta.· .-,·-,de• :,-,-1,:, 4 "1 J·'n / ,r.,,.--i f1.' C'"E'n '1·•:ot 1.·"' echt'" r n•.1.' et nodi 0 ' c;;. • ...,,'.,,£..l. IJ V ,,,,_,, J. ._. •_:.,J,, ~ ,.,. ..::J. . ..._ ' ... """' U .. ~ , ;;;.;. .L ....,_ ~ Ji.- -~ ,11 ..._ \; ,, ~ •• V --·- Q 1 

c "t ,. ~r ( 1 i:; ;\ "VriJ".,, •· l 1
p -~•;,~• • ""'l l"' ·1, 1,. .,,.~·11 1 +o ... · n vold,·-:iP.n 1· s. :ri:en k 0 ,.., !...··~· C::1:,J.t. 0 U' .t ~~ •'-•--,.·LJ.;..l.'-'.J,...:..L':J J,;.,,. vt.":u,., v ll .i. __ o.L.L. 

a2 .. :ator:t8n, c:cit ;::~ls ( ·16 ) .::.;;,,ll>t voor k: 1,2 1 3 l-::.et '.:iesto.Rn va..."1 de betrelt-

tin;an voor k: 4,~, ..•. n h1eruit vJlgt. 

.. '\ = 
&.;I. ·-

,,.11 2 1 \, G 

ri32 
c,,1· = 0 

V(3rv2 .. n~;t n.; n in deze dctd'E,in2.:1t ,.~lt e h:J::i:nt door het overesnkomstige 2lS 
1 • ~' , y ( •i C• 1,,,. V 8. .. 1 1 u ) dc: .. n ontst::2.t 

1 1 ·1 
(? {0 

G 3 1 -2 
,.,.. 1 1 f"'l.•') 1\ 1, 2 ·? 2 

bi, 
,::~ 

'" = g ,·;•..,J,'J ~: 0 _;;, - i ·--2 3 
., 

3 ~3 p ,) 
~1 C.'.) ,::: 

" C 

1 
+ ,,--

~~ 

,.1i.3 t.2:~1.1in2:nt, die.:: men volgens een beken­

,._, :n soL.1 van l::\radraten: 

•1 ~,2;? r,~-4 
ti ~j ( 17) 

In het twJede lid tr,dcn c:.J.l,::: d.::ti:;r11dnant€n van 3 rijen en 3 ko­

loi:1..1~n op, d.it.1 men !::em vor'.ih'!l. ui t; C.:: E:lE:w-:mtc::1 van de matrix 

door hi-.\rY<'.:~n t:.:.l:: .. m.s 3 kolo:;ucn tl ::c·.T:1c!1. 1--.? .. n ( 17 ) ziet men, dat ~ 
niot anc::ars nul !G::.n wo::t·::n, d:-.n :,{n.r::.uc-:.r i:.111': dnr detarminc11ten rechta 

nul :rn1"'d.t ~ 

dat: 
), • 'i 

.,,, .. , t,,.,.· 1 

2 
.,,,.... C, 

, .) 

~ 
~ 1: ., - 0 

•'"! ,. 

-J ' 3 , .. .3 



·, 

: ·en· so vervol_:;ens, zodat men voor elka i hee:f't: 

A C 1 -:- .,..)>l G i + Y 6 f = 0 

Dit is dezelfde uitdrulcLine; ale ( 1:5 ). Dan bestant achter ook ( 14 ) en 
ia d~.ardoor 2.:-.n ( 16 ) voltl:.i.ru:1. Ult A= 0 ka.n due besloten warden tot een 
linea.irc "'..:r::lc:~inc; tu.ssen x1, x2 en :x3• Omdat nu aru1 ( 16 ) voldae.n was, 

'l i 
is Det. G1"'t = O, zijn de Gik onbtl)O.ald en is Det. ek = O. 

Lic:1t HGn uit ( 12 ) rnn snd'3rG syua2trische detarminant, b.v.: 

G-22 ,.,24 
l..r 

G27 G28 

G4'2 G44 G47 48 
I::..' 

G - G78 G72 G,./4 c77 

G 82 li-84 G 137 G88 

dan.gelden voor A 1 = 

A' = O, dan mag men 
J 7 n 

0 SO'Jrtct~lij!:_c:. '0Aschourrini:.;.::n als voor A= O. Is 
besluitl3n tot oe11 lincaira betrskking tuasen x.2-, 

A. , X en ~' b. V. 

( 18) 

ter,7ijl dan voor elko k: 

G2k 
Ii( + 

moet zijn. 

Het ~aat due tollrnns 01a e.en dettirminant, wae.rvan de )loofddiagonaa.l 
bestae.t ui t elemanten van de hoofddia,2,onaal van de r.n trix ( 12 ) : dus 

· uit eleoen·tan Gik met 2 2,elijk2 indices. 

I4e:n lro..'l'l na.tuurlijk oo!r hchbcn, do.t 2 of meer dezer determinanten on­
afhan!celijk van elke...1r nul zi jn. Dnn be staan er e venveel betrexlcingen 
tussen de :x1. 

I~etkundig bete:~.:mt hot 02 staan van ecn botrekkins tussen de x:1 een 
de.-;eneratia van het coordinatcns;:.rstecm, ver.:;elijk bet geval van de t'ROe­
dimenai one.le varde lir~.:;, 1,;;ae.rbi j uls 

G11 0 12 
0 12 2·' = 

G G c:: 

de beide assen srui1Envie lcn. Zo b1:cte:~t2nt ( 10 ) ' dat de 4 ~ 's -1 

x2 = 0 . x4 = 0 ; x7 = 0 • x8 = 0 , 
' 

een gameenzohap:,elijke I\i 3 bczi tten. Ii.llllers volsens ( 17 } voldoen de 
oo6rd1natan v::.n een punt.-die x2 = o, x4 = o an x7 • O bevredi&an, oolt 
aan x8 , = O. De Rn_1, bJ1>a::ild doar X0 = O, :;ac.t du.a door de II snijruimte i~l 
van x2 = o; x4 = o an x7 = o. Dazeanijruimte is een ~-J• 
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The.us zal h;;t voor.\:0J•1;:m van. oorreJ.r-.ti,nrrij:heid in de behandalda 

n- dim1:':t1S:LC!l:.:.le v~irC.,:,l::.r1..:, ~,.:·c c{:·:1 0~1du;;.""2:oe;.: 1.,orden onderirnrJan .. Bet a~ ... 
gemene ... :a vr.l is, zonls h: Joofdntui.: I 'terd uit E-:: 2.11.:_;E:zet, dat correlatia­
vri jl:ce .l.d ~:r,n o)t:i"cdc::.1 -~t,.zs.,·r, :; ,_;, ():GS) \ff2J: verc.nderlij1::an ten opzic11te 
van de .:;:race), ~:.:-; vormd (l;:,,oL' CL, <:1V'.'1~b1.i j v:::rd.:: v,:; i"'C:~1d2.rli jlr::m. 

L , , d 1 . . , . . . -r 1 •r2 X,)( d . a~.:;cr: c,8 w:r.:m •. :r ... :q.:s:1 v:::cn c1.2 .,,nc .r:roc_p z1 Jn .:1. , .A. , • 13n ie 
,.p ,; 1 ~r.x.: c' .. .11 I < v2n de r·,21,i.l,r,:, ~i. , A , • , , , • J.. \ of n ) . Zr is nu volwcns da vroe-

s;er ;_;scJ, ·,r r1 Jc::tinitL:; (}or:,:'7.c.t L.::v:.:i/h' :Lc1.i ,:.1:::: voor sl:~ stel waG.r<len, 

di::s r,1.::n -:'..~,1 ,le l'::2n•.1:::.r1~'"r; v2.n dt. ·t1·::.e.,.,. _;·.co.::} ::z-: .. n to:·l:ennan, dG daarbij 

,", 7,·Jond 00 ~.Ll ,n~~~{.J.'\ ~ 0 ·,1' 'l" ". ,,, 1 r- "'l' ·1 • _ ,._ v.~ _._J..,,,t-:,L ~.1.c,.11~. Cc(.)i.,, lh: : ::ri.z,:i.Er:•: ::n vr·1: de eerst€ 

schr::v:n · 1J . .;., E k~.n vo:".';11c,:'J. 1 :::i_i 11 i,:~·:1.t:t,,L. 

Iie.c,t 

s)rons li;> in :::::~ t .>: ,1~ .. 

dc::n. A:,,1 Li. v::::rru.::.dcr:U. / 
?(.'. 

de constc..ntc m.ar<fon [;\. · 

,; 

= r.~ ( 19) 

. ,. ·- "' '] ,'L ·1 ' ·-•--: ,O ( .. , -, ')l1C··1+ V"'n de hy 1"6l"'Cl111· nso1· .• t)c;.,,, •-r:-' .. · ... cl":_, ;,u.,;. ll.- .... ,_...,.... v ,;.1, :.:' - \;,, J:! -

__ L ;,:c.;+ 1 , .. P-: 2 , •• " ,, . -£1 wordcn in opvolging 
~ «-~-2 -'"\rl -· "'I "f.rr.-~n • 

j ,._,,,. 1 (I, <I: ,_, 11/J 41 0'C 'iii -

o;.• .. 1 

X '' 
~ 

( 20) 

V1.H cicz,:;; H d, zull..::n d. r:10::irdi:rL~ten vc . .n ~ic: t middelpw1t \1orden bere­

~cnd •. ::lieinctie d 'l" ::("·> 1.,, •• X11 :1:cd; bs:::hul9 van { 20 ) uit ( 19 ) geeft 

dE:i ver,::;.slijl:in.; v2n dE: :i )rojectic " VLJ1 H t;1.. op da « -dim~msione.le coor­
din::-,.tcn:r1.J.J.;YLtc KO'., t,2:;;r..;.1:1,J.d do,:,:r t..::. z1-, x2 • , , •• en X('/( ~-uastm. Deze pro­

j;;;ct":.r is f:V"lhJCns ,: · ·?"'. :1Jt).:rclli1iro.1.d. ·3 vr:Jl. « C.imGnsi121 s, diG v;rs Hh<,_ zul-

1:n no,,r1::r._ St.:l ~.:, cdi.:~c1:!.n.:·:~,":1 v:-,." :Lt 1..:;.J. ,:;l}mnt Y:::-J1 H~ 

•• ,,,,.i,l '0 

d::.·L11 

__ Clll.+1 
~-· '0{'$1'•' 

In de K e,< vrarschui vcn 
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y1 .,.1 1 

C 
j 

= ,~ -
y2 

... 
2 -~ :::: A - C 

~ 

w.::.::rin Y1 , •• ,. ", Y~ de. nic:1 .r0 ~ot~rl::i.n·.:tc:r" voor3t,<Llsn, J.n dGZ8 coordina­
tsn ,:;cscr.1.rE:ve1: \,ordt de v;~.:-::;c·1..tJ1·:J.n._; v::-:.n !·Pi,: 

+ 2 
1 4: 1--.. ,, (V, Ci ,

1
, (u-L (.r1,·, J. ~- I. 

,.::: 

(X OI ' v<x .., 
( V 1 ( ,-."" \ .. + C , .i. -:· ,,, / + 

1 1 , 
+2G 2CY + c J 1 ,°' + . 

<A -;-1 Ol+ 1 
-i- G""·:- 1 , t,( .. {'· a 

- n n 2 
•inna e = r ( 21 ) 

,.,·11 7 ··n Ci Lf l ~ ..._ ,....;; ... 1 

21 ) verdwijnan, d.w.z. 
O -,~ i jr:. Dus moe t : 

G (' 1 ,. 0 2 
'11" + IJ12 

rt 2 1.r,,.)c + ••• , • 
~ ... 

22 

1)0 ga bond an vcrclc li:1c:c1 ,. v:1~1 ck :.:: c 1 s ti.' .;ro•:: :> X 1 , • , , • • Xtl-. der veran­
dcr li ;ilten !l'lOJaten, ·-)~ld.J i:'T co:..-:c·212.ti1e.vriJh.:id zijn, onRfhc-:n2·:elijk zijn 
vtm de e1·.,0cia1a ,,,-raa.rckn, t,;,;,,;·:\,.:;.d ~::~ .. \L cl:: :.;:2}1.r:.crkcn \r:111 de Mdere groal) .. 
In h-,:t bijzoz1dcr z.ull-sn di;.2 1.h, cDordi:r'.2t;_m v.:--.H h€t middelpunt v:i,,."'l. slks 

"~'"' "1d"~- V"'r"~', ·n,.,. n"·""'.,,, ... ,, , .. 1 -n- •r· ,., d-- ···ot,..+- 1 ,..,n ,,.. 0 ·t·~"" "'i ·n Vol g, ... , l,,Q,L ,.,.,1..l '* Cl1;1..,_J_ 6 0 .... ~ . ..i.. !,.;.nJt...t,..f..:..L ...... t.,1.:: .... \ ,1.A;;. t:;. ........ 1 * ""• ,ffe , \-, "llOt,;; ~..:.J,/. :c~ J- • ..... 

d.:1rJ.i. j.1ccn. 

Uit de ~flcidinJ ~11 

::.;~' vt;.l ~::;i ,;n, , .. •o.:rmes r nllc cof::'fficien-

1r rk:c1v-.: za jn ~•.l tiie a .. 1r = 0 t Wt~i.rvan 
...-...:. ... 

Ct r.:it1s'ta.c .. t du.s cor:.--0 let ie vri J:iui.t.i ~:u ss<;m. t;-,.1,}e ::;ro€ y:m vrm vsr!:'.nderlijken, 

indlm1 t:~·;~'l d~! zo~~vi:n ,.;.:cr10: .. 1~c ,:L,.;,nnu, .. i:.n vsx1 d<'.J G1."' ls vold:.it..n • ... 
Zijn sJ.r b.v,, v•i;f vcr,1n<Lrl.·1.,il-:,:'1, d:m ]c:ornt, aJ.s da \\iiorsto groep uit 
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G.t 1 GF. 0 0 0 ,. 

°'·12 
,, ~. 0 0 1.1'22 ,J 

0 G~.., 034 
/"I 

j.) \.13 5 

C -~) 
r, r, 

G4h try. \.T44 
-' 

0 
,, 

I~ G,,.. G- ,.-, l 
'~ '), t~ _,,,,,,. 'l· ') J:) 

Voor d-: 

.-, 
,. ..; , .. ( 23) 

_t.,..-.t 

In l1c t vocrbe :1:. vc.n d2 v~ j f Dl.(311 voor het stel 

G1 ·i 
re 11 
'\,,1" -+· G12 

n 1 :2 
:r = 1 

G11 1 ·"> 
(;. 12 ... G.·)•) 

r, I C"~ 0 Lr :::: 
IC. L. 

"1 3 "4 G15 
G3_:> \;r + G.! GI' G3i::: - 0 

j, - :) 

,., ' 3 ,--.14 
G45 

G15 0 UJ4 G'·· + G44 ,.r -:·· = 

G-~-:- rc13 
G45 

i4 
G5- G15 0 " + G + = 

- ) ' 
Hicruit vol~t, dat 

els voor ds G. 1 • d~t l :;:, 

l:.1. rl r d.c~ t 
ri .: ,,, i~: 
..... ··- . .r 

~1~~~0cn voor ds Gik hGtzelfdo galdt 

r::ll zijn, '7~:arvan de eerstG index be-

hoort tot de enu ~ro. 
k 1~u. 

.-.ik 
~ voor indices 

atl. ,., "' i! H--r· 'r,,r d . . :.;;€ ....-1,•·. N~) 1. l .... .l l. •·' --~ 
D~, vcr.:;1il.1jl:in~::.T. ( :?3) v·U.(.'r:, 2:)~:t1s :.-,:t voorb.:11:ld lt:i.::~t ;;;;:Len, bij 

corre;:1.:-::~icv..i,:ih..::i(: u.tt::-::;;1 ir. t•,,... o 1c1L In l1 t :;_,eval der v·ijf verander-

Gl 1 1 :) 
G1 Gi2 

I"' ·- 1 1 + %._l -· • 
1 'i ,, '12 

G12· 
f1. I 

G,•·2 0 ..., t~- .. 
~ .. 

... G12 G1 ,..,, 22 0 '· .. 1.11 -t .. G = 
e:n ti{. 

12 a22 G12G- + G,.1,? = 1; 

' IC. •• 

en J~ ~wa~dJ uit de drie stellen: 



~·e},, lJ:t 
'' '' 

: 

G33 G34 G35' G34 .G44 G45 ~33 --:-- G34 + G35 = 1 G .. + G34 + G35 ·= 0 33 

G34-
G3.3 G44 G34 G4, .. G35 0 G34-

a.34 G44 
44 

G45 
G45 1 + . == -{- G + -· ·,-

'") 

G35 
G33 -:-- G4:5 

G34 + G ,I G35 = 0 ' G35 
G34 -l·· .G45 

G44 + G55 
G45 = 0 55 

G35 ' G45 55 
G33 .. ;M G34 ..:.:- G35 G. = 0 

G34 G 35 
G44 

G45 + G45 G 55 = 0 

G35 
G35 -'.- G45 G 45 -:~ G55 G55 = 1 

::Jeide ._1ros11en v::.n veranct-~J:lijl;:En stc.',2.n dus w2.t betreft de samenhang vru1. 

de G. ,. 
l. '­

dG Glk 

• l 

en de GLC vol~rnL1en los vc.n clk,~z~r. HGt vsrband tussen de Gik en 

is in ,;;llrn .:;-roop 6 ,;Jijl;: aan ck,t, hstwelk in het a.lc;emeen bestaat, 

nl. 

Gi 'k' 
i;l' )l' ( • I k I' l' 1 of 2) G = ck, l ' 

Gi"k?I 
i 11 1 ,; r- l" ( • {I }r II 111 3, 4 of 5). G = () l.'" II J.. ' l. ' -~ 

' Heeft lj]_en in hGt bijzondGr, d,at alle ksn1c1erken over en weer corre-

12..tievri:j zijn, dc.n zijn c.lle Gik = O, vm2.rvoar· i en k ongelijk zijn, 

terwijl 
G11 1 G22 1 

= = - -·-·-- enz. 

of .::..lgemean 
G11 G22 

ii 1 
G = 

a· .. 
ll 

4. 5. De voort]2lan.!_in0s--;ret der moduli, 2.lgemene vorm. 

Vol;;;ens de stellin:g 3.3.-1.was, als de verdelingen voor x 1 , x 2 , ••• ~. 

JS1 normac.l en correlc.ticvrij zijn_ on de modul1/1 , / 2 , •••• ~ n bezit­
ten, voor 

z = P1 x1 +· P2 x2 ' + Pn X ·,· 0 0 II' 0 D n 
( 1 ) 

de v,::rdc lin::; evenGans no:i~;.1an.l en 

2 2 2 2 2 
' 

2 2 
/z = p 1,/ 1 -:- 11 2,_,,-l-"' 2 ~,- 0 0 0 0 0 + pn..,µn ( 2 ) 

waerin ~-z de modulus ven z is. 
Verselijl:::ing ( 2 ) ·.}erd dG bijzonders voortplanting"Swet der moduli 

6Gnoemd. Deze ste1ling uoet thans wordcn uit.:;ebreid tot het c;eval, waar­

in de croothedGn, dio in het rechterlid van ( 1 ) optreden, gecorrela­

tGerd zijn. Zij 

( 3 ) 
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( 4 ) 

... ~l i :r: '1~-: x: zie ( 2 ) von de vori-

•-trt 
['l,,,. -· 

Door ·v•-J .. ,,.,._ i11 ( 3 ) ontste..at 

i k 
= 2.i ek X ( 6 ) 

ds Z06 vsn gc?.me-

ll·n· •r~·, n ''"1.: 110·,-,y,-,,.,1 ·1· ,.., .,., 11.s+· 'f"')"'i·· 'l'·"'td 11 '""' ,, ,. ;_;, , <.e. l t v V '-' • a, , ). , •• I • - ... C) ... '· •. '-• .; ., I. • t', J 1\, ,,<..L LC':'.,/.-., u 
') 
{.. 

,,.t,.t, ·r r ,, 
' • j_ \ ( -~ );: ' ' . ' ::: \ 3,. c. ·1' ,/ ,::,,.~ .. : 1 ) ,,1.-~1· .,-'."-t •.· 

l .. .......- ..,,,- I 

·,'.1 f i· ... , " )~ ,, " 111.·~ 1 •1"' .;. ( ', ~ e\. ·"' V • • '-.- ,.,., •· " ,., •.1 \..' !J.. 

. l · 1 ~i;: , 1 L ft: i;. 1 I •, ,., ... ·~ \ t"'f' , .:. ' ~: '-- 1 / 5 ·, 

i 
G n 

I I .., 
I \. "'k 

k ~ 2 
~'n )g· Jfo 

D:: tuso,::n :i."'onde :r::.2.::Jer: __ e::,3,_ ~.:c.2 11-.n so.1,,,2n lc>.r.t mGn ui;t·;cschrcven dank:.m 

,;11 cl:.:~ ,,·:r1L~.11it.v1..tldi3·in. __ .::11 1J .. tt,_ -~-~lct::ci..l~ Lt.;.n Jcrijst dr·~n t, 

of 

2 
.,_?u 

.. 

,, ,...., 
L~ 

(1' + 
i .. l 

: r: 11 
•.• 4 ,j, 

f 
i,., 

" //t • + ,, 

•'I 
: 

'1 2 
~•"\ {._, 1"'\ 

11. n 
C .. 

+ ,, 
:n 

, nn \ 
I 

.... ~,··.~ 

1 ... nn.) , 1 2 11 r · "" "' + '.:)r ~ e O + 'n ... , ,,,<.,1 -\ ,:.1 1 o . 

' 

( n .. ,n ... r:i-, 11 ••• + s, ~1 - + 

, ,.L4l \ 
; 

~ .. , I 

'·-~-1 ·n j ( 7 ) 

( 8 ) 

~\lv,:)t'('ns op tlit r'.:c.J.t:·,c. Ilr'.'i .. r :il: ·t. ~2.r\.ni zr~l het bor;-::rn.ot~:,D.:ndG 

iets ~~tJ~~raid w0rd~n. ZiJ 
V' -= ~,,, '\~i ..,.,, .ii. ... { 9 ) 

u:.;n t,,,-;;,:.d,, 11:.h:'::'.i!'t: functic: iltn' ;{.i t:n l~:\'t ten s1otta 
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W = pU + 

..: 1,­
= l)P G.1.-... o,,. (.\.,,/'~ 

-- , 1. 

,-:, 
,:,_ 

- ( pa..~ 
.i. 

•"",1 

l·1 .. ·.,,,·' ,_ ( 11 ) 

( 12 ) 

tl~:..:\:t.1,·? ; __ ~:_~1":Jt ,.,. 8 \,! 1' .~J.:z .. ·~ l,jrfrc.111:: •-~--- ··:f+ de- J-'~ l,-.:; t,J·e-_, . ·-- ' _ _,,, u /·- 5 

:-c :~; \1 t :'.J. l ;:~ c. v :·· ~~-1 {~. ··: 1\ '"\.J.\ r:.: ._:_ t~: ... i ... ~): 1·~:: id B t c11s or cl€ r X.J.. • He t 
ic das blij~ans d~~ 
xi t,:;; Lcr.11,311. i.Jit ( 

:;;,~ 2 s, ;l tr: .:-..t 11:~ .. ; r, n c:l:::; j< ,1 :=; ;, · .• ;.ic:: 11::,cr,~~· vm:1 dG xi met de 
' . ) '\: c]1t ·.. ~' . 1/CJ.~C:.c· r1 op.;j~--- scl1r(:: v~eJ1. $ 

,·.'..G ::.: ,::1 i ,);:F:i:'.:1.c"'..ll~~:,J.:~.J-= vc.n c.L, x1 o)ereren, 

tl:rn bli. J]:t :ii t ( 1 ') \ ·1-- '-- '.r_,,'.'. i.·, _: · __ _ ,:;_ jf \.,,_t, -

c.c.n 

S-tel 

lus 

'I",.., 
J.I~-

h:::1.n 1 

( ·12 " C., 

.. -----~✓- ,<.. . r 

l ' \ 14- ) 
v·•l·, r .,_ 

t ''> \ 

\ \.) J 

:Ls ( 1] ) Vt''Zl b, 1 · 

/.,i}: .. ._, 

t") 

'..::. 
-- l f ~-

--1 r·, 
"':! £ < 

1 3 ; : 

( 13) 

( 14) 

( 15) 

ck ::~~~¥~1~ voortpla.."1-
t ;;,i ,ld CJ. ~ft' do modu­

•;;: f~'1.':~ ti C 1. fJ Vt.'.'11 :$TCOt-

~ :i~d ~:i;:t:J11. I'f:--~.:::st ( 8 ) 

d~n, di.:; 1.:lncrtir- C'unctl.-..:::: v::0 • .r1 tL;:,,01:lfd, :c:;: '."J'hi.r:1~Jij;_:::n :.~ijn, h,:;t cor1~e­
lr.tj.,:~:2dr?,/s b~rcL,nd. rJO-i, ,_: ,,•o.:.-~.1.::;n. 'C . .::' •fil11~ v•:1.n J. '"· (:.u.ideli.jkheid wordt 

'1 

de coL'fLioic'nt vr::.1;,.L'- it, ( , -~ } .'. .. :.: . .r :,:_: ~ ~- eh.;.',.-"i'.:::l: 
,,_,,,./• 



t 

lS 

is. ll 

. 'i.n. 

-_(' -.. 111 Ct:~~ 

, 'r::.:::.rov,:r 

u u y ~ 
0 

6U::::: 

fl U n 

( 

( 

A ••• 1 
~.i1. 

d 

) 

•'·, "', 

. C~ 

,, 
,:. (. , a -.. -

0 z ,) :L L: 

;;;:; + 6 

t 

t 

1 ) + 3( a1b3 ~- ) + .... 
"' j( 

.3 
""t' ) + ... 

~ ,Ill • & 

+ •• 

jzon-

', 
I 

,) J. 't <t' ~-. 1.., 
y 1.,A,,:,,J,. 

·,_: .. -~: V J \) " 

rs rn1un, 

n om2n .ince t r1. voor 

n di OG-

t to 
C21 + ,, 

j 
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ltn , nl. bij cofi.•;.:lr.ti:v:·1j if v-::.:-. ,:,:; vc:;;:-;,.ndorJ.ijkcn, onto.o.rdt in de 
bi jt.onckre. He t voorschri:."t L:; .:.: c:t:.t:Jr vi:>or :: l.ltc volgendo sto.p. vol.komon 
idanti 1k met do.t voor d€ \~')ri(,;..:. 

Mvn kn.n wGr!~,,::;n met dG mcduL1. of vrel jlet de oik en o.nalogG tiroothe­
den, die C:ve.nredi(... 2.ijn met cc rtodu~.~. Ir:. 11-.;t lf.".atste t;evr.l moot men 

bij de tocp:-.ssingen ~l" voor ,7a.\:€.1, ge'3n !'outen to .oo.lce.n, door tijdena 
da be.rel-.:aningen on;J;OL:¥3 rli::t ov~: r to c:;c.2...."".l. in sen nnder verhoudingasysteem. 
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De m.ethodo der kleinste v1erka:nten. ----.--,, . ., ___ ,, __ .., __ ·-••:------

5.1. Het vereffenen. ----------.,.__,,.,...__ 
Ban celan:.,rijk middel voor het c,eschrijv2n en bestuderen van ean 

natuurverschijnsel is het ,li.2.the:u1atische model. De Euclidieche meetkun­

de o.v. i.s een model on de '?.i.:,·:::n:.1ch?..,1lBl1 van de ruimte te beschrijven,. 

de kinetisch:, c;astheorie eeti ,i1oc"l:]l voor ll13t uedra,3 van [<.Besen, de for­

mul8 s, 1,ra,31:•naar CE, 2-sti j 1~a:f e ::.s '. ✓ 0rd 2n be rekenc1 1 e en model voor he t ge­

drag van Ci.f~ ~eti 1d.en, ;:;nz. Ewt: nodol i£: ~,en t1atlle:ile.tiscb.e abstractie; 

mode 1 ._:;e idsntificaerd.., Haarnz .. de nc~-tu~.:,rve1·sc:i.i Jnse len toe6 anke li jk zijn 

~;e,IOrd::n voor c":.e toe;,n.s.sin· V,'itl;. :·1Et ,is~nmdic~c for,,1alisme,, Het model 

is ult de u.2,r0 uer :~aaJ<.: n~L . .i 1J:r ·.r:.,lr.itt:~ct , 1.12 ,: 1::2.YJ. een .z;oed of een bet er 

model hebben, dit l:,a.n6 t af van cJ.c2 hoflv!:!e;Lwid er. de ln 7Etliteit van de 

nialiteit van de sc::;.ep::,it".:1de slen::er, diE:i het ::;i.'construeerd heeft. Het 

bli Jft c c:1te:r :::,1 t:i:; d e eE inc-;trullcr: t van :1e t r,1a;13eli jlr:e denken en staat 

a.ls zod 2.ni~, naas-c de rG c.li 1-'e it. 

te :nemen. De la.nd,ietcr bed:.,~il~ 2:ic:1 vocr het b2hmdelen vEu1 zijn opme­

tin~en vc::.n het mode 1 der 'Zucl5.dj_sche _planimG trie. De astronoom, die de 

b&an van een komect ui t zi jn ,:cu:,:cns11i:n~,en wil berekenen, cebruikt het 

motel v&n de }f"lassi .. e::e .:i11?c·:211ica. Ale de lanc~.raeter de hoeken van een 

zser grotE:'l drie hoe~, in ;,.et t.t~.::rcin tmet, zal l1ij o:pr:uerlcen, dat een 

plani.metris ch model niet ::J19er voldo€nt:::: is, orJ.dc.t de som van de hoeken 

t,,,roter dan HW0 is. De astronoo,·i1, G.ie '',marncern.t, dat een dicht langa 

1.le1 zon vallend.e licht·ou.nc1eJ.. van ~.:'?-n st-2.r VdJ'l zijn richtirlb wordt a.fge­

bo:;en, zal zijn mod'll 1,r2.n de :'.1c1 s.sieke :nec·.:anica moeten herzien. 
Men zj et, dat er atei.~ '.ls •?tti. ·i.sse hrnr: :inc; is tussen het in:;iassen 

van waa.rne:..un.:~en in :::•a;1 model er:: l1et 1,;ijzi.:;en van hat moclel. Bij dit 

laatste moet mf:n vc.,1.sta•;::.!::~; 1uE)t deni~an c:an ·,,er2 ldschokkende revolutias 

ala de rele.tiviteitst:l1eorj.e. oo·: in de eenvoudic;e da,:;;elijkse practijk 

van het .,aarnemer~ 1·,t '" :·t :1,,1l ~d,~.tr~1ei~ t na::e:i .. Voor het er op betrekken 

van etm .raa.rrw.1int:;a:n·oces Zi:.'J .. ,,~n r.1. ,:,ltiJd hst e,1nvoudie:;ste model 

kiezen, S·";el ie1,1c-.n(: bt3-:)('.tlt ~:ci)r 1er.,,t~'w:::tin,}; 19c::,1 afstand in het ter­

rein11 Als l1ij zijr1 .trHJt .f c~.~H·t, :Jimlt<!l in ;-,.:<.:tez·\:;, CL,Ul ·bcl .. 1ot~ft l1ij 

zich ov::::r de invloecl var:. c;e t(h.G)t.'r,:'.tu.:.i..r 0 11 de len,::,te va:n de meetoond 

el dan de eerste keer. 
Van bele.r1,~ :.s l1e-t. ce~1 , .. -:,.:-':i.:i1~., r,tc-sli.B zo in te 1:.:1::. den, dat een con-­

tr8lc van 1,et modal mo .. ,t:Ji,\k 1s. D'it ;;;ef:'r:)h:iadt 1locr hat meten van z.gq 
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genomen 6rooth-eden Pp P2 , ..... 1 ?n linsair zijn. La.ten w.:, aannem.en, 
dater drie zijn: 

u1P1 + u2P2 + up 3 ... 3 + ....... \!II ~ ' .,. t\i.Pn - llO ~ 
' ( V .,.., v2l'2 + v.P., + V ]?' VO 
) •! \ 

1 .c i .. , .. . . . .. = ) I J J j n n 

w1P 1 '<2P2 '\"" w3P3 ·,· " w p = ,,:i ~ • 0 Ill ♦ -'I ,· n n 0 

De verge li jl~ingen norclen line.air onafha:12rnl i j~~ onders·~cld. 

De uj_ t;.:omsten van dE:: \,s2-rneL1in..:;en z :.,:llan rnr.~.en v1;;ar ;:_ e steld door 

deze betre!s:2~in.s;en niet vcldoen. Zij .:noete:1 Jnarom ;,:sccrri::.,eerd worden. 
Noem. de cor'"•ecties ,.. · ('c ·e,~o·~'.'; -,~·,rde 'J,,. . .,.,,..,...,rii!'Fe•· ····•rde•· j_,-,1 J. .~ ... l. • "' Ci " .L,,.; ~-· ..._... ~ .... ..;... ~'C !::,; \., ..... c..,.£ .• ..!.!::',..... li.::., -.l ~Ii - J_.,_ l ......... 

P 1 + £1 ? :)2 + £2 , ••••• , Pn ·'· En. ]e::2 \,aarder:. vc:or c"o :::-i in ( 1 ) in 

cle :pla.ato ,;esteld mceten aa11 di:➔ vsrt,elijl:i::-.1.~;en •,rolc:Ge:1. l:;e?1 ve:rkrljgt 

,;.:-
V1c1 

·.J 1 £1 

Oadat 

de Ei 
niet. 

·,· 

·, 

u,..,t.2 + 
c::. 

v/:2 + 

w2E2 + 

\.,. E 
3 3 

w3£3 11" 

n) 3 ( voar n = 3 
; 

da.n bc:)ao.ld waren 

,, r l .,.. v. t. -- l 
n n o 

V C V n :1 ·- o 

w E = •,I n n o 

U1P1 

zijn, daar 

Je i-: nog 
,\ 

Voor htertoc :.ca.11 :::orlsn ov12.r:_,e :;;2.an mc1e·';e:1 E:'ar2~: 12 '12.2.:'ne:.'incen 

2 ) 

nog ar.-G1. -aen n2.d.er12. ~)e Sc..1:to1.t1.•i.1.1.:,_~ ortd.s l.'·110::·:;,)er: vorden. ihe t :~ l.le vao.rnemin­

gen be!1oeven, ·i'at :nun betrc:..n:bo.e.,:--lld:.d of hun waa.rc:erin;. aa:15eat, gelijk-

komst van het :wetcl.· va.'1. e2n J..;:c:..""tt:: E).:Csta.nd ;10,:;er ~~.a1.10 csla.,se11 moe-~An 

\1orden (:Lan e.ie vsn een :anc;e. ,:)o:r- k:..~ }1:,~ "cctc::0 1;-en, (8.t i:1 eer v-,~ref­

f enin.s, Y,'ti,.a1-i1emin;en 02::.,eno·;-,::.dl1 mo'3 te.1 ,,.;:r:;:'c:en ~ cL ,::, 1.G.\. t: ver:..,(;hi::._lende in­
strumen ten z i jn. GS we t;e:n. .Tu ~;ref t J:e t d,1'"• J.ll:Jt· ·u:.1.1:; n 1; 0.:::1. rrac1·vn.r1 :i:-1e.t ene 

in het waarnemin.ss::;a.terJ.a:?.:i.. r~cn f:'.L . .:~tte ~-:.-r..1;;n; :H:t -.rer:~. V(~'C:l"), d2.J :;r::.,ot­

h6 den V,:n ve rsc hi 11(~ n :li:: 9 0 r,r t ( ,: :i. :·. ,} !;,:, :: t: ) 1 :.:. nalr:; ; 'l . ;: 0:-: '. :,:n l pr_ :.r: ll(; .... 

te~ in een yrohleex:i o::1tredf:n, ;,,,t._0 c:cr ,:cver12en:-· eca \'::>:.1 ut0T\.1~0 ii:; Yan 

de hor10.:\enitei-t v:2.n b.rt ·:::J-.:te.:ciE',1;-f.J.~0 ·,c~:.:: zt::.J clr~c 11cc~;. z1,;11,_; Jr~ eis-en .... 

:;~oude:1 mt 1':tmn-an de:n:cen a:?.n rJ;e: >:.,so.1.· . .Le ov2r u.6 ·,a.c.i..:·~1 .. ,1'.i:1~,srceki,,m:.-.~, zo­

als de::e in de vori.._,e ho,Jfflstu.'.:'.c:rrn :Ls 01:.t·,,15 ~:~ .. t .. Itl, 01;1d 21't ;·i_; dear de r.:o-, 

dulus an de corri'.ilatie cd.s nt"!.dd:'ll.en :w·)oen leren kennen 0 1-..', waa:r·neLlinoJ-
re ,.,.,,.ee1'1 <)n llP .... '"""·dAr•l·•,.,. ,,:,,~~, ........... p :"1~<".•(·•i"I .... , .;.,,·,:,1•1 -~; ., ,~::, ,,,.,..,.~,.,,f'·," 0 •---inr• '--b 

'CA,"- 1.,... ,4'4 '""'•"-· ·"'' .J...a..!:> ~:;.,Q\A.,,.t"""'•-"' <,J,~· .._\'.,·;;;}-v-.e,.,.,1,A.J-..1i.# ~ .......--J "'"'1,,., .... ;. •...• -, .... ,J.,,.,,.,_;.,... f.t .t~ -
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ben lUl eohte!" te rna..~e:1 r .. et e11~.:$le• \Va.d.rne13j_11.;en en n1.et me-:; ree~.caen en 
inen n1a;.:, 113.tu.urJ.ijl:: ni;::t .~i::mde:i.' mee:c een -ei;:;.,swzG::.::ap v~n een reeks op een 

an.:r.el.e H&£~r:1er1i11._:- overdr~,,-~_en. ia-.r.,H'r uan sr En.tt]nw·el over doorder.J(t, ·wat 

,n:Em ender· d.e be tro:..:wbaa.Z"h'3i d ·r2::1 a 32\ en .. >:sJe H2 .. ar11e:it:-':.nr; zou ·;;tll9u ve:i:·" 

otdiG d~~lElij~, dat men zonder herhalinJan 

n.eer men 
. .. . ,nen voor llE.!i: ?.Orsi ::.11 .:~?.i.10 '.: :'l 

-:.;adaan .1r:et e(;;n instrument, dat 

het ten enen m~le uitcesla-
ten, ock ,,1:-::;n' an1G idee 1vsr de 1.J2.ard~ vaL d.eze O0zer\r.?.:ci..e te lar:.men 

'.:eb·Jen. :{.3r: ~mn ;Le:· slec'Tts d.a.n een cord•,~el :;;.:.ts:)reksn, i,annee:r 11en 

·.:ri j 011 !...,r,1r:,: van on2e v,: crr:~J;,.:·~de -.:w .::-'C :·,.m:,., :~:1,:;1::n nora:.a.3 .. '. kt:nnen c>.e-r.i.neraan. 
-q~ 

~lJe C!of:a:.;··~o;~,er~, -:ie (;iron 1:?rie~~'I, dtt 'l:.'"'oe,~.-e~~ ,~:.E:J1.'"'_,ed11iG z1.j11. 2 ... :s b~,.\.., V8..t-"fl 

conatru&~z~, een verCel_ 
_:_ I Hl a.aa Cl'?. :10:.· L"",le vsrdeling, 

1)1;:;;l10·::-er1, vcJ.gcns lr: t,,~ 0nt,;i~:!cE•.i::::::n •.roor;-:;,:-~1:r-..:.:.t zul1sn ::'."t,:_::1:en \rorden 

·..-ereffer,d. ·ras.""-. i.E: ·..:(.1:.·i:r·1 ;:;n.1 ,J:?!: due dcc•:r t':CperimenteL ~.,:;·~ ka:-aktAr van 
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~ .-.~ .li'lfn1 aannem.en, dat de. moduli dezer waarne:uine;en onderlin,g e,-.11~.; 
Z;iJ~• ·,J<eliswa.a:r zou men l:unnen O!)merkan, de.t tooh dezelfde persoon dff,. . 
!f~llem.ingen verricht en oak !1etzelfde instrument wordt gebruikt en : 
bierdoor stelli,3 aen zel~ere .mate van afhanl::el ijkheid van de waarne~n;.;.,; , 
{:.en mag \7orrl.en vez",racht,, men is echtar niet .:;ewoon om in zo •n geval o~; 

rela.tie e.an t~ ner.t1en. _Blij;rba.ar wordt deze, ind:i.en aa.nwezig, te gering: : 
.:;ea.cht. Trou,.1ans correlatie tussen Haarnemino,en zal altijd wel aan\Te2'i16 .. 

zijn, wa.n.t .:;;een t,1ee .;_;e0eurtenissen zullen zich op deze wereld volmaa.ki 

ona.fhan1';:eli jk van elkaar vol tre:.:1:en. :Sen der,;e li.:,ke overm:bing is eoh­

ter voor de :eracti_jk van de vn1.a:..·11s1ilin6srel~eninc:; van geen betekenis. Ala 

b.v. tij eenzelfde vereffeni116 le.1._,ten en hoe}~en optreden, za.l het a.1-
tijd wel een veiliJa n::1.rma;,:e zijn om tussen de :1oekzJeting enerzijds en 
de lenJ tem.e tin'"' a.nderzi jJ.s corrclQtievri jheid aai."1. te nemen. 

Oo~c :can n1en sons lanes a1Gn .Jrcdsche we:; onder toepassing van de 

voort)lar tin~:swet van de moduli ".;,)t ver:1ouding a.er moduli van de 111a.ar­
nemin.;en .;eraken. Dit doet :..deli '.J.v. voor bij :1et waterpa.ssen. Het hoog­

teverscl1il tv.sser;, twee )\mten :i.ri :iet ter::::-e in verl:ri jc;t men door het ma­

~:en ·ran E an ao.ntal sla..:,en. ?e.!."' slag wordt op een voor- en schterba.ak 

af gale zer.. ri.1e·~ de 1:ijl:er vJ.n he~ r-r3.terpas~ :".strwnent, waaruit he t hoogte­

ve1"scl:.:.l van de sta.ntlplac..tsen ,r2J1 de lia.ken wordt ...;evonden door de a.fle­

zingen af' te trel::~an. De al.:.,ebra:.sc~1e som van de hoogteverschille n per 
slag ge£ft l1et hoo~,tevc:;.~sc!1il ·,an be;;in- en eindpunt van de c.ehele trek:v 
Men heeft dus: 

h 1 , -· h 2 -:• 113 -i • • • + 1\-i = H ( 3 ) 

\7aarin 111 , h2 , ••• , 1111 C:.e hoo0 teverschillen per slag en H het tote.le 

verschil is. Ala ds sla~en on~eveer even lang zijn, maa men de h1 ala 

.;elijkwaardie;e waarnemin.1en besc:1ouwen en aan elk dus een Gelijke modu.­

lo/tce!cei1aen. Voor de ;:1odulus/,(. H van H vindt men dan door toepassine; 
van de v-oort:>lantin ... ~sv,et 

2 ,,2 
_,J'-g=3/· 

:Bij twee water.IE- ss:ill.3'en 1.et esn aan-tal sl~en van n 1 en n 2 verhou.den 
zich der!1al·,e oe 2u;a.draten der mocluli als deze aantallen, of, ala de 

slagen nagen.oeG even la.J~C zijn, als ds afstanden, waarover de waterpae­

singen zi jn u1 tee voe rd. r1en b':'!1oeft nu nog slechts te ,-,eten of het ver­

sohil van de aflczinbe:n Ol) voor-• tm ::..cl1terbe.ak aa11 de eisen van de nor­

~'.!lale verdeling vpldoet. Als ec:1ter clit 11::t beval is voor een etlezing 

op een bs.ci:, ~s dit r.-ol:: Zv ine~ he·c verschil VP.n twee zulke aflezingen .. 

Er blijft o.ua slec11ts ever eer. o:iderzoelc in te stellen naar het aflezen, 

met een ,kiJker 0~1 een v21·deelde baalc. :Ue!'voor moat men den een Jroot 

aanta.l a:i"l6Zinb,en o;;;;; een be.ak doer. en deze a.an een statisti.sche l:e h.an­

deling onderwerpen. 

In veel ~evellen ,:,a.l d,1 v, .. statelling der ~ik op bevredi8ende Wij111.·'11, 

•:j 



kunnen gebeuren. 

Bij elk verei'fenin:;r;irra.~l6st 1✓1k moeten CLUS 

der cofactDren 9 bekend zi 1n. Uitieschreven if-: 

1 1 12 , .. 13 ·111. 
r:r g f~ . . . . 0 g 0 

'. 21 22 ~23 2n o· g Q C..:i ~::-, 0 " 0 0 0 

,..,J 1 r,,32 7."33 3n 
b 0 C:.:, ' 0 0 0 0 g 

/,J C <.J O O o' ~ 0 0 0 0 C O .-; ':' ,•, C 

ik Qe g , derhalve de tensor 

deze tensorg 

( 4 ) 

.!e 1veten~ d1:,,t de cleterminent van de tensor defini.et _posi tief is en dat 
ik l,;:i g ::.:: g 

Om cle hierna volgends afJ.2:i.c:ing nie-'.:; ·ce ingevrikkeld te nEken zullen 

vre aanne:,nen? d2t er vijf was,:,:' ts nemen grootheclen P. zijn 9 waartussen 
l 

drie lineaire betrel::lcinc;en b2sta2J:.. Deza :.uiden~ 

u1P1 ' u2J?2 -:· u3P3 u4P4 + u52 5 == U. -, -,-
0 

v1P1 -!- VD ' v3?3 + v4P4 -l- V5I'5 == V ( 2-'- 2 -r· 
1 ) 0 

w1P1 + w2P2 -;- iiT 7=') -:-- vii4 J? 4 Yl r::}_) _ -- VI . \ -,,- ... :.; ) 0 ~· _j 

:Os ze drie verse li jking,:,n s·ce 11.en dus ho~· mode :1_ voor 1 zi j zijn onafho.nke­

}.j jk <:. De wao.,rnemin:;suitkomster: vooY.' de Grooth2clen Pi zijn pi. ·,7e nemen 

aan 9 dat de pi corl.~elatj.e,rcij zi.jn en da:c hun moduli zij11/i. Stellen 

7i i dan zijn de g-· de cofactor2n -;.,.-c,,n cl"' JY . Wec;enfJ de correlatievrijheid 
,ik zj_jn de 0roe:thede:r. __ , 1im:1ri::1. =~ ':.m k :::m,5e1i.jke inclices hebben 1 nul. De 

tensor der cofactoren ( j5.2.-(4) ) wordt dus hier: 

1 1 g 

'.) 

De waarne rninge n 

0 0 (") 
c, 

0r1 

r.f·C:o 0 b 

0 

r, 
1, 

0 

(' v 

0 0 

0 

() 

ll 
d 

l 
I 

ii 
I 

d"" betrel~king0n ( l ) . :rilet voldoen,, Zij 

, ...• ~-'-"" ...... "',."' dan heh:.. 
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J\ :':;;;. :p. 
l. + €1 

de.n word-: Vil r~:re .~.en 

U1 ( P1 + £ ) + u,.._ ( ',J,.., + E2) + " . ,,~ . ,. u~ ( P5 ~l· 
1 C. .r C 

✓ 

fc) = u ,.. 0 .,, 

v.i ( J;> 1 E.1 } + v.) }) ,? £,)) .. ;,-- V5 
l 

'"' --:~ . " . . . \ .. ·5 ,,. ;L 
~) = VO 

/ 

\; 1 ( P1 + E 1 
) + ,1'.) \ 

,,,, 
.. ~2 + .- ) c.2. +· .. ( ·P5 + • . . ' . 5 

f \ f,_(J' 0 •i:::} = .,,. 

of 
U, ·,11 u2p" . . " " ··U5P5 == tu i ~ C. 

v .. E.. 
I I 

~- v.) Eri -,· 
·'- I'.. 

r 
'f--t.r• -· V J ) 0 V '" 

V ., -v~u- = ... (2) 1 • ./ ~1 21.-·2 . . . . 
J"'"? "v 

: - c.. 
I I 

. , r \\'2 ...... 2 "'t~ 
.. ~ '··- ,_,.... -

) J 0 l :) ·1 - -..,:r 2l) ·? . . . . - Al 5 ur.: == 
t __ 

,_ • J ~I 

De i.:;rooth. ·.;;11 tu, tv cm t,, z:.jl1 d .. ~ t . .._)crrn:,ro..:~::n in ds batr2~::\in_::,an 1 2.ls 

d:.:~c'.Tin vc·o:r ·-:h: J?~ J;:, · .,., - ···n ·1 1~ n · -n ·· ·ord-·"1 ·- •"""bsti -'-u_- -rd ,).. '• ,,,,.,,.. t:; C -'•· ._,c.. _Ji >, •;;• 0 t; .. :,,~ l• <;;--' • 

·71 j .:;;::J.n nu LGt ::_::,rocL.:c::1 d.o:.:ir s::, 21 affisr:.o ( line aire ) tr·~:.-ri.sform::. tie 

tot e :n c ,:m voudi 6dr ..:,t3 v:0tl t-:,rtJ<~:~:;.•,rn.s::.m. Ii J mo__;:::m 6.i t do2n 1 omdat 

wij in c: ,3 v-o:.•i~,i.: pn..r·n~ra:1f ,fr unkJ 1-:. i;:1, r11;.;r.1i1;...:, c.2.n de -. '2.arnemings reeka 

,:;e1..::o:J)8ld h,.;bben ,2n de tha orin v:::n d,? · ·,-:i.,c.rne;1in . ...,s r2.sks.:;;n c.ffien inveriant 

is. 

1'" p· 
" 1 · 1 

De a. 2n b. moctrn 
l 1 

lijk zijn, ~atuGS. 

+ u,.,l., + 
.::::: £.. 

+ v 5?r: - R".l ) ,_ 

nl. 

+ u.r::Pr.:: - r.1 _1 ) 

( 4 ) 

v-~:;,: 0 2113lrinJ1 n on,:fh."l.nke­
n ··,· ,v-11 vol.:"-:.na dEze for...: 
J;' i ,,;;, '·" IC,. v"' 

ci.G ri, dus 

( 5 ) 



,r 1 t.1 
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·r u5£5 = R1 

+ Vi:;£,; .. R2 _,, ,, 

••••• + a5E5 = R4 

, •• ,. + b5t5 = R5 

r1 = 111 
r2 ="'} 2 

-r3='f/3 

r4 =114 
r5 = 11 5 

( 6, ) 

:i)s in:~':.\V~H::::rde groothecl.rn rl1 :::.:.jn cb.s de ·- corrt2ctiss aa.'1. de r .. 
J. 

O;ndat d(:: r~ lilwaire functi.s a v:r l: .. ~ :1, zijn 1 raosen wade r 1 op &rond 
~ ... 

nomon _v.roct:1cdsn op·.ratL::n, N::. (le.: t:c,::;nsf:'::1\1,1:-L: is he.t lJroblaern i.::r nu 

als vol.::,c 1:02n2n u~.t t;s zicn. 

TJ~1·i: l -,. ) ·~" ( 4 ~. •r<)l::.-.-.1 ' ··1.···,,···- h--'"r·•'··1·1·n·-··~-~- \ -:'.:J.,i,, ,1 "" __ ',~ .1 .:;·,A.'Jt} -..t;.~ -.:."_.:, .. 5C£1~ 

R.., -
(. 

·r 
·o ( 7 ) 

,, ~ 

2en d2r .;ro.Jt-
hede l'' fl VOOI'~rr,nt- d 0 R ·•1"• R 1·0--•~r l"r n" a-+- .;n ·roo-r• • .1.. • .J. ......... ,1.u. i ""' ...... 4. t:: .. ... ~ .., ._ lac; .. 1. c,:. ..J.. __,. v ..L '1 ...1.. 1.-: 

1 . j 

De uaern21ninscn voor de H1 ztjn de r 1 . Onder toc~)assini:; van de 

,,oort;J.antin,;;mrnt vinden °:rn u:.t ( 5 ) ue cofactoren Gik der ri. B.v. 

G 11 . , ,,.11 ?c"• ,__,:;_ 
:::;. tel1 U1:.:, -,- Ur,U,)g . 

c:. <.. 

"""') 11 
,,, ) 

G1,;. (:.fc.,. 

··- U1'\i\'"1; + u:, V 23 •,· 0 

dus: 

r 1 + yl 1 ·- u. o 

·.,'\! ' 'l .1.3Y·3- Q 

·i:;,r ,.,..; ·1n vi··.~, ··ro"·'•-. d··,n m·• 4• ·r ( ,~ ) . •• _,.._,.) -,Jl <.> ,.,\.,,, .•. \, ,,l W,l,1;~.~ \ ""i , • 

. 0 . ' 

. . ' ' 

van 

. 5~ 
u5-~5g -• + 

+ U V r,.55 
5 5° 

r I I r,, en 
C. 

( 7a) 

( 7b ) 

( 8 ) 

r, He ·ten we , 
.,I 

dat ze gelijk 0 cma21.L"": moct::r, ·:orci:.m a21n :'S::JD). 

Vol~€ns ( B ) b,;: t.::2:c nt ::Lt jus, da.t: 
uo, y 

0 
en TT 

0 
( ZiG ('O ) • 

Hoe :ata,.>.t het ochtcr ~•,.-. ,., ... 
""'" " 

t, L" I' 11 .. \) - 1 

r" j 

( 9 ) 

en ~ 5 ? Voor de grootheden 

d.s:·.t; t:m aa.nzi,=;m van r,, en 
'+ 



te en 

:J. V : .. 6:., ' \ 
' * 

vera:n 

0 

.:: 

,·, ~. 
r., - ,• 

; . 
'r 

.) .. ~· 
_i u. . 

• /,A, 

' ' 
I , 

J 1 

55 

-- c. 
,, 

-· tJ 

d.e.r 

., 
' 

r, e:n. 
Li, 

zeg­
moe-

er 

_. ,::;, t:n r 3, 
·-

( ·10 ) 

11 

mos c,r1 vol-

b n 
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+ ""u g55 = 0 "'"5 5 
:::; i::; 

( 12 ) 
' X5 V 5C:"#,, = 0 

;:;5 
0 • "'l:l"" , • ., , .... , = . '"''"5" 55 

ta vinden, die ,,a dan ,~oor::,, :::it:: ld. .:i.;:; bbcm door de a1 en de bi, i;rs.ar­
vex. ',fd d::n nu ·:;;:.:v:::n~i ·rct· .. :n, d.2~-i:; ::.. 1:.n.,ai:i'.' o:.1af>.an.1te1ir.-:: zijn. Wij 
.. ,o~-1.,.,.,.., .,,,, t1Q" "l"<J"r::iu1 of c1 ·• ,,..-,, .. ,, .. \l·-i!'J_""•n ( ' ) ''••l 1 i·n·•a-i .... on"f il. t: l, ,c:, J.• L vi. • W ~ "-'l:> c.:., l ', V' v .I. ,.i '~ .l. • .L ,l ;,., .a. • ._;,-.; "\• , , t I.:, • .l. w ~.1. 01. -

ha:n:ce li f;: ::i jn, Nu .zi Jll cL.: ,::; :::rs·:~:: 1.1ric dae.rvru1 ona.fhan};:e li jlc, omdat 
t 

cli t tot d,'; onc.t1rr;t8lli:1~; van h , .. ~ :r::·oblG..::m b2hocrdE: •.. 'ij zullen nu 

G 14 ::::)_G 11 

G24 ). 1") - ('. I te. - "-,-\ 

(!.34 
cl 

). 1'.l, =· .G • 

-J \!. 
1. 

tc:5.:;lij::: nul zoud€n moeten zijn. 

12 ) G13 0 + p. G = 
~•·'' 

~) ,:) 
~ G23 • .. J .. -l G'-'" ~:~ = 0 

,/ ., "' v :, j--' (}"· J + G33 = 0 

Nu is, omd.:i..t de nik coL,ctor.:11 ,:ijn van s::::.n stels2J. onafh2.nkelijke 

~;roo th,c1d€n ( :Lier r 1, r,, en r.., ~ 11< di?tarmina.nt, livaarvan deza cofac-
t:: J 

toran de cla:::;ic::.ntcn. zijn 1 ni·-'t nul ( zie blz.G2 an 63 ). D€ vergelij-

l,..1.·n.<··--11 l·,,::1')'0,.~''' 1·1u··· •"':'-·1" o·•:>"1· o•~c:·i·,·,' ·..r .. ~rb1.'' 111· :ct ;,~ll V"'"' a·.::: ver011d0 r~• .\., ... ~~ ....... t..._\ .. i.,. , .. .t,i. .. , t;;. t.1<""" ~- ,1. -~ --"' .,J,_ . ....,.;1.. .... , • ..,,? · ,_,,~ ... -, V . ~ i;:;.o;;;:;. ~• ._.. ~ v 

lijkan nict nul is. De vicrd2 v r~·liJkin~ vst het stelsel ( 4 ) is 

dus niet afha:n1.:e1ijk van cL: voora.f,_.aa.nde. 

O::> an.ale;.~:.: !ijzc toont n.;:n a3.n, dr~t clc vi jfdc ver.;elijlcing even­

.min e.fhaz1t:,liJlt: l:a:.1 zijn Vi,U1 c:. . .:: :::.n--atc drie. 

;,1en zoit nu no:,: kun.11cn hi::b'b.,n 3 drit 

v v,. + i, ai l I'\. 

Dan .;ordt 
~,15 11 ,~ u :,AG + /..J.G '- -1-

G35 :.A G-13 +.fa-G2.3 .;. 

a.45 = 

~ ,., 13 
tr 

v '') ,, 
G,:; .'.I 

)3 ·:J G..,. 

- 0 

= 1) 

- 0 

I,.( 044 = G45 



en di t is ui t,_,eslotan, om.dat de stcllan a1 en b:i. juiat zo £;ekozen vrare~( 
'f'•, 

da.t zij onafl1e.rucolij~~ zijn .. 
' .;, 

Ma ,.u 'ti anderzoe:~ mo.:;en · .·ij du.a ~~eii1en, d1:..t bet inderda.ad .mogslljk 

is, de a.1 en bi te lciezen, zod2.ni.:;, dat voldaan is aan· ( 10 ) en ( 11 ) 

en het stelsel { 4 ) 1-!it onderlinc; onafhan!celijke vergelijlcinBen best~t 
·,le ino.::;en dus nu concluderen·vi 4 -- 0 en11 5 = O, zodat we voor de bepaling 

van de ½ vol~i3ns ( 6 ) en ( 9 ) heb°Jen c:;ekre.;;en ~ 

( 13 ·) 

+ ws"' -) = t [. ,_ ,,., 

) 

• • • • • -;. b 5f.5 = 0 l ( 14 ) 

De L?cl.'.m tut tv en t_,, zij,1 vs.::rkrc[:;i:,n dooi~ in de tweede laden van 

( 9 ) r 1 , r 2 en r 3 te vcrvan,,en d-)OI' hun ·,1a.w."l'..en uit ( 5 ) en te letten 
op <le unfini tie van tu en'.3. volc;cns ( 2 ) • Ne.a.st ( 13 ) en ( 14 ) hebben 
we nog ( 10 ) en ( 11 ) cJ.s betra:::2dn..;en voor a1 en bi. De bovenaange­
he.alde stelling ui t de al.:_,ebra ;can in om,:;el.:ee1"'de zin r1orden toegepast .. 
De stellen a.1 en o1 waren d~ lineai1~ 0~1afha11.!1:elijke oploasin:gen van ~e 

vergelijkin,cen ( 12 ). Ori}l;eks::erd ziJn dez3 vercelijkin.:;en 3 onafhanke­

lijke veri:selijkingen, •,.~aarac1·~ de bs:i..c1e stellen a1 en b1 voldoen. Er zijn,81" 
niet meer en niet minder dan clrie. Hoeten de stellen a.1 en b1 ook nog 

voldoen e.a.n een ver.;eli j~.:int'.:, n2 t coefficienten £,1 , waarvan de beide ver­
::,elijkingen ( 14 ) de uitdru..'i:}:in.z zijn, dM J;1,.1eten de coe"fficienten de•-

zer laatste betre}J:inG lineair afl1an:..::alij1r zijn van de coefficHinten van 

( 32 ), due zal men moeten hebben: 

t1 ::: g11u1¾ -!· 11 y 
6 V1-:..v ,...11 w K..v 

t., 1 

f2 
__ 22u I' 22 

v2Kv ..,.22 I' = 0 2 l.U + g + :~ "2"'-, ( 15) 

................................. 
c = .o-55u r:~ + g55v l'" . ,,.55w K .. 5 ° 5~1-u 5 l.v T <..;> 5--\I 

wa.arin dan Ru,, Kv en Kw co~ffici~nten zijn, die kwman worden berekend 
door aabru.i.k te ma.ken van tle ve1".sel1jLin..:,en ( 13 ) • Substi tueert men de 
£1 voLgens ( 15) in ( 13) dan ontataan, lettend op ( 7a) en ( 7b ), 
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a11,.,. + .. "11 n12r + .r .... v 1~ G = t u 

0121'~ -{- G22K + 
V 

G2~ = tv ( 16 ) 

G 13y l.u + o23r l.y .,. o3~ = { \v 
waarmee hat .;ezoc!ltG vereff enin.:fa voorschrift verkre[;,en is, hetwelk dan 
neerc;ele,::_;d is in de verl;elij:rir~,:;en ( 15 ) en ( 16 ) • Het afgeleide vooz, ... 
echrift geldt voor onr;ecorrel&.toerdc ,.,aarnemingen. 

Samenvattend is de ganc van zal::e-:1. aldt1.s: 
Ui te;aande van de .;ec;even l>etre.kl:incen ( 1 ) en de cofactoren gii .vorden 

de gecorrieeerde waarneuin,g-an in ( 1 ) ee e.iubsti tueerd en de vergelijkin­

gen ( 2 ) a.fceleid. Daarna warden de vergelijkingen (. 15 ) o:;;i.;esteld, 
waarna de aldus verlcrec:;en ui tc~ru.1-.:).:ingen voor de £1 warden 3esubsti tueerd 
in ( 2 ). Dan zijn de verselijkin;;en ( 16 ) vsrkregen, waaruit IS.i, Ky 
en I<w warden opc;elost en volGens ( 15 ) rle traarden der £1 warden bere­
kend. 

1\i, Kv en IC,. heten ~-:Eela_~ ) de vergelijkingen ( 15 ) noemt men 

de £.2!T.f_la~en...Y,err;;elijl-.:;~-~ en de verge li jkin-=1en ( 16 ) de normaa.lverge­
li jki~l!.:,. Het vereffeningsvoat' sch.rift zelf heet de methoo._e A!3!... kleinste 
vierkanten. ---·--"'--·-

9.E.me rjring .J..:. 
De coefficienten van de norrr.aalvergelijkingen zijn de cofactoren 

van de bekende leden tu, tv e~ tw. Immers tu= uO - r 1 enz., waaruit 
blijkt, dat de cofactorertn'u' tv en tw dezelfde zijn ala die van r 1 , 
r 2 en r 3• 

Opmerking 2. 
Als de betrekltingen ( 1 ) line air onafhankeli jk zijn is de hoofd­

determinant van de normaalvergelijkingen niet nul en zijn deze dus steeds 
oploabaar. r 1 , r 2 en r 3 zijn dan nl. onafhankelijk, wa.arna uit de theo­

ria op blz. 62 en 6.:. het gestelde vulgt. 

OPII!,_rking 3 .. 
Of'schoon de afleidi11g hier dooreevoerd is voor 5 waarnemingen en 

drie batre!d::ingen is het duidolijl::, dat deze 0eheel analoog zou verlo­
pan voor een vtlll13~rel.J'iJ aanto.l ( n ) waarnemingen en een willekeurig 

aanta.l ( b ) betrel::kingen ( b <n ) . ·i'/ij krijgen dan b correlaten en b 

normaalvergalijkin:3en ( 16 ) • In de cor:--elatenverielijkingen ( 15 ) ko­

men natuurlijk oolc elle correlaten vcor. 

O;pme rl~.P.tl.:1-..:. 
Omdat de methode van de kleinste vicrkanten voor correlatievrije 

waarnemi?l5en alechts de kennis van de srootheden g11 vereist en deze 
evenredib z~jn met de moduli van de waarneLrl.ngen, is het derhalve sleohta 
nodig, de ,!_er,pq,~~-!E.i van de moduli van de waarneminsen te kennen. Di t 
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is 'lfa11 belan.g, omdat het ·.reela.1 ~3e.'.·11a~~J:olijker ia, de verhouding van da' 

motiuli t d.::.11 drzd ~elf t ~ ')sra:.en. .Zo zal, als 1iij van 011ze vraarneraingen 
1Neten 1 dat zij onder nz.?.,Je:1os.:, f~elijl'"e mr.sta.11cagh.eden met hetzelfde in-­
stru£.i.::,n1·tc1.c:Lu1n z-~~1~1 :_;ed.:t1:.L;·1 en ovcr·:._;e:r1.:3 ·t;;.:i~·:snd is, de.t ~~ij 2.ls exemplaren 
van een !lOl"'Ll.31e y,9reEiJ.i21.:c~ ,:1O.i,0~1 •;o:'.'dE;·: :.·enehOllWd,het veelal g€oar'loofd 

:Si ,,.~n,ach'.ln van uc :;;::. t:~,0,,,:1 cl': r Lle i_nste v lortanten. ·-· .w--.. ----·- ::.i;;. ______ .. --- ... - - - - __,._. --- • . • .. _,_ -------·--- -·- ---·-

en dus 

of met he t o o g o ~: 5 • 3 • · , ( ~' ) ; 

= t:. I:,~ 
...... i,.,L. 

··--~i~­
g ·-

,.. ] 
+ hr. 2. K, 

L l l .t 

+. Tr 
\;\"l;.:.,v, 

( 1 ) 

( 2 ) 

Hier gaat de sor:iuatie ov,c:;r :!. •tan 1 tot YL Je 2.ullen aantonen 7 dat E een 
minil'1um j_8 d.•,r.z. dat voci' r11le mo~}?li.j}~13 Bt::l.13n £., die vra, ter on-

1 
d 0 rs:c•''"lt-:liflin.:~ rnet hr-t vrl ·,:r,c:; ;·,a+ v,-::rpff'r•niri ·rsvor>rSV'11rift be·)aal de 7) -'•~· ,,,,,,._..,.., ~ ·'-'"' ,.,,,.. ••~ ..,,-.._,:.,...'"'-· --~-.... v ·v --.~ ..... _,,.,__ •,..,) •v -"-~ ,i .,;.'; - ··,11 

3M zu::!.l.n:.. duicer met t..;, :~ m,1,::1 ·:i. '3 •.. ~;~) voJ.doen, duE waarYoor 
J, 

,.. . ., 
I .. i"\ i::. 
i '.; I " I 
'"' .... l .J 

r i'i_. ,i.} 
I .:, I .t. ,_ 

geldt: 
7 

;o• \ ..... i 
l :-S,.,; •{, t •~, f, ,.; l 
' .:~ ":... .J;,.. .J,,. ' 

_J 

Y1 •. ~ , __ 
f :. .,~ 

' ,.. t ! ..... : .; ., L i.. -

, ·•'•-'.·.· ··· .,... d .. , · .. ·, h .. ,, ,,:- ,..l· 1r•'!> n ·· .. , 1 ... ,. .. , -, \' ·1 ,, ·,J.,. .',l 1A.1..1n.,A\,<.! ....... l:>'•• f\..r .1.,;;r.:,.,,, 

den 

·'-
~ 

\! 

t 7 
I r· C C I 
. :.;, , ., -- .; (.,1. I 

... r.. ...... ,_,I,,, • ' 

'- -
•' ") 
I I .. ; 

I .• 

"I 
'·i•"'l 
'- l .. ; t.. ) j + 

l j 

in substitu.eren. 

( 3 ) 

( 4 ) 

bli jkt, als 
\le krijgen 



[ gu<';_ ( '1)..; 
,- )] r r ... Ct = J.(~ t 

{ J. u 

+ r i \rr I 
L_ 

Hu is 9 

VO P ·,1 S ,... -: -- J J o ,·, ·- ' ( ,. ' 
.•. ~- h. .,- ,.:, ...) C' . 1.._ ~ ;: V .L.. 

volgsns 

Zo ool-: 

u. (-.h -S. 
J, :.L 

\'\~ . (-'Y)-; J_ 
-E. 

l 

r· .., 
. .-I, f i u.i.' i :i. I --

.J 

' .-':, . .: 
L. l; 

i], rr [ ~v 
..., 

)j 

t.cl 

1 l -- 0 / _l 

v. (1-l :t 

TT ~·-~.r eD IC. nul (~ll 
V'I 

- E. 
l iJ+ 

is dus inderdaad 

~3 derde trrra in tet tweets 'J ~v1 ( 4 ; is s~eetis positief, dus is 
hJ. crnJ'"'e , .. r-,,:··enr.ir _..; .. .1..::..,-:-:-. !.·:...,~·. ✓-Iv~!, Clat r· J)'i._o:, 

I c-:· ·., ')'/ ' ' I f;i., ·i '/ i l I/ I J.~-,-- - . 
·- J 

fc· C 7 
: (....; c.-; I 
l - -'-i 
1_ ·-:""' 

r .- . -] !. g .. C..: 't:.~ 
J_ l .L .L 

,_ . 

E:n dit ::Lr; dan esr1. som -,~a:1 k\'lad~::-dten, F·c,itel:Ljk zou de methocle dus moeten 

J:J.2ten~ 11 c'.e methode van de L:~e:Lnste son van vi1::irkanten 11 • Men gebruikt 

Om.~s\sci:'d voJ.c;t u.it de ';i2,1 do:'. r; e,=?r:. minimum moet ZlJn 9 het afge­

J.e:~de ve:::-•ef:::enin~;8vou:csc::.rr·:d.'t ;Jj_;] gaan daartoe ';;ree:i.~ ui t van ( 4 ) o De 
I 

I). voldoe:n. a.an 
1l 

r 4- ) e::1 de c;1 aar:; G ':n. eve re en.komstig ste lsel. Is nu de 
middeJ_ste tsrr,1 j_r;. 11~3-:; tv,cc'c'.e cl '--eI! ( 4 ) nul voor el!f ·[.7ae,rdeste117 i~ 

clat arm l: 3 ) vcld.,Jst 9 clan 1.;.,1, ::oo.l·:, ·,rn c,ssien hebben 9 gii £i £i]een mi­

nimum, DGze eis j_f: o.us 'T'JJ..Qoe1.::c~,g-~ .. Dr.:t d1::i ·eis ook noodzalrnlijk is 7 kan 

;. ' .1""'-"!'( \.'• 
( ,:; -,- _i ' i• 

' :J_ 

,::· ) 
... -l,.;.,j_ , 

verselijkingen als ( 3 ) voor 

I" 
,, r· I; . >--
'"' i .. '"~i•'-?.L' 

{ --
L 

',Ye h:unnen nu f,:., alt;:·_,jd :::,n l:.:lstn denlc:n::. 1 :lat de laatste term ui t het tweede 

lid verwaarloosd mns; 1Nor·dc,n te::_;enovs.:.~ d2 cc:.ildere termen. 

Is nu 
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,den :nemen we (~ ne.;atief en da.n is 

[ _;·ii?;)i(~·] < [gii;::if:i] ( 5 ) 

Is daa:rentegen 
[ 

- ✓ 

c;ii•::i ( ':i -- ti ) ] ( 0 

dan l:an (•) 'i)Osi tief ;-,;enOmi':n1 i:rnrden, vmarmee men eveneens tot ( 5 ) kom.t 0 

' ... -
In beide .:__,evnllen dus l-:m1 [2;.; . i; s:-:1 ge-en minimum zijn. Di t kan alleen 

....,i ~- '--1:t 
zich voordoen als inderdaad 

of 
t gii £i ( "1i - ;:,i )] = o 

[ g ii.:': i'' Ii ] == [ g i j_ i.":i Ei J 
voor a1le ,:aardestellen \7 i $ diis aar.:. ( 3 ) voldoen. 

( 6 ) 

D2n ,:,chter moeten de coe'fficie"nten van de 'Y/ i in ( 6 ) lineair afhan-

:'.:e li jl£ zi jn van. die van ( 3 ) 1 dus 

J; .. 1-. = u. K + v. K ,i- w. K 
ll'J. l U l V 1 W 

of r i:-,•i i ( Tr .J.. V I' ' "·' ~ ) G· = b u . .I.'- ' • \. -,- lY. 
l ... lU lV. l iv 

en [ .,, C ·-'::'~-t TT , tJT + t )( 0 · • c.. · ·~· · - .cs. -,- -'~v ,- --·v ll l U U , v 
( 7 ) 

waarmee hat eerder afcele:Lde voorschrift OiJnieuw verl::r ec.;en is~ 
O·,Jr.::i.c, rl· 1· n r.• -.-:!i... .. -1..- .. ..,i.. qo 

Bij de oplossine; van practische vraaesstuklrn 11 verdient het aanbeve-

ling 

,3611S 
~

g .. f: .. e,;;Jte berekenon eenrnaal ui t de E. zelf 1 een twee de maal vol-
ii 1 ~ 1 
7 ). Dit is een waardevolle cont:role OJ) het rekenwerk. 

5 o 5. [!1_eetk.~di_$.e_ illustra tie van cJ.e methode_ der_ kl~ inste vierkanten. 

Laten we aannemen 9 dat er 3 i.-.raar te nemen grootheden Pi zijn en 2 

be treld:insen. 
) 
) 

~ 
( 1 ) 

De waarnemingen zijn Y· en de bijbehorende cofactoren gii. Wij nemen nu 

een rechthoekic; assens~.steem aJitL:1hdt 5malteenheden op de assen, gelijk 

aan ¼,. Als dan x. de coordinaten van een punt zijn, geldt voor de af-
11 J. 

stand 1 van di t punt tot de oors1Jr6ng 

12 - n ~ X ' a X - + ~ XX 
- 0 11~1 1 T 0 22 2~2 °33 3 3 ( 2 ) 

De betrekkingen ( 1 ) bepalen elk een lJlat vlak. la.at a daarva.n de snij­

lijn zijn. Is verder G het punt met de coordinaten pi ( G irordt het " ge­

meten II punt genoemd ) , dan zal in hE::t alc;emeen G niet op a liggen, om­

dat de pi in. l1et algemee::i1 niet aan ( 1 ) zullen voldoen. 



r:r::;2) 

fiJ. 5.5.-1. 

·.!ij (.:orri0eren ntt de l)i e1.li: r,1et een bt~ctr8.g ,f1 • Het punt V, Ha.2.rvan 

de coordj_naten pi + £1 zijn, zal o:J a moeten li.;Gen, omdat de c-ecorri­
aeerde wa.a2~ne::1in::;,en •;:e 1 aan ( 1 ) rnoaten voldoen. ( V noer.1en we het 
11 vereffende;1punt ). Dit :pu11·:~ V nu moet zo celrozen r10rden, dat 

{ 3 ) 

minima.al is. Omdat de E,, i de coo:;.~dine.at verschillen zi jn van de punt en 
Gen V stelt,in verband met ( 2 ), ( 3 ) b.et kwadra.at van de afsta.nd 
GV voor. ·-.1annee.r deze afstand minimum moet zijn, met V het voetpunt 

zijn van de loodlijn uit G op a neer.;elaten. 
Is er een betrekkin;3 in _pla.a.ts van twee, dan is de meetkundige 

plaats van V een plat vlak e.n moet uit G de loodlijn op di t platte 
vlak neergelaten worden. 

Als er meer drcn drie 11aarns1i1incen zijn missen we de mogelijkheid 

van een meetkundi..:;;e voorstslling, rnaar ;dj kt!nnen in een meetkundige 
terminoloc;ie bli jven s)re 1~en. Bi j vi jf •.·,aarne:-iin,Jen en drie betrekkin­
gen geeft iedere betrekli:in.; in de 5- dim.ensionale werkruimte een R4 
( een ruimte van 4 afmetinGen ). De 3 R4 1 s doorsnijden eD~aar volgena 

een R2 , een plat vlak dus. De 5 wae.rnem1ngen pi bepalen weer l1et geme­
ten punt, waaruit vre de locidlijn op het snijvlak ( de R2 ) moeten neer­

laten. De a.fbeleide :forLiulea van de metl1ode der kleinste vierkanten ge­
ven dan de oplosain0 van dit 5- dimsnsionale meetkundiJe probleem. 

Het lm.n in oepaalde ciPvallen van gemak zijn, aan dit meetkundige 
beeld te den1:en. 

5,6. Algemene afleiciJ_._p...J. van de JI1,!;.!!to2,_e __ .der ~J~inste vierka.nten. Gecor­

~-t_!L8.1'.!l.!.. vraarn~-~~ep_!. 

We zullen ;;;ebruik ,-ia::en v.:m de not a tie va.n de " Ricci- reken ing ". 

De segeven betrel:::in,;en zijn 

u~ r1 = u" ( 1 ) 
l. 0 
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De index i, eventueel k 9 1 9 m, doorloopt de rangnummers 1 tot n. 

Er zi. jn dus n grooth12den ?i. De index f' i en de e,e li jlrn o ortige lo 1 "C 1 nur.a~• 

meren de betreklcingen. Zi { lopen van 1 tot b ( b <._ n ) • V!e onderstellen, 

dat de ver:;el:Lj~r.incen ( 1 ) onafhanl::elijk zijn. De v{aarnemingen zijn 
i . ,..i ,. ik · .. 

p 9 hun correcties t, ei1 hun coiactoren g i vmarbiJ we nu hebben 1 dat 

de {/k met onc:.;elijke index niet nul zijn 9 althans niet alle. De pi kun•-· 

nen dus ,:~ecorrelatesrd z:i.jn. ·,-.'e volc;en ceheel dezelfde gedachtengang 

als bij de afleiding van het vereffenin0 svoorschrift voor correlatie­

vri j e ivaarne:mincen. 

De :::secorric;eerc1e waai~neri1inc;en moeten aan ( 1 ) voldoen, dus 

of 
( 2 ) 

waarin d,3 t f> \roer c:e te :;ens1-ira1::en zi jn. 

line aire transf orma ti. e 

,le onder1;rn rpen de 'Di aan de J.. 

p i u. I) 
l 

= RF-

b~ ?i = R~ 
l 

( 

( 

3 ) 

4 ) 

De index°' 9 sventueel f 1 r, doorloo:,)t de ranc;nummers b+1 tot n. 

Voor de iraarnemin:::;en levert cl:3 transf orE1atie 

TreJrken we ( 5 ) Vall ( 3 

f° . 
rf u. r:? = i· 

t,;. i r<X b.}J = 
l 

) en ( 6 ) van ( 4 ) 

t:{ E,i = R f' - r p = ,,/' 

b <:{ i ROI 
. E -
l 

QI, ::,( 

- r = 1 

( 5 ) 

( 6 ) . 

af, dan hebben we nog 

De r -fen r ()I zi ;jn de •1waarneI:1ingen 11 
p 

voor de R 

( 7 ) 

( 8 ) 

en de R 04. , ~ P en r; oi,_ 

hun correcties. .~ ()( 
De c ofactoren der r' en r berekenen we met de voort~olan tinc;swet 

ui t ( 5 ) en ( 6 ) • 

Zr zijn drie soorten 

G°'t.\ il·· ~ fJ. 
r = g -"bi bf 

We kiezen nu cle b~ zo, dat het stel grootheden rO( enerzijds en het stel 
l 

rP anderzijds correlatievrij zijn. Daarvoor moet gezorgd worden, dat de 

cofactoren Gf'f nul rrnrden. Dus moeten volgen::: ( 5 ) en ( 6 ) de b~ vol-

doen aan~ 
ik e {?> 

= :; 1.,1-! b1,_ = o 
J. ,. 

( 9 ) 
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(." 

Vol_;ans ds in9 5.3 •. :;·~:''J.OE,: .. ide ~Ttollj.nb uit de algebra is hat moge-
lijlc, n - b stcllen l::1;. \·J.l'lei.2;:1, ;::i.c~ linE;air one.fha.r..kelijlc zijn, waar-
bij ell: stel a.an deze 'b \''!"".:,el:i.;lc-in[;en ( 9 ) voldoet. Wij moeten nu 
nog aa.n·tonen, de:1; d~ze ,~,tellrn h! IJ'!1::1t da u~ voaren tot een lineair on­
e.fhankelijl: stEJlsel transf0rn11t~_c-fo1--mules ( 3 ) 1 ( 4 ) • Afhankelijk:. 

l1eid zou bestaan als 

.\,. ur. + ,u. b~ :::: 0 
1·· .... ',, I'). J .. 

·,rnarin lli(ot e.ll6 ). 0 en /{ . ;'..al zt ,'l'L .02'.;J'. ZOU ook 
--- 1 j i> 

ii: f' ,,. i 1r :._ G' 
)__ ~,~I u .. , ·.1, .. + l• sk -Jo.b. v~ =: 0 

/ ~ l. ,/· ._ l K 
of 

( 10) 

en 
i,.) 

., 
or 

( 11 ) 

·,re::;sns ( :.?, ) r~3duceren ( 1(: ) cr1 ( 1 ·1 ) z:.c::1 tot 

.o•il' .. 
" ' - C' ( 12 ) ·"'--f ~r :::: } 

e11 r"V 
:.n 

() ( 1 
, ) 1~ ... :~:;- ! -- .) 

'1, 

Coof'f:i." c~ e"'nter1 l D,~. a~,c,+•:·,,,s1' )'l .. ,. + ··c··>, ·.·1: "L", ._,, - .... J'f.,_ p• ,., ,_ tJ t.- .,L. ,..,,.1, ~ •-.-,.a.,., V \, >..,. ... i. Jo -~...., 

stel se:: ( J ) ons.fhar.2·:e li jK .Ls \ (;s.::,ev(::in 

st:c1sel is niet nul 1 omdet het 

) . ( 13 ) ie een atelsel van 
r • \ ,__ d , · ., ., 1 · t k 1 ,_ 1 i ,. n - o / vera.n er..,_13 .. ;:en/u.~ , •,r:iarval1. Qf3 t.,etcrw.inan oo - n e"' nu s, 

T- ,.., "'"'· ·c1 ' b~ . ~"\ ' A \ ... ~:"""' ",•·n ..,.,:, ,'.'." ..... ~ --~ r::: r--,, ~'i"": ,,.':'~ . ..;- k d; ~L \ - ., fh O.ilu&t.i ,,e ue :t 1 •• , '+ 1 .• u 1.,L.1.., ... ,, .c ... ;;.,:.,e::: •• , '-'"-'·" co _1, s1;e1se..1. ona an--

( 4 ) aanse·• 
toond. 

, t'I. 
h 

T,r-' ,,f·' 
~- '. ·~• V 

',) 

( srf, ,.,_,,·'.l!l 11 ·i + ,\:' '), ',, •.•·.·•i• ( ·1 t ' 
~ V ·•# ·L) ... ~- """'--·· "' ... . .• . \, ,' _: ~ z .l ,JI• r P (311 r e-i hun 

(= {"'\ '¥'";-'',q;.:-, ("' ... ;., ·t i."': ,...., /t1 f ,::• r: ,·•tt ,.-.,... '. .r·.,. ~-J ·.,'.·"'t \_' r. 1 {.·." -. ,_,,,. v..r.. ,iii,- •,., ••• ,.,, ,, ... \"" tJ. { \,.. ..... j -- - - --
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G11 G12
oo~oo 

1b 
0 0 G :0 0' 0- ·O 0 

,., 12 .22 G2b 0 0 c.:r G· o Q I) ~ o 0 Ct O O 0 

i 
l 

l 
a o ~ o n e o Q o o o o o 0 a o o o o c o o o o o a 

G1b 2b Gbb 0 0 

lluik 11=
1 

G 00000. 0 4 O o O 

0 0 0 
b+19b-:-1 Gb-:-11n 

o·oooc, G ooooq 

0 0 0 
1c+1p-t2 Gbt-2111 

0 0 0 () 0 G COOQO 

(.' o .:J O o:l O Q O O '1 Q O a O <:, ll O O o O C· 0 0 0 O Q 

0 0 OOOOC> 0 Gb-:-\n Gn, n 
0 0 o O <" 

Vullen we de :.)sc ori~ic;s erde \'vani~n2:i,1in .. :;cn in de be trekkingen in, dan krij-

sen 'ive 
f J-' 

, == uo -- e r ( 14) 

Omdat de re,i._ correlatievrij zijn met de rt° en de Rtf..niet in de betrekkin­

gen voo::i.. .... l:omen, Wc~ardoor dus de r er, bui ten de vereffening vallen, is: 

Volgens ( 13 ) en ( 7 ) is dus 

e.-i 
u. t- = l 

of in verbe,nd met ( 2 ) en ( 

en volgens ( 14) en ( G ) 

5 ) 
e.-i 

u_i it;.. 
.J.. 

( 1 5 ) 

( 16 ) 

b~'[_i = 0 ( 17 ) 
l 

Om uit ( 15 ) en ( 1S ) de .Si 01, te lossen, bedenken v-1e 1 dat deb~ 
l 

n - b onafhanlrnlijJce oplossingen waren 9 zoals ( 9 ) aan6eeft 9 van de b 

homogene vergelijkingan in de c. 
l 

0 ,ilr: f = O 
b ~cci ( -18 ) 

.. onafhanke li jl;:e 
0m2_;elrnerd ZlJn dezs ver6 elijl:int;en llrecies de bYv-ergelijkingen, waar de 

b~ aan voldoen. Moeteri de b?< nu cot: nog ae.n de homogene verc:;elijking ( 16 
l l 

volcloen, dan moet deze l2.2tste lineair afhan.lrnlijk zijn van de b verge-

lijkingen ( 17 ) 9 dus 
• 1,- C, 
l~,_ I T.{ g u,,..r r.; 

.!l.. ·j"" 

wc,armee de correlatenver3elijkinc;en v2rkregen ZlJn. 

( 19) 

Subs ti tueren v-re de z,3 ui tdruJ.ddn0 en voor dc-3 £ i in ( 15 ) , dan ont­

st2.,an de normael verse li jkinc;·en 
(:rs- (J 

G. r = t 1 

~ 
( 20) 

waarin 
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( 18 ), ( 19) en ( 20) vormen h~t vareffenin~avoorsohrift voor geool"); 

relatesrd-3 waarne;.iin~en. Als bijzondc.r 5eval vloeit hier natuurlijk ht1 

eerder a.f\~aleide voorschrift voor on.::.eco:rrela.teerde waarnemingen u.it 
voort. 

Dofinie're;n vre de .::,rootheden .;;1k weer door 
il ""l 

s-1,JJ = C1 

<le.n volct ui t ( 1 C ) 

en ,mrdt 

o~)u,3 r 1~~£:.. 

l.. C 

i ,.,. f. 
(.>1• ,. J .. 

F ~ 
u. r., .. 

Ir -.> 
t .. 

( 22) 

Ook bij het vereffenin~_.svra.a..'.;stuk mat .:;ecorre::lateerde we.arnemingen 
ik is ;_;;e'blcb::n, dat het voldoende i3, d-, cofactoren g ,te kennen. Van de 

moduli en correlatiebeclrac_;sn komt cl,:rhaJ.vi:J het alleen op hun verhouding . 

aa.n. 

Zijn de betrelcJ::in.sen nist lin:;:a.ir, zoals tot nu toe ,:ierd onderateld 1 

dan \1orden dJze op d.a vol~.ende wijz e tot lineaire herleid. 
Stel 

f ( :P1' P2 , ••••• ,Fn) = 0 

is een d3r,-;;:;li jlce b/3 treldcinc;. Subs ti tu tie hierin van de i3ecorrigeerde 
-r,ae.:rneminc;E:in gar: :ft 

r{( i?1 +£1 ),( P2 <·£2), ..... ,( Pn +fn)} = 0 

Ontwild1:eld in aen rcaks van Taylor 
c) .t• 

f ( Pp P2, • • •• ., Pn) + ';) ~1 t.1 

ontstaat hieruit: 
vf 

+ ~2 €2 + ••••• 
vf 

+ » En+ 
n 

+ hogsrc gra.ads term.en= 0 

waar1n de \Vaarden van d:; 1}artie"l:: af&:..:leiden te berekenm. zijn voor hat 

stel waarden p 1, p2 , ••••• , Pn• Da €1 zijn veelal klain. le.ten we dus 
de ho.;ere .;raads termen weg bij de r~elcaontwi~.:l::aling, dan maken we wel­

iswaar een foutt maar m.3estal een zeer kleine. De betrekking is eohter 
nu. lineair in f. 1 gew·orden en de ontwikkelde handelwijZ e voor lineaire 
betrakkingan kan word.en toegepe.st. Zijn de €1 gevonden, dan kan men met 
de oorspronkelijk r;eJeven bstrelcking na.;aan of de geoorrigeerde waa.m.e..-
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min2,en dezc in voldosnde mate bevrsdiceno Mocht dit niet zo zijn, dan 
moet men te we~~ Garu1 volgens sen iteratieproces, d.w.z. vol~ens aen 

sta::;is.~~ew:i.. jze benadering. Ji j zullsn hic..,r niet op inc;aan, omdat bij de 

l)ractiscl1e tocpassing di t ._,sval zich m.aar ui terst zelden voordoet. 



IJ1.::,0.?J)-ST1tJlC "'TI o 
•-•I••""'-·-~-..,_#-_,..,_,,.--.-•.-.~ . .........__._..__._, 

D2 c:1t1:,1i::::lr2:1.L1,; v::.~1. c'.e i;,2.<:hniek van de methode der 
_l{J_§_.·hrc.?. ·c ,~ ... ~:')-_c.:~,;_:;_~~:~~: · .. _,,~_c!_ ~::. ___ 9._o:.:;::~ a.~1£:::~~-~-~__:L j e waarneming_en. -

6.1. De gewi~hLen. ---~-- ....... _... ____ ... ,..~ 

J3:i.j de a:f'leic.U,.1_~; v~~;-;_ :w·,; or?:;511sel va::.1. de rnethode der kleinste· n~r­
k:.mten heblJer.:. we ds c:o:~·2..c~~cre;:,n c/\3ebraikt, clis evenredig waren lil'e:t :tiet 
kwa.dx·aa·~ Van de .moclu...:..u.s. Ve.~·c: -~::: tra.cl-"ri op de g.; . , omgeke erd ev'Elhr-e4i.g 

. ~1. . 
:met het k 11,,ad:er~at van rle moC:i. 1J.lus. r!:e:c is ,:sewoo:1., oij de ver-• 

1J1a2r0.:i..J '.le WE.i..1rnemiY~t~G1:1 ongecorreleerd zijn, 

alJ_een t,~ be '."~ic:;e:n d.::? GGiti c:'.J.ten gj_i. Ee:1 vu1-1digheidshal ve sch.ri jf t m.en 

da:r;. g., i:1. FElks r1.c,t2,tic o_;b~c-~· l'Jst J,:23.'ructc::c d 1'3Ze:c grootheden minder 
J. 

j uis t ,. ~i. t 1.c:o:i.11t. 
l ' "tc, y-J. • .. :• ,., •, .• ,. , .. , .; J• -f" •t ,j c, C ( .-: i~ 

.. ,;;:·.,,~ ---\.....:....1...L.L •'- l~-*~' \ \., . .._; 

_., .... l, ~ 

i:s 

n 
L 

eon expone::,t ) 

... ·:. .... -. ..... - '.). .. 
/ l 

waa.i:.\.n ; ( 

2 
/.),, 

I I 
./ 

i 

. . ~ ,.) 

I /,(,{, 2 - . ., 
O' {£n .::;, 1 c::: 

.-' 

0 , ., . == 

ll.: 
.L 

2 
P-n 

./ 

is dn g. het oijbehorende 
l 

A 

=./2 1 I 

gn 1 

J3lijkens leze a2nec-:11,1.:2sc.'.1:Jl:.:c::: .. k ever:i. 0:'s1.ii2)iej_c. is /u op te vatten als de 

modulus v3x1 die waarnc::rn~-~1~; 1 C:~j e :·.::.1 >et gekozer_ systeem v-an gewichten 

6. 2 o Sta:nclao.:cc't \TJ•t:i.3,:;-;:r·Gu}r- :[ G --·---- ____ __,_ ____ , -, .... ____ ·-·~ .. , 

Ile ',te:::."Ii.1 1 r:o.a::.:·J.:n be-t J.).t':Jhl8c·,1. geste1c. i 3 ir. § 5. 3., waar het beginsel 

van de LlS -thc:le Yo 01' de v-sr-e:f:fe:.1J.:1r r;3rd 2,:fge:1.e::...d 9 noemen v;e standaard­
vraagstul,: I., Sarncn v:, ,-;_--sE-ff, 1~ hJ,dd.i:m v,:·e cl.aa1' he t volgende. 

GG~_P~'::_G_E.. de bG ·L~l"e~~l::;_r:.c_:31:. 

tus,sen de 

ten 6io 

_QevnLc'\⇒}, de 

... . ) 
,; 1 J. ··1 ·,· 

a:::-,.:1 

V, .:P.) + 
C. t •• 

.i.oo<.·t. -i- V? = V n n o 

,u w · rc1.:n o 

') C, "" 
',1. -_; ~:':''i V 
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·u1f1 + u2f2 + + C uo [ uipi] :::: tu """ • ~ .t) ,:i. 1-\i'""n :::: -
v1£1 + v2~ + 1" -ti C (} ♦ + vnE:n :::: VO - r vip1 l = t 

l ., V 
( 1 , 

w1E1 + i"l2C2 -;:-- + 'lin£n = .. , [ \Vi Pi] = \1 - ,, 1)rj, • $ 1, 
0 

De corractiee zijn 
{ 2 ) 

Dit zijn de correla,te:nver~;a1ijlcin0en. De E1 hieruit, gesu'.)stitueerd in 
( 1 ), lev,3rt de normaalver.:;elij1i:in:::;en 

[

-U. Y. -1, 1 1 t .. _. __ 1. K ~ 
r.- V 
vi 

-J 

r1 u.vt. -
' 1. 1 .,., .. --

) 

+ Gi· 
l 

l l ~ . 1 1 " 
[ 

V. v. ·1 1 V. H . -, 
+ --.-. - .~~ .,.. -····•·-·. lh. ,.. ,l ,..,. · 'if 

,;;i . I 0 i ' 
..... - ....l 

r Vi 11"i r -·t 

, ..• f 

.;, ·''-v ~ '. · ! 
'n'i ~ i 

K '·•-----

l 
,..-:; g. I Si J 1 - L 

:::: t 
w 

[ l ~ . <: . t . l ::: K t + K t + K t 
·J.ll• UU VV W\1' 

.i 

E ::: 

( 3 ) 

( 4 ) 

:ij ziJn hier 1J.itge6aan van linE.aire betrel~:in.sen. Hoe ta handelen 

voor he t geval ze niet linnair zi jn, is aanc;e 0even in § 5. 7. He t komt dik­

wij ls voor, dat men geinteressesrcl ia in een grootheid, die een functie 

is van de vereffende waarnerni.15en. ·lij nemen deze functie eerst lineair 
en stellen 

I\ _ . (".:: .- ··n ·~ ~ "t ... 1 I - 1 1 "· 1 ➔- 1 2 r 2 "! • • • • • • 1n ... n 

[)e ,;,aar,le van deze .srootheicl vinden we door voor de P. de vereffende. \Vaar-
1 

n1%1in,:;an :pi + E1 ta aubsti tueren, due 

( 5 ) 
' \ Meestal zal z.1sn. dan oolc de r:wdulus van/ , wen.sen te kennen. ·ti'ij zullen 

hiervoor tvtH? a.flsii.lin,.·en :;even. 
Afleidin(: 1 • 
... ......,.,._,., ... ,..,_... - -· ,~ti,,:( .. ' ·"' -.. - .. 

Bij di't en soort~;elijl.:;8 pr,:/blern.en .komt :1e-t bere::enan van de modulus 
van een functie van de ,,a2crne;:.1insen ll€<~r op het berekenen van de cofactor 

ve.:1 d.e ,:;1·ootheid in kwestie en ··1el in het syatseu va2:1 cofactoren en dus 

van de ;;ewichten, G.ie a:311. :1e t vers ff,.H1in&eproi:>le eni, Wa.aJ."aa.11 de waarnemin­
.;en wer~ ?n 0:1.der,rorpen, ton (:;r.ond::-:Jl::.c; :is .:,ale.:.;cL De cofactor, vermenigvul-,, 
di0d 1ue~tt ', levert dan ha't l.:wa.draeit van· de 2,ezochte rdddelbare fou·t ope 

~'4en zie 9 ,L 5. 
De coe·ffiois'nten va.:1 d.e norma.alverl;elijldngen zijn de cofactoren van. 



4.-t 
"u~ u 

l 
j 

~1aarbij 1 .riJ ct,1s ;,1et de Btreep boven +,wee door een ko:c.~a gesc:C,.eiden 0root• 

hsden hun cofactor heb'ben aa1,~8.:;,even. 

T'let .:1€ norLlaalvert::'.·eli.Jl::inJe:·1 he1.,1Jer: r1e nu 

fu.v ] ' i l. i "-··+ 
-.· ,· ··:-- -- ~' ''u 

' l">i 
L . 

-] -:u..v. l l 1 .· t•,.... ___ ,,. 
--- •. ,. f t ,.,., u u 
bi 

rv1v. 
1 ,,..---

·--· J.~ l t V U 
... gi 

waa~uit direct volgt 

r--1-· 
_,."Yi' "u 

rw. Vl. .., 
!'1 ~ ff""•---­

·'·1- · .. -'::.. ''" t 
I • • i,\t, l.l. 

: {.S. 
:.. 1 

= r---r = 
v' u 

I~~-""fu -- 1 , T~~;;-tu - 0 ~ ¾;~··-:ru = 0 

Op geheel ane.loJe manier leiJen we af 

en 

u.. w. 
1 :t 

G· .,. 1. ., 

' u ,. • i V ' 
. 1 

... t -· ', 

! g. 
L l. 

r 
1 v1 v, 
I---...:'-
! ( .• 
! '"~i 
;,_ _,,.f 

1 

,, ... .,,,,,.,, ..• ~ 

·'u i t<..Y 

[u. u.1. ]. 1 

g. 
1. 

[
Ll.1·•·· Vi ] ---

..::,i 

l,-u i "'1:.. .. 
1 

g 
i J 

= 1 

= 0 

- 0 

;~F.311 ansJ.oc,~;: ~~telsE~1 vm1 .3 V9r,:.;e1ijlci.21e;en kunnen we afleide.n voor F'~, 1t.,, 
~-;-~ en I~v,-·¾·, , w~arv!ln Je be:cende le<len in opvolging O, 1, 0 zijn 
en een derdo steJ 1.n ~~;--~\'~ rr:-:;·it,, en rr,"",-·,r :net bekende laden o, o, 1. 

"'- ' • .. " w 
Vergelijken wa de 

( 3 }, ( 4 ),, ( 5 
etelsel 

situs.tie hier met de ate,lsels ver&elijking~:n ( 2 ), 
) en ( 6) vrm § 4 .• 1., dan zien. we, dat, als het 
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I 1..4. • I ·l,- u.i u;I ._-:., ___ Q 

; uu 
, l ·, + ; .. , __ _::_ i 

~,. I 
J. ...J 

r . I n. v.; 
! 

__ l __ l-.1 Q 
I UU ,-·,• r 

I -.:i I 
~-· ·-

,:, . I 
L~ ~1 J 

.v 
I--~ 
l , 
L. '·'i 

r., 

"'uu 

() 
··uv 

..,. 

+ 

Quvtv + Ou'iltl/7 

r,, t 
"'vv v ·!!- 1"1, t 

''yi'; w 

Q t "i· Q.. . t,-;., 
·,iV 'v 1{. " 

+ i-"i YI J 
l t:,· ·1 

+ 

'., __ 1 J 

F,. -.: .7 
1--~..1.t 
!_ .;i i 

,.,...- ..... "T"' 
"''u' ~\1 

Ci ·vu 

r\ 
''\:fu 

,·-····,,... 
- h~u' ).',.v 

( 6 } 

·- 1 

= 0 

= 0 

m. ;:, • 11. :i3_£_~.f.~..9J.P.£.€1L.Y!-:::. -~"te:.... . .£.2.r..:::_e_l_:~t~!~ y~ i jn de c oE!ffi 9i!!_1 tell _v_"¥!, ___ ~~-be-
~-e1·~if:.. ... t~!'P2.!1 iz:-:. _d_~ _ _o_ .. :J:..o..2:..~i1ltl . .Y .. ~T~ de JJ-_ormaal ver~l~ jk_~!l.L..~.E...:. 

'/:i,1 gaar .. nu v·erder r,~kene1:. Vol;;ene ( 2 ) is 

··-·--r- r--- w---·-.. ·-:r \11· ~.,.-----r-n' u """' ui g1t.1· 1 I., = U; ~, .. ,, t, ,. V.; l\.v ., llu -,- .r.. • l, -
. U. -~ l... .l .._ 

t u - " - I.A 
0 

p,t =-· 
J. u 

Uit baide rc~ulta~0n volct 

Zo :;.a ooi.: 

. ··.,--,. 
\"{ 



Op ane.loge wijze is dan volgans ( 2 ) ook 

of in woorden: 
a.lle srootheden van de sroep secorri0eerde wearnemingen enerzijds en , 

alle sroot he den van de groep co1"rJcties anderzijd s, zijn onderling corre­
latievrij. Den is echter oo1c een linea.ire functie van de grootheden van 
de eerste groe:,:i correlatievrij met een lineaire fW1.ctie van de groat heden 
van de andere groep, dus --- --- ~ - ~ -· ._, __ , ______ .. ____ _ 

[ l. ( p ~ + f . ) ] , r 1. L . ] = O 
1 L l L 1 l 

( 7 ) 

Nu kan de Jerel:ening van de cofactor '·\J\ 1 :r~ie ( 5 ) , gemaidcelijk ge schie­

den. -··-·-- ---· ... -. --------·-·---~-----·-----
/\ , /\ ,:: [i. ( p. +c )] ,[1· ( p. + t• >] l. J. l l 1 l. -·-·-- -· ~ ......... -... ---·-·------· .. - - - ... _,_ 

= [1i ( pi +Ei )] ,[ 11Pi] + [ 11 ( pi 

= T1-:P·~ ~r,-1i-i-;·~--·] + L1~-s 1-,1;i pi 
of omdat vol~ens ( 7 ) 

van 

of 

dus 

Y11;i-T~-r;:~-~r + I¾ii J ,--c1~-;r = 0 

·A,-A=~1;;J ~,- [ l=-p-i] - °[ii £i J ' [ li Ei] ( 8 ) 

Om de t;,eede term in hst t-.reede lid te berelrnnen moeten we uitgaan 

( 2 ). We hebben 
• ., l- u 1 -1 r v 1 -i l l . t · I = . _i -~ 1· K + I . ~- i I K 

l 1 ~· i.l I V 
- •-'i _I ~- gi J 

[ 11 £1 ]= Btlu + _BJ<v + Bvf-w 

-[1_1_C:_i TT 1 i Etj = BuB.i.1~u + 2 BuBv'luv + 2 BuBw'luw + 

+ BJ3v~v + 2 BvB-,,Cly,.. + 

Deze ui tdru.kl:in:; lcunnen sr-,e a~ rfoolisch schri jven door een groot heid als 

<luw te schrijven als '2u•~,· :De Q met P-en index is dan een aymbool en geen, 
a.l..:,ebraische grootheid. Het product van t\tee zulke symbolen levert pas een 
alt,ebraisch? .;rootheiJ.. Y!e krijg€n dan --------
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:aer-ete term in hat t'll"'eede lid Yan ( 8 ) bereltenen we eenvoudig door 
voortplantingawet . . 'i!e. vinden 

.. __ ...,._ ___ .__<lol,.,,_, ___ ,_. ___ ,,,_ -

[lip i J ' [ 1i i_) i J = 
Ir l.; 1. l 

..., 1 I 

-..-:- I 
l;)i J 

· waarm.ee het eindresultaat ;wrdt 
r . 1 

•.c- - .. ~•·· ..• ·- I ] L I 

/\ , /\ = .. :i..J.. l 
I 

i '_,_.," i 
I ._, ·i I L .~ 

f "Q Q -· .B /"I + B ('I }2 \ ···u U ' V '<JV Yl ""',1 ( 9 ) 

,:enst rnem d.e modulus var:· /\ te :•:f.>,~1ne:~., cL3.11 c~e echie dt de berekening 

daarvan eenvoudig door de f/?Vonden cofactor 

,.,.(.t, ;~ te verii'ienigvuldigen. 
. / 

dan kan tet ziJn, 

I, 
.,✓• "·. 

I\ 1 
/ \ 

\ 

( 10) 

( 11 ) 

I :;, ') 
I ~- C..., ',, \ meet \reten. Om daze te 

toeJassen en aerst o:~achri J-

( 12 ) 

en het r8sultaa.t nader:1;:;.nci s,J..Ltsen. Vol, .. ,ens ( 10) en ( 1·1 ) is 

dc1.n 

Formule ( 9 ) lev11·t.. 

-~·; 
/' .J 

/ \ 

L 

( ~-.,L~ ,,. .ti ' 
U, U 

"1 ', .JU. 

' 1 
\ 

.., 1 Q 
,) 

V V 

') 

B'· + ·u 

t\2 ... u 

,•, 
.. "'4 
..:; 

\1 

B 1,.,_ 
\'{~ 

\ 
Q*~ 

J ;1 1 n2 ;' i ·,· \ ·'··v ··v l,i 

., 
2 

) ;, I 

·~, r 
\ ., ,., 

)' + 

) 

.. • 
( \"'\ f l"'; +- Bi..._ 

'·'..A ·~u .• ,. ·, .. 1-.t,, ... I\1,, ' I B2,.., B2 ·::J +B2 . v'..L., J' ·+ ,,...:u v' v w ,. ~ 

'" 

,') 

( .,,:-. Q, 
.J!- \ ·(· 

ll .l 
( 13 ) 

O...f 

+ 
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"f .. , ~--·. ·2 ... '2.,.. 
2 A ,f{ .,. I\ ,A 

1 3 ) d.j .. r.-:: ct 'v·i.I1der1 

i .. ( ~, .. I 

-~ ~~- ··21.1 

A.r.-, •1' <l i ,, , · 0 
.... .J ....... ":,: • 4' .~ ........ _.i. - ..... ) ... ''"" <11 

v,:::,,, ( :; ) 
" .... ~J,"' ,J ' 

[ J 1
·1.u .. -! 

/\ 7 ·o , 1. :l. , r 
/ \ ~- ~"· i -~-' i . · -.... . . - · · · I -u 

. __ , ·- J 

r 
1 l. 
I 
l 
l 

,.... · 1 ., .. ., 
J .. -• L,._, 

.L .L '~ ·-· - . = '". J '".,)1. 

1,, v-- ... 
l .• .. 

v. 
J., l 

. ..,:1 ~ .t.iy ;v J3L ) -}· .. 1'··L,. .. 
H ,.,1 

r1.1 .. r. ~ 
..;. I ..1:_ 1-~ 

I 

L. '-'i. _, 

{ 

.t.:..,,. .. ,. 
\' 

32,., .,...2 "\ 2 . 
31lQW u'•Ju .. ;, 'J r, ·,· - v""v 

( 2 ) substitu-

( 14 ) 

( 15 ) 

Hu . .1oeten we no,_; dt: corr'elate 1 1d1:?-rin v,n•v2.n,~)en doct" hun uitdrulr~dn­

in t " t en t .~ .te (oa·;1 di t doc1' da o_\:i nul her le ide normaal ver __ ,:e lLi-~ 
U · V 1.1 • -

kin .10n ( 3 ) aci.t:2,retn.vol;_,.ens ts v,·r ::.-rti,_,vuldi._,en ;net L,,l., 1\r en ;, en 2e 
l.,ei;,1. .:::·:~• te ~::c·':2Jcen van ( ·1 :.} ) , In th, ::011ende ui u';.rtt1c::in_; etellen \fe de.n 
,~; ..... co,".'fficis'nten van 1~ ~~ G:n 1r nu.l, due 1.,.,:..::;;.: ' ·;;. , . , \r . "'t" 

ru u 7 r .. v] I u, ,,.1 ... i { l."'-i '1 
.J .,~ I Lu I .. ..::·. ~·.._ LV 

.. 1 - Bu ·--- -J J,,\; ::::: 

S· , ' g~ \. ~i I ~ l 
'- .i. .J \,_ -· 
r' 7 r" ..., 

I-V;''•] I 
U 1 v· I ' v·. V. I .. L 1. l 'T' l 1 l l i:\r I ~ ·. -·t., r, Bv ( 16 ) ,.-.,~, ...... .-....... 'f> 

~ I -I I t j -\,. 
L •-.li .J . ~-'i J I , , J. - ,_ 

G, w- 7 r -
[' ; 7 I 'i i I r vi vr.; i ·2 _ij j"'' L .. ~;-~~:J 1\r 

·y B , ·---- ., .. ,,., -... w 
L b1 _l - ··'J. 

:;:,u' I'v en 4., bepasld. zijn. ·,,'e 1~.rije;en 

clan 

;'\=llj")]:- Lt -:• I . ~ .. , , 'l 
... . .. l .. , ' 

) 
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,re nu op de be telrnnis van \:i. 1 tv en \v vol6 ens (.: 1 ) , den is , als 

en 

A= [.,,x . 1') • ·; 
. i-·· i_j 

'.;)( = 1~ u. I, 
i .l.. ]. u 

a = u L 
0 t.l 

-:- V L 
0 V 

-,- C 

v.L 
l V -· 

··> w L 0 y,r 

( 17 ) 

iv. L ( 18) 
l Yv 

/\is nu rc,._,<clr2cht in ck pi UJ.tc..,,c,drul::t 9 i\Tac":rc~.oor h'e vo lc;ens de vo,ort-­

plantinJ:' 1Net hebben 

( C is ::en constant2 ) o 

Voliens ( 1G ) is 

/\,/\ 

i- -~~.~~~i_-J· = l~)_J·_i_ .. 
l G. g. 
t_ J. ·. l.J 

We er vol,:;e,nro \ 1 ~\ ) is 

of LL:t t uog op de eerste vsr~;slij: inc; van ( 16 ) ? lettend Oj_) de u:Lt,,. 

dru.::,:.~:Ln_; 1/ocl" Bu ui t de ce rste v·,'1\·,e li j\:ing van ( 14 ) 

[ 

CJ,, l.l. ·-

l J. = 0 
' oi 

~111~:s .:i.t3 rtiJ.l zijn¢ V2r1 Cle1" is 
dat de coffficifnten van Lv en I \v 

v.l. w.l. 

[

0 :i_ ~-~~] = [ :l:J ~1.·1···.: I -- ,_ L ....... 
u 

·-· j [ J -·1.- _=!:_ . 1v - __ _l_ 1:_ 1vv 
P' {_;' I 

oi - bij Li 6-· 
J. 

zodat dus, zie ( 14 ), 

,., rr 
bj_ bi · 

B L u l)_ 
( 1 9 ) 

Dit resultaat is gelijkluidend met ( 9 ), als men er slec~~ op let 1 dat 

de O)lossinc van het ,stelsel ( 16 ) luidt, zie ( 6 ), 

Lu = Q B -1·• (I B -i- QuwBvr uu u ··uv V 

1v = Quv13u -, !) I3 + QvvvB\7 '
0 VV V 

¾v - Quw:Su -,· Q B 
VW V 

-:- Qrv111rBw 

en wanneer deze waarden voor L ' u LV en ~✓-v in ( 19 ) worden .ingesteld 

ontstaat inderdaad ( 9 ) " 



·ij.3" §.i~:~:,¥t£~.~.°'~'\:~:?3_t.uJ·:. _I_t ..•. 
. - "• .. , -~-' ,, 

1•· ... -~ 

Bij st21d.aan,vr:,'.a. .. ,.·•':ul:: I \'.:::..i·,:::n ,.:.e '.,~trP!~::in.:.:,en, wa2.rv1:1n He er 71eer 

drie r::i.r::.nni::;,·ion, tc;.\1ijl ·, 1;1 :J.r:t i'.;::.,d;.s.I <.1;;.,:1t -~;c n.::::1.sn :::,root!1e,~cn '.mer op 

V . ._, ·, 
2'' .. ' . " ::::: V 

'.) 0 
( 1 ) 

... 

van ( '1 

11"' 
I , . 

! \ .:.~ 
1 

( '('; 
'" , . .. ·1 I 

\{1 ·r.,} 
.c l 

r1 

~, ., ... J. 1 

r1 
I 

V1l21 

U ... 1r,~) 
.::::.. ...~ 

V"' ~)r ,."" ~.-~ 
. - ,'. 

w 1 :c 1 -> \.i .,-2 ') 

' l I 
( -
\ ,I, 1") 

'·-

) ( 

+ ,;r(~i:, = 
... , _,,} 

volcloet, dus 

rh ) 
t.: 

\ ' ' ·"·r· 

u .. r .. - u 
:.} ~) 0 

·,.,.-r, ... = ~-
) '.) 0 

,. , ,. • • + rr ,· ( P5 ) 

r5 ) = 

r5 ) = 

r 
5 

) = 

0 

0 

0 

wa:1.r·m.1Je ctr-j_e homogene ona.f::::.c1·,1::,:>li/:s 1.irF;c't:L:c:~ V(3r,·,eliJkin~~en ver~.:re,:;en 

(2) 

zi 0:n :L:i . ..Ic 5 Gtoot:iedan P •· r -r,,r "i ,r -1u.•~ ,rn·, :ens d,.., re 0 ds eerder .::,e--.... i i® .J..J •_; J ... 1_,\....t. ~~-- \iv~'-L:► .J.. C, Y 

br1.,:il.te ~d;ellinc uit de a.l::,e'.:.,r'?.. ( zie ~~ 5,). ) t.iee stellen b.neair 

orlos.,;in t/1 Vii.n ( ·> ) • 

'.°l 1 ' 

'>'faa.rvoor du.s 
<" 

" b ] ., 
I 
I "'i i - \.! 
1_ 

[ 
'! 

v. \ I) 
l J ·- ( 3 ) 

r w.: ·1 .. , 1 /'\ 
... ~ ~: -· \j 

\ 

L ... ., . 

+ 
of 

aix ..... r - P.; 
l. ~I,,. 

( 4 ) 



'We vihden op daze ".1ijze de vtan.r te n8:.1en Broothadtu1 Pi uitgedrukt 

~6.~ de :parautetere I en Y, ::Uii~"lin~ren we 08,_'.~e .. :8.erd X en Y ui t { 4 } door 
,ti'Il<:e v __ er,~:eli::kinr! r t ) t,, ·,rrrr_..-,nir".n1ld•; ,.,.,1" me-+: ,.._ ~~1" op te tellen. daar•·· 
,·,,. . _ ""' _ \ i ...,. ""' • ..,,. ,i:,.i, '·• .. --~L•··•·..... ...,· \ i - ... ~ 

~a ~t v11 \Veer optallen, en t:it wi 2:1 ooL: opt(3llen, dan krijgen v,re in 

tferband met ( 3 ) de ver;;o::;lijicin:>::n ( 1 ) we.a.r teru::;,. Door ( 4 ) is het 
taat}1emati :;:;c:1-d r'.lod.al voor~·;G ;.~t,:;lcl tn p2.ra.,!1etsr,;Gdaante 1 raaar he t is hat-• 

zelfde model als oerst cloor ( 1 ) 1rerd c;e :{even. 

Voor d~ F. zijn de h':acU:·nsn.::.n{,er,. ,:,, t mE?t de :5ewic~1t';m gi ea de cor-e, l -:1-. 
'n,:, c+--i n Cl r'\r:: , .. e "") 1 ..... rr1· ... )'(lf' ............ , ,.,. ·,-r•~1-~· ........ , ··":,·,··1·....,' , ... ,..., "("'' ('\::'> +r ... n - ~-n ( ,1 ) ,re 1 . .:J·oci11 dus .L,;;c, '-'-"-"--,.; ..-•• • J..J, .;;, ,(.;,J (j_..;;;,, -.,,_; n;::.,:..cH•~,-1. .. , .• , .. ~., J.,.·,: .,;,. ,:!,<:'.'-'• -r- V ;_\.l ~ t .... 

Deze 

r .:::.."' ~; ,g~ a.,_. I 
,_ ~ J. _1 J 

( 5 ) 

.:; o.r··rt~ctie vl!"::~1"':' ,e. 1.i :·::1:: ... r1gsi1 :.,enosL1d. 
-•- ___ ..,_,, ._,,_ ,_.,,.,_ .,.-,._.--•-•--~h..,..,._•,-,. .. ..¥,. - - ,.,_ ,.,..,__,_ 

a. en tellen we de re•-
1 

Volaens ( 3 ) ~ij~ eoht9r d~ co~ffici[ntan v~n <le correlaten nul, dus 

() ,..... ..,.. ' [ -, 
S.:>~ C j /"~1 = C ( 6 ) 

Op de ;,:;e l:f ds ;-,1::J-i..i er le id t :::,:.,1 af 

·t"'(, . :::; . E .1 - o 
,_ 1 1 .. l j 

( 7 ) 

Sabsti -cueren ,:.3 nu. M.,n•in d,~ c vol. /:nr:. 1 5 .1. dan z1 Jn de normaa.l ver :·e-'-·t - \ ' -·--·--·---·-- p __ _ 

• 1 
,'LL 

nol ·E·•·· "' ( • " l.J ,,0.1.:.• I ) is 

ra e.. : i_;, -~ 1 I -~ .... 
r ' ' 

l:, 
l I..:) :t ~-

..., 
l ,r 

~_) . I 
:li 

0. 

_, -
lJ l \r' 

l L 
.L ! -

<""' 
'C..; 

..,.J, ..l 

r )] a. ( ri :::.. 1) j_ -
L 

,..;i ]. 
{ 3 1 r )j \ 

LC:; b.; ( p. r ·- - i ·- ... J. 

ha.arna dan de .S. 
l. 

st andan.:.. ... dvrao.gatuk 
, I '\ 
u J • 

( 9 ) 
j 



'0. ~p·11~1e. u·•,·1 ( ... ': .. ~~Lui·'~,, . ..,"' 1 · ve ...,t _. 'J J: .~;'''i~r .,i..c uu. 9 . ::; · J.. 

·- :c_,_ ) ( ,.i. ·• ri )1 .. 
'J [ciai ( 

[G:i. bi. 

P~ 
.L 

·,). 

• 1 

.. r . 
1 

- ri 

f x]-· 
) yJ ( 10) 

"Bere}::enin:. Tan E9 z oHe l J.:;_ t; dE: '.;:: vu l •:enc• ( 9 ) als met behul::_:, van ( 1 0 ) - '--1. ~-~..) _,. a::, 

levert b:LJ ds :,_cractischc toc::1,assi.116 sen controle op de juistheid van het 

Bij :12t reJ.:2J.1en 11,:sft m,~n SJ.'' -.·eele.J. voordeel vru1 7 voor X en Y bena-•­

derde was.rdon X · sn 'I ir te voeren • . !e stellen dan in ( 5 ) 
() 0 

:J 1. - a.X 
l C; 

== 

~., "\t 

''i -o 

a.X 
:!. 0 

-1" - r. :-:: .L. 
l l 

~ • J\. y :.:.: f . -:- 3- . 
l '- :.;_ J. 

b.Y 
l 0 

r. 
l + ~i 

( 11 ) 

( 12 ) 

;dan zuJlen de fi nurner12:.t: ~cJ.0:j_ne iJedra;_..,6n zijn. Orn.dat de vergelijkinGen 

( 11 ) o:; dezelfde r:ia.nier ~c'::.10 1 • .<.wd ziJn ale ( 5 ) ::ioeten de normaalver..;:;e­

lijkin.::;en ( G ) overgaan 
..... -, 
! ,, a a I 
[_6 i i i..,1 

[giai bi] 
terwljl ( 10) TTordt 

i.e. 

,., v· 
ir.....,!\ ..&'.~ 

"T 
,_: ... .11o. 

·,· 1·:(:;· . a . b . -1 
L·l 1 1_! 

~y -· [;iaifi] 

f:;·i bib.; ·1 [ , P- J ' /). y ·,- - 5 i 0 i J. i 
' ·-;- -

7 -w - Gp· 1. F. i!.J. .. ·] = [ 6 . ::< f . ] -· [ 0 . a . f . 7 /\ X -- Gg . b . f . J 6. Y 7.. J.l1 J..J.1. - J.J.1 -

( 13 ) 

( 14 ) 

Bedra_;en voor de b[~:-iaclerde waarden kan men vinden door t11-ree ver.;e­

lijkingen ( 5 ) te neman, daarin de E.i nul te stellen en hieruit waarden 

yoor X en Y op te lo~sen. 

6.4. De cofs,ctoren .. ~ap_ de~_.l:}~rruaeters 1Jij_ standaardvraa_gstulc II._ 

Bi j standaarc1 vraa,::;ztu:i::: II lreb'i'Jea vm analo6e e icenscb,appen wat de 

pofactoren ~JGtr~ft, als bi,j stendao.rd.vraa,:;stuk I. Oo;.-e hier zijn de coff ... 

~icHint,,:n va.i.1 de norr.1aalverselijkingen hct stelsel van cofactoren van 

~e bekende laden. Zo is vooreerst 

rs.a.f.;] j [g.b.f~I 
11.J..1. lll 
1_ 
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illM,' •l,voL·:tUi.S ( 11 ) f 1. rm.,,, slnchts :'.lBl! nl,;a1Jraische t::,•·roothe1n ver-- ._.. ~i'"l ..... 

'ltjhillan. 

vhorts is 

dan :is 

.-..... ·"'·.,.,. .,., ........ ·'"'·•-·•-· ........ ,..,, __ ,. 

[ ::~iaip(1{gi\ . .Pij '-" C'l'·:1n,1)11:\-,)1- + 61G2a1b2P11P2 + ••• g1a1bnPpPn 

'':~~,1e.2b1p~:-;)-; + 02G2a2b2P2_r_P2 + e •• g1a2bnP2,Pn 

'i') . ·,· '() . 
.a.; J. .., .l i) . ' -). ' 

:::;: 0 

Vi.1:n els:, 110.cn,s.,alv-sr:~elijkin:.:"m luiden 

r ., 
+ QXJ. L gi bi f i J 

- --, 
I\Y::::Q 1•·.,·~f' I ,..,, :,z :...,i a.:L·" i i 

-- _J 

.· ,-, , ,·• . f 7 
iyy L ,.-.,i Di i_J 

:::: 
,.. ... ,.--• ''1' 
J.. ' l --

·--..... ,, .. " ~ '""/ ,_,--- --i;'f - ,-, 
A ~ i t.., .i. ·- J. , ~ - ,, .. ,_. :r 

~ .. 

( 15 ) 

,F~ '.; '.)Gl1 hi,3r nl. ,?,~n ::,.' lfG,.:: z:l. ·i L.i.a t:L\; als bi j etc.ndac1.rclvr2,9.t;stu1c I. 

Da2.r 'ar2n de: coe'fficikfr:-cs11 VE.::. de ~~or:cc.lc::.·cen in d~: norn1aalv,:";r;:;e lijkingen 
I 

de cofa.~tor,;n vm1 de b2:.'~;•nd.E 1lc:,d,..~r •• Dai:::.rui.t vole;dc, da.t in de oplossing 

'Va:>1 d,::: no:;:. .. :i.ia.J.lv~r~cli,jl;:.i.n-.:;:m ~.:,i ,..~o,s'fficL:'ntcn Y,:n dt? be~{ande leden de co-• 

f e.c tore:n zi jn v·an de c or1•,,1atd:. Ili ~ r uo::.: t2n dus d.2 c oi~"ffic i,~·nten in de 

zijn. ,:-~ :\i?.'Jbtm hi::r nat'.s:.t,rlt;j:~- cclc ,t,cr Cu? be;::::nd,e relaties tussen de 
'cor~.,,·f'·.f~J_·,"'i:C.'~1·f:c.11 V·"'~' rt'"' •10~"•",rc,:•,l,r,,:~·- ;:-"!·i "1:·-:r,•, :·r, ,., .. ~ ... ~.,,,. v;:in d·· O"'loss1·-n~r ( 1:;:; ) • 

.a. ... - - ... ,.._ CMl f""'"(j .I, .l~.,_ ... c..1;_:J,. .... ~"'"'J.!.~,--' .. i..,_J .... ..t.. J.,_.:,,•· ... ·~•.J.J, \...:.J..-.., ',.,,,,,.). ir;:;. i/ .L~ ./ j,t 

te 'fleten 
r" ., 7 + I •. • " •') I"') j b. ,:;1,, '- • ·• 
,.1l1j 'XY 

.. 1 

en 

:::: 1 

We m~l:.~m rm noe: clP c::;1f,:,.ctor~u1 :~:,-:>rgL,:1n,1n Yan c;rootheden, die ee11 

functtiJ zijn v11n de ;,1:1.r::..i.1t?~: 1Jrs. I.f13t 

;\1 
, 1 

... ,.,,•·•{ + r, Y 
.. j' ";;'· 



Volgens de voortplentine,swet ( de al~~ertiene ) is dan 
-:,· •# - •••• T 1 1 j[,"Y 1,... 1 Y;Y c1c1 r,Y A,/\ ,; -- t'l- ,';i, + ,,:_ C 1 "'.? + =r ·1 I <... 2 2 

1 1 ,, 
2 1 1 

11x:,+ 
1 1 

Clyy - r, "' ,, \ + e1c2 c2c,~ -~1"1 ··:i:x ' 
lfe kumrnn h.:..Gr oo1~ de symbolisclic iJcl'rijfwijze benutten. "Je kunnen de..n 
sohrijYen 

--;c,···. T 
I\ '/\ "'. ( 

/\ ;;' 
i 

1,ri' J'"',(."ll ,,,,::_, c,,,::,rl an!.'1 10_.-~·e ·.,·it' d'"',1•1 ·1··,, 
~·""'- ..._,' ... " \.,...., 1-lir ·:.. ... ;,.·,.,.,L . .L.,~-( .... !~ '..:.r,;;,, 

rr o.J. 

,, 
/ 

c:;Y 
[.. 

wel alle 11oarnGr1in~:en uorci2n hsr1:,aald. Het e::er,11.11'::keliJksi:; is a.an te nemeq 

da.t het r,10del in dit ~{eval ~;e_:~·svr,•n iD in de parameterc;edaante· va."1 s·t.an­

daardvr:J.C!~,stu.k II? dus 

a 1X ··, 

udt ::;e',richt c,;; • 
.J,. 

Verder zijn er dan 
,... '' R" ~ .,... -- "in'•.;;,·--. ... , ,. r · "..., nou d.e c1.~.t.J..~1~r .. --: .. s·--~1• .1.1.2 9 1J,), ~ct,,,~ oJ, _;~Jr~, ~.th". t, Si.':i.r.;hten 

D·e c 01~t' €'. C! -t:i :3\rf; 1--~:.;:;:; li jlci:n~:-_~J e~--~ ~:; 1.fJ..J0c(::' r~ 1 tt:i_ dcr1 

~. I , __ , 1 Je u. g1 

a,x: ·1-

A y 
,.,..,.2..11,. 

r 1 

1.. "" 2 .. 

ax ' h y ' ... ' -· ·p··1 k ~ · n --i-· ~·n .,,. ~ n -· :n · .... n 

I! ., 
0·1 

~: 
g1 

II 
g2 

II 





- 107 -

De bijdra,:;e van_ de eerste c.1:r:Le correctievercelijl:::in.;en tot de coef-

:f_i ;:J..eint [ gi ai ai J van de normae.l ver,3;eli jli:inL~ is 3 s 1 a 1 a 1 ; die• tot [gi ai bJ · 
·3 c1a 1b 1 ~ d:i.e tot [ c;ibi1\] ~3g 1o1b 1 • Die tot[ giai ( p1 :- ri )] ,vordt . _ 

echter f )1 
g 1 a 1 I ( p 1 - r 1 .. ) + ( p 1 -' r 1 ) + ( pr I - r 1 'J 

,~n die tot [ gi bi ( pi - ri ')] 

g1b1 { ( Pi -· r1 } + ( P1 - r1 ) + '( P!/' - r1 >} 
Stellen vve nu 

( 1 ) 

c:d,an gaa.n cle laatst·e twee bijdragen over in 

~door 
deze dus een voi-·m [:;;ekre.;en hebben, gehe.el .in overeenstemming met die 

v-ru.1. de bijdragen tot de andere coeffficie·nten. We kii. jgen deze zelfde ·bij­

:dragen als we j_n pleats van de beschouwde drie correctievergelijlringen 

nemen de ene 

gew. 3 g 1 

,raarin dan dus p 1 bepaald mo~,t 11-rorden volgens ( 1 ): 7Tanneer de via.a_rneming 
ni.et driemaal, ~ooh n maa.l herh.e,s.ld was, zou het gewicht in ;plaats van 

}3 g 1 dan ng 1 genomen moeten worden, ter',Yijl in plaa.ts van ( t ) zou ko-

Pl+ p~ + ••··• + P~n) ------------
n 

)'l~:r~n ook andere waarneminesen herha.::.ld, dan is het duidelijk, dat men deze 
il.' ,'' ' ' 

,~tu.le voor stuk op dezelfde manier .mae; behandelen. 
:i' 

.. , Ofschoon de ej_gerischap is aan.::;etoond .n:.et behulp · van sta.ndaardvraag-
~tuk II zal het duidelijk zijn, dat dit esn niet wezenlijk element van de 
~~ . . ' ' . 

~;itenscha.p is. I.muers men kan de zaak zo zien ~ Eerst het rekenkundig genu.<t~: 
~il<le b8palen en het nieuwe gew•icht vast'~·tel~en, da.arna standaardvt'aaJStt~ 

~~),t,oepassen met de bereL:ende ger.aiddelden als ,;faarneim:ngen. Ma.ar dem kan 
\' µ de vereffeninB' ook ui tvoeren volcenr:3 standaard~a-ags.tuk 1 1 omdat 4it 

.·,, . ' 
'.t · zelfde problee111 is, alleen in andere vorm gesteld. 



P..~. J~.CE!l-~~JS_!.¥-__il_~_fil..~1?:?it~., y~_2.e_,.k.~j.B.~!e vie1~~l'~en 
y_~EE_a~,22.,,r-;e_~te e E!e-1~...£.!l~m.J:,~~j:~~ 

De teclmiek van de methode der kleinste vier~ranten kan zeer veel 

overzicht.eli jker dan in IfoofdstuJ,: VI ontwikkeld -rrorden, onder ge'bru.ikm?,­

li.:ing- van de notat ie van de Ricci..J rekening1 men kan er dan ook die per 

in doordringen. In dit hoofdstuk .zal dit ceschieden. 
Wij sluiten a.an 'bij de afleiding van het beginsel van de methode in 

(" 

35.6. 
De batrekkingen waren 

f i u.P == uf 
1 O 

i , k , i, m : 1 --? n 

f1(;',t,r.p ~ 1 ---tb 
.ii:> n '< ( 1 ) 

De waarnemingen zijn :i/, de correcties ~i en de cofactoren- der 
0.·1aarnemingen gik. De gecorrigeerde waarnemingen moeten voldoen aan ( 

clus 
1. ) ' 

c, i i ui ( p + f_ ) . = ut 
of 

?i•. -::; Pi u.E = u 1 - u1.p 
J. 0 

( 2 ) 

vtaa1·in de t P de t egenspra1::en zi jn, 

De afgeleide regel luidt dan 
i ik P. 

f == g ~K f-' ( 3.) 

( de correlatenvergelijkingen ), met de normaalvergelijkingen 

( 4 ) 

l!flaarin 

( 5 } 
en 

ier p E == gik £ . == Kp t { 6 ) 

Di t 11aren de re sul ta ten van § 5 • 6 .. . De vorm, waar in de b etrekkingen 

6egeven zijn 7 nl. door ( 1 ), i$ die van het ·standaardvraagstuk I. De 
:f ormule s ( 2 ) tot en met ( 6 ) :;even dan de vereffening bij di t standaard­
Vl"aagstul0.: aan. Voor de oehandeling van het probleem, voor het geval de 

voorvraarden niet line air zi jn, Yrordt verwezen naar § 5. 7. 
Thans willen •w-ij ons be zig houden met groat he.den, die een functie 

zijn van de Pi, \?eL'l.s:e fui1.cties wij voorlopig linea.ir· aa.nnemen en wel al~· 

dus 

De getalv,aarden dezer/\(')<. be:paal t men door voor de· pi de gecorrigeerde 
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,. wa.a.rnemingen 1/ +~ te substi tueren, , 
. f 

/\'"A = 1; ( ;/ + ~-i ) ( 7 ) 

Dikv1ijls zal :men de cofactora.--i der /\"\vilJe n kennen, die thans zullen 
\ 

Worden af geleid. 

Yve zullen eerst de cofactoren der t P bereke nen. Volgens. ( 2 ) is 
f' p F'i 

t = u 0 - Ui]? 

en 
r-' r.:' :.:;! i 

t•.) = u~ - u11) 

dus i$ volgens de algemene voortplantingswet der moduli 
~---;:- i· 'lr ,'.'> () (-~ . 

t' 7 t'• = g "''-ui1\: = G ( zie (5) ) ( 8 ) 

derhalve: d~--~.9..e_f}'Jp_ie:q._!_~'rl_?'an d~-l~-°E~aly2_.r.s_eli_jJ.cin_g_en_ ~~n d_e ~.!_~9to­
ren van de te{:;ensuralcen t 111 • 

• ·--...-..----···-··-·-· .... J> • ...,._.,_ ......... .- ..... -- -··-

';!e loss?n nu de noi~ma,alver.:;eliJl:inGen ( 4) o:p. La.at de·oplossine;·zijn 

K 1:. ~ G1-.,, t ,~ 

dan geldt voor de GfG" de definitie 

. G Gr.rt -
(A."' -

(' ... ,, ..., ... ,'\ 

Volgens ( 9 ) is nu 

.... -z-"•- . V$' 

-. , K p = G1::iu t , t -r 

en daarna weer volgens ( 9') 

C 9 l 

(10) 

-- 7-'- <.G' 
Kf 1 Kr. = Gr.>o;j• t ' K -r, = c) r. G f~ = (j fr, { 11 ) 

·of: !!.Lc_o~_!'ficien~~_y~---9,_e ___ "f?_'.~- in. itLo .. i:>}..9~~.¥1...Ji.~ de normaalvar&eliJ-
!gn~~~-i -~·i.J!l--9-!J cofaotoren d~E. . .!.e.!.. 

De typische situatie ten ac.-mzien van de cofactoren, zoals deze zieh 
ln de normaalver@l:ijkingen ( 9 ) voordoet, zullen wij meer ontmoeten. 
Het is daa.rom nuttig;. de volgende stelling te formuleren. 

[t~l~in&. Als 
= A1,c i , k ,'l : 

en de hik de,. cofaotoren van de Ak zi jn,. dan 

Ai= hik-¾t 

de oplossing1is van ( 12 ) en du.a 

hikhil cl 
= Dk 

'ae .hik de cofactoren der Ai. 

Het. bewijs van deze stalling 

B-t.cofactoren der Kp 1 

Wij vtillen t~ns 

zie- ( 1 ·1 ) • 
,:.,, ,. . '. 
bsw:t~·. 0;-\,.····.· 
•. . ..)~}~ 

.~ .... ~ ~fl:'" . 
¼'.( p1 ''+"ll' ) ' t 

,!"."\( ,. 

1 ➔n 

zijn, ala 

( 12 ) 



- 110 ... 

Vooreerst is 

( 14 ) 

V~rc.er ia 
( 15) 

Uit ( 15) an { 14) vol:;t diruct ( 13 ). Dit resultaat bete.ltent . . 

dus, d.2.t de elementan van de broep der :.::,e corri,_s;eerde wa.a.rnem.ingen ener-
i,:tjde oor:::.~elatievrij zijn ten .::: :l.1.1.zj.en van die vm'l de gToep der t P and.er•~ 
~;i _;de., Dan is eohter ooL:: 

,., 
omcl.at de X ~ linat',ire functies V$1J'l {le t: z:. jn em avenee.ns 

I"" 

. ( 16 } 

( 17} 

lineaire funotie a ~ jn vnn de 

{ 18) 

)( f . ( } 11' 1i,marin de 11 , 1k· de coefficienten zijn van '1 · • \,e hadden ook ui t 
( 13 ) oruniddellijk tot ( 18 ) }(u.nnan, _beal~iten, omdat it ( pi + ~i ) 

een lines.ire functia is van de p1 . + E.1 _, 1JJ' een lines.ire functie van 
de t f' en volcens ( 13 ) ell~ der p1 + £1 correlatievrij is met elk der 
t f' .. 

' Volt;ens ( 18 ) is de la.at ate te:rm rechts nult zodat 

.:-r~ ~---A y·· ~--.r-r--·7r;F 
/\ f /\J. = lii) I lJtl> + lip ' lkt 

Mu volgt eveneens uit ( 18) 
7T--~·Jf 
lip , l1cE = 

waardoor 

l &.··. ~l_\.";.,~. 
- i"-' -Jr: · ( 19 ) 

Mu m.oeten nog de beide termen in het rechterlid van ( 19) wordefl, 
berekend. Di t verloopt a.due: 

liPr~--lfl = ·1~it ;r·, P'f ~ g1k1c;_it 
~erder :i.s vol.gens ( 3) 

1•t: z 1/k~rf .. L ... :1. -,. · lV"r 



vraardoar. 

Dan wordt 

,... 11.1 -· 

-----·----ol.f pC5' 
= L K,e,, L KG' 

= L°'-f' L 1¾' Tr. ·- ·v .. ..... p, .1-"{l" 

= Gf'YL -:J..fL fY:r 

Met de verkrezen resultaten wordt ( 19 ) 

(20) .. 

( 21 ) 

Om deze ;formule te kunnen toepassen moet men de Gr.3(.t'., dus de coef­
ficie'nten va11. de opgelos te normaalvergelijkingen, kennen. 

Ilen gaat voor de berekening van ( 2.1 ) oak nog wel eens wat anders 

te werk. :Ien stel t dan 
L:-f... G Lc,1.f-

,.J = o~ . ., I ., 

waaru.it volgt 
( 22) 

De stip in LO{;r duidt aan, dat de index r1· ( of eventueel er, -C ) dear 

va.ndaan is gekomen. In ( 22 ) komen de Gftr voor, dus de coefficie·nten 

van de normaalvergelijk.iI7-gen. Ui t di t stel.s el 'ii.-orden de L\'l(G"' 9pgelost. 

Men heeft dus nu niet de G.,"tr nodi:.:; uehad, v1ant ( 21 ) wordt 
l 

( 23 ) 

De laatste methode verdient echter slechts dan aanbeveling, als men 
.met zeer y;einig grootheden /\te ma.ken he eft, il'.D.Llers ieder dier groothe­

den voert tot een. stelsel ( 22 ) e11 ieder dier stelsels moet afzonder-
,, d, 

Jtijk vrorden opgelost_. Zod1"'a er wat meer / \ zijn is hat veel voorde.lige-r·-· 

een:s en voo~al de Gf~ te bepalen, waarna regelrecht ( 21 ) kan worden 

gebruikt. 
Ter \ville van het overzicht laten we in een tab'el de diverse co­

factoren van standaardvraagstulr I volgen 
·Ne hebben niet al deze cofactoren af.seleid, ma.ar di t kan doer de 

lezer gemaldrelijk zelf worden aan_zevu.ld. 



:Bij stendaardvraagstuk I is het m.odel ge,;even door de ona.fhe.nkelijkt 
betrek.:.dngen 

i,k,1,m 1 ➔ n ( 1 ) 

f,<-',t 1➔ b 

Men !.:an hat echter ook in parametere,edaanta gaven .• Le.at a1 een 'lita,ar ... 
0 

stel voor de P1 zijn, die aan ( 1 ) voldoen, dus; 

( 2 ) 

dan volgt door e 
( 1 ) a! te trekken 

vergeli ( 2 ) van elk dar vergelijkingen 

uf ( pi a1 ) = 0 
l. 0 

( 3 ) 

Hier staan nu b o;nafhanltelijke lineaire homoi:,;ene vergelijkingen in P1-$!,. 
Er zi j:n dus preciea n - b stellen line air ona.fhan..lcelijke waa.rdestellan 

a.1 ( J.. ~-f-t v' : 1--?n-b ) voor de P1 - a; aan te wijzen, waarvoor 

.. f 0i o 
IA.i Q .it = 

Elk ander stel is dus line air in de a,1 ui t te drukken, dus 
i i i jl 

p ... ao = 8::;,_ X 

of 

( 4 ) 

( 5 ) 

Volgans ( 5 ) ia elk der :Pi in de n - b parameters X-h uitgedruk't. 
Jerm.enicvuldigt men de pl de OVGreenkonlStige uf ui t een deli:' n ..; l): 

stellen uf en telt men dan op, da.n is, lettende op ( 2 ) en- (p4 ), ••t 
~u betreltkingen ( 1 ) • Elk der ;n - b st•,llen u1 levert a 

mnier een .. 
In ( 5} vindt aen 

~D'J.iose:i ns word. i1 a:fg•leid u1 t 

g,i 

"";14, .. "'""'i:.1 voor standae.rdvraagstuk .Il 
I. llaar was 1e voa,ilelt. · :1111 



na.ai-u.it direct volgt 
:::::: 

waarin dan, zoala be!tend, de gil: G-edefinieerd z1. )1 door s✓l = s; 
en dus vervoleens 

We vullen nu. eeret in { ,; \ 
•· j 

of ala we stallen 

( volJens (4) ) 

,lt Z:,e-corrigeerd-e "G18iarnemingen in 

ai =pi+ t.i 
0 

( 6 ) 

( 7 } 

( 8 ) 

Di t zijn de cor:::."'ectiever"·eli jl::in"·en ; wa.nneer we hierui t de £1 op-
---- - ·-- ·• ~-~,, ..... - µ_ -·- - • ·---~ 

lo$aen en inatellen in ( 6 ) k:ij6 en we de n'.Jrraae.lverc;elijkj.,E-S_el!..~ 

k i t:;. k i 
G11,a .. \. ~1)C = g 1ka~;i_ f 

Ten alotte wordt, onder gebruikmakin-2, van ( 8 ), 
i le -k i .,\. .Jc 1 

E = g11;:f £ = gikc·-a._,_x - gik£--f 
of met bet oo.::; op ( 6 ) 

of 

,:e ate llen in ( 9 ) 
J.: i 

gil::a,;. a./.t = G .,t/1.. 
en 1• i 

gika>'..:f = F~ 

De normaal vera;elijkingen kunmsn dan aldus ";i'7orden geechreven 

en ( 10 ) 

{ 9 ) 

{ 10 ) 

(11 ) 

(12) 

(13) 

E = gikfi~ - ~XP (14 ) 
~ # 

",1ij -rdllen t:'la:ns de oof:i.ctoren der .I b.o, .. p,rP.ne,1 Daer toe merkan we op, 

dat 

F.i\., ::,"' c: 

Dit kan gema!cltelijk b&:n1ezen vwrden. 
Uit ( 12 ) nl •. vol.gt 

---·:-r 1-r-::r k-r---:r 
'~l' t = ~ik~f ' f = gi.ka.,\:P , p 
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Dan w-ordt dus 

Verder ;1ordt dan, weer volgena ( 12 ) , 
:;,,-··-··F·- ~, k.e.i T:l k i G 
J:. '} ? U. C f!>1.• ,~a 'I. J. ' jJ = g'4 ,,.a.-,. S, J1 :::; · "l, ,, 

r,. .r . A. ,n. .}'- ....,,. "'-j ,, J\, /,.,,., 

!1etGeen te '.:>e;1i jzen was. 
Nu zijn due in de notmaa.lver_;elijkinaen ( 13 ) de coeffioienten 

GAfde cofactore.n der F)... Is de oplossi11g van ( 13 ) 

X j.L :::: Fl. G A.,P 

Wa.Qrin 
:t~ (f.L 

G · G,,\.Y:::: o,;, 

dan ~ijn due volgens de in de voriJl! parag:ra.a:f {;'efornru.learde stalling de 

GA/" de cofe.ctoren der xl'; 
Met }1et bovenataande ie de t:;;ze orie van standa$.rdvraa,gstuk II com­

::viee·t • .And8re dan bij standa.erdvr.s.a~atuk I heeft man bier nodig de gik' 

hetgeen bete!:::ent 1 dat men hier de vd.j omslachtige berelcening de­

zer gik ui t de g k a.an het ei.;anlijke vereffeninssvraagstuk voai:Qf moet 
la.ten gaan. 

21)m~ki~ .h 
De n - b stellan ai zijn linee.ir onafh~::elijk. Jlen kan gamakkelijk 

bevrijzen, dat dan ook de determinant op· de Gik niat nul is, zoda:t de nor­
maalveri;elijldngen oplosbear zijn. 

Oj):me_r~in..iI_g_ ~ 
Ten eind~ de praotische bere~·:aningen te veree!ll82:kelij1'cen voert :men 

voor de XA benadari1}6en :a"- in en men stelJi:; dan 

A. ,A. .).. 
X'= X + .o.X 

0 

De veri:;elijkingan ( 6a ) gaan hierdoor over in 

Stelt men nu 

den ·wordt 

i _..,)\, ,,,_i .,.i-Jl .,i + .::~ 
a A AX = 1:' - ~Jttf . - .... o c:;.. 

i i A i 
p -ax -a 

Ao o 

at✓= fi + ~i 

Men heeft dan een a.an ( 8 ) analoog stel vergalijldngen ve:rkregen., 
Bet karakter der :fi is niet veranderd, f 1 is p1 , ve:rmindard met ean oon~ 
~tante en overigens is het probleem niet vera.nderd. Et> ia een tran8latij 
4~:r parameters toagepaat. 

De nor mwil var ga li j king en word en 

G.Af,~ p-::; F.l. 



rnen Q 

waardc,or 

de \ia3.rden 
-,.-.n---b 

Qt in • $1 .. o .. 

~ .... ,.· • ._. ... "I _P~ . :_,e ,IO.:Uuu 1.!l 

veref Zo.!1in,_: 

.\ 
benaderde waarden voor de X de 

X.-1 .,. -~}t ~~ 
- A + .AX 

() 

yi = Fi ( x1' x2' 0 0. xYJ.·~b ) + t .. X1 ;F_:f + • '.-;.ox11-b oFi 
0 0- " :...x <~rn-b 

V 6 0h 

v::.,n de partiele uf,.,,elsiden te ne:aen voor de waarden x1 , -i2-, 
" 1 1 . -. ~- d t . , , 1 . . -pi o 1 . o . V3l7. Cl(:l v~:rt:.:.1c.n~ _1 J .. f,t~, .uoor ,?:ze on ui.c::e 1ng is ... 1.nea1r 

de AX 1'" en 1mn m(-in du;:.1 d,a ontv:il:1:el.da re~tenregels voor de 

toe~ias:=,en. Zi jn de ber.aderde ,1aarden _;oed e,ekoz en 7 dan is de 

vervu.n~'..in,g v2.~1 de functi,1 door de .J..f ....:,elm1_)te reel:sontwikkeling voldoende. 

Blij\t di t niet zo te zijn, door de .. t de t.X).,_ achteraf te groo·t bli jten te 

zijn 1.:·it.~svcdlen 1 M.m go.at 1i:.en met de verbeterde X·\, dus met de X'i, + t:.X.>..., 
0 0 

als nieu.we b:.ma·:"erinc; opnieu.w de vere;.fening doorrel::enen. lien volgt dan 

een we::_, va::::1 een be naderin,._, stap voor stap, den past dus een i teratiepro-• 

ces toe. Hier z;ou nu be·,,ezen ri1oetc3:1 1,orden, dat het proces in dit _;eval 

oonverueert. Jij doen dit niet, o.iD.,lat in de )ractijk men zeld,m i:n de 

noodza:..:e li j:{:1.eid lrnmt te ver:.:eren, di t toe te _)as:::en. De eerste benaC.ering 

is i11 l)i jna alle ___ ,evallen voldoende. Voor :1et en>::ele geval, dat het i.te-

ratieproc 2 s z ou :moeten 1ro::clen ;..,Gt)ruiJ.t, nsr:1en He de conver.:;entie er van aa.n ~ 

7. 3. s-~ar1da.2.rdvrac:."'·st·.ik III, ·-·- " . - . - . -·--. -• ~------•-·-•., -· --

.. 'e .:;aa.n 1reer u:~ t van . tancl2.a~~·(l vraec;stuk I. De b betrelrkinsen spli tsen 
we in t,rne 0roepen, een van b 1 en de ~-idere van ( b ~~ b 1 ) betra:cldne;en,. 

aldus 
f'\)i I.» 

U . .:. = ui f' ,~' 1: 1 --,., b 1 ( 1 
l. 0 

O.~.i u Iii 
i ,lr 1 1 1-jn 

r:;. ,) 'ri' b ·1•:· 1-tb ( 2 ui_;: = 1 \ ',, .-0 

De onderscheidin;_; van de .:;roe)en ~;eschie dt dus door hat verschil in 

index. Voor de eerste groerJ .:_;ebruiken we de indices f,~, 1:" ; voor de twee­
de de indiee s ::J.. ,;i, 0 ~ 

!:'e s~an nu voo:r de eerste groe1) over op het standaard.vraa{:;;stu.k Il1 

zoe.la dit in de vor:.i.ge pa.ra0raaf is :.;edaan. 7/e krijgen dan 

) 

) 



1 " ➔ -~i { ) ( ) a\X + a~ ~ 1 ➔ "' 3 --- .l.' ., '. \ ':. ? n - u! 
L.1:2; C 

(.> i ,,:, 
( 4 ) ., . a = U' ~4_, C 

J,... .) 0 

en 
I t• ) l ? 

., 
··"', . .:.. ·v!•o l:.:~·' .::; r~ ( 3 ) in ( 2 ) • Eierdoor ontstr::an 

de ( 
o( ., l. ,. aJ..•.x . ,... • .. ·i· 
J. A 

waa~door ( C ) wordt 

,. l. 
., 'I '.') '-~i (;,i.o 

;. i ,,. 
t.:. : u. ~ :::: u.). .,_ 

:'." i 
u; a 0 ... 

.. rr ·- u 
0 

( 6 ) 

( 7 ) 

( n ) 

( 9 ) 

~'.:>'",, ,.--~ '°'1i· J~'·i· .. ,, •'.>•, \,•.,:•·.;, .. ·.·. 1 • ..,,_ ······-:, ... ,.. •. ,1 ... , ... t " ) .~., ,~onu.··~ve·"·<"'l.1·· ·, 1~1·n··en ....,..~,..::..i.._. v·.::,..:....., _ _.·-• ... .t..i.{._;,~.-. .... ,_,....., ~ - ... _. -J~ .. , ..... -:_...J. -,,,.;:.,l, \ ) ......... ,.:.i- ..Lu .. J~i.. 0 

van :3tund::: .~:c·,:v1·,.--..a:;ntu\: r:·1. J: n J,:.::tr te n1.:31,1si1 0root:ieden pi zijn ui t .. ,e-
• l-" . .. ( \ ) ":"1',.:r,.:,·1· 1,r.·.,-"L:C,'>4 xA. +·,,~,,:::,,, '• 1nl'··:, ,,.J\u·e ( i b lb c.rw .. :c in i...'2 \ n -· ,)1 '---- -••"· ';_,L.u:;;ot ..... ~ .i::, .. il.. ;J -· 1 / 8·• 

trs\1 .. in.__;an ( 9 ) ·t:esta,i.n. Vei" v.:-m'-/'n. 'J<? in ( 3 ) de ::.::1 door de t'Je corri0eer-

nin~s~ro~les~ ~e~even is doo1~ 

i,,.A 
a,,,,:.__.A ..; 

of . ~ alx~ -
met 

i J?i a == ~: ~ 
0 

fl -,- t.i 

~
' \ d, 
-,r,"'·-- [T .\.1 ... -· 0 

i 
~ 

.,.,i 

..L ..,. ·;i 
J; 

i 
ao ( 10 ) 

( 11 ) 

de T·e__:,els v;:;or de bel.1andelin.:; e,fle 1den. Dit ~~Ex1 ,_,eschieden door uit te 

__,a,'..,l v2.n ._:, oo:..';0_:1"on2-::elijLe vo::c.1, ,'2.:,rin llet g:'obleeE1 .:;e~even \Vas, nl. 

d.001"' 

stuL 
~e bst·s~c: .. in:,:_13:1 ( 1 ) En 

.. ,ilc I i,s, a1s de O .12er d.o 

{ C) \ V l .,,,. \ ,:, ) • o v ,, as 

coccoto:ten vr.m 

.-.; 

u.,.K~ ) ., .. 

de re~els van Dta:ndaa.rdvraas­
d.e Ha2.:tnemin5en zijn 

( 12 ) 

t"1aarin de co:..':·e lat en evene.:ms in t,rne __,roe pen .::;espli tst zijn, overeen;rnm-• 

sti:.:; de s li.tsins; i~ ,::;rce, ·en biJ de 1J2tre!~!~in..:.;B11 ( 1 ) en ( 2 ) • Is nu 

clan vol_;t ui t ( 12 ) 

of vol6ent: ( 5 ) en ( 7 ) 
·- c i k __ ur/".1c. e • ·, . ._ a ,,1_ :::; ,;,;,, 

].;,. ~,r 
( 1 ') \ 

..J, ,,, 



( 14) 

Ve~d~r ia vol:ens ( 10 ) 

cf vol:.ena { 13 ) en weer volsens ( 10 ) 
'" .;i1.;k _ lJ:>-,,..\,,. . " _,.i_.:-k k+"l .. 
t,L(" ,. - ):'" .n..._ '"I" c,ik" J. - gika~ ... :-- X 

vm.arait, lsttende op ( 11 ) en (14), volJt 
1,:·ic-k __ .. i -1c X 

gik- c. - UoKn.+ gikf :r- - F;1X ( 15 ) 

:i)e r:i·:::uatie ten ae.i1.zisn van de cofactoren van de in dit vraacstuk: 
voor::ouendc 2_;.root 1eden znl la te1· ,rnrden onderzocl1t, nada.t eerst in de 

vol..:;snJe pnra.graaf het probltH3W ·::;..:,.n e•.m nadere bes8houwing zal worden 

0·1 •:J.e :::-:in,, .• ---~---- ·- - .• ~ 
Voor het 0eval de functies ( 3 ) en ( 9 ) niet lineair zijn,worden 

d X ;.. • , 0 ~\ d 1d x".. x),., voor e ~ ben.aae ::-ae waaraen ; · · aa.ns;enomen en wor t ge ste = 0 + 
.e.X.x. ..1ord·~. verder het.::,ee11 voor de O)lossing van he t vraagetuk nodig is 

Ge :?1 V(::rva.;.gen door de 1i +S1 t da.n kan een niet lineaire fuxictie in een 

re elm van Taylor ,1orden ontwilt}.e ld, waarin d-e 2de en hogere g-raads termen 
worde:ii ver·,12.arloosd. In de a,X · ,:m de ::.i zijn dan de functies lineair. 

De hoofdei,ienschan van de i~thode der kleinste k~adraten. 
·-·-• •··•---•·• ... .!>4 ... - ........ ....... -·-·•--·-···•--·--- •-·-···--··•·-- ....... ----------····•-"· 

,,'ij ::__;J.llen op de veri;elijLin~:en ( 10 ) van §7.3. de rekenregels van 

:·.et Sta,.'1.daardvrc.a::;stuk II toej_)assen. ..'e la ten dus van Standaardvraagstuk 

III de l]•streli.::::inL,en t 11 ) ( ~'.37. 3. ) bui ten beschouwing. De parameters zul­
leE i,7e nu 'toorstellen door Y ~- en de correctie s door "l i . .le heb't:E n dan a.ls 

De normz.alveruelijl-:ine;en bij 
i k~.). 

.,;1, a, a. .r 
'- li: J\. _.4-'-. 

+ N,i 
'' I 

dit probleera 
k i 

- ~:;ik}~ f 

9 ) •.ran ?. 7 • 2 .. Of als we stellen 
i k 

gi,,.aAaµ. = .. ... 

=~ 
- ~ - ... /'· 

zijn 

( . "·,,•i 
1 :i;{: 



Ste U.t,:1 ·, ,e nu 

v>-: · yr: ·- GA,'-·'· 
.,_ ' ... -- ,,, 

F Y,\.. 
J\ 

,'e.s voor Gtand3.a:rdvr.:.9.t:.stu}t III 

-'"· .\, 
X = y + 

( 2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 

of ~et h~~ o~J op ( 1 ) 

( 11 

( 7 ) 
),._ 

( 6 ) d~: X ook uit de betrekkingen 
kri >)gen w,~ 
~ :\, ~ :, 

~"-E ::: U O ·- Ux Y = T ~ ( 8 ) 

( 7 ) de EA oplossen, hetgeen geeft 
fl ·:. u ·-

E = G'•• 1/K~ ( 9 ) 

en dezo ui tdru.:·~Lin0 1,Hl ~nstellen in ( D ) • Het resultaat v,ordt 
),._J.l. > :~ .., 

G · P rr, K - :r f\ 

~11.",1.1 ,~-
' I 

( 10) 

Di t 21.jn ( b - b 1 ) verge 2.::.jkin._;en in de ( b - b 1 ) correlaten K0, .. , die 

h:;.erui t op te lossen zijn, daarna zijn de E'" te berekenen uit ( 9 ). 

}:ie:::'rn.ee hebben 1'1e 0>~n oplossing van Standae.rdvraagstu.:{ III tot stand 
t"£f:brac}1t in t··Je•:, t).:-a}):_Y'n. De eerste trap bests.at in de toepassing van 

Standa.ardvraa..;stulc I_ op de vertSelijkingen ( 10 ) ~7.3. Gevonden warden 

dan de waai-den Y '· van de parameters vol~ens ( 1 ) ~n de correctie s .-,, i 
A /J 

VB..(7. de waarnemin6en. Tevens uoi:::ten de G / worden berelrend, hetzij volgens 

( 4 ) ; hetzi ~ door de no:c.ff1nalv8rgelijkingen ( 1 ) met algebraische t·,7eede 

leden op te lessen .. r:·~t is dan de eerste trap van de vereffening., De twee1 
de bestaat in de berekenin{:!; v,::,...11 de T ~ volgens ( 8 ) • Da.:n. worden de norm.ae,l 

vergelijkin3en ( 10 ) opgeatald ter barel::ening va..."l de KP' waarna de E )..,l";O~ 

gen u.i t ( 9 ) en dus de X J,. be:paald zi jn ( 6 ) • 

:1eze tweede ·trap is r,iets anders de.n de toepassing vsn de rekente ... 
·• ~--

gels van Standaardvraagetuk I op de betrekkingen { 11 ) S7 .3. met de ,Y :' 

ala waarne.m.ingen en de G'\r•·a1s hun cofactoren. Om. dit duidalijk in t~ 
zien aiillen we de bewerkingen van de tweeda trap nog eeiis S8lll8:P.Vstt~ 



~i, ,"' :, 
Li.,r 

,I.\,. 

·~:a:r1rie2:i..~ r11et1 ~Jel.:.1n.:~; ic.:*L. 

t·:r.~·· ~·1, ..,.,.,......_ •. ..,...; .,_ 1 _ .. , ............. ,.,, """ i , ..... :~ ... -... ..... !...., , .. ,, 
,, -:• .. i.ic), . .:. i!.e..-,.1..:_1 ...... -_.:,~ ...... 1.1 0;.1..C. 1::-.:rc:1 .,_-i.c_i1, :1.t ,:-J 

i.1, dt ::oi·:c>?cties 9 die de ,2_~~-s_p;:oaj-~e_l_i.Jk.§?_ 
,_,:c•,;-,_.,1, v:::in c.e v:ireffeninc; bij de tYreede 

l'J ·t •']' r, ( 
,/ 4 ...... .:..r,;:L_,._h.;i ,, 

·1, :.·· __ )- \ , .. ) 1--,·, ) 
I ~ • _, • 

er1 in 
-:- ·qi 

I 

TreL :.: :>1dr ... 

de..n };: o,11t er 
-i y V .\ ) ;.:-i .. i 
C !l .,~ ... .:.. ·' = ,_ .. . I I 

of .i 
:::. ( 11 ) 

en deze 2-i die de eenmaal gecorrigeerde waarne.,. 

Jill• M •• ~~- "" i 
' .LJ.~~\t::J.1. J:-i 

4 / zijn de no~rP~ti~s, 
i 

+ 1 noz moeten onderJ~2n ~ l i -i d Oitl z e ve oren.;;en orJ p + :::.. , · e 11aar~~ 

den, d.ie ze na het t. 1eede t•c::n~,,::, r:ioeten verkrijgen. 

Sc:1rijven we: nu 

. ' 
rr ., i1 .. ,l.tC ! ;_J 
•.:>i}:J ' .,.. 

g ( ,i _ ·rii ) ( c;:k _ ))r ) 
·;· ik -- - I 

( 12 } 

Hierin is 
.; i_,- ~ . i akE 

A ,..,. ,~r (~·'- •• ) ,If'•, "l .:1 0 - ') l = = '-'ik -- ---~ 1.l: ! .. , 



( ::i e 

r:1e t 

d.1t in het tweede lid van ( 12 ) alleen 

var: :'~!.c t·,/er1 d.e tra11. Di t 

tra? afkomstis en een deel 
lr:.atste deel kunrien we nog 

( 11) ec11 ~.-! 

( ... .:_ 

7''.'.11. 1'1.,.~·., : .. ,.,,,'."": .... l.- ~ ,., .;;"" wt:' ... .,, ··i d /'.J --- '"'i ,: ... -~·-· ,•, 1--: c·1 ;n I t~-
.... • -~- •. 4- ..... ..::: ,! ,.d ... J.. ,i_..t~~l..~.:'.J Vt.. ...L ,•~ ..,L. \, l,,,..· ook hier 

Ee::1 kan 
i ,,. 

~)• ·.;: C. .. ' 
c'il:- . · 

·10+ 
,U.J,.,- V 

\.--i . k r·_, . ;,- -'-'i~: .. '·• --

Lk 
= b: .' i 'I 

.J ..... 

hi3bten dan dua: 

dLt3 voor h:derc tr·.,.,J ::;,(:::o:i.1der11jl: de bijdragen berekenen tot 

vol,~;=ms (1,::, be:·~en\li: 1 hier·voor _-;;..:J.dende re.~;els en naderhand de bij-

:1oc Stc:1.ndaa .. rdv1"~1Eti_-,Stulc II I ontsta.an is, door de 

t·te J groepen ( 1 ) en ( 2 ) ;:_; 7. 3. te spli tsen 

sen de 1:::'.ra:raeters XIA., dan is Ui3 in dezc :i?ara;;raaf besproken vereffening 

v2m de r-:2rst,:: trr.:.), die o:p de 't:etre}:~:inc;;en ( 1 ) en is de tv:eede trap de 

vereffenin_:;; o:r) de Groep ( 2 ) v2..11 de betre1.::kingen. '.'Ii j kunnen dat.~rom nu 

de vol~enfe ~i~enschap form~laren 

[?_?._f_(~:'l-i...,:_.~_~s_c }l_?':J2..:.. 
}le_~_.£!l_a.J3__~f~I'. ver_eff~.i!\.:~~y_r_a_a_e;_~_t_~~. _s.1)].j._J_s_e_l)-___ ip __ e_e,g __ willekeu9,Jl.~B..".1;:: 

t ~J- _t Fu:~. ·;:-~ ;}_ L _m,i t_ s _ _r~_en_. b i_j_ .:?_l;{_s ___ v._o_li.e p_d_ e_ .:(r_a _p_ _m_E:_t.. _c,0_(13:_c_ t_o I'-~~-e.p_d,t1_r __ ~!,~ Flili. 
~-q_ a_l. _s. _d :1 _2 ~. .uP:J. _d~ _ y__c;!_ iii.~- _ t_r_a .P .. ( ;:2_e p) _ _v_?,_ l_~_e p -~-

· \3 lL31.1a:1r is sle chts aan.:.ietoond, dat :men het probleem in t,rne trap•• 

pen 1,:uc [,)li tsen, :1ao.r het is C:u.i<:.elijl';:, dat men o:p elke trap weer opnieuw 

een S)li\;sin,'.~ ":1a:1• toepasse:-l. Als i~,ransi:s;eval mag men een veref .;:'eninf op 

voor'.:aarcle na voorwaa:r·de u.i tvot':>ren. 

Ilet bestaark van de hoolc~ei.::_~enschap is aan het licht 6ekolilen bij de 

bel1ande1.in.?; van Star1daartlvrar.~_;stuk III, dat ontstond door de betrekkingen 

van de E'Jerste .:;roe:1; de :;eda:.ntc) te :}eve:n van de grondvergelijkingen van 

Standaardvre.a,:;stuk II en die van de twee de groep ui t te dru..1dcen in de pa.,, 
rameters. Get is duidelijk, dc.\t de vorm, uaarin de vereffening van elka 
trap wordt ui t.:;evoerd, met het :principe van de mogelijkheid van de tra:PSP":'1!!-: . ' · .. ' '· ,,.,_ .. ..,, ~-~ 

i.vijze beha."1deling niets ui t staande haeft. De correcties ,t,i, die gevonde•: 



,. 

z·~ :n tij de tir 'G .,~ ;r:•, ;1,•-_: Strr.da.ardvraat~stuk II, hadden evengoed bere-

h~dde"i we ~:ur.1Hm uitvoe?:~e ... ; 1P ·:; 2tru:.rta:1rdvra.agstulc JI m~t de pn.ra.metere 
y-'"'· 2.J.:::; .r,..1,?..:..~ne.11i:1gen ( c~o:."3.c -~:\'•l~.~~- G "•/''-). ,Ve hadden hier echter ook kunnen 
dc,::-1r .. ' 1 r:: r::-1 :;:,,8-t: dt, iH:11:nP __ ,_-;·1 · .. ,(',,r, .. ,, .. rt'•:·:rde v-',.,,,, .... ,.,i;,,·,•.dnge,1 ,.,i "\'· 'l'i •""r:l da.n hetziJ'I 

:;.,.' -· ,.., ,.. ... .... ~} ... ' ,. ' .. ,.,i,,... ~- ·- .... ...... .. k' f p 

t ,.~1' c~ar: 5,el:.~.~e11heid bestaat, de ae.nde..cht 

op er,:.e.lf' r:te·1.we s;ezich'tf:.i.)Dnt~r. -:e kur,.nen vestigen, zal de hoof'deigen-

. r'pi f' 
y' " ·1 --, h ,,l_ .... ··- u. ('i ' " '-'•j 0 

( 1 ) 

i,krl, .,,.. ... 
·, ui ':t_. ,. ,.:,. 

(~, '< ··::i ., 1 ---t b .,_ - c. '~1 T 
0 I 

( 2 ) 

:J, < b ( r: 
I ·, .. 

De 'n:.nr::, eini:r.gcn vo o:' J.e .,,i :31 Jr, L1e 1/ ; de correctie s aa..'1. de :i/ 
Zi j~l . ·1. -de~ an ct€ cofactor8~ vn.::1 £;::.le. Voor de vereffening op alle voor-

waarden trcelijk is 

,.•L:--.. ,,..:> : ~... -i 1.. -~ f' - ... ... cr..1. • .i."..., . .• ll ,,"•1·· -g 1J.' ;,1,,_11.. + b ,,, • 1 :,._ I -
l t-,. 1 .1- ,: ·"" 

waari!1 
11 -:::: u -~ - ,) i 

U.; j) 
I.,,' .... 

tf" U• 
i:. i -- - uip 0 

t' 

t 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

J8 :1eb::)en i;n het bovenr:-;aanJe de correlaten overeenkomstig de betrek}ringen 

ir. tv;res g:."oe-;,1en 6 es1-~ .. its"'.: oy dezelfde w:i.jze als dit in 57,3. is gedaan. 

( Zie '12 \ \, ~ ) sJ.daar ) . 

Door te stellen 

= 

::::: 

= 
worten de vergelijkingen ( 4 ) en ( 5 ) 

Als nu r, "" ,..__,'{ (" \,~ 

up[ lr = or 
kunn.en we K~ uit ( 6 ) oploasen. Het resultaat is 

j 

( 6 ) 

( 7 ) 



2 stell~n vervolgens 

'.\.. 
t 

I' u t 

,"of "'·r .,_,,. 
,x .t:.. ;:.;. ;,:;. j\ .. 

< a ) 

( 9 ) 

( 10 ) 

( 11 ) 

!r!' :_:', rl~>. c::c,r::,~1.e,a.t, d.L· 11e:1 :·, 'l vind.~r: c,:L.J :,.en '.'..lleen op het stel { 1 ) 

,~ ~,.·:1 .cle ~)(~t:( .. e:.r>:in.~;· .. ~:n z,oll -:.rr)1--,:~ft't-~r1t-:·r1~ 
Tt 

/.· 
.f· I i_;I _,. 

('"I t"'ll 
lT,· .. , \,,.( 

. ' ' 

~: = t; -..~ 
.,_t:.,.,.. 

G l~ 1-

( r, van () ) • Men ver-

- Tf-
1 

( 12 ) 

·-~ .,._." , ·it '__., ·v -~1 ""i· d ' .l.:, 1 .l.··ru_ CL. _\. • OJ\.:,t, 0,., / 1 .3.1. 1'.'iJ.fJll de 1.. r., met ( 10 ) • 

dnchtens;3.!1g v:m I3ol~., tlic in zijn 

ui ~·:e.1."'~dng :1et II Cnt.:il:Lelin,,sproces :i ::ordt .:::;enoemd. Wij komen hier na•• 

der op t:·rti.:;. 

Dt-, ·,o,,..,.,e·c·J.,.i· P ~ 2 \."•".1· ·--e•,·1"" I ., 1 µ'aat "IOAI"' ( 11 ) ov"r -in _ '.# ..... L. Lt --· •-~· ,..; . ..__, . . 1. o \ ~) I ci , ,...,. ,..,. .,1.. 

of met bet oo~ or ( 10 ) in 

De 8(3:cste .. cer:11 in het tv·eede lid is de correctie san ieder der waarne­

minf;er" aL:i alleer: op de voor13c.rden van de eerste groep vereffend is en 

die in de vorii3;e :)are.6raaf '1 / is [;enoemd. './e l)3 ·01Jen dus 

i1{ i~ .l> .. ~ 
g ·u.,~G_,·.G K,i_ 

J,._ ' 

= .c;:::.}ru1;;.K 
'-' ~{ 

ilc '""G ln~ .-A · 'r 
£; uk i~ : g LJ.l um~ J... 

o::.~ a).s ,re in de ~raele tern va~ het t-eedn lid de indices k en 1 omwis-

selen 

·,1 .,1 i ( i}: i 1 t\)cm ~-G ) '.11,i< 
i = r:: - 3 u16 um ?; uk'"_ ,-,,. ( 13) 

N, ... is vol~;ens de thecrie van. Sta.11<.lar.rdvr~,a.;stuk I 
---y--- I7 -:---rc·~•--·k-- :r-Y T' le 
( p + 1i ) 1 \ p ❖ .,,, ) = p f p - '1 , )1 

en omd.a-:; 

Er op lettende, dat 
17? k :p ,.P ::::: gi 

volgt uit ( 13 ), dat 



i i --·;- ~:i." -- \ .. , 

\ 

,, .. , ,,.. 
' ' ; . 

, :~c:i 2. vc<<;ii:1,:l d~ l"'ef~el ·1,.an Str:.nd.2.a1·d-~ 
1 tij t~t 2de tempo moeten berekenen, 

i: ..:·\ ':'?(l[.; ?i::nt:i.-lt:.1 ._:.l3Corr1Jt~erde 1n1.arnemin;2;er; 
'" .... -i !'~ , : :~ toren (; nnE: 1,1Em, dan is dus vol.;ena 

:i --iL 
~- f ( 14 ) 

( 15 ) 

.;:\3 ·_, 21, L ...... 1 ... ;' .) o ~'r. : .. ,i:. t; . ·,, ;:, , s.: ,i:::.._:,c n. ::: l :i r. nu o 9•1ieuv: de t'a.r,rnem.ingen 

v:)or t,3 t ·eede _phase. ie v:-.r. ~.,;e 2,,,;:. t· .. eel:C~ nc-r·:..·ec:tie ~-i -- / en stellen 
~le :1J~(~\,.~.-·~1 cc):.~1 .. l.:' __ ;e--:,1:~c:_ 1? n:L·t·! ~ __ ,.,"!.it:..•~-• r1,"St~. in. (le !JtJtreL~:ir1.:3en ( 2) in. 

:L ' I 

of 1 ·i 
..I,, ) 

~ic r 1' ') ,.,,. 1,,·,t• +• ::,·, 
\ .: • ,)ell,),::, ,l vJ.l,,. en 

O·"' "l'-' t ( 1 •1· ,.1.. ,d ,.,,, .,... 

( G, ·, ·~ 

het~cJn ~lo;t ~et ( 13 ). 

( i 
+ Ll ~ .... 

' ( = ',l. - u. ' 0 l 
, i 

= 1' vS ""·" U. 1) 
C 
~ t t' = - ,. 

)K,.:::::11 ,1, 

! 

J. -

' ' ~ .i.\. 
I 

i ) 
,, 

' = uo 
; .; ... •j.J.. ) p + , I 

'E: .-·'"" - U~&; U1,-,..,.:, 
J.. ....... 

,; 
T -

( 14 ) hie :c:in, 

( 158. ) 

den moe-

~:,sz,c:: controle doet ons ,;;i;: n, dat ;,rn inderdnad bij het t,veede tempo 

c 0:-1s2 -::;ue :: t 
s1echts i.le 

c:,~ ra_·_;els ·:a .. '1. Stand,.1::..::."dvraac;stul: I mo;::;en toe];)assen, mits 'lie 
--i1,. 
.7 -~ al"1 co·"'~c .. :ore1·· .... ,-[·~rui· ken 
(.~ i.-, J~t;.;t, ,t,; J.. i._,c ,_ ,.4-"' .. 

Eet is c~uiclelij::, d9.t doc:.:· ;1Eit at=m.:.:;ren;;en 'llt1,.'1 de t·.'eede co:rrecties 
-i i.1-- ... • d ' t ·t d ,': ""· ·1 .12·1., vo.Laoen aa.:n ns voor,:ei.ar en van ci.e ears e groe}) n1e mac; "iTOr en 

verstoorcl. ·.re zullen dn.s moetcn .l1e~)ben 

t' ( .i. i ) 0 ll' I = Ci, 

or..:cl.at '~~ hecben 
~;, i 1'-· ui '::. = t 

en 
·. i C, 

u! i, = t' 
J.. t 

Ytc&.rtii t 1:1.001"" c1.ftreitJci11t3· direct aei~der5.erioe.nrle .'bet:rekl~inJ volgt. :70 kunne:n 
deza t;chter door directa berekenin.z; controleren,. Daa.rtos merlten ¥.r~ e&.riltl 

op, dat 
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' j '-> uf ( 1 + · i ) - u~ 

- ... -~ ,._ ~ • µ "' ~ " • 

I i , . J.. , / _·,•_)•• 
'l .• \ ;' .. ,. Ii ) ' \. . 

--?'··- - " 1/ . . .. • ·• .. 
u 1_ , ( ) • •:- /{) = 0 

;_· 
( 16 ) 

v~11:1c. t ( ~ c c c;. ~. :1C! to z~ .r~i,;3 t i:'!· ~:~ • ~ ~ tc.~ "1I' I ~:-.1 ~ G: ~lt~-: ~: ~r• o o ti.~~:?:\ ct of e e11 f,mc tie VEt~1 ~tJ":azu~·.M•• 

lLOrl:::.:·, ,,,.J.··~)·'. :,,'."J;tJori ;,,1\.:t ,.:,e11 '"~1(//.b.i.~-.::.tsc.cJ.~::: ,:;)·1~00L:1l~1~r1 n1t.l lll() 18t zijn. Dit re .. ~ .. 

:uerin. is 

. i.11 c: c ;.:." 1 .. ~a.ad 
l, , '1 

u. \ ::'.::,"'" 
l 

; .... 
•• 'I 

i 

~iL 
. i ,j{ 

- r~ ·, ·/ .:,ik I 

) -

= 

.. \,." 
) - -· 'k ( ~J_ -

1..1. (:j 
J. 

,.7'. ... il: 
-· c...i;..:, 

i l : /· km · :-G , . ( ,- ) ) - g u.u1g u ·-~lzie 1? 
J. m ; 

.. T ik 
- '.A.i·~ 

= .,T..,,ik 
.... i 0 

G Tf G .. _,,kll\i; 
t'-• ..;, Ill 

r ik -r km 
:::; ll..; i .... u "'lg = 0 -'- .,! • 

( 17 ) 

gil/;ila{ ( <: k nk ) Ir,,} '-· I l 
I 1 ,,.) 

(: c.,l.ul ., 

( . i 
'· '·-

J::: -,1k ) r,~· "'"' I 
i 

"/: ) Ke= O ( vrebens (17) ) 
I 

.,. i 
-· '.1 I 

het~ee:n. cvere,.msti..;.1,1t oet het evondene in~.:·"( .4. De tweede term rechts kun­
nen ,,11c: mi v2rder oehandeltn. Vol;;en:::; ( 14 ) en ( 15 ) is 

· . . • • ·l l (> ·. i...,·' ./. 
c,· \/ ,<...1 - r11 i' = c-. ( ,.,.J.J_ ~: ... -U gJ~ G t.J•-;-, )· u v , 
-..:>il;: -· 1 °ik "' ..... 1 m 1 ~ j~ 

als j een j_nd€JJC is gelij}csoortic r,1et i,kil,m. 

Dus 



Hiermee 1rn1:dt dan 

fl' ( '.:.:i -· 'Yli ) (tk 
0 ik (__. . I 

of volJens ( 15a) en ( 17 ) 

(':" ( 
bl·lr .n. 

- 125 -

. i l. lJ.,-

- )/ )(c'- k ) I 

Omdat vo.lgens de rege ls van St:1ndaardvraa.gstuk I 

~ $i~k - +FTLT ~ TjIT "'ik~ ·-- - " .,_('--'' '-,1, 

een res11ltaa.t? dat v-.re ook liadc:_en }:unnen afleiden ui tgaande van ( 3 ) , 

het;:;een e:chter aan de leser wor dt overselaten4 

Met de bovenstaande afleichng is opnieuvr de in de vorige paragraaf 

0 eformuleerde hoofdeigsnsclrn.p aanl:;e toond. Het bestaan van deze eigenschap 

maaJ:s::t de vereffeningsme thode zeer buigzaam en verhoogt daardoor in ster­

ke mate de hanteerbaai~lleid er van. Bij de xneeste vereffeningsmethoden 

wordt van dezs eigenschaJJ dan ook op een of andere manier gebruik ge­

maakt. 

O·)iner:,;.,::i.ng I • 
..::....i; ____ -- . .•. • -· -·- •• --

He t kan voorko111en, dat een vrae.rneming niet in het tweede of alge-

meen in e•3n v0lgend tempo van de vereffening voorli:omt. Dit neern:t niet 

v7eg? dat zo 1 n waarnemin.; toch een tirreede correctie verkrijgt. 

Oymerking_ 0 
Ile e iGenschal)1.)en, ui tgedrukt door de formule s ( 16 ) en ( 17 ) , zi jn 

van belani, omd1::;,t zij de mogelijkheid opleveren 9 de berel::ening van de 
-ik ~i ,. i g en van de ,____ - )/ te controleren. 

7. 6 o ~5 ofactoren _ 0.2: j_ Standaardvrsagstuk III. 

Ile bestudering van de cofactoren zullen ''i\'8 uitvoeren aan de hand 

van de forrn.ules van de in de beide tempo's gesplitste oplossing. 



t ; ;:.'!'f'~':Ct•rd Zijn. in (A. CC·· 

J • •• • ." •• · • .. ~.nL 11is:rvan kan :~~-i rwhic-

.::naalver0elij:dn..sen z:Ljn. :.;it d~ ·t:1::;1cJ van de co:fac~toren. aan het slot v?,.n -~~ 
~ ... ., 

7 .1. lezen ·. e direct af 

= Y x,· ·•,ru '!Ir '.I'.: ---"r,""0-
, l ~ -· .!'.: 1' ,lJ I 

en vsrde:c 

·;rre heVoen hierbij in d,J no.:c.:i:.1.r,hr,'"r~elijlcingen 6esteld 

wae.rdoor dcze kornen te luiden 

Ste l.U, n v:e 
,\ 

I::_,· ,· .,, ... i ~' /' 
' r: :·. 

da:;1 · ·ordt de o:plossing 
.,,,,,.. ,.,., 
1\. ·~ = !1 

en zijn de HJ.;~ de cofactoren der K,_., , zoals d.i t bi j Stand.,· ardvTaaJstuk I 

is af c;0:., leid. 
.; A 

Omdet de J? .... expliciet in d:--1 X zi jn ui tfedrukt, kan men een functie 

ran. de pi a.1-~iJd herleiclen tot een i:n de X .>t, zodat :men bij de practiache 
.';,\. 

toe:paesingen steeds ui tkor,1t mat de kermis van de cafactoren der X • 

Stande.e.rdvraa.-.stuk IV • ......,_ _____ -·- -,--,~--~---.._,,,. --··----~-

De grondvergelijkinGen van Standaardvraaigstuk IV luiden 
pi f (I))_ 

u'.P = u + a! X 
i ~o A 

i, !i, 1, m 

f, 3:;•c 

."> 1 f', ,;'; 

( 1 ) 

Elimineren "..re de h param.ate:r·s x·'-t u.i t de b betrelckingen, dan houden 

11,e over b - h betrekkingen tussen de n Haar ta nam.en grootheden P1 an heb"":"": 

ben we s·tandaardvraagstu.k I var:'.srei;en~ Zal due het probleem zinvol z.ijn, 

rum moet 

en uiteraa.rd 
n ) b - h 



De bDven'Jedoelde ~} lim.ina tit.' l:tm.:11.n1 'e ui. tvoeren door elk dar be•• 

( 1 ) te verm~1:1i,::,Vt~.1cu ,J:1 met e en fac·tor :- Pen op te tellen. 
! 

-~. 
,,.:....l.(. ;r?,&::! 11 nu de r~ zo, dat 

I 

(;) 
- r u. + 

.-0 0 
( 2 ) 

{ ,.., \ 
\ .) .I 

d.;.n ..:: ... Ji .. ,r; X u.it ( 2 1 v .,'...;., ... 3) ,,,.alG v·oc:,;:,r, h homogene l :,.~'G.:1.r;;:· 

ver~all.j:.·.:.~1 n in de b 
0

V•= :::'.:.nd,;:r·~~ . rp, >?t 1)) h , A.ls ,ve di:: h stallen 

van n \re::tand.erlij2~en a~ line.air· onafha:n:~elijk onderatellen, zijn de ver-• 

c;elijkinl,en ( 3 ) di t evon,,ens. Vol.:.:,i'ns ch1 meerrn.:den gebruikte stellin~ 

uit de ali~0ora omtrent de liner-il'<J ::,.f:1an2;;elij:;:heid ::.ijn er da.--i b - h 

,stallen rr;) op te schrijv2r., die: c:.::n ( 3 ) vold::>en en lineair onafranke-
~ ., 1' • i - - A ' ' l1J~-1: zi.Jn . .Lat.an 1.1e deze stellsn nor;:,,an r,. , ·,ia::rin ct,/::.,;,: 1 -·➔ ( b -- h ). 

~ I ' 

Met ~ed,n, d.€?r :c,tellen r 1~· ku.nner: .le dan l~om.en tot een betrekl.::in& tussen 
de F·1 , 1.1aa.rui t de X-A geelir:1ine er(;L zi jn. Zij luiden 

r ..,.uf.' T_,i r•j. 1.:_ r ~ • 1 ---l,, ( b h ) 
t' ].- :::: :••c q('1 1 ◊ O • - A 

( 4 ) 

( 5 ) 
i ik i Zijn nu 1,1eer p d2 Ymarner,1in,;an, c; hUi.'1 cofc.ctoren an i;.. de cor~-

recties aan de •JaarneminJen, d_-:.n vol,::~t uit ( 4 ) 
, .. ,. p ~i :/,. t', ,, f i ,J...· 

rJu.~ = r,u - r.u.p = T t 1 1· o r~ 1 
( 6 ) 

Vol._,ons J.e algori thmus van Standa.ardvras,=,·stuk I is nu 

~ = gikr.)( u,~k,, 
:· J.:. ........ 

( 7 ) 

waarin k~. de correlr:..ten zijn. D,9zt: uitdruJddng voor de £: substitueren 

w-e in ( 6 ), rraarm.ee v1e de norr..:iae:.lver:;elijkingen verkrijgen, ter berelce~~ 

ning van de koi, • In deze oplossir.c treden de r/ op, die in de, grondver­

gelijJdngen ( 1 ) niet voorkome:n en voor de eliminatie der X A nodig wa­

ren. 'Ji j 1ilillen daarom de oploss.l.ng omvormen en wel zoda.11ic,, df?~t daarin 
::,I. 

de r f..> niet meer o:ptreden. Om te be~innen kwmen we atellen 
I 

( 8 ) 

waardoor ( 7 ) ,rnrd t 

( 9 ) 

Na invalling van de fJj oorrigeerde waarnamingan in ( 1 ) gaan <le{E~ 

over in 

·en hierin 

f i f' i t' ll. fl' r .... ). 
'IJ.i ~ .;:; ut -~ u1 P + 8:.x X :.: t + 9:~ ~\. 

subs ti tueren ,,.e da waa:rden v-an E.i volgana 

{ 1Q J 
( 9 ) • Di t RttGf .. i; 



Varder is volgens ( 

ik f ._., r ,,.,. 

g uu..K=t + 1 !( r,; 

8 ) 
p 

a,r:.. f~ = 
f' ti. 

of r:i~t re t 005 op ( 5 ) 
a r,.,k~ 

,.1,,. I 

( 11 ) 

( 12 ) 

De ver.:;eli jldngen ( 11 ) tm ( 12 ) vormen het atalsel van b + h 

normaalvar,;eliJkingan in de h parameters X:)..en deb corrala.ten Kf, die 
daarui t }rnnnen warden op1;a lost • .De ver,:,eli jkingen ( 9 ) .;even dan de 
correcties. :net hot bovenstaando is dus ook de oplossing van Bta.nda..ard­
vraagstuk IV gegeven. 

Of'achoon dik~,71jls de oplossin0 op bovenstaande :manier zal lii"orden 

verricht, zi jn er niettem.in :.;evallen, ;;1aarin de navolgende modificatie 

er van een nuttige toe:mssin6 b:m vinden. 
Stsl in ( 11 ) 

en la.at 

.J..;k f' <r 
.<:" u. u. = 
u 1 K 

G p,: 

G I'"< ,c·t:s ~ : 
-UI ::; {,· t 

fl 
d K L,i t ( 11 ) ,, 

( 12a) 

·ife substitueren dszc uitdrt:.kJ:ing voor de KG' in { 12 ), het;,:;een 

geeft 
f. ·r .?'· G G:'t f Gr a_',\ ), .. -· .. = - p1!' ~fL 

en waa.rmee dus de Kp uit de normc'lalvergelijkingen 
De vergelijkingen ( 13 ) hebben de vorm van 

gen van Standaardvraagstuk II :uet a.ls 1,1aarnemin;gen 

- tf = uf1/ - uP 
l O 

imrilers de c ofactoren dezer ,.raarnemingen zi jn 

( 13) 

geelimineerd zijn. 
de normaalvergelijkin-

tt', t~ = ~r···,· ~&~ = u~u..Q"gik = G~ 
1 .K 1 K 

en dus hun 6ewichten 

Schrijft men nu ( 10 ) in de vorm 

en s telt men 

waardoor 

P A t'i f" f' 
a,..,X = uip -· uo + ui£1 

,IC> i f' -t> u.1. p - u ;:;:; p \ 
l. 0 

ufi" 
J. 

f' A -f' - p 
a.AX = p + ~ 

( 14 ) 

{ 15) 

den heeft men hiar voor zich de co:rrectieveri3:al.ijkingen van Staxutucr:~, 



vre.a,astuk II met de wa:.rnerun,ze:1 pr, hun oo:-recties i. fen de parameters 
x·~. Deze .:;even dan met de .;e':icl1t,m Jf',,,..van de pf a.a.n1eid1ne; tot do 

normaulver~elijkinsen 
f' , • ..,. .... f 

G._,;;a a X = G ... -r a~ J · ( 17 ) 
r ·"-/"· r- / 

die overesnatemm.en met ( 13 ). 
He a ft men hierui t de X "X. :J'::, ... ~c' .and, dan le veren de verae li jkingen 

( 11 ) d:: Kr> en ten slotte de v,::c,;elijkin~an ( 9 ) de ~1 en dit is niet 
anders dan het rekenvoo:;.~schrift v:.. ·1 Standaardvraaf;Stuk I, toegepa.st op 
de ver~elijkingen ( 1 ) , Y,acrin thc.:ns de x·"- a.ls bekende grootheden war­
den ".:>eschouwd. 

Hat cehele proces komt dus hierop neer, dat men 1n ( 1 ) het ge-
f ,, 

hele ecrste lid, verminderd met de bekenda term u0 , bescbouwt a.la een 
3tootheid, dus men stelt 

f'.,.,i uf' __ ~fl 
U,1: - J:' 

1 0 

als ngen heeft nen de p''"' als in ( 14 ) met de oarreoties zr: 
ff}' ... ,, .. 

cofa.ctc:: .. ::n G .· .' doer toe _:·~seing van de v:-iort-i,len bep::.:2-lt nu de 
:-11·--·,1+·i·n r,.•,+ o·,"I ( J:' !.-4 V ,~~ ,., •, ...., iJ J;" 14) -~-: uit __ de Gf';' . .u:1.r.:;:·1.0. stelt man, i:'..t6 c'.~.n--

norm2.,-1.v.;rv,Al:t :· :'..;1,_;en ( 1'"( ) o,.,. Na berekeninc; der X!i\ de van ( 16 ), de 
:,,. 

pa.st men O:;.J ( 1 } het 1.;.(:;:~tG :st;;..nda:.u.,dvraaGstuk toe, waarin de X bekend 
zijn. 

Verder is nos 
gik2i~k = U,f' ;;;:kK,.., { zie ( 9 ) ) 

,{ \ 

= ( t'+ a~X:,._ ) Kf' ( zie ( 10 ) ) 
,'\ 

= T' t (' 
i\. F ( ZiG ( 12 ) ) ( 18 

Ook ia 
5itk 

gik- = f' icr 
~i: f' 
.... ~ ( zie ( 15 )) = .!. Kf ' 
-( "ic- . c,JX'.\) ( zie ( 12a ) ) = i G~ ( "1" e..).: 

= -f ~ j_ 
Gp-:~ u1 i. ( zie ( 10 ) ) 

= G~1.fl t G" ( zie ( 15 ) ) 

en dus volsena de ref,;els van het twee.de sto.ndaardvraagstuk 

..i k -,.t> ,,,er -P -t\" r c.- ). 
gik ~~i = a,.., ;it ~ = O~-- p p - G~ a a.l I 

in welke formules wear een aa.ntal controlemogelijkhaden ligt opgeeloten. 

Opme,rjt_~ 

) 

De behandelde modifies.tie berust op e.en bepaalde oplosaine:smetho4~ 
van de normaalvergelijkin{;en, dia bestond in het e]4mineren van de oone.,.; 
la.ten Kr "' Bat speoiala aspect van daze metho4e 1a, da.t zij beats.at' ·ui 
de· aohtersanvolgenda toepe.ssins van de re\enregels van het. tweede eni 2mtl 

' 1'" '" . aerate standaardffe.agstu.k, hatgaan in varsoheid.e:ne praot:1eohe s••f;\l:~M 



tot e,,n overzichte li jl<:e behz,n(:elin,~ v.~n 11at prob le am voe rt .. Nie ttemin 

kan echter soma esn a.ndere o_plossing van de normaalver~ lijkina;en aanbe­
valing V€rdienen. 

7 3 Dz c•of-•ctoren biJ St•-.'rlda•lr,1 v·--:~•1 ,.,,.tuk IV 
•. • • ., ' 1.;:, ...... ~. .iL.:·11 _'-A - ........... _,.;..._ .... _ .- .• :.,~ ··- -··-· ___ .. _ .......... , . ---·---·--·-- " " . ·- . .. . 

d X )., 
:·lij kunnen hier niet volst· ... :. :>Jt enkel de cofaotoren er , om-• . ~ 

d(::t hier de P1 niat explicic t in ;:.i. JC ~ z1 jn ui ti3,adrukt, zoale bi j Stan-

daardvr,~s tuk III. ·,1ann2c.:r we met . c~ functie der P1 te rnaken :i::rij~an 

en daarvan de cofactor moeten bcpo.len, kunnen we daze niet eerat als een 
functia dcr X.A.schrijven. 7e zullen hier due ook de cofactoren dar pi+ £ 1 

moeten afleiden. 
• A 

Na de overgan.z op de pf' had den ·.·1e voor de be paling dar X te ma}::en 

rciet h13t tHeede standaardvraai::istult. Di t luidde 

t., ·'- -r - r a_{x = :p + 'i_ 

d"r -pf-' de Go,;-;;'. met ala cofaotoren "' 1 De normaa.lveri::,slijkingen .,·1erden 

f> -~ -~ 
Gfe"a~a,1X = 

zie ( 16) en ( 17 )l-~7.7. 

Stellen vie 

Gf.:rafa j~:::: H\# 

dan komen de normaa.lver[;elijkinc;en te lu.iden 
.A. r:1-_ I> 

R:y-x :::: G rr:;.id ' 
en e.ls :re da.n weer definisren 

dan is de oplossing 

.). ,) ~~ 
H_1/}I = 1/ 

.A "-l.. &'- f' 
X == H / Gf'>~P 

\7ij -.·,eten nu van Standaardvraa.:;stuk II, dat 

en evene2ns, dat 

Uit ( 6 ) volgt 

en du.s 

( 1 ) 

( 2 } 

( 3 ) 

( 4 ) 

{ 5 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 

( 8 ) 

( 9 ). 



zodat met het oog ,ep ( 9 ) 

- f> .:--==r-
~ 1 p = 

Uit ( 9) volgt dan wecens 

e -r: T.>..;,,_ G ,oy 
a a H . - 1 

-A.j-'-

______ ,,_ 

----·--·-· -- p -G' 
E, z_ = 

- F,, --<:r' 
~- i p 

-f _c.,..., (;G' 
:E.,~- = G 

Nu was volgens ( 11 ) §7. 7 o 

. 1 p .-., 
gl. :cui 1½cKo- = t f + a~?(.A-

. of, daar 
('-' -p 

t = - p 

zie ( 10 ) en ( 14 ) §7. 7. 
GP,'J' TT - ~-f fx.A.. .,_.,,_ - p + a 

Cf' - .A 
nf volgens ( 1 ) 

J_Of:!~3ing 

-- v0 -;- f r;,- 2... 

Hieruit vol:'..:, dan dti--ect 
~-~ 

G -T ~c.p 
= ·•r~, 51G ~ I •... 'flS 

Volgens ( 9 ) § 7. 7. was 
,;:i - = 

Met behulp hiervan krijgen we 

c:;i-~~y il e-·----· -- ,s' rnk 
c. , c.. ;;;: g u 1K . , £:_. u g f .) m 

.of, lettende op ( 11 ) en ( 13 ), 

,;:i --·~:.1r il I~ o' mk il f -r,_->sj;., 'f . ({ mk 
:-._ 1 'E.: :; g u 1 G~ umg - g u 1 Gfl a_>-. .ti.I ap Gif11mg 

Van Standcardvraagstuk I we-ten we 

zodat met de afleidin6 van ( 13 ) de gestelde taak volbracht is. 

( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 

( 1 3 ) 

( 14 ) 

( 15 ) . 

:-Iet zou nu nog kunnen zijn, · dat men in een functie, waarvan men de 

cofactor Hilde kennen, t;egelijk de Pi en de x·)._ voorkomen. 

,7i j zullen daarom nog berekenen 

( P1 + ~:['~)1.~ X )_ 

I! , 

Hoev?eJ. diverse wegen naar het doel leiden, is de volgende er een, waarbij 

weinig cijferwerk nodig iso 



UL.. ( 1 ) vol&t 

of 

V d . . ( 14 ) • .c1 er er J.s, zi e , c.. J~i'l. func t:ie Kf ; derhalve is 

·,7e hebban dus reeds ze vonden, dat 
_,,.,,,.,..-,,-- ' -"' ., .... .., ,.,,. ,. . ~-- .,. --•-
( Pi_, .... -1. ) Y _,,. -- .)1 X >--.,. - , .,, - l 1 

~-,. 
PJ., x··· ··---··-...-.-T),,, ()'-.;, l. 

c rI / G , a ·:) 1 p f'' j) J. , 

Lstt,mde op ( 14 )~~7.7. is 

en dus ,;ordt 

( pT-+·-i_!-),- -xi= ::11,· X"J ::: if/~1' ~u:gik 
waarmee ook dit probleem is opl;€:lost .. 

Hier zijn de grondver,:;elijkin:;.en 

tJ' C r:.:>)..._ 
u . p1 = u. ( + a~ X 

J.. 0 "' 
,.;( .:._ f).. 

u.\x ;;::: u0 

De verge lijkingen zi jn alle line2.ir on::::than2i:e li jk. 

i,k,l,m : 1--tn p 'G', T 
\ . 

: 1 ---tb 

J...ii.,v,X :: 1--j,h r-1,.,t,,o : 1-tB 

( 1. ) 

( 2 ) 

1le 1~ bben hier n wa::T te nci,-e 11 groot :1eden 2\ h :parameters X).. 1 b 

be tre\::· .. in:;en ( 1 ) en B 'Jetrel:1:in.;en ( 2 ) • We k\.U'lllen ui t de B -:- b betrelt­
~ 

kin.::,an da X e::;eeilimineerd denken, we houden dan wer ijtandaardvraagstuk I 

met b + B - h betreklt:in;;en. Hier moet dus 

n > b + B - 11) 0 

Verdsr o:nderstellen vfa 11) B .. Ttiuners a.ls h ; B soudan ~e X :Xui t ( 2 J 
, ku.nnen '--'orden opgalost en in ( 1 ) in:;esteld 1 1~aaz-na 178 eenvgucUs Sitwi- ... 

·. 4aardvraa&stuk I zou.den hebJen. H8t 1)robleem had qp daroe man1$r du.s we: 



.. ( 2 ) 

t 

t vinden van 0€:n vco1·s 
,,m t 

. ' 

B,x een 
0 

we 
l 

( ) 

t 

overaenko.m.atige van ( 2) 

de 

( 3 ) , 

Elka o:ploss 

l 
( X''>. - .:>c ) :::: 0 

h - :s line 

1 --, h ~· B ) aan 

:-J.. A 
l\B-o = 0 

' T A 
is drui line air in B ~ ). t 

XA = B~ -:- 1¾vZ (f' 

substit1,,\eren nu ze van X>. in 

U F. pi = u f' + ,.,fBA + ap __);,,z·'f 
1 o '-')i, o ).Bf 

( 3 ) 

h verru1-
ellen 

oplossing van 

( 4 ) 

{ 5 ) 

( 1 ) , vvaardoor we krij-

( 6 ) 

waarmee nu inderdaad Stande.ardvraagstuk IV verJ'.':re;3en is :met de h - B para-­

meters Z If~ 
bruU.: 

de notatia vru1 
van de reaultaton va.n~ ... ,.7. wordt de oplossi:ng in -~ 

t 

( zie ( 9 ) S 7. 7. ) 

( verg-elijk ( 10 

( vergelijk ( 11 

( 

T'°= uf + 
0 

) §7.?. ) 

&ikui{~ = 

) §1.1. ) 

prob em de volgende 

T f + ,,,, f 13·'-z if 

""')t " 

0 

( 7 ) 

( Q ) 

( 9 ) 

( 10) 

( 11 ) 

door ( 10 ) en ( 11 ) ISMJU'.!le~, 

vQ)J;ans ( 7 ). 
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( 12 ) 

( z ic ( 18 ) § 7. 7 • ) 
.~j moeten nu deze 

).. 
omiforkan tot een a.nder•.?, ,,,:iarj_n de :Bf 

niet voorLor,1~n. Vooreerst kunn~: !l. 1d d, r:.rtoc ( 10 ) met be1mlp v;:-.n ( 5 ) 

of ~li we stellen 

en 

f't 
G K ... = 

'~ 
( 13 ) 

V~:r&ar vormen de v:r.:;;:;lijkintym ( 4 ) eean complect atel linenire 
onafho.nlt.elij1:e homo~ene vGr,selij\.Lnr:.,en, Ht,2.rs:.2.n dG stellsn B~voJ.doen. 
Moaten deza stellen ook nog vola.oen aan de and,,,rl~ lineairs vargelijkin-
gen ( 11 ) , 

!dn6 e.n, dus 

stel ( 4 ), 

dz..n moeten de c oEifficie'nt..-:n VJJ1 8lk dezer lo.n.tste vGrg6li j­
de 3:(K,-..'if linoa.ir,:; functies zijn van de coe'fficienten van het 
derht;::.lve 

p ~ ( ) 
a>-Kf, = ~ kc" 14 

We hebben nu de stellen ver:;elijkingan ( 13 ), ( 14 ) on ( 2 ) ter 
·he ._,., 11· n ., V""" de vJ. K "'.·1.~ 1r <:::nJ11~n·1• 'v.., t zi· J0 Il zn 1~ l''-• ;_:, c.WJ. .tr,. 1 l..f s;., • l, J • vc:- • t:, .;:i•· -'.', ~ 

f'=i afx )i. G K -'\) ,_ 
s=i~J K. - + ~·)•· '•• 

~x)_ 
·" 

;::: 

.D /ki = 

= 

t p 
i 

0 
j.. 

uo 

( 15) 

( 16 ) 

{ 17) 

Dit Zl.Jn do norme.alvergelijkinL;en. Zijn de onbe~.tenden hieruit bepa.:i.ld, 
dan dienen de vargeli jlcingcn ( 7 ) voor de oere 1-:enin5 dsr ~. 

Vol~~ns ( 12 ) was 

of met het oo~ op ( 9 ) 

. ,.,. . l 
lJ~ ,,1 t.:·-C g .'.:;. • .. 

ik ,· i ,,k g (--- ,~ .. ::;:: 

= 

Nu is volsens ( 14 ) 
"'r fB . .A. - k U,J..B :X. 
.r..ra:x, o - ··.; ;._ o 

zodat, verder lettend op ( 2a ), 
II< 

gik z:i~k = Kf t p + kc;1_ u: ( 18 ) 

Ofschoon met he t bovanstaa.nda de oplossing (§3 ig·even is lean nog van· 

belc.nc; zij:n, op te m.erke.n, d3.t het soms voordelig is,. hat vijfde atandsard• 
. vraa,sstul.: tot hat derda terug te bi' en.gen volgens dszelfde i:;ed.aohtengan,s1 

narmee het vierde tot hat tw6ede kon worden gereduceerd. 
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tTG f ( 15 ) kunnen de KG op de bekende vri j ze in de X )..word en ui t 1~;edx·ul::t 
2.ls vol.st 

K ('{ = G f'·)'l?•_f X :>-.+ Gf'Gt p 

t:Iiermee kunnen a.an de Kl ui t ( 16 ) cseelimineerd worden, het2,een geeft 

G P ::, y-A. --1. U~1,.. -- G er t P ( 1 9 ) po' a :x.n.1.,.-'1.. . ..F ... u1. f'-' :;,.,1. 
1 

Met het stelsel ( 17 ) vor:t.1t ( 19 ) de normaalvergelijJ.::ingen van 

het St21--id2,2.rdvraagstuk III, dc~t :r11e:.1 kr:tjc;t, als in de oorspronkalijke 
verJelijkingen ( 1 ) ~esteld wordt 

met c1a wastrnemingen 

en de correctie s 

met cofactoren der pf 

u'.Pi = Pf' 
J. 

. .::. . 
'. l u·. s: J. ~ 

= 

= 

( 20) 

afc;eleid uit ( 20 ) door toe:;.,:::;assine,; v2.n de voortplantin&:3v.reto Dit Stro1-

dr::1.ardvrac.gstul.:: III kan de.n deSGevrenst in 2 trap::,en warden be handeld o 

Standa~"'..rdvrc..agstuk V kan echter ook diroct in twee trappen warden 

op[;i3lost o Men kan nl. eerst de betrekkingen ( 2 ) 

u~:x-A. = u; ( 21 ) 
, 

bui ten be schomving la ten. De Gerste trap is den tle oplossing ven Stan►-

d21.r-,rd vra.:,6stuk IV, ui tgaande van de verge li jlcingen ( 1 ) • 11en vind t dan 
)__ 

vooz- de :pa.1"'ameters waarden Y , w2A.:,rbij 1i1en de cofactoren berekent. J)eze 

Y) .. zijn dan de w-aarnemingen voor de tv1eede phase, die be staat in een ver­

effeninc 011.de voorwaarden ( 21 ), vvaarbij voor de Y).,.correcties warden 
1-1ere\:end, wa.arme e deze Y )..... over{;aan in de X .">\. • 

WeDrn van de c1rie c.,eschets·te :processen men zal toepassen zal af­

J:1.anc;en van de aard van het )robleE-:m, zeals zich dat in de practijk presen­

teert. Men !-.;:an daarvoor geen vaste :;edragslijn 6evenv 

Om geheel volle dig te zijn moet men nu nog een studie maken van de 

cofactoren bij Standaardvraagstuk V. Wij laten dit achterwege, uit de over-! 

·vveginc:;, dat di t standaardprobleem \7einig zal worden toege1Jast en a ls het 

moet warden gebruikt veelal niet de vrij ingewikkelde algemene formules 

van de theorie zullen vrorden gebezigd·, maar voor de berel:ening v~n de 

cofactoren eerder gezocht zal ·worden naar speciale mo.:;elijli::heden bij het 

te behanclelen probleem, die gelegen zijn in de bijzondere waarden van 

coefficienten · of groe:pen Van C-oefficienten. 
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C.F. Ge.use heeft rcadEi aen :r·,,>:en..::icllex..a voor de oplossing van een 
· stelsel norm.aalve.rgelij!ci.11._:<:m. iicn vi.nd.t dit op varschillende plaateen 
in de li tera.ti.;.ur ( b. v. J .:, • T:1enl::'t::: .'. ·: Ov2,:• de o}.1loasing VE'Jl een stel•· 

eel lineaire ver;~lij;~in:.,r:·1, '.'~.:.,J'.,.,•~:. .... ~t ·~·;.,.1.."' :~.:;.Jaster e:n La:nclmeetkunda 
c~ti. 1 Octo"!Jer 194,:, ). 

!l:c.~r :orr:t ,Jw:: ·-10ls·ta1.11 met ctr ';i. ivoee;ing van het schema en een 
... u.it~e,-;erkt eenvoudic voor·1)::ald. 

Voor hct be!t,~"'ldelen var1 srote sta1sels vHn normaslvert:;elijkil'.l.8en 
heeft men naar ant·Jre 11E:thoden ::;ezooht. I:iervan is het u ontwilce lings­
vroces :, van Boltz ,:i!r een ( H. Boltz.: Ent\fic::alunc;sverfahren Ztl.ffl, Aus­

~leich.en beodatisoher Netze nach cJ.er i'iethode Jer kleinaten Que.drate. 
Veroff'en tlich.un,sen d::'s I"'reuss. C-eod. Inst. !foue Folc.;e 90 ) , op blz. 122 

[ienoend bij de be~:.andeline va,i Stz.,,J1.d2:.arc.!.vrJa(;stuk III. Hat procea komt 

IDp he·t vol..:,en.de neer. 

De ge~even betro::idn.3en worden i:1 twee groe;ien ges:plitet .. 
(', 1 A 

u.·.? - l\r ; :·, ,,t ! 
1 0 · 

.... .,i 
U-.t. 

l 
u~ 

0 

+ .-,. b 1 
l,! .. ,l,m: 

., 
D1t ZiJn G.€ vsr;,,Blt.~Lin. :.1 ( : ) •'L ( 2 ) va..11 blz. 121. 

1 ➔ n 

( 1) 

( 2) 

De norr:laa.lverGtli/ . .1.n .. ,en, cye:·L::~ns L:1 twee groepen gesplitst ove1"­

een;.:o,r;,1.atig de spli tsing :1.11 Je :;roe::;sa lli ~• <ie betrelc..'¼.:inb-en, zijn: 
fi 

G Kt> + 
G,...,,,.. 

l\..J .. = t(~"' 

Gf11K p -,· G~",. .t\.o1, = tf-> 

{ vercelijk ( 6 ) en ( ~l ) 02 blz. 121 ) 

(f 

uo -

Lt~-~ 
0 

p$ C: ~ 
GP'G = tJt 

,.A.ii luidt de Ol)lossin.0 der E:f •rl t ( 3 ) 
,..,., f:/t1 

X:f = G~·f> - &ff G K~ 

( 3) 

( 4) 
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.Men ste 1 t nu 

( 6 ) 
v1aarin 

""' 

zodat dus volgens ( 

-r;t G-.rt··· --r - ( ) 

5 ) 
J,.'T 

.o.K,'"' = - G,,~ G KJ-
I r' 

( 7 ) 

( 8 ) 
Met ( G ) wordt ( 4) 

GffAKp + G.;1,frcJ. :--: t (~ - Gf(~Kf ( 9 ) 

o:f na eliainatie van £l Ki--met be1~ul1J vc.n ( 8 ) en van Kf volsens ( 7 ) 

( ad-.fo _ Gc,,. .. Gd:i"GPf~) -~ = tP- afl'JG ~t \S' 
1·) .l\.J f'l ( 10) 

( vergelijk de formules ( 8 ) t/:1 ( 12 ) op blz. 122 ). 

Men begint dus met uit dG eei·ste :,rocp nor:.1aalver3slij~::ingen de ter•,. 

::1en ::..iiet de K~,;.. we_; t2 la.tsn erL lo;:,it de ove:rhlijv9nde Kp 1 die dan K10 wor­

-"en 6 enoerrcd 7 op en r,el zo, dat men de t·r a.ls ali;ebraische groothede11 in ---a-••-~------- , 
-de oplossing meevoert. Llfen kriJcst dru1 volc;ens ( 7 ) de Kp als lineaire 

functies der tcr f Ytaarmee dus de Gr.:i<r zijn be_paald. Men ·zau dit procede 
misschien eenvoudi_i-;:;er kurmen kensclwtsen als dat, vraarbij de Gpr:r warden 

be~ekend. Men berekent nu 
G ·· Gcic>' - Zu, p.)- - p 

( 11 tussencorrelaten " cenoernd door Boltz ) 

en·daarna 

Volgens ( 10 ) is dan 

GpsG'.f_G' G f'{~ = z/G f~ ' 

~ p0 p ~ ~ ( c//':J - Z f'' G / )KoZ ,:: tr' ·- Z t 
! :.s-" 

of 
I:fj, PKG\ = T f, 

tiieruit lost men, weer met al.;ebraiscl'le '..i: ~ de K~ op. Dus 

met 
K~ = I¼/'!:? f 

I.T n(3o== (> ~ ~r,.i-'- :) r' 
IUermee ziJn dan de H,.1,;0 bepaald. Men kan nu Ko( schrijven als functies 
der t fo en tO': 

( 11 ) 

en evenzo de K f' 

.of volgens ( 7) en ( 8) 
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In ( 11 ) en ( 12 ) is dan <le oplossing met algebraisohe t\11\' en t f 
verkresen van het oom:}lete stelse1 norrn,:;.aJ.verc;elij2r.ingeno Men zou deze 

Ol.)lossing kunnen voorstellen dooT 

waarin dan 

G' 

Tff,t (~ Kf = Iput· + 

K,;,( = 
r-' 

r;:ilC' t ., + ID/~.t f 

(~ 
Io1 er = ·- l~fo z ,J' 

,:), 

Ipcr' = Gfb + Zpioi-G' 

Hierna kan men lrnt prooes herhalen en de thans opgeloste norraaalver•­

gel:Ljl,:ingen combineren met een nieuw stel nornaalver._gelijkingen, welke 

handel,;?i j ze men ad li bi tu.n1 Lan --roortzetten. 

Laat I!En elke groep uit slsc:::i.ts een verge~'-ijkin6 bestaan, dan blijkt 

het, dat men met de oplossingsme tho de van Gau·ss te maken heeft. 

Het toepassen van het beschreven ontwikl,:e lings:proces is slechts dan 

voorde lig, a1s het m€rendeel der G,.;1, « nul is. Door een handige groepering 

van de normaalver.~elij:.;:in6en kru1 men de moeiten, verbonden aan het bere­

kensn der Z f, sterk redu.ceren, omdat vele d,2zer .;rootheden dan nul wor­

<;:;n. Voo,."' de vereffenin_z van .:;rote L:.rielloel.::snstten is de methode no.:.; al 

{,fen l:.:ei1t; ook nog een ii subs-bi tutieproces 11 , eveneens door Baltz be­

~cht. Hiervoor wordt echter naar de literatuur verwezen ( Veroffentli­

ohungen des ?reuss. Geod. Inst. Neue Fol(;'e Wu). 
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HOOF'DSTtt: IX • 
- q .............. ~ ... ,.,.,~,. 

P.e £.,O,!lt_?;:o.l.,L~~~-~-f!...C_.:1~8 _!_,~11._c~_?_ .!~.Uf.J.d_E.~g_, ~ ;aliM.,,Y_an d~.lll_o_d~1t,.!.t. 
midd.elo::::.ra f out. ----~-- ·---- ...,. __ ,,,.,,,, ...... ·~ -~ 

}!et is een voor de lo n(i lit, ./md verl '!'1&,~n va.n ds v1a,.meme:r ta ·;r1llen 

.~eten in ·,.·el:\e ru.:..::i.te z:i,jn · ·ziaras1.1in:,en hat a.an.:.,eno.hi.en matheruatisc11e model 

oe,t""rsdi~;,en en het is c~uide 1.1 jk, dat, ;:.,o cL t model cegeven is op de ·~rij~e 
a.ls bij st:ndaardvri:Ia,.,stul~ I, de te.::,er1s1;:ra~.:,:m in de betre~dngen uitaluit-­

t>•;.,J h1ero:.·:1trent 6even. De 1.:;.oeilij'.:·,i:lla. is, dat de te_:.;ens1Jraken :niet uit­

aln.i tend toe.~;esc:1reve~1 :~u.r";·1€ll ·ro:..·den :-ic:.ri :1et fluc-tuerende lmrakter van de 

·.:r:,1.arne,,1in~en ~ de :J.ee1'derc of minde:::·e :n?.te van volko1nen:1eid van het :.:,e1::n"'uik•"' 

"ise rao&el :~or,1t er is ve~1ef::ns i1";. tot ui tine·. In de bes ta.an.de vaktaal noemt 

n.an de eerete eoort invloed '1 toevalli6e a en de tweede aoort "systemati­
in de _;edachten;ang van de sche f out en. Deze beide nc::.men ,::;.8sen sl.acht 

door ons on t'.;i1J.e lc!e the o.:cie : z i j st:::i.JiFJen u.i t de 1dassie};:e beschouYiint,S·· 

uj_jze, ¥7aarin llet be..:.;rii) 11 f out a e8n centrale pla.ais inneem.t. Men kent 

dac.r een a ·.:a.i ... e ;i waarde van een te meten ~root:1eid ts5enover de tiemeten 

waart::.e. 'Jara ,.raarde .minus 2;emete:r. waarde noe:w.t men dan de n ,nare II tout. 
13eide be:...,,rii1:ien: vrare v1a2.rcln en uare fout zijn nutteloos, o.mdat \,'i.j ze 

niLi.ru._er zu.:.len !cenne n. Bov2ndic: n is cle ·:1a:;:'ti ·1.ra2.:;:'de een :physische absurdi-• 

teit: een meetsta:,f b.v. heeft :;een .;are lenGte. Verder kent men in de };:lasu 

sieJ.:e theorie de " sc:1ijnbare ;, foi.;:.t, de:Lt is referentiawaarde minus waar­

ne:,·dng, 0.1aarbi j als ref aren t j_e·.1u2t.1'l\e de vereffenlie waa.rde volgens de rJ.e-~ 

i10&e va.n de ld.einsts vier:ca;.1ten · .. or(,t ,;;ebruikt. De schijnbare fout is 

du2 de te ,:.,€n::.e ste lde c;;aeJ:'dE van J.e in onze tl1e orie O)tredende 11 correeti• •• 

ac'J1 cle ·1a2.r:1e,,1in,;. De 1-:lassie~~e be schouwin_;s1:i j :::e leert verder 1 dat do 

fouten, die de ·f,ra2.rneaifl_ 8n aanl~:.even, van t 1.teeerlei aai .. d zijn: 11 tee v,a,1-· 

li.:.;s =1 fouten en II s~·s·(,e,.1::;.tiscl-ie 11 fo:1ten. De laatste fouten worden als 

een nas:pet::.r0are soort _ _,eda.c:'"t: b. v. f oJ.ten, veroorzaaJ~t door temperatuurs­

invloe den e .d. Als de:;.::a in ..:.,enoe:::;zar,1e .ilate verwi jderd zi jn bescho.µwt men 

~Qt~een overblijft als Ge toevalli~e fout. 
De cri titk o::i bove:nstaande ,:;e<lachte11,;a..'1:::; ric:1t zich op de volgende 

1 ste het v-oorop e11 cen tr~2.l dtelle n va.11 hat 'aegrip f out is onjuist. 

Er kan :pas syze.::e '.;,ijn vaneen fout als earst e~m ref~rentiawaar""" 

de is f;edefinieerd. Daze ken nie't e.ndere da.n een functie van dG -

waa.rnem.in6en zijn. ·:Je \1aarne1.dn1..i ia dus :priri1a.ir en loi;ischer1in.j­

ze 1:,ehoor't daze hat uit gan.gs::.,unt var.1. · de theorie te zijn ; 

2de .de b~&riz,ian ;vare u~a.rde en ;are f out zijn nutteloos , orada:t ,zj;~ 

:pure ficties 3i jn en de .. ,a.a:;.--nerai.113,B leer het 11,r zonder ka.n doen,., .. , 
' , .. : .-·.;·'.:; 



Jt:!e de to,.ve,lli,;e fo,1t is ni6t ,;;8dGf'inio4i:rd • .lan het eJ..imineren. Yell de 
systa::1atiaohe fouten lro . .it nl. e,een eind. !iet ia stellig Ternrpe­
lj_jl·:1 :h.et be(;Tip toevelli,.::e fou:t te Jc'bru:U:en al.sot hier 11a.n 10n 
'he'"'OO"''ll.' 'k ,,,..,~;,1~1·1-i':c:,•-,,1e ·r··1••+-'·,,,~.1 s~ ... ~ .. .,,i~e rr"""' , 
l.J#.1..l -L 4J t..>11;:,t.,\~, -L -\:,v..,..._. ~ \. .. •.,./'-J.,L~;,.-"'-~ .~.Lc,-..-1 .. l!fQU ) 

4do d.2 n::.am s: ·t•·:;3ro.atische -~out is in ho,_;e mate mislei~enc.. i;1a2.r II fout ,. 

in (;e :;:l.,;1.ssj e~:::e t:1eo:::·ie steede 'bet1--o:::~en '.,rordt o..,.. de 11aarne·1inc;, 

als :.:ct ·:.::.:.:·a de te\ ~ol·t:rn1.1:i .. n,;) d.;· ,".::.:v:::~ o.an~e:aft, wordt door de naara 
he t fe :t-": verdoezeld, i:.:.c~t }·,t1 t o ;·i,l'.-2d€n van syatematisohe fouten 
1;·i jst O? onvolkor.1•:::-.1.hi,;.~an ·v-:.1.n he t :uatllew.a tische model. 

r:et verdient ste1·k aar1.'i .. ,cvsling, de [;6i,Taal:te 'bei;Tip9en u.it te soll.a-• 
!:elen, het.::,een dan ool:: in d.e doai· one ontwi:Lelcle tlleorie 1s i;;esohied1 Dit 
,1as overi.::;ens ;;een lasti;~ probleew., 01.1dn1; G£2.n en:;ela van deze begri):)8n 

in een reiie 1 .:;ehouden o;i::;e t voorko~,.rt. .·ij 1::t::nnen alechts de v1aaroemi11.Jen, 

het 1.1athematisc:,ie r:1od.el s1;n de l"BGel •,.ran de 11ethode der lcleinste kwadraten 
.cals het m.iddel om de 1 . .raa1neain .. ;e11 zo te corri,::,ei~cn, dat zij in het c..;2.nse-

0:men model :.:iaasen. 
Hat model ltan r:1eer of mirn::er volledi,.:. zij:i e11 de vlat.l"nernngen zor{.i,.. 

vttldi;.,;er of !'1.<.,irer r.;i jn ve:..".;.:icht en deze 'be id€ :factoren be,alen het bed.rag 

va.."1. d. t~vens:;;,~"'32:en bi j aubPti. tutie \ra..l'l de ,,n_,_a,1"11e:1in,;;en in G.e 'JetreL:.:in­

tien vm.1 het m:>del. Di t is d:.:.n ook h·= t :·:e1u.ier!cende van. de situ.a.tie .. 

9 2 .i:.· .,i'!:.k 
. " • oikt. ~ 

De ui td.r~:2::ing 
')f t:isk I" .i.F 
.::."ik . = = "t'" 

bevat mogelijkheden voor de bec.ntwoordin;; van de vra.;en, in de vorige pa­

l'Q.8Ta.a.f ;;esteld. '.7e zulle:n deze daE.i.rom tha.ns. aan sen nader onderzoel.:: on-

derwerpen. 
Volt:;ena de :'.1,orr:12.al ver.::,e lijlcingen is 

en dus is ff! = G T·~ ,. .. 
A"f""(!' 

Het tr;eede lid schrijven v:e ;:.ls sor,1 van ::wadraten: 

G11r rr + ~-- G12v r ~ .. ~,~1..1 . ,1.\..1"'-2 . 

+ 



", :'3r is nu ean !:uadraat af.:;eeplltst en wel zodanii, dat all1 te:r:oen 
ve.n de oorspronkelij~.,e vo1·m, miarin i;1 voor~or.it, er in zijn opienomen. 
De term.en, die ovel,blijven, vor-.:!l.en een !;.wadratische vo1".m. met b - 1 
.:-:,rootheden Kf • 0_;.J ti.a · .. i jze, zoala ~it met de oors:,ron!:olijl:e vo:rm. een 

lteer .:.,eda.o.r.. is, !~c.n nu- van de ove:.."'i.)liJvende teri:J.en eon :me.draat worden 
afcres::,litst, ,;a.lril1 alle ter:i.ien met 1~2 zijn opl'.:,eno~1en. 0-,.:, deze vrijze 
voortgaa."1.d.e korat raen ":c,:; ef:n a!)litain.:, in b !;;':;adraten. iiet laatate :~·.:e.­
dre.a.t bestaat ui t 1 tcr-.1, nl. r.:, .. fb met een coilffioient. 

Vol.:;ens de 01,lot!sin.;iame thoJ.s va..1 Gau.as voor de no:i.-.Jaalveraelijkj.n­
e,-en 110rden ac:itere ~nvol.::,cns de 1e.,_, ..;ee"li.Jine ~rd.. Ila de eerate ata» ill 
dit eliuina.tie-proccs, G.e el1Llina:i:;ie van K1, kor.1en de resulterende ver­
i.;elijkin3;en er als volst uit te zj_eu: 

G11v ~ G12~ + GI~ .1..1. , "'-2 r . 3 • ~ • • -· ., • .. ' 1 • ' ~ + 

( G22 _ 9.~~-~-'.~. )! ~2 
G 

( 23 c13G12 )tr 
. G - -- Tf ..... 2 

G 

snz. 

Ter bek~~ting zullen we ecl1ri jven 

22 G12o12 
= G2~(1) G - ---1, 

G 
23 0,12G13 

G23(1) G - -··n-·· ;::; 

G 

t2 G12 1 
t 2 (1) - :i1" t = 

G 

enz. 

enz .. 

Gebrui!c lll8:.:e11de va:n. daze note.tie en voorts lettende op de eerete 
:norma.alv2r0elij::in;;, }1.e b~en we 

gikt~" (,,.l,.,t1)2 + G22(1} IC~2 + 2 G23(1) 1(~3 + ••••• + Gbb(1) ~~jj 
VG' .• 

en 

{ 2 ) 
., ............................. , ........... . 
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·;_"ij ::.,a.an het )l''oces 9 ·,ra;;;--,rvc:1n mst ~1et 'oovensta;:i-;:'lde ds eersts sta::;i 

,:,Gd2..~1 is~ voortzetten ... e s;,litsen utt ( 1 ) :~..sn nieuw 1t:'.radraat af e:n 

S-te lle:-i. we nu 

e.nz. 

• 1.,.. 
,·· ,,.J.,:;,._ = t:.>i}.: ~- ,_ 

1 1 2 1 · ') 3 3 
( \F"Jf'4&- t ) -:•( ~~F- ea--~1)f: G (2) r 3I~3+ 

~rr• 1 v G~~(1) 
• • • 

en 

G 11,.-
-:♦ C 12r.- n 13-- -f-

,.. 1b rr t1 ---1 . A2 . ,. \.X ,.!,J. ") - ... aaocooo.-;ooo<JO \J ,._b = 
.) 

G 2 2 c 1 r,.. . G2 3 c 1 '.,..,.. L 
¥ l-2···. JJ.'--J'"' o ~ .:,. {) r ' 0 ;.) 0 0 <~ G2b(1'-;--; .... b = t 2 (1) 

")., ")1) ~ 

G·;• .J ( 2 )IC 3-:- r.t O C 0 .:. t, e o, o o G~'· (2)Kb = t.)(2) 
( 3 ) 

a.3 4 ( 2 )JI3-; .. oqooooc ... G4b (2 )rr ..._b == t 4 (2) 

o o o a o :: ,o o r- o " o :i o ... t" ~ o o .c (, (, o o ,} o .:,. o o o o :. o • o Q. ~- o o 

C.,_.3b(f')J',r ..). -.·. G'.J:)c2·)T.L:.-,,"' == .r.0(2) 
I {_ ,l\.. 3 I O f O O " ,) 0 ll C' Q •"' 1,.,J \J 

0.:9 deza ·;;tjze ::,:mmen •':e J.oor:::::;a,::,,11 tot alle .:'.,l'-ac1raten zijn af0 e•• 

splitst. Cst resultaat wo~dt: 

g1.,(£iet: = ( ~rT' t 1 )2•:- ( ~\I' ~•7-·· t2( 1) )2+. a.+ ( ···- __ ,.! ___ .. , ____ tb(b~-1) )2 
-- 'I G'- (1) "VGbb(b-1) ( 4 ) 

en 
-·-G13. -- .,_ 

~ .. 2 1 ~ -3 l 

1b 
o o ,, n c o- ,;, "· o c. ~ o c, -l• G 7r :::".: t 1 .!.'-b ~ 

t 2 (1) 

">' 3b C- ..> ( 2 ),.,.. · · 0 .( 2 )Y --. _r,._ 3 ..... 4 .¢ ~ •' 6 u (I • ~ 0 ,! (J O ~t- ... r ')..o 

.~ ( ,: ,• ~• ,, ~ ' ' !" Cl C O c'J O <'I O 

Het Gliminatieproces van Gauss levert oas 6.::::s alle groothedeni no-~ 

dig voor de splitsin& in lcwadr2).te11 van &ik~ie.k,:. was.rdoor deze S)litsing 

dus seen extra .,,,erk noo.ig maal::t o 

7/ij zullen nu onze aandacht :\."'ic~1ten O:? het stelsel der cofact,oren. · 
van de ill .het twee~de lid van ( 4- ) ·voorl::onende c;rootl'leden. Omdat 

tf /t-1' -•~.G11 
'•. t. 



:.i..s 
= 1 

ve:;_"der is 

t 1 , t 3 (1) 

enz. 

t 1 is dus on:_;eco:i.":i."Glateerd. inet 2,11s cndere °1)e~cende termen van l1et stel 

sel ( 2 ) en der~LJ,lvc ool;: Het al:Le a;.1dere beLende term.en van l1et stel-
0 .., b 

Bel ( .5 ) 9 omdat de~s f1;,ncties zijn van ti::.(1) 9 t_)(1), .•. t (1). I~ieri;.it 

volst d2.,:<1. 1,,me:;_~ 1 d2t u:; ui·cc1ru\::~ins t\..1sse'1 de :~aa~~Jes van l1et ee:r·ste 1::'Ja-• 

i:;_~aat in ( ,1. ) onc.:cco:::reL'c:.i22·;_'d is Llst alle overi_;e uitdrul-;:::inc;en tus--

clus 

I-~ierdoor lnstaat '."at c.-;_j_t betreft een vollrn:,1en overeen.J:oriist Bet a.e oor-• 

S)l"onkelijlrn _ nor:c:.12c,lve::'_;elij:::in'--,en •.. e :;:11oeteY1~ du.s ool:: Loboen 

ter'ivijl ooJt ·ueer coi":;_"elatievr.:i.jhoid. 1JE:staat tussen ---~--'"'---"= t 2 ( 1) met 
VG 7<1) 

alle in ( 4 ) vol.::sei1de ui tdru7:l~ingsn tt,ssen de h2a;:.:j es. In 

~1 
t • I) •••• 

1 b -=-cw·- · -·· · -- t (b--1) V G o (b·~1) 
( 6 ) 

hebben ~e dus voor ons een stel grootheden alle met cofactor 1 en dus 
met modulus/· , die ons;eco::c:;_~e1ateerd zijn. l:Iierop kan., mi ts hun aan.tal 

voldoende ~;root is, esn ond2rzoek door 'oeschouwing van hun verdeling 

warden insesteld. 
-10 I:Ten }romt tot rlezel:fde t - · als men 

~·ut° 
0 

de gron.dbetrek\::ingen 



flo1iu de aer.st9 b1 f·el· .. 1 tn.:.., on ve ra11de1·d. ~~t?.n. Vorm eien nieu.we tw-&ed, 
~etrekl;in.:; door er - .tiff me:.al de lf:le~·ste vsn s.f te trek.ken. De oo¥tfi•• 

G cisnten wc:.;. .. den dan 
2, . , 

l.i.-\1, .. ~ 
.L • 

1 ,.,t u :::. 
J.. 

'), ' . i ~:- ( 1 ) J:) -
.L 

u~( ·)\ ,,i 
.... J ... :::;: 

.J. 

·: 
' u. 

0 

') 
.. f 1 \ uo, t 

u3(2) 
(.1 

·1,, (~. ~ 1 
~~, .. -r u.~ 
G. .i. 

~ 

... 1 
\; 

•"') 

t~(1 ) 

' 
t3 ( ') \ 

\ 4- • 

b ( . 1 ) .,i b _1 1 ,. ) tb ( b 1 ) U. \ 0·~ ;; = U , O·· I , -l . 0 

;;c dee l.cl in o:wol0 :i,n._;, door 

v G33(2), ••••• ;v Gb'i.1 (0--1) 

d.an kr i. j,:;;en ';.re als resul taat v::1:i d e::::;:s lineaire transfor;:i.atie van de oor-

sp1~onlfe li jl:e be tr·•e:::~"~ir1:::.t: ·· :~ t:-:er1 st,:; l.se 1 
--(:::, i 
Lli ?-- =: U0 

die slu.itledBn O,;)lc:vsr::?n ;:;elij~~ ,.:~cLn Ile tt-.)uit ( 6 ). 

beho~cende 

I,"; ::-.ls rl er - .,.l 

-· 1 e.ls f>::: (l"' 

waardoo:r voor de corr€.laten ~:f vsr? . .: .• ·ei.:..en :,mrdt 
" 't:"1 A.1 :::.: "(, 

~2 :::.: t2 

enz. 
Vergelijking van daze vergelijlcinl.,en met bet ateleel ( 5 ) doet het ver1'"' 

band tu.seen ds Ir~ en de I~ zien.. Verder is 
£:i,k ,,.. -t_ •w1•·1 , 'l.~l:-2, , --0....h Sil: C.. ~ z:.: .i:..p t t t ..,., v 11 •r • • • • • -r, t t - ( 1 ) 

•lk rewlta.i:lt ovei--een1::oHt mat ( 4 ). ' '' ··, ~ i ' ' .. , 
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H•?t ia du .. idel,:;.jk, ~.::.:.t door ee~l l:L. .. Qcire: trc~nafo;,:•,~tie van c;e betro:,.:,:.:.::i.n­
(;en, ZOt~ll:i! er bove11 een is u.i.t,,,€ ..roe.:.:,:, de t:.1· n.iat verandaren. I::.:u:1.srs ell< 

Eers~e co:r..cl::.1s:'d:s • . ,,_," ... ,_,. .. ~ -• . 

:':i jn. 
. ~) ; ,· f-'. .:1 _-: 1...l. \ 
0 

oadat de 

= 

De \la~'1rne:.1in:·~sree:~sen, c:i bJ.j 

aodulus ,1.A.: zij zijn .:.c~e:.t 1 el~. 
/ 

vaj1 e e,:-,.,zelfcle .:_~l"",)ot:·1.E:J~d · . .rc1 '"·· •. srl 

"1,.~ 
. ·:,.:. :.·n ~1 .. ,1L1 .. ;s l'EH?! .: s<2n 

12 2 ,~, .( t 
,_, ./ •'• 

·.e i 

,•·;·:·c~en ::d~,ela1.d. Zi j mo,-;en .::;e:-.:.: el ,, 
:1et ~Js,.:,in van ;1ot vraa,.;stu2!.:JL ... 

z.i.jn, 

cLe 1:; 1 "e· toi•::;:..1, l:teh\l, n dus a~lle d zelfde 

.Jo.C\2•oy1 uo.::,a::1 oo~c alle 'f Pala a waarna.uin.:_,en n 

h~sc:.(,'.J.uc1., die in dit .:.:;,eval n.ul is, het.::,een 

-ce cor-

i....,,· 'rel ~J·,r 0")<'."0''•IP-·•'. .. '-
~.J,.. U....-J.~ _,_J..._;. ... J:o~·•-~..1." ... v ,L· t bi j '.hwenstaande redenerinc; ui t.:;eGi:1an 

wordt van d.e onde.rste :~.l.:ln_;, cl:?..t het :Ic:;.thc.,i.::.tioche model voldoende is en 

a.ls sr meer ,rc.c.:.~n(,-· ·'-_.,.:u c: st,l _.-~.:.,:: . .':~.:i':.:ll.; c.':''::e 0::1 C.eze nulwa::,:,rda zou--

da:1 scho·,1,.~elen. :2 :.:u:.·,,t 0::;, 1..1t1I-'- .··.: : .a;,~t,:,,_,z·s.,;.i,~:.l1 .:i.::t de:ze nul::_Junten op el,-

1:ar:i.r sele~d denlcen, ,:e :1i :;·:;0 __ r:: .. i •. :.:1 ; .•>it.:: .1 c: JJ:a:.i"' clan bede~;;:ken, waa.rdoor 
, , . 

\·,e :z.e 2-ls ;Jen hi,s:t ci._,rar.1 . ,c::_ 2.1 '1c s,.;: .o:,. .rcJn, :.L::.t dun b wa.a:tnemin..;en heeft. 
Ala nu b 'behoorlij:::. ._,rv, <: .ii:• :· .:A1 ,;.;:: ,:e;~e vsrC ... ~inJ statistisch .sa.an be­

handelen en verc_€li~~.:dn ·,e.t .:1:Je:i::. n..:-r';.13.13 YGrdelingen. 
Is do ondarstel.lin._:; t~:n .,~c,.,:.1z:,.,~'n v:in :.l$";:; i'.;lOdel tsrecht i:;eweesti deJ'l 

zal nu. moiet€11. blijlt'an, ci.F.'.t; d,:: v:::.:'d.J.i~1r; 11er tf>nor1naal'is en de modulus 

er van over,eenatemt 11et de .;;.w1l1.clus, zoaJ.s deze voor de vereffening van 

:h.EJt ,S>rQb~eem. .a~-en.oue,n. •,,;;;.a, ;)<.ot1.G.!:!IlS dan de nor.ma.le onzel:erhaden, die 
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1n de L.lOo.ulus ala atc.t:i.st:lr:c~1e ;r,10 ;~'<.::i<i te ver'l,·a.0!1ten zijn. 
"."'I.,~, out ri' . .,,,,~~ ,.e,'•,.,.,.·,,. .. f:•1 ··~ .. 1 ··• ,._-lJ-·~"l·1 ... Tord""n toe··,.,......,.et ala ""r J.,Jv • ·~-.-•°C.y,,,-~,..,~,~ ,.~.,, .__., . .._,.,,..,.;_',,\,J _..,i, ......... i··-~'._j .. ,.,, t,4 (..1,., . .,C':r;;,._ \'t t::; QV~..,C:'ilr '!Qi' 

seer veel overtollisa \12.r.:.,·.1<'.LU.n,~::n, :·~;s z:,ar veel ';)etre!~:.~1ncen, zijn. 

Ofschoon de ont\rL~.•-' e ·, 

f;Jcc'..'tf.i :i.1 ::: J,::;:~>. •• ie :,;E.!'1~1len ~a-ordt voldaa.n. 

>~'-· c'111:1..,:.~""- d.e eni:;e is, die o:ns de ~e~~ 

tro2:\:inJen toa:passinf; \:u.n ... 

ne:n ,.r.tnden .. ·..:1 j :.:;i jn c::~n , .. snooc:~ :1cl:·~, -ce zoe\en n:1:::~r ee:n zodani3 proce s 

of zodani,:_,e ,1;1~oct:12d2n, diG on::~~(·~~an.:.~G.liJ~: ::::.ijn vF...n de line aire transfer .. ~ 
ma tie v~1H de voci-- 1..rn:.,_;,~C.en. :::n th~ eerste :ls.e.ts zal ::ien dan denl:e:n ~"ID de 
ci ""·,.. <:.. • .ut .• e 

. 1 . t . 10,.€ IL':;· 111 

{ ) VC:Jl 

· -2 ~2 t t 

rf 
v j 

§ 2 

een ~nat1:i.odisch 

die een modulus )A- l1ad. 

v~J1 dit hoofdst~, nl. 

-:• :rbtb ( 1 ) 

voor ons neae.n, 

die onafhan;.:elijl, ;_s vc.:, (:e tr;::.r1sf .):c. :2.tie ve11 de 0etrekLin5en, in~1ers 

di t blij:ct ui t hst "'ors-ce lid. In ',is::u:ndi0e tc-.,:tl noemt :men zo 111 vorm 
een aosolute invai~i::u-,. '; 1 ::·;,iE:r d,::;.n t·3 0 (?!"IOV(:ir een lineaire transfor:i,1atie 

vnn de 1:ietl--e!.:':in~;en. tit t i.s in di t .. eva;_ de eniJe ( a,Qsolute ) -invuriant,. 

Om ons los te lJ.82:en v-a.n :.et 2.2.n t8.l '.J d.er ln.rad::catcn in ( 1 ) delen \YB 

door b. .,e l:rijGen d:::-.n 2~1 . .1 \.',; het ouotient door r/ voorstellen 
.,. .::i._];: 1--·1 -2 -2 -·b·-b 
,,_ · 1 r < -~ t + t t -: . • • • • + t t ..... 1 .. : - .. 

:::: 

b b 

De aldu.s 0 ed.efin:L-serdc .:;;:i.",ni:heid u ( uen neemt voor m e.ltijd de po~· 

sitievG wortel } .r::ircli: in de :~:!-~.ssie.'.:e theorie de .:'._;_?,1._i_q_4,.~}.b~f3 .. J.OFt~ 
genoemd. ·;/ij zullen da :,3e bi:inru.iiiu.::, .,:,.;:,, ,houden. neze middelbare f out is eeu 

;Jesehikte grootheicl om ons ean indru.' te .::;even van het doorsnea bedra.s 
der t p,, zonder da:t we ieo.e:c deze:c t~tl /:'.fzonderlijl( kennen. Het ia eolltfil:r 

duid.elijk, dat de""ze ena [iTootheid m aiet in eta.at ia om ons dezalftl~ i.)'l!"!": 

;formetis te ver1:t;e:~:en ala e.lle tf! r.fzoriderlijk dat. zouden kunne:ri doat 
j . ' ' 



Q·;Jm.erkinG" 1. 
~ . ..;. .... -... ---~ ...... " . 

" ~ 1 t ::t " ,.. • • t . ' • . -, 7 • l 7 ·c, -"'_· OUt l0 lJ. •rer-"Dc.-,·IlO"_ .•L-,8 .0e t:_,ectacn e om CLE Cc'::i:111::_·-::_e vm1 ClG ;_1J_i.._(.,cc_1..pc.2·" T , • -·'"' 

bren.3·en net de inv~-:.,ri.c.::.ntiG vr:.,n llet t,lesd€ lid van· ( 1 ) is afkomstig 

O_i'Jne rk ~Ei.C. .2 .• _ 
:'.:;:c is noe:, geen vs'.c~'.::ic,n<i ~else:,c: t1.vc;3en d.e modulus en d'e middeloare 

1 ::;e ste ld is. In fe i te \:sn·1-2n ·':"e no,_ slc c~1.t s v :1"hov.din;;ei1 Vc".n rno!iuli o 

9 ,.-) . . . De e:::·:ionentiE3°1G fv.nctie. 
-·-- .. - . .r-- ..... -----• • -~-··· ......... ~ ,, .. 

vloeienc1.e J..TOiX,18 o,·;t dc.c:,>,rt:::G h 1,; t tot nu toe 0e'.Jrui\:te rnc,t}1elil2,tische IJ.O- · 

de 1 v2.n de w::-cr;1,i'neAii.1,::.,8l'C 2~~ s is -t; s .. .:.. s:.:lco.:'.:::: e li j: ~er t e l::unne::..t hc.nt e :ren. C. F . 

Gsuss heeit reeds hlervuor de l..::i:'OiiLlS 

\' = ,; 
.,_}?~.-· e•~:12( :;::--c. )2 

aan..,.:;en0~1en. v-:;-
r:,;i j 1---e C ,:l_s 

., -1 , ,:t',,1,_;en u.o 01~ 

:12,tl1e,,1atiscl1e model 2·o:vnaen wij d.e­
,.,J• t ·'-c: r,,-,...,,1 y--::-n hY-,)o-'-;1ese r·: L1'•'et 
-.·I.. - I \_, '-' l..) ..,_.,,_:,,J. (..v,,I.J. .._ ._/ .J... l.J _... -·· 0 

co1~1~e1c1tisv::t:'.je VC:i."dslin.:c, ont,.rnr en ,,10:L0 Gt OJ csn :;:'echthoe~.':ig tableau 

met 111a2,te2n:1e,~_en 12-ne,s (,e c0,sss11 9 c1 .. e oL1C,eLse::;."'d evenred.:i_z; ziJn met de 

3r ::.:: f (x) 

'Je kri j 0en nu de re le.tic vs fr•e c_~t:_ent:Le voo.-L' :1et interval b:::: ( zie fi_;1.:m1"' 

9. 5 .-2 ) , als de O))G::i:."'VJ.,:::,.:~te Vc:,n de tr:::peziuavormi2,·e fic;uur 2c::?,P. de boven-­

'..:e,..;:t·ensc1. De:;e £:L 5 ul.:r treed.t hier in de yle.cd;s 

stell.en 
( 1 ) 

Ylo,arin ..... s F.11 ·•Iil12~:..:e·.:.ri._::e ,::.:-.srd.:: vc::n x ui t :iet interval a 1 a 2 voorst.e 1 to 
':.'e iilaJ.::en c12..::.1 vre1isYr?,,c:.r -:;en :i:'uut 9 .:1c:i,~.r ck:;e is }::lein 9 vsrGele}:::en mot het 

:'!e c1enken ons nu e,=:n t·;iee- cliv.1ensionale coj_,relatievrije verdeling 9 

met de ve::c ... c.:nderlij}.:sn =~ sn y 9 :i.ede::i:."' ,.:J.et een v,i:..--delinb 1 -.,-2,arvan de moduli 

gelijk a1:.1.ngenomen ·:rorden. 0;:;1 hie1 ... de relatieve f:req_uentie te vinden mos­

ten vre de vermeni6 vuld:~.::.;·inc;sre.::.;·el toa.:;,assen en de relatieve freq_uentie 

van x volgens ( 1 ) ve:::-menigvulcli.::;·en gelijk-• 

(.heid der ,modul,i ,e.s.n ~"1,e.loa~ 
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( 2 ) 

0-J voor door 1el~;: rechtlloel::ie 

list de inhoud i:;e li jk is· sen de 

rel ;,:i,-'--t.,l'SVA ·.L0 -.J..~P:_·:,1 ,c=;1+~:_r-:, 'i"·" --~·u'· r:r•'·· ·,.J~ 11o··o-~•--,·' l.;:_.1 ro--'-,-1 ,re ~":n ( •:;,) Q;··nds-1t -· ....- - - v.-. v .. - , .J J l•.·::. c., .. ~ :. 0~ . .L i:::Llu 9 Lc,.J. L..Lt:l 1/V c.',C '- 9 -~ 

z = f ( :~ ) • f ( y· ) 

te1.1s h2rpot:1.e se II s E :::1 o,:r,,;snt e J.:i. 1___:s o:_:_:;,eJ....,vL,.· . :::.:i :i .. J~1 9 'v, :;:,,:?,:cui t volzt 9 de. t z 

oo:·: ,.)esc:_r'','ven mo2t ~:u.:1: 1 0:·~ ,rorc7.::il i..,ls 
') 

y'- ) 

zodat '118 moeten J1e'../oen 
') 2 

f ( X) , I (zr) ~ q)( x'- ·,· y ) . 
uit w2lke :Lc1snt:iteit n,J_ cl::· o,-~:):::·:,2;,1cle fuEctis nwet 1rnrden c.,evonden. Dif--

·_fP.-..1...,8'J.1ti' e.L·-..c.,.,11 '-.. -re cl.e 1 ·1··' -'-c'····1 1 '··• •• ;.1.-- - ····,-'--i rc-~ 1 .'1..,-r.., -- e·1 nc,•·r y _ _ _ ~ .'. L, l ... "---- • ..1.1. 1_, ,_1, ... .;. l,_,.ct.: -•· .L.::-.. :, • .,~ ··1 ·· ,~c- 1 d.s.n r:1oe t ook 

f 1 c~), f (;y-) Cy' ( ~r 2 2 
) 0 2x .,~ ·,· y-

en f ( :: ) • f' (y) ~l ( 2 2 
) 0 2y = V" -.· y .. .,.._ 

·) 

f' (x), f v (y) en 
2 

-:•· ~ .. ) 
; de difZerentiasl~uotienten 

3r en x -,-

of 

f ' ( X) • -r ... (y l -
f ( :;:) o f I ( ;T ) V u 

_ f I _ __tx) - f.~ ___ (.yJ _ 
., .. ·:' ( V). 
.. ,':. ··- .. n ... / 

( 3 ) 

Aan (3) moet dool.., de coordinaten :;c en y v2,n gJ.:_:_e :pun.ten van het op:_e1..,-­

vlak vold.2,,2,11. zi jn. Geven ·.:e x e 2:1 ;)e )c:Llde w2,c,::;..--de, wa2,rdoo:r 1/re ui t het 

01:)ervlc::}: een l;,:ront-1e u_j_tm1J.Jden 1 clie in esn vle.:.:: x constant ligt, dcm is 

het eerste lid vm--i ( J ) constc.:nt. Dan moet het tweede lid ve,n ( 3 ) de-

die Y behorende bi j de 1Jw1t;211 v,:~n cle 

lid ve,n ( 3 ) is du.s conf:rb .. 1r1t, n1,:,c,r 

sens het Jeval, dus 

voor one ind:i..c veel waarden van y, nl 

zosven ,..:;enoen1de kro::-11.IJ.e. I-let tweede 
' ' 

d~1_.n is met het eerste lid di t even-~ 

f ' _ _(:c) 
.,. -0(·-·) 

= .L ... 1 
... ,. J. .,_ 

f I (z) 
......... • ...... -_,. ........ • V ::::. 

f(x) 
k 1x 

Intec;ratie van deze J.:L?ferentj_ac,1ver;_:;elijLinc_,- c;eeft 
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lr.. 
of 

f(x) 'I !<1X2 k = •'\~' + ... ·2 • 
1 . 2 

k"' 
~ 

k.1x2 '"''Ii.' k.1x + ~· ,. 
C " A e = 

Hu volist ui t de vrnrr.1 v;;it1 de ·1.rn .. ·1 >-31':.J.i jn I dF,.t d.o iunotie 1)i j toeueu.ende 
.x 111oe:t afne:~ie;1. D;; cmv:Nc£.nte: 1c 1 ::iwzt; datl.l'0,1111e,;e,tief zijn .. We oren.:;13n 
d.it tet ui tc::ctl.!~:,.in .. ; d.0~1j: te. s~:u·i Jven 

~ CO.LlB"a.,;ri;;.; A :'l')€t nu no._ ·,o:;:-d:·;, ·n~.,.:.~r.ld ilit d·? voorv.,~:r:.·,:t d;:t d~ t(),,. 
·:•.-,·l ,; o·' •,·rvl·.,'-~·--· ,:: .... :,, ''"'"" ".,.,, 1' ·1•~1, 1 i' + J'\••t dn ,. .,,. .. reli' .:·1.. ,,,,,,,... 1 i .. .,,..,a:4..&.t.,,. ,,,. '~:' ",.. ~ .... v~, ....,,,..,.t.,,. v .. .;,.., ·"-• 1,,),A;-L1.:.1.,;, ,. 0 .... v 1,c: ~ ..:;, .11. ... ,.., ... ao Q J,. .. o..~i , g.; 

i;.1 .ers de som var. d2 i"'I;; l.a"~12 v.3 fre(.~1.;:ctie s is 1 • .:'a zien a.ax1 de funotic} 

:: =- + c:A, ds bedoel<ie 01'.l -.ervlal::te wordt ~us - ·-

zoda t we he ·,./.:ien 

( 4 ) 

luc = t 
\la,::i.ruj_ t vol . .., t 

h d;: = dt 

da11 ~aat ( 4 ) over in 

}~ A. 
,., 

-ti:::: 
h dt - 1 

-C~ 

o 1'1dat 

+0;, j e -t2dt ='1/'i 
·- C-At 

waa:rvoor ·;;e naJ.r een w-erl';: ovor de :Lntegraalre:::eninc; ver,rijzen,. vvordt 

!Vn: = 1 
h 

A 

Ds gezocl-:i.te functis luiC: t c.us t;;::n slot;te 

rrat is ean 1-::ronme , 
heeft e:n voor ::c :::. 

_h2x2 
f (x) h ::;;: .. ___ e 

yjf 
. h 

dio sy: .. .r· .. :etris c:1 is, voor x = 0 een mxiril\Ull gel:tjk f-/f 
+()':I on, x == -•.Y.:> asym!)totisoh tot de x- as nadi;lrt ( zie 



' .. , 
. ]. 

en voo::.· i 

u 

i} ·-

u~·, '· ,, 

nl ~ ... ·t· .-, •; 
i ,.,. .. .J,. ~"1:.: 

l'J· f ~- ff C 

1 

ovsra ::;nkorJ.st; 

( ':_, -· 

of 

Ste llen 11e no[:; 
hf.. - 11 

i j .~5 

,, =w 
'.) 

( h-.~ 

. ' 
••-•' .. - N,J • ,t.l; 

Vool' tc; 

-· ./, \ ,,d, .. 
., ) -........ .,. 

.L:.J. 

sn dus 
:::;: dy 

;) 1 -"- \ft-

.en 

·"" .1 "11'•·· 
i,t,. •' J.. " 

,. 
l; .. , / 

y 

) 

) 

2 ) 

r.m 

rvo.1, 
ze met 

t 

Vc'.:lJ1 • 

mot 

2 
) dx 

\2 
:\~ .,.., I dx J.~i 

( ) 

van 

voor 

( 2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 

( ' 5 ) 



:f\mctie 2 
··U du 

{ aenuitvoeri:.:_e t.:1bel vindt nan b.v. b:Lj ,'f .L. Joolidwe, Einfub.rtmG in 
JIil• e ·;,.,, ,~ '' <:lC'1° ·: nl1· c'·' .,.., ; t ~·~""' C 1··nt'!l' · ~ ,1-.;..J.J.,.L"'-' iv./,.._ .. LJ,.,CJ.. ~ ... .i.(;. .d 4. i..>1/ 

Teubner 1927 ) • n€n hseft nl. 

nb 
;{ = 

2 

1 
vT 

.. 
r. 

;JI 

( 
J 
0 

•"> 

l 
'I 

.. vc:. 
dy 1 ... v~ 

dy 8 V e ., 
~ 

0 (r,1) 

rcei1te; , li.1,1ini.::; van .i?ol:::.:.ri s, oa tlEi.:?nr~ . .:~.:m t!.1i tt:::J::er .:.nd Robinson, The 

V/8 

O~serv~tlo~s, blz. 

x ( in tijdseconJsn ) 

- 3,5 
- 3,:J 
- 2' ~; 
·- 2 ,o 
- 1,5 

- 0,5 
0 

+ 0, r5 

+ 110 

+ 1, 5 
-{- 2 ,o 
-.- 2, 5 
+ 3 ,o 

X = ·· 0, 06 
lil 

2 

12 

2; 
43 
74 

126 

150 

1S3 

140 

129 

33 
10 

o~ ½ - 0 6 1'rl"J'ran v ... -~ - ' r. c~ 

~era~snde fre~~entie 

4 
10 

22 

46 
82 

121 

152 

163 

147 
112 

72 
40 
19 
10 

Voor de .•c.1.'el .. -snin,;~ v,:n tle frGr.J.UC n tk s :· ;:'.:1 z,u:: n oo:·: ~ .. z'.:inii:: m.x~,.:u \t;:: .. ti 

~wt llOl.l1J...:, .... : ,''. .• .! H .:>. ~;3.n,1.::') 7' 1)&:i: i ;:,t;~,:..f'.)J.icEce:.'d iZl }~(? t; 3ulletin Geodes1qua 1i 

nouvelle serie no. 10 blz .2,~•~·. J.:p1·1 ·:1:u,.ft d ·.n cle tf::bel v:1r: de 

tie nist nodie~. 

<'1 7 D"" n·"•'-"'riscl1e be··,,,, ·11· ·1 .. v•'"' ,,. -.·•1 • .. :;;l <t " Q • \.'-',1'1, .:"~• .. , .I -.:, c ,,U ~~;J I,<- u • 

:.,_,,_.,Ai "",,,jlts.,-,.-.,_, ... ,#, ... ,,.,.,,,.,.,, ,,.,.,,. . '.,..,._, ... ,,,,, ..... ~ ,. "'"" " .. ,. '•~ ... 

In de voric;e ;a:rc.sr::: .. r-..~! c;eacl·iictk,:: ~a be~,a.11n5 V'Sll x_. en h la,n.ae ~ 
phiaolis we5. Di t is no;,;al )c/., ... ,· · •. , )J .. 1::. zodat t!lans &'GSXOOht zal. wor4•.\lllll 



... 15.0 

•~'n nWl18riwo:1.s ber-etenin~. 
Voor x.. ku.."lnen rte t:H,!l".'":i:1 d::.t;; de l"t.c.::,el v~n ds :;.ethode der !cleinsta 

• .l 
k-it.drcten toe )assen. :::I:r ::;i. jn .}E: l?. ;:,~.:ntr.l e v;sn ~)e trou, ".).::.re ,1e.:,rne:Jl.ingen 

Vt'J:l eenzelfde :;:cootl1sid _:;3"even, z0c:,:,.t 1 c.ls :nm :::;..c:ntal n is., 

Vooi~ de be_~0' ani:1:; \r::-.n :1 ·.:iescho1.~ ten ·s de . __ ,:.."o:J-t~.rnden x in he t in•-· 

terv,'.'..l A~. Iiu.;:i. c.,:.:1.tc:.J. is, ;de :<'a x tE:11:-:n u.it de s:c:ometrie~- as, 

-.t 11 :.:.,1 

11 n .. -\ . . 1( 
J 

. 2 2 
... ? -· .. l :X " G L:::,..b ... 

. '1 f 
I,. \ 

Zoals C:,er:1,.:\:-.:lielij}:: is in tc zj_en 110:i.~,...1-:.; c:~,1.:c ir ::2;r~cl nul voor p one van. 

}fij baschouwen tl:·.arou voor o:1'"von ,.L:..c:~tcn d(, ::.bsolute ,1:,~2.rc:ei.1 v2.n :;,;:. :;•e 
.:, ~ 

cielBn no,j, door n, or,1 <18 ·;e:]~_d.c~clde . .-:·::-..:;:•(e v,~.n d.e son der p'"'::: --:.1achten te 
- r , l 

verl.::.:'ij:;en , noemm \Te dozG S ,_.: 1 , d:.:m is dus 

1:2 .,~ 

-"'·._) 

enz. 

s<1 } 1 ,.. ( 2) 
= 1;i/-~i.- i.) -· 

s(4) 1 ') , ... ( 5) 
':]'"·-"'-.r C "-' -
2 .h 

. 2 2 
··,1 X e d:;::: = 

2 2 
-h X d.x = 

" ! 
'·'-·"" ·:r·-
2 11·-

·1 ') 
I . -~ ... 

··r;v~ 
h· 1t 

2h 

VT 

2h v i 

("'\ s ..) I 

,.,(6) 
u 

·-

z.:: 

.,.112?2 • .~ d.x 

.x3 e ··h x: dx I C•") 2 2 

1 
"•""'!·"- --
}1·}Vff 

1.3.5. --,--~-· 
,,;; ho 
4.. .... 

Uitc;a.onde 1.n:u'l het e1"vr..rin~>sfcit, dc.t ~iE~ kro.-e VOJl Gau.sa e-:m. bevrc-~ 

disauda benadarin& is vru1 de -~:ru.,.,;:ienlj jn v:r:.n het een-~ di.:n.ensio11:;-.. :.ia h.1e­

toe,ro.m k,.Ul aen .. met de door m:.r-~"ne:.iin~:1 vs.l.~!~aJen vardelil"J& analoge srcot~~-. 

b.eden als de s(i) berekenen. Uen ranc d,m ac.nnemen biJ '9'$l"dtlin.;.en •t 
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¥.Ja~el :Lndividu.on, de.t er een benoorlijk llisto~z.m van te 001u1truersn 
,; t 

:lilt da.t de a.ldu.e i:.;evonden u::1.t.:rden tai:;n .:;rots u..""tte van ovareenste.mrainS 
med;idt s(i) zullen vertonan. Uit :):t\."-ctischa o.sre~egin.;en zijn de beidb 

ee:r.ste ao1illil.8n he t be lc.n.:.,ri jl.:st. Ste llen ue de .::;smidde lde ·,r .. "'.e..rde van de 

'afW1.:jkin.::;en uit het midden "¥'/ an het vcmiddelde !~Hi:"".dr.::a.t m dc.n is dus 

n 

2 m = 
n 

ry noemt men cc :lt~.3.i_-~_-:_: .l:J:..:. _f_o!-1-! en m is 0.-:: e cr<lej_"' ..:. ~ cle finie erdo midc.aJ.-~ 

ba1--e f OU t • 
Varder stellen we don 

71 s ( 1) 1 
= = •----- """' 

h '\./ri-
2 '"' ( 2 ) 1 

hl == u = ----r 
2 h 

zodat we heo'ilen 

= 

we11;:a formule een nu.:}1erial.:e controlc is op het nor.t.12..al zijn van· ean ver­
delin.:;. 

9.C •. Modulus en middelb::.re fout. 
rtt ,__ .......... ,_,.... ____ ,~----- .. --- ...... .,...._ ...... ,. .... 

In ( 1 ) en ( 2 ) van §9.6. is n.' een onbenoemd .30tal, 0...'11¼,'8Zien.l; 

en ·ry dit ,zijn. Omdc.t s = Ex :ts de diLlG:i.1aie ven E.. het 01~ekeerde van 
( t ... 

die van :x: ~ du.a is voJ..;ens 4 ) ;:,· 9. 6. de d.iuensie v.::.n h e veneena het 
o]i1,,je1:eerde van die v.:m .. , • .:e...,ens 

m2 = -½-
2 h 

is da dimcm.sie van m c!sr.;alfde :.ls die vv.n ~- i{en ken ._;em,o.;d:elijl::: 11.? • .:,J.c-.n, 
· .det di t ook c.;eldt voor 1) • .Je lidd: elb:-.re en cle .::,emiddelde f ou.t zijn be14c; 

' dwseveneens van dezel:fdt1 di.u:msie .. :ls d:: mocl:.i.lus. Je tiarh:on verder op, 
dct ·,ve. }runnen volstc.:-.n uet eel1 ':ro;.u-,1c ( 1 ) , omdt.:t tie door .:.,eechi!cte !!:eu...;a 

ze vcn de maa.teen."'l.z id el.1:e rs£1;:s ::unnen ::.2IQ2.assn c.r.n deze ene lcrom.tllEl. 
Habben ii8 nu t'.rcc ~"'ea~~sen 1Jet )CX::-.. .i.1et;:;:::s h 1 en h 2 , r.:iodu.lijt-1 en_h, 

maateenheden ( 1 en ~ en heboo n \1e be:~de reel~sen a.an:;e,va.st a.an dezelf4e 
ltromme { 1 ), dan is volgens ( 4 ) 

fiE, • h1 en n~ = h2 

of b1 
. h2 :::: i1 • ~ . . 

en du.s 1 • 
1 ~. ~ . - -- .. m, ~ 



oo!t 

1 ,·. 1 <;: . ;E = <....1 . . 
2 

//, 1 .u2 

is 

>dat els moduli '.3j_c:1. ve1")1oud.G11 ;:,Ls de 1,1icl:~ollJt'.re f out en o A2.11";ezien ;,-,c 

i;ot nu toe 2.lle,3n de vsrl:.01.1.C:.in:. v,.,11. t·.Jee :::1oduli he"J't,en .::.,ec1efinieerd :cun-­

. .nen we voor rcsl':sen 1 dj.2 vlJ bt,:.10.::,.:.."'}ij:..:2 • .. •ijze in een :iisto,:-,rQill. zijn voor 

te stG11en ( r,,01:z,,n net .:,; sn \ro:1_c:o,2:;_1J .:::-.,:·.nt.:.~1 i.r;:.:·.r::ienin:...,en ) 1 stel1en · 

zull2n ons ecl1t:2r houdsn :':.~.~n 

') ' 
I ( GemiJaslde fout ) 

Ul.·t ,•-,r,ndr- V".,,.. sC 3 ) , .. ,,,'7. .. .._,t. ,, .. ,..t. C ~.,,.L.L •CJ..i..U • ?ij 

'i·1::·,c.:.',:.>'.: · :ij d~11:. Gen n1.,l,.lE::l"isc: ... e 'iJG F.lin ;sr.aow,.::J.1 ::' :>.2:i.tl voo-:.::: .,,1 voo1." ons ;1eb--

0e11 •. ?0.8:!.o~ nu l:itcn ,;riJ onze Lcuss v:--.lL: n o::-i :m ? Bij em re elm met een 

rl- ··- 7 ·i 1 ·;:•-c•...,lli'n·· V...,'l ·1 ..... -t •·n o·r.- ,,..:." V"'·'l ', ·1,,-'- ~) \''~1·-,,i·•:· V'6I"-'C 11l.1 Ul·t 7-~o-.. -u.:...:. L,1 C-~ ...... j .. .1...~ ~,,.,:;_ l.c_; -~~ ..... :.,1--~• Jl.i.l..;. lJL .l. \) .. ...,,..t;. ,._,..,J. ,,/,,,,_ •···-- l, '/ tO l.J. 0 i::J l - o .,,.!. 

,·,::,--,··- ··1···c'·t~n-te -~' .. .., .;i.-~-n '.~- .,,_ 2· - - '1 ' C 1 t n ZOU ly11'"8r ,::re".1.."'k nod1·0,c·,· __,.;; ... c; ""~" ,..'. v ,_,v0.1.U . .J.. ... <.; __ C,:,ll UV. u.2 ;2:::n (~3 S'Ge .l',18., .r.t e ...., " --

an voorJslsn ~i~den. D3t we de middelbare fout 

lrie2ien lis::,t dan ook in hoofd:z;a:::,,l:: oiJ de invar:;_c,nte ei0 enschap·, wcarvan in 

nin'-'svr::~·:,.,,_;stul:::~~n ta 11t."L·cn mst esn :):.::,:inL ~_:;_,2.nt::\l oetreLldng-en, vi's.txd.oor 

wij du.s voor ds ')Gra:-~o,1t~1.c v.--:W.""1/1.nict Li.G:::?r l~1..u:nc;:1 stsunen ol) bovenst:::-.2.n­

tl.s l"Od.ene:cin.;.. 7T.cm is 2c].1tar ._;e 0 00:;.1. Oi.l d:~n t och r11 te b€ rekenen volcens 

( 1 ) 
b 

·.".Eij r:w __ /i.7 cl:.?Jl ni2t a = /,1.., st:llen. De .. :1;.~t ( 1 ) berekende m is een groot--
1~ ~ ., c~ ·.·.·, .. , t ~ "-~ . ·~ ·-1 , .. '1Q0 ., .,.., • ·, ·~ ., 1 -:- , .. - ", ·-1 I J. '7 0 ',: o:.o. d :"'.· .. ls Dl8 n ~--1· J' ;:. ""U (~'CC r·i ".L"o··' ~~,;.;-~ L 1..c <;::;.\ .. e,·-:. C ,..l ,c .. c •... , .. L,-·.,•v.l. U.~.L /, ....... 1..1 - - .. - '-' -c. -c;; ~.J. 

gc:nt::l iJet:ce::.:.in;:;a1 l;:;;-:,n .le·:;tcn o·_; (i_.~_., '..):clr:.,_;cn S2,r ·t;f sn der €.i, om zich 

ee:1 i:1zio:1:t in de \,aarde v::n de uit.:_,.:.::vocra.e vc1 ... effeninc; te verscl10.ffen, 

kc.n 1i16TI. ook ;,l in do b;::;scl,.o;__r,.'j_n.:;, oetre~~xcn, i.,lc..,2.r men moet er zich van be--­

'1".1st zijn~ do,t voor m bij de ITGrGffening van een ovGreenkomstig stel w2,2.1"'- ... 

ne,·,1intien in de regel ~:l' .. 'ijl:.:snde beo.1~c..t;;2n 2,evondcn w·orden. Zijn veel ge­

li)rnoorti.;e vereffeni.n.:_:J:n uit.::;Gvo:; rd, d:1.n lr211 :.i1en de- verschillende waar-
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111iddalb2,re fout volgt scl1tcr P.:.,_i __ e_t_ a..e noi0::i1s.le wet. Op d.eze 2.2..11.;elegenheid 

vrnrdt niet verder inc;ec;2,,:n. 

Er is 
:::,.1inb·en noc; o:i;i te r:1erkc n 9 

t2,l vc:~n ;t 20 overtolli6e 

v2.n 

dct dG ervaring 
m ui t e en -3'i-}rine:; 2;c.n t2.l \vaarne­

. ~·ii .; 
ls2rt, a.at in dit gevat'~een aan-

~sQrnemingen reads sen vrij stabie~m verkregen 
,,i·o··dt ,~r,~:-:-:.r .... c.in f'!" -:,•rv•;'.1""'"'11 ·;:,-::,-:ir·1e··,·1··0 r +oc·:,., "•Te-1 1· e-t-s h 00 .t:'.L-1- p·e-1-- sch1· -in+ C7US n J.. - , VV-...;.,!;.. C..1.ic.; .. v .. V !;; c,.t..Lv ... v ............ l ... J.!.t;. u .. ,.. . _ l; ,_.v I.Jo ..L-:l V tJ u .. 

-'.:..lsof m een zekere m2..te ve.n on,21·e vof::: li~\J:12 ic1 b2zi t te.~~er :,v,,-.:." zi jn berekening 
,·11· t "':::::n "o:::, ;:JC111c ..,_· d,-::,,.--. .... ,..,.,,., + ,-1 OV"'""' .... ol ·11· •. , ~ ,.·r.- ·· r·• c,·•11· .,. ,··--·1 Fo ~ c. ~ ~ ~ ,~ '-'-'- '-' .. ,:::.cc:J.i u<.~ ~~•,tli --- , 0 1::: ,•,<e,,. lJ.,;;:L. J.l._::,c;.[ • J.J. <::: het echt,:;;:,:: oe-k 

zij 9 wnn11ee1~ er slecl"1t8 ·.7Jini~~ ov-::.cto1_ 1.t:.:;2 ··:-:-.'."..:"::?rr::.Y\.-::,:.:n zijn kan een 

juists bestuca"'ing v:::-:,n zo'n vcr6:f·,"2ninf, nooit 5eschiec1en op grond van 

een p:i."obleem~ doch k2r1 di t nll·;on Gebeuren Cl.ls er een asmtal vc~n c1eze 

zel:fde verGf:feninc,an teJ::' beschiJ::~·.i112_; r:::1t?,~1t. 




