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Errata.
blz. 1 einde 2de .linesn " de cijfers van " kan vervallen.

blz, & formule ( 4 ) woet Luiden:
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blz.

o

bij de achttiende rezel v, .. : de wocordsn " rij voor rij "
dienen te vorden vervangen door " laag voor laag Y.
)1z.30 2de regel v.b. " ciwitels " nost zijn ! een stelsel concentrische
cirkels M.
blz.40 1(de regel v.b. " moduli " moet zijn " kwvadraten van de moduli .
blz.41 6de regel v.o.  modvly ¥ moet zijn " wort:zl uwit de moduli M,

i o
EPTEN

Hlz.4Y 2zhte regel veo. (11 ) moot zijn (12 ).
in de figiur Jdienen Vooeh Yy te vorden vaivangen door X2 en X3
50z rejel v.c. y20r7 @moet zijn  X.OX

Nt e BT B R e )
.

blz. 47 laatste regel:  3.3. moet zijn §3.1.
ALJr

hlz. 52 16de en 15de re_el v.o. ¥ éwgzde“ verticele besrenzinzen eveniwi j-—

dig aan de X,-as loont " moet zijn " twee ..... lopen ".
blz. 54 6de regel v.b. Gl Woe* ziijn Gik’
blz. 55 formule ( 7 ) moet luiden

G, i Vie,, Ve, . Gy

,__“k 2 8 wm--lt . -nfcos \12 r%’ — Qg = r2
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o’
=
B3
-

A ]
(&

22ste rejel v.b. M cofrdinetenv alken ¥ moet zijn U codrdinaten-.

hynervleizlen ¥, .

23ste re_el v.b. X uoet vijn ﬁh.

blz. &1 dste en Sde regel v.b. © de £ensor ..... " moet zijn " hier zul-~
len we ze cclectoron nos..cn en de tensor de tensor der cofactaren

blz. 62 formule tussen ( 14 ) ea { 15 ) moet zija:

P
- S 4;,» C.
laatste re_el = .08t 2ij

. . e B 4 . oA
pla. 65 &&= vepel vob. X7, X5y X7 most zijn Xi, X2 e g X e

o
i
n

?
blz. 69 Fforuule ( 7 )ro,. oo 2lné moet de € vszrvangen vorden doogfm
*
e 70 in Tovaule { 12.) varllt “'pU .oV .
resel 10 vooo fonaw L,AJ.WLsLQsﬁensmr 4 opet 2l] tensor d

4

cofactoren. ™
formule { 16 ) : ﬁ13 aset zijn H?Q
5de regel v.b, " moduli ¥ o2t
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17de reszel v.o., voor Ds astronoom ...... enz. wordt inge—
voegd: ; hij zal over moeten gaen op een stersometrische
voorstelling.

19de regel v.b. " kan " moet zijn " moet nu ",

2de regel v.o. " moduli " moet zijn " kwadraten van de mo-
duli ",
17de regel v.b. & . vervalt.

1

10de regel vibem wordtxfi.

19de regel v.b., £ 5 wordtfqi. ]
Tde regel v.o. Nu is vervalt ; omdat wvordt bdegin van de zin,
na M, = Ei + (-qi 4.51.) wordt het woord is ingelast.
2de regel v.y., " nu " varvalb.
6de regel v.b. £, moet zijn Si 84
in de tekst moe en de foraules ( 13 ) t/m ( 17 ) allen één
pumizr opschuiven: ( 13 ) wordt ( 14 ), ( 14 ) wordt ( 15 )
ete.,
2de resgel vob. (18 ), (19 ) en ( 20 ) moeten zijn ( 19 ),
(20 )en ( 21 ).

3ste rexel v.b. ( 18 ) moet zijn ( 19 ).

3de regel v.o. " mzddslbere fout " moet zijn ¥ modulus .
11de regel v.o. & moet zijn 35.

10de regel v.o. bn moet zijn b5'

4de rezgel v.b. g1&1bn91’9n moet zijn g1gna1bnp1,pni

5de re_el v.b. g]agbnﬁgiﬁg'moet zijn gzgnazbn5533§;.

10de rezel v.b, moet zijn

X

AT AZ 1 oo 2 L .2
/\ ’/\ - ( c‘le o czQ:{,)c( C1Q ' CzQy).
11de rezel v.L. moet zijn: :

38,8, (2 =-1y) en 340, (py -1,)

formule ( 14 ) moet luiden:
e e e e [ A
e .1 f e B N 1S ik ¢
g,“b:q,(uo-ukp)_—.-u}‘:p,p = - g u.k.
19¢e regel v.,o. " elk der vergelijkingen " te vervangen door
“ de overeeniiynstize ver;~lijking v.
4de regel v.o. 0et zijn:

Y il t km @

,V“ = "H 1 ’.“ W

l} 3 } PN z.l‘_’ “1.1Gt(r
14de rezel v.o. (13 ) moet zijn ( 12 ).
6de regel v.c. " we lhcboen U vervalt.
tide regel v.o. Ko moct zijn KF

dste regel v.c.: het laatste deel van de formule moet zijh:
Stat g
G{Jp a, X,



blz. 131 3de regel v.b. ( 9 ) moet zijn ( 10 ).
blo. 134 tgte rezel v.b. glh moet zijn B4x°

11de regel v.o. n,
9de regel v.o. ",
5de rezel v.0. w,
blz. 152 16de rezel v.b. o) moet zZijn a4 .
1Gde regel v.b. ",

Bij blz. 39 onderaan:

Vanaf de 9de regel v.o. wordt de telst als volgt:

Er zijn drie soarten Gfﬁ" i (6

=S WYy
A ';: A
G‘/'z 31 u?bf} ( 8a )
afy ik o /A
G F =& olbk

“we kiezen nu de b zo, dat het stel srootheden r“*enerzijds en het stel
rF enderzijds co%*elatlevrid zijn. Dan moet gezorgd worden, dat de co--
factoren Gﬁsruﬂ_worden. Dus moeten volgens ( 8a ) de bi zo gekozen wor.-

den, dat P
Volgens ( 9 ) moetzn de bi voldoen aan het stelsel van b vergelijiinien~
£ )
lhulck = 0 ( 92 )

Deze vergelijliingen zijn onafhankelijk. feren ze dit niet, dan zou er
een lineaire betreliling tussen de coéfficiénten moeten oestaan, Deve

Fuie = 0 (9o )

Dit is sen stelsel van n lwuojcne vergelijkingen in de n grootheden
F}f Gzterninant van 4it stelgel is de determinant van de matrix
der 5lh , deze is niet nul., D howmojene verjelijlingen hebien dus zeen
oplossing, waerbij niet alle veranderlijlen u?lfanul zl jn, derhalve

ug?\ [ o
Cinde”s chter de gegeven betrelllisen ( 1 ) ovaafhanlzelijk waren onder-
steld kan dit niet juist zi n |, dan lien ook ( 9% ) niet bestaan en zijn
dus de vergelijkingen { Sz ) onelimarzeli .
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HOORDETUK I,
Enige bejripnpen uit de mathematische statistiek., )

T.1. Inleiding.

De nmzthematische statisticek houdt zich bezig‘met de bestude~
rin., van grote groepen van dingen, mensgen, verschijnselen etc. Het
doel daarbiij is lets te weten te komen van he% algemene gedrag van
één of meer cigcnschappen van het individu, waaruit de groep:is op-
sebouwda

Men kan b.v. bestuderen de borstomvang van recruten, het op-
treden van het zantal ogen bij het werpen met dobbhelstenen, de bloem-
kleur van een nlantensoort, des araad van het intellect bij] kinderen
van cen benaalde leeftijd etc. Dikwijls gaeat het ook om het vaststel-
len van een vervand tussen twee verschillende verschijnselen, b.v.
het optreden ven malaria en het voorkomen van de malariamuz ; de
werlteloosheld in verband met de cijfers van de uitvoer etc.

D
. ke s : s .
het ron schilien in lilassen, waarni] de te onderzceXken ei enschap

.

baenandeling van het statistisch materiaal geschiedt door

[

dient als kennerlk voor het onderbren.en van elk individu in een be-
paalde klasse. I[let aanvtal individuen, dat tot een klasse behoort,
wordt de frecuentie van de Izlasse sonoemd. De klasse- indeling en de
dearbi] behoreunde klassefreqguentics vormen de freguentieverdeling,

Z0 en men bH.v, de worpen met een dobbelsteen rangschikken
in 6 klassen, uet als klasselennerk het aantal ozen van elke worp.

Men onderscheidt één-, twee~, drie-- etc. dirensionale ver-
delingen, naar seleng ven het asntel kenmerken. De bestudering van
de borstomvang van recruten geeft zanle iding Lot een ¢én- dimensio-
nale verdeling, omdat men hier met één kenmerk te maken heeft, n.l.
de borstomvang. Beschiltt wen over de resultaten van een groot aantal
worpen met 3 dobbelstenen, dan ken men daarvan een 3- dimensionale
verdeling onstellen, Er zijn thans voor ellie worp 3 kenmerlkens: het
cantal ogen van elke gsteszn,

Zen lennerk kan quentitatief zijn ( een getal ) of qualita-
tief ( nationaliteit, geslacht etec. ). In het volgende worden alleen

A

de eerste soart kenmerlien beschouvd.
Het is cdikwijls nodig, verschillende freguentieverdelingen
met elkaar te vergelijken., In do messte gevallen 1s schter liet tota-

le aantal individuen van de te vewrselijlien verdelingen verschillend,

1)

Voor uit;ehreide e gchnouwinsen zie men b.v.: Dr. J.Tinbergen,
Grondproblemen der theoretiscle statistiek; G.U. Yule, Theory of

Statistics; Dr.J.B.D. Derksen, Inleiding tot de correlatiereke-
ning.



waardoor een cirecte verselij%ing onmozelijk is. Om aan dit bezwaar
te ontlomen heeft men het begrip relatieve frequentie ingevoerd,
waaronder verstaan wordt het zetal, verkrezen door de klassefrequen-
tie, te delen door het totale aam tal individuen van de verdeling ;

door de totale Trecusntia dus.

Zijn derhalve Ty faysee.,f ue klassefreguenties en is
o

n
, . : £ f T T
P =L.f, de totale frequentie, can zijn: T 3 72 3 73 4, ceee,y, I
LR P R T

de relatieve freguenties.

Zoals remallielijic t¢ zicn 1s, is de som van alle relatieve
frecuventies Lelijlk aan 1.

- . s’ . . N

Den verdeling van o.v. 500 en egen van 750 individuen kan men
nu met vehulp van de reletisve frecquenties vergelijken., Dikwijls
worden, ter veruijding van decimale etnllen, de relatieve freqguen-

ties net esn rond getel, H.v., 100, 1000 ... vermeni vulcdigd,
s r . - .
1.2. De een~ dimensioneale verdeling.

Van 5732 recruten bij Schotse regimenten is de borstomvang

1)

semeten . lMen verkrecg, als x do Dborstomvang in inches voorstelt,

1

en £ het aantal recruten, ds vol ende tabel:

x 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
f 319 81 189 409 753 1062 1082 935 646 313 1683 50

o

x 46 47 4
£ 10 3 1

Bij de metin% zijn ©blijkbaar de uitkomsten afgerond op ge-
helen ven inch men moet de tadvel dus zo lezen, dat er 3 recruten
rerden aangetroffen met een borstomvang, gelegen tussen 32,5 en 33,5
inches, 19 nmet een bvorstonvan,, gele.en tussen 33,5 en 34,5 etc. De
bedre_en 32,5, 33,5, 34,5,...,40,0 inch zi jn dus de klasseyrenzen.

Fig. 1.2.-1 is een _rafische voorstelling van de verdeling.
Op een horizontale as is de ltlasce.. indeling geteliend. De interval-
len stellen de breedte van de 'tlzssen voor. Op ellr interval is een
rechtinoek jeconstrueerd, waarvan de op_ervlakte gelijk is aan de bij
behorende rel aflfvelrrvr ntie. K. learson noemde een dergelijke fi-.-
suar e=n histo ram £>. Omdat de con van de relatieve frequenties 1
ig, is de o_nerovlakte ven de fijuur, ingsesloten door de horizontale
as en de trapoenlijn, c2vornd door de bovenlranten van de reciathoeken,

Voorbeeld ontleend aan: Jhittalier and Robinson, The Calculus of
Observations, London 1924.

tie bij Yule, Theory of Statistics.



¥

gelijk aan 1. Het histogram zeeft een overzichtelijk beeld van de
verdeling. De verdeling vertoont cen ton, onjseveer in het midden,
terwijl de trapoenlijn naar de eindenn toe sterk daalt. .

In het algemeen zijn de neest uiteenlopende sedaanten van
het histo,ram te verwachten. IZen scheel ander histosram als dat van
figuur 1.2.-1 tresdt op bij b.v. 1000 worpen net een dobbelsteen,
waarbij de worpen worden ingedeeld naar het aantal ogen van elle
worp. ien ziet gemakliell jk in, dat bij een " goece " dobbelsteen de
relatisve freguentie voor eli santal ozen bij een niet te klein aan-
tal worpen ongeveer 1/6 zal mocten i jn.Het aistosram zal dus hier
bestaan uit 6 ne enozy even rote rechthoezan naast esllkaar.

Ovmerking. l'en naslit wel cens onderscheid tussen continue
en niet- continue lermerlken. Bij let veorbeeld der recruten is het
kenmerk continu , bij dot van de worpen et sen doohelsteen doet
zich h2t aenders _avael voor Tocl lzan nmen ook tan het hisftogram con-
strueran op de aange even wijze. Ondat bij hetgeen vol,t het niet
nodi; is, de heide soorven lienmeri.cn te onderscheiden, wordt deze
aangz2le 2nheid veraer buiten beszcrouvwin, pelaten

1.3, De twee- dimensionale vewrdeling.

A. Roelofs mat van 300 weren de len_.te x en de dikte y met
et onderstaande resultaat. Do op zjeven . etallen zijn de klassefre-

D

cuenties. et interval voor dc lenste is 3 rm, dat voor de dikte 2,5

T e
Tableauw I.
i lery;te‘::

e 40 |51 [ 54| 57 |60 (53 65| 69] T2 |75 |78 |81 |84

€0,0 | | . e 33,21 8

51,5 0 U U RN ST L ML SO B | 19
T N R A R R A A A T
252,5 z 12 15 15 |2 3 69
250,0 T {11 33]es] 10| 6 97
w‘; " S - il ,,.._.._.,-..._.:,.. - -,...‘5_......‘._‘-.._.,,,_.. — S—
«;47,5 1 5 113 14 6 1 40
. ORISR TSI VUSRS S—— S SERRSUU SRRV SRS . RS-

45,¢ o2 31 12 39

42,5 1 21 o151 21 14

1
37,5 20 : ?

G A T R A I O A A
|

- R R e NS SRl I : S Bt i B
205, 2110 ;2H 36,72 ;b.k wi 4j (25 119 [ 2 350

De verdeling voor X, «iv biyj eon vaste waarde van y behoort,
b.v. bij y = 50, noeat men ec¢n Zobondern verdqglng_van X voor y = 50.
In het voorbeeld wordt deze _evorud door de _etallen 11, 33, 29, 18,6.
Elke horizontale rij van eveilen is een ;ebonden verdelingz van x
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ondubhelzinnig volgen; het ene kenmerk zou het'anderé moeten bepa=
len, Uit het voorbeeld blijkt duidelijk, dat dit niet het zeval is;
‘biﬁ genl bepaalde dikte Lunrer de peren nog verscalllende'lengten»
heboen en omgekeerd,

De correlatic kan zwaklker of sterker zi jn. Is ze zeer zwak,
dan zal dit zich daszr in mosten uiten, dat de relatieve freéuenties
van de gebonden verdeliingen van 4én der Lenmerken weinlg verschil-
len, welke ook de bijbehorends waarde von het andere kenmerk is,

Als in het voorbeeld de cixte y niet Zecorreleerd was met de lengte
zouden de rel ﬁieve-frequenties van de gebonden verdeling van de ko-
1ommep? in horizontale rijzn steeds gelijk moeten zijn.

| Voor hew el“”“val, dat er geen correlatie of correlatie-
vrijheid tussen de 1"'e ierken in een 2~ dimensionale verdeling be~
staat, komt men dervhalve tot dz volgende |
_11‘313 een 2.- dimensionale verdeling met de kenmer-

lten x en y is y niet pecorreleerd met x, als, na 5Vergang in elke
gebonden verdsling van y op relatieve fregquenties, deze in elk klas-
ge- inverval van y »ij voor rlj zelijk zijn.

Laten 1 en k respectieveliik de rangnummers zijn van de ko--
lommen en rijen van het tablsau. Beschouw de gebonden verdeling van
de kolom met rangnummer i. Is fik de frequentie van het vak dezer
kolom, gelegen in de rij k, dan is de relatieve frequentie van dit
vek in de gebonden verdsling van kXolom i

£
5 ~ | (1)
De uitdrukking in de noemer stelt voor de som van de frequenties
uit kXolom i: de Li worden zesomneerd over de index k.
Volgene ds definitie 1.3.-1 zal y niet gecorreleerd zijn

met x als:

£
:“ﬂwj‘- = = ;~%-~~ = ..... ( Telatieve frequenties
1..I- ,;'_,,___L . .
2x 1k %kt 3k : otk o e
uit eerste rij zijn gehijk)
’ f €n T, . 3y _
»ﬁ~12~- = -$i*» = r»ug- = ..... ( relatieve frequenties

uit tweede rij zijn gelijk )
anz.
0of algeneen geschr

e
£ .l . , '
e _ T2k o _ T3k _ . (1a )

o 4 o e 00

e Fictox "51:f31c

Tlk dezer breuken is echter LJelj.‘ﬂ’ aan de breux, waarvan de teller
de som ig ven alle %ellers en ce noemer die van alle noemergr



Men heaeft dus

11}

Iitsy

Y-"! f:;}c

welke uitdruiing geldl

) Zivf. (2)

TR
o e

1s voor elle rangnunners van 1 en k¥ voor zo-

ver er nict over gesomneerd wordt. Uit ( ) volgt derhalve omgekeerd
weer ( 1a ). Vergelijising | 2 ) zeeft in cen formule de inhoud van de
boven gegeven definiti: van de correlatievrijheid van y met x.
Men kan nu jemellielijk bewijzen ?), dat thans ock omgekeerd
X niet gec releerd is met y.
( 2 ) volgt nameli jk
fop o Tady
i?zfik Livtik (3
Deze uitdrulkhing is eveneens geldig voor alle rangnummers
van i en k, voor zover er niet over sesommeerd wordt; ( 3 ) is geheel

analooy, gebouwd als ( 2 ), slechts zijn de indices van rol verwisseld.
In ( 3 ) staat, dat x niet zecorreleerd is met y, zodat men heeft de
Stelling 1.3.-1: Is_y niet vod met x, dan is omgekeerd ook

X niet geccrieleerc met y.

secorrele

Correlatievrijheid is bli jkbaar een eigenschap, die over en

weer bestaat. lien spreekt dan ook van een correlatievrije tweedimen-
sionale frequentieverdeling.

Uit ( 2 ) volgt nog:
T

| ¥y " Tyfsy (4)
Eikiik Zixflf flh ik

In het eerste 1lid staat de relatieve frequentie van het vak
i,k berckend voor de twee-~ dimensionale verdeling. De eerste breuk

in het tweede 1lid is de relatieve frequentie ven het vak k in de to--
taalverdeling van y ;, de tweede breulk in het tweede 1lid de relatieve
frequentie van het vak 1 in de totaalverdeling van x. Men heeft dus de

Stelling 1.3.~-2: In een correlatievrijg twee- dimensionsle verdeling

Qroduct vunhﬁe in dezelfde kolom en dezelﬁ§e rij ge-
legen relatieve frecguentie van de totaaslverdeling der

beide kenmerken.

1)
Het bewijs is ontleend asan Derlsen, Inleiding tot de correlatie-
rekening.
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et is duidelijk, dat de stelling ook omgekeerd geldt, n.l.
dat een twee- dimensionale verdeling correlatievrij is, als de rela-
tieve Trequenties van elk vak gelijk zijn aan het product van de in
dezelfde kolom en dezelfde rij verkregen relatieve frequenties van
de totaalverdelingen der beide kenmerken. Immers uit ( 4 ) kXan men
direct weer tot ( 2 ) en ( 3 ) besluiten.

Men ken van het bovenstaande gebruik meken om ecen correla-
tievrije twee- dimensionale verdcling te construeren uit twee één-
dimensionale verdelingen. lien beheoeft slechts van de beide laatste
verdelingen de relatieve frequenties met elkaar te vermenigvuldigen.
Dez¢ producten, ellr op de juiste plaats in een tableau ingeschre-
ven, zijn dan de relatiesve frequenties van een correlatievrije twee-
dinmensionale verdeling. Zijn er voorbeelden van deze soort verdelin-
gen nodig, dan kunnen die dus op bovenomschreven wijze gemakkeli jk
verkrasen worden,

De theorie van de mathematische statistielt lkent verschillen-
de methoden om een getel af te leiden, waarmee de mate van correla-
tie tussen de kenmerken kan worden sangegeven. Voo deze algemene
thecriein wordt naar de literatuur 1)verwezen. #1j behoeven ons er
chter niet mee bezip te houden, omdat zal blijken, dat de verdelin-

b

$3}

gen, die in de wasarneamingsrelening optreden, een zeer speciaal karak-
ter hebben. Bij de behandcling van deze speciale verdelingen zal
voor dezen een maatstaf voor de correlatie worden ge_even.

Bij een twee- dinensiomle frequentieverdeling kan nmen
zich van de volgende meetkundige voorstelling bedienen. Op elk der
valiken van het tableau ( b.v. op die van het bij deze paragraaf ge-
geven voorbeeld ) als grondvlak denkt men zich een rechthoekig pa-
rallelopipedum opgericht, waarvan de inhoud gelijk is aan de rela-
tieve frequentie van het vak in kwestie. Deze parallelopipeda vor-
men een lichaam, welks bovenlkant een beeld geeft van het karakter
van de verdeling.

1.4. Drie- en meer- dimensionale verdelingen.

Het bestudcren van 3 of meer lenuerken geeft aanleiding tot
het o.atellen van 3~ of meer- digensionale verdelingen. In het ver-

volg zal ter bekorting seschrevwen worden V3 voor een 3-, Vn voor een
n- dimensgionale verdeling. Recde bij de V3 bestaat een grote ver-

1)
b.v. Derksen, pag. 17 2.v.



scheidenheid van soorben, .emeer is d4it het geval bij verdelingen
van eén nog sroier azital dimensiss. Hzt is hier niet cde bedoeling,
uitvesiig %e 2ijn; sl=chis enkele voor het latere gebruik nodige
eigenschapnen zullen worden behandeld.

Van de verdeliing meb 3 lenmexken. dis x, y en z zullen wor-
.

den genoocnmd, hon uen mich 108

w2

cer. veorntelling maken. Men denke zich
daartoe, naar asalcgic wvan het btwee-- dimensionale geval, een drie-
cimensionaal Feclhd ncexig szzenatelsel ( sie Tig. 1.4.-1 ). Op de x=~,
V=s 2L Z- 88 worder dJde i‘*"”‘lfgl&QILﬂan van o drie kenmerken aan-—
gegeven en door deue punten wercswn vlialkllen sangebracht, evenwijdig
aan Je¢ colbrdinastviakitea. Men krijist dar esn verdeling van de ruim-
te in ccllen. In elrs celr Janke aen zicn s¢en pariertie neergelegd,

meT e 0p geéschreven C¢ Iragquentie

C

f de relatieve frequentie, die

gl

()

bij dz cel behoort., woarrede redoclide voorsftelling 1s verkregen.,

Bij verdelingea wen meer den orie kenaerken vorvalt de mogelijkheid,
zich dewe 1n de physiscaz culmte te denksza, els mocven voor de V3
aange ;e ven. )

Denkt men zich bij cen V. et kenmerken z, y en z de inter-

2
vallen ven de x-- verdsiing, senumaer’ van 1 toht n_, die der y- en z-
verdeling van 1 %o3 no, Teep. vea 1 tot n , cen ken men de frequen-
oY £
tic van cen cel voorste.'en doox ij ~rin 1, X en 1 in opvolging

de rengnummers van et e Tee BYL T

o0
Naar anelogie van Gz twec- dimencicnele verdeling kan men

bij de VQ ool sprexen van tellngen en totaalvercdelingen.

Deze U@bonder verds_lingsen manmnen +1aph cchter worden onderscheiden
in twee zoorten, n.l. éénm g1 twec-- dimenslonele, Len zelfde onder-
scneid 1g te malen bij de +olsaclverdelingen.
De reccuenties, wzovrvoor 1 er k constant zijn en de index

1 de rargnumnsrs 1 bov n, Goordoopt, vormsn tezemen een één- dimen-
sionale sebonden verdsling vea ., Bij ell paar rangnummers van i en
k behoort esn gebonden verdeling van z. 0 ansloge manier kan men
bescnouwen de één. dinersionals sevonde verdslingen van x en die
van y. hiesti men deaventes:n voor 1 een vast rangnumuer en beschouwt
men alle frecuenties, wearvoor 7. dit vaste rangnummer heeft, dan vor—
men deze frequenties de twec— dimencionale sebonden verdeling van x
en y, behorenac bij het gelozen vasl: interval van z, met het rang-

ez wijrse Fan men uolr bescheran twee- Gimensionale
sehonden ver Lellugen bR CTV RN

géne Aimensionale totaalverdeling van z ver! vijgt men
als de frequenties over 1 en I wcrden zesormeerd., De frequenties
daarvan zZijn

e . o -0 . X
o A1RTERZ , MikTHAK3 s ee.., ‘zlkflknz



Z2ij ontstaan derhalvs ajs d: Lonumerlien X en ¥ buiten beschouwin; worden
selaten., Op analoze & - for lian nen Je frecusatics benalen van de één— di-
mensioncle totaalvardelin_sn ven  c¢n van y. Zen twec- dimensionale totaal-
verdeling ven x en y verlirijgt men Coor de freguenties alleen over 1 te
gomueren. De freguenties van deze verdeling zijn:

T

< & <
Tt Hfoae St Tt e

03 analose manier lan nen verlrijsgen de frecuentics van de beide an-
dere totoulvesrdelingen, nl. dic van 2,2 2n diz van y,zZ.
Bij ¢=n V3 kan ool weer coricelaticovri jheid ontreden., De definitie

w

1.3.-1 van covrelaticvrijgheid, Lo _sven voor de V,, is hier nict van toe-

. a s , . — A T
LAESING . Daar betreTt ned de corolavievidjhizid van éen Xenmerk t.o.v.
r r

het ( éne ) andere, hisr celber ven “or kanverl: t.o.v. tiec andsre. De
eyeven ¢efinitrc zal dus aocten mord n ult_~breid. Dit is naar analogic
ven de vori_ @ definitie caar clijlr 44 docn.

Definitic 1.4..-1.5 Bij :en V% swet de litnawerlen k,) e¢n 2 is z niet Jccor-
relcerd met x en y als, na over_geny o1 cvondan verd:-ling van z op rela-
ticve freo uentics, In dezc veraclingen de relaticve Trequentics van over-

genlioustisze lassen rij voaxr vij otijlic =Fin, of wannecr

‘f--, l
;»._%_1:“_, (1)
7 .
~ 1741
voor ¢lll twestal rengnwuiers ven i en X constant is bij ¢lk vast rangnum-
mer van 1 in de teller. Uitvo:oriy, _cochwaevin moct danc:
I U -3 IO S e ( 2a )

~1819 1 L8000 It o

fi00

o o 7——

it
ti

—2le L leee oo L. ( 2b )

i
i

<140 1T o110 21fa0 g

enz.
of algemener geschreven:

foa _ _for1 | _fan _ (3)
2104 =172

B!

[29]

1

[
PO

<1f911 0 af 1

Uit ( 3 ) volgt door somicrin, von oile tollors cn alle noemers:
.f‘

! :‘1 Fikl (4)

ST DT S

=17ikl “ikl ikl

g¢ldiy voor alle rangnwiazrs der vrij indices. ( Onder " vrije " indices
worden verstaan indices, ‘waarover nict csommecrd wordt ),
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{4 ) is dus de uitdrulking voor de correlatievrijheid van z t.o.v. X
en y.

Als z corrzlatievrij is t.o.v. x en y houdt dit in, dat z in alle
twee~ dimensionale gebonden verdelingen x,z corrslatievrij is t.0.v. X
en in alle twee- dimengionale gebondsn verdelingen y,z t.o.v. y. Dit
is gemallielijk uit ( 22 ), ( 2b ) enz. af te lezen.

Uit ( 4 ) kan asen de vol ende 3 conclusies omtrent de V3 trekken:

8. Correlatievri jheid van z L.0.v. de¢ combinatic x,y impliceert cor-
relatievrijheid van de combinatie x,y t.o.v. z. Immers voor ( 4 ) kan
men schrijven

£ Tt
L - L (5)
LT “se1tin

evenzo zeldig voor alle rangnumicers der vrije indices. Het eerste 1lid
van deze vergelijking is de r:loticve frequentie in de sebonden verde-
lin, van x zn y. Volgens ( o ) is dezc relatieve frequentie voor alle
reansnunners ven 1 gelijk, hetgeen batekent, det alle gebonden twee- di-
nensionele vardelingen x,y identiclk zijn.
b. In gcval van correlaticvrijhcid van z t.o.v. X en y is de relatie-
ve freguentic van de bheschouwde V3 ~eli jk aan het product van de bijbe-
horende relaticve frequenties van de twee- dimensionale totaaslverdeling
x,7 en ds één- dimensionale totaalverdeling van z.

Voor ( 4 ) keon men nl. oolr schrijven

. frua | Zudia (6 )
“ip1fi Liwrfing zil«:lfikl

In dezec virgelijking staat dan in het ezrste 1lid de reslatieve frequentie
van een csl i,k,1 in dc V%' De ::crstc fector in het tweede 1id is de re-
laticve f{recuentie van het vak met do rangnummers i,k van de twee- di-
mensionals totaalverdeling x,v én de twiede Tactor is de relatieve fre-
quentie van de klasse met ran_numner 1 in de één- dimensionale totaal-
verdeling van z.

C. In geval van correlaticvrijheid van =z t.o.v. x en y is de twee- di--
mensionale totaalverd:cling van y en 2z correlatievrij en evenzo die van

X en 2.
Somazert men nl. het cerste 1id van (4 ) over 1 dan ontstaat:
A SN .
Ciafia I Iclf:x K1

hetgeen volgens ( 2 ) vam§31.3, aanjeeft, dot y en 2 in hun twee- di-
mensionale totealverdeling corrclaticvrij zijn. Sommeert men het eerste

1id van ( 4 ) over k, dan krijot men de vergelijking

Txfikl | Facfia (8)

Yafia Tix1tixl
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(=3

w

hHetgeen betakent,
De vergelsjkings

n(6),(

nwters der veijs indices,
Oomeriking.
Konden uvit (

het omgslis

4 ) dec vergeld

I3 nizt wmoseidjk,

s1ae

sansn

In (7 ) plijft nl. h-t

alle tirmen is over i Soson.:rd
omtrent y onn 2 in hur tctaalvord
uitsorea. over net ed an v X

Aot bovenstacnds ig Yilre dus o
Xy, ¥ en 2, Ou doarover icts t= If
ken over jegevens van aone V3 %3

nensionelc totaalverdelin: voa y
zijn dearuit nict besluiten tol

en y in de V3 vaill X, ¥V ¢n .,

De voorvcarcs (4 ) _ceft
trent de corrilcoticvrijlcld van

( 4 ) houdt wel in,

maar of x ¢n y onderling corrcls

ovnmaXken. Is cchter, bchalve can
voldacn aan:

=1t

f

A

“on men uict tot ( 4 ) lomen, ast;cs

cchteor oolt

dat o corrcla

11 -

dat x cn 2z in hun totealverdecling correlatievrij zijn.
) en (8 ) zijn alle geldig voor alle rang-

jiingen (7 ) en ( 8 ) worden afgeleid,
uit (7 ) of uit ( & ) of uit beide
‘elijk is in te zien.

~orialct-

& Il R

Tenaerln x ojeacel buiten beschouwing, want in

~( 7) vevat dus allecn ean gegeven
cling. Zveonecns vevat (8 ) alleen een
1 7 in hun totaalvesrdeling. Blijkens
Yo ult te concludcren omtrent de V3 van
wmen berercn moet men kunnen beschik-
1f. Mcn ran dus, wvannccr de twee- di-

¢ 2 en die van X en 2z correlatievrij
o corcclatievrijheid van z t.o.v. X

socen volledigutsluitsel om-
in de V3.
en y en omgekeerd,

Xy ¥ b 2 oaderling Inmners

ticvri] is t.o.v.

~
<

“ticvrij zijn, kan men uit ( 4 ) niet

A
&

(

) ¢n dus aan ( 6 ) bovendien nog

_Fxafin
DA §

(9)

“11fia ik17ikl
of, wat hetzellide io, aon
T .. T, ey T,
21 ilk <3174kl “k17ilkl
D T X S ( 10)
iicl7ivl ~ilrl17ilkzl « il17ikl
waarmnade volgens (2 ) on ( 4 ) 21,3, is uit_zdrukt, dat de twee-
Gimensionalc totcalverdeling van x .n y correlatievrij is, dan kan in
( 6 ) dc cerste factor in hot tvwcede 1id vervangen warden doar het twee-

de 1lid van ( 10 ), waarn:
f.,

ikl ::'l ikl
RN S vl
il17ikl i1t
Uit ( 11 ) kunnon owg ke rd

( 11 ) kan nen nl. schrijven

T
f

ikl

Lnﬁl

s

“ikTik ikl*

ontstaat

_oattaa o =atia (11 )
3 <

i Satia

(4 ) en (9 ) worden afgeleid. Voor

‘"11 ikl
kl ikl

1l~l

(12)
ikl



Het eersve 1lid, gesommeeri over 2, geeft weer ( 10 ) en dus ( 9 ).
Deelt men ( 12 ) door ( 10 ) dan krijigt men, na een kleine herleiding,
( 4 ) weer %erus.

Nu blijkt ( 11 ) symmetrisch te zijn ten opzichte van de
indices i,k en 1. Dus evern~o 2)s { 11 ) de voorwaarde bevat voor
correlatievrijheid van z t.o0.v. X en ¥, bevat ze ook de voorwaarde
voor correlatievrijheic van x t.o.v. ¥y en z, eén van y t.0.vV. X en 2 @
( 11 ) geeft de voorwaarde voor cen volledig correlestievrije V3.

De 3 factoren van het 2d: 1id wan [ 11 ) stellen achtereen-
volaens voor ecn reletieve frecieniie in de één- dimensionale to-
taalverdeling van x, var ¥y en ven z. Ir e2n volledig correlatievrije
V3 is aus de relatieve frecucntie goliilk asn het sedurig vroduct van
de drie bijbehorende relaticve [1zquenties van de één- dimensionale
toteal verdelingen van x, ¥y <. . lien Xen hiervan gebruik meken om
een correlatievrije iric.- dim:nsionale verdeling te construeren uit
} één- dimensionale verdslingzn.

Bij vier-- en meer- dimensionale verdelingen hestaan soortge-
1ijke eigenschappen a's bij de bebhandelde V2 en V3. Ilen kan zich van
deze verdelingen niet meer een ruimtelijke voorstelling meken., Anea-
lytisch kan men ze eshter ev:inzo o> haar eigenschappen onderzoeken
als de V2 en V3.

Ook nu is, voor de latere toepassingen, specianl de corre-
latievrijheid van kenmerXken onderling van telang,

Laat, ten einde deze aanzzlegenheid te onderzoeken, een V4
geceven zijn met de <enaerlken Sy Xos XB en x4 en laat de frequentie
voorzesteld worden door:

£

Liiariss i,

De index i, loopt var. 1 <ot n,, 2, van 7 o3 n,, enz. Mer. kan nu
vragen naar de voorwacrden vocr correlatisvrijheid van Xy t.0.v. de
3 andere kenmerke .. Dezc¢ moct, analoos met ( 4 ), luiden:

f L. ST R S PR

11,12,13714 _ 11,1.,4,3 ‘.,T,Jzle,lA ( 14 )
A o A -
T14 11,12,13,J,ZL }““1,IP,J3,*? ‘1’12'13’14

oeldig voor alle rergiumierc dor vrijo indices.,

Men kan bij aen V4 echver ook hebben, dat tvee kenmerken,b.v,
X4 €n x,, correlatievrij z:jr t.o.v. de Delae anderen. De uitdrukking
hicrvoor zal, zoals gemoklelijk is in “e zien, moeten luiden:



xiyi £
4

i1,i2,i3,i4 11’12’ _}"1 (15)

1,12,13,14 1,12,13,14

AR
Lpiyigisedndy

geldi, voor clle ransnwiiers der vrije indices, Imners, hier stcoat,
dat de reloatieve frequenti:z van d twee- dinensionele gebonden verds--
ling i,,1, onafhanieliji is voa de ran nuuaers 13 en 14. In ( 14 ) en
(15 ) “en men noemer links verwisselen met teller rechts; ( 14 )

geeft dus tevens de voorwaarce voor ée corrclaticvrijheid ven 3 der
kenaerken t.0.v. het vierde en ( 15 evenzo van de kenmerken x3 en

x4 t.0.v. Xq en Xo.

In het algcmeen zal men bij meer-- dimensionale verdelingen
correlatizvrijheid mocten onderscheiden von cen groep kennerken t.o.v.
de ;roen der overigen. Hicromtront zoudcen dan c'renschag;en kunnen
worden afseleid. Voor do later te .aclicn toevascingen lkan men zich
cehtor beverken tot &én ei nechap: het meer- dimensionale analogon
van ( 11 ). Terst echter zullen de dcfinitics 1.3.-1 en 1.4.-1 van
corrvelcoticvrijheid uit_chreid mocten worden. De algemene definitie
luidt «le volzt:

Definitie 1.4,-2. In dc Vn net de keaacrken Xys Xp eeoee X is de

Srocy kennerken Xyy Xy eoeee 2 correlatievrij t.o.v. de groep der

- A\.

overioc licnmerlken Xy qs Xpo o9 e eXy 2als voldron is aaonce

f

i,y ¢oeve 1 . . £,
1772 n 5:1 ‘1,1b oy iy

._1,12,'ﬁ'.r 11’12,‘cma

woarin £ de frequentic is en 11’19"”"'in de rangnuaners zijn van de
resgpectieve intervallen van de errerken Xys Xpeeooe Koo

[

Volgens dene definitic ie dus in de n-- dimensionale verdeling

het kenmerk Xy corprclatievrij t.o.v. de groen der overige ltenmerken,
als:

fi j i E:lq,l

A .
1’12".1.'11'1 lg..m;e.nl1’12"..»\.ln

. . B : = I R
2&1 1gpdnseevedy §:L1,12,.....in 11’12"""in
[lieruit volagt, dat
f. . i: f
J‘?’ig,‘..ln i Al 1,l2,.l.ln

S S : T A N ‘
11’12’.0.ln 11’12’13’lu01r1 .L.l,l2'wttln 11,12’0.l11‘1

f

1:12,13...1n 1,12,...1

.. Ot

1y9dpge el 11’12""in

11,12,.‘..1

- - = It
S LT o AR

e AL A :
n R S Ty LEREERE ™

= I S (17 )

n
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het n- dimensionale analogon ven ( 6 ).
llen h:zeft nu de vol,ende cizcnschap:

“g “
.&1‘0\3 &’1&30&’1&9 @

In sen vollediy corrclatievrije Vh is

£. . S S . . f. .
Tqalpgeeni Edg,ls,,,.ln Tqrinyeeely 2:11’13?"'in 11312’f"1n1
3 3 S
by T, f

. . . . L . .. )
&13123147-~¢A.r‘1 11’12’09.111 11’12’..'ln—1 11,12,-u in

X Cecod ——

3

(€7]

wvasrin S = . A .
EPFE PYREES S SEE PPREEE W

Het bewijs wordt zeloverd deoor volledise inductie. Men on--
derstelt darrtos, dat dc ci_cnsechnp seidi: is in cen Vn—1' Neem voor
(37
db Lo Vﬂ'1
buiten beschowving wordt _eloten 2n dus de ( n-—-1 )- dimensionale to-

S ' N a4
dic, welle ontstact als in do V. ecn der Xenmerken, D.v.X.,
? n 9 1

taclverdeling der overigse lmenmerien ontstoat. Geldt nu de eigenschap
oo 4

in een Tvn...
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Is nu X4 correlatievrij t.o.v. de¢ grocp der ( n-1 ) overige kenmerken,
den seldt (17 ). Vermenigvuldizing van ( 17 ) met de zoeven opieschre-
ven vergelijking levert ( 13 ). Geldt dus de cigenschap voor een Vh_1,
den _clat zij ook voor ¢cn Vn‘ De cizenschap is bewezen voor ecn V2,
zodat hct bewijs van { 13 ) is _cleverad.

In woorden staxt in ( 1L ), dot in ean corrcletievrije Vh de
reletisve fraguentic deozer verdeling het sedurig product van die der n

r . .
&én- dinensionale tota-lverdclingen is.
1.5. Slotbeschouwing.

In het voor-fiamnde is bije.ngebracht hetgeen nodig is voor
de behandeling van wacimeningsrcekrecn., Op ecn enkel punt is echter
nog cen korte toelichting gewenst. Tot nu toe is aangenomen, dat fre-
cuentieverdelingen gegeven weren, decrom bleef ecn principi€le moei-
1i jkheid, die ziel bij het verzame len von het materiaal voor een ver-
deling voardoet, onbesprolen, en wel de¢ volgende. Het is n.l. niet
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stoeds met zekerheid uit te nmnlion of cen benoald zeval tot de verde-—
‘eoeven voorbeeld wvon de

Jz of neen. Bily hst InQ 1.3. O
bij het exocriment Ccan pecr aantreffen, wacrvan de

ijlt belommsrd ig, b.v. door cen tak, die er tegen hing.

i clobe peor ook opneimen ? Ofschoon men zal trach-

ten cen S0 oachern moselijke omschrijving te seven van de individuen,
wanrover het onaszraos. loopt, wullen er toch steceds grensgevellen
blijven, wacrven nict wet ze.crheid uit te wrken is, of zij toegela-
ten moson worden. Do ondorzozker lion zich dan slechts laten leiden

door zijn ervaring cn door wijn kennis ven hoet gebied der wetenschap,

woeartos het exporinent behoart. Hij moet proberen, in zulke gevallen

de boslisesing zo te nouen, dob geen schade sedoen wordt aan de ultkomst
van het onderzoslk,

et dg echiter dulddelijl, dot din orincive het subjectieve oor.-

Ly
L

de<l van de mens hier nimeer Lin corden udt ecchateld., Bij alle theo--
¥l

LCL.
rieén, die lierover zijn ‘caclhyeven, Mont =zr_ens ¢it subjectreve ele--

ment e in voor, owoens moet aen wo_ en: M odeze wel en die niet .

[N [,

st ds von Deln , alt gtseds scelerd voor oLz te houden.
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Begtudering van wacrneningareelsen met Lehulp van de mathematische
statistiel.

B T

2.1, Inleiding.

Tén der eerste crvariv.oen, die bij het waarnemen wordt opgedaan,
ie wel deze, dat het een %ocvel is, wanneer twee waarnemingen, ook al
worden zc onder osenschijnli jk velmeal:t dezelfde omstandigheden en
door dezelide waarnerer verricht, zenzelfde uitiiomst opleveren. Yaar-
nemingauitionsten hebben de eigencchap, can schoimaeling onderhevig
te z1ja.

11 eerste canleg zou men kunnen denlen, dat door grotere oplettend--
heid, betere voorzorgsmaatrzz2len of andere -reriinethoden de geconsta-
teerde onzekerheid van de ustiionsten opssheven zou kunnen worden. Bij
nader inzien zeal &l s e diz blijken, dat men hiermede in sommige [je-
vallen vwel de mate van onzeleribeid kan verileinen, aezar dat er geen
enkele reden is om aan “e nemen, dat e¢1r ooit een stadium in de ont--
wikkeling van de methoden o7 vaarnewin_stechniek zou zijn te berei--
Len, wvaarbij de oacelzerieid [,cleel verdwenen zou zijn.

et physisch _ebeuren, woorin wij seolaatst zijn, is een ononder.
brosen stroom van gebeurteaissen, die alle op elltaar inwverken en waar-
van geen enkele zich voltrokt, los van de anderen. In beginsel kan
dus een meetvproces, als deerl van dit _eheel, nimuer geisoleerd vorden
Oolr kan geen »roces Hrecies vorden heriianld. Ianers herhaling zou stil-
stand betekenen van de teten van dcorlopende processen en dit kan niet,
want wat _ewees? 1s, 1s op hetzelfde nonent onherroepelijk jeschiede-
nis zeworden.

Is dit op zichzelf reads een voldoende verlklaring voor de onze--
kerheid van de wearnemin:suitlowsten, ool door de bouw van de stof,
die testaat uit zich iIn voortdurence bewvegsin; bevindende partikelt jes,
is ten en>n mele aan s.,cculaties over z2en cteceds voortgezette verfij--
ning van neetmethoden not als 2inddoel de algzehele zekerheid, paal en
perk jesteld, len denle ncar cens wat men o» srond van evengenoende
inzichten onder de Z:zaz e van een meststaaf moet verstaan !

Jde bij de _ewone, du_elijks voorloaende experimenten te consta-
teren onzelierieid in vearnenin_suat':owusten is derhalve niet weg te
werlien of zelfs maar we. tc¢ Genhen door ecn Leroep te doen op een
voort_czette veriijning van Qe ‘aarmening: techniele. Zij moet worden
aanvaard als een aljemeen optradznde natuvrvet.

w1 de eerste »laavs l9 dzarou nodiy, inzicht te verkrijgen in de



wijze, waarop de waarnemingsuitkomsten schommelen en gepoogd zal moe-
ﬁén worden, daarin zo mogzelijk iets van regelmaat te ontdekken. Dit
zal moeten geschieden door waarneningsreeksen aan een onderzoek te
onderwerpen, Immers het alles behecrsende verschijnsel van het schom--
melen van een wearnemingsuvitkomet lkan slechts aan het licht worden ge-
bracht, als door een zo goed mogzelijke herhaling van het expeaiment
een aantal uitkomsten ter beschikliing staat.

De bvestudering van wacrneningsreeksen geschiedt volgens de metho-
den van de mathematische statistielt. Omdat deze methoden slechts bi]

aanwezizheid van veel materiaal kunnen worden gebezigd, zal men over
grote wesarneningsreelisen mo2tven kunnen beschikken: reeksen, gevormd
door 500, 1000 en meer waarnemingen., Deze reeksen worden in de prac-
tijk van de waarnemingstechniek zelden aangetroffen. Men zal zich de-
ze dan door gspeciaal daarvoor uitevoerde experimenten moeten ver-
schaffen.,

2.2. Een- dimensionale ‘-marnemin sreeligen.

Janneer eén enkele grootheid verschillende malen wordt waargeno-—
men verlirijzt men een één- cimensioneale waarnemningsreeks. Hier volgen
twee voorbeelden.

I, Te Greenwich zijn 1000 waarnemingen uit.evoerd van de rechte

klimning van de Poolsterj)

. Het bedrag ven de waarneming, gereltend ten
opzichte van een ongeveer in hat midden van de recks gelegen waarde,
is met x eangeduid , f is het aantal keren, dat de waarde als uitkomst
verkre_en is.

De reeks luidt:

x -3y =-3,0 =2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 o +0,5 +1,0

.

- —

f 2 12 25 43 T4 126 15C 168 148 129
+1,5 +2,0 +2,5 +3,0 totaal

78 33 10 2 1000

De waarnemingen zijn hier afgerond op halve secunden. Het onder
de uitkomst van b.v. -1,0 vermeld aantal 126 betekent, dat er 126 uit-
komsten gelegen waren tussen -1,25 en -0,75. De bedragen x zijn dus
de middens van de klassen, die telkens 0,5 "breed" zijn. De klasse-
grenzen liggen midden tussen elk tweetal opvolgende waarden van x.

1) Ontleend aan Whittaker and Robinson, The Calculus of Observations,
London 1924,
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II, C» een blad papier werd op onscherpe wijze een punt aangesge-
ven., Uitgaande van cen willekeurig beginpunt als nulpunt werd de lig-
ging in horizontale richting van het punt 1000 maal opgemeten. De waar-
nemingsuitliomst is weer aangeduid met x, de bijbehorende frequentie

met f. A4L,é

x mm. 6.5 6.0 5.5 50 &5 4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 10 0.5

£ T4 31 62 w5 193 13 177 103 56 34 10 2 ,{n

In dit voorbeeld zijn voor x de klasse;jrenzen opgegeven.

4 e

In de figuren 2.2.-1 en 2.2.-2 zijn van de bovenaangegeven waar-
nenmin_sreelisen de histosramuen getekend. In elk der figuren zijn op
een horizontale as de klascesrenzen uitgezet, en wel in beide gevallen
even breed, Op het stuk van de as, een klassednterval voorstellend, is
een recithoel: gzeconstrueerd, waerven de oppervlakte zelijk is aan de
bij de tlasse behorende relatieve frequentie. Hiervoar moet men in elk
der teltaninsen een gchaal voor de opoervlakte aannemen. Deze is ook in
beide figuren gelijk gekozen en wel zo, dat met 1 cm2
frequentie van 0,020 corresnhondeert.

een relatieve

De histogramaen doen zien, dat in beide gevallen eenzelfde ty-
pisch bzeld verkresen wordt. llet meest karakteristieke is:
a. de frequentie is ongevcer in het midden het srootst en vermindert
vrij snel naar beide einden ;
b. de verdeling is min of meer symmetrisch.
De ervaring heeft geleerd, dat de meeste in de practijk voorkouen-
de waarneningsreeksen bovenbeschrewen karakter vertonen.

2.3. Onderlinge vergelijking ven waarnemin sreel.gsen.

Vergelijken we op het ooz de histogrammen, getekend in de figu-
ren 2.2.~1en 2.2.-2, dan vertonen ze wel ongeveer hetzelfde beeld,
maar die in de tweede fipuur verloopt iets steiler. De waarneningen
zijn daar meer in het midden oleenzehoopt.

De overeenkomst in het karaliter van beide figuren doet de gedachte
aan de hand, die in fi;,. 2.3.--1 is verwezenlijkt. In deze figuur is het
histogram van figuur 2.2.-1 op dezzlfde wijze opnieuw getekend, d.w.z.
met even brede tlasse-intervallen, 1 cm, en eenzelfde schaal voor de
oppervlalte 1 cma—ﬁ 0,02 relatieve frequentie. Dit histozram is door
een voljetroiken lijn voorgzcsteld.

Het tweede histogram is iets veranderd. De breedte van het klasse-
interwl is hier 1,2 macl zo groot voorjesteld. De schaal voar het uit-
zetten ven de op.ervlakten der rechthoeken is echter dezelfde als in
figuur 2.2.-2. Door de genoemde verbreding van de intervallen zullen de
hooszten van de rechthoeken in dezeclfde verhouding kleiner worden, waar-
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door het tweede histogram breder wordt, maar ook platter. De fac tor
1,2 is zo gekozen, dat nu de bovenkanten van de histogrammen zo goed
mogeli jk overeenkomen., Hoe de factor 1,2 ontstaan is, doet thans wel-
nig ter zake., lMen kan zich voarstellen, dat dit door hernsald proberen
is geschied, waarbij telkens de fipuren door onderlinge horizontale
verschuiving zo goed mogelijk tot deklid werden gebracht. De boven-
kant van het tweede histograem is door een streeplijn voorgesteld.

Inderdaad doect de nu verkregen figuur zien, dat in zekere mate van
een overeenstemming van de waarnemingsreeksen kan worden gesproken. Men
moet nl. bij de e oordeling van het bereikte resultaat er aan denken,
dat de frequenties van een waarnemingsreelks g tellen zijn, die vrij on-
zelker zijn. Zow men zich b.v. een nieuwe reeks van 1000 waarnemingen
van de rechte klimming van de Loolster verschaffen, dan is niet te ver-
wachten, dat deze vrecies dezelfde frequenties zou vertonen als de ge-
gevene ., Inte _endee_, het list in de natuur van deze asntallen, dat zij
schommelen, Bij de beschouwing van figuur 2.3.-1 gaat het dan ook niet
zc zeer om de details, als wel om et algemene karakter van de verde-
lingzen,

Het resuitaat doet de vraag rijzen of het wellicht een algemeen
voorkomend verschijnsesl is, dat waarnemingsreel.sen de zoeven besproken
eigenschap bezitten., De ervering heeft zeleerd, dat dit niet zo is, soms
treden waarnemingsreeksen van een endere soort op. Het schijnt echter,
dat deze afwijkende reeksen tot deultzonderingen behoren. Wij nemen der-
halve aan, dat er een voldoend groot aantal gevallen is, waarin waar-
nemingsreeksen optreden, diec de tot nu toe besproken kenmerken bezit-
ten, om het lonend te nelken, verdsre beschouwingen aan dit soort wvan
reelksen te wijden. Deze beschouwingen gelden dan natuurlijk niet alge-~
meen, doch uivsluitend voor de bestudecerde soort waarnemingsreeksen,

De verdeling bij deze recksen zal in het vervolg de normale verdeling

worden genoemd.,

Om te weten of een nieuwe waarnemingsreeks de normale verdeling be-
ziv, moet zij vergeleken worden met een reecks, waarvan bekend is, dat
zij normaal is. Aangenomen wordt daarom, dat er over zo'n reeks be-
schikt kan worden. De vergeli jking geschiedt op de wijze, zoals dat in
deze paragraaf bij de bespreking van figuur 2.3.-1 uiteengezet is.

Als conclusie van het bovenstaande wordt geformuleerd:

Aanname 2.3.-1: Waarnemingsreeksen, diec normaeal verdeeld zijn, kunnen,

onder aannamc van een voor alle re?ksen gelijke schaal voor de. opoer-

vliakten, door geschikte keuze van de schaal der klassebreedten, in his-

togrammen worden voorpesceld, wearvan de zebroken lijnen, zevormd door
) S, 3 S,

de bovenkanten van de rechthocken, naszenoes samenvallen,

Opmerking. Naar aanleiding van het bovensteaeande zal men wellicht
,-p &) S

de conclusie hebben etroikken, dat het uitmaken of een waarneminzsreeks
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gen normale verdeling bezit, een aangelegenheid van een subjectief
carakter is. Men zlj er zich van bewust, det, over welke middelen
van vergzelijking men ook zou beschikken, het subjectieve element
uit de beoordeling nimmer uit te schakelen is. Het min of meer pri-
mitieve in de wijze van vergelijken van twee verdelingen heeft metd
het eigenlijke wezern daarvan niets uit te staan. Of van een reeks
mag worden aangenomen, dat zi] ncrmaal verdeeld is, 1s geen vras,,
waarop een regel of een formule antwoord geeft; ook nimmer kan ge-
ven, '

Immers, het voorkomen van een bepaalde waarnemingsreeks 1is een
physisch verschijnesel en slechts mst subjectieve middelen kan het
physische wereldgebeurcn toegankelijk gemaakt worden voor de toepas-—
sing van de abstracte denkwetten. Zo moet ook elke natuurkundige
grootheid eerst gedefinieerd worden en elke definitie is subjectief.

det is dus niets bijzonders, wanneer bij het vergeliljken ven
waarneningsreeksen genoezen genomen moet worden met een zekere mate
van willekeur. De ontwiklkelde methode van vergelijking is wolkomen
afdoende. Zij is echter omslachtig en dearom zullen te zijnervtijad
andere middelen hiervoor vorden gangegeven,

ob o 2N waarnemingsreeks, ¥
2.4, Modulus van een waarnemingsreeks

Uit het feit, det een normael verdeelde waarnemingsreeks kan
worden voorgesteld door een histogram ven een vaste gedaante en wel
door een geschikte keuze voor de breedte van het klasse-interval op
de horizontale as, volgt, dat aan een waarnemingsreeks een grootheid
kan worden toegevoegd, die de modulus van de reeks zal worden ge-
noemd en door welke grootheid de reeks gekarakteriseerd is.

Beschouw daartoe nog eens figuur 2.3.-1. Abstraheert men zich
een ogenblik ven de indeling ven beide histogrammen in rechthoeken,
dan zijn ze beide in hun algemeen beloop gelijk, afgezien dan van
de overblijvende verschillen, Vergelijlit men de voorstelling van de
intervallen, dan ziet men, dat het ZInterval van 0,5 seconden in het
ene histogram dezelfde rol vervult als een interval van T%? X 0,51)
mm in het andere. ( De bresdte van de intervallen van het tweede
histogram waren met 1,2 vermenisvuldigd ). Noemt men nu de modulus
van de eergte reeks/Aﬁ en die van de tweed%/ué, dan definieert men

1)
Het is een toeval, dat beide intervallen 0,5 eenheden zijn. Dit is
van geen essentie€le Dbetekenis.
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. ot e = ( 0,5 seconden ) : ( T%? x 0,5 mm )
of:

i}

A ( 6 seconden ) ¢ ( 5 mn ) (1)

Hieruit volgt, dat dus de modulus een benoemde grootheid is. Verder
zullen we Ge modulus steeds positief aannemen, hetgeen betekent, dat
we geen asandacht schenken aan de omstandigheid of de getallen van de
klasse-~indeling in het histogram van links naar rechts in de figuur
dalen of stijgen. Men kwn dis doen, omdat de normale verdeling symme-
trisch verloopt.

Nu het bezrip modulus is verkregen, is het van belang, het volgen-
de op %e merken. Laten we aannenen, dat de modulus van de eerste reeks
1" is, dan was die van Ge tweede 0,33 mmn, In elke reeks drukken we nu
de waarnemingen in de modulus als eenheid uit. Ve moeten dan ook de
setallen, die in figuur 2.3.-1 zijn vermeld, door deze moduli delen.
De rij der getallen voor de ssrste reeks blijft dan onveranderd, al-
leen worden zij onbenoemd, omdat men moet delen door 1 seconde. Die
van de endere rij worden gedeeld door g mm, waardoor eveneens e€en rij
onbenocewrde yetallen ontstaat. Men krijzt dan langs de as het volgende.

zie figuur 2.3.-2

Let men er o», dat de breecte van een interval van de tweede
reeks % maal zo _root was, als dat van de eerste, dan leest men uit
figuur 2.3.-2 af, dat de intervallen van beide reeksen op dezelfde
schael -ijn vooragesteld. ILaners, het interval 0,5 van de eerste reeks
maal g is 0,6 is zelijk aan dat van de tweede.

Men heeft dus de
Eigenschap: drukt men van twee waarnemingsreceksen van elk de waarnemin-
gen uit in hun modulus als e2nheid, dan zullen de histogrammen, indien
men deze zo vervaardigt, dat de schialsn voor de intervalverdelingen
iangs de horizontale as zelijk zijn, evenals de schalen voor het uit-
zetten ven de oppervlaliten der rschthoeken, door horizontale verschui-
ving tot dekking te brengen zijn.

Men kan dus vaststellen, dat alle waernemingsreeksen jelijk zijn,
mits men de waarnemingen uitdrukt in hun modulus als eenheid.

Wanneer men een vaste wzarncuingsreeks als standacrdreeks aan-
neent en die de modulus 1 toekent, kan nen door vergelijking van an-
dere reeksen met dece standacrdrecks cen modulus voor elk dezer reek-
sen vaststellen,

Iaat b.v. de reeks van figuur 2.2.-1 de standaardreeks zijn. Men
deelt nu de waarneningen hiervan door 1 sec. om onbenoemde getallen te
verkrijzen en kent san de aldus verkrezen reeks de modulus 1 toe. De
frequentics zijn numeriek selijk gebleven. Uit (1) volgt dan:



T Ay = 6 : (5 mm)

( het zijn nu niet 6 seconden mecr, moor we moeten het onbenocemle ge-
tal 6 _cbhruiken ). e krijuon dan

U

Ad o = iR
22 &

Spreekt men dus in hst verveolg von de modulus von ecn waornemingsrecks,
don moct men 21tijd denlien con de vergelijking met een standeardreeks
[axd

woorvan de modulus sestold is on <on. Het is niet von belang, in dit
stodiun de stondecrdrecks vagt te 1o en.

2.0, Enige o merkingen .
Opmeriing 1. Heeft men twec wanrnewingsrezlisen van gelijksoortige
srocthaden, is dus bij ellr der reelizen wacr,cnonen cen hoek of ecn af-
stend of cen temveratuur enz., den ken men de rceks met de kleinste mo-
dulueg de nauvkeuripstc noemen von de twea.
Loten de veranderlijzen von de woornemin sreeksen 2ijn x en y en
hun moduli TESDs dey SN 44

¥y
nonkt, woacrbij op de horizontale cssen ultjezet zijn

. i) denlen ons nu van elk een histogram

€n -——];

Go
(6]
i

als x, en y, de grenzen von de klosszen zijn. Zoals in “het voorgqude
i i “

is congetoond, zullen den de beide histogrmmmen tot dekking zijn te

brengen.

Met ecn se_ment d or do e corrczsondesrt in het ene histogram
¢en interval Ax = rd ¢1 in het ~ndere een interval Ay 2,/§d

Is ) . ~lr
nu_ 4 >,» 1 is ool

x :) Dy

Bij de reske voor y zijn cus fijnere nucnces tot uiting Jeliomen
den bij dic voor x.

Bij reelsen van ongelijlrsoortise groothedan gaat de bovenstoonde
redenering niet op. Bij de reclisen von de figuren 2.2.-1 sn 2.2.-2
b.ve. Lan nen niet zZegoon, dot de 1oatete nawlkeuriger is don de eerste:
imers Lid ecn bedrag in mn on 2én in secunden kon men niet syrelen
van de grootste of de kloiinete. Ter vermljding van nuttcloze gedachten-
associntics, weliic ontstoon door e vage be telenis, die eon het be_rip
nouwlicurijhe id, coels dit in het do 2lijks le ven wordt _ebruikt, wvordt
seheeht, zol in hiet vervoly uitsluit;mi net vesrip modulus ven een woor-
nein g recls worden zocbruilzt.
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Opmerking 2. Hev zou onjuist zijn, uit het voorgeande de conclu-
sie te trekken, det men door een verkleining ad libitum ven het wear-
nemingsinterval een reeks met kleinere modulus, een " betere " reeks
zou lunnen verkrijgen. Om dit in te zien, denke men b.v. aan het af-

lezan van een verdeelde rand. Neem aan, dat dit geschiedt met een mi-
crometer, waarbij op de trommel wordt afgelezen., Het aflezingsinterval
kan men willekeurig verkleinen door steeds grotere afleestrommels te
nemer, Het is echter duidelijik, dat de innerlijke waarde van het ex-
periment hiex niet in het minst door verandert. Deze toch is naar bo-
ven begrensd door de deugdelijkheid van de randverdeling. Het willekeu-
riz opvoeren van het aszntal decimelen in de aflezing is volmaaskt zin-
loos. De vraasg is echter hee Ce waarnemingsrecks zou reageren oOp een
dergel: jke hendelwijze.

In de eerste pleats moct wordan opgemerkt, dat men het aantal
wearneningen zou moeten opvoeren in veriouaing van de verkleining van
het interval. Doet men dit niet, den zal, gezien de willekeur, die in
de laatste decimalen van de afl:zzing bestaat.en het niet voldoende ge-
vuld zlin van de klassen, het histogram belangrijke onregelmatigheden
gaon vertonen, in de geest, coals schetsmatig in figuur 2.4.-1 is ge-
tekend, Het algemene bzloop van G= verdeling is dan wel normaal, maar '
in dsvails is dit niet het _sval.

Voert men het santal waarnewingen wel op, dan zal men hoogstens
de oude vorm van het histogram weer terug kunnen krijgen. Stel b.v.
daet esn behoarlijk histogram verkregen werd bij een aflezing tot in
mm. Men doet nu 10 maal zoveel aflezingen en leest af in tienden van
mm. Binnen de mm van eerst zal icdere 0,1 millimeter wacrschijnlijk
ongeveer cvenveel malen voorkomen, als inderdaad de verkleining van
het intervel zinloos is. Dan echter zal men in het histogram naast
elkaar een aantal rechthocken krijgen, die even hoog zijn, waarmee
het oude histogram weer cpnieuw te voorschijn komt. In dit geval is
het duidelijk, dat generlei voordeel is verkre en.

Het spreekt vanzelf, dat eoveneens cen te grove aflezing verkeerd
is. In de gevolgen ven de in Jit geval optredende afrondingen van de
aflezingsuitkomsten gast het sewrag van de reeks geheel verloren.

Bij elk waarnemingsproces behoort derhalve min of meer gedwongen
een bepazlde waarncringseenheid. Deze is natuurlijk nizst met zeker-
neid aan te geven. Dit is voor de practijk trouwens ook niet nodig,
ven wezenlljke betekenie is het, dat deze eenheid san grenzen gebonden
is. Een goed histogram kan men verwvachten van ongeveer 20 intervollen.

Opmerking 3. De ervering lcert, dat bij een waarnemingsreeks er
eveneens spreke is van een verband tussen de breedte van het totale
interval, waar binnen alle waarnemingen lig_ en, en de bij het waarne-
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mingsproces behorende esenheid van de aflezing. Ook dit verband is niet
met zekerheid aan te geven, In het voorbeeld van de reecks betreffende
de Waarnemingeh vean de rechte klimming van de Poolster is het duide-
1lijk, dat geen waasrneming kaen optreden, die b.v. 1' groter zou zijn,
dan de grootste in de tabel opgegeven waarde. Zelfs 10" groter was al
zeer bezwaarlijk te verwachten. Waar hier de grens getrokken moet wor-
den, is niet uit te maken, omdat de begrenzing van het totale interval
vaag i1s. De bovenvermelde samenhang tussen totale intervalbreedte en
waarneningseenheid ig echter aanwezig. Bi] een bepaald meetproces be=
hoort dus een afleescenheid, benevens een totale intervalbreedte. Geen

van beiden zijn scherp bepasald.

Opmerking 4. Ten slotte esn onmerking van historische zard. In het

stadium van ontwikkeling der theoriz, die met de tot nu toe gegeven be-
schouwingen bereikt is, speelt in de besteande literatuur het vervan-
sen van de trapsgewijs verlopende vovenkant van het histogram door een
vloeiende lijn een zeer belangrijike rol. Ten einde dit plausibel te ma-
ken wordt meestal opgererkt, dat een des te beter histogram verkregen
zou worden, naarmgte het waarnemingsinrterval kleiner en kleiner geko-
zen zou worden., Wordt de verkleining wver genoeg doorgezet, dan zou ten
slotte de ideale toestand, nl. de vloeiende lijnin plaats van de trap-
penlijn, verkregen worden. Men maskt dus in de redenering van een li-
mietovergans ebruilk.

Bij de vorige opmerking is uiteengezet, dat pogingen tot het ver-
kleinen ven het waarnemingsinterval door alleen in meer decimalen af
te lezen tot geen resultaat voeren. Het is dus nodig, het gehele waar-
nemingsproces te verbeteren,

Is de waernemingsreeks die van een hoek, gemeten met een theodo-
liet, met aflezing op een minuut, dan zal men in bovengenoemde gedach-
tengang om een " betere " waarnemingsreeks te verkrijgen, een theodo-
liet moeten nemen, die b.v. de geconden geeft. Het waarnemingsinterval
is dan 60 maal verkleind. Het is echter onjuist, te menen, dat het eer-
ste histogram opnieuw verkregen wordt, doch nu met 60 keer zoveel inter-
vallen, dus een beter histogram.

Wat men zal zlen, is, dat de tweeds waarnemingsreeks volkomen ana-
loog is aan de eerste. Het asntal intervallen is van dezelfde orde van
grootte, terwiJl het totale intervel ruw T%T deel zal zijn van dat bij
de eerste reeks. Men krijgt dus het zelfde resultaat als de eerste keer,
alleen op een zoveel kleinere schaal,

De genoemde gedachtengang ten aanzien van het doen ontstaan van de
vloeiende kromme is dus physisch niet realiseerbear. Bij de basering
van ecen betoog op de aanschouwing mag men hiervan dus niet gebruik ma-
ken.



2.6, Twee stellingen omtrent moduli.

Stelling 2.6.-1., Van x is een normale waarnemingsreeks Zegeven
met modulugxux. Is a ¢en constante, dan behoort bij x-a eveneens een
normale wearnemingsrecsks, terwijl voor de moduluﬁ/féx”a van deze reeks
seldt:

Agea T4
Het bewijs is bijna triviecal. De afleiding van de reeks van X-a
uit die ven x geschiedt door van alle jetallen x het constante getal
a af te trekken. In het histogrem ven de reeks ven x betekent dit?%ﬁﬁ—
brengen van esn nieuwe becijfering lengs de x-- as., De verdeling zelf
voor x-a is identiek met die van x, waarmee de juistheid van de stel-
ling is acngetoond.

()]

Stelling 2.6.-2. Van x is cen normale waernemingsreeks gegeven
met moduluf/uk. Isy = px ( p constant ), dan behoart bij y weer een
normale waarnemingsrezlis mct modulus

“y =IPJ/‘§

Bewijs. Laat f,, hat aantal waarnemingen voor x zijn, gelegen tus-

sen de kxlassegrenzen Xy S0 Xy Deze geven f12 waarden voor ¥y, %elegen
tussen PXy en pX,. Men kon dus uit de rezlis voor x die voor y afleiden
door de klassegrenzen van de vardeling voor x met p te vermenigvuldi-
san, De frequentie voor cllt intcrvel van y is verder gelijk aan die
van et overeenkomstige interval van X.

Hieruit volgt, dat bij y ook z¢n normaal verdeclde waecrnemings-
reeis vehoort.

Is verder het histogram voor de reeks van x z0 geconstrueerd, dat
op de horizontale as uit ezct is x i/ﬁ&, don blijkt, omdat

DU > S
SMx % P4
dat voor het histogram van y moet worden aangenomen, det langs de ho-
rizontale as uitgezet is y S M Daar beide histogrammen elkaar be-
dekken, is volgens de definitie van modulus

0 SR

Omdat ecn modulus niet negatief kan zijn, moet voor het geval p
negatisf is, van p de absolute wrarde worden senomen.
Derhalve is al_emecn:

Ay =[pl/5c

Gevolgen.
a. Isy = px - a, dan iﬁ/“y =IPL”%; ( combinatie van stelling 1 en 2 )
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b Isy = -x, dan i§/ﬂ§ = f s

Stelling 2.6.-3., Is gegeven x met een normoal verdeelde waarne-
mingsireeks ( modului/uk )en is y = £ (x), dan is met zekere beperkin-
gen:

Sy ‘ () L“""

X

Bewijs. Aenjenomen wordt, det £ (x) differentieerbaar is in het
interval ven x, waarover de waarnemingsreels zich uitstrekt. Laat X,
een wecrde van x uit dit intsrvel zijn, den is, als f£' (x) de afgelei-

de ven £ (x) is:
{Ko + 6( X=X )} 0 <6<1 (1)

y =17 (KO) + ( meex )

Tiguur 2.6.--1 bevat de bekende mectkundige voorstelling van deze
formule. De laagste waarde van x in de _cgeven waarneningsrseks is a
genocnd, de hoogste b. Om f (x) te vinden moet (xo) vermeerderd wor-
den met x- X, maezl de waarde, die f' (x) erzens in het interval XX
aannsent, en wel in dat punt, waar de raaklijn evenwijdig is aan de
koorde, die de punten van d¢ I‘rouie, waorvoor de abcissen X, en x
zijn, verbindt.

ien kxan uit de wverdeling voor x weer die ven y afleiden. Leat
f12 het aental waarnemingen zijn tussen Xy en X,. Voor y zijn er dus
eveneens f,, waerden tussen y, = f (x1} en y, = T (xz). De verdeling
voor y krijgt men dus als bij de bedregen ven de klassegrenzen voor x
die van y worden berekend. Is f (x) een niet- lineaire functie van x,
dan zullen de intervallen von de y- verdeling niet even groot worden.
Uit de regelnatise becijfering van de intervalverdeling voar x ont-
gstaat een onrcielintipe voor y. Construcert men net de onrezelmatige
intervalverdeling ven y ee¢n histogram, dan wordesn de breedten van de
rechthoeken onderling onzclijk. et de cven brede rechthocken in het
histogram van X, corresponderen ongelijke breedien voor de rechthoeken
in het aistogram van y. De hoogten van de rechthoeken in het histogram
van y zullen dus ool enders zijn dan die bij hetv histogram van x.

Er ontstaat voor y e:n histogram, dot in beginsel een vollkomen wille-
keurise pedaante Xen acnnemen.

De grootheid y zal dus in het oliemeen nict normenl verdeeld zijn.
Bovendien zijn cr gevellen, waerbij het zelfs onmogelijk is om een
verdeling van y uitv die van x of te lciden. Men denke zich b.v. het
geval, waerbij £ (x) in het interval a-b cerst toe en dasrna ofneemt.

In de preactijk zijn echter mecstal de optredende functies van
dien aard, dat in het smells ;ebied, waecrin de veranderlijke x gelegen
is, de functie als lineair beschouwd nal worden. Men denke b.v., aen
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het gedrag ven een functic als gin x in een interval van b.v. 0,50.
In dit gevel is de factor van X=X in ( 1 ) practisch constant en na-
senoeg gelijk aan £ (xo). Men heeft dan met voldoende benadering

y=1© (x))+ (x=x_)f (x))
zodat voor de berelening van de modulug/uy van y de regel voor ecn li-
neaire functi¢ kan worden tosgepast. lMen heecft dus:

Ay ‘f' (XO)L/“& | -

o = |SEE (2)

o

Voorbeelden.

1. Aangenomen wordt, dot het totale interval van x enkele minuten
bedraast, dan is, als y = sin x, en X, €en wacrde van x uit het inter-
val voor X is:

cos X
0

Ay 5
2, Is bij dezelfde onderstelling y = t5 x, dan is

1
O S-S

0

- )14
Omdet voor X, =3, Cos X

= 0, is deze formule ongeldig voor X, in
dec buurt ven i? .

o]

Een beperking in de toepassing van de resel als bovenvermeld voor
Yy = tg x is voor de prcoetijlk van geen wezenlijke betekenis. De functie
zelf is voor x in de buurt van %;- voor de waornemingspractijk onbruik-
beaar, laat stacn, dat dc bechoefte zich doet gevoelen, e2n modulus te
moeten kennen, Nicttemin is het nuttig, zich de beperkte geldigheid
ven de regel voor ogen te houden,

Opmerking. Men moct bij het bovenstaande noodzakeli jkerwijze enigs-
zins vaag blijven, Het zou beter zijn, wanneer een regel kon worden
opgesteld, can de hand waarvon men in elk conecreet geval kon uitmaken
of de toecpassing van ( 2 ) ceoorloofd was of niet. Een dergelijke regel
cen cschter niet worden gegeven, iiuiers met deze regel zou men dan moe-
ten kunnen uitmeken of de verceling van y tot de normale behoort en
dit is onmogelijk ( zie de opmerlking bij porc.raaf 2.3. ).



HOOFDSTUK 3.

De twee- en meer- dimensionale correlatievrije normale verdeling.

3l
Men komt nieuwe eigenschappen van de normale verdeling op het

spoor door de bestudering van de uit zulke verdelingen opgebouwde cor-
relatievrije twee- dimensionale verdelingen.

Deze verkrijgt men, door ( zie stelling 1.2. ) vermenigvuldi~
ging ven de relatieve freguenties van twee één~ dimensionale verdelin-
2en. Voor deze laatsten kan men nemen elk tweetal normale verdelingen.
Omdat het hier slechts gaat om het formele gedrag van de normale verde-
ling, kan men ook uitgaan van tweemaal dezelfde verdeling. Dit is ge-
daan bij het samenstellen van figuur 3.1.-~1. Boven en naast het tableau
vindt men aangegeven de reeds eerder gebruilkte ( zie % 2.2. ) frequen-
tieverdeling van 1000 waarnemingen van Polaris. De getallen in het ta--
bleau zijn hieruit verkregen door paarsgewijze vermenigvuldiging van
de frequenties dezer verdelingen. Zo is het getal 189,0 ontstaan als
150 x 126 x 1072 ( er is door 100 gedeeld om niet te grote getallen
te krijgen ). De som van alle getallen in het tableau is dus 1000 x
1000 x 1072 = 10.000.

Ilen kan de tabel dus opvatten als een twee-~ dimensionale corre-
latievrije verdeling, waarbij de neergeschreven getallen de frequen-—
ties aanduiden bij 10.000 gevallen. Onder aanname, dat de getallen bij
de middens van de vakjes behoren, zijn in het tableau enkele kfommen .
geconstrueerd, die punten verbinden van gelijke frequentie: nl. de krom-
men "50", "100", "150". ( Dit is een bezigheid, geheel analoog aan het
construeren van hoogtelijnen in een kaart.) Het opmerkelijke is nu, dat
deze krommen een sterke geli jkenis met een stelsel concentrische cirkels
vertonen. '

De figuur 3.1.-2 is op volkomen analoge wijze als figuur 3.1.-1
samengesteld uit twee verschillende verdelingen, nl. uit de beide ver-

delingen van % 2.2, Bij de constructie van dit tableau zijn voor beide
verdelingen verschillende schasleenheden gebruikt en wel in de verhou-—
ding van 2 : 2,4. Dit is dezelfde verhouding, die men voor de schalen
op de horizontale as in figuur 2.3.-1 moest aannemen om de histogram--
men tvot samenvalling te kunnen brengen : het is de verhouding van de
omgekserden der moduli. Ook nu komt in bevredigende mate het stelsel
van concentrische cirkels te voorschijn.

Het 1s duidelijk, dat, wanneer in fig.3.1.-2 de schaal eenheden
op andere wijze b.v. geliljk waren genomen voor het construeren van de
horizontale en de verticale schaalverdeling, het stelsel concentrische
cirkels zou’zijn veranderd in een stelsel ellipsen met gemeenschappeli jk
middelpunt en met samenvallende asrichtingen ( evenwijdig aan de cobr-

!
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dinaatassen ). ;

g Bij het seval van figuur 3.1.-1 ltomen de cirkels iets frazier te
vowrschijn dan bij dat van figuur 3.1.-2. Ook in het tweede geval ech-
ter is het cirkelvormige larakter ven de krommen canwezig.

Tij zullen thens terigkeren tot de verdeling ven figuur 3.1.-1.
Jij stellen ons deme ruimtelijk voor door op de vierkanten van het ta-
bleau rechthoekiue sarallelopipeds te denken, wearvan de inhoud op één
of andere schaal ,elijk is san de relatieve frequentie. De krommen, in
de figuur setroldien, lkunnen dan als de hoogtelijnen worden beschouwd
ven het lichaam,door de parellelopipeda gezamenlijk gevormd. Zijn deze
concentrische cirlkels, dan moet het lichaam nage-
noeg een omventelingslichaam zijn, Om uit dit lichaem de totaalverdeling

noostelijnen na_enoay
van het x- lrenmerk terug te vinden, hebben wij het slechts door even-
wijdige en on selijlke afstand loodrecht on de x- as stagﬁﬂ%‘%%kkﬁn te
snijden. De inhoud van elke plak is den een relatieve frequentie van de
verdelinz van het x- kenaerk. e Itunnen dit ook doen voor het y- ken-
merk, waarbij we dezzlfde verdeling als voor de x moeten vinden.

Yanneer het indercaad ecn omventelingslichaam is, waarmee we te
doen hebben, dan zal het onverschilii, moeten zijn, in welke richting
we de snijvlaklen cenbrengen, steeds moeten we dan dezelfde verdeling
vinéen, nl, de vewrdeling, waarm:: de frequenties van het tableau zijn
verkresen., Hierin ligt dus een middel tot onderzoek van het freguentie-
lichaan.

In de verdeling van figuur 3.71.-1 hebben we de snijvlakiten onder
een hoek van 45° met de assen zenomen, als in de figuur aangeceven. De
bereiening van de bijbehorende freguenties g=schiedt eenvoudi, door de
inhouden van de plalkiken te bereliensn, doarbij lettend op de stuklen,
waarin de vierkanten van het tableau door de nieuwe lijnen worden ver—
deeld. Tnkele van deze frequenties z jn in de figuur bij_esclhireven. llen
vindt er voor in dz richting A - B
0,0 0,1t 0,6 3,1 11,7 35,4 69,1 183,86 340,5 545,3 769,4 978,5
11e7,7 11087,0 1143,8 1018,5 §836,2 634,9 445,0 289,7 174,3 95,5
47,7 21,3 6,5 2,9 0,6 0,1 0,0

In figuuwr 3.1.-3 ig8 de nieuwe verdeling in een histogram voorge-
steld, Wij zien hier cen grote mate van overecnstemming. Een dergelijk
onderzoek kunnen wz in de undere verdeling uitvoeren, waarbij ook, zij
het cen iets minder mooi, resultaat zal worden verkregen,

Opgeave. De lezer voere op de verdeling van figuw 3.1.-2 deze be-
werking uit.

Het schijnt op grond van bovenstaande overwegingen gemotiveerd te
zijn, de volgende mnname te doen:

Aenname 3.1.-1. In een twee- dimensionale correlatievrije verde-

- N N L4 P . .
ling , afgeleid uit twee een-~ dimensionale verdelingen, waarvan de modu-



1i zich verhouden als ¢, en 44, besteat de meetkundige plaats ven pun-
ten met jelijle relatieve frecventies uit eirlels, als

1ste het tebleau op rechthoekize assen is ontworpen ;

2de de veranderliji-en uit edrukt »iin elk in zijn modulus als eenheid.

ciding tot de meer.- dinenzionale verdeling.

Het rcesultaat van de vorige verajoraaf lien senaklelijlk tot de meer-
dimensionale normele verdsling worden uit ebreid. Beschouwen wij eerst
3 normels verdslingen van de enmerken Xqe X, en JB we nenen voor het

“

semalk aan, dat deze vercelingen relljke mouulus hebben, De voorstelling
in de drie.. dinencionale ruinte op drie loodreclhite assen van de drie-
dinensionnle verdeling, wvoarvan Jde Trequenties door vernenigvuldiging
e
28

vean de Ircquenties der

¢n— dimensionle verdeling worden verlire_en,
woret hizr zodani_, dat de ncstlundl e plactsen van de punten net ge-
li;ke fracuenties concertriscae boll'n zijn. Beschouw om dit in te
zien het ojrervlalr, belorende bij een ovepaalde freguentie f. Bij een
vasgste waarde van xg behoart ez trec-- dinensionale verdeling van Xy en
Zo e De freguenties; die bilj dege verdeling Yelioren, liszen in een vlak
loodrecht op de x3~ es en de »unten in dit vlelk met frequentie f liggen
volgens 2t resultaat van de vorioc paragraaf o» ezn cirkel., Neemt men
nu een andere - acrde voor Xy dan liggen in de daarbij behorende verde-
ling van X, en X, ae frequenties L weer op een cirkel. De cirkels, die
hier optreden, behoren tot het cgecochte onpervlak, dat dus de eigen-
gcha» heeft, door eein stelsel evenuljdige vlaklien vol_ens cirkels door-
snecen te wordan. llacr hetzelfde zeldt voor twee andere stellen van
vlel"lzen: inners men kan in het bovenstaende de rol van Xy doen overne-
men door i of door Xy Gen oppervlal, dat door drie onderling lood-
rechte stelsels van evenwijdi.e vlakken vol ens cirkels gesneden wordt,
moet een bol zijn. Alle op deze wijze verkrezen bollen moeten concentrisch
zijn, omdat zij drie onderlin; locdrechte vlaltken volgens concentrische
irlitels doar snijden. '

Z2ijn de moduli van de sancnstellende verdelingen van X4s Xy €D x3
niet zellijlz, dan worde=n in de grofiesche voorstelling weer dan bollen
als nectkundise »lactsen verkre,en, als de ltenmerken eerst weer in hun
moduli als eenneid worden uit edrukt en dan de grafielr wordt gemazkt.

Verdelingen van me:r don drie dinmensies zijn niet meer meethkundig
voor Te stellen. Ofschoon het dacrom in eerste aanleg geen zin heeft,
meetiiundi e beweordinuan te ;. ovaison, is het _emakkelijk, dit toch te
blijven doen, Dit nose wlijlren ult de vol,ende zeer beknopte uiteenzet-
ting .

In de drice dicensionale ruinte spreelkt men van het punt, b.v.
2,3,-6, dacrnee bedoelende het Hpunt, waarvan de rechthoeliige of scheef-
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hoekige perallelcodrdinaten 2,3 en -6 zijn. Met het woord " punt "
wordt derhalve een zroep ven 3, in bepaalde volgorde opgeschreven, ge-
tallen aangeduid. |

In een R ( een n- dimensionale ruimte ) noemt men naar analogie
van het bovensteande de groep van de n getallen:

:;19 :;29 XBSOOOQOOO’}CH
een punt. Den lineaire betrellxrine tussen de coordinaten b.v.

A1X1 + A2X2 - © 0 ¢ 00 00 o‘:' ATan = AO

bepaalt in de ‘r’L1 een lineaire Rn 49 0P dezelfde wijze als een lineaire
betrekking tussen de drie codrdinaten in de R3 een plat vlak bepaalt.
Twee lineaire betrellkingen bepalen in de Rn een lineaire Rn—2’ drie een
lineaire an3
een linecire R1 of een reclite.

en ten slotte n-2 cen lineaire R2 of een plat vlak en n-1

Len willekeurige betrekliing tussen de coordinaten:

f(}{a‘y ngaocoex)zo

n
zal in de Rn in het algeneen sen geboyen Rn-ﬁ bepalen. Zo is op recht-
hoelzize assen in een R3 de vergelijking ven de bol, waarvan het middel-
punt in de corsprong ligt:

2 2

x5+ x5 o+ xg‘— r2
B -

Analoog hiermee is in de Rn

2 2

. 2 .2
XJ[ -+ J‘:2 "‘ooa.ooa'{'_.l&n—r

de vergelijliing vaen de " hvpersfeer " op recinthoekige assen, met middel-
punt in de oorsprong. De hypersfeer is het mecr- dimensionale analogon
van de bol in de R3° |

De;meetkundige namen vergen klelijken de terminologie. Zo is het
zelfs na bovenstaande zeer summiere beschouwing volkomen duidelijk, wat
onder twee concentricche hypersferen moet worden verstaan, onder de
straal van een hypersfeer, onder de afstand van twee punten in de Rn
enz. zonder de meetlundige namen zou de beschrijving met algebraische
bewoordingen onbverzichtelijker en vermoeiender zijn. Verder schijnt
het, ondanks het feil, det er van een meetkundige voorstelliﬂg geeh
spralte kan zijn, dat de voorstellingen, die men gewend is zich in de R
te maken bij de algebra in de Rn een zekere steun geven, waardoor deze
laatste doorzichtiger wordt.

Wat nu de n- dimensionale correlatiesvrije verdeling betreft zal het
duidelijk zijn, dat naar analogie met de drie—.dimensionale de volgende
aanname geformuleerd kan worden,



mensionale verdelingen met moduli, die zich verhouden alg/uﬁt/u?,...

s2s My besteat de meetlundige plaats van punten met gelijke frequen-

tie uit ecn stelsel concentrische hypersferen, als:

1ste de assen van het cofrdinatensysteen rechthoekig zijn ;

2de de veranderlijlen uit_edrukt zijn elk in zijn modulus als eenheid.
Opmerking. Deze aanname is de generalisatie van aanname 3.71.--1

en omvat die dus,

3.3. Eigenschap van de moduli.

Gegeven is e:n correlaticvrije verdeling, verkregen door verme-
nigvuldiging van de frequenties van de normale verdelingen vean x en Yy,
als e en 4+, De verdeling wordt voor-
al:s/}{ /y ne
Gesteld op een reciithoe i assensystesm, na ecrst x en y elk in zijn

met moduli, die zich wverhouden
s

modulus te hebken uiv_edrukt. Vols:ins aanname 3.1.-1 ligien punten

met pelijke frequenties op concentrische cirkels, WiJ denken ons ver-

der het drie- dimensionale histogram _econstrueerd van % 3.1. Het fre-

guentielichaan ken dan nu als een oawentelingslichaam beschouwd wor-

den ( de as loodrecht op het x,y vlak ). De inhoud van dit lichaam

is 1, zoals bekend is.

/2 beschouwen de ;rootieid

o= pX + QY (1)
waerin p en q constvantcon zijn.
Uit de verdelingen voor x en y kan er één voor z worden afgeleid.
Voor 2 wordt daartoe ezsn intervalverdeling aan enomen,
De deelpunten zijn:

ZosZ, +05,% ¢ 2Az,zo + 38250000

Oz is het interval, Z het b:gin ven telling.

Het komt er nu op aan, de relatieve frequenties te bepalen voor
Zz in deze intervalvsrdeling: men moet daarvoor voor elk interval het
gantal jevallen tellen, waarin z vol;ans (1) een waarde aanncemt,die
in dat interval gelegen is.

Om een goed inczicht in de aan_elegzenheid te krijgen is in figuur
3.3.-1 de verdeling schematisch voorgesteld. Voor de constructie van
het tableau hebben we X en y moeten uitdrukken in hun moduli.

Stel dus

u
I

L
A%
7)) = e

% en » zijn dan de codrdinaten, die voor de constructie van het tableau
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moeten dienen. Met het invoeren van¥%en » hebben wij ons van de com-
pli%atie, veroorzaalit door het verschil in moduli, ontdaan. Bij E en
. 77 ‘behoren verdelingen met gelijke moduli 1,

In % en ) geschraven wordt (1)

Z:Bﬂk\‘c‘;-&%n (2)

De waardestellen van\g en 7 , dic een z opleveren in het interval

Zo ¥ kaz en Z, * ( k+1 )az, zijn de codrdinaten ven de punten, gelegen
in de strook ven het& ,? -vlek, beirensd door de rechten :
. zo+mz=lyoxg+ a7 (3)
B, ¥ ( %X+1 )az = DAE + S A (4)
De reschiten zijn evenwijdig <n hun afstand
Q= Az (5)

2 2 22
\/p/ux My

’ Laten we k de¢ rangnumaers 1,2,.... in ( 3 ) doorlopen, dan krijgen
we een stelsel evenwijdige rechten, alle op dezelfde afstand d. Door de-
ze rechten denken we ons vlaklten loodrecht op het ﬁg,o7 -vlak aange-
bracht. Deze vlakken verdelen het frequentielichaam in even dikke platte
schijven en nu is de inhoud van elk dezer schijven de relatieve frequen-
tie in de verdeling van z voor het bijbehorende interwval.

Het is reeds bekend, dat de verdeling van z weer normeal is, een-
voudi; omdat het frequenticlichaam een omwentelingslichaam was. Wij zul-
len nu de modulus van de¢ nieuwe verdz1ling berelenen.

Jij kunnen 4z altijd zo kiezen, dat d gelijk wordt aan het inter-
val.ﬂfi, dat wij voor de constructic van het tableau hebben gebruikt.
lHierdoor kan ( 5 ) als volgt seschreven worden:

FAY:A
A% L L (6)
2 2 2 2
! Voo = 2
Omdat de verdeling van z nu identiek is met die van\'é( afgezien
van de jebruikalijke verschillen in de frequenties ) moeten we hebben

5 =N+ Dy C
Dit volgt dircct uit ( 6 ), omdgt daar te leczen staat, dat men Ag
en dus ook z moet delen door \/7 + %/uy om d¢ verdeling van z in de

cedaante te brengen van de verde ling van ?g. De modulus van‘F'ls 1, 20-
dat diec van z voorgesteld moet worden door ( 7 ).
WiJj hebben dus nu gevonden, als
Z = pX + QY
dat:
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a. z een verdeling heeft ;
E, die verdeling normaal is;
2. ”:2 - p2 2 + q2 2‘
Be o = Dus + Uy

Het gevonden resultaat laat zich onmiddellijk uitbreiden tot een
lineaire functie van cen willekeurig aantal veranderlijken. Men kan nu
nl. gemallielijk de volgende stelling bewiljzen.

Stelling 3.3.-1. 1Is

Zo= PyXy o+ szg + caes et

(8)

dan is, als de verdelingen voor Xy FpyereseesXy normaal en correlatie-

PX
pnn

vrij zijn, de voor z af te leiden verdeling eveneens normaal.
! el I= L ~ - 5 3 i
Zijn va;dup/x1,//§,.m0}»i de moduli van Xis Xpgeeo Xy dan is, al%//g
de modulus is van z
2 2 2 2 2 2 2
= { % ¢ @ ° o @ e
A = Py Pp Mot * Pp/iy (9)
Bewijs. De stelling is bewezen voor 2 veranderlijken. Kan worden
zangetoond, dat, als ze geldt voor n veranderlijken, ze ook geldt voor
| . .
a+1, dan is het bewijs zeleverd.

Stel
en W= 24X F PoXg + o veeees & ann * Pri1®ned (10
7 = 131]{1 e p2X2 + ceeeee pnxn
dan is

= + 0 .
u =z Pns1¥ne

u 1s nu een lineaire functie van de 2 veranderlijken 2 en X1 Ondat =z
'y
als lineaire functie van n veranderli jken normaal verdeeld is, is dit

met w als functic van z en x ook het geval., Men heeft verder:

n-+1
2 _ 2. 52 2
A T Y+ 1.+

Vult nsn voqi/uz de waarde volgens ( 9 ) in, dan ontstaat:

e Bl R e Rl
waarnede het bewijs geleverd is.

Het voorschrift, geseven door ( 9 ), zal worden genoemd de bijzon-
dere voortplantingswet van de moduli.

Stelt men in ( 8 ) en ( 9 ) alle co&fficién*en p; op p, na nul,
dan ontstaat uit stelling 3.3.-1 stelliny 2.6.-2. Deze laatste is dus
een bijzonder geval van de alzemene stelling 3.3.-1.

Is 2z een niet lineaire functie van een aantal grootheden, waarbij
normale wverdelingen behoren, dan geldt in het algemeen stelling 3.3.-1
niet, Om dit in te zien, neme men het geval, dat z een functie van twee
veranderli jken is, dus




Z:f(X19X2)

Men stelle zich nu het tableau XT; X, voor met het lichaam der
parallelopipeda. Voor z wordt een intervalverdeling aangenomen

Zys B, TAZy B+ 2AZy eanaccs

en men moet nu weer voor ieder interval het aantal Waardestellen XT,XZ-
bepalen, dat aanleiding geeft tot een waarde van z, die daartoe behoort.
De weaardestellen N Xy, die een z geven in het interval, begrensd

door Z, kaz en Z, ( ¥+1 )z, zijn cooralnateng1 en EZZ van een
punt, gelegen in ecen strook, besrensd door
zo+1<:Az=f(§-:1,7€2) ) (11 )
z, + ( k+1 )oz = 7T (519§2 ) ( 12 )

wearin x, = 4 Rﬁrn Xy = 4 cJQ soals s en de moduli van X, en X,
zijn. Voor het geval T n¢et lineair is, ziin ( 11 ) en ( 12 ) krommen,
De relatieve frequentie van z in het beschouwde interval is gelijk aan
de inhoud van een schil, waarvan het grondvlek de strook is tussen de
krommen ( 11 ) en ( 12 ), die zijdelings begrensd worden door twee cy-—
linderoppervliakken mst als richtkrommen de beide genoemde krommen en be-
schrijvenden loodrecht op het vl&k?:19222 en aan de bovenkant door een
gedeelte van het bovenvlak van he’ lichaam der parallelopipeda.

Alleen voor het geval de functie f zo is, dat in het gebied, waar-
binnen de veranderlijken zich bewegen, de schillen weinig afwijken van
platte schijven, kan de stelling 3.3.-1 worden toegepast.

Ien neemt dan in het totale interval van x., een willekeurige waar-

y
aarde Stel

de X19O aan en in dat van Xy de willekeurige wa 290.

X, = X1,O'*A}H S XZ,O +1Ax2

dan is, als aangenocmen wordt, dat z differenticerbaar is naar X, en X,:

o -
+ AXA( = ). _ N
2t 20Xy ‘xy=xy (844X,

Zo=Xy o+050%5 Xo=Xy o+90%,

0 <§e1<:{9 05, <

Is de schil nagcnoeg een platte schijf, dan verschilt z in het be-
schouwde gebied weinig van een lineaire iunctie van4ﬁx1 en sz° Dan moe-

. . . Y
ten in dit gebied u%i en Q%% ongeveer constant zijn. Men kaen dan de

Xy
waarden van deze vartiéle dlffefent1a07quotlentcn nemen voor X, = X, g

9
en x, = X2’Ou

Toepassing van stelling 3.3.--1 levert nu:

2. bij 2z behoort een nagenoeg normale verde ling;
b,
2 of 2 2 0 2 2
M= (== ) - AT+ ) .
Z OX, X X9.,5 1 OXy’ X, = A196/“2
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Het is duidelijk, dat het gevonden resultaat tot een functie van
een willekeurig aantal varanderlijken mag worden uitgebreid. Is

2 = f ( X.T, Xz,o....xn )
dan behoort bij z onder bepasldc omstandigheden een normale verdeling,

terwijl in dat geval, els z differentieerbaar naar de veranderlijken
x; wordt ondersteld:

= (RE S (RE 2us e (R 02kf (13)
1 2 *n
de waarden van de parti&le differentiaalquotienten, jenomen voor een
stel waarden uit de totale interwvallen van de veranderli jken,
Dit is de bijzondesre voortplantingswet der moduli, uitgebreid tot
niet lineaire functies.

3.4, Dipcussie en omkerinz van dec gedachtengang.,

De stelling 3.3.--1 betrelffends het zich reproduceren van de nor-
male verdeling bij een lineairc functie, met de in vele gevallen be-
steande mogelijkheid van witbreiding tot niet lineaire functies, is
van groot belang. Uit waargenoumen grootheden moeten vaslk andere wor-
den berecliend. lMen krijgt dus bij de toepassingen te maken met twee
soorten grootheden: direct gemeten groothcden en zulke, daaruit afge-
leid. De betekenie van stelling 3.3.-1 is, dat men tussen deze twee
soorten ninmer onderscheid behoeft te maken. Een grootheid, die afge-
leid wordt uit waargenomen grootheden, mag, omdat ook zij de normale
wet volgt, zelf als waargenomen Jrootheid worden beschouwd. Er behoeft
slechts ten aanzien van die afgeleide grootheden een uitzondering te
worden gemaakt, die niet lineaire functies zijn van waargenomen groot-
heden en waarvoor de onderstellingen, gemaakt bij de afleiding ven de
bijzondere voortplantingswet, niet gelden. Deze gevallen komen in de
practijk echter uiterst zelden voar, zodat in de practijk dan ook steeds
beide sowrten grootheden door elkaar kunnen worden gebruikt.

De stelling is van zoveel waarde, dat het niet wel denkbaar is,
het er zonder te moeten dpoen. Het rekenen met wasrnemingsuitkomsten
zow dan vrijwel onmogeli jk worden en van elke experimentele grootheid
zou nmoeten worden vermeld of deze re:elrecht gemeten was en zo niet
uit welle andere gemeten grootieden ze was afgeleid en hoe ze daarmee
gamenhing.

Stelling 3.3.~1 vloeide voart uit twee aannamen. De eerste was dig,
waarbij werd uitgesproken, dat histograumen van waarnemingsreeksen te-
rug te brengen waren tot een na_enoeg zelfde gedaante, wanneer slechts
seschilzte eenheden voor de constructie van de sclrelen op de horizZonta-
le as werden ingevoerd. Bij de twecde aanname werd aanvaard, dat in
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éﬁt histogram van ecn twe:=- dimensionale correlatievrije verdeling pun-
Yen met gelijke frequenties bij gebruik van geschikse schalen op con-
centrische cirkels waren :ele_en.

Beide aannamen wvaren niet dwinzend., De wisselvalligheid van de
frequenties van een rscls wacrnemingen is zo groot, dat ooir andere aan-
namen denkbaar zijn. Van de gekozen aannamen kan hoogstens geconsta-
teerd worden, dat zij cenvoudig zijn, zo nict de ecnvoudigs cn dat
zij bovenal het voordecsl hebben, tot de zo nuttige stel‘inj 3.30~1 te
voeren, Deze stelling komt echter ia de tot nu toe gevolgde ged:
geng min of meer bij toeval te voorschijn.

Nu eenmaal het bijzonderc nut van deze stelling is ingezien zn
blijkbear de wisselvallijheid vaen ds frequentisverdeling vean cen waar-
neningsreelks ruimte leat voor velerlei canincmen, 1i3zT net voor de hend,
de gehcle zedachtengans om te lteren en te 2oalien nazr een zzcdanige be-
schrijving van het sxperiment, dot et bestaan wvar stelling 2.3.-1 in
elk gevol zewaarborgd is. De stelling is afselei docr veilsdige irduc-
tie, nadat het bestaan er ven voor cen functie van twe:z veranderlijken
was aangetoond, lict is dus ook nuwoldoende, van ecen Iinctie van twee
verandcerlijken uit te jecn, die vovendien lineair kan worden oncer-
gteld. llen komt dan tot de volgende probleemstelling.

Tr zijn twee waarnemingsraelsen Jezaven, éen voor X en &én voor .
Aannenende, dot waarnemingsreclizen een freguentieverdeling verwucnen,
die nader te bepalen elgemenc eigensciennen bezsls, warat gevraa«d hoe
deze c¢igenschappen zijn, o»xdat als

Z o= PX 4+ QY
de reeks, die voor z lran worden 2fpeleid ui’b de reelisen var I °on v,
dezelfde eigenschapoen bezit als e:n waar;ecnoumen reeks.

Stel eerst Q=0
dan wordt zZ = pX

In dit geval wordt de reells voor z uit die ven x afgelcid door de
becijfering van de horizontale as in het voor de reeksXjcmackte “isvo-
gram te veranderen. De aldus voor z verkrejen reels moes nu de lenmerken
van een wacrnemingsraecks ebben, Dit Letekent, dat waarnemiigsreclisen
de eigenschap moetea hebvben, bij gebruilkmeliing van gescnilite cchr len
voor de constructie van hun ulsto'rnm“un, door ¢en histojreal van ecn
vaste cdaante voorgesteld te ltumnenr worden., Ool: volgensz denme sccacatzn-
zang moet dus dezelfde elﬁénschap vedtaen, Gic cerder werd geforiileerd
naar aanlasiding van de uitlkomsten ven experimenven. fLangccien na verder
door het invoeren van moduli alle waarncaingercel:sen van Jde besciaouwde
soort tot identieke reclsen kwinen vorden herleid, is 120w voor he: vol-
gende voldoende, voor x en y identieike reeXkscn te onderstellen.

Uit de reexsen voor x ecn y wordt door toenassing var de vermeniz-
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vuldigingsregel een twee~ dimensionale correlatievrije verdeling afge-
%ﬁi@‘ Men denkt zich hiervaen het tableau gegeven met dearbij het lichaam
der parallelopipeda., Men verkrijgt dan weer de verdeling voor 2, indien
men het zo€ven gsnoemnde lichaam in even dikke platte schijven verdeelt.
De richting van de verdeling in schijven hangt af van de coé&fficiénten

P en q. Onder de mogelijlze verdelingen, die aldus kunnen worden verkre-
gen, behoren ool die van x en y, die ontstaan als men de schijven lood-
recht op de x-, resp. de y- as kiest. Zal nu voor z eenzelfde verdeling
als voor x en y te voorschijn itomen, dan moet het lichaam der parallelo-
pipeda ean omwentslingslichaanm zijn. Hisrmede is sanzgetoond, dat stelling
3.3.~1 noodzalkelljx bestazn moet. zul'en waarnemingsreeksen de eigen-
scha; bezitten van ziclh te reproducerzn, zoals bij de laatste gedachten-
gang voorop werd zesteld.

Recapitulerende komen de tot hicr toe gehouden beschouwingen over
waarnemingsreclksen op het volgende neer.

Experimenteel verkregen en aan de waarnemingspractijk ontleende
wearneningsreslktgen laten ruimte voor verschilliende easnnamen omtrent hun
karakter. Binnen de grenzen van de mogeli jkheden zijn de aannamen zo ge-
kozen, dat sen gemaldcelijk hanteerbare th=eorie er het gevolg van is. An-
dere theoriefn, die het natuurverschijnsel in kwestie nauwkeuriger be-
schrijven of eenvoudiger eigenschaopven bezgitten, zijn dus in principe
denkbear. De gegeven theorie moet derhalve worden beschouwd als één, die
mogelijlt is en die aanveard wordi, zolang er geen acnleiding is, ze te
verandceren,

3.5. Consvanten als waar.enomcn croothcden sedefinicerd.

Tot nu toe zijn in de teschouwingcr groothecden opgetreden, waerbij
waarnemingsreeitgsen behoren, hetzij, dat deze regelrecht zijn wacrgzgenomen,
hetzij, det deze verkre_en zijn door ze af te leiden uit andere reeksen.
Daarnaast hezft men echter ook nog mct constanten te mmken., Het kan van
semak zijn, ecen constante als cer weargenoumen grootheid op te vatten en
dit kean. 7ij behoeven dan slechts de volgende definitie te aanvearden.

Definitie 3.5.-1. Ten constonte grootheid mag als een waargenomen

grootheid beschouwd wordsn, wearbdij c¢en waarncmingsreeks behoort met mo-
dulus nul.

De o2ldigheid van de voortolontingswet van de moduli wordt door het
bovenstesnde niet aangetast. Is

Z = pX + a

waarin a een constante is, dan was vroeger afgeleid

2 .2 2
A = oy
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Bent men daarentegen asn a een waarnemingsreeks toe met mcdulug/ﬁg = 0,
dan heeft men:

2 2,2 2 2 2
i s P Ay
netzelfde resultaat als boven.
Op soortgelijke manier toont men aan, dat, als men aan p ecn waar-
neningsreeks toekent met modulug/L% = 0, de voortplantingswet ecveneens
seldig blijft.
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HOOFDSTUK IV,

Lineaire trensformatie van een normale drie-

dimensionale correlatievrije verdeling.

4,1. Iineaire transformatie van de veranderlijken.
& gre J

Voor elk der grootheden X49 Xy €1 X3 ig een normale wWaarnemings-
reeks gegeven. De moduli deser reelisen zi jn reSP. My, oo en 44y« Met
deze drie reeksen wordt door toepassing van de vermenigvuldigingsregel
een drie- dimensionale correlatievrije verdeling op een rechthoekig
assensysteem geconstrueerd gedacht; de oorspronzg van het stelsel ligt
in et centrum van de verdeling.

Om te bereiken, dat de meetkundige plaatsen van punten met gelij-
ke relatieve frequentie een stelsel ven concentirische bollen vormen,
moeten we voor het vaststellen van de schalen langs de assen eerst de
grootheden X3 uitdrukken in hun modulus. Om iets alzemener te blijven
is het ook voldoende om de X5 uit te drukken in eenheden, die zich op
dezelfde wijze verhouden als de moduli,

We gtellen dacrtoe

11 22 : 3
AN T8 e e S ST B e A Ay S 8L

De ingevoerde grootheden gll verhouden zich dan op dezelfde wijze als

9

de _moduli en we moeten dus de X4y Xp €N X3 nu uitdrukken in g
\/ g22, N/g33 als eenheid en dan de aldus verkregen getallen uitzetten
als codrdinaten langs de assen. Als we dus stellen
X X X
g = 1 M \e = 2 ° E = ~—----——--3
-1 N2 \[22 ! 7 ~ 33
& , & 3 \Vé

\ z

Q

kunnen we deEgi als " géwone “ rechthoekige codrdinaten beschouwen .
We leiden gemakkelijk af, dat de modulus van ;1
A
e = T A
»1 Ve

en zo zijn ook

2
s

]

Sy T

We definieren verder nog

891 T TAT 7 6p2 T TozT i 833 7 733

E, =% Vg, i=1, 2 of 3.

waardoor
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De groctheden‘ 844 kunnsn we de maateenheden op de assen noemen.Immers
is b.v. x, = 1, dan is “‘<“§1 7‘\@1—;’ is x; = 2, dan mg, = 2V'7g—1~1 enz.,
zodat dus inderdaad voor de uitzetting van x, de grootheid\fg;; els de
eenheid voor de uit te zetten afstand fungeert. Het is uit het vooraf-
gaande gemalkelijk in te zien, dat de maateenheden omgekeerd evenredig
met de moduli zijin.

Wordt de oorspron; van het assenstelsel in het gemezenschapnelijk
middelpunt van de bollen gedacht, dan is de vergelijking van €én dier

bollen
2 w2 2 2
Tt Eo 53 =T
of
2 2 2 T
B19%7 * Epp%n + 813%3 A (1)

De thans met behulp ven X4y Xo O x3 beschreven 3~ dimensionale
verdeling willen we voorstellen met belwulp van 3 andere grootheden
X?’ Kg, X3, die bepaald zijn door:

X1 = a,X; + ayX, + a3x3 %
Xy = byXy + byX, + b3x3 (2)
XS = 013{1 + c2:<2 + 03x3

Deze drie wvergelijkingen worden onafhankelijk ondersteld, zodat
Xqy X5 em Xy er uit oplosbaar zijn. Laat de oplossing zijn:

X, = A1X1 + B.}X7 + 01X3
Xy = AyXy + B0, + CpX, ( 3)
. ; h's C X

dan bestaan tussen de coéfficismten van ( 3 ) en van ( 2 ) de volgende
betrelldiingen:

Ajay + Asa, A333 = )

Byay + Bya, + Byay = 0 (4)
] " "t —

C1a1 + ugag u333 = 0

A1b1 + A2b2 A3b3 = 0

B,b1 + ngg + BBb3 = 1 (5)
C1b1 + Csz -+ 03b3 = O

A1c1 + AnCy + A3c3 =0 g

Bycy + Byoy, + 3303 =0 3 (6)
0101 + Cgc2 + 0303 = 1

Deze betrelliingen worden verkreren, wanneer men de uitdrukking
Voor Xq, X, en Xy volgens ( 3 ) instelt in ( 2 ) en daarna de cod&ffis
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ciénten van X,, X, en X, links en vzchts ven het zelijkteken aan elkaar
gelijkstelt. Substitueert men daarentsgen Xy X, en XB wit (2 ) in ( 3 ),
dan ontstaan op dezelfde wijze de nesjen betrekkinsgen:

8ply + BBy + cpCy = 0 (1)
a3A1 + b3b1 + 0301 =0
aQAz + b7B? + 0902 = 1 ( 8)
aghy * DpBy °2‘;3 =0 % (9)
tw:%AB bRLB C3U3 = 1

De osetrexiingen (7 ), ¢+ ¢ ) en ( ¢ ) zijn afhankelijk van de be-

trelkingen (4 ), ( 5 )en { 5 ).
lMeetkundiy stelt ( 2 ) een afliene transfarmatie van het assensys-
teew voor, met behoud van de onorevrong. De vergelijliingen in het oude

stelsel van de aieuwe colbrdinza-vliallen zijn

AgXy + AN, o AgX, = 0 ;
04X 053, + b3x3 =0 ; ( 10)
4%, <:2::2 - 03::3 = 0
Voor de hoelk /1_—27 tussen het ecrste en het tweede colrdinaztvlak
eldt -1 22 33 _
5 g ‘a,b.+5 " a,b+g” a,b (11 )
cos /e — e 0 22 3.3 .
22

12 ~ -
11 22 33 11
\/g aqaq + & asas + g393333 \/g; b1b1 + 3 b2b2-z- 5333‘1)3133

waaruit de formules voor de andere hoecken /23 en /31 volzen door cycli-
sche ver risseling ven de letters &, Len 2. !en leidt ( 11 ) af door in

( 10 ) over te gaan op (e coorqj.naten“%,ﬁz en \Q;B, waardoor ontstaan

ay 5y '\,/Trrra.)i'gv 2‘“ f3 =0
‘01?{’1 /g' b \.”’ \/ ;2 D ‘5,3\/ 33 =0
o5 Vs - (’252\’3 c3g53VeTT =0

De ricihtin  scosinugsen van de noramacl van v.v. het eerste dezer
vlaklten verhouden zich dus als:

ey )
a1V£;“ : a2v ~ee

waarmee dan ( 1C ) direct is op te scarijven.
De bereliening van de hoclken van de nieuwe assen en de maateenheden
daarop ,eschiedt door uit te gaan vaa de formule voa het lrwadraat van
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de afgtend 1 van een punt tot de oarsprong. In het eerste stelsel is
2 _ @ L2 e 2 - 2 2 2
Hierin substitueert men de waarden van X4y X, €n x3 uit ( 3 ). Er
ontstaat den voor 1 een avene:ins kweadratisclie uitdruliiing in X1, X2 en

XB nl,

2 N -

o 2 U . b -y - e

l foeed G'}"]A‘T"\“} b ZQXQJLO + qB 3@.-, + & G’Q?}XEJLB + 2 GB‘} 3 1 i 2 G12X1X2
s : - 12

Deze vergelijking cseeft het lwadract van de afdand, geschreven 1£ )

de nieuwe coordinaten. lMen verifisert ;e2maklielijk, dat

[

C11 = Sqafedy v Spphoho + S33hahs oy = wqqBCy + 822B5057833930;
Goo = 394848y + 888, 5533'3‘3333 Gyq = aqq01hq + 55C0hp8330343)(13)
- y o o r — o - o n .
Gyz = 099840y # 600000 + 03303C3  Gyp = 899848y + 3p04pB0+0 33438,
(Bij de _roothcden Gir heloeft op de vol_ orde der indices niet
te worden jslet: Gy, = Gy, ete. )

De maate:nneid op de Ly - as vinat men door na te saan hoe groot
de afstand wordt van hel punt nst codrdinaten 1,0,0 tot de oorsprong.

Men vindt volcens ( 11 )
2
1 =Gy

zodat dus \/GH de maatesnheld is o, dc X? - a8, Op analoge wijze leidt

nen voor de meatesnhcden oy de Xé - en X - ag af resp. \/G22 en VG33.

De hﬁ@k:ﬁéB s LEVOorne door de aus XE en KB’ wordt cevonden uit
de formulz voor de afstand ven het punt O0,1,1 tot de oo sprong. Volzens™
(11 ) 1s '

12 = Gy 4 2 Gpy + C ( 14 )

/ A(O,1,1)

i ; e Tiguur 4.1.-1
\,f ;

s

Z%%?I/;/ X
0 L2l AN23 dg
n figuur 4.1.-1 is A let punt et codrdinaten 0,1,1,. In het

vliak y,0 y5 is vol,:zns de cosinusrs_el
Lo

2
17 = Gyp +

G + 2 , cos
¥33 33 €08 Yoy
zodat door ver:elijking met ( 1% )

i

SO - (15 )

CO8 ¥ 23
Ve, Ve

moet zin.
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Hieruit volgt voor de beide andere hoelren door cyclische verwisse-

ling a
cos Yy = — 31 _ (16 )
VG33 Ve, ,
e ( )
C‘mbﬂg = \‘6__.\5::::- 17
Nu wrordsn d2 grootheden Gl“ iazvoerd:
1M 11 .22 .33 23 11 22, .3 ;
G0 =g ayBy v 5aply ¥ 5TTasy (7= 5 DyCy #5700, 8 )
22 1 22 33 3 M. 4 L 22 o
G"% = 5 byby + & Tbob v g b3b3 G7l= g cqay ¢ §cnm, v o 3¢ 383 (18)
33 M o2 33 12 _ 22 33
650 = Mooy + 850 0, + 577000, 6= gl laghy ¢ 5%Tepb, ¢ g azb:s)

k.
Cok voor de srootheden G is de volg sorde der indices willekeurig.

Tier wordt volgeus ( 11 )

- 12
os 3 S (19 )
VG11 \622
2':
- ge
CcCos ’{ = ~—-~--n~~. ( 20 )
23 22 \Va 33
Ve
31
c0o3 (’;" - — o ,......G..._..- PR ( 21 )

Er bestaat een direct verband tussen de G e en de le. Volgens ( 13 ) is:

849Gy 4+04Gyot c4Gyg = A5, (A, wByb +Cicy) + A8y (Aya+B,yby+Coc,) +

+ Ay843(A3a,+Bybo+Coo,

¢

lettende op de eerste betrekkingen van elk der stellen ( 7 ), . 8 ) en
( 9 ) wordt dit

a1G11 + b1G12 - c1G13 = A1¢11 (22)
Op overeenkonstige wijze leidt men af
1pGyq + BpGyp & °2G13 = Ay85p (23)
33G11 + b3G12 + 3 13 = A3g33 (24 )
Vermenigvuldig nu ( 22 ) met a1k1 , (123 ) met a9b22 ( 24 ) met

o33 en tel op. Dan xomt er

"“3&
]
11(° a1 ,+ 8%, + g 23) 4 Gyp(s'! 22 o233, 4

a1b1 + 8 32b2 v g7 ey 3) +
(v & C. ﬁgga Cc. . g338 c o2 Q a, + A2, + A.8
Gizle 340y « 57780 + £778503) = A48, 2”2 3737

of volgens ( 1L ) en de cerste verselijing van ( 4 )
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12 a13 - ~
1207+ G360 =1 ( 25 )

Nu vermenigvuldiot men ( 22 ), ( 23 ) en ( 24 ) achtereenvolgens met

G,.G |+ G
Tt

bqg11, h2 522 en b3@33. Naa komt er 2p overeenkomstize wijze als boven
7 o s22 23 _

G117 v G50 G367 =0 (26 )

sarw131 door vermenigvuldising wen { 22 ), ( 23 ) en ( 24 ) resp. met

~y
1@ y Col 22 en 03 32 antatast

3 23 | 33 _

G1qG 7 4 65670 o 613670 = 0 (27)

Uit deze leatste 2 verizl.jkingsm Xunnen GA,, G12 en G13 worden opge-
il
lost, als alle G™ sejceven ziin.
Op volko:uen analoge wijoe Xnnen nog twee andere stelsels afgeleid

worden. Deze zijn:

6,60+ 0,,0t2 s G313 = 0 g

G100 2+ G697 4 G23G23 =1 % (28)
6,613 4 6,673 4 G23G33 =0 ;

G361+ Gyl G2 . G33G1f =0

313G‘? + u23G22 + G33G25 =0 ( 29 )
013013 p G23G23 4 G33G33 = 1

( 28 ) en { 29 } kunnen dienen ver herelening van resp. het stel Gios

ik
G22, G?3 en het stel G1), Gaq. G; uit de G

20
De 9 vergeli jkhngen tussen o le
d

Dot

G*k en de

-

kunnen ook omgekeerd
gebruikt worden. Zo levert de corbinatie van ( 25 ) met de eerste verge-
lijking van ( 28 ) an de eerste van ( 29 ) een stelsel vergelijkingen
ter berekening von G11, 012 en G15. als de Gik gegeven zijn.

Ter vernijding van cchrijfwerk ieg h2t van belang, dat de 9 zoeven
beschovwde wverseliikingsn op fen zoer eenvoucige manier geschreven kun-
nen worden, nl.

i=3
So0tt -6 ( 30 )

=l

Tr Geze uitdru::ing Lar. voor 1 zowel als voor k willekeurig één
van de indices 7,2 of ? worden ingestcold, hetgeen inderdaad 9 verschil-
lende moselijltheden geeit, corrcsnencerend met de eerste leden van de
g vergelijikingen ( 25 ). (26 ), {27 ), (28 )en ( 29 ). 5% wordt
ne% symbool van Lkronecker genoend. Deze grootheid is 1, als 1 =k en O
als 1 £ k.

Fen nog eenvoucizer gchrijfwijze ontstaat, als men, zoals ZTinstein
in dergetijke pevallen voxrs.ce. te doen, het somteken weglaat en af-

gpreelkw, ¢at in een dergelijke uitcrukking steeds gesommeerd moet worden



als er onder eén boven een zelfde index voorkomt ., Men gechrijft den in
plaats van ([ 30 )
111 1

Men moet nu cchter weten vat het bereik van de indices is. Men legt
dit aan het begin van de berelening vast. De schrijfwijze zelf is steeds
het zelfde, hoe groot de rij van rangnumacrs ook is, die de indices kun-
nen aannemnen,

Resumerende is het volgende verizregen,

Met behulp ran de co&fficiénter van de transformatievergelijkingen
( 2 ) perekent men volgens ( 13 ) de Gik en met { 31 ) uit de gik de

Gyye» Omdat vol_ens {15 ), ¢ 6 )en ( 7 )
ik
cos y 4y = Vrmm \waf
ik
7 G
oS /... = e

“ik T \/**& \[*““

zijn hiermee de hoeken tussen de aieuwes coordinaatasggen en die tussen

G2 nieuwve coordinaatvlallicen belend. Verder waren G11, 557 VE;; de
maateenheden op de assen. Alle (egevens omtrent het nieuwe stelsel der
Xi zijr lerhalve asnweziz., Uit ( 12 ) vol,t nog, dat de vergelijking van
een bol uit het stzleel der concentrische bollen op het nieuwe stelsel
moet luiden

‘ N [l o 4 by 4 o 2
&11X1k1 + G22X2A2 G33‘3h3 - 3A2A3 + 2 G31X3X1 -2 G12X1X2-r

waarin r de streel van de Lol is. ( 32)

’ 2

De grootheden GTT, G“Z 033 hebben nog de volgende betekenis. Vol-
cens ( 18 ) was
LR L2225 oy 233
G R & u.}u-.} v & w2t««2 5 ‘53 a38-3

of in verband met de de’initie o» L1z.40 van de gii
1
;t/uw a1<1,; /pﬁ + agagjuzup? aBa}/A§J}3.
Let men op de e2rs%e der vergelijkingen ( 2 ), dah blijkt, dat de
uitdrukling in het tweede 1lid volgens de bijzondere voortplantingswet

...l

van de meoduli hes kwadrsat ven de modulus van X1 ig. Noemt men de modu-

1li van XT’ X2 en Y LEEL. MT’ Lq en MS’ dan is:
r)'}
M/&;/ v" = “g ./;&~&r T ” ’ ////A*G33 MZ
i1 . . .
Deze 7 zijn dus evenrvedig mei de kwadraten van de modn -
ven de ) nieuwe veranderliilten.,

- B ) 1 A2
e _roothaedern G™-, G3 en G bepalen de hoeken van de niewe cobr-

dineatvialklen,Zijn ze 2lle drie nul, dan is het nieuwe stelsel recht-
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hoekig. Uit ( 2% ) tot en met ( 29 ) volgt, dat in dit gevel
G2 = G3¢ = G12 = 0
en

] 1 1
Gog = =0 5 Gyp = =5 G333 = —

, ~11 . .
Lroosheden Gi en G*! ten aanzien ven de nieu-
> ii

In dit rseval sgnalen de 3
1 als de 84 81 C ten zanzien

we verandarli jlen _eheecl dezcliide 1

ven dc oude. De nieuwe verandeilijiien zijn nu ook correlatievrij.
Belan»ijizer voor de ontwikle ling van de theorie is het echter,

wannaer het nieuve stelsel niet rechthoskis is ; hierop zal in de vol-

senas peregrasf nader wovdan ingeaan.

Qpuerling .

In de uisdruloin, ( 31 )
ol _ o4 .- o
il el (‘?k = laisl=5k)

il % ;
3 i u?i&:o@lsl;{k)
treden 1ris indices o»n. Zi; lopen =21len in hat beschouwde zeval van

G

i
EaS

T tot 3 en hebben overijcns cen felijlie taak. Dergelijke indices noemt
men geliilisoortiz. Voor =ecu uzonald scort index reserveert men een aan-—
tal letters, wacruilt men nanr wililieur kiest.

Len index bepaclt dcor de wnleats, die hij inneemt, de structuur
van z:n uitdru' loing. Het is duidell jk, dat b.v. de beide uitdrukkin-
sen

- 1] i
G, &t en GG
k1
identiel: zijn, wanneer i, k zn 1 selijksoortige indices voorstellen,

4.2, ZJe_.ecorrelateerde drie~ dincnsionale verdeling.
Thans zal de frecuenticverdeling van de drie nieuwe veranderlij-
ken Kf, X2 en XB worden afzelzid uit die van Xqy Xy €D x3, waarbij op
le meethundige gedachtengang van de vorije paragsraaf zal wordsn voort-
Jebouwd.
Op el dsr drie assen X, X2 en XB’ die in het alsemeen een
scheeflioeiniy stelsel vornern, brengt men een intervelverdeling aan,

A

wanrbij de srootie ver. hev Interval voor -lite 28 in principe willekesu-

rig is. Men denltc zieh dit voor hct _ctnak von dezelfde orde van jroot-

.

Te

te als dec intervoallen bij de oorsoroniiclijlie veranderli jken X4y X5 €n
Xy Door <e deslpumten van d: econ_cnoucn intervalverdelingen worden
vialthen gebracnt evenn. Wi aan de cobrdincatvlakken ven het nieuwe
otelscl. I ontzvact den cen incdcling van de ruimte in scheefhoeltige
parairielonipeda. Voor ieder deler parallelopineda wordt de frequentie
berckend, net eca seschizdt in cn2logiec met de handelwijze in ;§ 3.3.,
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die daar voor dc twe:.- dinmensionale verdelin, wordt toegepast. len gaat
na uit welke delen van varellelopipeda ven de oude verdeling Xqs Xp €1
x3 een perallelopipedum van de nicuwe verdsling X1, XZ’ X3 bestaat. Van
elk dezer delen vordt de inhoud herclkend. Velt nu, necr inhouden gsre-
tend, de h21ft van esn ¥ oud " paraellelopipedum in een " nieuw ¥, dan
werdt de helft van de freguentie ven het oude parallelopipedum als bij-
drage tot de frequintie ven het nicuwe jsbracht. Nazr verhouding dus
ven de¢ inhouden vern de delen, weorin de vlekken van de nieuwe verdeling
gen parsllslopinedunm van de oude verd:ling v:erdelen, wordt de freqguen-
tie ven een oud parallelopipedum over de nieuwe parallzlonipeda, die
dazrvoor in conmerking lomen, verdecld. ( In placts van met de frequen-

o,

tis ken men ook werken met de relatieve Traguentie ).

Op boven:toande nanier is (e drie-— d-aeunsionale verdeling van Xi’
X2 en X3 verlire en. Zen bol uit het stelsel concentrische bollen, die
bij de verdeling Xyy Xy €N XB ée meztkundi_e ulaats was van punten net
gelijke ( relatisve ) frequentie, vervult dezelfde rol voor de nieuwe
verdeling Xj, X2 en XB' et steclsel der concentrische bollen blijft
door de overgan; naar de nieuwe verand:rlij en onaongstast. De¢ nieuwe
verdeling ie dus gexerarteriseerd doar de eigenschap, dat indien zij
gordt voorgesteld op cen cschiltt schoefhoekis assensysteem de meet-

kundige plaatsen ven punten met pelijike freguenties of relatieve fre-

cuenties cen stelsel ven conc ntriscae pollen vormen. De vergelijking
van een dergelijlze bol met straal r op hst stelsel X?’ XZ’ XB was

( zis 4.1, verzelijking 32 )
‘ . e .2
G.!,]X}X1 + 622X2X2 - G33X3k3 + ? GZBKEAB 2 G31X3X1 + 2 G12X1X2 =r“(1)

Wanneer men echter net e willekeurigs drie- dimsngionale verde-
ling te maken hkrijgt, wesrvan nagegean noet worden of deze tot de soort
verdelingen behoort van de zoeven eficlecide ver@eling X?’ Xg, X3, zal
men moeten weten hoec de kenuerken van zulk een verdeling zijn, wanneer
die op een rechthoekiyz cesenstclsel wordt voorgesteld. Immers ook de
te onderzoeken verdeling zal men zich in eerste aanleg op een recht-
hoekig stelsel denken.

Het is dus zegk, de vardeling K1, Xz, X3 op een rechthoekis stel-
gel met willelteurige maate=nheden op deé ecssen voor te stellen. Deze o-
verzang nazr het recathosliiy stelscl zal in twec stappen worden uitge-
voerd; dc eerste stap zal zijn de overgzong neor cen recihthoekig stelsel
nmet bshoud van dz maateenheden van het scheefhockige , bij de tweede
stap zullen de moateenheden worden verenderd,

In de figuren 4.2.-1 en 4.2.-2 is de uitvoering van de cerste steap
nader toegelicht. Aanjezien de meetecenheden gelijk blijven, blijven de
segnenten op de assen, die in cngere zin de coérdinaten zijn van een
punt P, selijk. Aan de vergelijing (1 ) verandert door de overgang
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niets. 0o het nicuwe systeem seinterpreteerd, is ( 1 ) de vergeli jking
ven het oppervlial, dat doar de uit_evoerde transformetie uit de bol
is ontstaan. Dit oppervlak is 2en kwadratisch oppervliak en meer Spe-
cimal een ellinsoide, zoals uit ce zard van de transformatie voort-
vloeit. ( De ellipsoide snijdt 521ijkte stukicen van de cobrdinaatassen
af, omdet des bol dit deced en stulcken ov de assen bij de trensformatie
seligk blijven ).

#1j kunnen het bovinstaande alc volgt toelichten. In figuur 4.2.-1
zijn de codrdinaten in ensere zin ¥,, ¥, en 23 szenoend. Omdet de
maatesniasden op &¢ assen \ G"i vrr(n, is

o
gy =KV Oy
Dz ver,zlijking (1 ) van cen Yol wordt in d: codrdinaten _; seschre-
nei 5 P 2 o o
g, . E \%3 + 2 c08 oy \‘C>2 };3 + 2 cos Yy Z3 51 +

- o 2
+ 2 cos Y12 Z4 {2 =7 (2)

De treansformatieformules naar het rechtlioclkige systeem'ﬁi zijn

Ei=m 0 5= §3=’73

Dus de vergelijing (2 ) wordt
2 2 2 ’ "
4"7? + WB 4+ 2 cos 523 72 73 +- 2 cos X31’W3’W1 + 2 cos X12‘71‘ﬁ2=

=22 (3)

deze stelt nu een ellipsoide voor, omdat nu niet meer‘g12 etc. de hoe-
ren van Ce assen zijn. 01l enijdt ac ellinsoide gelijke stukken van de
aszen af, want als men in ( 3 ) M5 =‘73 = U stelt, wordt

M= LT
en dit zijn de stwiken, die de ellinsoide van de-r;1 - as afsnijdt. Tot
dezelfde uithomst recl:t men voor de stuillien van de¢ andere assen. Ge-
schreven in de sroothecen Xi ontstaat uit ( 3 ) weer ( 1 ) cls men

in ( 3 ) stelt
7= XV Gy

1

Nu vozren we nieuwe ncctcenheden V Hii in. De nieuwe coérdine ten
in engsre zin noenen wve t:i ( zie figuur 4.2.-3 ).

Nu hebben we
By =%V Hy

e hedden e
My =X \ Gyy

H



dus:

Uitgaende van ( 3 ) wordt nu de vergelijking in het nieuwe stelsel

¢, ¢,, Ve 2

> Gy o |

1—1 \;2 + z._ }‘;i b Y &2 + 2 é‘fﬁl—;‘ cos ¥2 Cz Z:t3+.a..=1’

i Vg 2 ' g 3 Vi, \ 3
" 22 33

cen we nu weer terug naar de schrijfwijze in de grootheden Xi,
den ontstant, als we er wecx op letten, dat

G.,
1L
CO8 V., = ~—
v VG5 VG

opnicuar de vergeliijxing (1 ). Op net stzlsalzgi stelt deze nu wel
weer ..n ellipsnide voeor, maa™ dzz: snijdt niet meer gelijke stuk-
ken van 4z assen af. Deze worden nl,

Vi V. Vi
"t.! = - I ‘-'Tnll H V"Jf:, = - I ~Lf'.... p t = 4+ T ———3"3' ( 4 )

Als we dus één van de elliosoiden geconstruserd denken op het
systeem?;i met de willekeuriy cangenomen maateenheden VHii kunnen we

-

de verhouding van de meateenhedzn \/Gi,i berckenen volzens ( 4 ), want

we hebben: o —
o Vi, Vi Vi, r ‘T%
(AR PR e TR, T 733

Ve behoeven dus slechts de stulkken ti’ tz en t3 op te meten ( in
em b.v. ;4 Wearna de verhoudingen der Gii bakend zijn.

Beschouwen wij thans de jebonden verdelingen van X,en vatten wij
tevens één der e¢llipsoiden in h=t oog. Deze snijdt op twee plaatsen de
serie ce.len wvan cen derdelijke zebonden verdeling, nl. daar, waar de
frequentie het bedrag vertoont, wearvoor de ellipsoide de me:ztkundige
.plaate in kwestie voorstelt, Het valtje met de hoogste frequentie in de
‘gebonden verdeling moet midden tussen beide cerder zenoemde wkjes lig-
gen. Denkien wij vo.r clke gebonden verdeling van K1deze cellen opge-
zocht, den kuninen we gcnexielijk aantonen, dat deze cellen, zalthans
hun middelpunt, alle in ecn plet vliek ligszen., Immers de meetkundige
plaats van de middesns van evenwiidige koorden van een ellipsoide is
een plat vlek, het vlak, dat toe_cvoegd is t.o.v. in dit geval de rich-
ting van de X -as. Ds vergelijking ven dit vlek in het stelsel'§1,’§?,

3 3 is:
a4 Ve, Ve, Voy Ve,

s s b e cmmmme COY 5, + . =2 COs =0
HHC" VE,, Vi, Y Vi, ¥13%



of :
G G
11 . 12 13
.,,.T,__q‘}.‘._:wz;"e-{- “EZ3:O (5)

Wij kunnen nu in de drie- dimensionale verdeling van X1, Xé en X3
zo goed mogelijk een plat vliek brensen door de middens van de cellen
met de hoogste frequentie in de Jebonden vsrdelingen van XT‘ Bekend
zijn dan de verhoudingen der coéfficiinten in ( 5 ), dus ook die van
G G12 en GTQQ

Het vlak, voorgesteld door 5 ), i3 een regressievlak. Er zijn =

117

noz twee endere, nl. die voor X2 en X3. De betelkenis van de regressie-
vliekken is, dat zij betrelklelijk eenvoudis te construeren zijn en dus
cen middel bieden, 2en ae verdeling, de nodige grootheden te ontlenen.

De beide andere regrecssievlalken bepalen eveneens elk twee verhoudingen

van dric coé&fficiénten; de Cios G23 en G31 konzn elk twee masl voor.

Laat men r varieren =n beschouwt men dus het gtelsel bollen van
het scheefhoekige assensysteem, dan ontstaat daaruit een stelsel el-
lipsoiden, waarvan de agsen samenvallen.

Opmerxing.

Het eerste 1id van ( 1 ) is een definiet positieve kwadratische
vorm. ( Dit betekent, dat voor alle waardestellen van de veranderlij-

ken de waarde van de vora steeds:/O is ). Deze bewering is juist,
omdat het eerste 1id van ( 1 ) gelijk is aan r2 en dus steeds posi-
tief moet zijn.

A3, Vervo}g.

De gard ven de verdeling zol can de hond van het tivece- dimensiona-
le geval thans nader worden toepelicht,

De figuren 4.3.-1, 4.3.-2 en 4.3.-3 _even drie voarstellingen van
dezelfde twee-~ dimensionale verdelin,. In overeenkomstige vakjes van de
drie figuren denke men zich de frequcenties ingeschrewen , voor drie
valkkjes ig dit aangegeven. In figuur 4.3.-1 is een scheefhoekig assen-
gtelsel sebruikt, waarvan de hock van de assen en de beide maateenheden
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zo gekozen zijn, det punten met gelijke freguenties op cirkels liggen.
In figuur 4.3.-2 zijn dezelfde maateenheden gebruikt als in figuur
4,3.-1, deoch de assen zijn rechthoekig. In figuwr 4.3.-3 zijn de maat-
eenheden veranderd. De overgeng van figuur 4.3.-1 naar figuur 4.,3.=-3
via figuur 4.3.-2 is in overeenstemming met de gedachtengang, die in

de vorige naragreaf ontwikkeld ie zen de hand ven een drie- dimensiona-—
le verdeling. lMen vindt dus die redenering hier met figuren toegelicht.
In analogies met de ontstacnswijze +van de in de vorige paragrafen be-
handelde drie-- dimensionale verdsling denlze men zich de verdeling X1, X2
ontstaen door trensformatie der verandcrlijken uit cen correlatievrije
verdeling Xq9Xpe Het stelsel dezer laatste veranderlijken 1s in figuur
4.3.-1 aangegeven., Terwille van het gemaklkelijke inzicht denke men zich
in figuur 4.3.-1 op de rechthozkige valijes van de verdsling X, en X,
als grondvlal de prismatische zuiltjes opgericht, waarvan de inhoud ge-
1lijk is aan de relatieve freguentie ven het voakje. Aangenomen is, dat
de mcateenheden op de assen Xy €1 X, 20 gekozen zijn, dat punten met

zelijke ( relatieve ) frequen®ie op e:n cirkel liggen, hetgeen bete-

ct

kent, dat de ruimtelijke figuur, besteende uit alle zuiltjes semen, een
omwentelingslichaam is, waarvan de as in O loodrecht op het vlak van
de tekenin: staat.

Beschouwen wij thans gebonden verdelingen van X1, Ben dergeli jke
verdeling wordt gevormd door de frequenties ven de vakjes, liggende in
een rij,evenwijdig met de X1 - as ; in figuwur 4.3.-~1 geeft PQ schema-
tisch zo'n rij aan. De prismatische zuiltjes, die bij deze rij behoren,
vormnen tezamen een platte schijf ven het omwentelingslichaam. Om derhal-
ve alle gebonden verdelingen vean X1 te verkrijgen, moet men het omwen-
telingslicheem in prismatische zuiltjes met congruente grondvlakken ver-
delen, waarvan ¢én der verticalc bLegrenzingen evenwijdig aan de Xi- as
loopt en deze zulltjes groeperen volgens platte schijven, evenwijdig
acn de X1~ as, Uit het feit, dot het hier een omwentelingslichaam be-
treft, volgt onmiddellijk, dat de richting, waerin de verdeling in schij-
ven geschicdt, onverschilli; is, mits de dikte van de schijven onveran-
derd blijft. llser speciaal zal dus elke verd:ling in schijven, die men
aan kan brengen, tot esnzelfde resultaat voeren als die, waarvan de rich-
ting van de doorsnijding evenwijdig is met de X, - as. Men verkrijgt
den echter de jebonden verdslingen van Xy Nu volgt uit de definitie van
de correlaticsvrije verdeling, dat al deze gebonden verdelingen van X4
eenzelfde modulus hebben. Dit moet dus ook het geval zijn voor de ge-
bonden verdelingen van X1.

De hoogste frequentie van de gebonden verdeling PQ 1ligt in T, het
voetpunt van de loodlijn uit O op PQ necrgelaten; immers voor dit punt
ven de lijn PQ heeft de cirkel van de concentrische bundel, die er door
heen gaat, de kleinste straal en met ecn kleinere straal correspondeert
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een groterc frequentie. Dz topp:in van alle gebonden verdelingen van X1
liggen dus op de¢ rechite AB, die in QO loodrescht steat op OXT. In de fi-
guren 4.3.-2 en 4.3.-3 wordt AB o»vol;znd AB en IB. Uit het meetkundi-
ge verband van de figuren onderling blijit gemakkelijk, dat I8 de toe-
gevocgde richting is van dec richiing UX ten opzzchte ven een exemplear
van de bundel ellipsen. onbﬂ»rkt wordt nog, dct de assen van een ellips
in figuur 4.3.-2 de hoecken van de codrdinaatassen middendoor delen. llen
koan dit gemakkelijk uit het mectkundige verb-nd ven de figuren afleiden.

Vergelelen met dz ongecorreleerde verdeling bestaat het afwi jkende
keraltter van de nizuwe vzi2doling - hierin, dat d¢ maxinmun-frequenties van
de ebonden verdelingen von X1 selesen zijn op een rechte, dic niet sa-
menvalt net de X2~ as. Men ziet %bij beschouwing von de gchonden verde-
lingen v-n X1, dat bij stijgende X2 ook K1 de nciging hesft, sroter te
worden. let is alsof bij toencmende X2 de sebonden verdclingen ven X1
tdliens in horizontale richting nazr rechts verschuiven: de verdeling
X1' AZ vertoont een vorm ven correletic, de lkenmerken X en X2 becinvloe-
den elkecr., Men kan nict zeg,en, dat bij cen grotere X2 ook een grotere
X1 moet vehoren, maar er is in dat geval bij X1 gen neiging tot stijgen
aanwezig.

De corrzlatic, dic hier optrecdt, nocmt men lineaire correlatie en
wel omdat de maximum-freqgucntics in de gedonden yverdelingen van X op
een rechte lijn sele en zijn. ZEen mecr ingewildielde vorm van correlatie
zou zijn die, wearbij scnocmds mexima op cecn kromme zouden ligsen. De
rechte LB wordt regressizlijn 2cnocmd,

Over de gebonden verdelingen von X2 kunnen overeenkomstige beschou-

wingen als ovez_die van X1 gehoucden worden. len komt dan tot een tweede
egressielijn TD, dic dc toegovoegde richting van de XQ— as is ten op-
zichte van een ex;mplaar ven de bunacl ellipsen.

In het beschouwde eval nocmt men de correlatie positief, omdat bij
stijging ven de ene v**znd :rlijke de¢ ander:c nciging vertoont, cvenecns
tec stijzen. De lange as von dc ellipsen ligt nu in het eerstc en het
derde kwedrant. lMen sprcckt van ncgaticve correlatie als de langc as
van de ellipsen in het tweede en viecrde kwadrant ligt. In dat geval zal
bij toenemen van de ene veranderlijke de andcre geneigd zijn, te dalen.
Bij positieve correlatie is de hoclt von de coordinactassen in figuur
4.3.~1'stomp en bij nezatieve scherp. Tussen beide gevallen staat het
geval van corrclatievrijheid, de hock vean de assen X1,X2 in figuur
4.,3.~1 zou den recht mocten 2ijn.

Als maat voor de corrrclotie neemt men d=o c031nus van de hoek‘x12

tussen de assen Xy en X, von figuwr 4.3-1; COca semt men de corrclatie-
coéfficiént. 12
Volgens ( 17 ) ven é 4.1, is

COSY-,Z: V.G_.?v..é.g ( 1 )
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Voor cos ¥ 4o kan men ook esn uitdrukicing afleiden in de ¢HE. miertoe
gaat men uit van de formules ( 30 ) van %.4.1., die het verband aange-
ven tussen Gik en Gik. Dezc worden voor het jeval van twee dimensies:

11 12 _ 11 12 _ )
12 22 12 22 _
quG + G12G =0 G1ZG - G22G =1 )
Hieruit kan nen genallelijl de Gik oplossen. Stelt men deze waar-
den in ( 1 ) in, dan vindt nen
_ G12 .
Cos Yy = mom oo (3)

Aan de hand van ( 3 | kan .aen nagaan wat er gebeurt als 003'512
selijk wordt aan + 1. Ien moet dan liebben:
12

(4)
Om hieruit conclusies te trellien, moet men, evenals bij het behandelde
drie- dimensioneale geval'Wﬂ1%4w1., ook hisr de verdeling van X1,K2
ontstaan denken uit esn correlatievrije verdeling vean twee andere ver-
anderli ken. In analogie mes ( 2 ) van%r4.1. kan men hier stellen:

Xy = a,X. + 85X, 3 (5 )
X2 = b1x1 + b2x2 )

volgens de formules ( 18 ) vm1%4u1. is dan:

)2

11 _ 11 22 )
12 I a2
22 L1 22
G“ = ¢ b.!b1 - g b2b2 )
Worden deze resultaten ingesteld in ( 4 ), dan verkrij,t men:
W11 22 . L1 .oee _ 1 . .22
waaruit na uitwerking volgt
- " oVe
Dit betekent, dat men moet hebben
S B
Y
of ! 2
ay = Dby a, = pby ( p is een gelijkvormig-
‘ - heidsfactor

waarna uit ( 5 ) blijkt, dat nu ook
Xl = p X2

Voor«mm3g12 = & 1 zijn dus de verandcerli ;.en X1 en 12 lineair af-
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henkelijk, Was het ene grenszeval van de correlatie de correlatievrij-
heid ( cos 332 = 0 ), het endere is blijkens bovenstaand onderzoek de
lineaire afhiankelijkheid. De _ebondenheid van X1 en X, is dan maximaals
is de ene bekend, dan volzt daaruit onomstotelijk de andere.

Men merke op, dat ook bij het bestaan van lineaire afhankelijkheid
de grootheden Gik hun betelkenis behouden. De grootheden Gik kunnen nu
echter niet uit de G berekend worden, omdat blijkens ( 4 ) beide stel-
len ( 2 ) afhankelijk worden. Vendaar dat het nodig was, bij de laatste
beschouwingen uit te gaan van ( 3 ).

Wat betreft de benaling van de grootheden Gik kan men hier weer
te werk gaan op de wijze, als besproken bij de drie- dimensionale ver-
deling. Op de assensystemen van de Ifiguren 4.3.-1, 4.3.-2 en 4.3.-3 is
de vergelijiing van één der ellipsen achtereenvolgens :

-2 - - 2
2
Brt2comy 58, + =T

2 | faes s 2 - 2
Mq T 2008 YoM Mo ¥y =T
Grio Ve, Vo, Goo

pee—————

‘ Z‘;? + 2 oS co8 Yy, b
Hyy VE, Vi, ) Hop

55 =r? (7)

terwijl in de codrdineten X1 en X2 in alle drie de stelsels de verge-
1i jking
2

G“X1X1 + 2 G12X1X2 + G22X2X2 =7

luidt.
De maateenheden in de laatste figuur zijn V H11 en V H22.
Uit ( 7 ) volgt voor de stuldten, die de ellips van de assen afsnijdt in

figuur 4.3.-3: N i
t1 =+ T mmiél ; to=2+r1 H22
Ve Ve
11 22
Hieruit is de verhouding van GH en G22 te vinden, Verder zijn de verge-

1ijkingen van de regressielijnen als toegevoegde richtingen van de as-
sen§1 en 232 weer volgens ( 7 )

e . 12 g (8)
v, ' ovE, ¢
en -
¢ G
12 22
- t o s = 0 (9)

orden dus deze lijnen in het tableau getrokken en noemen wij de hoek,
die de eerste lijn met de7§1~ as maakttfq, dan leert ( 8 ), dat

tg Py = - =t £ (10 )
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Meet men dus %@4&1 op, dan geeft ( 10 ) de mogelijkheid om G,, te vin-
dens Uit ( § ) Len men op soortielijke manier een waarde voor 612 af-
leiden. Komen beide uitliomsten voldoende vij elkaar, dan lkan men d4it
beschouwen ale een eanwijzing, dat de verdeiing normaal is.

 Ten slotte wordt in figuur 4.3 ~4 een twee- dimensionale verdeling
geseven nev correlatie, waarop bovenstaande theorie kan worden toege-
past., In figuur 4.2.-5 is deze verdeling voorgesteld op een rechthoekig
tableau, met inachtneming van de juiste verhouding der maateenheden en
in figuur 4.3.~6 op eer screefhoeliiy teblecu, waarbij de meetkundige
plaatsen tot cirkels jewsrden wign.,

4,4. Gerneralisatie $o% de r- dimsnsionals verdeiing.

[N

Thauns noeten de ver r~e_er tesulteten uvit,zbrei’ worden tot de n- di-
mensionale verasling., Mern zal een jedachiengang moeten volzen analoog
aan die vean %'461. Fet “gu echter nizt rodis, de afleiding vollediyg te
doen, Versschillende resuliaten iturmen onmiddellijk als gerneralisatie van
de in % 4.1, verkre_en a.tlioasven verkre_en wvorden. Thans moeten wij uit-
jaan ven n éen- dimensionale veprdslinger van n srootheden x, die nu, om
een overzichtell ke notatie te krijgen, asnzeduld zullen worden uwet een
bovenindex. Voor de inGex zullen gedrulkt worden de letters i,k,1l,m,
die dus lopen van ' tot n. Indices, dic dezelfde rij rangnummers doorlo--
pen, noemen we jelijlisoortig, 3ij elle x* vehoort een reeks. De moduli
dzzer reelksgen zijn: ‘

Cevnve oy LA
/ Ve ” 2/n
U li - T e L [
Ingevoerd wvordsn de grootheden g~ , evenredig metv//ui‘//wi.

[

L2 1i )
AL = Ly A
2 - o ST
waarinl/xi een con~tante ie.

Uit de verdelingen van de ' jordt een n- dimensionale correlatie--
virlije verdelin: geconstrueerd door toevassing van de vermenigvuldigings-—
rezel. Men denkt zich deze verdelln, voors:steld op een n- dimensionzal
rechtihoelziy assencte’sel. De oo 3nreng 1.6 in het centrum ven de verde-

. - . e v
ling., de m-ateenhzdan cpn d2 asscn ziin Y &y VOO deze 844 seldts
s = . ~m‘.,.?- s
“ii 11
e — '“ ] 1 3 k') a1 :
De V Zi4 2idn dus owgeXke=rda everivedis mnct de mouullebbi. De punten met

gelijice freguenties vormen ezn stelsel concentrische nypersferent

! .22 2
5% P fooX %+ ..‘.v.+gnnxnxg =r (1)
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*

( vergelljk % 4.1.(1) )
Er worden nu n nieuwve sroothasden X insevoerd, die bepaald zijn
door:

1 11 1.2 1 .n 1 i
X = e1 X+ €2 X cece w8y X =8y X
2 1 2 .2 2 n 2 i
= - -" - e 9 8 ¢ @€ = e Y
3? 61 X e? x en‘x l.x
ﬁg n_1, n_ 2  n-.n ne_i
= 81 X ' 82 ‘. - ® e o8 @ - Gn X = Gi <

Het laawste 1id in elk der bovenstaunde verjelijkingen is de afgekorte
scarijfwijze voor het tweede 1lid; de alspreezr is, zoals Dbekend, dat wan-
neer boven 2n onder esn elijlie incex vooriiomt over deze index gesom-
meerd most vorden. Alle verpseli liingen kan nen semenvatten tot:
szal.; Xi (2)
i

( i,k en 1L zijn yelijksoortise indices, doocrlopen alle de rangnummers
1 ->»n ) .

De verpslijitingen ven net stelsel vordsn naar de x* oplosbaar on-
cdersteld, d.w.2., 2an_enonen worct, dat zij lineair onaflaniteliljk zijn.
Laat deze onlossing zijn

L L L R L B SRS

1 ‘2 n i
2 ﬂz VI‘ 2 r2 1’!2 wrnn r\2 vi
3.( = .‘41 A " n,, ./\ 4 enes e T .fJn '.4\. = Lbi 'u
‘n 1 n "ol
x = —d X O En Xz :‘ s ¢ e o ':’ Xa’l — Jn X
1 2 i
of samengevat
k B §
X = I,y X (3)

De vergelijkingen ( 2 ) en ( 3 ) zijn ae ove rbenhomsti e (2 )en ( 3 )

. -1
ran % 4,7, De OSGTGKELDQEh tusgen a2 k en de I, vindt men door de x*

uit ( 3 ) in te stellen ir ( 2 ). Het result aat‘ls:
T (4)
1
( 4 ) is verlregen door eerst in ( 2 ) in plaats van i de index 1 te
denken, het een geoorloofd is, omdat men een verzadigde index steeds
nas;, vervansen door s 3n anders letter uit de _roep letters, die men voor

de bepuaclde incex heeft ersssrvesrd, dus

>
I
|
\
Ay
L)
rr

Daarna denki men voor { 3 )

3
-t

.

i
" =57 X
waarna de substitutie ken plaats vinden en ( 4 ) te voorschijn koat.
Dit verwigselen van de letters woor het aasu,even van een index is dik-

wi;ls nodiz en moet steads darn geschicden wenneer het er op aan kont,
dubbvelzinaigheden in de sommeringen ve vermijden, lien kan er zich ge-
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Ilzelijk aan wennen om uit ( 2 } eh ( 3 ) direct ( 4 ) op te schrijven.
Den contrdle is altijd, dat wannecr uen een stel gelijke onder- en bo-
venindices wegdenkt, de overblijvende indices links en rechts van het ge-
1ijlkteksn moeten Xklonnen,

In ( 4 ) nicelen de codificiénten der Ki links en rechts van het ge-
lijilteken _elijk zijn. Links stact alleen Xk met de co€fficiént 1 ; de

~

co€fficién’ van X; rechts is:

1
o] (5)
. e e s i .

Deze moeh 1 wijn , de co&iTiciént ven alle ander: X-, waarvoor dus i # Kk,
zijn O. ilen heeftv dus:

1, Y-

;. | £

ey DT =03

171 51

3 1’ ", t 1 ] -
waarln.S{ weer nhet symbool van Ironsclier voorstelt. Dit symbool was 1

+

roor k = Len O voor k # i. De ver_clijliincen ( 5 ) zijn de overeenkomsti-

5\

ge van de stellen ( 4 j, (5 )Ver (6 ) vanQ4.1.
nrtellen in (3 ). Dit geeft:
z i 1

X = el A

I'en zan ook de X* uiw ( 2 )

waaruit door _clijkstelli | van (o co€ificiénten links en rechts van het

.

s3lijletelzn vollt

N | k
ey = 8 (6)
welle vergelijiingen de overecnlioms%ise zi_n van de stellen (7 ), ( 8 )

en (9 ) vu1%4.1.

De wvergezlijliingen van ¢s nieuwe cocdrdinatenvla'lzen o» lLet oude stel--
sel verlrij,t men door in ( 2 ) de Xl nul te newen.
2ij zijn dus

eli*’xi.—.o (7))

De uitdruliking veor het liwadraat van de ¢Tstand 1 van een punt xt tot de
ocrsyrons luidt in het stalsel x* ( veroelijk (1))

2 1.1 2.2 nn
= 2 ' v Y by + eosese +
1 EqqX X7+ 8opX X X X
We kunnen deze uitdriiliing in ecnvoudigzer notatie weergeven als we
invoeren de al.emenere synbclen gy1; °n definieren 8 = 0 voor i # k. e

FS

kunnen dan schrijven

2 . L1k an
19 = g% x (77
Jerlzen we namelijlr deze dubbele zon uit, den ontstaat
2 1.k 2 Xk n_k
< b . C ,
l = w 1kx - o bzl’;x }L = o 8 e 5 2 ¢ @ - ﬁ;rl}{x x
2 . 1.1 12 o Jtn
Of l o 61 1}: :: ‘:‘ 81 24{ y al ® e @ ¢ @ o w® v ‘51n}& x +
“”'7?"T 2.2 2.n
‘:‘ 021 "{ gzzx X - ® & 0 ¢ 6 ¢ @ ‘:' gznx x +
+‘ e %0 ¢ 6 0 0 00 o . « v T B 0 B e e e e ¢ e P E OGO O 0 00O +
nt = .ng2, .
+ n1~lc X s é)nzx I v e ¢ @ o & 0 ¢ + P fl}:xl ®

. . o
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wasrin den alleen de onderstresntes termen overblijven.
Aan de grootheden gil zullen we een analoge uitbreiding geven. We
voeran ool hier in glk met de benaling, dat deze aan de gik gebonden

zijn door de verselijkingen

il 1 b
X & =
©ik® 81{ C7°)
egens 84y = 0 voor i £ &k volg hieruit
1 n
3 . . C
gt = T en g™ = 0als i £k (77)
&
Ook dit vali gemallzeliil in t: zien. De vergelifkingen ( Tb ) onvatten
s ; . ik
n stelsels van n vergell jhingen ter bepaling der gl . Bén der stelsels
is
. 11 o2 _in
,5113 508 Foeseeee 808 =1
it ie . n .
8108 €508 toeeseae 8o 5 = 0
1 a2 o In

L:;.!nb <+ ezno -+ o %0 v v e o gnl’lb = O

Na het nul stellen der 5% met ongclijlte indices reduceren de vergelij-

(%]

kingen zich tot
11

eq18 =1
£pp3'% = 0
T.,uv‘iz;.aaao
€ =0
Hisxuis volgt dan, dat
12 1 n
a =g 3. ceres =8 =0
an
1
511

Doet mer. dit ook voor de andere s<elsels uit ( 7b ), dan blijkt dus in-
derdsad de juisthei’ vaa ( 7° ). Het verband tussen de gik en de g,y is
dus in ovecrecnstemming mnet de vrossere definitie dezer grootheden.

Met ( 3 ) =limineren we uit ( 7% ) de xi, waardoor we de formule
voor het kwadrast van een afstend in de X' vinden. Deze wordt:

2 . HiLl ok

1% = 54 By X I b
Schrijft men hiexrvoor

2 1

1° = Gy X0 X0 (8)
dan is due

. 1k
Gip = &y By By (9)

Deze laatste vergelijking is de overeenkomstise van de vergelijkin-

gen ( 13 ). len heeft Gilc Gki‘

Near enalogie van ( 16 ) van % 4.1. worden verder ingevoerd de



Zroothedsan e Deze zijn:
Ll ik - nn i k
G‘l“. o= {;;.1 1€¥ @ ":' 3?261 Clw '%‘ ORI I G; @ﬂ

1 2 &
of
ix A ik
G o= g7 ey e (10)
lien heaft nuw wesr 1
G, Sy (1)

Deze Hbtrelmln% meet voor n veresudarlijken Lestaan near analogie van
(31 van% 47, lien I volot bewljzen:
en

tan ze olg
hat volgens ( 9 Y en ( 10 )

nr
ded

1 il ikt 1'm' i kt
r o . j - T . — -
“ix ¥ 81p Uy fx 0 G - 1 Cmo

iy, moer. XYy, 1Y, m' zijn gelijksoortige indices. Dus

ik® _ ql ~m 1'mt i k -
Gik G = elm Yi “e 5 €1 Cm (k)
Omdat
~1 i 1
is .
- ~L i 1vm! 1 1'm! 1m?
by B4 5 " 2811 g =g (/-5)

Ter +toszlichting hierop wordt ongemerikt, det het middelste 1id een
gort is, die uit_eschreven luidt:

1 2n' 1 nm!
81 L} 5 RN '\'Sng

De enige Si,, die 1 is; isus%, de enderen zijn nul. Van de som blijft

slechts &én term over, nl.

lm!
g

Door {/9) zaat (o) over in

Gik' - Im! F'

G * €1 g Ek ‘m!

il
Im' _ m'
&1 & = 5 m

¥

4
o @ =85 of o) = Bl = O
Taarmee ( 11 ) bewezen is.

( 11 ) is de verkorte schrijfwijze voor n stellen van n vergelij-
kingen. Deze dienen oan de Gll %e¢ berelkenen, ;ls de Gik geseven zijn of
omgel:icerd ter berellening van ds Gy ult de Gll,

De vergelijking van de hypersfeer ( 1 ) in de nieuwe codrdinaten
ceschreven is ( vergelijc ( 3 )):

i 2
Gik T =r

De grootheden Gik unnen op de volgende wijze in een matrix worden
gerangschilit:



¢!t gle gi3,,... ¢n
Gol g22 @83, ..., ¢
@31 32 ¢33, ... ¢ ( 12)
il gpe gn3 . gmo

iy ki . . :
Oondat G™° = G*% is deme aatrix symrmztrisch, Hzt stelsel der groothe-
den 6 words een tensor senoead, de ¢ zelr zijn de componenten

e e

of de kentallen van dc¢ “cnsor; dez2 tenscr zael in het vervolg de
nawvieurisheidstensor ordsm ,vnoend.

De rootheden Gik z3 1. even-ans de kentallen van ecn tensor. De-
ze tensor zal genoend vorden dc euvichtstensor.Tuszen de kentellen van
veids *ensoren bestcan de betrelliingen (11 ) 5 de tensoren zijn el-
haars invsrse.

Evenals dit bij de 3~ diuecnsionals verdeling het

Y \ v e

de neatecnhaden op de nicuwr asscen var nst stelsel X*. Verder is, als

K 197 Y1300 oo al_emsen Yir de hoeren tussen de codrdineatassen
voorstellen:

val was, zijn

Ze
A

G
COo3 X., = -—-_-.-..?’.}.{.-.

Bl

1K \/'—-— \/-——

l;-.

l'en geeft zielh hierven relenschap op analoge wijze els bij het 3 -di--
mensionale geval,

Ondorsteld werd verder, dat de ver,elijlinges ( 2 ) oplosbaar wa-
ren near de xl. In dit 2val is de hoofddeterminant van het stelsel

o

Gsr veryelijikingen ( 7 ) niet nul, dus:

/

o 1
01 L,Q o . e s o cn
L2 e 2
—‘“1 LJ 2 0 0 & o Ln
Det. ei = 40
~n cn n
“"‘ 2 e o e o o Cn
Men kan genalizeliik aantonzi, dat nu ook
: 5
¢l gte, . | ¢
3 21 22 2n
Det. ¢ < | & Cie... G Zo
G1'11 Gng'... Gnn

is.
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Vel o] VaZ

€4

VAERE:

22

Det.GrE

\/911 C? \ g22

D

Is dus
dat dz
cn 00l
ondat

7 *1 £0, ds

e uit de

Chr
G
noxﬂ

-

at,
vol_ens ( O
niet vorm is.
3

Is D:t. ¢ = 0, dan

. B S -~
opCalvieve

oy
L Ak{l

onalfhanteliyiz., Tussen 2 of
Volgens
oplosvaar

( 13 ) is nu ook

44
sign. ongzekee
Det,

king tussen wnige

gaan.

Is
sluiten,dat c;
of alle
€l

-
e

Laat tusaan/X1,

€2

2
e

il
VIroE

N

= 0, &

( 10 ) is
1

2
1-@ 2

[

cee. 8™ (Det. ei)g
(13)

ik

et _eval net Det. G Dit bete-
nzen (11 ) op te lossen zijn. Uit ( 13

ool
A}

i

gtceds positief is, hetzeen zo moest

1lid van dsze vergelijliing een defi-

et grootheden X niet alle alzebraisch

meer Xl bestaat dan een linsaire bvetrekling.

l

St niet meer uit ( 11 )

l‘d Di u‘ ®

= 0, waarnce de Gl“
Gl‘ 0, dan lan men volgens {( 13 ) be-
canwezignueid ven een lineaire betrek-

tot de

-

Lo

e

3
-
Ad

t is

vain b:lang, hierop iets dieper in te

~3

S aan

hetrelzking bestaan, b.v.

o
ax! 4wzt s 3K =0 ( 14)
Door substitutic hierin ven de =~ volnons ( 2 ) ontstaat:
er; b t/xaef - Qei =0
‘ Deze uitdruklking is een identitesit, dus moet de coé€fficiént van elke
x* nul zijn, of
1 2
Aai-baﬁi baeg = ( 15 )
Men toont _enalkelijk san, det voor ¢lk rangnuamer k van 1 tot n nu ook
A G e 2 o ' ( 16 )
is en wel als volgt. “cel in ( 16 ) voor de G's de tweede leden van ( 10 )
in, dan moet nen dus j@bben, Gat
~71 1 ol 22 1 ,.nn 1k
A( 8 1 1 g Upln 4 seeeety Qn@n ) +
.2 k 22 2. n nn 2.k
f/p( 1@ 377058 H ey e 0 )+
) 213k .22 3 It o 3 kK -
‘”"q( & 8131 + & 5.«262 ¥ o v o8 8 e ¢ (4 ann ) =2 0
of o
g“( le; -;:I,s&@% 4«*0:3% )e};: 4 ga‘“(&u; v e, + *Deg )eg + yeeen
conne @m(mag V@g& + ¥ aé )@g = 0
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~en dit ie juiet wegens ( 15 ). De betrelling ( 14 ) induceert ( 16 ).
Uit ( 16 ) vlijkt evenecns, dat Det. ¢k - o wordt, zoals eecrder reeds
was opgemerkt. Het omgekeerde geldt ook, zoals boven was opjemerkt; dus
uit ( ) moet ( 14 ) volzcn. Inderdaed is dit zo. llen XkXen dat aan de
hend van bwovenstaande arleiding verifieren. Het is echter niet nodig,
dat ean ( 16 ) voor ¢lX rergnuaner k van 1 tot n voldaen is. lMen kan
azntonen, dat als ( 16 ) zsldt voor k: 1,2,3 het bestaan van de betrek-
kingen voor ks 4,%,....n Diieruit volgt.

Als nl, can ( 16 ) volcann is voor k: 1,2,3 dan is:

[T

I 4
|11 21 3
az|el= 3] 20

vervan,t ren in deze determinant ¢lli element door het overeenkomstige &b
1i¢ ven { 10 ) den ontetzoat ecn determinant, die men volgens een belken-
de eigenschan kan schwrijven z2ls <¢:n som van Iwvadraten:

,)1 m'! ,}1 8 31 Q1 31 .
LT v2 \.,3‘ l‘.,] §b4
11223302 2 2| _ 112244 2 2
A =g 5%y 27903 vo g g ey ep eyl + ... ( 17)
3.3.3 3.3 .3
61 bz L3 81 b2 b4-

In haet twecede 1id treden 2lle doterminanten van 3 rijen en 3 ko-
lomuen op, diz men ken vormen uit de elementen van de matrix

IS I o1
1 2 L3 t,4- o e % o0 0 n
2 2 2 2 2
C,} \uz '253 64 LI B Qn
3.3 .3 .3 3
G.} ‘02 (»3 b{; 5 8 8 o o cn

doar hicrven telkens 3 kolo.wen tz ncmen. Aan ( 17 ) ziet men, dat A
niet anders nul kan worden, dan wanneccr ellt der detsrminen ten rechts
nul wordt.

Uit het nul zijn von de cerste determinant rechts in ( 17 ) volgt,
dat:
1 2
lc?:w/4H - 0@%= o)
5
Ae1+yj,“+ Q€3=:O
2 2 2
b 2 3
Aoy tmey s ez =0

Het nul zijn ven de twoede detcrminant receihts vosrt dan verder tot:



en 2o vervolsens, zodat men voor elkeée i heeft:

3 .

i

Dit is dezelfde uitdrukling als ( 15 ). Dan bestaat echter ook ( 14 ) en
is dzardoor acn ( 16 ) voldaan. Ult a= O kan dus besloten worden tot een
1, x° en X5. Omdat nu ean ( 16 ) voldaon was,
is Det. Gik = 0, zijn de Gik onbevaald c¢n is Det. ei = 0,

L1 2 .
Aui /,&a:.&.l + ';’tz

lineaire bedrokiing tussen X

Licat men uit ( 12 ) sen andere symactrische determinant, b.v.:

GEQ 324 627 G28

. o4 g4 (4T 448
A=

(02 (84 (BT 480

dan .gelden voor o' = 0 soorts2lijle beschowringen als voord= 0. Is
. . , . 2 e
Aa' = 0, dan mag men besluiten tot cen lineaire betrekliing tussen X,
™y
O ,
X;, X7 en X7, bov,
ol

KX -+ }{4 »-:;/u&X? + DXB = 0 ( 18 )

terwlijl dan voor elke k:

KG2k + A G4k %;//4(}71{ + Gbk =0

moet zijn.

Het geat dus telkens om een determinent, waervan de hoofddiagonaal
bestacst uit eleganten van de hoofddiazonaal van de matrix ( 12 ): dus
uit elementen le met 2 jelijlte indicces,

Hen Xan natuurlijk ock hebben, dat 2 of meer dezer determinanten on-
afhenkelijk van ellizar nul zijn. Don bestaan er evenveel betrekkingen
tussen de Ki.

Meetkundiz betelicnt het ocstean van een betrekking tussen de Xﬁ een
degeneratis ven het coordinatcnsyateem; verselijk nhet geval van de twee-
dimensionale verdelin;, wazrbij als

)
G?T GTT 5
G’l: GZ¢

de beide assen samenvielen. Zo beteent (10 ), dat de 4 Rn~1‘3

P-0. ¥=0; x=0: ¥=0

een gemeenzchapuelijke R, 3 bezitten. Dumers volgeng ( 17 ) voldoen de

- 2
codrdinaten ven een punt, die X" = 0 , X4'z O en X7pm 0 bevredigen, ook
sen X~ = 0. De R _,, bepacld doar X" = 0, gact dus door de " snijruimte *

i
van Kg = 0 ; X4'n 0 en X7«: O. Deze anijruimte is een an3.

i
i
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Thens zal hat voorkomen ven correlatievrijheid in de behandelde
n- dimensgicnale verdeling acn cen onderzoel worden onderworpen. Het al-
gemene ceval is, zoalg in Hoofdstwr I werd uitezngezet, dat correlatie-
vrijheld :en owtreden tussen csn roep ven veranderlijizen ten opzichte
ven de groen, gevormd door de overblijvande veranderlijlkten.

L -, X

Laten de verenderlijken van de enc grocp zijn X', X%, X en die

van de¢ onders ngq, km“?,..‘.. X' («¢{n ). EZr is nu volsens de vroe-
ser gegeven definitie corrclatisvei jheid, 2ls voor e€li stel waarden,
diz nen con de kennerlen van de tvrecde Groen on tocgliennen, de daarbij
behorcade _chonden verd:ling, Levorud door deé .ionmerken ven de eerste
groep, one’ cnkelijk is ven Lot _cliozen stel waarden veon de kenmerken
van daz t.oceds groep; of ells _jsbondcn verdclinsen, die men op bovenbe-
schreven wigoe kan vormen, zijn ideantick.

Taot ‘ ‘

T ol S (19)
gen excmplear zijn van dé bynercllipsociden, die de mectlkundige pleatsen
zijn vaa ownten met golijlie ( reloticve ) freguentie. Het asscnstelsel
is rechthozlig met ;el*’“k moatecneden op de@ asgssn ondersteld. De ocor-
sprong 1i," in het sjcwmecusclinposlijlle middelpunt van de hyperellipsoi-

. RN e L .
den. Acn de veranderlijliin X , s g sssacv X worden in opvolging
Lo ®-2 n
de constantc waarden a y @ g esesee Q0 serscoven,

De wergeli jkingen .

Xou—*. - ?“—:‘11
%n n J (20 )

bepalen zls doawrsnijding wet (19 ) cen hypercllipsoide van Adinensies
Hyg

Van deze Hyp 2ullcn do codrdinaten ven et middelpunt worden bere-
vend. Tlininatic dor X ..., XP onet behulp van ( 20 ) uit ( 19 ) geeft
de verszelijliing ven de * »rojectic ¥ ven Hyx op dec «-dimensionale codr-
dinatenruinte K,, bepzald door de XI,
jectic is evincens ¢ n hypsrellipsoide van K dimensies, die we Hilx zul-

- o
X eeess en X -ossen. Deze pro-

len noenen, S5t:l de cefrdinaten van ot midaelpunt van H)y
12 "
€y Cyee ceegC 45 0y veees 4 O

dan zijn dic ven hot middolpunt ven Hey @

1 2 & et n

C 'c,l..'.'.’c P H o e 0 0@ ,8.

¢ 01, veses o C 7vllxn Lzrziend worden., In de K & verschulven

we de oorsoHrong van het aszeéngystoem narxr het mlddelpunt ven H'y . De
transformatieforaules zijn:



el
i
[t
1
o

& .
weerdin' Y, ... ¥ de nieuwe colrdincten voorstellen. In deze cobrdina-
ten geschreven wvordt de verzelijiting van Hy

G11 (Y1+ ¢ ) (Y1+ 01) + 2 Gy (Y1 + 01)(Y2 + 02) T seses

e o e 0 @ Go(m (Y " * (YO(':‘ C“) + 2 G‘ \ ( 1 + C ) (x+1
1,0+ 1
T, Ty o2 , I K B
+2G1 ’m+ 2(Y - C ) :!, - e 6 2 u 3 - G’d\—:-‘] , b( '-1‘" a '3 e s o0 @
~ n n - 2
.”lv. » nna a = I ( 21 )

1 & R . .
Zullen ¢y, ..... ¢ nu de codrdincten van act gezochte middelpunt

zijn, den mocten as cerstegraads termon uit ( 21 ) verdwijnen, d.w.z.
e s 1 2 ® -
de co¢fficicnten van Y ', ¥, ..... ¥ moeten O zijn. Dus moet:

2 cy o ol
110 + 6120 - e 9 0 0 o -+ G.‘.mc N G1’m+104 e o o 0 0 + G 0

2 - ™ k-1 n

G120 - G;—)zc - e ® o n ¢ - ‘."2”,‘0 -+ 2 ’mh:_.‘a + 2 0 6 9 0 <+ Gzn = O

® @ 08 0 ¢ ¢ 00 W vOCE OO OGO O @O E QW U ®E I G I A O G e IO IO e SO ¢ O @ e OO0 0 S 060 € e C O

1 2 o o+ 1

. . n_
G1uc T Ol aeane + Gl G“,x71 toeeeee + G oa=0

3
.
%( 22

e . 1
Dsze & vergelijkingen booelen de ¢ cee.. 0%,
dJ 9

De gebonden verdelinger. van de cecrste groen X1, oo Xd‘ der veran-—
derliiken moesten, wilde er correlcoticvrijheid zijn, onefhan¥kelijk zijn
ven de speciale waarden, tos,cliend con de Xenmerlken van de andere groep.
In het bijzonder zullen dus de¢ coordineten von het middelpunt van elke
gabonden verdeling onafhanlclijll van de 30*1, vee.. aF mocten zijn, Vol-
gens ( 22 ) ken dit clecchits den hot geval zijn, wanneer alle co&fficién-
ten ven de dm“1, veee. 2 nul zijn. D2rhalve zijn al die Gik = 0, wasrvan
de ene indcx vehoort bij de enc, de ~ndcre bij de andere grbep van veran-—
derlijken.

Uit de¢ afleiding blyjt jeowmakliizlijlz, dat ook het omgekeerde geldt.
Ef bestaat dus correlatievrijiicid tussen twee sroepen van veranderli jken,
indien con de zoeven Jeno:zide cigenschaenken van de Gik is voldaan.

Zijn ¢r b.v. vijf verenderlijlzen, dan komt, als de eerste groep uit
twee, de andsre uit drie veronderlijken bestaat, bij correlatievrijheid
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dezer grecepen de matrix der Gik er aldus uiv te

i

G35

C O Gy Gy Gys

o 0 &

T3Y

Gys

Ge -
55
Veor do hercltaoning daw Gt
celi jkingen: .
a.,. ¢t =

o 5t

k
In het voorbesl ven de vijf

12
)

s . 11
verzelijikingen ter bergkering van ¢, G

Hicruit volgt, dat
atd o g4 2

op analoge wijze vindt ren uit hct twecde
5

023 . g% 2% -0

zien:

ocst worden zebruik gemeakt ven de ver-

(23)

veranderlijken krijgt men voor het stel

GTB:

l
o o O O

Men zict acn dit voorteeld, dot nlgemeen voor de Gik hetzelfde geldt

)
de G, gl

als voor 13 d=t nl. al di:

nul zijn, woarvan de eerste index be-

hoort tot de enc gro.p cn de ander: tot de cndere groep ven veranderlij-

ken.

. . o - ilc .
Quk het ongekeerde is wacr: uit lhict nul zijn der G** voor indices
i en Xk ven verschillendc grocpen, volgt het nul zijn van de overcenkom-

stige Gik' Men kon di. . cmokkelijk verificren.,

De vergelijkinzen ( 23 ) vollen, 2zoals het voorbeeld lazt zien, bij

correlaticwi jheid uiteen in twee srocuwen. In het geval der vijf verander-
lijken bestaat de ecrate Sroep uit dc beidc stellen

1 12 L2 22

Gp 6 w6, 6% N 3,6+ 6y, 622 = 0

G..G'' . 6. c'%-0 6..612 4 G.. 622 = 1
12 22 = 12 22 =

én de twesds ult de drie stellen:



ey, 3 g, O 0 a1 ey 6 aey, @M e @7 -0
By 620 4 G G w6 6P 20 6y, % e, Mgt o
G5 027 4 Gy ¢ v oagy 6 =0 ey v 6 e o 6 =0

Byy B+ Gy 687 6y 070 = 0
Gy 607 = Gy, 67 4 6,5 677 = 0
Gys 67 ¢ Gy GF7 v Gog 677 = 1

Beide groepen van verandsrlijlen stoen dus wat betreft de samenhang van
M
de Gi“ cn de O voliomen los ven elkaer. Het varband tussen de Gik eEn
oL . - . i
de G** i3 in slke groep selijlk aan dat, hetwelk in het algemeen bestaoat,

nl.

G GFF = 8L (2, ;101 of 2)
‘ SR I AR it
Gougen G =64, (3%, k", 1M 3, 4 of 5)

Heeft men in het bijzonder, dat alle kcnuerken over en weer corre-—

latievrij zijn, den zijn clle G = 0, weervoaw 1 en k ongelijk zijn,

ik
terwijl
' = “““l”““ ng - enz .
G G
of algemeen 11 ; 22
Gii _
Gig

4.5, De voortvlantingswet der modull, algemene vornm,

Volsens de stelling 3.3.-1.was, als de verdelingen voor Kys Xpseooano
X, normacl en correlaticvri) zijn en ds modul%//Aﬁ,M/» peseee piy bezit-~
ten, voor

Z = :}_31 X1 ":“ p2 X2 ';' o o0 o o + P X ( 1 )
de verdeling evenceéens noraanl en

2 _ .2 2 2 2 .2, 2 '
g TP T Do s T oeeees TP Ay (2)

waori , & en oz 1ls,
wa;rln;/pcz de modulus ven is

Vergelijiking ( 2 ) werd de bijzondere voortplantingswet der moduli
genoemd, Deze stelling moet thans worden uityebreid tot het geval, waar-
in de grootheden, die in het rechterlid van ( 1 ) optreden, gecorrela—

tecerd zijn. Zij

U= 2 X1 + 25 X2  oeene. a. X oo, xt ( 3)
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Gebruik wordt gemcakt ven de jedaochtengang van de vorige paragraaf,
woenrblj de I* ondersteld werden linenirc functics te zijn ven de xt.

i . . .
Deze x~ waren correlaticvrij, hun noduli waren:

e AL BT L B yf«&n

. , i3 .
Verdar waren de groothcien o + sedefiniecrd door

. ii
oA fie B L, e
P Ve (4)
; ; . N § ‘ i . _
De lincair: szuaernony tnissen ¢o X5 on de x° was, zie ( 2 ) van de vori-
& perazraci: ’
.t,.i - l ’_.L&
A = 7. X

Door substitutic von dcze uitdrulvingen voor X° in (3 ) ontsteaat

1 i 2k n _k ik
T = oa, ¢ X 4 0.8 3N iesee oo € ¢ = 2, e
U 8y G X 2 Su n x % & Cp X (6)

.

e - i
correlotacvrij x7, ken de zoeven geme-

Omdat U nu uit edrukt is in d
morc:race stelling 3.3.--1 worden tos_cpast. Hicrult volgt, dat de wverde-

ling ven U ocoll normeel is on dat vroor de moduluﬁ/u'u

2 : i Lk , , ‘ i k
~/,1~“ .U = ( 3‘1 ~ '} ) ( t‘:w}t i+ 1 L}L“l‘ /‘1 T sey e e ( ('.li Gn ) ( &K Gn .)/M
of in verband met ( 4 ) .

2 i e 1 i k
My = {( o5 g% ) ( SHp ) g Lo ( cH e; )( ay @ g

Dz tussgen ronde hoalljes _egsolhre

2

venn gorumen kan men uitacschreven denken
en de vermenigvuldigin cn uit_sveerd., Men krijgt dan’
o

2 PR R B v 11 nn . 1T 2 11
AT (legope voy ey 8T e wagep O) gy + 20 eg ey @0+
1 2 22 12 mn n n _11
+ ey €5 g%+ ..+ e, c; §7T) @glp  oees + ( €y ey 8  +
n n 22 . .on.n  nany _ . |
+ €’2 ‘&“—2 = - 3w e ~ s “' Lli i / {“‘nh»n} C ( 7 )

Volgens ( 10 ) van de voric worcsrnaf wes

waordoor dus ( 7

of

> 1 3 ol
< P i &
= 77 oo, 0 <
AU i’ (8)
Alvorens op dit rceultce. neder in to gaon, zal het bovenstaande

iets unt,cboreid worden., Zij
. A
Vmaik (9)

gen tweade lincrnire funetie der i en lzat ten slotte



'fmpU%-q*fmﬁpﬂi«"qbi)X

&

- # Ay s
Volgens ( U ) is
P4 ik . .
//(A‘. w = G ( pql 3 gg’gi ){ ';gé?,l{ + Qt‘k Z/&L
c. ) : Y _" 2 |
, = PP ik aiakf&“ + 2 pg gk 830" 5 g G bibK’“ ¢

Cmdet voloens (8 )

2 i, 5 .2

ig

“ 37 -
& 2 N 2 , i ~L.L 2 \ 2
ST ETQY w gV T PR g v 2 Do FTTy b qqey (12)

EeN

Beschouwen wij thans czvret ( 8 ). Doze fTormule gooft Q//L u‘tge—

i ‘; Al b} 3
drutt in de Gl“, 13 wocatcllen ven dn nouvicurigheidstensor der X Het
10 dus blijizsns dit rizsultoot nics nodig, ds scaenbong ven de X' met de

xt te kemnen. Uit ( 3 ) an »o.olicel

o

O ) werden opgeschreven.
) . , . i
Jil men met grootheden ole U cn V oncflhensellja van de X opereren,
dan bligkt wit ( 12 ), dct het nodig is, ook noy te kennen de grootheid

G 2y Dy,

Stelt nen
R NS ( 13 )
«./ ‘“7 i I o

2 & . 2
[ ' D N0 g o ~ -
Ay T BRAey ¥ PR gy ¢ AT My C16)

e
s

—

wr 4 s - 1
ven kan ook bij U, Voon ¥ grootheden invoeren, cncloogz aan de G
Stel
2 - 12 2 2
L& A 7 PR S IS Y A &
__,/ *U* - 1{/'/{‘, g e 4 {Jﬂ: RECR o § "_./ﬂé § /ﬂlv = !

den is volgens ( 14 )

oy [al . LEp) e f)
wid 4 e i ~ [N 2 v 2
= 0" HY 2 2 pg i +oq- H°° ( 15 )

E—
e
.
G
Ll
e
TS

en is volgens ( ¢ ), ( 11

1M il L 12 _ adk <13 Lik
H' = 6y o5 HS= 06" o b5 H? = 675 by b ((16)

o

De vergelijking ( O ) is Jdo uwitdrwd .ing voor de algemene voortplan-
tingeswet der moduli. Al emecn, ondetl dez: ong het middel gacft, de modu--
lus tc¢ vinden van cen srootiicid, dic eon lineeire functie is ven groot-
hedun, <ic ondsrling noraz-l ¢f lintcir secorrcle:rd zijn., Hoscst (8 )
is ( 13 ) van belong. Doze vergeli jking gesft nan hoe van twee groothe-
den, dic lineandr: functics von decelfde veronderlijizcn z2ijn, het corre-
lotizbedrag de rm“wﬂd mosv worden, Ter wwille van de cuideli jkheid wordt
de colfficidént v?ﬁja in ( 93 ) sior vit cschocven:



dcre

R T 12 13 .

G a3 B = G a1b1 + G asb, + ayb, )+ G 31b3 . a3b1) Fes

2, by + G293 agby + 2y by) +..
+.Q.l¢0.0 T e - E v v . & o 0 & O

+.|

Met dezcolfde rescrveg, dic vreoger biy de oflsiding ven de bijzon-
voortplantingswet booorolicn verden, lion wmen ock van cen grootheid,

¢ic een niet - lincairs Tuetie von gocorrol-oteirde grootheden is, de

modulus berziiensn. licrvoor moct do Tunectic in n t zzbied von des veran--

derli jlien, vanrover do veoricoliry, zich vitetrekd

in ecn ricks worden

ontwillield. ILoat

cijn

ling

J

Stel

“

N ED U IS o)

1 2 n e L, .
cn AO, VO, o o X; eenn stel wearden ult et _eoied van de verde-.

v‘i T A N . R N~ T FT ey TT
Vall s sos e Xn C1l k de Degoohorende A0 VAl U

e
it
[
_:.
[
<
b

[
I
>
4
D
>

don is

?F -1 o -
AU -IL-gﬁxx el e Q%H AT hozere grooads tormen,

arin de W"ﬂrann ven ds porticle ~facleciden genomen meeten worden voor

et woordestel X . Do reciisontiilicling wordt of cbroken ro de cersite-

\..a__)

sroads terncn, avt ecn, indic¢n het bercik dér vorandcorlijlten dit toe-

loot

y0ij s cantel functice coa in ¢z practijk toszlecatbare banondering

ig. Men ko d-n de clgemcnce voortylontingewet tocwassen.
: i i
Omdet AU ¢en U d- ,Vl ce oawlus acbben on ook A X en X is het
resultont volsenw ( 8 y

I‘ 0 S
x =J ( o - )G+ 2 G'™ + ceeasd
AU T S e r

Formule ( 13 ) ken zca cnnlone cencr~lisctic ondirgoon.

[

Opmerking, De in doze perosrenl boschowriec jrootheid W was acn

L

funetic van U en V 5 dez- op hun beuvt wercin tunctics van de X© en de-

zo weer van de x-. Veoones de vrooZer bLesprolien cigenschap von nct zich

reproduceren von (¢ noranl: verdolins bij lincnir: functics en in vele
J

sevallsn ool bij nict.- linscire J, oruede budoola wordt, dot ten groot-

heid,

zalf

diec cen linecire Twactic is von tnig normanl verdeelde grootheden,
vecr cen normcle verdeling bezlt, zijn 2lle hicr genoende groothe-

den weer nornaal verdeceld.

Bij elke volgende stap Lon men ven de nicuwe wveranderlijlzen moduli

.

berekenen volgens de clgemenc voort:i-~ntingswet, die in bijuonderc gevels



YL 1. bij coveelatiovrnjacid voro 2o veronderli jku \0.Y

len , nl, bij co 1 j ¢ ! derlijkin, ontoordt in de
bijzondire., Het voorsclhwrilt is cchicer voor 21l%c volgende stop volkomen
identizk met dat voor de vorigl.

Men kon werlizen met de medul. of wel met de le

en analoge groothe-
den, dic cvenredir, zijn met co wodu’’, Ir hict leavste gevel moet men
bij de tocposeingen er voor wakea, geen fouten te maken, door tijdens
dz berckeningen ongzcierit over ¢ goen in cen ander verhoudingssysteen.
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HCQFOSTUK V.,

De methode der kleinste wvierkanten.

5¢1. Het vereffenen.

Een belan;rijlt middel voor het beschrijven en bestuderen van een
natuurverschijnsel is het mathematische model. De LKuclidische meetkun-
de b.v. is een model on de eijsncschaypen van de ruimte te beschrijven,
de kinetischs gastheorie een model voor het _edrag van gzassen, de for-
males, waarnaar de petijtafels wordsn berekend, een model voor het ge-
drag van e getijden, enz. Het nodel is een mathematische abstractie
de aan de natuur ontleende rcotieden worden met groothieden uit het
model _eidentificeerd, waarno de netuurverschijnselen toegankelijk zijn
gewordan voor de toepassing van het viskundige forualisme. Het model

is uit de aard der zaak nimner volmaaxt | nen kan een goed of een beter
model hebben, dit hangt af van de hoevzelneid en de kiraliteit van de
informatie, waarover bescliltt lan worden en van de meer of mindere ge-
nialiteit van de scheppende dJenker, die het zeconstrueerd heeft. Het
blijft echiter altijd een instrwaent van aet nenselijie denken en staat
als zodani; naast de realiteit.

Wanneer men waarne.singen Joet, besint men veelal een model aan
te nemen. De landueter hedisnt zich voor het behendelen van zijn opme-
tingen van het model der Luclidische plaonimetrie. De astronoom, die de
‘baan van een komeet uit zijn waarneninien wil berekenen, gebruikt het
mocel van de klassieke mechanica, Als de landmeter de hoeken van een
zeer grote driehoek in Liet terrein meet, zal hij opmerken, dat een
planimetrisch model niet meer voldoende is, omdaet de som van de hoeken
oroter dan 180° is. De astronocm, Gie waarneemt, dat een dicht langs
de zon vallende lichtbundel van zen ster van zijn richting wordt afge-
bojzen, zal zijn model van de “lassielte meclanica moeten herzien.

Men ziet, dat er steeds een risselwerizing is tussen het inpassen
van waarnemingen in een model en het wijzigen ven het model. Bij dit
laatste moet men volstrelrt niet denken aan wereldschokkende revoluties
als de relativiteitstheorie. Oor in de eenvoudige degzeli jkse practijk
van het waarnemen hecft zen niermee te malen. Voor het er op betrekken
van een waarneaingsproces zal 7en nl. altijd het esenvoudigste model
kiezen. Stel iemand bepeclt loor lengtsmeting een alfstand in het ter-
rein. Als hij zijn meting (rof doet, L.v. in ncters, dan behoeft hij
zich over de invloed van de temperatuur op de lengte van de meetband
niet onjerust te malken. Zou hij daaventegen met uiterste zorg, b.v. in
mm, werken, dan komt wel degeli;ll de temperatuursinvloed in het geding.
Hij gebruikt dan echter een andsr nmodel dan de eerste lkeer.

Van belan; is het, een wmetin, steeds zo in te kl: den, dat een con-
tréle ven het model mo_elijk is. Dit geschiedt doar het meten van z.g.



overtollige waarneminger.. Overtollig is een waarneming, als men deze
onder gebruiknaking ven het model ulf e endere waarnrcuingen zou kun-

nen berekenen, IZen ovartoll._ e wacrneaing verschaft dus ongekeerd het
middel, de Judistheid v=n liel zekonen medel U@ controleren.

Ten ander princii ol Te’2n voor Ley verrichtien van nvertollige
waarnemingen, i aat meo zen osvere rarpascingsmosell jkheid van het
mocel 2an de werkeldi Il d Iir2ist, Uit ¢2 veoraigaande hoofdstukken
weten we, dat waarremirsouliiliomsten ear fluctuatiasn onderhevig zijn.
Het is duidelijk, det, als - wmeer wacireninzgen zijn dan strikt nood-
zakelijlt is en men _ohruilst 21 die wazimening vor net bepalen van
de einduitkoasten., de ousikechzecn. 6Le 2sl het aanpasgen van het mo-
del verbonden zZijn, enizern

e

Y2 wordan ‘necoperict, .

Een derde reqzn vecor 227 do:n ven > erscllige wanrmemingen is,
dat nen daormee een dikvi.ile Jewanete simwetrie karn verkriigen. Als
men ce oIl van €cn (rioes T w ) leraler. wal o men izt Tiee, dech alle
drie hocksan msten, ol JiC rozelidc 2. onocaarnge de geil kwaardig-
heid van e¢l¥k der hosken wte oyl ioen, AL wer snige zslijlksoortige
grootheden moe waarncmen, =l wen 1it dosn -«ccmaal in de volgorde
1,2,3,4 en e2n twecede maat in Je velgorie 4.3,2,7. Xleine invloeden,
die men niet altijd kan ~atser en dic min of me2r avearedig zijn met
de tijd, kuwnen can uit ce einure

n

nliaten geélirdneerd vorden.
Het is dus zo, dat biy 2en gocd cmgentaicd vaaruomingsprogramnmne

overtollige waarremingan worden warire: zullen irn het algemeen,

l»v.l

als ze werden ingestield in vnthematische bhetrekliingen wver het model,
kleine slurtfoutcu opleveren. Z1in cene c.urtloutea van die aard, dat
ze uit de onvermiidel lijlie cnzelkerheder vw. de metingsuitkomsten kun-
nen worasn veriiaard, don zal nsSn de wWoslnelngern corrigersn en daar-
mee de sluitlouver docn verdwinen. et afleiden van het voorschrifi,
waarnear Ce&ze corresule moet o cnclioawen, Torat het ornderwerp van dit
hoofdestuk. Zijn de sluxtiouatsr 52 groot, dan ucet cerst het nodel ver-
anderd worden, voo.s ey Tot e corrigaren van de wearnsmingen kan
overgaal.

T N ;- O s e s
Fet corrigercn vou 68 waoTmemitigen nsans nen

(ﬁ

Lneh. °

-—m.--.. e o

Opmerking.

-

liethoden voor Je biscudering vern d¢ siuisfonter, dc contrdle op
het model dus, wellle besudczrirs gepasld tohwort e gaan met die van
de vedragen van de asn (e prAPGon covrecelss, veriew een afzonderlijk

te behandelen oncerwer.. Pes Ll:t grotewdeelz on het terrein van de
gtatistick,

5.2. De_gegevens voor het vererleningsvraasstuk.

e zullen cerst onderctellern, det de vetreklkingen tussen de waar-,
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genomen grootheden P,, Foy, <ccoo y 7 lineair zijn. Iaten ws aannemen,
dat er drie zijn: 3

i
=

u1P1 + u2P2 + u3P3 F oemens + unPn

: R h2 h + =
V1P1 ¥ VZJ-Q + V3-L3 + * 30 00 @ v VnPn VO ( 1

N

w.iP1 - w2P2 + w3P3 T eeses + Wth = W, ;

De vergeli jkingen worden lineair onafhankelijit ondersteld.

De uitlomsten van de waarnemingen zullen wordien voar esteld doar
Pys Poy p3, seese 3Dpy zodat Pq de waarmening is wvoor de grootheid P1
enz., De Py zullen, indien in ( 1 ) _esubssitueerd, in het algemesn aear
deze betrekkingen niet veldoen. Zij moeten daarom gecorrigeerd worden.
Noem de correcties Qi . de secovri zgeerde wacrneningen wordern dan
Dy + 21, Dy + £2, eeees 5 P+ €« Deue waarden voor de F; in (1) in
de plaats jesteld mceten aan die vergelijlingen voldoen. lMen verkrijgt
dan

. . roo oy , - -
u1€1 + uzéz + u3£3 Foeee tuloom U= WDy Uply eelesu D= Ty ;

- : . ! : r = h 1 - 7 - )
viEy + v2€2 + v353 oee ann =V, < VyPy = VpDo seemT P = b (2)
VeEq ¥ v12£2 + w3£3 + oeea o ann = W WyDy o< WoDp e..-Wopoo= b )

Oadat n{>3 ( voor n = 3 zou er geen vereffenin_svraasgstuk zijn, daar
de Ei dan bepaald waren ) bepalen de verzelijkingen ( 2 ) de ﬁi nog
niet. De af te leiden resel zal nu in het onthreliende moetazn voarzien.
Voor hiertoe kan worden overge .aan moe’en earsc de wearnemningen
nog aan een nadere veschouwinyg ondervorven worden, iliet alle waarnemin- s
gen behoeven, wat hun betrouwbacrheid of hun waardering aangeat, gelijk-
waardig te zijn. Zo zal bij he? len_ temeten m:s% ecn meetband de uit-
komst van het mete.. van e:n korte afstand noger aansesglagen moeten
wordea dan dle van een lange. Qo kem h2%t rowrliomen, cal in eer veref-
fening waarnemingen opgenonen moeten worden, die mcetT verschillende in-
strumenten 2zijn gemeten., DBetreft nhet dan ingstrumentan, wasrvan net ene
beter is dan het an’ere, don ontsteans hierdocs ock ongelijiowaardigheid
in het waarnemingsnmateriaai. Ten slctte ktomy het veel voor, da’t groot-
heden ven verschillende soort ( Qinensie ), zoals @ . v. hoelea en leng-
ten, in een yrohleem ontreden, et eern evencens een verstoring is van
de homojeniteit ven het meteriacl. ‘et zal duc nodig zijn, de eigen--
aardisheden van de wacrnemingen in de beschcecuwingen te bvetrelilien. Te
zouden nu kxunnen denlen aan de theorie over ue waarn2mingsreeksen, zo-
als deze in de vori e hoofdstwilien is ontwil:k¢ld, omdat e daar de mo-
dulus en de correlatie ale middelen nebben leren kennen ou waarnenings-—
reeksen en hun onderlin. _edrag te beschrijven. Bij de vereffening heb- |
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ben we echter te maken met en':ele waarneminien en niet me” reeksen en
nen ma; natueurlijl nict.zonder neer een eigenschap van een reeks op een
enltele waernening overdraten. w#a.reer nen &r evenwel over doordenkt, wat
men cnder 'de betrouwbaarheid vem e3n enele wearineaing zou willsn ver--
staan, dan wordt het al voosdig duidelijk, dat men zonder herhalingen
van die waerneaing tceeli nooit tot enig inziciat hierin xen jeraken. Jan-
neer men over eén waarneming beschilit, Jedaan met een instrument, dat
men voor het eerst in lzndzn hzeft. dan is het ten enen male uitgeslo-
ten, ock m2ayr enig idee over de wearde van deze ovsarvatie te kuanen
sebven, lien kan azer slechts dan een cordeel uxtspreken, wanneer nen
zelf ervaring he:=ft opgedaan net het weten webt het instrument in kwes-
tie oif de teschiizlzing heelt over 7= ervaring ven enderen. et kont er
dan =2cihter op nesr, dat wij onze ene wazrnening besclhiouven als één van
cen cate jorie van gecli kwaardige exempiarcen. len mceet s dan cocn toe
Ltomen, 2.2 wasrnening, 1i: in een verelleningsvraa stw: optreedt, op
te vatien als esn exem.laar van een walrmnenin_sresks.

Omdat het nodig is, cok met Je correlavie van waarnsningen reke-
ning 1@ houden, iz he* boverctaande nog nist voldoende. hHiervoor moeten
wij, als bij een vereffeningvracgstuk » woarnemingel onorecen, dit
stel opvatten als éen exewmplaar van 2en n- dimencionale verdeling, die
wii op grond van onze veorsaande pezchouwingen normaal Xunnen eennernen.
De cofactoren, de grootlizden, die vroszer agn,esauid zijn als glk, van
ceze n- Glicensionale verdelino.worcden dan op het enkele stel waarnemin-
sen cvergecrasen. Janneec dus b.v. spral.e is van {wee wzarneningen, die
secorrelserd zijn., wornt daarrec vedoeld, dat de 2 -- dimensionale ver-
deling, cie uit een groct aanwal van deze varen Zou Xunnern vordsn ge-
construeerd, een verceling is a-t correletie.

“mar aldus de vereffoning celtoppeld is amn de narmale verdeling,
is het duidelijk, det alliecen vearre.ingen, waartij zulge veraelingen
hehoren, volgens -5 te ontwilkelsn voorschrift zullen unnen worden
vere{fend. Van 1e voreaz zal a2n dus dcor experimeﬁten iet kerekter van
e waarnemingen aan een cnderzoelr noeten ondarwsrpen ow vast te stellen
of iqderdaad normale verdelingen ovtredzsn en zo ja, welle bedra; 2n voor
de glk moeten veorider genomen.

Docr het zeer srote aantal exemplearcen, wazrover nen noet beschik-
ten voor het atatistic-h ond:ruoell ven een me2er- dimencionale verdeling,
ig het cen zelulr, dat umeeatz’ d- waarrzaingen als correlatievrij mogen

woruen saa,enoden. Omict, Zowls late el Liijren, heéet slechls nodig :
il

i3, de cofacvoren ¢ 7 em uietl de meduli en correlatichelrasen zelf ce
verren, oliift es dan over, ¢z verhoudlag van de moduiil, dus van de gik
aet Uwee ga:lidlce indicss vaet t2 stellen, In veel gevallen kan men hier
door overle; toe g2rake, Jann2e1 men b.v. wet een zelfde instrument on-

der nies te 3terk uifecenlopende omstondighecen een aantel hoelien neet,
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den mag men aennemen, dat de moduli dezer waarneningen onderling gelijk
zijn. 7eliswaer zou men Lunnen ovmerksn, dat toch dezelfde persoon de
waerneaingen verricht en ook hetzelfde instrument wordt gebruikt en £
hisrdoor stellig sen zeliere mate van afhankelijkheid van de waarnem;n*
sen mag worden vervacht, men is echter niet gewoon om in zZo'n geval cor<
relatie ean te nemen. Blijlkbaer wordt deze, indien aanwezig, te gering |
seacht. Trouwens correlatie tussen waarnemingen zal altijd wel aanwezlg
zijn, want seen twee jeheurtenissen zullen zich op deze wereld volmaakt
onafhankelijk van slltaar voltrelilen. Ien der;eli;ke overwsging is ech-
ter voor de practijk ven de woarneaingsreliening van geen betekenis. Als
b.v. Tij eenzelfde verveirening ien_ten en hoelen optreden, zel het al-
tijd wel een velligze aenname 23jn owm tussen de hoekneting enerzijds en
de len temetin, anderszijds correlatievrijheid aan te nemen.

0ok Xkan nmen sons langs alygoraische wes onder toepassing van de
voortplartingswet van de modull %ot verhouding der moduli van de waar-
nemingen geraken. Dit doet wich L.v. voor bij het waterpessen. Het hoog-
teverscihil tussern twee oHunten in et terrein veriirijygt men door het ma-
Zen van e3n aantal slasen. Jer slag wordt op een voor- en achterbaak
afgelezen net de Iidjker van het waterpasinztrument, waaruit het hoogte-
vergelil van de standplaatsen wen da balien wordt _evonden door de afle-
zingen 2f te treliren., D¢ al_ ebra.sciae som van de hoogteverschillen per
glag geeft Let hoo_teversciil van begin- en eindpunt van de gehele treks
lien heef% dus: .

by o b -&113 i ee. v =H ( 3)

waarin hf, hZ’ eve 5 . Ge hoopteverschillen per slag en H het totale

1l
verschil is. Als de elasen on_eveer even lang zijn, mag men de hi als

selijkwaardige waarnemingen beschouwen en azn elk dus een gelijke modu-~
1%§/utoekenuen. Voor de nodulug//cg ven H vindt men dan door toepassing

van de voortnlantin_swet

i =B

Bij twee waterpessinzen net ecn aantal slagen van n, en n, verhouden

in, als dz afstanden, waarover de waterpas-
gingen zijn uitgevoerd. Ilen &

-

zich dernhalve de wadraten der moculi als deze aantallen, of, als de
slagen nagenoeg even lany zi

5

l1c2ft nu nog slechts te weten of het ver-~
gehil van de aflezingen op voor-- cn achterbaalr aan de eisen van de nor-

LS

male verdeling voldoet. Als schiler dit hizt geval is voor een dlezing

op €én bask, s dit nok zo me* hetv verschil van twee zulke aflezingen.
Zr blijft dus slechtas cver eer onderzoek in te stellen naer het aflezen .
net een kijker o) een veirdeelds baak. IHiervoor moet men den een zroot
sental alezingen ou een Laak doen en deze san een statistische be hen-
deling onderwerpen.

: 4 i x
In veel gevellen ~al d2 viststelling der 51 op bevredigende wijze
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kunnen gebeuren,
- ; - . Lk :
Bij elk vereifeninsgsvraagstuk moeten dus (e gl ; derhalve de tensor
der cofactoren, bekend ziin. Ulitgeschreven ie deze tensor:

- () - E

g1z L12 -3 gln
o b [gnl e o o o o o

‘ 2 2 [l !
. 2-1 AO,_Z '0‘2_) ,O'Lll ;
() o o e 2 ¢ 0o O D
L3132 33 Jn
g7 87" 2’7 seeee 8 (4)
9 ¢ o o o J 0 0o ¢ 0o v & ¢ 3 o 2 o

nl ne n3 nn
o o 0N :
kel [ o 0 o (5 :

e weten,dat de determinant van de tensor definiet positief is en dat
Sk ki

S O

5.3. Aflciding van het vsreffenitgsvoorschrift.

Om de hierna volgende afleicding nies te ingewikkeld te mmken zullen

we gannemen, dat er vijf waar te nemen grootheden Pi zijn, waartussen
drie lineaire betrekkingen bzstasn. Deze “uiden:

u1P1 - u2P2 + u3P3 - u4P4 + u5 = U

R e L o " ™ r
V1P¢] [y V2_L2 l 'VB‘L‘B i V4P4 O 5 5 \40 ( 1 )
W1P1 + w2P2 + w3r3 - w4f4 - \5 = wo

Deze drie verzgelijkingen stellen dus he® model voor, zij zijn onafhanke-

lijk. De waornemingsuitkomster voor de grootheden Pi zijn < e nemen
aan, dat de p.

5 relatievei] zijn en dat hun moduli zij?//iio Stellen
we den , . i '
. ~, = & e
,/évl"/ L c_ ///L
.. id i . =
den zijn de g de cofactoren van de P~ . Jegens de correlatievrijheid
ik

zijn de groctheden 7, waarin o <n Ik ongelljke indices hebben, nul. De

tensor der cofactoren ( §5.2.-(4) ) wordt dus hier:

0 0 0 o |

&
Pl\

> 270 o 0

0 0 200 0 |

o .o o ghec

o 0 0 0 g2

-

De waarnemingen zullen aan de betrekkingen ( 1 ) niet voldoen. Zij
‘worden daairtoe gecorrigesrd met de ccrrectlesaﬁi‘énuWiﬁ willen dan heb-

)]



den wordt verlire en
0y ( Dy + £1) + Uuns ( Py + &2)
vi Cpyp v gg) + vy Coy v p) o eennn + v (5 + &) o
) I “}'5(-135 4-55)xw

T oaeeee ¥ Us ( Pg + 55) = u

]
<

of
u1&1 - uggz + eee e u5t5 = Uy o UgDy = UgPy e ~u5p5 =t

u
V. - -t v 2 - ® e @ v a 4+ W s = b b rr o ¢ @ v @ @ — =
& T Vo igts = Vo ot VqDy = Voby vgpg = b, (2)
s F oy £ o ol E = r -7 — T 7 -
g U R 7o 184 oPp eseee 525 tW

De grooth: en t t, en t, zijn de t:_enspraken in de betreklkingen, els
dearin voor de Fi de wacimneningen By vorden gsesubstituesrd.

Wij gean nu het probleen door cea affiene ( lineaire ) transforim tie
tot ezn cenvoudiyger seval tarugbirengen. /ij mossn dit doen, omdat
wij in c¢e vorije parsgranf de enk:sle warrncmin, con de vearnemingsreeks
sekovneld hebben en de thzorie van de vasrnenin sreeksen affien inveriant
is.

1 nenen als transfornaticformules:

u1.1 + ugrz + e se T u5P5 = R1
2
124 7 VWoPy ¢ e+ WP = R (4)

be) g e - R ™ e
b‘! .1 + Dz.ﬁ g e @oe v on i 05... RS

I 5 .
De a; en b. moeten 20 geliosen vorden, dat deze vergslijkingen onafhanke-
1ijik zijn, ﬂbt ee. altijd lmn. De vazimeningen p; gsven volgene deze for-

males de " veergenomen " wacsrdsn van G:s Hi, nl. de r,, dus

i
UqPy + UpDy + ees.. + UgDg = Ty

qgj:
P Y
+
PR
4
<
no
v
(]
-
]
it
el
Ji
i
4
N

(5)

&1131 - E,‘,?‘)

\}}

575 3
- es s ae - O _L)a - r4.
5

DD, 4 Daldey + ceoves +
P41 22

U'\

Treicen vij ds vergelijkingen ( 5 ) ven de overecnkonstige uit (4 ) af,
dan Xrijgen wa:



1}.121 +‘ ugtz + T e e @ + U.SES =

=]
-
}
_:5
1i
-3
-

<
X
(Al
—3
+
s

ves + st.s =

=5}
v}

i

H

2 =Mz

T3y (60
T TNy
Loy + Doy v wnins # b5E5 = Rg = rg =mg

" Y2k

s
F W
1

’1151 + “"!282 4 eosee + “.t\'5£5 =

H
=¥)

a1E1 + 92&2 T eeees + 3525

De ingevoerde grootheden Qi z1jn dus de correctics zan de L

Omdat de Ty lineaire functies van ¢: Dy zijn, mogen wa de r; op grond
van ds ontsikikelde theoris ven d¢ wasrnsmingsreeksen, weor als waarge-
nomgn srootheden opvaticn. Ni de transformatie is het problsem ér nu
als vol,t itomen uit te zien,

Uit (7 ) en ( 4 ) volzen &: nizuwie betrekingen:
R.‘ = U
Ry =7 ‘ (7))
__
g —
3
- o . e . . . e . (4
Betreklingen dus, waarbij in federe vergelijliing slechts cen der groot-
heden Ri voorkomt, de 34 en R5 fomen er nist in voor.
De vaerncmingen voor dc Ri zijn de L Onder toepassing van de

voartplantingswet vinden we uit ( 5 ) de cofactoren ¥ ger r, . B.v.
11 11 22 .
G o= uuyg w8t L+ u5u5g55 ( 7a )
12 11 22

ene .
De cecorvigserde r., dus de roo+ My woeten acn de betrekkingen voldoen,
dus:

r, +%, = u

i 0
b, = v (8)
fj - ?':3 = ‘o

In wvoorden luidt nu het prodlocy aldus:

Er zijn vijf srooth.den someton r. ), van r,, r; en r, veten we,
dat ze gelijk gcmaal:* moetcn ‘rordcn aan resp. Ugy V,oon W ( zie (7) ).
Volgens ( & ) betclent dit dus, dat:

Yy - -

1 Yo Ty

"ig = Vv o o- 1'2 (9)
013 = \vo - I’3

Hoe staat het echter met dc corrcctics q4 cn WS ? Voor de grootheden
Ty en rg is er geen informatic =zanvezig, iiuners de R4 en R5 komen niet
in enijerlsi botreliing voor., Dit tetekent, dat ten aanzien van r, en



f5 gean vereffening behoeft te geschieden en dat dusv?Q sn175 nul ge*V
gteld behoren te wordsn, wat dit benreft. Deze redenering ie echter
niet juist, cmdat d= », _~corvelafeerd zijn. Vij moeten in zo'n geval
de r, semen ais &én exemplasr weil een 5-- dimansioral:s wearnemingsrecks
beschouven en zo hezien is 4: infornasis, neergelezd in ( 7 ), =r niet’
één, enkel voor s Tyy 1o ON T, mAET voow act gehele stel ryy, Tpy cony
, r5. Tcgenower de informstie staa’ nst comwalete stel der T als één
seheel, als cen aindividw ‘¢ o o=uistisehe teal ). EHos co 1:'1‘r en r5 zullen
veranderen als de Ty o SR T, vereiicrinren onder_ aan, is nist te zeg-

"

sen. Vagt stazt, aab, z2is er corrslatic is, zi] &t rtelligz zullen moe-

- by . . -~ wm. AP R | g a o h PRUSON P - ~ - R, L
ten doan, lmmers correlatic tusien kaimeriIian besegent julst, dat het

ene keanrexk het ender: rzinviocdh, de wotern cchier ook. dat, als er
geen correla 5 tues:n Ao Fonae: ding is. e
mozern dis arlzen vesludves Tonro, o= 2 waarnemingen
T, €13, (ngecour 3 alsn e . T4 S oen r3,
hetgeon hetillicny, lat den

< 24 - .

;r = G = r =

[ PN TR
(S9! GV L e T = O

noaten zZijn. Fer i nu aoliy, Na 8 1ati. oF oatn acze voortaarden kan

worder voldaan. oocaoclyover LUdAor ooy

[

. =5
G o a, V.S 4 asess 402 Vm;'5 = C ( 10 )

= d . :)
0 * S~
67 = et e e b BT = 0
R S R (11 )
_ = 0
- 35 N AT ! EEEE 00 :JES O
' P
Lot Cer wtellen o ovoby oot dorhialyve aan dezelfde drie lineai-
ne, OWOEENe V'ruch;,‘-n' vowclunen, wen il 2i) btovendien moeten vol-
doen aan de eig,met d¢ steilom oo, v, 20 v, oo cen stelsel lineair on--

afhanlzel Ljke “rangt vnaciciool oo 4 ) we voercn,
JiG montern w 2snt ot o dat oo lnderizod mogelijx is, de stellen
2, en v, o» de pooncnr oV L0 me s bozer s Daearvocr malten we gee-

[ Lo Uhels oo v T homo2cne lincair  onafhanke-
lijke vergeoijiriazen 2o o vormnderdijon, hoeth precice n - b stellen

lincair ongllark:liike ollosirgon ( zic nicrvoor b.v. BOocher, Intro-
duction tc¢ higiwr algchra, Clooo o 102 .

I zijn dus inderdand 2 scollon onlossangea van de vergelijkingens
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L1 55 _
X.!ur,, + s % e B @ + X5u5g55 - O

AT 255 _
'Y:qv_tq‘tl‘ T s aee e x5v5u5§ - O ( 12 )
us..]\’v_t: 4+ ¢ a e 30 ‘)‘\ XS‘(Sg = 0

t8 vinden, dic w¢ dan voorszstcld lLicbben door de a; en de bi, waar-
ven we dan nu tcvens weten, dat 2o lincair onafhenkelijk zijn. Wij
moeten nu nog nagaan of d: vergelijlbingen ( 4 ) wel lincair onaf-
hanlkelijk zijn. Nu ziin dec screste dric daarvan onafhankelijk, omdat
dit tot de oncerstelling van h:t »roblecm behoorde., Jij zuilen nu
eaerst asntonen, dat de vierde voro_ olijling nict afhankelijk kan zijn
van Gz dric voorafzaande. In het [ cval van de afhenkeli jitheid zou
men moeten hebdben

a.~—A‘1 >/¢v + Q\H.
waarin «L, 4t en Vv niet alle drie tegelijic nul zouden moeten zijn.
‘e zouden dan moeten hodben:
g% =xe!t s e’ Vel =0
¢t =xc’? L we? s Ve =0
e* =ag!3 +/A4G23 « veBd=o

1]

Nu is, omdat de Gik

cofactor:n zijn van cen stelsel onafhankelijke
arootheden ( hier ryy Tp €0 Ty » d¢ determinant, waarvan deze cofac-
toren de clementen zijn, nict nul ( zie blz.62 en 63 ). De vergelij-
kingen hebben dus geen oplossing, wearbij nict één van ds verander-
lijken nict nul is. Dc¢ vierde v or;-lijkin, ven het stelsel ( 4 ) is
dus niet afhankelijk van dc¢ vooraf_aande.

Op analoje wijze toont men aan, dat de vijfde vergelijking even-
min afhankelijk kai zijn van de cerste drie.

Men zou nu nog kunnen hebdbben, dat

= .Au T/uv o w‘ + Kai

Dan ordt
§15 226! . wel? . yehd 6
625 =461 4+ wg?? . 96?3 =0
P axe!d s e?d L 9633 =0
645 - KG44 - G45

Uit de cerste driec vergeli jkingen volgt weer

A= pe= s
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Er zou dan blijven

: » bi=¥(ai

en dit is uit esloten, omdat de stellen ay en‘bi juist zo geliozen waren,f

dat zij onafhenltelijl zijn. :
Ne. d¢it onderzoes mozsn 'ij dus ocoannenen, dat het inderdaad megelijk

is, de a, en b, te kiezen, zodaniy, dat voldaan is asn ( 10 ) en (11)

en het stelsel ( 4 ) wit onderling onafhanlkelijlke vergelijkingen bestaat

Ve mogen dus nu concluderenvi4 = enY?B = 0, zodat we voor de bepaling

van de 21 volsens (6 ) en (9 ) hebhen sekregen:

u1€1 LT P Ustg =t

u
VeEp o vobs v v5£5 =t g (137)
We€y v by e v Vel = T )
a &y @ ;252 G eeeae o a5£5 = 0 )

(14)

it

b1€1 i 0222 - s e se s WV bljiﬁj U
De l:dcn tu’

y door in de tweede leden van
(9) yy Ty en Ty te vervan_en ¢oor hun wasrden uit ( 5 ) en te letten
b

e
op de unfinitie van % enz. voljens (2 ). Neast ( 13 ) en ( 14 ) hebben
we nog { 10 ) en { 11 ) els vetreliliingen voor a;
healde stelling uit de alzebre tan in omzeieerde zin worden toegepast.

tv en t_ siia verkregen

en bi' De bovenaange-

De gtellen a; en bi waren de lineair onafhanielijlke oplossingen van de
vergelijkingen ( 12 ). Oagekeerd zijgn dezz vergelijkingen 3 onafhanke-
1lijke wvergelijkingen, wazrac: dz bside stellen a; en by voldoen. Er zijn er
niet meer en niet minder dan drie. liceten de stellen a; en bi ook nog
voldoen zaun esn vergelijhing nest eoéfficiénten.gi, waarvan de beide ver-
selijkingen ( 14 ) de uitdrwiring zijn, deon neeten de co&fficiénten de--
zer laatste betrekliing lineair alfhanlielijlk zijn van de coéfficiénten van

( 12 ), dus zal men moeten hsbben:

RN N 11
51 = g uTKu - g v1hv o W1KW
22, .- - 222 o
52 = 5 uzhu e vehv - 3 wﬁhw

(15)

2 8 @ ® & @ ¢ B O 9 @ OO OB A E S OGO ST O L OO S B S G

>4
w29

= g 20, x

}F 4 5 S’v I' | -,

shg T E T Vghy TS 5

waarin dan K, KV en K cotfficiénten zijn, die kunnen worden berekend
door gsebruil: te maken van de vergelijlingen ( 13 ). Substitueert men de
Ei volgens ( 15 ) in ( 13 ) dan ontstaan, lettend op ( 7a ) en ( Tb ),

U

i)
A\
i
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My, . 12 13, _
¢K, ¢ 6TE, ¢ 6K, =t

k¥ 3
12, . .22 23,
6K, + G KV+G3KW~.*&V ( 16 )
3 623 . w33
Lr T el C Jlxv, ( G' K\,f — t,vv

waarmee het gjezochte verefienin s voorschrift verkregen is, hetwelk dan
tirgen (15 ) en ( 16 ). Het afgeleide voor-

neergelasd is in de verpeli
schrift geldt voor ongecorrelatosrde waarnemingen.

Samenvattend is de gang van zalizn aldus: -
Uityaande van de segeven Letrakliingen (1 ) en de cofactoren gll worden
de zecorrigesrde waarnemingan in ( 1 ) gesubstitueerd en de vergelijkin-
gen { 2 ) afgeleaid. Daarna worden de vergelijkingen (. 15 ) opsesteld,
waarna de aldus verkresen uitdrulliingen voor de Ei wvorden gesubstitueerd
in ( 2 ). Dan zijn de vergelijkingen ( 16 ) verkregen, waaruit Ko Ko
en Kw worden opzelost en voloens ( 15 ) de waarden der €i worden bere-
kend.

Ko K, en K heten correlaten , de vergelijkingen ( 15 ) noemt men
de corrslatenvergelijkingen en de vergelijkingen ( 16 ) de normaalverge-
1i jkingen., Het verefieningsvoarschrift zell heet de methade der kleinste
vierkanten.

Qomerlcing 1.

De coéfficiénten van de normezalverzelijkingen zijn de cofactoren
van de bekende leden tu’ tv en t_. Immers tu = U
blijkt, dat de cofactoreﬁ?%u, tv en G dezelfde zijn als die van Tys
r, en r3.

Qonmerking 2.

~- Ty enz., waaruit

Als de betrelkingen ( 1 ) lincair onafhankelijk zijn is de hoofd-
determinant van de normaalvergelijkingen niet nul en zijn deze dus sgsteeds
oplosbaar. Ty, Ty en r3 zijn dan nl. onafhankelijk, waarna uit de theo-
rie op blz. 62 en 6 het gestelde volgt.

Opmerking 3.

Ofschoon de afleidiang hier doorgevoerd is voor 5 waerneningen en

drie betrelltingen is het duidelijlz, dat deze _eheel analoog zou verlo-
pen voor een willeckewrig asantal ( n ) waarneningen en een willelieurig
aantal ( b ) betrellkingen ( b<<n ). Wij krijgen dan b correlaten en b
normazlvergelijkingen ( 16 ). In de cor-elatenvergelijkingen ( 15 ) ko-
men natuurlijk ook elle correlaten vcor.,

Qpueriing 4.

Omdat de methode van de Ikleinste vierkanten voor correlatievrije
waarneningen slechts de kennis van de grootheden gli vereist en deze
evenrediy z.jn met de moduli van de waarnemingen, is het derhalve slechts

nodig, de verhouding van de modull van de waarnemingen te kennen. Dit
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is wvan belang, owmdat het wveelal genalxlzelijker is, de verhouding van de
moduli, dan deme zelf te Depalen. Zo zal, als wij van onze waarneningen
weten, dat zij onder najenoeg gelijle omstandigheden met hetzelfde in-
gtrumsntacriun zijn gecdaan en overijens bekend is, dat zij els exemplaren
van een nornale verdeling mogen worden teschouwd,het veelal geoar loofd
zijn, de oniredende cofectoren alle 1 te stellen.,

5.4. Lizenschap van de mcthodz der Lleinste vierkanten,

Volgens de vergelijkaenocen [ 19 ) van‘@i.}. heeft men, als weer

en dus

I - L@ii‘ciiﬂ. =t L+ bR+ b K (2)

De vierkunte haken zijn door Gauss Ingevoerd om een som aan te geveni
Hier gaet de sommatie over i van 1 tot n. Je zullen aantonen, dat E een
minimum is d.w.z. dat voor alle mo elijke stzllen Ei, die we, ter on-
derscheiding met het voliens et vereffeningsvoorschrift bepaalde‘qi;
aan zullzn duider met &i, diz an 5.3.--/2) voldoen, dus waarvoor

ﬂi}:
Wl}t (3)

“' -
‘{ rh_ _}: Vw

T"—‘1

r"“l““'“l
b

geldt: -

Nu is, omdat

[giiqiqi] = [giif‘iaiJ T )} ¥ [511 My = &)y - Eiﬂ
(4)

Nu is de micdelste term in het tweede 1lid nul, hetgeen blijkt, ale
we ar de uitdrukiziigen volgens ( ' ) der £. in substitueren. Ve krijgen
dan



Ha is, oudat

S B
e AL T S VI
volgsns ( 3 ) , - N 1

T

Zo zmiin ook de codifici&nten ven K en K nul en is dus inderdaad
3 VW

—

; ‘ 7
S T R I
i Dl:v \q‘}l u-'- )J O

22 derde tern in het tweed: 114 van ( 4 ) ls sheeds

:

nogitief, dus is

T

i)

¢

hiermse %Yewegzer, dat 5

T . r

bogy e S & t

Q‘$1;.LL71 oo el 171
ffen

Azil de mininun eigenschav denlit het vereffeningsproces zijn naam,

O
want 2le de £ alle 1 zin. words lw.  E.5.
S5 g o137 ]
e
I L.:’LI
T

er dit is dan een som ver kwadraten. Faitelijk zou de methode dus moeten
netens ' de methode van de Lleinste som van vierkanten . Men gebruikt
schteir de naam: ¥ methode der Ilecinsgte vierlkanten .

Onzexesrd volgt uit de cie, dat B cer minimum moet 2zljn, het afge-
leide verefleningsvoorscnrift Wij gaan Jdaartoe weer uit van (4 ).
g voldoen aan [ 4 ) en de & Aasn esn overeenkomstig stelsel. Is nu de
middelste term in hes tweede 14d van ( 4 ) nul voor glk Naardestelvzi,

dat aan ( 3 ) voldost, dan is. zoamls we gesien hebben, giigiﬁi een mi~
nimum. Deze eig 1le dus volicoence. Dot de els ook noodzeXelijk is, kan

zle volgs worden aznygetoond, Stal

i
3\
(r.

Len ste]_t; voldoet Jan ool aan een stel vergelijkingsn als (3 ) voor
elk W&id van £, e kebben dan

r " N -
S ey ‘1 o o , FoN \ 2 . o< ?
;f,”l_,_b‘l?»l | = bi.ihi W F l"', i 1N "/7-; - ) - (3 gll (7/1 "ul) (Y/i '—5

-—l e : —l . o T »

e kunnen nu (< altljd o Ilein uenkcn, dat de laatste term ult het tweede

lid verwaarloosd mag worden tegenover de afiders termen., '

IS nu
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den nemen we [~ negatief en dan is

[Sii;:;ik:j“‘] <[311?7;i€i J ‘ ’ (5)

dan kan [~ positief renomsn vorden, waarmee wen eveneens tot { 5 ) komt.

k{‘

Is dearentenen

In beide _=vallen dus Zzan ggié; gg geen minimum zijn. Dit ken alleen
-l ke =
zich voordoen als inderdaad

[31151 (= ﬂz 0
of -
[gii’-’“—i"fi ]"' L“’l'll 'i] (6)

voor glle waardestellenv),, dis aan ( 3 ) voldoen.

N2

i

Dan =chter moeten de coé&fficiénten van deﬁ} in ( 6 ) lineair afhan-—

relijk zijn van die ven ( 3 ), dus .
33101 = Wy v vk v oKy
of Es o= g%% ( w K o+ Ko+ WK )
e ‘ Eﬁiﬁifﬂz uKu + tVKV * tWKW C7)

waarmee haet serder afgelelide voorschrift opnieuw verlkregen is,
Opmerking.

Bij de oplossing van practische vraagstukken verdient het aanbeve-
i &iéi]te berelenen eenmaal uit de &i zelf, een tweede maal vol-
aens (7 ). Dit is een waardevolle contrdle op het rekenwerk.

5.5. Mesetkundige iliustratie van de methode der kleinste vierkanten.

laten we zannemen, dat er 3 waar te nemen grootheden Pi zijn en 2
betrekizingen.

u1P1 + uyPy + u3:3 = u, g
. . ) 1)
V',]_t 1 - V2J. ) - V3P3 = VO )

>

De waarnemingen zijn Dy en de bijbshorende cofactoren gll, Wij nemen nu
. . N 5ex] . .
een rechthoekisy assensysteen aah%umgﬁ)maateenheden op de assen, gelijk

aan . Als dan x5 de coordinaten van een punt zijn, geldt voor de af-

&11
stand 1 van dit punt tot de oorsvurong

2 fonnd » N W U s ~r
1" = B11X1% + 8ooXoH, g33x3x3 ( 2)

De betreklkingen ( 1 ) bepalen elk een nlat vlal. Ilaat a daarvan de snij-
lijn zijn, Is verder G het punt met de colbrdinaten Py ( G wordt het " ge-
meten " punt genoemd ), dan zal in het algemeen G niet op a liggen, om-—

dat de Py in et algemeen niet aan ( 1 ) zullen voldoen.



Vij corrigeren nu de Py ellk net sen bedrag Ei‘ Het punt V, waarvan

de codrdinaten by £. zijn, zal oy a moeten ligzen, omdat de gecorri-

i
seerde vaarneninsen wel san ( 1 ) moeten voldcen. ( V noenen we het

" yereffende‘punt ). Di{ pun® V nu moet zo jekozen worden, dat

811‘31 E@ + 32252&2 + 8335363 ( 3 )
minimasl is. Ondat deéﬁi de codrndineatverschillen zijn van de punten
G en V stelt,in verbend met { 2 ), ( 3 ) het kwadraat van de afstand
GV voor. Januneer deze afstand minimum moet zijn, met V het voetpunt
zijn van de loodlijn uit G op a nesergelaten.

Is er één betreklking in plaats van twee, den is de meetkundige
plaats van V een plat vlalr en moet uit G de loodlijn op dit platte
vlak neergelaten worden.

Als er meer den drie vaernsningen zijn missen we de mogelijkheid
van een mesthundize voorst=lling, nmaar +ij kunnen in een meetkundige
terminologie blijven syrelisn, Bij vijf waarneningen en drie betrekkin--
gen geeft iedere betrekliing in de 5- dimensionale werkruimte een R4
( een ruinte van 4 afmetingen ). De 3 R4’s doorsnijden ellraar volgens
een RZ’ een plat vlak dus. De 5 waesrnemingen Py bepalen weer liet geme-
ten punt, waaruit we de loodlijn op het snijvlak ( de R2 ) moeten neer-
laten., De afpeleide foruules van de methode der kleinste vierkanten ge-
ven dan de oplossing van dit 5- cdimensionale meetkundige probleem,

Het kan in bYepaalde evallen ven gemak zijn, aan dit meetkundige
beeld te denlen.

5.6. Algemene afleiding van de methode der kleinste vierkanten. Gecor-

-

relateerde vaarnemingen.

e zullen gebrulk aelren ven de notatie van de " Ricei- rekening *.
De gzegeven betreliliinzen zijn

i
u, PTo=oug (1)



- 89 -

De index i, eventueel k, 1, m, doorloopt de rangnummers 1 tot n.
EBr zijn dus n grootheden P, De index £, en de gelijksoortige &, T, num-
meren de betrekiingen. Zij lopen van 1 tot b ( b <n ). We onderstellen,
dat de vergelijkingen ( 1 ) onafhankelijk.zijnvae waarnemingen zijn
pi, hun correcties Ei enl hun cofactoren glk,'waarbij we nu hebben, dat
de gik met ongelijke index niet nul zijn, althans niet alle. De pl kun -
nen dus zecorrelateerd zijn. e volgen seheel dezelfde gedachtengang
als bij de afleiding van het vereffeningsvoorschrift voor correlatie-
vrije waarnemingen.

De zecorrigeerde waarnemingen moeten aan ( 1 ) voldoen, dus

« i ' 1 _ &
w, (p7 487 ) = ug
of y . :
uggl = ug\« ugpl — ( 2)

. R . . o . 1
waarin de £ weer de tesenspralken zijn. Ve onderwerpen de P~ aan de

lineaire transformatie

£t = r” (3)
gl o Y (4)

~y

De index o, even*bueel/ﬁ9 , doorloont de rangnummers b+1 tot n.

Voor de waarnemingen levert de transformatie

ugpi = pf ( 5)
Wt = (6)
Trekken we ( 5 ) van ( 3 ) en ( 6 ) van ( 4 ) af, dan hebben we nog
S : P ,
el = R - 2% = 7 (7))
e 1 X
bl = R~ ¥ =7 (8)

o S a : r~ S oA
De rf>en r zijn de "waarnemingen" voor de R en de R ,qujen 77

hun correcties.
|O & - 3
De cofactoren der r' en r berekenen we met de voortplantingswed
uit ( 5 ) en ( 6 ).

Zr zijn drie soorten

PE _ ik P &
G o=y
G'oﬁ = gikuf.;b/%

ik

o ik %R
G =g bibk

We kiegzen nu de b? zo, dat het stel grootheden rd‘enerzijds en het stel
rﬁ’anderzijds correlatievri]j zijn. Daarvoar moet gezorgd worden, dat de
cofactoren Gﬁpznﬂ_worden. Dus moeten volgere (5 ) en ( 6 ) de b? vol-—
doen aan: '

ik

off giku‘:)b[az 0 (9)
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Volgens de in§ 5.3. Jenoence stelling uit de algebra is het moge-
1lijk, n - b stellen b'l’; Ye vinden, die lineair onafhankelijk zijn, waar-
bij el stel aan deze b varzeli kingen ( 9 ) voldoet. Wij moeten nu
nog aantonen, dat deze stellen b? net de ug voeren tot een lineair on-
afhankeli jk stelsel transformatieformules ( 3 ), ( 4 ). Afhankelijk-
fhieid zou bestaan als

waarin niet alle }V’e?/ﬁ“’ 2wl zijin., Dan zou ook

il f" ¥ ik, > &
A2 1A 5377bou, =
. e L OMNS TiTk
0
s L85
P-//JL((: = U ( 10 )
en -
. o n
,;\.9 ‘Wl? Wb > S -l bcji"“\“ = U
i SokoLe- 17k
of
) CAC‘
karﬁ + ey G I'= 0 (11)
Wegens (9 ) reduceren ( 10 ) en ( 11 ) zzch {ot
k.3
.,lf)c; = 0 (12)
%A
en S G =0 (13)

( 12 ) is een stelszl varn b nomosene lineaire vergelijkingen in de b
codfficiénten ).P. De determincnt van dit stelsel is niet nul, omdat het
stelsel ( 3 ) onafhankeliijk is ( gezeven ). ( 13 ) is een stelsel van
(n-9o )/"veranderllgxs.en,u, , waarvan de determinant ook niet nul is,
ondat we de b in (4 ) ,,o }Lonuoh X’ezen, det vok dit stelsel onafhan--
2elijk was., *.'.’e sien dus, dat noch (| 12 ), noch ( 13 ) esn oplossing
kunnen nhebdben, waarbij niet alle *.6. en L, nul zijn. Hiermee is dan de
onafhanteli jkheid ven dc sransformatieformules ( 3 ) en ( 4 ) aange-
toond.

in de nieuwe veranderli jlen luid{ nu het vrasgstuk als volgt:
Voor de n grootheden R en R® vestear de betreklzingen

[ IS
Te! - -
it Uy
( volgen uit ( 2 ) en { 1 )). D: vazrnemingen zijn rfP en r%, hun

correcties’q"en n “ en un cofictoren:

-
1 o~ o~
/ lome.ene ver
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Vullen we de pscorrigsecerde waarncuingen in de betrekkingen in, dan krij-
(] O - O 3

gen we

,WF::qu.rP : ( 14 )

0
A . Ce e £ - % . . .
Omdat de r correlatievrij zijn met de r' en de R niet in de betrekkin-—
. o . . .
sen voorlkomen, waardoor dus de r buiten de vereffening vallen, is:
A

Volgens ( 13 ) en ( 7 ) is dus
| ucfé = uf7~ 3:'(‘D
i 0
of in verbend met ( 2 ) en ( 5 )
(ST o

w £ = 4" (16 )
en volgens ( 14 ) en ( & ) ‘

b?g? =0 | ( 17 )

. i
Om vuit ( 15 ) en ( 15 ) de & on te lossen, bedenken we, dat de b?
n - b onafhankelijke oplossingen waren, zoals ( 9 ) aangeeft, van de b
homogene vergeli jkingen in de Cy

3 U..k_Ci = 0 ( 18 )
* onafhankeli jle
Ongekeerd zijn deze vergelijlkingen precies de b”vergelijkingen, waar de

et s

bi aan voldoen. loeten de bg nu ook nog aan de homogene vergelijking ( 16
voldoen, dan moet deze laatste lincair afhankelijk zijn ven de b verge-
1ijkingen ( 17 ), dus

i ik
£ = g u ke ( 19 )

wearmee de correlatenverzelijkkingen verkregen zijn.
. . . i,
Substitueren we deze uitdrukkingen voor de £ in ( 15 ), dan ont-
stean de normoelverszelijkingen
K? = 3! ( 20 )

wasrin
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~ {2 §
GF'&&:: oll\ i,{i ( 21 )
(18 ), ( 19 ) en ( 20 ) vormen het vereffeningsvoorschrift voor gecor-
relatesrde waurnewin,en. Als bijzonder seval vloeit hier natuurlijk het
eerder af eleide voorschrift voor onjecorrelateerde waarnemingen uit
voort.

Dafiniéren ws de ;rootheden Bipe Weer door

SR ¥ R |
eike Tl
Gen volgt uvit ( 15 ) A
oy gl - uflz
()11: o l'; "{"n

en wordt

O L S ‘
o= Jl}% = U.ktCL(;: = t K ( 22 )

r

Oo“ blg het vereffenin svraagstull met Jecorrclateerde wearnemingen
. . \ k
is gzeblelen, dat het voldoende iz, d¢ cofactoren gi te kennen.Van de
modull en correlaticvedrasen ltomt cderhalve het alleen op hun verhouding

aan .

5.7. Niet lincaire betrelkingen.

Zijn de betrelkliingen nist lincair, zoals tot nu toe werd ondersteld,
dan worden dsze op d¢ vol .ende wijze tot linecaire herleid.
Stel

£ ( =0

3)1’ P2, '.OOQ,Fn)
is een dzrgelijke betrelding. Substitutie hierin van de gecorrigeerde

weerneminsen geeid

f‘{( P-} +51 )y( pg *;~£,-0,), '”"’( Pn +£n>} =

Ontwilkeld in ccn recks van Taylor ontstaat hicruit:

. 2L - f
f(p-‘, pz, R NEE] ;)n)*' D)‘l::’.] “‘5—262 " LR +"'5"§n8n+

+ hogere graads tcrmen = 0

waarin de waarden van d: parti¢lc afgcleiden te berekenenzijn voor het
stel waarden Dgs Poy eecesy P De 61 zijn wveelal klein. Iaten we dus
de hogers graade tcrmen weg bij de reeksontwillieling, dan maken we wel-
iswaar een fout, maar meestal een zeer kleine. De betrekking is echter
nu lineair:uxﬁi geworden en de ontwikllelde handelwi jze voor lineaire
betrekkingen kan worden toegevast. Zijn de Ei.gevenden, dan kan men met

de oorspronkelijk geseven betrekking nagaan of de gecorrigeerde waarne
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mingen deze in voldoende mates bevredigen. Mocht dit niet
moet men te werlzs gaen volgens een iteratisproces, d.W.zZ.
stansyewl jze benadering. Jij zullen hier niet on ingaan,
bractiscihie tocpassing dit _eval zich maar uiterst zelden

zo zijn, dan
volgzens een
omdat bij de
voordoet.
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R -
HUoSDsTUE VI,

et b B AT L I Bkl e W

Te ontwiln von cs 1av1n¢€ van de methode der
_kleirest: vis voer correlotlievrije waarnemingen,-—

. s s M b s e+ e st

6.1, De_gewichlen.

Rij de afleiding van et um;zvsel van de wmethode der kleinste vier-
. e e A - ii . - . o
kanten hebbar we ds colachoren g Tpebruikt, dic evenredig waren met het
kwadraas van de modurug. Verder tradnn op ae 8“1’ omgekeerd eVdﬁfedig
met het kwadreat van de modalus. len is ﬁewoom, bij de ver

ERR]

el l uoBvVILeetlan . waarhij de waarnemingsn ongecorreleerd zijn,

3

alleen t2 benigen d2 geviechten 8y Teavoudigheidshalve gschrijft men
dan 8 in welks rnotatic eohver het karaxter dezer groot heden minder
juist itlkoat. ‘

flen =selrijft dos { 2e bovenindex is een exponenrt )

FQ .
. Ak & » o
Sl v - m .tz '.)L .
/1
SRy -~

waadln wi ce nodulas van de vaarnaning by is =n 84 het bijbehorende
gewlehy . Anders geschirerer 1o
2 S i 2, o o1
, _.‘ - //\ . 2 o l EC IR T R /ﬂ/_,n ° - /J\ ° 1
d :')1 ;of\ s &, .
< n

Blijkens deze aaneesuzeschaliel le evenwredi

>~
>~
e
c9Q
.
¢
¥
'
i

neic is/ﬁxop te vatten als de
modulus van die waarncuing, cie = el gelozer egysteem van gewichten
het gewicht 1 zou verkrijgen.

6.2, Standasrdvrazzsvul I.

id iz ir.§5.3,, waar het beginsel

2

De vorm, woarin ket nrobleen Zeste
eiTening ward aigeleid, noemen we standaard-

van de nethcde voor de ver
vraagstult I. Sswenveivend haddan we daar het volgende.

Gegeven de betrellingezi

At =25
LL :'.\.1 U. ,-\.:',, ) o e 0 0 n - .”. P = u
171 7 3 n n 0
Py VP, v Leeee + VP =V

s ' » .
gl } PPN T c e 0 9
1 2 2

tusgen de Se meton groovthnacn 2., 2n de weairnzmingen pi met hun gewich-

ten g4

Gevra

— o o

34 de correcties
Oolossing. Suvsvtituser G in de be-

trekklngen en peveken de
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S < . - -
w,Ey + Upp + roeen + W& = U [:uipi} t,
C - 1 ;—:h—- = )
Vi€ + Volp s + VL E =V t_viﬁi} t (1]
WiEq + WQEQ Foaiees W B =W~ [Wipi} =t
De correcties zijn
g€ = WK, v K+ wK (2)

Dit zijn de correlatenvergelijkinzen., De gi hieruit, gesubstitueerd in
1 ), levert de normasalvergelijkingen

T uLu, ] v, T W, W,
Ll +)-22lx +l-2En =4
~ L'u' e V ~ - “v‘:{ u
e T L =i ) v i
© v, ”vivi v,
R-SU T I O N O A 1D T T I R § (g =
- : ; v T W Ty (3)
z : - - - -
LW, . W, VLN
ul 1 i 1 1 T xi 1 - -
Rttt SV —= ey S ¥ (U =t
g u o . W W
1 bt “i
en ten slotte
R P O R
= {ul“lblj ‘utu A Kv v Kwtw (4)

#1J zijn hier uitgegaan van lineaire betreldtingen. Hoe te handelen
voor het geval ze niet lincair zijn, is aangegeven in §§5.7. Het komt dik-
wijls voor, dat men geinteresseerd is in een grootheid, die een functie
is van de vereffende waarnemiagen. W1j nemen deze functie eerst lineair
en stellen

/A\= 11P1 + 12P2 ¥ aesse *+ lnPn

De waarde van deze grootheid vinden we door voor de Pi de vereffende waar-

neningen p

Dy +«Ei te substitueren, dus

/ﬂ\ = 11 ( Dy i1 ) + l2 ( P, 52 )+ eeeee ln( 2, + & )

. (5)
Meestal zal nen dan ook de modulus van/\\wensen te kennen. Wij zullen
hiervoor twee afleidincen geven.

Afleiding 1.

Bij dit en soortgelijlke problemen komt het bereienen van de modulus
van een functie van de waarnemingen ne:zr op het berekenen van de cofactor
van Ge srootheid in kwestie en wel in het systeem van cofactoren en dus
van de jgewichten, die aan het verelfeningsprobleem, waarasn de waarnemin-
sen werd:n onderworpen, ten grondslag is gelezd. De cofactor, vermenigvul-
digd met 2, levert den het kwadraat van de gezochte middelbare fout op.
Men zie § 4.5.

De coéfficiénten van de normaalvergzeli jkingen zijn de cofactoren van

i



i'de bekende leden tu* tv, tw ( Opmeriing 1,§5. 3. ). 7ij hebben dus

. » s

- )

u. .,
P i7i
tu,”fu = -

Lo Bi

Cw. v, |
_tw..-_.%. _ i j_
u! v 7 g

Lo
enz.

waarbij wij dus met de gotreep boven twee door een komma gescheiden srootb-
heden hun cofactor hebben aan,egeven.

Ilet de normaalvergelijliingen hebben we nu
ot — b., o . — -
S0 Yivy 43y i
T Sle | e F e ITTTTTE = T =
z Ku’w?u N K:;’ ‘%u T Sw? tu S “u g
e “i - PL | ~1i
- . ~ N - - -
w,v V.V, v, W, u, V.
i1 | e S y o mam - i'i
NERE L ot TN B b quuat R P § alvanr - e
. u u g v U T W v u -
b ol et Yo i - - ui - o~ oi =~
fu.w, 7 LA W, W 0L W
T T ii ] R R - g id
1= gt tu "g"“‘ v qu "',“g SR T o=t u - s
i. él = - l o i. l wd e i J
waarult direct wvolgt
—— J— ﬂ — _
I&u’ u R 1 ¥ .U.V_, u O ¥ KV‘,’ .—.Eu — o
Op geheel analoge manier leiden we af
Ku, tv =0 K:J, -EV =1, Koo 'tv =0
en
IL‘U.’ EW = O ¥ K‘V’ 1E-W' = O ¢ K .9 EV" = 1
Opnieuw de normaalverjzelijliincen gebruikend, is verder
Uity Py i | -
s BTOR  — N P e TR ) =
o ‘t u’ ku’ r & r K“v i cr “*uir\‘yg Tu? ¥u !
_ L L L e
ERA — RAATS v Wi“ .
&, £ { or .
_ gl | i s.ivl “4 L ul )
U, RAN WiW, ’
T e N =TT =K T =
’"j f&.u T u i . ; i -\u’ H Y’f + N k.u (] L\‘V u 9 ‘w? O
| 51 81 LS

Zen analooy gtelsel van 3 vergeli jkingen kunnen we afleiden voor K'u_,—l{v
R’;’,"K’v en ;"f;;"fw , waarvan de bekende leden in opvolging 0, 1, 0 zijn
en een derde stel in I’{;’;‘"‘K’w, TJ,K{ en m&v met bekende leden 0, 0, 1.
Vergelijken we de situatie hier met de stelsels vergelijkingen ( 2 ),
(3),(4),(5)en (6 ) van B 4.1., dan zien we, dat, als het

gtelsel
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i

Quutu N qutv
Qvutu * vitv
Q

thtu

i

"

b7l
s
v

de oplossing van de normaalver_elijkingen

w’vtv

+ Quby
* Uty
- Q&fk't\"v'

seeft, dat we moeten hebben

(6)

[ — L aad - N -1
Bty PV M5V
—— + |- ( + =t =1
. Quu v 1uv B Quw
s [ 03
L 1 Lo L
‘ - ! 3 =
w, v, fv.v. | V.V,
i1 PR ) ii =0
B Quu b qu N |z Quw -
L <4 | 3 S5 ! v o4 B
U_‘.‘u ._ ! V'\[~l X ‘1’\-",
15 R I =
B Cap N G 7 N Qs 0
) ©f | N o4 -f | 4
en nog tivee enaloge steleels, waaruit volgt
v A
Quu B U V1
0 = = L—HVK
“uv Qug = by By
0 = 8 = | -
e wu T tu?
enz.

m.s.w. 49¢ cofactoren van de correlaten zi

jn de co&fficiénten van de be-

kende termen in de oplossing van d

e normaalverzelijkingen.

Wij gaan nu verder rekenen. Volgens ( 2 ) is
.., T, = u K T + v, K t. + w. X Tt = u,
8380 Ty = Uy by T v vy R Ty i B fu T
Ouwdat
= —— . D,
Ty = Y [91‘1]
is - ) uy
Fir 'y
&5
Uit heide resultaten volgt .
hHELY,E =
("'l \u.l ), .FL; O .
Zo is ook
Up, & T, ¢, =0
T
Uy =5 70t =0
Dus een zecorrigeerde wazinmenin; -8 niet zgecorrelateerd met de tegenspra-
ken. Met het oog op ( 6 ) is voorts
Y R = Deo 3 +
Tpi"s...lTr u Quur‘:Dl"Ei)a u+qu.(-pi+Ei ) tv
+ + ¥ =
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5N evenzo

o d N ) o 1 S i ’r‘l_»\ + -

: Uy ey Tl =0 Tay v 70K =0
Op analoge wijze is dan volgens ( 2 ) ook

L ons o+

Pyt ey Jrgp =0

of in woorden:

alle sroothaeden van de sroep secorrigeerde waarnemingen enerzijds en
alle grootheden van de groep corrccties anderzijds, zijn onderling corre-—
latievrij. Den is echter ool een lineaire Tunctie van de grootheden van
de eergte groen correlatievrij met een lineaire funectie van de groot heden
dus

" 2 " o—————————n e

van de andere groep,

van de cofactor A, =zie ( 5 ) , gemaxkelijk geschie-

(7))

Nu kan de vereiiening

den. e e e e -
Ay A= (1 (g + &) )},“1i(pi+£i )}
SR TS T AT T O s T T
- "iln"] B {11"J + L‘llt,;‘ ‘,Tf;p;]—
of omdat volgens ( 7 )
o T T AT T - o

. W 8 M . S s B A G W ke s e

AN n .
Ny hELsPs g {‘lipi]

)T

(8)

Om de tiweede term in hat tueede 1id te berelienen moeten we uitgaan
van ( 2 ). 7e hebben
L muili} . [mvﬁliA‘P wily
t\li(,@i‘ = t.““-‘ hd + *-n ~ l;’nv + -;~ - I{W
Of o «)i J ‘a bl _.j \)i R
{llgi]z Bty + B ¢ By
dus

Llici] ! [licj] = BuBaQuu + 2 Bququ + 2 BquQuw *

+ 2 Evava 4

Deze uitdarukiiing lkunnen

A

.
BVD

Q

NAAY

¥ BW BWQWW

we symoolisch schrijven door een groot heid als

Q,, te schrijven als Q,.Q,. De Q uet fén index is dan een symbool en geen

al_ebraische
algebraische

grootueid. Het product van twee zulke symbolen levert pas een

grootheid. Ve kri

ey
e

en dan

-

B& ][

L \ 2
i“i] = (O ByQ, + BQy + ByQy )
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. eerste term in het tweede 1id van ( 8 ) berekenen we eenvoudig door
de voortplantingswet, ‘e vinden

e e | 1,1
. _ 173

(B2 |0 [ = | = }
i

&

waarmee het eindresultasat wordt ~ J
r
ANTAT ili 2
/\ :/\ =07 - ( BuQu + BVQV * BWQW ) (9)

Jenst men de modulus van /\te Zennen, dan geschiedt de berellening
dazrvan eenvoudig door de gzevonden cofactor met de evenredijheidsiactor

A A
o A Y fe LA
,// A N Ny ; S
. (/ /

,u,/u,te vermenigvuldigen.
v" /

Zijn er meercere grootheden /\ vij het probleenn betrokken, b.v.

\ i
AN [1&“1} (10)
2 [.2-
: {1:1&"1;1 (11 )
dan ltan het zijn, dat men de cofactor /\ ,/\2 moet weten. Om daze te

berekenen kan men de eenvoudize kunst reep toepassen en eerst opschrij-
A2
ven /ij,/\J als
3 / \ 2
ACIVAUNVARE (12 )

en het resultaat naderhand solitsen. Vol,ens ( 10 ) en ( 11 ) is

Aﬂ ( l = ll )- _Li
we hebben dan | 1 2
w, (1, + 17 ) ~
Bi S (e e " A U\ RN
N u
i
30 _ 1 2
Bv Bv + Bv
3> = 31+ BY
Formule ( 9 ) levert
1 2v/41 2 /
s T 1.0+ 19)(1, + 1) .
3 3. (1 i’V i wl L 52 , 1
AN RVAN -—~--~Q; ?\*‘u 4 Bu)Qu- (Bv‘t‘B )Qv+
ki e [" \ 2
. ( “)1 . 32 ~ ’}.
141 - “w Yy 0y
‘ S 1. 4
= ok .l,...... - ( B1Q - ‘31Q . B1,\ )2 +
. u*u viv T Twtw
i
. 2“_33;3_;13 as 2 (311 + 3l « mla. )( B2 + B2 +m2
- Laty t VQV ' Bw W uQu * va * WQW)"'
:12;‘? )
e S S 2 2 2 2
* 3 - BQu * Bydy *+ BIQ ) (13)
- i -
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Vﬁlg@ns ( 12 ) moet

AN =N AT Lo AT LA A
Zodat we door ver_elijting met ( 13 ) direcet vinden

SEN— 111&

T A2 ! . RN D Y 2l meA . - ;
NN “f Q&.,T‘,_J ( et By B )O3, + 37 v 3%y
oo’ gyiboliscl Jesc maven.

Allem&in;_?,

1) Leen weer uit ven ( 5 ), warrin we de Ei vol,ens ( 2 ) substitu-
gren. Izt rcanltect is

&’l.u,“l 1.ov. 1.,
‘A\ = T . _L L . ,l, .l T - ...._:E_ X N
! I U , L . v T aYs
N \"..:. ‘é n \.JJL B L_. \.;l
of als e weer stellen
‘ Rty
A EE:]
3
<

y ( 14)

°i
1.V, '

TR

‘ = 3,
©i

A [1191] + BT, + B0, + BI ( 15 )

HMu .10eten we nog Ge correlaten hierin vervengen doq hun uitdruldkin-
sen in tu, tv en tw' e doen dit door de op nul herleide normaalvergelij-
kinen ( 3 ) achtzreenvolsens te verneni_vuldien met Lu’ Lv en Lw en ze
wan &7 te trelken van ( 15 ). In de Lounende uitdrukl:ing stellen we dan
de coifficiénten van I’ , I _ en K, nul, dus

u v
rrb o - B o o,
. u u. v, w, W,
it i'i , ii) -
e Lu O e 4 LV o ] ““w = Bu
_ =, i i gi B " e »
- - I e o -y
U, v v, V., V. W,
ii : 1 i) . ii}
AE L | L | R L, = B, ( 16 )
o (‘)i s e Ui P e h’l g
”h W 7 r.v W, | *w v
ii i i . . ii
[ ————— - . 4 Aot L . ~ s . L o B
& Lu 8. V W W
i » u)l B _ wl -

wearaee de overdrachtscoéfficiénten Ea, Lv en IMAbepaald zijn. We krijgen

/\:;: [I,ipij«& Lutu - Lv‘tv + L\‘ftw
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stten we nu on de betekenis van T, B, en t, volgens (:1 ), dan is, als

4 5% schriljven |
/\—[ "ﬁ_i N " | (17)
| ' X, = l, . L'L..il V.L — -\’;\‘,-_i _Llr ( 10)
en

; C=ul. v I - WoLw

/\13 nu res=lrecht in de p. uit_edrult, wacrdoor we volgens de voort.-
plantin gwet hebben

( Cdis zen constante ).
(

Volsiens 18 ) is
~ bt P — - “— -
Poos cls I BRY] l XL VL A,V
i i7i S T R it |- id
‘ O PSSR B S I JO [P (R RIS T
p ! IS L J u . \a o W
L CLd LoCi _ i L1 U “i
Weer volnens (18 ) is
. U w. L1 u.u 1.V u, w
e S U = e S e " S N B =
- . “u N v - W

of wet et oog op de eerste verzelijling van (16 ), lettend op de uit-
dru.oing vour Bu ult Ge cerste V@“”GllJ ing van (14 )

S| ,
a

51
Hen boe i st-op volkowen analoge wigmay dat de coéfficiénten van LV en L_V
Y
cElnce .3 nul zijn., Verder is
. _ —
o1 1.1 |w. | v, 1. w, 1
i7i | _ il 1T g i71i |- itioy
—_ ] = T R T S - U I
, ‘ Lo, u . \% o W
él o4 L.OJ &4 o4 .

G b i B L otk 2 ‘ '7:_ . l . l .
1% ] (152 . ; ;
\ . - e l . | BuLU_ Bv l"v - BWJ_.W
L ol 2 L °i

>
>
i
[
5
s
'
I
|
i
i
i

(19 )

Dit resulteat is zelijkluidend met ( 9 ), als men er slechts op let, dat

de oplogsing van het stelse 16 ) luidt, zie ( 6 ),

Iy = uBu 7t YaeBy  QuePs
Q... B + Q__B

L, uvtu Vv VWOW

Ly = QuPu ¥ Py Y
en wanneer deze waarden voor Lu, LV en LW in ( 19 ) worden ingesteld
ontstezat inderdaad ( 9 ).

Il
O
o
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» 3. Standaardvras;stul IT.

'Bij standaardvraa stuk I varen de bitrelilzingen, waarvan we er weer

drie asnnemen, toerwijl we het caotal wear e nomen grootheden weer op
5 hehhen esteld:

3 i L{. P- + ¢ 8 ¢ ¢ o e Ll—?\ = U. N
Y9 250 55 0
Valy w Voln % eeees w vgly = vy (1)

WaE. + W ?2 4 e eeas + VP =W

Dit wijn drie onafhanlkeli jke lineaire ver_eli ringen. Laat nu r,, Tos oo
see 5 Ty o£EN stel weaarden zijn, dat aan de betreklkingen voldoet, dus

W, T, + UsDr o eeoee =+ UDPr = U
171 P 575 0
Vil, + Vlr % coene = V.Ir =V
11 7 Y272 575 0
V{ T - \', ”‘, - e 0 ¢ w o b W r = V.'
159 e 575 0

o

Treilken e Geze vergelijkingon stull voor stul ven de overeenkomstige
van ( 1 ) af, dan krijcen we ‘

I
(@]

)

u, ( vyo- Ty ) - u. ( Po o~ r, ) I ug ( P5 - T )

N

-
i

v (T =g ) e vy 0 (2)

S}
i
H

5 ) B Vs ( F5 - Tg )

I

W, (P, ~r, )+ wy, (7, -1 0

1 > . | Vg ( P5 - T )

Mo

waarmee drie homogene onafhanlieli jlie lineaire verjelijkingen verkregen
giin in de 5 yrootheden Pi - T Ir zijn dus volgens de reeds eerder ge-
bruilite stelling uit de alssbra ( zie é 5.3. ) twee stellen lineair

~

Eafhankali;ke oplossin_ en van ( 2 ). .Je nocmen deze stellen

Buy By seeeyy

waarvoor dug

=
e
I
O
!
(&

£ = E'uibi
V1% [ viby ]
[

i
<

il

0 (3)
0

it

i
pu

- i
W.a,7 = 0 w. Db,
i1 i~i
Zlle andere oplossing moet dan lineair aThanliz1i jk zijn van de stellen
0] 3 n 1)
8, bl us

of
a4k 4+ by¥ 4ry =Py ( 4)
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Ae vﬁnﬁem‘op deze wijre de waar te nemen grootheden P uit gedrukt
or de parameters X en Y. Zlimineren we omgeieerd X en Y uit ( 4 ) door
1ke vergell jking (L4 ) te vernenipgvuldigen met u; en op te tellen, daar-
na met vy, Weer optellen, en et wioen ook optellen, dan krijgen we in
verband met ( 3 ) de vergelijkingsn ( 1 ) weer terug. Door ( 4 ) is het
m&tﬁematl sche nodel voorgéateld in perametergedaante, maar het is het-
zelfde model als esrst door ( 1 ) werd segeven.

Voor de Pi zijn de waarnemingen Py met de gewicuten 8; en de cor-

recties £, . De secorrigeerds waarneninsen noeten aan ( 4 ) voldoen, dus

N < =
Ao by v, o= opy O
alX - Dl ¥ ll il i ( 2 )
Deze vargelijkingen worden de correcticver eli jlkingen senoend.

Bij stendacrdvraagstur 1 hadien we afgeleid

N o v f Tr . N r
L e - — 4N - P e ‘Ii’ - I
ngl Uty 7 Vg it

Vermenigvuldigen we ell dezay ver el jkingen uet a; en tellen we de re--
smitaten sziazn, dan ontstaat

o - - u -
a.s ) = [uoa (X o+ | G+ tw,a |l
félkl il R B [Viai}‘v TiTi|w

.

-

Volgens ( 3 ) 2ijn echter de coffficiinten van de correlaten nul, dus

31&1511 = C (6 )

b

Op @Gezelfde manier leidt mea af

P@,b.é’:.]:@ C7)

Substitueren w2 nu hierin de &, voliens (5 ), dan zijn de normealvergse-

lijkingen verkregen, nl.

-

-
. - - - DV F
1&18'] X |3y3505) Y = [%1 it P4 ]

[gie&ng . E‘*bﬁxiy { )J taol

De norwealverzelijkingen vepalen de oarawmeters X en Y, waarna dan de Si

it

met ( 5 ) kunnen worden berekend. De oplossing van het standeardvraagstuk
II wordt dus gegeven door (5 ) en ( 5.
Ja o owillen theans aol eegn ugtdrukxlnﬁ afleiden voor

.

Volgens ( 9 ) is
- {: R Y } < } I PR P, -
- gi&idi.fm t“;di“iwx ul L‘“ 1~ wlgm ( Py

hetgeen “cuens (6 ) en ( ) wordt

3

4 = - [;3«“?‘1 ( pj. - ri )]

o
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oy - 37 »2 ) ( w .,:.. bl :Ci )} o L.;)i a:i < :Ql “ I‘j_ ) X:l -
o 1 ! "' Ed i 3 v

1 ait de =, velsens ( 9 ) als met behuln van ( 10 )

Ly ZOWEe

Cerelienii, van
levert bi, de practische tosnassing seén contrdle op de juistheid van het
relenwerl,

Bij Lzt reliznen hizeft men er veslael voordeel van, voor X en Y bena-

derdes waarden Xc cn YO in e voeren. .e stellen dan in ( 5 )
J

a.AX Ay = poo-a il - b.Y —r. o+ &
1 . i 0 1 0 L
Stellen we dan nog .
5, = a.¥ o .Y -1, = T, ' (11 )
wasrdoor e krijoen ols nisuws corcrectilevergze.n jkingen
AT L oAy = T B 12
a4 ;0 . ( )

dan zullen d= fi numericy kleine bedra.en zijn. Omdat de vergelijkingen
{ 11 ) oy dezelfde nenisr _c¢bouwwd zijn als ( 5 ) woeten de normaalver s-
lijkingen ( O ) overgaan in

P 7 . [ ‘"l . o
beaa, | oX - jaLalb, ~nY = | z.a.f.
(21715 1_} B !_‘1 ii! o | 2iTiTd
- - ( b b - ~ L ( 13 )
0 PNV S B oSN O "\ = {&.D.1T.
[.Lal 3} - =171 1J ad = L?l'l 1J

terwijl ( 10 ) woerdt

= 8151511 = [gififij - [Qiaj-fi‘] AX - L_L i 1] oY (14)

Bedra_cn voor ds beunaderde waarden kan men vinden door twee verge-
1ijkingen ( 5 ) ¢ nemen, daarin ds Si nul te stellen en hieruit waarden
voor &oen Y op te lo.sgen.

s
EAP)

6.4.

ctoren van de parameters vij standsardvraagstuic IT.

asetur II wébbven e analoge eigenschappen wat de
t, als bij standa dvra““@tuk I. 0ok hier zijn de co&f-
ficiénten vaen de norwealvergelijliingen het stelsel van cofactoren van
de bskende leden. Zo is veorearst

B FOC R P .

= . . .
!01 1f¢1 1P Lil - (Ul i~ 11 f 51°3 ]



%@@ﬁ%.volg@ns (11) fi en py glochts sen algebraische gzrootheld ver-
BEhillen.
Vaarba is

ES ) l’ti_&iblpl‘] = Cqiq@qDqFD] + 8985800, D iPy *+ + o848 PyPqaPy

L - s .. oy i

\\:w agb md? 31 + 32{32&2b2p2!p2 + ‘“"g*‘lazbnpzipn

‘ [T/
en omndat 1
508 = L. n DL P =0
J.Xl ¥ <1 gi & ’ il ie
wordy .

Voor cCe andere co¢fficidnten gelden analoge afleidingen

Laat nu de oplossing van de normaalverseli jkingen luiden
-
aX = 0 [Q + Qxy{.gibifij
- = - (15 )
aY = Qv*’ t 5q8 1»)0 Q;ry L:;ibifi]
.
dan is
RX AT = XX = Q.
BX, 8T = XY = Q0 = Qpy
BY VLY = YUY =q

we aebben hier nl. een zelfde situatie als bij standaardvreagstuk I,
Daar 'raren de co&fficiénten ven de correlaten in de normaalverge 1i jkingen
de cofactoren van de belkende 'leden. Daaruit volgde, dat in de oplossing
Van de normaalvergelijkingen ce co€fficicnten van de bekende leden de co-
factoren zZijn van de corrslatecn, Hicr mocten dus de ceo€fficiénten in de
oplossing van de nornaalvergelijitingen de cefactoren ven de parameters
gijn. Je hebdben hier natuurlijs ook veer de beliznde relaties tussen de
codfficiénten van ds normaalvergelijlringen en die van de oplossing ( 15 ),
te weten

r - " -
{*giaiai_}Qxx +[$i 1% Oy =
r, a ”}Q Cooa s q -0
Lei®imi | ot lei¥i%1 | xy

erl . o N h. | =
; 64%4 it}Qxy 618494 | “yy )
_ = -

oL, =

[ iblh}Qxy Peivd 1‘1Qy5 !

Wle zullen nu nog de cofactoren berekenen van grootheden, die een
functie zijn van de parameters. laat

Al = O;X + n;Y .



Volgens de voortplantinsswet ( de algemene ) is dan

.—-n«.

/<T = c;c} 5LX 4+ 2 c Y“Y + c; ; 7,v
R P N 11 1.1
= CqCq Qpy + 2 c4Co Q + CoCy ny

We kunnen hier ook de symbolische schrijfwijze benutten. e kunnen dan
schrijven

T
/\ +
= ( c.Q, c,Q )
Voor d= cofactor van een treede grootheid

) o
/\ < L oeSX

1.1; -
krijoen we een analoge uitdruliiing, tcrwijl

1

] T\J

I B e

TOAT = Copqy v 3, ), (o9, + o5 )

©.5. Digenschap van de umethode der kleinste vierkanten.

\\\\\ .o o ——

Het jebeurt dikwijls, dat bij eszn wamrnemingsproces somaige of ook
wel alle waarnemingzen worden herhazld. Het gemalkelijkst is aan te nemen
dat het model in dit gzeval gereven is in de parametergedaante ven stan-
daardvraasstuk II, dus
P

o
—
v
o
-
oS
.{
L]
-
1"

1
{ + + Irn = F
azl sz T, fg
: + + = P
anX bnY T 2,

IEat nu de eerste waarneaing 3 nasl plnoets sevonden Lhebben. We noemen de-

zZe wealnemingen p{ y pg en g;', ells met gewicht &y - Verder zijn er dan

nog de Waarnemingen p,, ng, cecaey D
[

&

n’ mwet _ewichten 8o g}’ ceceey Sy

De correctievergelijkingen zullen luiden

aqi -+ b,¥ + vy = py o+ g zew. g,

a X + oY v r, = pf + 29 "oy

a,k + byY = r, = p‘{‘w\ ={" " g,

8.2X - bQY w Ty = Do 92 n 35
- < "

e X+ b Y+, =p +&, &,
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De bijdraze van de eerste drie correctievergelijlinien tot de coéf -~

\fi;iént 8i84 1] van de noiﬁﬁqlve“"eli?king is 3 18484 j die tot blaibi
3 Sqaqby 7y die ﬁot{: bl i 3r10131 Die tot[.giai ( py =Ty )] wordt
echter .

| 551&1{( 2y = ry ) (pymry ) v (pg" -1y )}

Stellen we nu

dan gaan de laatste twee bijdragen over in

foy 2,0
3 81847 o1 3 84040y
verdoar
deze dus een vorm gekrezen hebben, geheel in overeenstemming met die

ven de bijdragen tot de sndere coéfficiénten. We krijgen deze zelfde bij-
dragen als we in plaats van de beschouwde drie correctievergelijkingen
nemen de éne '
X + cr. o=, + & gew. 3 ¢
84L& 4 b1Y Ty Py 1 gew. 3 g1

wearin den dus o, bepqald'momt,Joruen volzens (1 ). Vanneer de waarneming
niet driemaal, doch n maal herheald was, zou het zewicht in plaats van
3 g, den ng, genomen moeten worden, terwijl in plaats van ( 1 ) zou Ko-

men . |
” p:i -+ p[{ + 6 6 0 0 @ p/(‘n) -

“aren ook andere wa:rnemlngen herhazld, dan is het duidelijk, dat men deze
stuk voor stuk op dezelfde manier mag behendelen.

© Ofschoon de ej‘cﬁschap is aangetoond met behulp van standaardvraag~
stuk IT zal het duidelijk 213n, dat ditv een niet wezenlijk element van de
elmenscqap is. Imwers men kan de zaal zo zien. Eerst het rekenkundig Gemldn'
dﬁluu bespalen en het nieuwe gewicht vastsvellen, daarna standaardvraagstuk
,iI toepassen met de berelende gemiddelden als wasrnemingen. Maar dan kan

men de vereffcnlnﬁ ook uiltvoeren volgens staadaardvraarstuk I, omdat dit

w,t zelfd° probleen is, alleen in andere vorm gesteld.
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\
De techniek van de methode van de kleinste vierkanten
voor gecorrelateerde waarnemingen.

T.1. Standaardvraagstuk TI. y

De teclhmiek van de methode der kleinste vierkanten kan zeer veel
overzichteli jker dan in Hoofdstuk VI ontwiklkeld worden, onder gebruikma-~
king van de notatie van de Ricci« rekening; men kan er dan ook dieper
in doordringen. In dit hoofdstuk .zal dit geschieden.

Wij sluiten aan bij de afleidinz van het beginéel van de methode in
S5.6.

De betrekkingen waren

uf.:;pi _ 4P ik,1,m : 1 -5 n §o<n (1)

© prS T, P s 1 — b

De waarnemingen zijn pl, de correcties £ en de cofactoren der
Tgarnemningen gih, De gecorrizeerde waarnemingen moeten voldoen aan ( 1 )

cus
i i
uf( pTo+E ) = qu
of o .
LY R I
} uié_ = uo u_ip = % ( 2 )
waarin des tF) de tezenspraken zi jn,.
De afgeleide regel luidt dan
i ik Py
El = g lfukk—() . ‘ ( 3)
( de correlatenvergelijkingen ), met de normaalvergelijkingen '
7K = tF (4)
miaarin .
Y ik ! & ' .
en
o igk (o \
B—gikié = Kpt (6)

Dit waren de resultaten van £5.6. De vorm, waarin de betrekkingen
- gegeven zijn, nl. door ( 1 ), is die van het standaardvrasgstuk I. De
formules ( 2 ) tot en met ( 6 ) zeven dan de vereffening bij dit standaard—
vraagstuk aan. Voor de behandeling ven het probleem, voor het geval de
voorwaarden niet lineair zi jn, wordt verwezen naar 85.7.

Thans willen wij ons bezig houden met grootheden, die een functie
Zijn van de Pl, _welke functies wij voorlopig lineair aannemen en wel al--
dus

oR

o
VA =I!.i}?:L o&,/&,}{: 1A

x . i -
De getalwaarden dezer/\” bepaalt men door voor de Pt de gecorrigeerde
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e : i i .
. Waarnemingen p- +& te substitueren, _ ...

A*=1] (2h e eh) | C7)

EeN

Dikwijls zal men de cofactoren der /\ willen ennen, dle thans zullen
worden safgeleid.

We zullen eerst de cofactoren der t / berekenen., Volgens (2 ) is

N f,ri
¥ o= Uy = WP
en
v w1
| T = Uy = WP
dus is volgens de algenmene voortplanting wet der moduli
e F ik P % o .
v, =gy =60 (ale (5)) (8)

derhalve: de coéfficiénten van de normaalvers elljqugen zijn de cofacto-
ren van de tegenspraken t'.
e lossen nu de normaalvbr@elldhlnben ( 4 ) op. Laat de oplossing zijn

Kp= Gor b5 | (91
dan geldt voor de GFV de cdefinditie

G 0% ‘
Volgens S ) is nu
't—(;‘, K',r,: G(::G'.'tslg 'tT = G‘()GG‘GT' = 5; (10 )
en daarna weer volgens ( 9 )
Ko, Ky = G‘wt“, K- _b Gpe = Gpg . (11)

of: de coéfficiénten van de t7 din de oplossing van de normaalvergeli j-

kingen zijn de cofactoren der Kgp.

De typische situatie ten aanzien van de cofactoren, zoals deze zich
inh de normaalvergelijkingen ( 9 ) voordoet, zullen wij meer ontmoeten.
Het is daarom nuttig,; de volgende stelling te formuleren.

Stelling. Als

Bkt = Ay i,k,1 : 1—m (12 )
en de h. y de. cofactoren van de Ak zijn, dan 213n, als ' |
I
de oplossing is van { 12 ) en dus
il
| et -6
de 1*¥ de cofactoren der At
Het bewijs van deze stelling is boven gegeven bij de afleiding van
de cofactoren der K(D, zie ( 11 )K
Wij willen thans baW1426n, dat

(P ‘4‘/&? )9 tP O

1
k
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Yoorserst is

'T‘“;T R S S - I N ix

2 =9,(u~*k)p =-uw P, P=-g o (14)
Verder is ’ P

T7 ik & ZTTF (P 5

&, ¥ = 51 W Ko, t ='&?Sixu£ = gik?k ( 15)

Uit ( 15 ) en ( 14 ) volst direct ( 13 ). Dit rasultaat betekent
dus, dat de elementen van de yroep der secorrigeerde waarnemin gen ener-—
2ijds correlatievrij zijn ten z2nzien van die van de groep der t" ander-
zijde. Dan is echter ook '

-y

(pt el ;.,~0 (16 )

omdat de Kf:lineaire functies ven de t' Z. jn en eveneens

(pt+el ), €5 =0 S (17)
(Wesens het felt, dat op hun beurt de ik lineaire functies =l jn van de
KF' Ten slotte volzt hieruit weer
e
1, (2t eh), i =0 (18 )
waarin de li’ 1{ de coéfficiénten zijn van ( 7 ). We ﬂadden ook uit
{ 13 ) onmidaelllgk tot ( 18 ) kXunnen oesluiten, omdat 1 ( p* + £t )
een lineaire functie is wvan de pl + ai ’ 1Jc¥ een lineaire functie wvan
de t7 en volgens ( 13 ) elk der pi x gi correlgtievrij is met elk der
t 7.
- ok
Janneer wij. nu terugkeren tot de/\ dan is

-y o

NN = (), A (F e )
ik

=1ip1,lk(p )+lif.i,l£(Pk+f—k)

%olgens ( 16 ) is de laatste term rechts nul, zodat

»“- e -

AN, A = lzpl, kp + 10 p ' ﬁék

Nu volgt eveneens uit ( 18 )

I TIRE L TRE REK
1ip5, L0 = - €, L
waardoor ‘
- ey e
NN = 15t o - 1, | - (19)

Nu moeten nog de beide termen in het rechterlid van ( 19 ) worden
berekend. Dit verloopt ddus: ‘

i E ik, P
125 "11kP' = & Ll

verder is volgens ( 3 )

Cea ik o P
115; = & lgﬁkgf

Of als we stellen



B b

ik P _sp | S
o gl = L (-20 )
waardoor : , iy
| 1 21 " Kp
Dan wordt or: T
; - re
1,8, 1& =L Ke, I Kg
= 11 o, Ry
= %flﬁfLﬁ@
Net de verkrezen resultaten wordt ( 19 )
AN e N o 1o ( 21)

[Oi
Om deze formule te kunnen tospassen moet men de Gpa'y dus de co&f-
ficiénten van de opgeloste normaslvergeli jkingen, kennen,
len gaat voor de berekening van ( 21 ) ook nog wel eens wat anders
te werk. len stelt dan

waarulit volgt
. Y ‘r:.

G—f’ IFe= L (22 )

De stlp in L% ¢ duidt aen, dat de index @ ( of eventueel G ,T ) daar
vandaan is gehomen. In ( 22 ) komen de Gfﬁlvoor, dus de co&fficiénten
van de normaalvergelijkingen. Uit dit stelsel worden da L“%-opgelost.
Men heeft dus nu nieﬁ de G.o nodiy gehad, want ( 21 ) wordt

VA e L S T - ( 23 )

De laatste methode verdlent echter slechts dan aanbeveling, als men
met zeer weinlg grootheden /A\te maken heeft, immers ieder dier groothe~
den voert tot een stelsel ( 22 ) en ieder dier stelsels moet afzonder—
¥i jk worden opgelost. Zodra er wat meer /N zijn is het veel voordeliger-
eens en vooral de GFG‘te bepalen, waarna regelrecht ( 21 ) kan worden
gevruikt. _

Ter wille van het overzicht laten we in een tabel de diverse co-
factoren van standaardvraagstuk I volgen ’

We hebben niet al deze cofactoren afgeleid, masr dit kan dox de
lezer gemakkelijk zelf worden aangevuld.



pe— penart L r— u»...»«

o TP x| T [ afeted )
gt '@huf G,;-rﬁzgc -, e pi,p-§ fli ’P lﬁ{
S S N N T D B K ]
- L ams s i
G st 0, pt SEL 6., ey K 0 0
PR ‘. L - %;“;.N::,: o e e e *——gg
T O O e Y s e 0
Pkémf-i‘m o | o S S o B <Pi+"?
ShELF | o 0 s X Jﬁ?

7.2. Stendazr dvras;stuk II.

Bij stendaardvraagstuk I isg het model ge even door de onafhanieli jike
betrekiiingen

ufPi = ug) i,k,1,m : 1-n (1)
fyﬁ"y-!: H 1D

lfen kan het echter ook in parameter_edaante geven. Laat ai een waar-

estel voor de P zijn, die aan ( 1 ) voldoen, dus;

F"i:ug)' o (2)

dan volgt door ell:e vergelijking ( 2 ) van e:LL der vergelijkingen
( 1) af te trekken o
i iy _ \
ui{P—-aO)—O (3)
Hier staan nu b onafhaenkeli jke lineaire homogene vergeli jkingen in Pi-\-‘ai;
Er zi jn dus precies n -~ b stellen lineair onafhenkelijke waerdestellen

afi (_}L,/.,D : 1—3n-b ) voor de P - ai‘ aan te wijzen, waarvoor

2Fat ﬂ ‘
afay = 0 (4
Elk ander stel is dus lineair in de z'-,\}k u:m te drukken, dus
i i
of N i '
aiX + ag = pt (5

Volzens ( 5 ) is elk der"'v‘i inden->% paramstam Xa'uitgadrukk.,
Vermenisvuldigt men de P* met de overeenkomstige “:L uit één der n - b
stellen uf en telt men dan op, dan is, lettende op ( 2 ) en ( 4 ), &
ﬁar betrekltingen ( 1 ) terugzekresen. Blk der n - b stellen ”‘1 lexrmﬁ: o
deze menier een betrekking. | :

In ( 5 ) vindt men de srondformnles voor standaardvraagstuk II, De
oplossing wordt afgeleid wit standaardvrasgstuk I. Daer was gevonden,'d

£t . o5k




vraeruit direct volgt
: i e
8ix& = Wlp

waarin dan, zoals bekend, de gy, ¢edefinieerd zin door gikgil ﬁ&é
en dus vervolgens

} x r \
31 8nE = aynKe= 0 ( volzens (4) ) (6)
We wvullen nu eerst in ( 5 ) Jde jecorrigeerde waarnemingen in
' i~ 14 i a
a,ix}‘“ao‘P + & ( 6%).
of als we stellen

-

ot ag = £ (7)

alxt = 2l £l (8)

Dit zijn de correctievergeli liingen ; wanneer we hieruit de Ei op~

lossen en instellen in ( 6 ) krijgen we de normesalvergelidkingen.

ok i
gika,\.%xg 838t _ (9)

Ten slotte wordt, onder gebruikmaking van ( 8 ),

A
E = g, £€° = g, £51X - g, £t
cfmetmt ooz op { 6 )

i
of L =g, flfk - gik six/ (10 )
48 stellen an ( 9 )
I i :
S48 8% = Gﬁ—/’ ‘ (1)
en i
gik&.‘\f = F, ) (12 )
De normaalvergelijkingen kunnen dan aldus worden geschreven
& '
G.}yzj = Ty (13 )
en ( 10 ) | :
- i, A
E-.gikffk-‘i;u}{ (14 )

Tij willen thans de cofactoren der X Mparatanen  Daar tos merken we oD,
dat S
FA.’ I‘j;g = G‘.!L‘/‘"
Dit kan gemakkeli jk bewezen worden.
Uit ( 12 ) nl. volgt

o S | k1 'I
Fpr % ”gi}»*‘f'f = 8P, P

;;;ff,%algena (7 ) nl. zijn de coTactoren der £ dezelfde ala aie ﬂerpii-
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Dan wordt dus

e

i
Fro £0 = gy, ekt = 51k = o}

Verder wordt dan, wser volgens ( 12 ),

- s s ——

UL ‘gika};fl’ = gﬁ:"‘i@" G e
hetzeen te bewijzen was.
Hu zijn dus in de normaalvergelijkingen ( 13 ) de co&fficiénten
Qﬁyuae cofactoren der F, . Is de oplossing van ( 13)
Xt 7y 6O
waarin

Moo= 0%

dan zijn dus volgens de in de vorige paragraaf geformuleerde stelling de
A/*de cofectoren der X/

Met het bovenstasnde is de tieorie van standasrdvrasgstuk II com-
pleet. Anders dan bij standaardvraagstuk I heeft men hier nodig de 8ix?
hetgeen betekenti dat men hier de wij omslachtige berekening de-
zer g;,. ult de g k aan het eigenlijke vereffeningsvraagstuk voaraf moet
laten gaan.

Qomerking 1,

De n - b stellen a%.zijn lineeir onafhan-elijk. Men kan gemalckeli jk
bewijzmen, dat dan ook de determinant op de Gik niet nul is, zZodat de nor-
maalverseli jkingyen oplosbaar zijn.

Opmerking 2.

Ten einde de practlsche bereleningen te vergema.celljken voert men
voor de Xﬁ”benaderinuen g in en men stelt dan

X=X
= X
o
De veryelijkingen ( 6a ) gaan hierdoor over in

i i i i
%AAXA"= - A%a‘" aj + st

Stelt men nu

i i A i i

S R
dan wordt . ]
1 _ ol i
a5 £+ &

Men heeft dan een aan ( 8 ) analoog stel vergelijkingen verkregen.
Het karakter der £% ig niet veranderd, £l ig pi, verminderd met een con-
gtante en overigens is het probleem niet veranderd. Br is een translatie
der parameters tosgepast.

De normealvergelijkingen worden

: GpeXf'= By
en { 14 ) gaat over in ‘



- ) ik
== gihf t

Ao
~ T, X /
llen heeft nu echter bereilit, dat de A Xﬁ"en de fi numeriek Xkleine be--
dra_en 2ijn.
Qomerking 3. N
2ijn de vergelijkingern ( 5 ) niet lineair in de X', bv.:

i i I I =D
I’ - F ( }L ] -d:{.‘h! e v 8 9 A )

dan ontwiliielt men na invoering van de benaderde wasrden voor de X}xde
functie in een rezlis van Tarlor, die men aflapt na de eerstegraads ter-
men. lMen stelt dus .

e 2 s axt
waardoor ?

: . ol - 1
};l = Fl ( X1 ¥ K2 b @0 0 3 Xrl“b ) -+ 1{\3{1 22"}‘:“1' + e 8 o+ﬂXn b ﬁh)"?""_b
o o 0 >X %

- i 1 2
de vaarden van de partiéle af_elsiden te nemen voor de waarden I , X7,

o g Xn“b van de veranderlijien, Door deze ontwilkleling is Piolingair
gewordgn in desz]L en kan men dus de ontwilklielde rekenregels voor de
vereffeniny toepassen., Zijn de benaderde waarden Joed gekozen, dan is de
vervan;ing van de functie door de af_ekapte reelksontwilklkeling voldoende.
Blijkt dit niet zo te zijn, doordat de AXl‘achteraf te groot blijkgn te
zijn uvitgevallen, dan gaat men met de verbeterde %5\, dus met de §J‘+¢&X;&
als nieuwe benacering opnieuw de vereffening doorrekenen. Men volgt dan
een we; van een benaderin, stap voor stap, men nast dus een iteratiepro--
ces toe. Hier zou nu bewezen noeten worden, dat het proces in dit gevel
convergeert. Jij doen dit niet, omiat in de practijk men zelden in de
noodzawell jkheid komt te verkeren, dit toe te passzen. De eerste benadering
is in bijna alle gevallen voldoende., Voor het enlele geval, dat het ite-
ratieprocss zou moeten worden _ebrullit, nemen we de converzentie er van aan.

7.3. Stendaardvrazgstuk IIT.
We gaan veer ult van tandaardvrazgstuk I. De b betrekkingen splitsen

we in twee groepen, één van b, en de andere van ( b - b,) betrekiingen,
aldus

€..i @

U.._r?l = U.; F’ﬁ'?f : 1"""’}31 ( 1 )
; ik, 1 1-—9n

.1 ot “ ! ;

U.i.«.‘ = 1.10 ﬁ ’{?‘, K M b,;’s' 1“"?“%‘ b ( 2 )

De onderscheiding van de aroenen jeschiedt dus door het wverschil in
index. Voor de eersteigroep sebruiken we de indices p,6,T ; voor de twee-
de de indiCQSc$,@,5.

e gaan nu voor de esrste groep over op het Standaardvraagstuk II,
‘zoals dit in de vorige paragraaf is jedaan. We krijgen dan



. A s 2
H%X 4 ag :‘“Pl 9\’.’.4"/11" ‘A : 1 '—‘} ( Jo R b;) ( 3 )

me b

oPal o P

“liac:”uc ( 4 )
an > i

u;aA:O ' (5)

Y ] 9 mi I3 0]
Hu substitueren we de 77 wvolgens ( 3 ) in ( 2 ). Hierdoor ontstaan
de (b - b, ) betrexking en

e B T
ujayX + ujan = ug (6)
‘e stellen nu
¢ i L
u,uy = Un (7))
~ S R
' ug - wiag = U (38)
waardoor ( & ) wordt
. ‘f"-r.A. v
U X = U (9)

Deze verselijhingen vornen tozasen nmet (3 ) de Qrondvgrgelijkingen
van Standazcorivreasstuls I7°I. De n waar te newmen grootheden pt zijn uit_e-
drwzt in de ((n - b, ) paramcters Xl, tussen welle X?‘de (b - b, ) be--
trelliin.en (9 ) bestaan. Vervangen we in ( 3 ) de 2* door de gecorrigeer-—
de waarnenin.en pl +£1, den moeten we thans voor het peval et vereflle--
ninssprobleen jeseven is door

aiKA-i “g = pi Poat
. .-'a . - 0] o .
of X" = £+ & el o ot L gt ( 10 )
0
net s (1)

de re_els voor de behandeling afleiden. Dit len _eschieden door uit te
sazn van Jd: oavghHronke 1ijlie vora, wvaarin het probleem jejeven was, nl.
door Ge betrekliinsen (1 ) en ( 2 ). Voloens de rezels van Standaardvraag—

. - k ; - . -
stul: T i3, als de gl‘ weer ae cofactoren van de waarnemingen zijn

WEer Wi, ) (12)
waarin de correlaten evenecns in twee _roepen sesplitst zijn, overeenlkom--
stiy de s_litsing in groe ben bij de betrelXingen (1 ) en ( 2 ). Is nu
weer

}_J
}_.1.
p—
¥
P

il _ 51
z

Sil:g
dan volst uit ( 12 ) o
: -1 *
3.8 = u%K. + u Ky
Janneer vij nu ieder dewzr n vergelijkin_en vermenigvuldizen met de
. \ bl
bijbehorende q}@en optellen, ont er
‘ N i k FAS i "
of volgens ( 5 )en ( 7 ) y « "
-3 i
~ £ - ,’
S317 S F BQK# | (13 ]



let behulp van ( 10 ) elimineren we hieruit de €1, met als resultaat
ik A e koi _
%k%g} “Jﬁm-%k%f _5& ( 14 )
Voe,en e hierbij de vergelijkingen ( 11 ), dan hebben we n b1
ver, ell) Adngy en voor de bere’ ‘enin. van de n - b1 parcmeters Xken'he ‘— b4

4

Sonwelotan T, Dernt _cedt (100) we A, 0o vergelijiiingen (14 ) en
( 11 ) vormen samen het stelsel der normaa.vergelijkingen.

Verder 1s volgens ( 10 )

T L &

Gt plekt
18 _L]’

TS
of volzens ( 13 ) en weer volzens ( 10 )
gk A - ﬁi k kpigo
éLr _UXKTth f-—&k%fX
waaruit, lettende op ( 11 ) en(14) volgt

£iek (15 )

De situatie ten sanzien van de cofactoren van de in dit vraagstuk
vooriicmende grootisden zal later worden onderzocht, nadat eerst in de
voljende paragraaf het probleenn aan een nadere beschouwing zal worden
onderworpen.

Elgk = U -\.o+ &

gik o) °1k

Opaeriing. _

Voor het geval de ;uncties (3 )en (9 ) niet lineair zijn, worden
voor de X~ benade“de waarden § ‘aangenomen en wordt gesteld X)M §
v . JJordty verder hetgeen voor de oplossing van het vraagstuk nodig is
de TT vervangen door de p +E;, dan kan een niet lineaire functie in een
reeks van Taylor worden ontwikkald, wagrin de 2de en hogere graads termen

worden verwaarloosd. In de oX  an de et zijn dan de functies lineair,
T.4. De hoofdeigenschap van de methode der kleinste kwadraten.

Jij Lullen op de vergelijliinzen ( 10 ) van 87. 3. de rekenregels van
het Standaardvraazstuk II toepassen. e laten dus van Standaardvraagstuk
III de betrelkiingen ( 11 )(?37.3. ) buiten beschouwing. De parameters zul-
len we nu voorstellen door Y ' en de correcthies doorw]l. de hebten dan als
srondversell jkingen

aiYk'z £t N ( £l pi - az )

De normaalverjelijlcingen bij dit probleem zijn

i kM Xl
81188 S11% T
zie ( 9 ) van 3 87.2. OFf als we stellen
ik
S31c%A8%u = GA/A
en k '
i

r -
G, Y" = I)J. (1)



3ot ik h
Tev slotte vas in £7.2. alseleid
YEYT = g (3)
als
4 < A
G)L,t G;\ g =00 (4 )
Volgens ( 4 ) §7.3. ves voor Standaardvreagstuk III
& -~
EP S UKy = Fu (5)
Stellen /e nu N N ’
. X A
X'=Y + E (6)
dan wordt ( 5 )
.:A. [ Td‘ r
Gy = G )87 - QK = F,
of met h2. ooz op (1 )
X, 2 \
)"QH - U/' K\ ( 7 )

dllﬂlﬂ‘ ~en we met beliulp vean ( 6 ) de X ook uit de betrekkingen
( 11 ) van %7.3., dan ) rljgen we

UE = U, - oy = % (8)
Men kan nu uit ( 7 ) de Ea'oolossen, hetgeen geeft
g" - wa/iK“ (9)
en deze uitdruklingen instellen in ( 8 ). Het resultaat wordt
G ”U"“U"’K e ( 10 )

Dit zijn ( b - by ) verged*wklnuen in de ( b - b, ) correlaten K, , die
hieruit op te lossen zijn, daarna zijn de B te berekenen uit (9 ).
IHiermee hebben we een oplossing van Standaardvraagstuk III tot stand
gebracht in twes trapien. De cerste trap bestaat in de toepassing van
Standaardvraa”stu? I_ op de vergelijkingen ( 10 )E%? 3. Gevonden worden
dan de waarden Y van de parameters voléens ( 1) en de correctlequ
van de waarneningen. Tevens noeten de G / worden berekend, hetzij volgens
( 4 ), hetzi_, door de normaalvergelijkingen ( 1 ) met algebraische tweede
leden op te lossen. .t is dan de eerste trap van de vereffening. De twee-
de bestaat in de berekening van de i volgens ( 8 ). Dan worden de narmaal
vergelijkingen ( 10 )opgesteld ter berekening van de Kp, waarna de E ?p&%
gen vit ( 9 ) en dus de Xa“bepaald zijn ( 6 ). F
“eue tweede trap is niets anders dan de toepaasmng van de rakanr@ﬁ
als waarnemingen en de G f*“lw hun cofactoren. Om dit duldelijk in wa
zien zullen we de bewerkingen van de tweede trap nog eens samenvatte
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De geneven betrell.insen oijn

a )

U‘“}:"‘; JO ( verzelijk ( 1 ) 57.1. )

1 . . A
De wearnemingen zijn Y} nu coireesies T en hun cofactoren G /%
Ja gubstitueren de QECOPﬁf(“r“ué vaalueningen

LA A
X i -‘j
in de bvetrellliingen, hetgeen .eft

LY h A ot -
UE=US-UY =T ( vergelijk (2 )87.1. )

Voicens de correlatenver;eliiiingen ( 3 );77.1. moet nu
o Do I
I ‘
T = G- quKm

s

. _ L A N
hetseen xlont met (9 ). Suvsiitueren ve nu deze waarden der B in de
batrs) iingen, don krijoen e e 1criea’vers2lijkingen ( 10 ), die in

vern oversenstermen et (. ) =37.7., als wve bedenken, dat daar volgens
(2 .37.1. .
- &N
= gMulu
17k

as.
Jenneer men Delany ~st=lt 1o de correcties, die de oorspronkelil jke

. Ll i _ :
waarneningen »- ondergacn, als

S

oevoly, ven de vereffening bij de tweede
trap, dan kan men daar zecr _enalielijlr een formule voor vinden. lMet de

parameters X hadden we vol_ens ( 10 ) £7.3.
Y

1.0 1 -1
a)\A = f o
. - X
en in de parameters Y X
1, . i
a\‘f = 71 . g
Trelit men beide steller overeenkomsbige vergelijkingen van elkaar af,
daen kowt er
iy N A ,,i i
€y |\ X - Y ) = g - ”x}
of . N . .
1 - 1 .
- a ‘é. B - o — )rl ( 1 1 )

i i . . .
en deze & - 2 zijn de correcties, die de eenmaal gecorrigeerde waarne--
. i .t " V i i .
mingen p- + ) nog moeten onderzaan o ze te brengen on p- + £, de waar-

den, die ze na het tweede tempo moeten verkrijgen.
Scarijven we nu

<1 fi Lot ﬂl
dan wordt
8y 88 = gt w2 ot B ) g (e - E
(12 )
Hierin is
ik Kk ik N



ondat vol_.ens de rejels van Stendaardvroggstuk IX
ik ‘
817 2x = 0
( zie ( 6 )537.2. ). We zien dus, dat in het tweede 1id van ( 12 ) alleen
een deel overblijft uitsluitend van de eerste trap afkomstig en een deel
uitsluitend aflkomstiy van de tueede trap. Dit lsatste deel kunnen we nog
net behulp van ( 11 ) een a.derce ;edoante geven, nl.

‘ -1 i k X Ko x4 A it
oy - ) \' - e Y - / = 3
Ziy (- 1) (- i) “’1“a_aa E E G‘\f’E E.

en in de laatste sedaante i1s deze uitdrwi.ing volkomen in overeenstem-

}_l.

ming met het middelste 1id in ( 6 )87.1., waarmee we zien, dat ool hier
de narallel met Standaardvraazstuk I opgeat. Ve hebben dan dus:

.

ik _ L k

GpE e = gy T 4 6 E R
en volszens ( & )x7.1.en ( 2 )
. 1.k L oplnk A e
Sip v om0 Y KT

Ilen kan dus voor iedere tray afzonderlijlk de bijdragen berekenen tot
gik£1€k volszns de belende, hiervoor seldende regels en naderhand de bij-
drazen =a.envoezen.

Let men er nu op, 20e Standaardvrazgstuk III ontstaan is, door de
geszeven betreldringen in twee groepen ( 1 ) en (2 )=7.3. te splitsen
en de betreklingen van de tweede groep om te werken tot betrekliingen tus-
sen de paramneters X“} danis de in deze paragraaf besproken vereffening
van dc¢ eerstz trep, die op de betrekkingen ( 1 ) en is de tweede trap de
vereffening op de groep ( 2 ) van de betrelkingen. Wij kunnen daarom nu
de volgence eizenschap formuleren

Hoofdeicenschap.

llen magz ell vereffeninisvraagstuk splitsen in een willekeurig aan-
tal trapren, mits men bij elke volgende trap met cofactoren verder werkt,

zoals deze uit de vorige trap(pen) volgen.

Jeliswaar is slechts aan_etoond, dat men het probleem in twee trap--
pen mag splitsen, maar het is duicelijk, dat men op elke trap weer opnieuw
een splitsing aay toepassen. Als jrensgeval mag men een vereflening op
voorwaarde na voorwaarde ultvoeren.

7.5. De hoofdeigenschap ( vervols ).

let bestaan van de hoofdeigenschap is aan het licht gekomen bij de
behandelinz van Standaardvraaz_stuk III, dat ontstond door de betrekkingen
van de eerste Zroen de zedacnte te geven van de grondvergeli jkingen van
Standaardvraagstuk II en die van de tweede groep uit te drukken in de pa-
rameters. et is duidelijk, dat de vorm, waarin de vereffening van elke
trap wordt uitgevoerd, met het principe van de mogelijkheid van de trapsge-
wijze behandeling niets uitstaande heeft. De corractieSWQI, die gevonden



ziin Lij de eers e Troo m2t Strrndaardvraagstuk II, hadden evengoed bere-
¥ond kunren worden met benulp van Standaardvraagetuk I. De tweede trap
hgdden we Zunnen uitvoere. met Jtnndaardvraagstuk II met de parameters
Y}‘als wearnemingen ( Cofactormz<(}xfhﬁ. We hadden hier echter ook kunnen
doorverten met de eenmaal pecorrigeerde waarnemingen pi +4}i en dan hetzi]
volgens liet eerste, hetzij vel_ens het *weede standaardvraagstuk. Om dit
duideli jk in te zien en oolr oncat er dan gele enheid bestaat, de aandacht
op enkele nieuwe gezichtepunten te kunnen vestigen, 2al de hoofdeigen-—
schan op c¢en andere manier oprieuw worden afeeleid.

?

Je zean weer ult ven de twee groep n betrelkingen

’t,li.:Pi = ucf fr %y T3 1 —-----)”b1 , (1)
ik, m: 1-n

WPt o= u SRy 1 Do+ 1=D (2)

2P {: b < r

. S S i . i
De waarnemingen vcor de -1 nijn de pl ; de correcties aan de p
- i ik X
zijn de & en de cofactoren er valx & h. Voor de vereffening op alle voor-
waarden tegelijk is

i 3 ik ¥ :
o= g uyI».‘, - 8 ude\ ( 3)
( correlatenvergeliji-ingen ) en
i b R :
g ui‘ukl&(ﬁ o uiukh,}; + ( 4)
ik e i ik * 6o s
grugw ko g u K= (5)
waarin
SRt
o= U0 o~ U]
0 i?
= . - uk;
t 5 5P

Jg nebben in het bovenstaande de correlaten overeenkomstig de betrekkingen
in twee groeren gesplitst op dezelfde wijze als dit in 'g?,}. is gedaan.
( Zie (12) aldaar ).

Door te stellen

ik v o
. = G

&yt

ik S & as

g uyhy = G

ik ap _ o

gy = G

worcen de vergelijkingen { 4 ) en ( 5 )

S SR ti (6)
wrfd ’ / T L
e?{z{{a-»a“ﬁxﬁz—.-tf (1)

Als nu e o

kunnen we Ky uit f 6 ) oplossen. Het resultaat is



L =Gt -G G K (8)
2 stellen vervolgens
Gt = T (9)
en -
-C .3 K _=al ( 10 )
den wordt dus
K, = ”‘C +,;Kr, (1)

K} ‘s Ge corraslaat, diec men z-u vinden als men alleen op het stel ( 1 )

v.n1 de betreklzingen zou vereftenen.
Man o ken nu ouit (7 ) X elimineren met behulp van ( 8 ). Men ver-
|

krijg=
R [ i~ - ../". = . v-'&
(e’ wg 66" n,= £l Go. Gt = 80 - O L. = T (12 )

Ts rieruit de X  opgelost, dan Yerelent men de « Kr met ( 10 ).
Op net bovenstaande beruct de gedachtengang van Boltz, die in zijn
ultrerking het " Ontrililhelin_sproces " wordt genoemd. Wij komen hier na-
der op teorug. .

De corrvectie &% volrens ( 3 ) gaat door ( 11 ) over in

1 ik e ik~ ik
=Tl vog ukaKr + g8 Ky,

[
b

of met het ooz op ( 10 ) in

."i . Crik ‘ . il: T j_l: { AN
= 8 U.kK'l, + (g U.}’ - £ leGr.:;gG ) Ky

-

De eerste term in het tweede 1lid is de correctie aan ieder der waarne-
mingen als alleen op de vooryaa arden van de eerste groep vereffend is en
die in de vorige paragraaf ?} 1is genoemd. Je lebdben dus

S e T STy
=g K, - 8T GG Ky
il{ - i}c > l A S
=g uih - & uk@, foy mulu Ky

of als we in de tweede tern van het t.eede 1id de indices k en 1 omwis-

selen
Aot = 6™ - g ud™ae ) uka (13)
Nu is volgensvde thecrie van Standaardvrﬁagstuk I
(pr+ 95,0 w5 = ph o - T

en omdas
| o=
For = g™ uld™ K .

i ik

Er op lettende, dat
I K ik
. . PP =8
volgt uwit ( 13 ), dat



ER

- } L
Je e uitlomst leert ons, dot e
vraasatuls T de correctie o 4
Hear nu et e cosactoren vonn o de

i

e w X,

-

_cheel voliyens de regel van Stendaard-

=3 Q«l
corcectoren o

PT o+ 7. Laten e deze niauve
(13)
i
vaarin der volzens (13 )
»,.a"" N
=ic il
] ta
Dene eencaal Jecorrigeerde
voor &e& teede phase. e even ze
de aldun _ccorvigeesrde nieu e
vit levart
- d i
Uy (p~ +
of i

Zie { 1z ). Substitueren

P

ten we de norma
Lli ( g -
of met ( 15 )
(g Yi%e T 6
(¢ "o g™

i

il ook oy
wuls muku

G.-) K=~
i i

consequent de rezels van Standaer
”-1; -
slechts de gl’ als cofactoren [

bij het 2de tempo moeten bereienen,

veeds eenmaal pecorrigeerde waarnemingen

W

" noenen, dan is dus volgens

o

i il
Gt = ST K, (14 )
glluigk“uﬁGyh ( 15 )

tyveade

el

b+ ouy |
) = Ll.o =
- W e

C
= + .

)

mGtr)

T

!

ebruiken.

wile A
= g ou,w K.
& luli b

waernelldingen zijn nu opnieuw de wasrnemingen

1 ] 1

correctie o en stellen

-coneainzen in de betreldidngen ( 2 ) in.

i i 1
- r) =,
u;‘( pt o+ T )
i e ik P
u’ip - uig ucR:;.‘)
¢'T =1 ( 158' )

we nu de correcties uit ( 14 ) hierin, dan moe-~
alver_elijliinzen krijren. Er ontstaat

EN

T

i

T
e

o

contrdle doet ons zicn, dat we inderdaad bij het tweede tempo
dvraagstul: I mogen toepassen, mits we

llet i1s duidelijk, dat door het aanbrengen van de tweede correcties

S - ]'i

e

zullen dus noeten

#od
uy (.

verstoard. Ve

Yo

jk, ondet

e

Dit ig daooron duideli

0

.

i

o M

en W, v

r
1

-t

hebhen

o W

frod

/}l ) L 0
hebben
tt’

tP

et voldoen aan de voorvaarden van de eerste groep niet may worden

wvaaruit door aftrekking direct serdergenocemde betrekliing volgt. Ve kunnen
deze echter door directe berekenin? controleren. Daartoe merken we earst

op, dat



JEe 08 2oen 110.{. @

LT — ey e 5. N g mem—c ...._..,.,.,\‘ - a.k

21[}" ( ;5“'1 i 'iil )9( :)‘l g ) = Ms 7 ( 2l ) = 0 ( 16 )

-

oudat de coactor met ceu vaar cnoamen grootheid of een functie van waar-
senoman _vootlieden .aet een zliebraiscae grootaeid nul moet zijn. Dit re-
lteat Wlont met de afgelqide {ornules, ondat

Tomemre ey e g il
uy ( pl - yl ), 27wy ) = u;gl i
= ugglk - gilu°u mu G,” (zie(15))
= ui;lk - G Gﬂ,okmué
T ik Cokm
= st - ey
T ik T _km
= U8 u g = 0
Hu vordt inderdaad
T i i Vel A
Uy (=" - ‘] ) = u.g leKL—- 0 (17 )
T2n slotte is
. -isgk . Link o i, -k »! k
“il & = 8y T e By (= ) + gy (&7 -77)(E {
dierin is
i, <k k il.r jis k
glk ( T ) C)l} O 1 (‘l - 7} ) Kr’
¢ <ok Lk
= oy O =) K
M . i
= <k «’71 ) Kf = 0 ( wegens (17) )
zodot
ik oodLk X i 1 Lk k
‘:"Lii: .= {Léi:,;’i o Sik (¢ -7 )(*“ -7 )

hetyeen cvereensteat met het evondene 1n “7.4. De tweede term rechts kun~
nen we nu verder behandelen, Volgens ( 14 ) en ( 15 ) is

o A iy oo ij a1 b h}¢ of
B4 (w - !'1 ) 119- ( G - g U. 8 %G ) uJKb(
als J een index is gelijksoortig met i,k,1,m.
Dus

ey u%{a ukumgjmu GFCK%
Wk, - %ﬁ”“ﬁwﬁ%

&ix (“" -

i
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Hiermee wordt dan

o <1 / i - k Uk x (.k ) k {\J k N k Ay
80 (&7 =7 )7 =7 ) = (2 =7 ) K, - w8 =176 Gy

of volzens ( 15a ) en ( 17 )

Omdat volgens de regels van Standaardvreagstuk I

ik
€111

t\“iﬁ{'{u

./i(-_‘k' (D-F" , >
2= . TE,

een regultaat, dat we ock hadlen kunnen afleiden uitgaande van ( 3 ),
hetgeen echter aan de lezer wardt overgelaten.

llet de bovenstaande afleiding 1s opnieuw de in de vorige paragraaf
'geformuleerde hoofdeigenschap aangg toond. Het bestaan van deze eigenschap
maalt de vereffeningsmethode zeer buigzaam en verhoogt daardoor in ster-
ke mate de hanteerbaarieid er ven. Bilj] de meeste vereffeningsmethoden
wordt van deze eigenschap dan ook op één of andere manier gebruik ge-
maakt,

Opmeriing 1.

Het kan voorkomen,bdat een vasrneming niet in het tweede of alge-
meen in een vonlgend tempo van de vereffening voorkomt. Dit neemt niet
weg, dat zo'n waarneming toch een tweede correctie verkrijst.

Opmerking 2.

De eigenschappen, uitgedrukt door de formules ( 16 ) en ( 17 ), zijn

van beleng, omdat zij de mogelijkheid opleveren, de berelening van de
~ik <1 A

g en van de .. - te controleren.

T.6. De cofactoren bij Standaardvraagstuk IIT,

el e a3

De bestudering van de cofactoren zullen we uitvoeren aan de hand
ven de formules van de in de beide tempo's gesplitste oplossing.



weE» 0l “,w dit rob eer -t me st eresseerd 3idn in oo coe-
Turtee n o dew Yol in Tweeies dar 7 L. Lo Lin, hisrvam kan geschie-
den vol:ens ce jedachtenjang, ont.illeld bij Standaardvraagstuk I, omdat
het 2de tampo van Standaardvrca cows IIT hizcmee overeenstemde. De Yj\
waren de vaarnemingen, correcties Lhén cofactoran G?f? (11 )87.3. geeft
de betrekliingen, ( 9 )&7.4. de correcties, tervijl ( 10 ) £7.4. de nor-
maalvergelijiiingen zijn. Uit d= tabel van de cofactoren aan het slot van§§
7.1. lezen e direct af

X, XE = TYSE R T EA
YE,YR - ETTTR

t

en verder
e S YA
‘We hebben hierbij in de normnaalvergelijkingen gesteld

Apl Y . P
c"’ U&Uf‘_: H*

waardoor deze komen te luiden

S U

Stelien we

B .17 e - d

dan rordt de oplossing

Kn=H T°
,./ X:A

en zijn de Hif%de cofactoren der K, , zoals dit bij Stand:ardvraagstuk I
is afgeleid.

Omdat de Pi expliciet in de }{k213n ulu&edrukt kan men een functie
pjan de °l altijd herleiden tot één in de X , zodat men bij de practische
toepassingen steeds uitkomt met de kennis van de cofactoren der X .

7.7. Standeardvraagstuk IV,

De grondvergelijkingen van Standaardvraagstuk IV luiden

i_ P P>
uP .O-ra*lx (1)

i, ,l,m ¢ T—n
(c,\ ¢ 1—»D
_‘,/.:,\- : 1-—h

Elimineren we de h paramsters }C'\1 uit de b betreikkingen, dan houden
we over b -~ h betreklktingzen tussen de n waar te nemen grootheden Pi en heb-.
ben we Standaardvraagstuk I verlregen. Zal dus het probleem zinvol zijn,

dan moet
>b-h
‘en uiteraard



b»—h>0

De bovenbedoelde eliminatie kunnen e uitvoeren door elk der be.-
treliliinzen (1) te vermenisvuldi_en met een factor r_ en op te tellen.

, £
Ve krij.sn dan
Fod @ eon
r.u; Pt = Uy * r.a X (2)

DTiczen 2 nu de r, zo, dat

’ r a ' (3)

Ao . ‘ \ . . .

dan zijn de X uit ( 2 ) v cavend . 3 ) ..iclt voor h homogene 1l rneaire

ver,elijuinyen in de b veranderli i . ©r aet 3>~h . Als we de h stellen
ven n veranderlijken a§ lineair onafhankeli jk onderstellen, zijn de ver-
selijkingen ( 3 ) dit eveneens. Volgens de meermalen gebruikte stelling
uit de algebra omtrent de lineeire afhanlkelijitheid zijn er dan b - h
gtellen Ip 0D te schrijven, die zan ( 3 ) voldoen en lineair onafhanke-
1ijk zijn. Laten we deze gtellen noeuen I; , vesrin «,B, ¥+ 1t —> (b - h )

/
Met ieder der stellen rH kunnen e dan lomen tot een betrekking tussen

de Pl, vaarulit de Xj‘geélimineerd zijn. Zij luiden
fﬂl fond kj’?‘(: - °
ﬁu = T Ul ‘mﬁ5.1~ﬁ(b—h) (4)
tervijl
Li‘_f') -
| rog, = 0 (5)
Zijn nu weer pl de waarneningen, gik hun cofactoren en éi de cor-
recties aan de waarneminzen, don volzt uit ( 4 )
P«:l LA F L o A
r;u.:L = Ty - ToWD = T ‘ (6 )
Vol ens de algorithmus van Standaerdvracgstuk I is nu
i « P
5}' = glkr uq_ku\ . ( T )

waarin k, de correlaten zijn. Deze uitdrukking voor de £* substitueren
we in ( 6 ), waarmee we de normaalverﬁelijkingen verkrijgen, ter bereke--
ning van de k, . In deze oplossing treden de r op, die in de grondver-
. . r N
gelijkingen ( 1 ) niet voorkomen en voor de eliminatie der X~ nodig wa-~
ren, /ij willen daarom de oplossing omvormen en wel zodanig, dat daarin

de r;‘ niet meer optreden. Cm te beginnen kunnen we stellen
ES
= K
Tk P (8)
waardoor ( 7 ) wordt

Ei - glkuj{% L | ( 9}

Na invulling van de gecorrigeerde waarnemingen in ( 1 ) gaan deze

over in Py ' o P oa N

i B i N o £ 0

uié. = u wp +aX=t +aX { 10 )
en hierin substitueren we de waarden van & volgens { 9 ). Dit xeeft



e« ‘ © A
gikuiukxgz £ 4 a;X (1)

Verder is volgens ( 8 )
aigf = &ir:kd
of met het oog op ( 5 )
alk, = 0 | (12 )

De vergelijkingen ( 11 ) en ( 12 ) vormen het stelsel van b + h
normaalvergeli jkingen in de h paraneters X:Ren de b correlaten K, , die
daaruit kunnen worden opzelost. De ver_elijkingen ( 9 ) geven dan de
correcties. let het bovenstaesnde is dus ook de oplossing van Standaard-
vraagstuk IV gegeven.

Ofschoon dikwijls de oplossing op bovenstaande manier zal worden
verricht, zijn er niettemin gevallen, waerin de navolgende modificatie
er van een nuttige toenassing kan vinden.

Stel in ( 11 ) 5
ik @

& Uity =

G?"tG‘ = ;'BZ

dan o't "3 oplossing ven do X wdt (11 )

i
s’
o
!

en lsat

PN
Kg = Gt + foo 8. ( 12a)
We substitueren deze uitdrukliing voor de Ks in { 12 ), hetgeen
geeflt »
‘ ’ (a £

en wearmee dus de K? ult de normaalverbelljkingen geé€limineerd zijn.
De vergelijkingen ( 13 ) hebben de vorm van de normealvergelijkin-
gen van Standaardvraagstuk II net als waarnemingen

Y N S T
i~ 0

immers de cofactoren dezer waarnemingen zijn

il SR L

GP“

en dus hun Zewichiten

Schrijft men nu ( 10 ) in de vorm
PX = ur 1.4° Péi

n + U,
i o) i
en stelt men ) ¢

® 1 _ =p ;
uip - uo = P ( ?4,%
uf'e =" (15 )
weardoor N e
afx = 5% =°f (16)

A
dan heeft men hier voor zich de correctievergelijkingen van Standaaras:



[ 0
vraagstuk IT met de warrneninzen pl , hun correcties % en de parameters
X . Deze zeven den met de [evichten Go.~van de 553 aanleiding tot de

f.a
normazlverzell jkingen
"

oy =
G acj,kX MGMa/“.; (17 )
die overe:nstemmen met ( 13 )
Heeft men hieruit de X bepre’.end, dan le veren de verﬁeliJhin

( 11 ) ¢z Kp en ten slotte de vee elijkingen (9 ) de s en ait is niet
anders dan het rekenvoorschrift voi Standaardvraagstuk I, toegepast op
de vergelijkingen ( 1 ), wacrin thens de kaals bekende grootheden wor-
den beschouwd.

Het gehele proces komt dus hierop neer, dat men in ( 1 ) het ge-
hele ecrste 1id, verminderd met de bekende term ufj, beschouwt als één
srootheid, dus men stelt

ugj?l - uOP = ¥°
als waarnemi ngen heeft nen de }3“ 2ls in ( 14 ) met de correcties EP.
tlen bencolt nu de cofacteron af » 7 decr toe 'ussing wan de voorte
olemtin coct op (14 ) ooult o de G.» . Dacrua stelt men, u tsoun--
de van ( 18 ), de normaslver,ali li-en (‘ 17 ) op. Na berekening dur A

past men op ( 1 ) het cerste stundancdvraasstuk toe, wearin de X bekend
zijn.
Verder is nog

gt e = ,.“L‘N (zie (9))
= (3P4 dxt ) B (zie (10))
= z::'f.fcf" { zic ( 12 )) ( 18 )
Ook is
5t = e
=3:er> ( zie ( 15 ))
= 30 (%74 25xY) (zie (12a)
= GPc“éPuz‘éi - (zie ( 10 ))
= Curs ( zie (15 ))

en dus volgens de regels van het tweede standaardvraagstuk
i e @ G -—p - A
gikilfik = G’f-;i‘fe 3.' = F(;'PP P - G(gqaf’aix
in welle formules weer een santal contrdlemogelijkheden ligt opgesloten.

Opmerking.

De behandelde modificatie berust op een bepaalde oplossingsmethode
ven de normaalvergelijkingen, die bestond in het elimineren van de corre-
laten KF . Het speciale aspzsct van deze methode is, dat zij bestaat in
de achtereanvolgends toepassing van de relenregels van het tweede anfhﬁt
gerste standaardvraagstulc, hetgecen in verscheidene practische gavall@ﬁ



tot eun overzichtelil jke bshondeling van hat probleem voert. Niettemin

kan echter soms een andere oplossing van de normaalvergelijkingen aanbe-
veling verdienen.

7.8. De_cofactoren bij Standaardvraanzstuk IV,

413 kunnen hier niet wvolst: v m= t enkel de cofactoren der ka, om--
det hier de Pi niet explicict in d= x™ ‘zijn uitgedrukt, zoals bij Stan-
daardvrzasstuk III. Tannecr we met cen functie der Pl te maken ltrijgen
en daarvan de cofactar moeten bepalen, kunnen we deze niet eerst als een
functie der X schrijven. Je zullen hier dus ook de cofactoren der p-+£1
moeten afleiden. .

Na de overgang op de pf’hadden we voor de bepaling der X te maken
met het tweede gtandaardvraagstuk. Dit luidde

VX =3+ £F (1)
met als cofactoren der pFJde Gf“} De normaalvergelijkingen werden
P_Teh e P
waa_ka‘,‘}{ = GF“' af‘g (2)
zie ( 16 ) en ( 17 )&7.7.
Stellen we

Gerafei= Hau (3

dan komen de normaalvergelljkanea te luiden

Hy,){ ""'” (4)

en els we dan weer definiéren

w o 8 (5)
i
den is de oplossing N o .
X \
7 =8 GF/, (6)
7ij weten nu van Standaardvraagstuk II, dat
*, x/'= 5 (7))
en eveneens, dat e e
s (E°+5 )=0 (8)

Uit ( 5 ) volgt

sy P = Gpﬁ" e
= H’*@‘*:,é;
en dus _
x:.\.’-ﬁtw HA}&%:L (g)

Nu is vuigens ( 1)
=—Zr _ P TT, IFET
agf sy P = B, D o+



zodat met het oog ep ( 9 )

- T AL
0 552 22w - oft
kY2
Uit ( 9 ) volgt dan wegens
= T =5 Y.
5 3% = - 6%
gL 27 = o -

Nu was volgens ( 11 ) 87.7.

&
glkuPukK . Q;XA'
.of, dear
t7= - pF
zie ( 10 ) en ( 14 ) &7.7.
ex_= -5+ afx
ot volgens { 1 )
«r.= =
2t als Lolossing
- K o= Goe

Hieruit volgt dan direct

. o i B2

K, X. =G, 25 %6

3 o & FT Z e
Volgens ( 9 ) §7.7. was v
A ik ¢
£ = g ukKe
Met behulp hiervan krijgen we
L . il e L L& mk
£,e° =g K, Kug
of, lettende op ( 11 ) en ( 13 ),
o’
éi, EE - gll { ( ot akﬁyw¢)

en na een kleine vereenvoud1W1ng

TEE L 11,5 me il

u..,. ~

Van Stendcerdvraagstuk I weten we

T ¢
lfx,ug - gt ulG- HmaG@ng

( 10)
(11 )
(12 )
(13)
( 14 )
‘Gmk
e (15 )

( Tk

k
(p-r- P ) = D ,p

1 _K _ ég’gk

zodat met de afleiding van ( 13 ) de gestelde taak volbracht is.
Hdet zou nu nog kunnen 2zijn, dut men in een functie, waarvan men de

cofactor wilde kennen, tegelijk de Pt

7ij zullen daarom nog berekenen

(Piﬁ-g_l),Xl

en de X voorkomen.

Hoewel diverse wegen naar het doel leiden, is de volgende er é&én, waarbij

weinig cijferwerk nodig is.



Uit (1) volgt

of e
( 1-)-‘0 : ;:P)’ x’j" HA"L
ver;elijicn we dit resultaat met ( 9 ) dan woet
“* etk
cEy nie (12 ), Ky ein ool s der £ Fis dus ook
s T
a.h.r’.’ -
Verder is, zie ( 14 ),Ef cen functie der KP ; derhalve is
<, X'E 0
/e hebben dus reeds gevonden, det
( P l )s AJ‘: .91: X
Volgens ( & ) is —y -
1 =y §=p T
ph, X" = Y LELAL
Iettende op { 14 )&7.7. is
599 Pl = Uj;-::lk

en dug worat

( Pi + E;‘), = p ~1 ﬁvgm.a uk

waarmee ook dit probleem is opgelost.
7.9. Standacrdvrazgstuk V.

Hier zlgn de grendverjeli jkingen
VLN T
iPl_.uci)ﬂ—alX (1)

-
UAX* = Ut (2)

De vergzelijkingen zijn alle linezir onafhankell jk.
ik,l,m : 1—n Py, T 1—b

)«,/J,Q,K : 1-—h g(,/g,b’ ¢ 1B

We hebben hier n wasr fe nemen grootheden Pl, h parameters XJ”, b

betrelliinzen ( 1 ) en B Yetreixliinsen ( 2 ). We kunnen uit de B + b betrek-
kingsen de X ge&limineerd denken, we houden dan gver gtandeardvrasgstuk I
met b + B - h betrekkingen. Hier moet dus

n>b+:8-—h>0
Verdsr onderstellen we ﬁ> B. Iasers als h = B szouden de Mt | 2.5
kunnen ‘orden opgelost en in ( 1 ) inzesteld, waarna we genvgudig Stan- -

daardvraagstuk I zouden hebben. Het yrobleem had qgp deze manier dus we
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nig zin. Jas h(i? dan zouden de ver:elijkingen ( 2 ) afhankelijk zijn,
hetyeen met de aanname van de onafianelijkheid dezer vergslijkingen zou
strijden.

Voor het vinden van een voorschrift voor dit vreaagstuk gaan we het
teru_breng en tot Standaardvraagstult TV. Laat daartoe Bg' gen gtel groot-
Aecew ion, dat voldoet mem het . L .1 ( 2 ), dus
UES o (2a)
Treliken we elk dezer vergelijkingen »f ven de overeenkomstige van ( 2 )
dan krijgen we het stelsel

o4 XA
vl ex -0y =0 (3

Dit zijn B lineaire onaflhianlieli jko homogene vergelijicingen in de h veran-
derli jken X“}“m Bg‘ « Br zijn dus h - B linecair onafhankelijke stellen
grootheden 3% ( 2 O 1—> h - B ) aan te seven als oplossing van

( 3 ), waarvoor dus

A
U)LB; = 0 (4)
Elke oplossing is dan lineair in de Bguit te drulkken, zodat
A b S p ¢
X = BO o B({)Z ) ( 5 )

We substitueren nu deze waorden van XA in ( 1 ), waardoor we krij-
zen
ugPi = ugJ+ EB‘(:‘+ aiE;Z(P ( 6)
waarmee nu inderdaad Standsardvraagstuk IV verlrezen is met de h - B para-
meters Z‘P.
Gebruik makends van de resultaten vané?.’i. wordt de oplossing in
de notatie van het onderhavige probleem de volgende

.(__ P
ii - gll'u,rK (7))
5 N
(zie ( 9 )KT7.7. )
. by
ug:’»}:TF+ afBQPZq) (o)
waarin 0 i e o
NS i
T = U.O + c...lBO ulp ( 9 )
( vergelijk ( 10 )87.7. )
. Y
gikuguilfs = 7 & a;Bq,Zq) ( 10 )

( vergelijk ( 11 )87.7. )

p)..
aABwa,= 0 ( 11 )
( vergelijk ( 12 ) &§7.7. ) ‘

De normealvergelijkingen, gsvormd door ( 10 ) en ( 11 ) samen, be-
palen de z¥en de K(, , Waarna de £ verekend worden volgens ( 7 ).
Ten slotte was
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i)k
P K(,TP ( 12 )
( zie ( 18 ) 87.7. ) N
Jij moeten nu deze oplossin, omwerken tot een andere, waarin de B
niet voorlkomen. Vooreerst kunnen .e¢ doartoe ( 10 ) met behulp ven ( 5 )

veranderen in

ik © 5. - P11 Py
g uy {LN = Uy o Uyt e X

of &ls we stecllen ,

ik €@ oeF

& W% ~
en

v c i
uo - uip = tF
’ A
6Ky = 4P+ alx (13)

Verder vormen de vergelijkingsn ( 4 ) éen compleet stel lineaire
onafthankeli jlce homogene vergelijlingen, waarzen de stellen Bz;voldoen.
Moeten deze stellen ook nog voldoen aan de andere lineaire vergeli jkin-
gen ( 11 ), dan moeten de co&fficiénten van elk dezer laatste vergelij-
kingen, dus de a;K lineaire functies zijn van de coefficiénten van het
stel { 4 ), derhelve

Ak, = Wiy (14 )

We hebben nu de stellen vergelijkingen ( 13 ), (14 ) en ( 2 ) ter

bepaling van de XA, KF en k, . Samenzcovat zijn ze

¢fx. - afx™* =tf ( 15)
- e K + t}ﬂk , =0 ( 16 )
wx? = U;“ ( 17 )

Dit zijn de normaalvergelijkingen. Zijn de onbeXkxenden hieruit bepaald,
. s - \ . i

dan dienen de vergelijkingen ( 7 ) voor de bverelening der €.
Volgens ( 12 ) was

gk | % e
of met het ooz op ( 9 )
ik ik _ £ P
g TEY = Kﬁt 4 KPQXBO

Nu is volzens ( 14 ) N N
‘f"_. <
Kramso = kJQKBo
zodat, verder lettend op ( 2a ),

giké?ik =K.t o+ giU:‘ : (18 )

f
Ofschoon met het bovenstaande de oplossing gegeven is kan nog van

beleng zijn, op te merken, dat het soms voordelig is, het vijfde standaard-

vraagstw: tot het derde terug te brengen volgens dezelfde gedachtengang,

woarmee het vierde tot het tweede kon worden gereduceerd.
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e .1 - . .o . v . -

et ( 15 ) kunnen de K. op de belrende wijze in de X Mworden uitiedrulet
als volgt ‘

' o X

K= GosalX’s Got

(W)

diermee lunnen dan de Kyuit ( 16 ) ze€liminecrd worden, hetgzeen geefdt
, _ .

— N\

© YA &, P
- GP“‘JD: o X -+ U/-,ekol = Gfx-;z/},j‘t{ ( 19 )

et het stelsel ( 17 ) vorwt ( 19 ) de normaglvergelijlzingen van
het Stendeerdvraagstul IIL, dnt men krijgt, als in de oorspronkslijlk
ver;elijitingen (1 ) gesteld wordt
Foi =
wpt = pf
i
met de wacrnemingen

i -
u;p> = D (20 )
en de correcties uﬁ*i s
i;.. —_ <.
met cofactoren der pl
=) ik #
g o LT
b 1uk

afgeleid uit ( 20 ) door toepassing van de voortnlantingswet, Dit Sta
cardvracgstuls IIT ken den desgewenst in 2 trap.en worden behandeld.
Standaardvreagstulk V kan echter ook direct in twee trappen worden

opselost. Men kan nl. eerst de betrekiingen ( 2 )

|
1

A__ ok

U.X" = U] (21)
buiten beschouwing laten. De cerste trep is den de oplogsing van Stan-
dacrdvracsgstuk IV, uitgaande van de vergelijkingen ( 1 ). Men vindt den
voor de parameters waarden Y’A, wzarbli] men de cofactoren berekent, Doze
Yb"zijn dan de waarnemingen voor de tweede phase, die bestaat 1n een ver-
effening op.de voorwaarden ( 21 ), waarbij voor de decorrecties worden
herekend, wszarmee deze Y:Novergaan in de XD\

Welke van de drie geschetste processen men zal toepassen zal af-
hangen van de aard ven het DHrobleem, zoals zich dat in de practijk presen-
teert. Men kan daarvoor geen vaste sedragslijn geven.

Om geheel volledig te zijn moet men nu nog een studie maken ven de
cofactoren bij Stendazardvraasstuk V. Wij laten dit achterwege, uit de over-
weging, dat dit standasardprobleen weinig zal worden tosgepast en als het
moet worden gebruikt veelal niet de vrij ingewikirelde algemene formules
van de theorie zullen worden gebezigd, maar voor de berekening van de
cofactoren eerder gezocht zal worden naar speciale mogzelijlkkheden bij het
te Dbehandelen probleem, die gelegen zijn in de bijzondere waarden van
coéfficiénten of groepen van coé&fficiénten.



HOOFDSTUK VIII.

De rekentechniek van de oplossin; van een stelsel normaalvergeli jkinsen.

C.F. Gauss heeft receds een rcirenschewa voor de oplossing van een

- stelsel normaalvergelijltin_.en, lgcn vindt dit op verschillende plaatsen
in de literatuur ( b.v. J.li, Tienstr.: Over de oplossing van een stel--
Bel lineaire ver =lijlidn-en, Ti,lcehri™t voor Kadaster en Landmeetkunde
¢d. 1 Octobver 1945 ).

izr orat dus volstaan metl de Hijvoeging van het schema en een
Cuitgevierkt eenvoudis voorboeld.

Voor het behandelen van grote stslsels ven normeelvergelijkingen
heeft men naar and:re methoden gezocht. lliervan is het " ontwikle linge-
proces " van Boltz ar eén ( H. Boltz: Entwicelungsverfahren zum Aus-
gleichen geoddtischer Netze nach der lethode der kleinsten Quadrate.
Verdffentlichungen des Preuss. CGeod. Inst. Neue Folge 90 ), op blz. 122
gencend bij de belandeling vain Standaardvraagstuk III. Het proces komt
D het vol,ende neer.

De gegeven betro’kingen worden in twee groenen gesplitst.

p.

R L (1

i,,l,m ¢ 1= n
SRR P A o { 2)

o fi e
T G
Ei% gijn de wver;elijliin :a (1 )Y ev. ( 2 ) van blz. 121.

Ds normaalveryelijl.in en, cveucans in twee groepen gesplitst over-
eenzonstig de spliteing in Je sroeszen bi, de betrekkingen, zijn:

¢ K, + 67E, =+ ( 3)
¢Pr, « ofx, = +P ( 4)
{ vergeli jk (6 )en ( [ ) od blz. 121 )
waarin: el uik iﬁf

G =3 uluﬁ
an o B & _ Cs"\ i
1] = U u
_ L,k B
'f}{; = Wy - Uy
Is nu ey ¥
GpgG = O

Gen luidt de oplossing &er Ep uit ( 3)
‘3 Gﬁe’”ﬁ - QFQG Ko (58X
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Men stelt nu

Waarin
zodat dus volgens ( 5 ) v
i-
aK. = = GG Ky ( 8)
Met ( ¢ ) wordt ( 4 )
4 3 em
GF{%AKF - GJ\ﬂK}_ = 't[ - GF’/ K’p (9 )

of na elininatie ven a¥,met bekulp ven ( 8 ) en van K’p volzens ( 7 )

(s, f’,‘ M ] n /6 v ‘
( a*f . Gy ey g, = 1P ot C1o)

K o0
( vergelijk de formules { 8 ) t/a ( 12 ) op blz. 122 ).

Men begint dus met uit de eerste [ rocp normnaalverselijliingen de ter.-
nen wet de Ky weg te laten zrn lout de oy:erblijvende KF ; die dan KF’ WOor-
“len genoemd, op en wel zo, dat men de t7 als algebraische grootheden in
“de oplossing meevoert. Men krijot dan volgens ( 7 ) de X, als lineaire
functies der t% , waarmee dus de Gy oijn vevaald. Men zou dit procédé
misschien eenvoudiger kunnen kensclhetsen als dat, waarbij de GPG worden
berekend. llen berekent nu

oo’ o
GF\;-G = 2 2
( " tussencorrelaten " genoemd@ door Boltz )

en - daarns prGch Rl _ Z;G (o/g‘
Volgens ( 10 ) is dan -
( &P - zf‘c}f’lp’ K, = 5P Zf’s\)
of ! ’
P = f

Hieruit lost men, weer met algebraisch 5?/5, de Ky op. Dus

Ky = Ii,/gmﬂ

Hd(szzﬁ?f.—. 5 ?)

Hiermee zijn dan de H*ﬂ bepaald. Men kan nu K, schrijven als functies
der t fen 1%

met

]

-~ ] (Jé G’ ).'; G}_.'
Ky = Hﬁﬁ( s 2% ) = - dﬁZ@Lt f Hdﬂt./‘)’ (11)
en evenzo de Kf’ |

E, =T+ & Kp
S
of volgens ( 7 ) en (8 ) ‘

g -
K‘p = G‘th el Z;\lx_d‘

: oA o LA (.G
AW = ; - pis 't i Z t
£y - Gt - 2ggl o= 25T

o AP T
Ko = ( Gpg + Bl Rt - ZpHa(fGﬁ ; ( 123y



- 138 -

In ( 11 ) en ( 12 ) is dan de oplossing met algebraische % en tﬁ
verkregen van het complete stelsel normealvergelijkingen. Men zou deze
oplossing Xunnen voorstellen door

Ko = Iogt + I./Q‘b/"

r i
waarin dan
Ioi’ffﬂ = Hok /5
Tag = =~ Hﬁez £

pG*Gg“*ZI

Hierna kan men het proces herhalen en de thans opgeloste normaalver-
gelijliingen combineren met een nieuw stel normaalvergelijkingen, welke
nandelwijze men ad libitum kan voortzetten.

TLeat men elke Wfoep uit slechts één vergelijking bestaan, dan blijk
het, dat men met de oplossingsmethode van Gauss te maiten heeft.

Het toepassen van het beschreven ontwikltelingsproces is slechts dan
voordelig, als het merendeel der ¢*%nul is. Door een handige groepering‘
van de normaalvergelijiringen lan men de moeiten, verbonden aan het bere-
kenen der ZF;, sterk reduceren, omdat vele dezer grootheden dan nul wor-
wen. Vooxr de vereffening van grote crichiceikisnetten is de methode noy al
eeng toel sepast, ‘ ‘

e “eat ook nog een ' substitutieproces ", eveneens door Boltz be-
~4cht. Hiervoor wordt echter naar de literatuur verwezen ( Verdffentli-
chungen des Freuss., Geod. Inst. Neue Folze 103 ).
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HOOFDSTUL, IX .

. De_contrdle van het model en Ge numericke bepoaling van de modulus,
middelbars fout.

9.1. Inleiding.

et 1s een voor de hand 1ig .end verlongen van de waarnemer te irillen
weten in vellze mate zijin roarnsmin-en het sansenomen mathemetische model
bevredigen en het is duidelijk, dat, zo dit model jegeven is op de wijze
ale bij stindaardvraa stul. I, de tejenspraken in de betrekikingen uitsluit--
wel hierontrent geven. De woeilij'hieid 1s, dat de tesenspraken niet uit-
gluitend toeeschreven lsunnen worden zen et fluctuerende karaktier ven de
arnenin en: de wueerdere of mindere mete van volkomenieid van het sebruilk-
Te model l.omt er eveneens in tot uviting. In de bestaande vaktaal noemt
nen de eergte soort invloed ¥ toevallize " en de tweede soort " systemati-
gche “ fouten. Deze beide namen'gasgen slecht in de (edachtengang van de
door ons onvwilll.elde theorie ; 2zij stamaen uit de klassielie beschouwings--
wijze, waarin het begrip " fout " eecn centrale nlasts inneemt. Men kent
dacr een " vvare V' waarde van een te meten .rootiieid tegenover de gemeten
waarde. Jere waarde minus zemeten waarde noeut men dan de " ware " fout.
Beide begrinren: ware waorde en ware fout zijn nutteloos, omdat wij ze
nimmer zullen kennen., Bovendicn is de ware waarde een physische absurdi--
teit: een neetsta:f b.v. heeft jeen vare lengte. Verder kent men in de klas--
ielre theorie de » scihijnbare ¥ fout, dot is referentiewaarde minus wesar-
nemning, waarbij als rsferentiewoarde de vereffende waarde volzens de me--
node van de xleinste vierkanten wordt jebruikt. De schijnbare fout is
dus de teen’estelde wasrde van de in onze theorie oltredende " correctie "
acn de waorrnewning. De ¥lassiele beschouwingswijze leert verder, dat de
fouten, die de wazrneain an aankleven, ven tweeerlel aard zijn: " toewal-
lige " fouten en " g steaatische " fouten. De laatste fouten worden als
een naspeurnare soort ecaclt: b.v. foaten, veroorzaalkt door temperatuurs—
invloeden e.d. Als dezZe in enoejzaue aate verwijderd zijn deschauwt men
Jetfeen overblijft als de toevallize fout.
De critiel on bovenstaasnde jedachtensans richt zich op de volgende
punten:
1ste het voorop en centrgel stellen van het begrip fout is onjuist,
Er kan pes spralle zijn van een fout als eerst een referentie waar«
de is gedefinieerd. Deze Xen niet anders dan een functie van de
waarnemingen zijn. De waernewin, is dus primair en logischerwi j-
ze behoort deze het uitzangspunt van de theorie te zijn
2de de bsgrinven ware wgarde en are fout zijn nutteloos, omdat zij
pure ficties zijn en de waarnemingsleer het er zonder kan doen a2



3de  de toevellie fout is nist sedefinicerd.Aan het elimineren van de
systenatische fouten lrowt nl. Jeen eind. Het is stellig verwerpe-
1ijlz, het begrip toevelli_e fout te gebruilken alsof hier van een
behoorlijk gedefinicerde yrootlieid spreke was ;
4de de naam s;+tzmatische Tout is in hoje mate misleidenc. vaar " fout *
in Ge klassielze theorie steeds betrollien wordt o. de waarneaing,
als et rore de tellortltoning dcawvan aangeaft, wordt door de naan
het fei’ verdoezeld, d&at het o.ireden van systematische fouten
wijst o» onvolkonenhedean van het mathematische model.

Het verdient sterlk aanveveling, de gewraalkte begripnen uit te scha-
kelen, het een dan ool in de door ons ontwillielde theorie is geschied, Dit
was overisens Jeen lasti; probleem, omdat _,ezn enltele van deze begrinpen
in een reéel zehouden opzet voorkont. .ij lFennen slechts de waarnemingen,
het methematische model @2n de regel van de nethode der kleinste kwadraten
&ls het middel om de wazarnenin_en zo te corrigeren, dat zij in het zange-~

omen model assen.

Het model kan meer of mincder volledi; zijn en de waarnemingen zorg.
valdijer of ruvser zijn veriicht en deze beide factoren benalen het bedrag
van de te_enspralen bij substitutie ven de wvearneningen in de betrell:in-

gen van het model. Dit is den ook hat ennerlende van de situatie.

»

:
9.2, & £5"

0 "

De uitdruwiking o E?ak = I tF

bevat mogeli jkheden voor de beantwoording van de vragen, in de vorige pa-—
:agraaf zgesteld., Ve zullen deze daarom thans aan een nader onderzoek on-
derwernen.

Volgens de normealverselijkingen is

T
’ G Ke = t
n dus is . .
€ o ghe | of
uik - P.«;«-
Het tweede 1id schrijven we als esn som ven Lwadraten:
11 n 124 o o9 alby o
G’ K1K1 + 2 G FAN »‘».2 e 0 8 e 00 i ~ G‘ 4N Tp\b

+ G( ;0“2 csasas + 2 szKsz +

L,
T a2 ¢!t
VB(“G‘ K1.+ WKZ-P sevea 'W‘Kb) +

12,12 12,13
.1 a2 _G'°c a3 B oo
- ( G .—. -—uﬂ--o- )%Kz '*' 2 (‘G -— “'&.ﬂw )% '} [ EEXEE ] +

o 135 13
¥ (533 G G )K3K3 Lewsen ¥
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G

r is nu eén Lwadraat afzesplitst en wel zodanig, dat alle termen
ven de oorspronkelijie vorm, waarin 31 voorzont, er in zijn opgenomen.
De termen, die overbli ven, voramen een Lwadratische vorm met b - 1
srootheden KF . O a8 "ijze, zoals &it met de oorsjronlelijle vorm een
Xeer _edaor is, Zzon nu van de overvlijvende terien sen vadrsat worden
afgesnlitst, waarin alle terinen met KQ zijn onsenoaen, O, deze wijze
voortgaande loms wmen tov een sonlitein, in b lvadraten. ilet laatste lia-
dreat bestaeat uit 1 tevrw, nl. Doy, met edn co&fficiént.

Volzens de onlossingsmethods van Causs voor de normealverpgeli ¥ine
sen worden achteresnvol_eng de Z%O setlinine2rd, Ha de esrste stap in
dit elininatie--proccs, de slininatie van Kq, komen de resulterende ver-
Scelijirinzen er als volgt uit te zien:

¢z, - e, . GB;‘% B 1L Y
12,12 12,13 121D
22 G TG v 23 G G _— ) b G TG -
( G°°~ 'Eﬁ'” )»_2 O - j}.?.r.., }“3.,._;“‘,. ( ¢'°- N..gﬁ.m )Kb
g2
2 @ 1
=1 - Syt
G
13,12 - 13,13 13
23 G -G __ 33 G -G , 3G 1
( G - '“'"‘“T-!' )I\.z - ( G uad ""G"T’?"_‘ I{3‘T‘uo-oot-octv =% - (‘;‘1"2‘" 't

enz.
Texr bekorting zullen we scarijven

12,12
22 G TG 22
G - wngﬁﬁw- G (1)

12,13 |
ge3 GG 323(1) enz.

1

12
2 G 1 .2
£ - =57 % = £°(1) eng.
G

Cebruilr malende van deze notatie en voorts lettende on de eerste
normaalver,elijzing, hebblen we

: | | | )
g3 EE = (\7":?")51)2 # 6P2(1) KKy + 2 62301 Ky ¢ el w €O0(1) Ky "

ern

11 1e,-

A Coatb, L1
T‘X'G' s.2+ ® e 9 k@88 e R "i“G' .a-b—t

C22(1)K2+...........—Png(?)Kbﬂ £2(1)
G23(1)K2+h."‘.Q.".+63b(1}xbm t3(1)

BB P e SRR RER I YT LD RO ER SR EEE AR E RO SN
“

G (1ot v ener e s (1)R= 0(1)

G 'K
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“ij szan het »roces, wacrvan net het bovenstaunde de eersts gtap
sEdecn is, voortzetten. e splitsen vit (1 ) sen niewv kvadraat af en

elimineren uit de normaclver_elijliingen ¢2°

Stellen we nu , ‘,3 23
GB:(')) = G-B')(l> . C.— (1)_(:‘*‘(1)
>
G (1)
env .
""l.'l' . ,,23, \ 5
$9(2) = £3(1) - AL 50
22
G."‘\") i

dan lmrijuen we

R o ,rmﬁ» 61)%( ) i 673(2) Ty - 6°°(2) LK
L.J 1;- . e N N 6o A b
551 G“(1) 373 ‘ 0 b
cn )
e W12 413 S i T
G esm 1 =i C I\2 4 {; .1,:.3 0 © @ 0o c 0 &80 w0 060 Q0 - G' I..-b - .t

o) D]
CF2 (RT3 (1T cvvvvnnen = G701

o
]
ct
d no
P
-
—

w2
J
—
N
~—
5
'
o
o
o
o
Q0
%)
—~
nNo
N
[ o)
=
{
+ ct
O
= P
° N
g
L NN N WP N N, NI, N U Ul I e

(3

. "b
© 09 ¢ Z © 0 ©p O N o 0 v & ¢ 0 v B GO ¢ o0 © 0 5 80 0 0 0 5 O ® 0 O o
5, '~ 1

(2 Kyt o el a2V, = t7(2)

©
g

s
m

On deze wijze unnen we Joorzaen tot alle .owadraten zijn
splitst. 7ist resultaat wordt:

‘g:i.lc‘s"is"}i = (.irlTT 1% “‘12 '--t2(1) i (s P(p..1))?
; o (4)
en |
G11K1 - G12 in +G13 f3+ o e coicecaoae +G1b ' Kb = t1
=% (1 E, 23(1)h3w,,a,¢=¢ aaaaaaa °+G2b(1)1§10 = £2(1)

1}
<t
(OS]
—~~
(%)
"

33 W ' R 3b e
C (2)1‘3.3-‘500.- noeoca.!oe'{} (Z)l\b

6 0 4 6T e DO OO e ULU OO0 DO LR a6 20 @8 090 a0

bb(

e e A e T S AN N N
—
Wi

6P (b-1)K = 0 (b1)

Het eliminatieproces ven Gauss levert ons Gus alle grootheden, no-
dig voor de splitsing in kwadraten van giki}ak;,waardoor deze sylitsing
dus geen extra werk nodig maalt. '

Wij zullen nu onze aandacht richten op het stelsel der cofactoren:
van de in het tweede 1id ven ( 4 ) voorlionende grootheden. Ondat

6T 911
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‘“\7‘-— 9 -v—:—;l'*-'t = 1
is

~—r - P -y 12
Ty =<t 2 L0 12 _ G 11

G G
it e e A 13
3 .13 G
't19 t3(1) = t17 ( 'tj - _C_L___ "51) = G13 - G'11 =0

eng.

dus ongecorrelateerd met alls mdere hekende termen van het stel

} en derialve ook met alle andere bheliende termen van et stel-
), omdat dezc Tuncties zijn van t2(1), t3(1),.., tb(1). Fleruit
an weei, dat we uitdrwi.ing tussen de haalijes van et eerste kia--
n (4 ) ongecorrelavzerd is mest alle overige uitdruld:ingen tus--
haalz jes.

74§ merien unu nol ov, Aot in ¢ laadtste b-1 vergelijzingen van ( 2

de co’;__pledten ven ;q, Ky eesew Loy et glelsel van colfactoren der
2 ) -~
(10, t701); eeoco 4! (1) VOIriiSn, D.V.

e e e e im 9_-"M”‘-.12 S meme e eml s e

2 374 2 1 2 2 .3 G- 1

201y, t201) = (2 - STy, 2 = +%, (1) =t%, 60 B2 g

A 11
gt G
dus
g . 2.13
7 23 12gl: 2
5, ff =60 L B8 2623
G11
Hlerdoor bzstaat “rat dit betreft cen volkomen overeenkomst met de oor--
ronkelijte nornealvergeliikin_en. .¢ moeten dus ook L.cbhen
1 ~4» £2(1) ) e $2(1) =
- , V .
(1) (1)
- -y ~y i Uy - e 2 o
terwlijl ook weer correlatievrijheid bestaat tussen .=??7=a=t (1) met
1)
alle in ( 4 ) volgende uitdruwiliingsn tussen de haazjes. In
I

hebben

U T =R 2s45 3 1 3
t' = \/zc?ﬁ't , t e £7417, % $2(2) 5 cenenn

) “\/“3’3( 2)

U al e tP(b-1) (6

Ve (o)

Ve

e dus voor ons een svel grootiieden alle met cofactor 1 en dus

mnet modulus//u., die ongecorrelateerd zijn. Hlerop kan, mits hun zantal

voldoende yjroot is, een ondzrzoek door beschouwing van hun verdeling
worden ingesteld.

el 4.
en kowmt tot dezelfde T als men de grondbetrekliingen

uf?t = uf
i - o

aan de volesnde linenii. *+ransformatic ondarwerpts
\

)
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Houd de cerste bﬁgrekfin; onveranderd zan. Vorm een nisuwe tweede
e
betrekliing door er - §33~ meal de eecrste van af te trekken. De co€ffi-
ci¥nten worden den 12
By = w2 - 85
i e Eﬂf i

en de tejenshHraa% in deze nieuwsz ver_elijking
1
rn

2 .
t9(1) = t2 - S0 ¢!
¢!3
Verminder de derde betre '.i; net -3-uaal de eerste, en vggr de volioen-
~ G

den analoos. Vermincer nu de nieuw® derde betreiking met —zﬁijl-maal de
-

nieuwe tiveede betreling. e Lili_eu dza als coéffici§nteﬁ (1)
23
3(0y = 42 So(a) 2
ur(2) = uy(1) - 20 ug (1)

en voor Jde te_ensnroalt 23
- 202
enz. s (1)

Samen_gvaet wordecn Cz2 ndiewrs Hotrollinsen en de tegenshralen
1 21 1 1

: w T
1 o ’

r . s} [»)
af(1)Pl =ul() o tR(1)

L

r
1t

3 (2>

“weo

3oyt - 3
up (2)27 = u7(2)

ul (o-1)2k ug(bn) . $2(p-1)

Joxuen nu de vergelijiliin en no_ edeeld in opvolgin, door
o) 2 ! N
Vet V22, Ve, ..... Vem-1)

dan krijgen we als resultaat ven deze lineaire transforuatie van de ocor-
spronkell jlze betreilzinge . cen stalsel
U.i.; = {1

f_)

0
die sluitleden opleversn geliji: zan de T uit ( 6 ).

ifen kan nu _cenailielijk nagaan, det de co€fficiénten van de hiernhij
X s P .
behorende normeselvergsli kin en ¢ vorden-

o [-'\3'

¢ = 0 =ls PEG

G =1 alsp=o

waardoor voor de correlaten K%,verkrepen wordt
T, = %
]
X, = ¥
enz.

Vergelijlking van deze vergeliikingen met het stelsel ( 5 ) doet het vers
band tussen de To en de Kp zien. Verder is

: 8, 8" = LERTE! + 3% L . (
welk xaﬂml?aat overeenkont met (4).

e |
S
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Het is duidelijk, dut door een liueaire tronsforuatie van de betreklin-
gen, zogls er boven éen is uit evoerd, de é} niet veranderen. luners elk
woardestel der P, det acn het oorgrron'relijke stelsel Letrelliingen vol--
doet, voldoet ook aan het nieuwe en oumeleerd.

9.3. Eerste conclusies.

De nieuwve voorvoacden zijn:
L ¢ S
vUo=zou u,
o) %4.

en dus zin voljens de L.icorsle del sasnenin sireellsen de £ , oudat zij
on_scorrelateerd zij, _rootheden, elll uet esn normale één-- dimensionale
weairneningseresens, die uwit dic dsx 7 oon oonden afgeleid. Zij mogen selhisel

,‘__,w
‘“7
o

2ls waarneningen word:su Lesclhowi. s bil et begin van het vraay 8tu§/A
cangenomzn &ls evenredl jasidsTochor, zoG b

/UQ _ ,11{L2
) R | //
“ & 1
a
e VIR .= “'1 (‘,(,1, 2
- £ } Lf wd /
Can 1s, oadat de cofactowrcn Zov £ anie 1 2in,

2n 2, 2

2
~ o Ty L o= RS o
/‘L.;ET = /u,ta e _/4"‘5“ =

£

De waarneningsreslksen, Cic bij de f‘fC»horen, nebxrn dus alle d-zelfde
modulus Acz zld zijn identiell. Jaaron wolen ook alle Ef)als ? ywaarneming en®
van ewnqe?" Ge grootieild woolen oegelhouwd, die in dit geval nul is, hetseen
volgt uit het stellen von e oy ave, nl. o1 de vacrnenin en pl WO e Cor-
rigeren, dat zij aan de vo!lvaarcen voldoen. Hier moet echter wel ult--
iruszeli jiz opgenerkt torden, Jot bij bovenstaande redenering uitgesaan
wordt van de ondsrstelling, dat het nathenatische model voldoende is en
dus de tezensorelen ;e;e:l of vo.uwr Let overgrote deel verocorzas:t worden
door de nomriele onss.er... i L e gnirneaingsuiltkonsten.

Tig woeten onsg Jo omoo.. wus ols volst voorstellen: ledere ?faheeft
in eerste aanley een el en noral.d Lletooren met modulus en voor elk
dezer historraruen Hesclill en o oves fén Joarneming. Verder ceten WE,
dat ieder dszer wearneolin_ i coa 20ul,dings ten ovzichte van nul is en
als er meer weernemln eu el LAS8To oL waren, woZe om CGese nulwaarde Zoue
den schowielen. Je kunaer Jus J¢ Ciste raanen a0t deze nulvbunten op el
kear gelesd denken, de Nisto roalwn iweten elltasr dan bedekken, waardoor
we ze als één histosram ..cs:a “escroussn, dat dan b waarnemingen heeft.,
Als nu b behoorliji Jroct is loa acn deze verd-ling statistisch gaan ben
handelen en verzelijlien et coder: noraals ver e?lngen.

Is de onderstellin ten ccuzion van het model terecht peweest, dan
zal nu moeten blijken, det de varé;ling der Efgnarm&al"is en de modulus
er ven overeenstemt uet de modulus, zorls deze voor de vereffening van
“hﬁtv@ygh%aamﬁamnaanam&n‘waa, wenoudens Can de normale onzelerheden, dia

i



in de modulus als stetistische srooieid te vervachten zijn.

De ontrillielde _edldeelten_ony i allsen worden toegepast als er
geer veel overtollige vaoraeainsn, us zzer veel bhetrelliingen, zijn.
Dit is nu een eis, weereon slecuts i1 zoldzauwe jevallen wordt voldaan.,

Ofschoon de ontwill'ields _ed-clr.znu_cn. de enige is, die ons de ge-
wenste contrdle vollediy l:ouw vaveeln{Tcn, rijst de vraag of er wvellicht
nog; mogzelijlthieden zijn, dile, zij h3t dan noodzolteldi jkerwijze nminder vol-
lediys, althans eniy inzicht goven in de voaarde ven de uitgevoerde veref-
fening en die bij verel enln,.n et wveiniy betreliingen toepassing lun.-
nen vinden. ij 2ijn dan Jenocodzacliv, te zoelen nacr een zodanig proces
of zodanige zrootheden, die onarinaniclijlz zijn van de limeaire transfor-
matie van de vocrweonrden. In de eerste plaets zal men den denlen aan de

£', Deze correcties zim invoriont tegenover sen transformatie van de
betrelliingen. Zi; heboen cchter lLetzelide bezwzor als de £€ 5 ze zijn
secorrelateserd, ter.ig. wz 2ols extre coadlicatie nogl alagsbraisch afhan-
Lelijk zijn door de hetrell in_en, Dit accat niet ey, dat men in het el-
semeen wel basweiren lan, o, win..2oty de tejensnrclien en dus ook de cor-
recties oroter zijn don het_een hiervoor sraclijlierwi)s op Zrond van de
Iwvaliteit van de vasrac.iluzen ua,, Lovd:n verwaciht, er waarschijnlijk
iets met het methenatiscie rowel nicst in owde 1s, Tot een methodisch
oiderzeall Itoat e ec: v o Jdcue .acnler niet,

9.4, De midcelbare Tout.

o

e Xeren teruy tot de vaolollian, von de E*D, die een moduluz/;&had.
Janneer wij theouio de vergelijiing (7 ) van ‘§ 2 van dit hoofdsfuk, nl.
é) l.! - 2—12_“ = :E-1 :5-1 " %-2 t~2 + e e v e - :E-b%—b ( 1 )

N

VoOr ons nemen, <¢an hebl.enn we alerin een functie van de ff>voor ons,

die onafhanlkzelijl. is veoi de fTrensforicetie ven de betrekliingen, inuers
dit blijixt uit het cversve 1id. In wiskundipge teaal noemt men zo'n vorm
een avsolute invarion’, Lier dan tegenover een lineaire transformatie

van de betrel’tinzen. Het is in dit _eval de enige ( absolute ) -invariant.
On ons los te malken van et cantal b der kwadraten in ( 1 ) delen we
door b. ve krijgen dan als ve het guotient door m2 voorstellen

o 85 € A

mc = 2. e
Iy e

De aldus gedefinicerde srostheid i ( nen neemt voor m 2ltijd de po-
sitieve wortel ) wordt in de ilcssiee theorie de " middelbare font ™
genoemd, Wij zullen deze benamwing oaihouden. Deze middelbare fout is een
geschikte grootheid om ons een indrw te geven van het doorsnee bedrag
der §7, zonder dat we ieder dezer t! afzonderlijl kennen. Het is schter
duidelijk, dat de:ze'ene grootheid m niet in stest is om ons de%la?d;e‘j
formatie te verstrellen als alle ¥f]afzondarlijk dat zouden kummen dos




Opmeriing 1.

De .edachte om de Asfinitie van de nidllslbore foulb in verband te

B}

brenpen met de invaricntic van het twesde 1lid van (1) is afkomstig

[©]
(6]

T 3
van .. Beaarda.

oomerkln 2.

Lr is nog geen vervand Jelexd tussen de modulus en de middelbare
fout. De wmodulus ven een realy rordt verlire_en door deze recks Te vVer-

selijlen met een andsre noraals recls, woorven de modulus willelieuriy
n

1 gesteld is. In feite xennen v¢ no_ slecnts virhoudingen ven moduli.

w
foa}

- De exponentiéle functie.

On de pedachten ansy verder e Inunnen ontwilkl.elen is liet nodig, de
“trap enlijn van het gén.- dizeusionclc histo ram te benaderen door cen
vloeienGe lrowae om deoarnse net tot nu toe gebruilite mothematische mo--
del ven de wacrneaingsieelis leteg Jeuellzelijler te liunnen heontere

reuss heetd resds hlervoor de lirowne

Met wat wij reeds uvewen van st methematische model ltunnen wij de—~.
ze kro.rke te voorschli i wirangsen door wit te goan van hypothese IX. et

300
deze hynotiese rerd uit_ ss»roien, dot vanueer cen twse~ dlmensionale
correlatievirije verdeling, ontwor_.en wocalt op cen wechthoelrig tableau
met maotecsnaeden langs Ge asgsen, G.e ouselecerd evenredligyg zijn met de

m.

moduli, wunten met gelijle relatieve frecusntie op conceatr¢scne cirizels

Leat de vergelijiin, van de eczochte kromme luiden

Ve krijsen nu de relebisve frecientie voor het intervel Ax.( zie figuur

9.5.-2 ),als de oo.ervialte ven de trapesiuwavormige Tijuur eam de boven--

kant door de Xkromiie De rensd., Deze figuur treedt hier in de plaats
D)

ven de recihthoelr, dic we vroeger bij de tranpenlijn hebdben gebruilit., Ve
stelien ' = ‘

yig = £ (x)ax (1)
1

woarin x een willekeuvri e woards ven x uilt het interval 2485 voorstelt.

-

e malten den weliswaar sen rfout, woor dese is klein, vergeleien met het
bedrags van de freguentie zZelf.

Je denxen ons nu ezn twee~ dimensionale correlatievrije verdeling,
met de veranderlijlien I en y, ieder aet een vendeling, waarvan de moduli
gelijk aangenomen worden, Om hier de relaticve frequentie te vinden moe-
ten we de vermenigvuldigingsrezzl tosjassen en de relatieve freguentie

van x volgens ( 1 ) vermenigvuldizen met dLe van y, wa@r ey ens de gelijk--

~heid der moduli ezn ensloge uitdrulling .
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Stellan wie ons nu el
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. a Jo] 3 .
reqguentrelichaan voor doorQe x reCﬂthoek;e
het VQTallequJL)CCdM ou Ttz richten, woirvean de inhoud gelijk is zan de
relatieve freguentie, Lij et valr bshorend, dan zien we zen ( 2 ), omdat
QX Ay s ounervieste von aet wrechithiceltje is, dat voor Ge hoogte z [eldt,

Dit is dan acteen de verselifliing van et drie-- dimensionale onperviai,
lichooia can Gz Doveniiany e . renst. Dlt nu moet ﬁrccb~

tens hypothese IT cen owventelingsouservla . oijn, wazarult volgt, dat z

: o

ult welke identiteit nu d=z

moet worden gevonden. Dif-

ferentieren we de uitdru:.liing pertieel nazry X en nasr y, dan moet ook
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£t (x), ' (y) en «'( == + y° ) duiden de differentiaslquotienten rzen,

near %X, ¥ en x -+ ¥y  cen. HDoor delin, volt hiisruilt

L Lo L= £
£ (x). T (y) ¥
of £ (x) _ £ (y) (3)

Ltan (3) moet door de coordi unten van het op er-

l_J
[
m
C"{"
(O]
a3
L
ry
0)
=
3
1_—‘ .
o< H
(O] O} —~~
)
—
l' -
m
g

vlial voldzen zijn. Geven e X €211 D€ Da-. weerGe, waardoor we ult het
opmervlail een kroruie uitsnineu, die in een vlal x constant ligt, dan is
het szerste 1id van ( 3 ) constant. Dan noet het tweede 1id ven ( 3 ) de-~
ze constante waards: lunncn connemen. voor onscindig veel waerden van y, nl
die, behorende bij de punten ven de zoeven enoemde kromae. Het tiveede
1ig@ ven ( 3 ) is dus constant, mecr don isg met hct cerste lid dit even—
eensg het geval, dus

. f(x)“

Integratie van deze Jdirfferentisclverseli jliing geeft
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In f(x) = 4 kyx® + k

of Wt
3 k1 + k2
f (x)=c¢ = A e
Nu volgt uit de vorm van de irap.enlijn, dat de Tunctie bHij toenemende
x moet afneuen., De constante - k1 moect daarom nejatief zijn, We brenjen

dit tet uitcru.ing door te Wrijven

sc!

"o 2
o =Ll 7
Sx)=aet T
Js cousivants A 20et nu no_ worden benanld uit de voorw.arlic, dat de to-
tale op.ervlairte, due de Wroane insluit net de x-- as gelijlc saan 1 is,
limers de som var de relatieve frecuenties is 1, e zien aan de functie,
Get deze Das nul wordt voor i = + es, de¢ bedoelde oppervlalte wordt dus

+n
£ (x) dx
zodat we hebhen PR -
- h"z
AM// e z = 1 (4)
2. 60
Stellen we in deze intesraal nx =

waaruit vol_t
hdx = 4t

dan gaat ( 4 ) over in

o3
A 2
;,l' ¢ Tt dt = 1
-—C
omndat
O 2

e dt =V 1
Waarvoor we naar een werk over ds integrasalrelening verwijzen, wordt

A

< cn

ox "
A =
VR
De gezochte functie luidt dus ten slotte
n _h%x?

f (x) = -== e
I &
let is een kromms, die syunetrisch is, voor x = O een maximum gelijk
heeft en voor X = +00 en. X = —w» asymvtotisch tot de x—- as nadert { zie

h
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945, et acnpossen van Gc Lront.e coan O troooenlign,

denizen ong o) 4 2howd clije rijzz san histograa _etekend op
Q8T assens)y &, zodat

AU
w

o
o
(1
¢
H

L]
by
{

J
o
o
o
&
<
c
s
i
¥
[$]
.
[ar)
B

en voor de relatieve Too oL o Y de o ervicloten van de rechthoeken oo

P_— -

€20 vaste schiaal, zodrt s is oG, o St Tluoaatiov Lots

~

(-

4l unner nu o) cen DL O Jdoorzic iy o~_der voor wversceaillende oorden

ven de onaranzicr oo en o ven Unnse veienceu, Door &Lv blad on hiet histo-
oo te selhindven Lunnsi e e ronuae 2¢ Lelen, &le et best consluit bij

By

Ge tro osenlin. Als de smavds voar e Loramsten vo o deze sroone B ig en
e

le avecl . van Ge syiietvliens o vion, Luiat de vernslijling er van

N (&8 )F (1)

Venneer de Test oonsluttoide lroic ie o _ovonden hevben e h en’im Ve
vacld en zol Ge welovlev. (wo ventic ] voor et interval, be;rensd door
de punten x=c en x=b, woearvwl] b--a =AX, zo~ls deze met bshulp van de

te berelenen is, overe nsue waen et de in et histogiom voor het
overeznkoustine iuterval v.orcstelde waarde er van. ‘e hebben don dus:

3 Y 203 £ 32
R? = 43 / e (5= "'a) ; met g,': Ex (2)

of 2ls we over_ocn on (o vercnderlijle X

RQ g€ - TE ( A .x\.In) dx ( 3 )

e - V*i: ¢

Stellen we nogy

he =h (4)

dan krijjen e

o T 3 1 N LINP R R B
WO Al el X JC. Sl Tl s

Voor de borcl.znin, voo Ce-o dnte ool steltd naen

gn dus : Y dx 2

.

aderdoor it men . 5

£
ot

warrin

L en



Men kan nu gebruilr walien van de bestacnde tobellen voor -de thétae-
functie t 2

o (t) = e "% au
Vo /

( sen uitvoerize tabel vindt nen b.v. bij J.L. Joolidie, Einfithrung in
die Jehrscheinlichlieitvsrechnuny, Scrwlung ilath.Zhys.Lehrblcher nr. 24
Teubner 1927 ). Men heeft nl.

’ L%

b1 7 2 1 ! 2
eV -y
R_ = c ¥ d o e 2
L T ‘/( y - & .{/ &
0

Z 0 ) - L e (a1)

I

}

)

i

Wij laten nu hicroader voloen de waov gncmen en de verel.cnds fre-.
cuenties von de meer sebrullte verdsling van 1000 waecrnsmingen van de
rechve Nlianing van Poluris, outlesna can hittclier and Robinson, The
Caleulus of Ovservations, blz. 174, llet x = - 0,06 en h = 0,6 krijgen
we

x ( in tijdssconden )

(W

seasten frecusntie bere.ienae fre tentie

- 3,5 2 4
- 3,0 12 10
- 2,5 25 ” 22
- 2:0 43 46
- 1,5 74 82
~ 1,0 126 121
- 0,5 150 152

0 168 163
+ 0,5 146 . 147
+ 1,0 129 112
+ 1,5 76 72
+ 2,0 33 40
v 2,5 10 19
+ 3,0 2 10

Voor de Lerekening van de froeguentics lan men oolt :echruil malen von
aet nowo s roa NoJ. laaghroelk, sepubliceerd in lLiet Bulletin Géodésiqu@,
nouvelle série no. 10 blz.205. l%en heeft d-n de tebel van de © ~func-
tie niet nodig.

9.7. De numerische benaling van = on n.
ISy et ;‘1

In de vorige parcgraaf seschiedle de bevaling van X, en h langs gras
phische weg. Dit is mogel bew.-"=1ijil. zodat thans gezocht zal wuxﬁﬁmg
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~een nuierische bereliening.
Voor X, Xunnen we esnvoudig de resel van de lethode der kleinste
Iuedraten ta:uus=en. Ir zijn zen contal even vetrounbare wacrnemingen
van eenzelfde sroothzid ge even, zodht, cls hun acntal n 18,
x = . Lxl.
o) n
Voor de berel ening von 1 beschouwen e de Sroovheden X in het in-
ervel ax. Hun contal is, als we x tellen uit de s ymmetrie- as,

ol Do -l X
n W e 7 LXK
, A L ) .
sa Do dr ao v tum Lo v Ll oogitiaf )
" 15l
4 hant' ¥
zlvgﬁ, x* e Al
Voor alle intervalien - .. __etold 1 oy dit n. lindetover ang
P 2 2
. - 1 N
SRR P e . P
V T{ o

Zoals penclirelijk is in te zien wordt deze ir :zracl nul voor D oneven.
71ij beschouwen drarom voor oncven alehten de cbsolute W~Erﬁbﬂ ven x. e
aelen noy door n, om de senidcelde woorde van e som der p“”«Aachten te
verkrijoen ; noemen e deze S(P), dan is dus

« 2,2 2 2.2
g1, vgg_ Q/CX’ o TR g4 o Ug%? «/fg e TET 44
H

~. g
s =] 2 2
8(2)= . J/'xg € ~h"x dx
‘ 2 2.2 « 2 2
s(3) 0%? J/T;% o TR ax = 2R x>e B X ax
LY

enz.
De berelening van deze intcgralen levert zls resultaat

S(T) = -‘.'1:_. S(z) . S(:‘}

i
13N
)
f

i

(4) 1.3 q(5) _ 1.2 (6) 1.3.5.
S YR ST T © “f“‘a‘“

. 4!

L B R L A

Uitgeande van het erveringsfeit, dot de kiromme van Gauss ean bevre--
digendse benadering is van de traypenlijn van het één- dimensionoie hisge
togram kan men met de door woerneuin; wverkregen werdeling analoge grootes
heden als de 3(1) berelkenen. llen nal den connemen bij verdelinssn met
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maveel individuen, dot er sen belhwoorliji histogram van te construeren
is, dat de aldus gevonden waerden ccn jrote mote van overeenstemmaing

met de S i) zullen vertonen. Uit prcctischa oyepegin;en zijn de belde
esrete soumen het belonorijket. Stellen we de emiddelde woerde van de
afvijkingen uit het midden % en het _cmiddéelde lvadroat m don is dus

N (<
l n
m R S A

1“\

r) noemt men Ce geuid’:ldc fout en m is G: ecrder [:définieerde midcsl-
bare fout.
Verder stellen we dan

no= s L
nV1
Ny = 3(2‘) :«-—-3.9-.-
2 h
zodat we heboen
\l’é‘
o= RE
I
welle Tormule een nwaieriecle contrdlc is op het normoal zijn ven een ver-

geling.

9.0, lodulus en middelb-re Tfout.

In {1 )en ( 2 ) van £9.6. is 7 zen onbenoemd ze tal, aangezienk,
o . . .
en v dit zijn. Omdot & = £x 1s de diwmensie ven &£ het omzekeerde van
dis van x , dus is volgens ( 4 ) 59.6. de dinensie van h evensens het

omzelieerde ven dis van k. .Je_ens

is de dimensie van m dezelfde cls die van ¥, Men kan jemal<leli jlr najaean,
“det dit ook geldt voor 7 . De mid’elb-re en de jemiddelde fout zijn beide
dusevencens van dezelfde dinensie als d: nmodulus, Je merikoen verder op, ;
dot we. Xunnen volstoon net één “woiwie (1 ), omdat we door eechikte lteu-
ze von de meateenhsid elle reclig Dunnen conoossen aon dese ene Xkromue.

Hebben we nu twce reelksen uct Hoercueteis h1 en hz, mo&ul%/t enfué,;
maateenheden 21 en 22 en hebben we bei.de reslsen aaniepast asn dezelfde
kromme ( 1 ), dan is volgens ( 4 )

?Ii.t = h, en hézg = h2
of h1 : h2 =240 S?
en dus m__l___ . .«.l.,- =& : &
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214 27 hedid voor 7} voor ons ne

onp @ ? Bij een recks met een

wies ondersteld, mazizt

verschil uit

zou meer werk nodig

e de middelbare fout

gigenscheap, weoarvan in

we mecestel bij de vereffe--
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Xingen, w acrdoor

Ty
DR

nen steunen op bovenstoon-
toch m te berekensn volgens

(1)

i nmegen dzn niet na =/»¢stzllcn. Dc et (1 ) berekende m is cen groot-
held met e:=n thcel cnfer Lorcliter d;n/uu Zo zoed 2ls nen bij sen gering
{ ] N 1 o] - l .
acntal betrellidngen lion ledten o dc h2dragen der t€ en der £ , om zich
gen inzicht in de waarde van de uit cvoerde vereffening te verschaffen,

ken men ook i in de beschowing bet

trelriken,

s

mocr men moet er zich van be--

Ho--

wust Jn, aot voor m bij de vereffening ven een overecenkomstiy stel weer--

<

neaingen in de regel ofviljlkende bedrogen gevonden worden. zZijn veel ge-—-

1ijksoortige vereffeningseon uwitgevoerd, don an men de verschillende waar-

den van m 0 hun beurt acn een stotistianhs hehondeline Andcsmerasae s Ta



middelbare fout volgt ccliter niet de normasle webt, Op deze 2angelegenheid

wordt niet verdsr ingegann.

Lr i1s wat betreft dc herellening ven m uit een gering contal wearne-—
T

wingen nos op te nerken, dot de ervaring lesrt, dat in dit geval een aan~

tal van + 20 overtollige weornewmingen reede een vrij stabielem verkregen

g ce
dt, wacraen de grvarsn waarnemer tocn wel iets heeft. Het schijnt dus

°

0
2leof m een zekere mote van ongzsvoslisheid bezit teysrover

zijn berekening

O g TTAa tat Ty
TRENLIEEen . 0€ [AeT SCiT=EL

- - -~ P TR o
21], wanne ey slecute wainig

er € toaTnemingin zijn kan een
juiste bhestudring von zof :Ffening noolt geschieden op grond van
r 7 .

gsen problees Goch kon dit

als er een asntal ven deze
. zelfde vereffeningen ter beschilliing stant.
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