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,ie gaa.n ui t van een commutatieve groep G, Vii:;:arvan de groe1;0:pcrotio 
a3soptelling geaohreven wordt. Den homomorfe afbeelding A van Gin 
zich zelf heet een endomorfie. Daarvoor geldt dus 

A(x+y) = Ax+Ay. 
~-re definie:.~en nu eom en product vati tr!ee endomorfieen door 

(.A+B)x = ,.\X+:Sx 
( AB )x = A(nx). 

Uet is makkelijk hate gaan dat bet resultaat neer eon endomorfie is en 
det de endomorfieen van G t.o.v. daze oricraties een ri_ng vormen. 

Laa.t nu G de addi ti eve groep van eon ring n zijn. .uan kunnen we aun 
een element a toevoegen de afbcelding A=F(a) van de ring in eich zelf, 
die gedefinieerd wordt door Ax= ax. Uit de ringaxioma·s volgt dan 

11(a} (b+c) = a.(b+e) = ab + ac = J!•(a)b + })'(a)c, 
F(a+b)c = (a+b)c = ao + be s: F(a)c + 1?(b)c = (F(o.) + F(b))c 
F(ab)c = (ab)c = a(bo) = a(F(b)c) = F(a)(F(b)c) = {F(a)I(b))c. 

Hienuit blijkt dat F(a) een endomorfie is dat de afbeelding a ➔F(a) 
een ringhomtm:l'fie is van R in de ring van endomorfieen van zijn additieve 
groep • .Als Reen een heeft (cen element e waarvoor geldt ea = .. ae = e.), 
dan is de homomorfie zolfs eencenduidig (dus een isomorfie), want uit 
a~ b volgt F(a)e = ae =a/;: b =be= F(b)e. In het algemaen bchoeft 

- de afbeelding -niet eeneenduidig te zijn; men bedenke dat mGn uitgz.ande 
van een willekeurige commutatieve groep een ring kan krijgon door tc 
definieren ab= O voor al.le a an b. In zo'n ring is F'(u) voor ollo n 
de nulendormofio Ox ;:;: o. .. 

De dc:m'Snede H n IC van twee ondergroepen vo.n ecn commututieve groop 
G is een onder~roep. De groep voortgebr4cht door een willekourige deel­
verzameling V van G is de kleinste ondorgroep van G d.io V omvat, dat 
is de verzameling van io eindige sommen I.± a1 ( a.1 ti.. V ) • De e,roep voort­
gebro.oht d.oor de verenigi.ng van twee ondergroepen H en K ia de som van. 
H en K: (R,IC) bestaande uit de elementen a+ b (a€ H, 'b E: F~) • .Ale uit 

81 + b-, = a2 + b2 (nie H, bi EK) volet a.· • <a2, b1 = b2 dan h.eet de 
,. som eon ~~r.e,ote IS?~ van H on K: H . + K. De struotuur van de direete 
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som vo.n H en K id door h .;n K allcen (dus onafhnnkolijk VJ.n G) bepaald. 

Dezc is n. l. isomorf .mot de z .. 8• a.bstructc dirocte som v.:::.n 1; on K die 
a.ls volgt vorkrogen wordt: vorm do vcrzamcling van do pa.rem (a, b) mot 

n ~ Hen b E. Ken dcfinioor {u1 ,b1) + (a2 ,b2) == (a1 + ~, bfl- o2). 
Dczo is een groep die isomorf is met de dirccte som van H bestannde uit 
( a, O) isomorf met H en K = ( O, 9) isomorf met r:. 

iJon deelve: za.mcling S V:ln c.:,;n ring n hoot cen rcch.teidcaaJ. ( r -ideo..:~l) 

resp. . linksideaal ( 1-idcaal), uls zij ce:n addi ti eve c;roep is en nls 
uit s ; s, r €:. R volf,t ar E. S (resp. ra E J). ~on vcr~~r:.;.10ling die zo­
wcl r -idea.al als l~·ideaa.l is hcct c,:.m idcc.al ( twcozijdig idoual). Bij 

ecn ringhomomorfc afbcclding vc.:.n l1 op ocn ring R1 is de vo::-z2.moling dcr 

elementen die in O van R'• word.:m af tScb(:old cen idec~o.l 8 en R1 is ring•­

isomorf met de rcstklo.sse1Jring Il( mod S). 

De doorsnedc van twee r -idculen { resp .. 1-i<lealan) va.n een ring n 
is een r -idea.:tl ( resp .. 1-ideoc.1) .. Hot r -ide:aal voort::::,ebrucht door ccn: 

de.:;lvcrzamcling V vcn R is he-t klcinstc r.-.1dcaal dat V omvo."'c. E.:d:; be­

stoat uit de elcmenten X.(airi + n1°'i.) met ai,v, ri~R,ni. gchcle getal­
len. Antloog voor 1-idcalen; :I ( r i a1 + ni a1 ) on ideal en L ( a1 r i + 
+ s.a 1 +t.1a.u. + n.a.) met a.EV; r.,s., t .• u1. €..Renn.; Q,ehele getallcn .. 

J. .. 1 l. 1 1 l l. l. 1. ... 
... Us R eon een hee:ft kunncn de termen met gehola coef:ficienten weggel.::.torJ. 
worden. Ala V ui t eindig vccl elomcnten a1 , •• ,, a.n bcstm.1.t wordt hot i·· 

dcaal voortge braoht door V go schrcven ( u1 , •• , J an)• :Jen ideaal ( a) hce·;; 

een hoofdideaal. De som (V, ':T)v.nn t,oo ~~a!.i'ngen. V on ·.1 is de vcrza­
moling der a+b(a E. V, bf J) i. 1Us V en J bcidc r -idoalen,l-idealcn of 
idealen zijn is hun som hetzelfdc. Hct :product V ./ van tuee declvcrzat1c­

lingen V en ~/ is de VCl"zc..mcling d6r Lai bi (¾E V, bi e. ·.i) • Als V uit 
slechts e~n element a 'l;:);;.etaat schrijvcn v;e ook wcl a ·.7,, A..."lc;loog Vb .. Het 
is cen r-ideo.al, als ·.; eon r-idcaal is, een 1-idca::..1 uls V een 1-ideoal 

is. Ji.ls ecn ring directe som is vo.n tv:ce idealcn A+J, da:i.1 is AB de nul-· 
ring ( we sct.rijven di t ook Jill = 0) ',vent al.S a f .A, b t.. r;, 

dun is ab £ A en nb E: D on dus ub = o. Dan is voor ai E. A, bi€ B 
(a1 + b 1)(a2 + b2) == a1a2 + b1b2• De structuur van de ring is dan vol­
ledig bepacld door die van A en D. 
~en idearu. P heet eon priemidoaal als voor twee idcclon A en D met 
AD C. P, geldt A C.P of BC.}.),.Deze definitie wijkt af vc,n de in de commu­

tatieve idaaeltheo~ie gebruikolijke, n.l. P hoot een priomideanl als 
ui t .:1b 6:. J? volgt a Ei P of b € P ( d. w. z., de restklasscnring nu,:.r P b011nt 

geen nuldolers). :le tonen an.n da.t deze twee defini ties voor commutatie-vo 
ringen O}_: hetzelfde ncerkomen. In een eommutatievo ring geldt n.l'f, 
(~b) = (a){b), immers (r a+ na) (s b + mb) :::: (rs+ mr + ns) ab+ mn f.t1:., 

Lo.at 'P priemideaal volgens de eorste dcfinitie zijn en ab t. P, a(/: P, 
dan is (a)(b) == (ab) C!P en (a) ¢ P, dus (b)c)?, dus bE.P ... :,aat omgekeorcl 

F priomi<leaal zijn volgena de twcede dcfinitie en A en D twee idealen 
~,t 413<: Pt .¥-P• Dan ia er een a € A mGt · a ? p., Iioem een willeke"U.rige bEB~•, 
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da.n is ab c AB, dus ab ~ Pt a.♦ I', dus b ~ P. Dus :D ¢ :P, 

--:ro merkan nos op dat con ring 'ilCt een O o;.;n dcclring /:. 0 mat een 
c• ka.n bczittcn, zodo.t o /: o' •. o'o ncm .... n b.v. de ring mc·t de vic:b clo­
monton O,a,b,c on de optollincs-_cn vcrmJniavuldi3ingstabcl: 

+ 0 a b 0 • 10 a b 0 

0 0 b 0 0 0 0 a 0 0 
n a 0 e b D. 0 t'. 0 a 

b b 0 0 C. b ,0 0 b b 

0 e b a 0 C 0 n b 0 

De vorznn1eling\O,o.)is con licha.r.m met a als een. 
·.re beschouwon nu c,;n srocp G on e.:.n· vcrzamolin-JC, vorJ ondornorfieon 

van G; doze ~"orden ook wol opcratoren gcnoemd. ~on ondc::;.~groep U he.:;t o~n 
f2: -ond;,:,;r~rocp ( tocgelaton onder::;roop), !'.lS voor ecn A E ~~ on eon 
he H r:;oldt Ah€ H (kort gcsc!1rovcn Q II C. H). Men bcdcnke det twee o:pe­
rntoron die op G vcrschillcnd zijn, op H golijl~ kunnon zijn. i.3.s H .-
con norma.lo .l 2-ondc:rgroep n:i.n G is. kan racn de opcratoren ook dofinicrcn 
voor do f aotorgroop door A(H + x) = II + Ax. J)it is indcrdand acu cndc. 
morfie, want A(I-!+(x+y)) = H+A(x+y) = H+(.Ax+Ay) on A(H+x)+AO;+y)=(H+1i.:x:)+ 

(H+Ay) =H+(Ax+Ay) • .Allo dors..:..lijl;:o sroe:pen hctcn Q -grocpc:n. b~n h(.lmo­
morfio B van con tJ.-groepG op oen S1-groep G' hoot con 51 -homor.1orfio 

als het een homomorfie is en :3it == . .\'B voor ollc l~E 5' • E'Venzo Q: -isomor'I'" 
fie, Q -ondomorfie. Do Q -endooorfieen van G zijn dus die elomentcn 
van de endomo:xtlew.dng ae met r~ VCl'v7isselbaar zijn •. Als G tcvcns additi,.:V(· 

groop van eon ring is, sprakcn we oak vanQ -idealon enz. 
·1e beschouryen nu n-rijige vierkante Ii.latriocs ( aij) met elemcntcn 

uit e:.:11 ring R. ".'."e schrijven ze 1:•eij aij en dcfi:~ieren ( I:.' e13 a1j)+ 

+( z:-•eijbij) = }:1 eij(aij+bij)' ( -x_• cijaij)(l\:,ijbij)=L~eij(#,aikbkj)~ 

De matricGs vormcn don con rin3t de volle matrixrin~ Rn-• Daze bova; 
ecn dcelring ::.somorf J?ct n, n-.·l• bcstaando uit do eleriKmtcn !''c:ij(cr1j), 
waarin uij hat Kronsek~r-symbool is: 

t 13 = o o.ls i /:. j en f. ij = 1 als i = j. iu.s n ;;;eon een heeft 

is f ij goon element van de ring en moeton we het dus zo opvatton, dat 

af1j = 0 ala i /:. j, en a.E"jj = u ala i = j., ~7o idcnti:fiJci-011 doze 

deolri11g met n dun is R c;. Rn• Ala R een een heeft definHfrer v.ro 

Epq = I' aij ( o ip S'°~ !) dat is de matrix met op het snij:pu11t van du 

pG rij en de qe kolom een 1 en elders nullcn en dan is ~eijaij = 

== f. i. E1 ~aij' want f 2. Ek18k1 = 
4'F'f J,• 1 ~ · t\'C.1 e, .. , 
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,,, 1Yt( ( • <""' -- 11.rr.•aij D1k bjJ.))( r e13<8k1 () ij)) = 

"W'I ,.,,, "'' 'W'I ~ .,., 

= LL r:·eij( r 711c Dml bmj 8ic1> =2 101j< ~ L I.7'""11~ ~ ml tm,;ll-kl) = 
K•I (r1 -•• ' l<~I .1-;-j -•I •• . \I 

= !1 e1 jaij. Verd er goldt Eij Dkl = S'jkDil, t, :~\i = 1 en voor a f R: 

aTiij = E1 ja. Als omgekezrd S een ring m,:?t een 1 is en element~ 

Fij(i,jT 1, ••• ,n) bevat, die voldoen aan F1jFk1= rjk Fil en ft;.Fii = 1 

en s bevat een deelriug TI. zodot 1 E n.,a:i!\j= l\ja voor a.lle a e n. en 

ieder element vo.n Sis op een en slechts een wij".e te schrijven in de 
gedaante ff F1;ai'j' dan is S isomorf met Rn• 

,;:::. I d .. I IJ 

':"'."e bet.rijzen nu twee etellinge11 over matrixrin5en I~11 , o.ls 1:;: cen 
scheef lichaam (niet-commutatief lichaam) is. ~e noemen eeu ring 
enkelyopdig ale zij geen idealen bezit behalve het nulidGaal ~n aa 
ring zelf. ·11e noemen oen 1-ideaal van een ring irreducibel. als d.e r:;.,\;',, 

geen l-idealen bevat die in het ge;:,even 1-ideaal bevat zijn, 'JehalvE 
het nulideaal en het 1-ideaal zelf { analoog voor r··ideamen en ideal en·:. 

De ring Kn is enkelvoudig, als Keen scheef lichaam is. 
Bewijs: Neem een ideaal A/- O in Kn en hierin ecn elooent a= 

= i: :mijaij /- o. 
,.,.. 

Nu is ~- :8kp a ];qk = apq dus ~q (: A voor alle p en q, maar deze z:t.Jn 

niet alle = o, dus er is eon b " K met b e: A, maar d.an is oak b b-1 .. 

~ 1 €: A, dus A= Kn• 
Als Keen soheef lichaam is; is de ring r.n een direcl!Ie som van 

n irreducibele 1-idealen, die onderling isomorf zijn. 
Bewi:js: Voor een vaste k is KnEkk een 1-idec:~al. ~:et bestaat blijk'taar 

uit de elementen van de vorm ~ E1kaik(matrices <r7t.a.ri:n ovc;r,::11 buiten 
de ke kolom nullen staan) • Laat A eon 1-ideaal /: 0 zijn, bovat in Kn:i.::l:: 

en hierin een eleraent a= f E1kaik /:.Oen wel met ~k /: o, dan is 

Dkk = ~P¾~a e. .. 't dus Kn1:kkC A, dus KnEkk = A. Dus Kn:IT\::k is irreducibel. 
Klaarblijkelijk. zijn nlle KnEkk isomorf en is Kn = Kn:111+ •• , +!Cn:illnn 

een directe som. 
Een co1nmutatieve groep G met een operatorenverz~meling ~ die ecn 

schcef lichaam is, dat de identielce endomorfie bevat, hect een ~£1t~ 
ruimte. :oe identieke endomorfie is dan natuurlijk de etb vm1 ~- .Das.r in 
+ ieder element /;: 0 een inverse (links- en tevcm; rechtsinverse) bo­

zit, zijn alle endomorfieen van q eeneenduidige endornorf.iee~ van G op 
zichzelf; in ~ zijn alle elementen f. O automorfi_e_<m van G· (isomor:f'e af­
boeldingen van G op zich zelf). Een f -ondeD~oep van G heet een deel­
ruimte. 
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De elementen van t heten scalo.ren; v,e sch:rijven ze l'Jlet kleine Grieltse 

letters. Dan geldt duaoc(a+b) =(.l(a+o<b,( ct +(J )a =~a +(3a,( Oi fJ )a= 
o( { f.:, a), 1a = a; dat zijn juist de eisen die men gewoonlijk aan een 
veotorruimte stelt naast de eis dat ze een groep.is en de scal~ren een 
liohae.m (in ons geval een scheef lichaam) vormen. Dr moet verder nog 
gelden dat ui t c/x = f;x voor alle x volst da.t d = (3 , hetgeen zo is 
mits G niet de nnlgroep is. ""7'e stellen nu nog de eis dat de ruimte ein­
dig dimensiona~l is, d.w.z. er zijn elementen a1, ••• ,an zodat iedor 
element te schrijven is ala o<1a1 +•••+~nan• ~e laten nu van de a1 
zoveel weg tot ze een minimaal stelsel (basis) vormen, d.w.z. tot ver­
dere weglating l~idt tot verlies van de eigenschap dat ieder clement 
van Gala lineaire combinatie isit;schrijven. Onder de systemen a1 zijn 
de bases gekarakteriseerd door de eigensehap, dat de schrijfwijze 
~ o{ 1a1 eenduidig be:paald is ( of dat ui t Lo< i a1 = 0 vol gt :"' i = 0 voor 

allo i) • Immers, ala Z o<1 a1 = 0 on b .• v. o( 1 /:. O dan is a1 = 
= ..::f (- o<1 -\:;( 1)a1 , dus a1 ke.n ,.-,eggelaten worden. Omgekeerd ala a1 
weg~aten kan worden is a1 = ff: o(1ai en a1 + 1:., (- ~i· )a1 = o. ,:te • 

($~ t•l 
beuijzen nu dat hat aantal elemen~cn van e~n ba1is van G constant is, 
Stel~twee bases a1, ••• , 8n en b1, ••• bm en m < n. Dan is b1 = 
= rt-, 11a1 en niet alle p 11 = O, b.v. (311 /: O. Dan is a1 = 

1,;:::.I -1 .,... -1 
= A~ b1 + ~(-/311 /l 11)a1 , dus b1,:12, .... 1 an is een steleel 

vraarin :°"le elementen van G uit te drukken zijn. Het is !hter zelfs 

een basis; stel n, 1, 0 = ~1 b1 + .t ~ j_ 81. = ~ 1 /! 11°1 + ,..,_ ( ~ 1/311+ ?1l":: 
dus ~ 1 (3 11 = o, ~ 1 = o, mao.r uit 1nt ai :.: O volgt ~i = o. Stel nu 
k elementen ai door b1 vervangen: b1, ••• , bk, 8k+i' ••• , an zodat 
dit systoem een basis is. Dan is bk+1 == t,Pk+1,i~i +1Jk+1, 1a1• Niet 
alle o'k+1, 1 zijn nul, omdat b1, '\>••, bm een basis is, b.v.yk+1,k+1 j. C• .. 
uan is ,7ecr ala boven 8k+1 uit to drukken in b1 , • :: ,bk,bk+1,ak+2 , ... an 

Dit systeem is nu een basis van G want uit O = !g1b1+ 
~ K ,~ 

+ ,:~,. ~i8 i =, ~• ( 5 k+1/3k+1;,i.+ ~ i)bi+ ~k+1 '( Jt:+1 1k+1 8 k+1 + 

+ i: ( ~ k+1 a 1'"+1 t· +.}: i) ai vol€:,'"t ~ k+1 '( k+1 k+1 ::::: O, 5 k+1 = O, 
t~.l. ... #- .. , ) ✓ ' 

maur ui t b ~i bi+ ~ ·~ ~ i a1 = O volgt 5 i == 0 voor allo i. rre kunnen 
hiermee doorgaan tot we vinden dat b1 , ••• , bm,8n,_+1,. , •• an een basis 

is, maar dat is niet zo want am+1, , •• an zijn eruit weg te laten. 
Evenzo weerlegt men m )n; dus m = n. 

Een<p- endomorfie A van G beet een l~nea~re, tra9aformatio van Gover 
<p, Nu vormen in iede:re ring de ·elomentent die verwisselbaar zijn met 
de elementen van een vaste dealverzam.eling van de ring, zelf een. r:tng.,, 
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Dus is de verzameling lineaire transformaties een deelring L VQ&l de 
endomorfieenring van G. Als A een lineaire transformatie is en a1, •••• an 
is een basis van Gover~. dan is A volledig bepaald door de beelden 
Aa1 ; -o,ant al s x = Z' $ 1 a1 , d an is . .A:x = A ~ $ 1 a1 = l:. A ~ 1 a1 = 
= Z: ~ 1 (Aa1). Omgekeerd als we n willekeurige elemente.n y1 , ••• ,Yn ui t 
G kiczen is de afbeelding !:~ 1a1 -11> ~ J1y1 een lineaire transformatie 
A, waarvoor Aa1 = y1• In het byzonder is er bij iadere o( = ~ een en 
slechts een linem.ire trans:formm;ie o<' zodat «' a1ac<~• Mon bedenke datO( • 
behalve van« ook van de keuze van de 'basis afhangt. Vol&.;ens deze toe­
voeging is ( GI( 1 + A.' )a. = (X' a.+ A' a1 = o(a.+ p a1 = ( o( + (d )a1 = ( ~ +{i..) •:..~ ,.. J. J. . l. .. 

en ( « ' /3 , ) ai = o< ' { p.' ai) = <.x.' ( /2 ai} = ( °' ' (J ) ai = ( (Jw. ' ) ai = 
= /3 ( c< 1 a1) = !-3( Ci( a1) = ( (3 o( ) a1 = ( /s-'( ) 'a1• De toevoeging is verder 1:.a.· 
tuurlijk eeneenduidig. De «' vormen dus een scheef lichaam +• dat i!! · 
vers-isomorf ( of anti-isomorf) is met ♦ ( daarmee is bedoeld een eeneen•· 
duidige toevoeging d. -> ::i< ' zodat ui t ~ -> ;< ' en /3~ (3 ' volgt 
~ + ~ -:> x1-+ (.j I en 0( {:; -, 1:~ 1 o< ' ) • Nu is G ook een vector:ruimte over ~• • 
Dan is ieder elemet?t blijkbaar te schrijven in de vorm L~t' ll.i, dus 
a1 , ••• ,an vormen dan ook een basis en G is n-dimensionaal over~•. De 
endomorfieen o{ E Q zijn verwisselbaar met de elementen van$· en vor­
men dus lineaire transforraaties van Gover ~1 ; ze zijn blijkbaar op 
dezelfde wijze aan .;,. 1 toegevoegd als eerst 0<' aan o(, dus { o(')' = G{ • 

Noem Eij de lineaire transformatie van Gover, gedefinieerd door 
r:1 jar = 'Djra1• Dan is (Eij o<' )ar = ci. ;rai = ( ,:x':Jij)9r, dus :illij is 
ook een lineaire transformatie van Gover~•. Als A een willekeurige 

lineaire transformatie is met Aar = ~ o( irai dan is ook ( f :Eij ~ 1 ij )8r= 
==-+ o( irai, dus A = f Eij 0( 1 ij, Omgekeerd is iedere f Eij o< 1 ij een 
lineaire transformatil A, waarvoor geldt A8r = f o( 1f a1• Iedere line­
aire transformatie is dus op een en sleohts een wijzc te. sohl'ijven in de 

vorr!~ Eij CJ(' ij, met oC ij (: f)'.. Tenslotte· geldt E1 j:ckl = b jkl\1 en f D11 =•i ~ 
nuJ L isomorf met ;~: 

De ring van de lineaire transforms.ties van 0011 n~me:.ts:iPnale veotor­
ruimte over ecn scheef lichaam ~ is isomorf met de matrixring ~' , n 
waarin ~1 een schecf liohaam is, invers-isomorf met~. 

-:-e willen nu het ccntrum C van L karakteriseren. Onder bet centrum 
van c.en ring vcrstaa.t men de verzameli11g der olemonten a waorvoor geldt 
ax = ~::a voor a.lle elementcn der ring ( dus de elementen die met alle ele­
menten dor ring ver,visselbe.ar zijn).. Zoe.ls vie al eerder zagen geldt vo< 
de elementen van een matrixring tti, ; H' = l:Dk· (Ye E .. ~• .j)E k'" Als 

T n "'' pq K p J.J l. q 
A = ti I:ij 0(' ij €. C dan is A verwisselbaar met al e ikl en daaruit 
volgt O:pqA= r:x' :pq' dus o(' pq = 0 ala p /;. q en ~•PP . = A vo~r alle p, dus 
A = .)(' 6- IP', dua C is het centrum van f'. Om het centrum van q te be­
palen, bedenken we, dat di t blijkbaar gelijk is aan f fl ~' n: 
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is 'bcvc.t in hat ccntrum van ¢1 n .;;n dus in ¢1 • Dua is hot ccnt:rum van ¢ 
g.::lijk uan $ () ¢1 • Om rcdcncn va.n symmetric is dan ook ht:lt ccntrum van 

¢' .::,olijk aan ~ n ~' en dus is C = 9 ri Q'. Als ~ commu:to.tief is, is 
•'Y\' = C( en dus onafhan::cli;jk vr~n d0 1'::cuza v:::.n dC, b.::.:sis. ¢ is dan hot 

ccmtrt1m van L. 

·-:-o merl::cn op, d~-t nr::L-:.st de op pg..1 voor c.:n rinG R g0dcfinic0rde ring 

der linksve:r:.ieniz;vuldic.,in.:;cn, ook (;,:n ring der rechtsvcrnonievuldigingcn 

G( a)x = xu 'bcsto.c~t die c~nti--homor,1crf' is c0t n.. 
",i.:: gc,nn nu ui t van eon n-dir:iensicnale vectorruimte G over e,:m ( com­

mutatiof) lichauro ♦ en n.::ucn a~n cl.at Gnu additievo groep is van eon 
ring 11 en '7Cl zo <l~1t in de endomorfioenring zovwl de olcmentcn van de 
ring dcr linksvormenigvuldigingen als die Val";. de ring der rcchtsvcrr,10nig­

vuldigincc11 vcrwisselbaar zijn :m0t ~. Dan hcGt 11 cen t_y:,et,c_q_r,.m..,le.?f~Y:Stc~f,: 
of eon ( o.ssocin.ticvo) qJ.gebra over ~. Dat bctekent dat ac:.n de:: cieen va:n 
o;.;n vcctorruimte '!"'O:rdt toegevo0gd, d.c.t ~ conm1utaticf is, dat 0r in R 
a:;.n v, . .n"r;1Gnigvuldiging godefiniacrd is zodat R ce:n ril:g is,, en d£.t voor 

cl.. t ~, a E: :1, b E. R geldt (o(a)b = u(~ b) = CA(ab). Als Reon cell c 

hccft vormen de o< c ec11 doelsyst0cm van R isomorf met ~ en lmn...'1cn 1.1e 

:::1 opvattcn als ocn ui tbreiding van ¢• Dan is tovc~1s iodcr ideae.l ocn 

¢-idcaal-. 
In oon al60bra gcldt (c<a)(/3b) = (o< /2 )(ab). Dae.ruit volgt dc:t doo:..· 

de verme11igvuldiging van de b::siselemcnton, die van de elcr,10nte:n van de 

hele ,:1lgcbrc1 bepaald is, •~r~t u;s ai c.j = f b ijk3k, dan is . 

( ~ Siai)( f 'ljaj) = tJ ( s i l'(j)(aiaj):;:: ~ ( si'?.jt\ ijk)°k .. Om 
vnn ocn vcotorruimtc cen algebra tc makcn is hot voldocndc de vermenig-
vuldiging van de be.siselementen zo to dcfinieren, dat deze associntief 
is .. Di t ge:.:;ft voor d-:: ~uctuurconstn:nten cJ ijk do voo:rwa,.rde 

f "t, ijl <) 11:m = ;= -~ jkl i ilm• 
-~e ku11110n bet begrip algebra. gcn.:raliscrcn door voor ~ ecu r·ille-

keurigc dcclvcrzameling van de endomorfieenring van de additievc Groep 
van een ring R to nemcn .. ··:c sprelrnn dan van eon ~-ring, als de elementcn 
van¢ ver\"l'iaselbaar zijn mot de ri.:chts-cn linksvermenigvuldi.;ing,cn. 
Door ~ lc0g t;e nemen krijgt men dan ccn sowone ring. 

,...:'o beschout";cn nu cen willekeurigc vorzamcling n. on eon J:.lassc -( van 
d-.::;olvc:r.zamalingen van R ..... 'ic noemc11 At=" 1f ccn E,.inimaal olomcnt vctn y 
als ui t X e 't , X c A volgt }~ = A. Hatuurlijk kan Y, me"r dan eE.in mini­
ma::i.l element bevatton.. ·.;o nocmen A(:;; ff hot kleinsj;_,£ 0lcm0nt van y,· alf:J 

A C ;~ voor allo X f.:" 'f . Natuurlijk bcvat f hooGstons een ldoinstc cl0~· 

ment.. !w.s f .aen kleil"lstc element bczi t 1 is di t tcvcns het 011ige minimal.i 
element .. 

~le zeggcn dat f aan de minimumvoorwuardc voldoet als icdcre niot-le•­
ge deolklassc S1 ( t ecn minimat:l element bcvat. 

t;le zeggcn dat r aecn do dalondc-kot_:ti9fil'.oorwaarq._~ vold0ct al.s bij 
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iedoro rij ,:'70 e: 'f , wo.o.rvoor gcldt '7 n? -.in+1 ce;n natuurlijk gato.l k to 
vindcn is, zodet ·.\l = Ylk voor n :,, k. (do kctting 11 brcckt at 11 ). 

Dezc tfl'IOC voorrrac.rdcn zijn a.equivalent. Immcrs n.ls de minimumvoo:r­
wn.crdc niot seldt is in ocn dQ.:.ll:ln.ssc va.:.1 q, zonde;r minima.al element 
ma!ckclijk cen niot o.fbrclwndo d.:-:lcndc kotting tc vindon; als de mini­
mumvoorwaarda wol eoldt, brcekt bij de indax vnn hot rninimnlo oloment 
ui t c~o klasso dcr 'J'n de kctting af. 

GcheQl c.naloge boachour.·ingcn kunncn wordcn e,choudon over E!.,~imaal, 
srootste, maximumvoorwaard0 en stijucndc-kcttin{r,oorwn~r~. 

·-:-a tonen nu cc:i:-st a.on do.t voor voctorruimten zor.cl de minimumvoor­
ws.nrdo ala de mnximumvoorriaarde voor deelruimton aoez,uivalont is mot do 
eindig.,-dimensionnlitoit (daze voor"'n.ardcn zijn dua in dit goval altijdb;:' 

d:l wcl of bcido ni...it vox-vuld). Danrtoo bewijzon we ccrst, dnt cc.n cchto 
doclruimtc H vo..,., ocn n-dimcnsionale vcctorruimtc G cindigdimensionawl 
is mot dimcnsio m <. n. Ala in ccn vectorruimto b1, ••• , bk ono.:thanltelijk 

zijn (d.w.z. uit t, _e 1b1 = 0 volgt, dut allc (3i = 0) en bk+1 is 
onru:hankelijk van b1 ,.. •• bk(d.~.z. er geldt niet bk+1 :.: 't, p1b1), dan 
zijn' ~1, • •;, bkbk+1 ona:fhankclijk. Immcrs ui t rt-, i b1 == 0 vol st, dat 
allo (3 i = 0 zijn, of /.J k+1 /: O; in h~t ln.:::.tstc"''gcva.l is bk+1 a:fhanke­
lijk van b1 , ••• , bk. ils H de 1mlruimte is, is H 0-dimensionaal. Kies 
anders in E een b1 /: 0 en vorm p 1 b1 ( t.> 1 daorloopt $). Als II da,..rmec 
ni..;;t ui tr:;epu t is go.an we door mot o.;:.n b2 en vormcn 131 b1+ ,.a2b2 enz .. 

. Steeds zijn da.arbij b1 , ••• 1 bk 0110.fhonkclijk. Als nu m stappcn (m < n) 
H uitgcput is, is H m-dimonsioncGl en zijn wo klaar. Ala dat niot zo 
is zijn er J>1 , ••• , bn tc vindcn, allc in H, die onafhqnkclijk zijn. Do 
olemontcn ~ {3 1 bi ( /1 1doorlopen (}) vormcn ocn dealruimte r~ van G, on wel, 
omdat KC H, cvn cchtc dcclruimtc. Als n1 , ••• ,an oon busis van G is, 
is Gr minstcns een .o.1 , wa.arvoor ai ¢. K. Nu guan uc a.an b1, ••• , bn ala 
boven achterocnvolgens a1f2 cnz. touvocgcn on krijgcn zo tcnslott~ eon 
basis v.Jn G die uit moor dan n elomcnton bcstaat, hotgoon ceu te[;an• 
spraak oplcvcrt. 

Uit bet bovonstaando volgon voor n-diracnsionalo ruimton nu direct 
bcidc k~ttingvoorwaardcn, dae.r con kotting nict moot" dan n+1 vcrachil­
lendc dcolruimten kan bevatten. 

Als omgokeerd de mnximumvoorwa.'!rdo voor eeelruimten gcldt, is 

volgcns bet bovenstaandc precede 0€:n stijgende lcotting doclruimtc:L to 
construe~en, die afbreekt en zo de eindigdimensionaliteit levert. Laat 
nu de minimumvoorvm~:rde voor deelruimten vervuld zijn. tltel dat de ruim .. 
te G niet oilldigdimensionaal is, dan is volgans bovenstaand procede eon 
oneindise rij elementon b1 , b2 , ••• to conatrueren,, zodat iedere ei%ld.il3e 
deelverzameling erui t een onafhankelijk stelsel vormt. Vorm nu de deel ... 
ruimte H voortgebracht door b1 ( i ? 2) ; deze b.estaat blijl:baar uit I(libi 
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met slcchts cindig vecl ~i !. c. nu is b1 I H, want als b1 (i; H 11,as, 
was b1 afhan1celijk V.?.n c ... n cindig stclsel der b1 • H is dus 0011 ochte 
deolverzt.:mcling va.n G en bovcndien nict eindig diraensiona.-:1 ( zij bovat 
dcelruimten van ,~rillekeurig ho(;c dimenaie). Op H lr.unnon we hctzclfde 
proc..:s weer toepnsson enz. en ,.,o con 11iet afbrelcondc dalonde ketting 
ver}~rijgen, het(;,ccn cen te0cnspraak oplevert. 

He·t is triviaal, dat uls Y, aa;.: de minimu.11-rcsp. r,1aximumvoor\•1aarde 
voldoet, hetzelfde 6eldt voor cen deelklasse ·;r_ cf' • :Uus i;olden in 
een hy:pcrcor;rplox systeem de maximum- en de minimut1voorw::iardc voor ¢-1-i ,Jc · 

alen, f -r-idealer en p- idoalen. 
De lclasaicke structuurth.:wrie vnn :tedderburn voor l1yporcon1)lexa sy.st,.::­

men 'V'lerd door ii.rtin g02,cneraliscerd voor f -ri11gen, ~01ac.:.rin de t/-1-ide­
alen a.::n de maximum- on mini.rn.uravoorwaarde voldocn. Ji t is indi;;rdaad 
eon uitbroiding, want hioraan voldoen uiteraard alle eindigc ringon 
en de restl::lassenring mod m in do ring dcr gchcle getallen is, als m 

gc;.;n pricmgetal is, gocn hypercora::lex systcom. 
Later is het gelukt ui t de voorwa.:irdcn vo.n Artin de: muxir.1umvoor­

waarde nog, weg te latcn. Ook di t is o.:::n ui tbrcidini:;; neem hot systeem 
bcstaando ui t onoindigc rijcn null en en enen, wnar:i.n cvenv;ol slechts 
cind ig veel .onen mo gen voorkomcn on definiccr optelling door op to 
tollen alsof het du~al gcschrevcn natuurlijke gotallcn ~aren, dus met 
tweetallenovt;!rbrengingt muur laat hetgecn er aan de voorkant eventucel 
uitgeworpen ~ordt weg. B.v. 

1001110101 ••• 

+ 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 •*• 
0110101101 ... 

Hct is duidelijk, dat dit systeem eon commutaticve groep vormt. ge 

bei:;'tijzen dat alle echte ondergroepen eindig zijn en de ondergroepen 
dus aan de minimunr,.roorwaarde voldoen. Stel con oneindige ondergroep H 
dan bevat deze voor ieder natuurlij!:.: getal n een element met eon 1 rachts 
van den° pla~ts. Stel ecn clement a EH mot zijn raoest rechtso 1 op 

e . . m-1 ( . ( ) m-2 de m plaats, dan is 2 a= 1,0,0, ..... ), dus 1,0 o,. .. (;. H, 2 a= 
= ( ~,1,0,.0, ..... }, dus ook (0,1,0,0, •• ,.,) 6- H enz; dus H bevat alle ele­

menten met nullen voorbij do m0 plaats. Daar dit voor iedere m geldt, 
is H de hele groep. De groep voldoct echtc~ nict aan do maximumvoor­
,;vaarde voor ondergrocpen, want voor iedere n is de v~:-;zameling van 
elcmenten die voorbij de ne plaats nullen hobben ocn onQcrgrocp, on 
deze ondergroepcn vormen een niot- afbrekendc stijgende lccten. ?.Iakcn 

,vo nu van do groep eon ::."ing door de dc:finitie ab = O voor c.11e a on b, 

dan zijn alle ondergroepen tevens 1-idcalen; do verkrogen ring Yoldoct 
dus wel aan de minirm:un- ma.er niet aan de maximumvoorwat:rde voor 1-idoa-· 
lon. 
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Een matrixring t/J."tl over ccn lichaam f is blijkbaar een bypar­
complex aysteem van reng n2 baeiselementen E4J • , Neem nu 
omgekeerd een hyporcomplexsystcem G met ,en over f. Dan is dit 
iaomorf met de ring der linksvermenigvuldigingon en daer deze 
laatste verwisaelbaar zijn met db elementen van j, zijn het 
lineairc transformatiea van de vectorruimte G over¢ , welke 

laatste een ring vormen., isomorf' met '71 ( f is nu co~utaticf 
vo:rondcrsteld) • Dua G is isomorf { en wel 1- isomorf) met een 
deelring van ~ , A.la G gesn een het.:ft kunnen we het inbeddeo 
in een hypercomp.a:. :ayste~m met een door oen basiaelement a0 

toe te voegen en te dcfinieren a0 ai = a1 a.0 = a1 , Hct zo ver­
kregen eysteem is isomorf meteen 1eeltiqg Viti eon matri:aing 
en dus Ga fortiori. Due; 

Een algebra over een lichaam ¢,is isomorf' met een deelrinf 
van een matrixring over p-

Een element a van een ring heet nilEotent ala er een na­
tuurlijk get al n best a.at wae.rvoor aP = o. Eem deel verzameling 
van een ring beet een nilver~ameling als alle elementen van de 
verzameling nilpotent zijn. Een deelverzamelingYvan etn ring 
heet nilpotent ale er een natuurlijk getal n bestaat, zodat 
bet product van n factoren V(ook gescbreven vn) alleen uit het 
nulelement bestaat; d,.w.z. als ieder product van n factoren 
a1 a2 ••••• an uit V nul is. Uiteraard is een nilpotente verza­
meling een nilverzameling; het omgekeerde hoeft niet te gelden. 
De betekenia van begrippen ale nilring, l - nilideaal, nilpotent 
r - ideaal anz. is nu wel duidelijk. 

2 Een element e f o van een ring heet idempoten! ala e = e • 
Een idempotent element (kortweg een idempotent) e beet primi:: 
tief a.ls het onmogelijk is twee idempotenten e1 en e2 te vin­
den, zodat e = e1 + e2 en e1 e 2 = e2 e1 = o. De betekenis vau 
het laatste begrip blijkt uit het volgende. 

Laat een commutatieve 51-groep directe som zijn van .5?..­
ondergroepen : G = G 1 + .... + G0 • Dan is iedere x E G op een en 
slechts een wijze te schrijven ala x = x1 + ••• + ~ (x1£ G1). 
De afbeelding E1 x = x1 is dan een Q endomorfie. Hiervoor geldt t 
E? = E. , E. E. = o als i :f.j en E1 + .... En = 1 (de identieke e,f'-

1 J. 1 J • . .. 
beelding). A.ls er omgekeerd n Q-endomorfieen F1 beats.an, zodat 

Fi = F1 , Fi Fj = o ala i '#- j en F1 + ••• + FL = 1 en we dafinieren 
G1 ala het beeld van G bij F1 (G1 = F1 G) dan zijn G1- Q ... onder­
groepen en G = G1 + .... + Gn en de bij deze ontbi.nding horende 
E1 zijn gelijk a.an d!F1 .. Verder. ia ala E een idempotent~ St.· 

mortie is en ~ is de ve:rze;meliog !~ 4~ jleme~~,{.:~ V'~(i 
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wa.-:-_rvoor. :Et = o (di..:t ie blijkbaar een .Q..-ondergroep van G), G = 
== E G + 3E, want E(x - Ex) = o, en ala Ex+ z = o en E z = o, 
dan ia o = E(E x + z) =Ex en z = o. Ala~= o, den ia bij iedere 
x een .,-.. t e vinden zodat x = E y.; dus i x m:E2 ti = E 1- • = x, due 
E = 1 •1 A.la ~ /: o, dan is er een 1dempotente !a endomorf ie E ' zodat 
E + E = 1 , E E ' = E ' E = o, dus 1 is niet primi t ief. I0 een 9. -en­
domorf ieenring is due 1 dan en sleohts dan primitie~ ala het de enige 
idempotent is. We noemen een idempotente St. -endomorfie een proje~.t.1.-::'., 
We noemen een Q -groep G onontb!ndbaar ala de enige ma.nieren WnE;ir..:;p 

Ga.ls directe som va.n twee Sl-ondergroepen te schrijven is, zijn 
G == G + o en G = o + G. Ee.n Q-groep G is den en slechts dan onont­
bindba~ ala de inentiekc endomorfie oen primitieve projectie is • 

.A.la G een conmru.tatieve ~2-groep is enli.. een2endomorfie, da.n .noe­
men we ZA de verzameling der elementen z, waarvan A z = o; dit is 
weer een 5l - ondcrgroep. Blijkbaar is ZAc:. ZA2c ZJ.3 <:. ••••• .A.ls 
Z.lk = Z.Ak+1, dan is ook ZAk+1 = ZAk+2 = ••• Stal n .. l. ZE ZJ.·,+2 , due 

k+2 k+1 ( ) d A z = o, due A A z = o, dus A z~ZA,k+1 , due A zeZAk, us 

o :: Ak(A z) = Ak+1z, dus z €:- ZA.k+1 • Stel nu A G = G en z1,. /: o, 

dan is er een z f: o met A z = 01 bij z ie er een x zodat z = ~ x 
(due x f ZA) en o = A z '""' A2x (dus xf z11.2). Due bevat z.t ... 2 in dst 
geval meer den z_,_; we schrijven dit z1._2> ZA (dus z1,.2 )Z1/. en z1,.2 I= z1). 

Op deze wijze verdergaa.nde vinden we ZA .c_ Z1,.2 <Zi • .3 < ..•• Hieruit vin­
den we: 

Ala de S'i!-ondergroepen van G aa.n de maximumvoorwaard.e voldoen en 
A is een Q .... endomorfe afbeelding van G ~ ziohzelf (1. G = G) dan is 

A isomorf (ZA = o), due een 9. -automorfie. 
Beschouw nu de ketting G :>AG :>.A.2G :> ••• Ala A¾ = Ak+1G, dan h; 

Ak+1G = Ak+2G = ••• Stel nu Zt = o en Ako= Ak+1G da.n is er bij iede­
re x een ~·· te vinden zodat A +1 x = Ak .:y. dus o = A(Akx - A k-1 y ) , 
dus Akx = li.k-1 y , dus J..,k-1G = Ako enz .. AG = G. Hh:ruit vinden we: 

Ala de U- ondergroepen van G aan de minimumvoorwaarde voldoen 
en A is eenQ- isomorfe af'beelding va.n Gin zichzelf (ZA= o}, da.n is 
A. een afbeolding 21?. (A G = G), dus een S'?-automorfie. 

Door combinatie vinden wo; 
1~1a de Sc. - ondergroepen van G aan de minimum- en a.an de maximpvoor­
waarde voldoen en A is een Q - endomorfie, dan is A een eu tomorf ie 

of A. G < G en ZA /: o. 
Ala de maximumvoox,vaa.rde geldt is er een kleinste k waarvoor 

Z;,k = ZAk+1•J 
(Da.arvoor geldt ZAknA~ = o. Stel n.l. W = Akx en Akw = o. Dan is 

2k k ·· ·· 
A X = O en,daar ZA2k = ZAk t O =AX=·- · 
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Als de mini.mw:llvoorwaarde geldt ie er een k:leinste m waarvoor A"'G • 
= A•+ 1G. Da.a.rvoor geldt G=(All!o, Z D), want bij iedere xis er een 1 te 

A: 
vinden zodat A'IAx = A2my en dus is Am(x-Amy)=O en x=(x-Amy)+Amye(Z ,ABlc.). 

Am 

Ala de maximum.- en minimumvoorwa.a.rden beide gelden is k=m. Uit 
Z k+1=Z k volgt na.melijlc dat voor de door A in de 51-ondergroep Ake¼ 

A A 

geinduceerde endomorfie B geldt Z:s--0• Da.ar ook in AkG de minimum.voor­
waarde geldt volgt daaruit B(AkG)=AkG, dus Ak+ 1G=AkG, e:.1s m ~ k. Uit 
Alno=Am+ 1G=A(AmG) volgt, daar in ,A'mc} de m.a.ximumvoorwaa.rde geldt, voor· a,~, 
in AmG door A geind.u.cecrde endomorfie c, dat z0=0, dua AmG n ZA=O. dna 

Z m+ 1 = Z m' dusk, m. Dusk= m, en in AkG is A een automorfie. Ver-
A A 

der is in Zi'natuurlijk A nilpotent. Dils 

Stelling van fil. tting: Als in een commutatieve Q -groep G de n ... 
• onderaroepen aa.n de :iuaximum- en de 1-1inimumvoorwaarde voldoen is bij 
iedere g -endom.orfic A een natuurlijlc geta.l k te vinden, zodat G= 

=AkG+Z k (direote som), waarbij A nilpotent is in Z ken een a.utomor-
A ~ 

fie in AkG. 

Een direct gevolg hiervan is: 
Als in een cor:mru.tatieve Sc-groep G de ~?-ondergroepen aan de nmxi­

l11UID:,r en de minimumvoorwaarde voldoen en G is onontbindbaar, dan is ie­
dere Q -endomorfie van G nilpotent of een automorfie. 

Een comm.u.tatieve 2 -groep G heet yollediS ,reducibel als bij i19derc 
~ -ondergroep H van G e:an 2-ondergroep H1 van G bestaa.t, zodat G= 

=H+H1• 

Een Q-ondergroep H van een volledig reducibele 5?-groep G is vol­
ledig reducibel. 

Neem een S2-ondergroep K van H. Dan is er een K1, zoda.t G=K+K 1, clu.s 

H=(K, K1 fl H); verder is K ft K1=0, dus K () K1 f't H = O, dus H=K+(K1 f1 H) .. 

In een volledig reducibele 52-groep volgt de minimwnvoorwaa.rde voor 
52 -ondergroepen uit de maximumvoorwaarde voor Sl-ondergroepen en omge­

keerd. 
Bewijs: Neem een niet-afbrekende dalende ketting G=G1 > o2 ,> G3 > .... ~ 

Er zijn dan G1 f O voor i~ 2, zodat G1_1=G1+G 1 1• Dani~ G1=G 1 2+G2= 

= G• 2+G' 3+G3= ••• en G• 2 <.G' 2+G 1 3 < G' 2+G 1 3+G' 4 ( ••• is een niet-afbre­

kende stijgende ketting. Dus uit de ma.ximumvoorwaarde volgt iie min:lmum­
voorwa.arde. Neem nu een niet-a!brekende stijgende ketting O <G1< G2< ••. 
::Bepaal G1 1 zodat G=G1+G 1 1 en o• 1 voor i.,>1 zodat G\_1=(G 11_1n G1 )+ 

+ Gi. Nu is (Gi, G• i) ) G{_1 en (G1 , G1 i) ::, G1_ 1 (o.m.dat Gi ::> G1_ 1) e 
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( G1 , G'i):>(G1_1 , Gl_1) en met inductie: {Gp G' 1)=G• Nu is 
G\_/>G1 no•1= 0, maar G1 1nG1 t1G 1 1_1 (omdat G• 1 c.G 1 1_1), due 

G1 11G'i = 0, due G= G1 + G• 1 • Hieruit volgt G'i<~' 1_1; dus 
G' 1 ) G' 2 ) ••• ·is een niet-a..fbreke.nde dalende ketting. Dus ult de 
m.inimumvoorwa.e.rde \'"olgt de maximumvoonrn.,u-de. 

Ale G volledig redu.cibel is en a.an de maximum- of minimu.mvoor­
waf'rde voor ~?-ondergroepen (en due aan beide) voldoet, dan ia 

G = G1+ •••• +Gn, we.arin G1 ~nke~voudige (of 1!:reduo~.) ·;?-ooder .... 
groepen zijn. Ala omgekeerd G = (G 1 ,. •• ,Gn) en G1 zijn irx·c:du~i'..lelb 
Q -ondergroepen, dan is G volled1g reduoibel en voldoet a'9.n maxl­

mum- en minimumvoorwaarde. 
Bewijs: Eerst oonoluderen we uitsluitend uit de maxfo1umvoc3:'­

w~~de, dat G te schrijvenisG• G1+ ••• + G0 , we.arin G1 onontbindb:.1.-,,:r 
zijn. Stel na.melijk dat het niet kon, dan was G = G 1+ G' 1 met G /~ O., 
G1 1 ~ 0 en minstens een Tan beide {b.v. Gt 1) ook niet ~o te schri~­
ven. a• 1 aplitsen we weer op dezelfde wijze verder enz. en krijgeL 
so voor iedere n : G = G1+ ••• +Gn+ o• n· Dan vormt G1 < G1+ G2 < ••• 
een niet-afbrekende at1jgende ketting. Stel nu in het gen~l,dc.:· 
G •olledig reducibel is, zo 'n eohrijfwijze gegeven en laat G1 niet 
enkelvoudig zijn. Dus is er een G' 1met 0<'G' 1<G1• Daer G1 volledig 

reduoibel is is er eon G' 'i zode.t G i = G' 1+ G' ' 1 • Ma.<?.r nu ia ook 
0 <G'' 1 < G1 en dit is in atrijd met de onontbindbai:>.rheid ve.n G1 • 

Dus zijn alle G1 irreducibel. Laat nu G = {G1 •••• ,Gn) met irreduci­
bele G i zijn. Neem een 5t -ondergroep H van G. Dan is H n G i = 0 of 
HllG 1= G1 • J.la de laatste betrekking \tan. alle 1 geldt is H = G. l..n­
ders is er een 11 zodat H n Gi,:.:: 0 en due H1= H + G11 • M:et H1 herhc.len 
we hetzelfde prooes en vinden H 1 =Gofer is een 12 pt, zodat 
Hf Gi,. = 0 en due H2 = H + G1, + GL,. Tenslotte vinden we G = H + G11 + 

+ ••• + o1K = H + K waP..rmee de volledige reduoibiliteit van G is aru:­

getoond. o~ de maximumvoorwaP..rde ea.n te tonen, merken we op, dat we 
volgens het bovenstaande, ala oomplement van Hin de directe soM 
steeds een eom van G 1 • a l~nnen nemen en wel zo dA.t als we H vergrot w·_ .• 
de aom door een deelaom wordt verva.ngen. Nemen we nu een ketting 
H1 C H2 c ••• en vormen we de oomplementen op de beschreven wijze, dr;..i.J 

kunnen er slechts op eind.ig veel pla~tsen < in de ketJ_.ing stae.n, want 
telkens waar dat gebEurt verdwijnt minstens een term uit hat comple­

ment. De ketting breekt dus af. 
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Als R een ring met een 1 is, beschouv:en we z.1Jn additieve groep a.ls 

een52- groep, waarin.'.d bestaat uit de linksvermenigvuldigingen van R. 
Nu zi,jn de S1 - endomorfieen van d1:: .Q - groep juist do rschtsvcrmenig­

vuldigingen. La.at n.l. '.F(a)x = ax E:cn linksvermenigvuldi~ing en G(b)x= 
== xb een reohtsvermeLiigvuldigiDg zijn,·dan is F(a)G(b)x = F(a)xb = 

== axb = G(b)a.x = G(b)F(a)x, dus G(b) is een ~ - endomorfie .. Als .A een 

.n - endomorfie is, en A1 = a, da.n is Ax = A(x.1) = AF(x) 1 = F(x)A1 = 
= F(x)a = xa = G(a)x, dus A een rechtsvermenigvuldiging. :Daar bovendien 
R invere ... iaomorf is met de ring der rechtsvermenigvuldigingen, is het 
om de structuur van ringen met een na te ga.an voldoende de structuur 
te bepalen van de 9.- endomorfieenring van een additieve groep met een 
operatorenve:rzameling S"'c • 

Als een ring R met een elementen i!i-:(i,j = 1, ••• ,n) bevat die vol-
~ ~ J 

doen aan f- eii = 1 en e 1 jekl = ijkeil' dan is R isomorf met Bn waarin 
B uit de elementen van R bestaat, die verwisselbaar zijn met alle eij• 
Bovendien is B isomorf met eiiReii• 

Bewij s; Als a E R, dan is a 1 j = -;:. eki a ejk E B(want ~ eki a ejkepq = 

= ep1a e. = ep I ek1.a e .k) en verder is a = Z e .. a .. (want ~ e ... 
Jq q K J l.J J.J :J 1J 

•Lek. a e.k = I"e .. a e .. = a) en deze schrijfwijze is eenduidig, ·*· l. J l j l l. J J 
want uit a~- E- Ben ~e 1.J. a 1; = 0 

.1.J tj <l 
volgt a. . = 2:: ek. ( L. e. . a 1 .) e. k= 

l.J 1-( J. .::. i. J.J . J J 
= 0~ Hieruit volgt dat R isomorf is met B , Desr ekk( ~ e~. a .. )ekk = 

n lJ 1.J l.J 
de afbeelding a ._..;i. ekka voor a EB 

is o~n isomorfie. 
Als G,G1 ,G2 ~"2- groepen Zl.Jn en G = G1 + G2 en 1 = E1 + E2 Zl.J.n de 

bij behorende project ies, dan is, als R de 52- endomorfieenring van 

G is, deQ-endomorfieenring R1 van G1 isomorf met E1RE1 • 

Bevlijs: \borA t R beeldt E1AE; ~ in Oen G1 in zichzelf af en indu­
ceert dus een n f R1 die dan en slcchts de.n nul is als E1AE1 = 0. Als 
omgekeerd B f R1 dan is E1BE1 e R en E1BE1 == E1 ( E1BE1) E1 6:: E1 RE1 • In 

R1 is E1 echter de identieke transformatie dus daar is E1BE1 = B. 

Als G = G1 + ••• + Gn (alle Si - groepen), waarin de G1 onderling 

Q - isomorf zij n da.n is de :.:1 - endomorfieenring R van G isomorf met 

Sn WS.'-'rin S de S-2.- endomorfieenring van een der Gi is. 
Bewijs: Laat 1 = E1 + ~ •• + E de projecties zijn die bij de directe , -- n 

som behoren. Kies verder 2 - iso:morfie·en B . 1 tussen G1 en G. ( i f. 1). 
~ 1. -1 i 

Noem Eii = E1,Ei1 = Eii B11 E11 , E11 = E11 B11 E11 on Eij = E11 E1j voor 

if. j, if 1, j f 1. ~an is EijEkl = OjkEil voor alle i,j,k,l. De rest 
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volgt uit het bovenstaande. 

Ui t de stelling v..:m Fitting vol gt direct: 

Stelling van Jehu .. !> A.ls een S1.-• ::,roep irreducibel ir;;1, is zijn 52.­
. endomorf ie'enring een scheef lichaam. 

Stel nu een volledig reducibele ·:;? - groep G, die aan de .mi11.imum -

of maxirnurnvoorw;:icrde ( on dus c:ian beide) voldcet en laat u = G1 + • • • + 

+ G11 ee;.1 s:;,li tsine in irreduci bele 52 -- ondergroepen ~~ijn. Stel verder 

hierin 01 , ••• , Gk1 onderling 5t- isomorf, Gk1+1, ••• , uk1+k2 ender-

ling 52 - isomorf mac.r niet Q - isomorf raet G1 e:n;..;. La.:,t nu E1 en H2 
irreducibele Q - onde:·groepen van G zijn en B een ,S"2- hoLiOmorfie van 

H1 in H2, dan is B = 0 of een Q. - isomorfie va:n n1 op H2• ;.ls 1 = :_. 1 + 

+ ••• + I:n correspondeert met bovenstaand0 spli tsing en A is e811 _s·,: -
endomorfie van G dan induceert EJ.J'.I.Li een rt - homor.10rfie van G. in G .• 

J. J a Als 1 een van de 6etallen k 1 + ••• + kp_1+1 1 .... , k 1 + ••• + kp is 

en j een der 0etallen k1 + ••• + kq_1+1, ••• , k1 + .,. + kq met q f. P: 

dan rrordt G1 door :::::.,.AEi in O af~ebeeld en G1~ voor k /:, i ook, dus dan ~L:., 
- ,· o ~, ..... i. 11 .,(1) ·, \, •,;,(t) 
.G • ..... .i. = • AU.S .we mo 1.ie en _, = .;., 1 + • • • + ""1,. , •. • , .!i:J 

J l. . l"-1 

1\:::1+ ••• +l:t_,+1 + ••• + :..:;k1+ ••• + k t v,aarin k1 + ••• + kt = n 1 d.an is 

A= I. ::.JG.= :s/ 1>.,;:-./ 1) + ... + 1:;tt)AJ:(t). Daar (TI:(p)ii.:C(p))(L(q)ffS(q)) 

= O alt p 1 /= ~' is :8(p)Ia(p) een ideaal in R en TI is directe som van deze 
idealen. Verder is J,;(p)RE(:p) isomorf met de rine der .Sl- endomorfieen 

van ::;(p)G = Gk + + k +i+i, .+Gk + + 1_ , dus is i/P)p._iP\so-
1 • • • ·p-1 · 1 • • • ~p 

morf met een matrixring ¢~1 over e.:.n scheef lichaam rfi(p), dat isomo:rf 
0 . \' 'f 

is met clc JL - endomorfieenring van Gk1 + ••• +kp:1 +1 • Di t gesft de vol6en-
de structuurstelling: 

t :-Jeft:endomorfieenring van een volledig roducibele St- groep, die aan 

de minimum - ( of maximum -) voorwaarde voor 9 - onde,·groe:pen voldoet, 

is een dirscte som van idealen, die matrixringen ove::, scheve lichamen 

zijn. 
·re harinneren ons, dnt cls een ring directe som van id ec.len is, u.e 

ideal en clkuar annuleren en ve: doJ~ dat een matrixrint ovor een l :lchuam 

enkel voudig is. 1 .. ls omgekeerd ean rin@. R dire etc som is van elk;:u:.u~ an··· 

nule:~·encle ringen R = R1 + • • • + :an met RiRj = 0 voor i /:. j, dal'.l zi J n 

de ni idealen, 1-rant uit xi l Ri en y = y1 + ..... + Yn<::: R vol::.,t xiy = 
= x.y1+ " •• + x.y = x.y. e R. en yx. = y.x. e. R.,. Verder zijn de R. 

J. J.ll 1J.. J. J. 11 J. 1 
in dat 6eval, al:3 ze enkel voud.i6 zij n als ideal en in il ook enkal voudig al s 

ringen. Is na.'11elijk S een linksideaal in R1 en s e S en x = x1+ • ..-+xn ~n. 
dan is xs = x1s+ ••• +x s = x .. ~-s n l. 

6 s. ~venzo voor een rechtsideaal. 

Als ten slotte een ring m,3t een di:::-ecte som is van niet verder 

directe som van idoalen te ontoinden idealen R = R1+ ••• +Rn dan 

idea.len eenduidig bepa.ald...: Laat n.-1. volgens deze ontbinding 1 

in een 
zijn de 



Z1Jn, en verder een tweede 

zijn:) 

R.16 
lijke ontbinding R = s1+ ••• +Sm gegeven 

C!..,oor s 1 E s1 geldt dan s 1 
dit geeft een directe som, dus 
evenzo bewijst men c Sk, dus 

dere S,.. 
J 

= 1s1 = e1s1+ ••• +ens1, maar e1s16.Ri 
alle z n nul behalve een en s1c. R1J 
k = 1, dus s1 = R1 en evenzo voor de 

due 

a.n-

Een ring Smet ~,n heet 
bevat zodat S(mod R) een s 

.Y.£11.adig :prirnair als hij ee.o nilideaul R 
lichaam is. Stel b ES 1 b if R, da.n is er 

be = 1+z met z e:R. Als ~m= O, dan is 
1 en dus heeft been rechtsinverse 

een c zodat cb .=be : 1 (modR), 

(1+z)(1-z+z2- ••• +(-1)m-1zm-1)= 
c(1-z+ ••• +(-1)m-1zm-1). Evenzo heeft been linksinverse. R is due juiat 

het verza.TLelingstheoretische complement van de verzameling der z.g. 

eenheden van de ring Sen is dus eenduidig bepaald (een eenheid van een 

ring met een is een element dat zowel een limks- als een rechtsinverse 

bezit) • 

.A.ls G een onontbindbare 2-groep is die aan de minimum- em maxii:~n.J.,11 .. 
voorwaarde voor Si.-ondergroepen voldoet, dan is de endomerfiee·nring S 

van G volledig primair. 
Bewijs: Volgens Fitting is een A~S een a1Jttomorfie of nilpotent. 

In het laatste geval is zowel AG= Gals ZA = 0. Noem de verzameling 
der Sc. •endomerfieen, die geen automorfiee.e .. ,:ijn R. Dan is ala B O!f,R en 

Al!S; AB~R en BA~R. Laat verder voor B1~?tt, B1+B 2 = A een automor£ie 
zijn, dan is, ale c1 = BiA-1 , c1+ C~ = 1. Daar c2 -t: R,is c2 nilpotent, 

dus c2r== Oen dus c1 (1+C 2+ ••• +c 2 r- )=(1-c 2)(1+c 2+ ••• +c 2 r-1)= 1 = 
( r -1) ( ) ( r-1 = 1+02+ ••• c2 1-02 = 1+c2+ .... + c 2 ) c 1 , due c1 is een auto-

morfie, dus c1 fR hetgeen een tegenspraak geeft. Dus R is een ideaal. 

Tenslotte geldt voor een nevenklasse A+R {R, dat A. een automorfie is, 
dus (A+R)(A-1+R) =1+R; dus S(mod R) is een scheef lichaam. 

Ala een collecti1::: 'f'van 1-idealen van een ring S zo is dat ze met 
twee 1-idealen ook hun som bevat, dan is de verzamelingstheoretische 
vereniging V van de element en van de 1-idealen van lj/ ook Gen 1-ideaal. 

, Bewij a: .A.ls v 1 c V ;_v {i:V dan zij n er A1 if- f, A2 c lf{ zodat V 1 t: A1 , 

,;~:..·-~~, dus v1± v2 e(li.1,Ji.2) e ~ dus v1:tv2 €V. Ale xes, dan is 
·:xv 1 .1 .. 1 e, '+-1, dua xv 1 1£ v • 

Ji.ls .ti.1 en J..2 nilpotente <f-1-idealen van een f-ring :z.ijn, is (A1 , .. \/ 

ook een nilpotent 4-1-ideaal. 
. . r s ( )r+s-1 Bevn.J s I Stel Ji.1 = J:i.2 = 0. Vorm A1 ,A2 • De~e bestaat ui t 

elementen van de fedaante 

2= 11-(taik+bik) met aik ~ 11,,1,bik f:/'i.2• 
I. ./:..I 

Dit bestaat uit een som van termen van de gedaante 0 1 •.• •r+s-1 met 
c 1 ~ J1,,1 of oi ~ A.2 .. In een d,ergelijk product komen of minstens r faotoren 
uit J. 1 of minstens s factoren uit t..2 voor. Neem het eerste geval (het 
andere gaat analoog). Daar li.1 een 1-ideaal is kunnen te'.i.kens faotor€n 
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uit A2 die links van een element v~n A.1 eta.en met dat element samen­
genomen worden tot eem nieuw element van 1:..1 • Zo komt er d1d2 ••• dr~·-~ 
met d1 , ••• , dr €. A1 • Maar di t is nul. Dus is (:.\,1 ,Ji.2) r+s-i= O. 

Een ana.loge atelling geldt voor r -idealen, en dus ook voor ide­
a.len~ Daa.ruit volgt dat d"e •,.rer0niging R van alle .nilpotente ¢>-idea.12n ~ 

een 4r'1aeael is ao wel natuurlijk een r/>-nilideaal. R behoeft even­
wel niet nilpotent te zijn. Wel omvat R alle nilpotente ¢-1-idenlen 
op grond van de volgende stelling: 

Een. nilpotent tp>-1-ideaal J.\, van een ¢-ring S is bevat in een nil-· 
potent qJ -idea.al. 

Bewij s: (1 .. ,Ji..S) voldoet aan de vereielten, want het is een c/>-id~aal 
omdat (A,AS) S Cl;.$ e(Ji.,li.S) en S(.i'.i.,J;.$) C(A,J .. S) en het is nilpotent, 
want Kd is nilpotent omdat (J~) n+1 = J.,(S'1.)nS en S.l .. is nilpotent omdat 

SJ .. C. A, en M3 is een 1-idea.al, dus de som van A en .AS is nilpotent. 
Dat R niet nilpotent hoeft te ~ijn, zien we aan het vclgende vo0r­

beeld. Neem over het lichaam der rationale getallen een hypercomplex 
systeem S(n) met n-1 basiselementen e1 , ••• , en_1 en de vermenigvuldi­
gingsdefinitie e.e. = e .. als i+j ~n en e.e. = 0 ala i+j 2,n. Dat de~e 

J. J J.+J l. J 
vermenigvuldiging associatief is, volgt uit het feit dat zowel e 5 __ (eje:t.!) 
als (e1ej)ek gelijk is aan ei+j+k als i+j+k<n en gelijk is aan nu1 
als i+j+k ~n. Een product van n elementen van S(n) is blijkbaar ste(sds 

nul, maar e 1n-1= en_1 I= 0. Dus (S(n))n= O, (S(n))n-1 /: O. We vormen :.rt, 

oneindige rijen van de gedaante (a1 ,a2 , ••. ) met aiGS(i), maar zo dat 
slechts eindig veel der ai /= 0 zijn. Optelling, aftrekking en vermenig­
vuldiging geschiedt componentsgewijze, dus (a1 ,a2, .•• )±. (b 1 ,b 2, ••• )= 
=(a1± b 1 , a2± b 2 , ••• ) en (a1 ,a2 , •• )(b 1 ,b 2 ,. •• )=(a1b 1 ,a2b 2 , .... ). Deze 

verzameling R is blijkbaar een ring. Nu is in R de Jrzameling der 
elementon (a1 .,a2,. •• ) waarvoor alle ai= O voor i>n bij een vaste n 
blijkbaar een nilpotent ideaal en daar ieder clement in zo 1n nil­
potent ideaal ligt is de vereniging van alle nilpotente idealen R zelf. 
Maar R is niet nilpotent, want als we in S(n+1) een element b kiezen 
waa.rvan bn /: O dan is van het element (a1,a2, •• ) van R waarvoor ge1dt 

ai = 0 voor i ~ n+1 en an+1 ~ b de nde macht ook fa o. 
Voor de struituurtheorie is het gewenst dat R wel nilpotent is~ 

Artin verkreeg dit door de maximumvoorwaarde voor 1-1-idealen aan te 
nemen op zeer eenvoudige wij ze: Neem een ma:ximaal nilpotent ¢-1-i.deeDJ 

A, dan is AC R. Als er een x.~ R, x / Ji. bestond, dan was x eB, B ee,n 
nilpotent q>-1-ideaal met B 4 A. Maar nu is (A,B) ook een nilpotent 
f-1-ideaal en A <(A,B) in strijd met de maximaliteit van J ... Dus Ad,'. 

en A is nilpotent. 
Het is echter ook mogelijk hetzelfde uit de minimumvoorwaarde 

voor q>-1-ideelen te halen met behulp van de volgende stelling: 
Ji.ls de q>-1-idealen van een 1-ring aan de minimumvr.Jrwaa.rde vol•• 

doen, dan is ieder 'P-1-nilideaal nil:potent. 
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Bewijs: La.at A een ¢ - 1 - nilideaal zijn dan is A =., A2 ::> A3 ••• 

een dalende ketting f ... l - idealen, die due afbreekt Ak=Ak+1=.Ak+2 ••• 
:!e willen bewijzen da.t Ak=O. Stel daarom B=i~k /: O, dan is B = B2 • tr 
bestaa;.1 due (/J - 1 - ide:ilen J? c. B vro..:trvoor 0eldt :nr J: o. Heem ean 1iliru.­

ma.al~-1- idea.al J? C. B wa ... rvoor 31 /:- c. Ilan is er een b c P waarvoor 
Bb /= o. I.Iaar Bb is een ¢ - l - ideao.l, Bb c P en B(Bb) = n2b = Bb /:, o, 
dus ui t de minimali tei t vm1 P vol:;t :3b = P. :Jr is dua een a€ B zodat 
ab= b, maar hieruit volGt b =ab= ab2 =·••= O otldat b nilpotent is. 
Dit ~eeft ~en teGenapraak met ~b /:- o, dus B = o. 

In e3n. ¢- ring s, ,:;,aarvan de ¢- 1 - ideal.en aa:i.1 de mi11:i.mumvoor­
waarde voldoen, he~t de veranigin{; van alle nilpotente ,~ideo:i.en (die 
dus tevens alle ¢- nilidea.len omvat) het radicaal n van u; het radicaai. 
is dus nilpotent. 

Uen zou kunnen denken, dat een analoge besahouwing a.ls hisrbovc~;1 

voor nilpotente idealen gegeven is, oolc voor nil ideal en te .,;.,even .:.::-i. 
?Tu is de som van t,vee nilidealen wel weer een nilideaal, hetGecn voJ.c·, 
ui t de volgcnde stclling. 

Als A een nilideaal is van een ring 8, a E. A, b <:= S, b nilpotent, 
dan is a+b nilpotent. 

Be<rri;i.f}.: (a+b)r = c+br met c € A; ala r zo groot is dat br = O is," 
is dus (a+b)r € A, maar ~e elementen van A zijn nilpotent, dus a+b is 
nilpotel.1t. 

Hieruit volst dat de v~reniging van alle q,- nilidealen weer een 
j - nilideaal is, m.a.,-r. dat e:e een erootste ,-nilideaal beataat .. Het 

is echter onbekend of di t oolc de p - 1 - nilidealen omvat .. :Oi t is een 
belangrijk open :probleem van de ringtheorie. Dit hangt samen met het 
volgende open probleem (dat overigens met het bovenstaande aequivalent 
is): 

Is de som van twee /-1-nil idealen een ?- l - nilideaal? 
"Je tonen nu no5 even aan datde imee problemen indcrda_ d aequiv!ll.ont 

zijn. In de ene richting is dat heel makkelijk: 

Als de veraniging U van alle, ... nilidealen ooli:: al.le <p - l - nilide-
alen 01avat, is de som van twee - 1 - nilidealen een /- l - nilida-
aal. 

Immers alles is bevat in u. 
Om het omgekeerde te bcnjzen hebben we de volgende hulpstelling 

nodig. 
Het ; - r - ideaal voortgebraeht door een element a van· een /""1 -

nilideanl is een tp - r - nilideaal (en dua.al met vervanging van r door 
l en van l door r). 

1,>ew;tJs.: De elementen x van het ; - r - idea.al voort6obracht door 
a zijb. Xz;D.a+ar+ r ± cJ i 1 ~ i 2• • • CX ik a met n geheel, r willekeurig 
in de ring en f.(ij l: (/> • Som en vereum¼l van dergelijke · ele!Qenten zij 
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,;1cer dcj,"';::;clijkc cl;:;mcntcm. :2cn dcr....,clijk clement van roohts vcrmonig­

vuldigd m;;t a in de ring Z,ooft ( °J...:.:denk d~t d,;: elcmi.mtcn va.n q, verwis­
sel 'bat:r zijn met de r::.cht,:, - 0:1 lintsvcrr.icni:;vuldigineon) : a( :ns+rs+ 

+ i: + c.{11 0(;.,... ex. ik s), clus wcl.3:r zo' n olcmont. Ten slotte geeft . - _,_ i l··'rll 

/); 6 J; toc.;epast op zo I n 0L.)~,1ent; a( 13 r) + ~ 1B, (.HH 
I - r .i,-=• n1 

~~±/!,;ex. i 1 J.. i 2 .... ct. ik.a, du::; ~'1eor zo'n clement. Vorm nu he-t kwadraut 
van zo' n elow.ent, do.n gccft dit; a(nx+rx+ L + d .1 .. 1 .,., ••• ,.,,1 ., :x) = ay 

• 

. - 1. ()( 1.i::: v\ 1lt. 
~ 1 

met yin de rinc. Omiat a in oen 
(ya)m= 0, maar dan ool:: (ay/'1+1 = 

l - nilidcaal li;.:,t is ya. nilpo<.;c:nt: 

c.(yn)r'1y = O, dus x is nilpottmt. 

Als in een ,b- ring stec(i.s de 

¢- 1 ·· nilide~al is, bcvat de 
alle rj•:J ..... 1dl idealcn. 

Berd;js: Vorm Je v~:·oniging L 

van hct ~asevon en een vroogcro 

som van twee ¢- l - nili(i.ealc11 eon 

vereniging U van o.lle rj- nilidcalen 

van alle tp- l •· ::1ilidoalcn. Cr .:.:i·o:1d 

stelling is L e0n (/)-1-nil:i.dec.c.l ~ .·•c 

ook 

be•".'ijzen nu dE',t L ook een r-ideao.l,. dus oon noo.a.l is. N ecm dc-.crtoc ..-;r,:.::. u,.JJ ,_,-

een.r ui t de ring. Omdat n in het ~-1:..nilideetal L lie,t is hct /- r - :~.J ,,_:_ 

voort1::,cbracht door a een f - r - nilideaal. Di t beve,t or; :ic,,cr ar in 

een f -· r - nilideaal li.;t, is hot f- 1 - ideaal voortsobro.cht door 

ar een p- 1 - nilido,8.c.l., Dit is bcvat in L, dus arc L. Hu is L n.ls 

f)- 11ilideaal bevat in U, dus U bevut alle rj- 1 ·· nilideo.len. ( Ha­

tuurlijk is L = U, T!'mnt cor: idGi::.al is a fortiori oen 1 ·· idcac~l). 

Als do f - 1 - ideo.lcn vc,n ccr, (- ::·ins c..an de minimum- en muximum­

voorvrn,:.rden voldoon, dnn gcldt voor ieder r/·· 1 ·· ic.eaal, dut hot nil­

potent is of dc.t hot oen idom:potent bevat. 
B(mi;Ls: Noem als operuto:eenve:rza.11eling $? de v0reniging van (/;rn10t 

► de verzar;ieling der linksvermenigvuldigingen, dan zijn de S-'?.- onder·­
groepen juist de~ - 1 - idealen. Als het ¢ - 1 - ideaal A niot nilpo­

tent is en A = A1+A2 (1½_ l{J- 1 - idealen) dan is minstens een val1 beide 
ook niet nilpotent. ,-•e mogen daarom A onontbindbaar veronderstellen. 
A is ook geen nilidea.al ( ~"egens de minimumvoorw .. 1arde) .. Nu is een rechts-, 
vermeniG;,vuldiging G( b) met b <:: A toegepast op A een Q- endomorfie, dus 

volgens Fitting is G(b) nili..,otent of een automorfie. Als l G(b)} k = 0 

is jG(b)J"=b = bl:+1 = a, dus b nilpotent. Da.ar A geen n.;_lring is, is er 

een b E A wac::rvoor G(b) een automorfie is. Er is dan een e <:::. A waarvor., ,:o 

b = G(b)e = eb. Dan is G(b)(e 2-e) = (e2-e)b = O, dus e2-e = O, e2 = e 
en e JO TTegens A j o. Duse is de gezochte idempotent. 

Als A een irreducibel f - 1 - ideanl van een ¢'- ring S is, is A2 = 0 

of A :::: Se, wac;rin e een idempotent is. 
Bewi.1§:.: Di t loopt geheel analoog als het bewij s van de vorige stel­

ling, nu met de stalling van Schur in plaats van die van Fi ttil1g. Nu 
is G(b) of de nulendomorfie of een automorfie. Als G(b) 0.e :rmlendom0r·· 

fie is voor alle b dan is :xb = 0 voor alle :x: €:: it, b E: A, dus 1-1..2 = 0, 
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.Anders is er een b~ A, waarvoor G(b) een autouorfie ia. Dvenals boven 

concludeert men h1eruit dat A een idempotent e bevat. Nu bevat Se het 
element e2 = e IO, dus Se fi Oen Se CA. Uit de irreducibiliteit van 
A volgt dan Se= A. 

:;en ~ ·- ring heet halfenkelvoudiz, ala de ¢- l - idealen e.a11 de 
minimumvoorwaerde voldoen en het radicaal nul is (d.w.z. de ring geen 
nilpo·cente q>-1-idealen bevut) 

JJ.s S een ¢- ring is, vraarvan de c/- 1 - id:.alen aan de minimum­
voor".'/!1aarde voldoen en 11 is het radic~.al van S, u.£.n is de restl:::lasaen­
ring 3 = S (mod~) halfenkelvoudig. 

~i.js: Als A een ? - l - ideaal van S is en n is de verzameling 
der ele::1enten der restklasoen die 7: vormen (dus A = A (mod n)) dan is 
A een ~ ·- 1 : ideaal van s. ::>aarui t vol&t onmiddellijk dat de ¢- l -
idealen van Sook aan de minimumvoorwaarde voldoen (Hiervoor hoeft R 
niet het radicaal te zij11; het geldt voor ieder 9 - ideacl), La..:.t nu 

A oen nil:;;,otent (> ... 1 - ideaal van S zijn, Ak = O, dan is blijkbaar 
Ak C n. Maar R is nilrjotent, Rm = o, due Akmc Rm = o. :Jus A is nil­
potent, dus Ac R, dus:;: = o. 

~ers..t~_.!?-_Q.9.f.q_ste;tling van de structuti.rtheorie: Een l~alie;nkelvoudige 
¢J - rit:1g s he~ft aen een en is directe soro van irreducibele f - 1 - id0· 

alen (d.T11".z. als Qbestaz,t uit fen de linksvermenisvuldigin.;en is de 
Q - -::;roep volledig reducibel),. Omge!:eerd is een ¢- ring met een, die 

een som is van irreducibele r -1 - idealen, halfenkelvoudig. 
~}-rj.J~: Stel S is halfenl:elvoudig. :le beHijzen ecrst dat S direote 

som is v21.n irreduc~i.bele f ... l - idealen. jJ.s S de nulring is , is el' 
niets te be111ijzen. Anders bevat S eon minimaal f ·· l - ideaal A1 /:: o. 
_na~ is .o_pk A2 /:., o,<QJ.1S A = se1 met een idempotente e1.Als S = A1 zijll.\'18 naar. ~-~el -hu A1 o. . 
Noem A' de verzamclinG der z GS wac.rvoor ze1 = 0, Dan is A1 een 
f- 1 - ideaal. Verder is A~ A' = 0 (uit x = yo1 en xe 1 = 0 volgt 

O = xe1 = ye12 = ye1 = x) en omdat voor ae- S Geldt a= ae1 + (a-ae1) 
en ( a-ae1 )e1 = O, is S = A1 + A'. Verder is O ,<. A' < s . .A.ls A' irredu­
cibel is zijn we klaar; noem dan A' = ¾, dan is S ~ A1+A2 en i 2 = Sc2 
met eon idempotente e2• Anders gaan we met A2 verder als boven met S 
en vinden A' =,½+A'' enz. Uit de minimumvoorwacrde volgt dat dit 
prooes moet aibreken (anders was S )A'> AH.> ••• ). Dus S = A1+i .. +~ 

met~ irreducibele ,-1- idealen en ¾_=Se1 met idempotente e1, Uit de 
constructie valet verder nog e1 ::J. = 0 voor i ) j. 1:u be1""i j zen tfe llct 
bestaan van een een. ~fo0m v = :i- e1 - Z. .e1.e ➔ + ~ e1eJ.e1,_ ••• + 

1 ' <<I- ~ :!J<i< ,. 
+ (--1)n- e1e 2 ••• en. ";e berekenen nu ekv (ala ondor ~- cen index tusEte.n 
haakjea staat betekent dat, dat over die index niet gcsommeerd wordt): 

ekv = "t=·o1ce1- (~<..ekeiej+ ••• = ek+ ~~ eke1- ?jj ekef'' J.ai<;.ekeiej+ 
+ ••• j li'k. Daar iefete a € S te sohrijven is als( a =L¾et• is ook . 

' I( 
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av= a voor iedere a c.. s. In het byzonder is v2 = v. Vorm de verzame­
ling B der .z " S -waarvoor vz = O, dan is :a een <p-r- ideaal. Ala 
z1 €: B, is z1z2 = (z1v)z2 = z1(vz2) = O, dua B2 = o, dua D = o. Voor 
iedere a,e- S geldt v(a-va) = 0, dus a - va = o, dus a= va. ~us is v 
de gezochte een. Daarmee is de eerste helft van de hoofdstelling bewe­
zcn. Ga nu ui t van een .; -ring met een die aom is, van irreducibele 

d>- 1 - ideal.en. Dan is de 2-groep volledig reducibel en voldocn de 
2 - ondergroepen aal'l de minimumvoor-aarde. Dus de ¢- l - idao~ 

len voldoen aan de minimumvoorv,aarde. 11eem nu een ; - l - ideaal l /.: o. 
Uit de volledige reducibiliteit volst dat S =A+ A' met A' een 
1- l - ideaal. Laat volgens deze splitsing 1 = e + e' zijn. nan is 

voor ee7.. & E A oolc a = a1 = ae + ae' m.::it ae 6 A en ae' "- 11.', maar ook 
a= a+ O, dus a= ae, dus e f. O. Verder is e = e2, dus Akan niet 
nilpotent zijn. Dua het radicaal van S is nu.1. 

Uit de zoeven seseven spl~tsing vo~gt no6 e + O = e = e2 + ee', due 
ee• = 0 en O + e' = e'e + e' • dus e' = e 1 on e'e=O• Uit geeft nog de 
volgendo stellineen. 

Een halfenl:elvoudige ¢·- ring S is diracte som van irreducibele 
, - l - ideal.en Sei : s = se1+ ••• +sen, waarin ef = ei en e1ej = O voor 

i ~ j. Speoiaal is 1 = e1+ ••• +en• 
In eon halfenkelvoudige f - ring S wordt ieder t/- l - ideaal /::. 0 

voortgebracht door een idempotent. 
In een balfenltelvoudige f- ring voldoen de (f- l - ideal~n ook 

aan de maxim.umvoorwaarde. 
rte hebben dus gevonden, dat de Q - groep van een halfenkelvoudige 

f- ring volledig reducibel is en de Q - ondergroepen aan de minimwn -
en dus a.:.n de maximumvoorwaardo voldoen. Aan de ene kant hobben we 
voor e~n dergelijlco Q - iroep de structuur van de 2- endomorfieen­
ring bepaald. .A.an de and ere kant is echter, omdat de ring e'3tl een heef't, 
de ring invers-isomorf met de ring van de rechtsvermenigv~ldigingen on 
wel zelf s f - invers isomorf, omdat o( x == ( o( 1 ):x = x(c< 1) en dus 9( = 

=o(dr1)=P<~1). en met,J{x correspondeert G(.c.l'1) G{x) = O(G(x). Hie~:-bij wordt 
de rina der rechtsvermenigvuldigingen als ~ - ring opgevat door de 
elementen van r/aJ.s links- (of ook ala reohta -) vermenigvuldi~ingsn 
te laten t1erken. Maar de rechtsvermeni;3Vuldigingen zijn juist de 
.51 - endomorfieen. Verder is ala Sn een matrixring ens• invers - iso­
morf met s, ook s• 11 invers - isomorf met Sn; ala n.l. a-;, at de afbeel•· 
ding van S op S' is, dan levert !: e1jaij ~ Z:. e1ja' ji de gezochte 
invers - iaomor:fie, want ~ eij( Z a1kbkj) -11> ~ e1/ i b'kia' jk) _en 
( !:'. e1jb' 31}( .Z e1 ja• 31) ;:; X:_ e13( ~ b 1 k1a• jk) Ten slotte zijn de 
Scheve liohamen ook acheve f - lichamen, want als re zo'n schee:f' liehaam. 
is en K11 de b:1.jbehorende matrixring, a (::: K en Ii(€ ¢ dan ;I.a o( a ~ Ku 
oadat ¾ in .d(t $?- endomortiee'm:-in.g een idea.al is en .t( een .2 - endo-- . 
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Ten gcvolgc v£:.n d(;l op hot colloquium 2,evo,:n·dc discussie met Dr Kem­

perman is mij gcblokcn, dat ocr. pnssago in de syllabus noe, y•at vcroen­
voudigd !:an wordcn. 

Het hier volgcnde lrnmt in do pla.,:1ts van hot ecdocl tc van de .;yllabus 
lopondc va.."1 blz. 21, rc:3el 19 v. o. tot! en met blz. 22, rcc;c.l 11 v. o. 

""e merken nu op 1 dat vJO bij half cnkol voudigc ringcn achtcraf h0t 

bogrip ¢ -r.in& kunncn missen. A priori is de e:is dat ecn ring con half­
enkcl voudiGC ·rt, -ring is zr,•a,!;:k.:E· dun de eis dut hij ..;"'n h.:i.lf ... nk,.::1,-~~ 
voudige rin0 is. Laat n.l. c;:;n rinG ,scc,cvc:n zijn als ~ -ring en als 
'f -ring mot rp c 't . Dnn is ccn 'f -1-idoc.al tcv0ns ~ -1-idoaal, hot 
'f -radicaal is bevat in hc:t ~ -radicaal en ru.s de minimumvoorwaurde 

voor ¢ -1-idcalcn gcldt, is dat ook hut gcval voor {f -1-idJalen. Als 

de ¢ -ring halfenkclvoudig is, is de f -ring hct ook. Achtoraf goldt 

echtcr ock hst omgckoccde. Dit volgt uit hc1; f,:it dat c.:.n halfen-

kcl voudige (p -ring ccn een hcoi't, wat ¢ oo:ij: is. In con p -rir1g S mot 

een geldt voor ->:6-<p, X-€:1 1 dat:.XX = :X(1x) =(~1)x en ofx = X:(x1):; 
= x(ct1), dus J, = F(CX1) = G(CX1). Dus oc:n 1-ideaal, resp. r-ideaa,lt :ueas,'. 

is een p -1-ideaal, resp. ~ -r-idoaal, ~ -ideaal, dus con halfcnkclvoudi­
ge ¢-ring is ccn halfenkclvoudige ring. ~c mcrken nog op, dat con deel­
ring gccn tf -decmring b0hocft to zijn. 

Aan de anderc kant kunncn we ook proberon in cen ring S met een ¢ 
zo groot mogelijk te maken. "c zagen al dat ?:,' f: cp hctzelfde is uls. 
links- of rcchtsvormenigvuldiging met di 1. Hot clement O'i 1 is vor1'.rissel­
bcar met allc elementen van Sen ligt dus in het centrum van fJ. AJ.s 
omgekeerd a E S in hct ccntru.m van S ligt I voldoot de linksvormenigvul•­
diging ( = rechtsvermenigvuldigir..g) mot a bli"jkbaar o.an de cisen die 
aan eon element van ¢1 gcsteld zijn. De grootste ¢ die dus gokozen kan 
warden in ecn ring mot een is dt? verzameling linksvcrmonigvuldigingen 

met centrumelcmenton. 
TTc hebbcn in de ccrste hoof dstclling gcvonden dat de S?-groep ( Q. 

bestaat uit de linksvcrmcnigvuldigingcn) van con halfcnkolvoudige ring 
volledig rcducibel is en de ,;-;:_ -ondo:;.~grocpen •aan de minimum- en dus aan 

de maximumvoor~::aardc voldoen. A.an de ene ko.nt hebben ·re van oen dor­

gelijka 5t -grocp de structuur van de S"? -cndomorfic'enring gopaald. Aan 

de andere kant is echtcr, omdat de ring een een hccft, de ring invers­
isomorf met de ring van do rechtsvcrmenigvuldigingcn, dat zijn juist 

de 5-t -endomorfio'en. Als Kn ecn matrixring is en K' inv0rs-isou1orf met 

IC, dan is ook K'n invcrs-isomorf met Kn; als n.1. a-> a' de afboelding 
van K op K' is, lovort 'IC"" c .. a .. -, ~ e .. a 1 •• de gczochte invcrs-iso-

~ ~ 1J 1J k lJ Jl 
morfie, want}:. e .. ( Z a.1,,bk.) ~ I:c .. ( ~ b'k.a• .k) en ( Y- e.J.b•;·)· 

1 J 'I< 1.,. ;J J. J ~ 1 J . _, J. u 1 

"""' ~ ·( L eija' ji) = 4 ei/ ~ b'kia' jk). Ten slottc is, als Keen dcr 
sohove lichamen is en a een clem0nt van het ccntrum van S (dus F(a) = 
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= G(a)), F(a)KC K. Laat b EK zijn, clan is :t:1(a)b een element van de 

matrixring Kn, i:-1ant Kn is ee:t'l idea;.;,l in de ~;? -endornorfieenri.it en G( a) 
is een S, -endoi.1orfie, maar }'( a) b is 001'. verr•risselbaar met allE; eij ui t 
K0 , want b is het omdat b 6,; K en I"(a) is, omdat F(a) E Sl , v:rwisselbnar 

met alle S"c -endor.1orfieen .. Dus :?( a) b t K. Hieroee is de eers te helft ver-· 
kregen van de: 

T•,'l,,eede hcofd.stellinr; van de st:ructuurtheorie: ...:en halfenl.elvoudige 

ring is een directe :som van idealen, die isomorf zijr. met matrixringen 
over schevc lichamen; deze scheve lichamen t•rortlen bij vermeni~,vuldic,ing 
met een element van het centrum van d;:; ring in zichzelf ge~ransformeerd 
(d.~,,~z. als de ri:ng als ¢ -ring beschouv?d. ,,,ordt, zijn het scheve ¢ -
lichauen). Omgekeerd is ecn directe som van elkaar annulerl:n<le mat:ri:r­
ringen ave:~ schcve lichamen halfenl:elvoudig. 

l)e omke:~ing bewij st men als vo15t: Lact S = A1 + ••• +An een spli tsing 

zijn in elkaur annuler0nde mc.trixrin[:,en over scheve licha.men. Laat 
ei de een van -~i zijn e:n noem v = e 1+ ••• +en. lfo_:m cen willel:ourif>e 

a E" S cm laat a= a 1+ ••• +an zijn met ai € Ai. Dan is va = e.1a1+ ••• +enan= 
= a.1+ ••• +a1a=::: a en cvcnzo av = a, -lus S bozit een ecn. v~rJer is Ai som 
VEm irreducibele 1-idealen in 1,.i, die echter ook irreducibele 1--idealen 

in S zijn. Dus Sissom van irreducibcle 1-idealen. Volgens d.:::: eerste 
hoofdstelling is dus S halfenkelvoudig. ~ 
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mor:f'ie en °'- a E: K omdat OC a verrisaolbaar is met al.lg_ matri:ircleJDonton 
e1j(immers a is dat, on~ is vcrwissolbaar mot alle ~c-endomorfieen). 
Hiermee is de eerste holft vorkregon van de: 

T ode hoofd v de · o trfh Een b.--J~ol.ldilQ .. ,~-nng is oo-.: 
dircc o som van eru.en, io ma~rixr ngcn over echove ~ -lichamen zijn. 
Omgekaord is eon directe som van elkaar annulerende matrixrinaen over 
sohovc lichamen halfonl:clvoudig. 

Do omkering bc~ijst men als volgt: Laat ll = A + ••• +A_ een ijplitsing 
zijn in elkanr annulerende ri11gen die elk isomorf 1 zijn mttt eun matrix­
ring over eon aohecf lichanm. La~t e1 do een van A1 zijn en noem 
v = e1+ ••• +en• Neem een willek0urige a E:: Ren laat a= 91+, •• +an zijtt· 
met a1 EA .• Dan is va = e1a1+ ••• +e a = a1+.,.+a = a en evanzo av= a, 
dus R bezi t eon een. Vc.rde1 1s A; sBm~an 1rreducfbele 1-idealan in Ac 
dio eohter oak irreducibole 1-idoalen inn zijn. Due 2 ia som van irrG­
ducibele 1-idoalcn. Volgens do oorste hoofdstelling is dus a halfem:el­
voudig. 

'!"f'e .l>merken nog op dat ,,,e bij halfenkelvoudigo ringon achteraf het. be­
grip p -ring kunncn miseen. A priori io do Gis dat ~on ring eon halfen­
kelvoudige ~-ring ia zwakker dun de eis dat hij eon halfenkelvoudigo 
ring is. Ala v,c n. l. (J ui tbrcide11 dan krimpt de vc.rzameling der .J -1-i-
dealen in (of blijft dozelfde), dus het radioaal ~ordt kloinov (of blijft 
hetzelfde) en als de mini.mumvoorwszrde voor ?-1-idcalen geldtt dan 
blijft dat zo, dus als de, -ring halfcnk~lvoudig is blijft dat zo. 
J.ch'.tel'!af blijkt echtor dat 9mgckcord ook oon halfenltelvoudiga cp-ring een ual.Yorucelvouaige ring 
is; dit volgt direct uit de tweede hoofdstelling, immors een hnlfeilkel-
voudigo tj>-ring is cen directe som van clkaar annulcr~nde rincon die 
matrixringen over scheve lichamon zijn, en die ia eon halfonkelvoudige 
ring. Dit is ove:rigens ook nag op anderc wijzo in te z;ton: Gen halfenk1,,.;.1_ .. 

voudige ~ -ring hc3ft een een,maar daaruit volgt dat o<G:¢> rcehts- on 
tcvens li:nksvormenigvuldiging is mot~ 1, dus ¢ -1-idoalcn zijn 1-idca­
len. 

Aan de andG:.."'c kant kunnen w0 ook probercn (' zo gr~ot mogolijk tc ma­
ken. 1<To zagan al dat cl..€:: </> hctzelfdo is als de links- of rochtsverme­
nigvuldiging met ~ 1. Hot clement 0\ 1 is v~r,dssel'l?aar met alle clemon­
ten van fJ. Als omgckecrd a 6: S V1;r1,,.,isselba.ar is met alle elcmonten van 
s, (d.w.z. a li~t in hot ccntrum van S), dan voldoet de linksvormonig­
vuldiging (= do rechtsv~rmenigvuldiging) met a blijkbaar aan do oison 
die aan eon element van, gcsteld zijn. Do grootste ¢ die gokozcn kan 
~orden in ecn halfcnkolvoudige ring Sis dus hot ccntrum vans. 

De structuur van het contrum C van S bcpa.lon weals volgt. Ontbind S 
volgens do tvreede hoofdatelling in elkaar annulorcnde enkelvoudige ri~­

~en s = A1+ ••• +~• Lsa.t voor ac S de ontbinding a= a1+ ••• +an zijn en 
voor 0€. C de ontbinding o = o1+ ••• +on dan is voor ao do ontbinding 

co= 8101+ ••• +l:lncn on cvonao ca :.o1n1+ ••• +c0 an, maar nu ia ao = 
= ca, dus 81,Ci = c1a1• Omgekecrd als voor di E A1 geldt d1a1 = aidi 
voor allc ¾ E: ¾. dan is ook di a = aa.1 voor al.le a E. s. Dus C is. de 
directe som vnn da centra c1 der afzonderlijke ¾= C = ·01+ ••• +on• Verdo:r 
is blijkbaar o1 = 0 n '-1• rye za.gon vrocger al dat hot centrum van oen 
~tr~ing ... K:a:;~v.ar een scheef liahaam. K he~ ceu:t~ van K is. 
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Dus d~ volg~nd~ atolling gcldt: 

Hct cc.;ntrum van ccn directc som van cll::aar annulorondo r,1atrixringon 
over schcvc lichamon ( d. w .. z. hct isomorfc bocld van c0n ,nllokcurigo 
halfc:nlcolvoudigc rin3) ia de dircctc som van do contra dicr so.hove 
licham.::n, dat i:J o"n dircctc som vnn ( comoutaticvc) lichamcn. 

Passon wo dit tee op ocn commutntiove ring 6 dan ia C = S i • .m wo vin­

dc:n: 
Stollinr~ van Doocki!lfl;: Eon commutaticvo halfonltclvoudigc ring ic con 

direct~ som van clkaar annulcrcndc lichamon. 
=c lcgg~n nu .::;:en vcrband tusscn do cerate end...: twocdc hoofdstclli:ag. 

Volgons dG oc,:stc,; hoofdstclling wordt S gcschrcvcn ala S = L1+ ..... +Llt, 

l7aarin dt.::-L. irroducibclo l-idoa1on zijn; volgcns de twcodc .:.ls 
l. 

s = A1+ .... +An, waarin de Aj onltclvoudigo idcalcn zijn. nocm nu ccn 
willckcuri3 irreducibcl 1-idcual B I:. 0 in S, dan is vol[;cns d,.., twccdc 

ontbinding &en b e l3 als b = b1+. ~. tb11 tv Johrijv~n mot bj 6 .Aj • ils 

nu cj de een van Aj is is ejb = bj E B .. Dus is B = B1+ ..... +Bn met 
B. CA. en lL evonecns 1-·idoali.:m ins. Uit de irroducibilit~it van 
BJvolg;, cle.tJ allc Bj = O zijn op een na. Dus BC.. Aj voor con of andcro 
j. Passcn w-o dit op de L1 uit de oorctc ontbinding toe, da.n volgt daaru.it 
dat we doze in groopen bij clkaar kunlc11 ncmon van 1-idcalen die in 

~nn zclfdc A j liggen. Door c.Jn andcro rangsohikking dor Li kunnon we 

dus vcrkrijgcn S ~ (L1+ ••• +L11 )+(Li1+1t ••• +Li1+12)+ .... +(Li1+ ••• +in_1-M+ 

+ ••• +L. + +· ) 11:: M1+ .... +?4n met MJ. ~- J.J .• Uit de dircctheid dor som 
1 1 ,.,.,. 1 n 

volgt dan, dat Mj = Aj" 
Boschouwen wo nu een dcr Aj, b.v,. 

mun.r aan do o.ndorc kant woton wo d.at 
K 

m 

' . 
over eon schccf li¢haam K dozo is 

A1 nog wat nadcr.A1 c L1+ ••• +L11 , 

A1 ~aomorf is mot ccn matrixring. 
dirccto som van m irrcducibele 

1-idealon die ondcrling isomorf zijn: Km= isno11+ ••• +Kmemm = H1+ ••• +Hm~ 

Nu gcldt de volgcndc stalling over Q-groopcn: 

.A.ls G een Q -gro.9:P is en G = H1+H2 :: Ii1+H' 2 met H1 .,H2,H• 2 Q. -grocpcn 
dan is H2 2 -isomotf met H' 2• 

Ber•ij s ~ BcschoJ~ de proj octfo van G Of H 1 2 en pas doze toe op H2 
dan gocft di·c eon ':::l-cndomorfie v.::n H2 in H' 2• :Oo olcmcnton va11 G die 
bij do projoctio in O wor<icn aigubcold zi,:n de olcmcnton van n1 ; maar 
H1 n H2 = 0 dus de a.fbcolding van H2 in H' ~ is · somorf. Hct is echter 
pole ecn afbcolding op ~&nt a.ls a E H' 2 dan is a t-.:: schrijvon a == b + c 
met b €:- H1 , c E. H2 en c = - b + a., dus a ~s hot ba..:ld van c bij de 
afbeclding. Dus zijn H2 en H' 2 S1 -isomorf. 

Bcschouw nu A1 al, ~l -groop mot do li:nkrv~rmonigvuldigi:nge11 ala ll i; 

Dan is de Q -groep wllodig roduoibel en vqlgan" de atclling op pg 13 
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is bij,iodoro.Q -ondorgrocp H c0n som van Hj t~ vindon zodat H + 
+ Hj 1+ ••• +Hj ~ G. Dit gcldt dnn ook voor L1(1 ,:5 i I 11), 4ua G = 
= L1 + Hj. +f. ,+Hj = H1+ ••• +J:Im dus L1 Q -isomori' mot Hk +,, ,+Hk 

. 1 p 1 m-p 

(j1 , ••• ,jp,k1 , ••• ,km-p is ocn p0rmmtatie van 1, ••• ,m), maar uit do 

irroducibilitcit van L1 volst dat m-p=1 on L1 Sc -isoraorf met ocn Hk. 
Dus al.lo L1 zijn ondcrling Q -isomorf en hun aantal is m. Homun we nu 
ochtcr twee L1 uit vcrschillendv Aj dan zijn doze zok~r nict ~2-isomorf, 
Linkavermcnigvuldiging met de een van e~n dcr tqcc Aj vo~rt do olcmonton 
van do cno L1 in zichzolf on v~n de nnd0~~ in nul over. Hi~rmoe is bc­
wozen ! 

In oon halfonkclvoudigo ring wordt de ontbinding in twcozijdigo ido­
alcn volgar.a de twccdo hoofdstolling vcrkl?cgcn door in do 6ntbinding 
in 1-idoalon volgons de ccrst~ hoofdstvlling dio 1-ido~lcn in grocpcn 
sam~~ to ncmcn, waarvan de additicvc grocpon Q-isomorf zijn, waarin 
5? ui t de linlcsvcrme:nigvuldigingcn bcsta.:,t. Hot aa.ntal 1-idoalen in 
zo' n groop is gclijk aan de graad van do .ma.trixring wa,,rmoo h1.ot twu(;:Zij­
digc idcaal isomorf is. 

noor.1 eon 1-idoaa.l in c\,irJ halfunkolvoudigo ring s. Dan. is di t tc sch.rij ·· 
von ala Se on S = Se + sc1 me:t o2 = ... , e12 = o1 , oc1 = o1o = o, 1 = 
= e + e1• Nu is do v.:.irzamoling dor x E: S vra£:rvuor (Se)x = o, juist a1s, 
~ant (~~)(o1s) = 0 en x = 1x =ex+ o1x, dus als (Se)x=O, is O = e2x = 
= ex, dus x = c1x, dus X€ e1s. Nu is e1s blijkbaar 01.on r-idcaal, on d~ 

v ... rzan1oling d~I" x € S waarvoor x(c1s) = 0 is woor Se (bcwijs ovonals 
bovcn). Ala A oen willekcurig r-ideaal in Sis, dan is do vorzamoling 
dcr x waarvoor xA = 0 uen 1-ideanl sc2( 1 = o2 + e3). Voor a € A gcldt 
a= c2a + e3a, on O = c22a = o2a, dus a= c3a. dus A= o3s en is juist 
de VQrzamcling dor x e=: S wuarvoor (so2)x = o. Hicrmoc is ocn eenccndui­
dige corrcspondontic tot stand gobracht tusson dv vcrzamcling d~r 
l-idcal0n on die dcr r-id.:;al.:.n. Bij dczo afbcclding wordt blijkbaar do 
vcrzamclingsthcotctische inclucio {C) omG~k~~rd. Hi~rmoo is de volgende 
stelline beuezen: 

In een hru.fenkelvo11di0e ring S voldoen de r-idealen aun de maximum­
en minimtillllvoor~aa~de. Als S = se1+ ••• +Sen met e12 ~ eit e1ej fo Oen 
1 = e1+ ••• +en een ontbinding in irreeucibele l-idealen is, is s ~ 
= e1s+ ••• +ens een omtbinding in irreducibele r-idealen. 

Een enkelvoudige ring behoeft niet nalfenkelvoudig te zijn. -el is 
de vereniging van alle nilpotente ¢ -idee.len van een enkelvoudit,e 
~ -ring S makkelijk vast te stellent daer 8 ma~ twee ¢ ···idealen 

bezit n.J. o ens. De ene mogelijkheid is dat S niet nilpotent is; dan 
is deze ve:i."enig.ing nul en als S halfenkelvoudig is is S isomorf met ee1, 
matrixring over een scheef lichae.m.~ De and.ere magelijlcheid is dat S 
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nilpotent is, mnJ.r dan is s2 = Ot we.nJ~ a.ls s2 = S,don is sn = s, dus 
s = o of s niet nil!1otent en ala s2 < s, is s2 = o •. Alla producten in 
S zijn dan nul en de ¢ -idealen zijn <(J -ondergroepen van .ie additieve 
groep vcu1 s. De nilpotente enl::el vouciige ¢ -ringen zijn dus juist de 

enkel voudige e.,~ca ti eve Q -groepen ( t. o. v.. eer, :,•illekeuriGe operatoren­
Ve1~zameling Q ) , ""n.a.rin de v;;:r1:1en:L&vuldi5ihg .. ,edeif'inicerd "VOrdt door 
xy = 0 voor alle x en y. 

Als s e.:.:n hy:p..::rcomplex systccm ovor een licha:un ~ is, dt~n voldoen 
de tp-~1-idealen zckor a.an de minimu.mvocrwaarde, ~1ant zclfs de dcclruim­
ten van de vectorruimtc voldoen n~:n doze voor~n.:.rdo. De vru~.g of S hal.:f'­
enkel voudig is 1"10rd t dan dus allcen bepr.:tG.ld door do vra~tg of het r:::di­
cual nul is. Als S halfenkelvoudig is valt S volgens de twecde hoofd­
stelling ui teen in 1 -ideal en, die 'ti«reor als hypcrcomplexe systcmen over 
q op t0 vatten zijn. S zelf en ook zo' n ¢ -idoaal bevatten eon een 
en men lean dus 'l-ij beide /J a.ls declvorznmeling van hot systccm OJlVatten; 

da2r deze encn echtor vcrschillend zijn, zijn dit niot dezclfde dcclvcr­
zamelingcn. Het zo verkrcgen enkel voudige systeem is ccn nmtri::~ring over 
een schecf, -licharun; dit scheve lichuum is dus woer cen hypercomplcx 

systcom over r/J • 
:Qcn byzonder gcval van cen hypcrcomplox systcem is ccn z. g. ~r_oepcr:·~ 

ring. Ga hiertoe uit van ecn cidigo, cventucel niet-commututiove groep 
G, die mul tiplicaticf gesch.revcn 111TOrdt. Uoem de elcmenten a1 , ••• °11-• 
Vorm nu een h-dimensionale voctorruimtc over 0en lichuam ¢ en nocm eon 
basis da~.rvan ook a1 , •• ", °'h e:.1 muak hiorvun oen hypcrcomplex systcem 
door als vormenigvuldiging dor bc.siscl:3r.1enton gewoon do t;rocpvermcnig­
vuldiging te ncmen .. De ,1ssociativi tci t "ler grocpvcrt1cnigvuldi5ing 
waarborgt, dat zo i11d,;!2d::w,d cen hypercoL111lox systcem ontstac·,.t. Deze 

beschouwingswij zc is ve.n VD:Oqi.eel vaordc z. g. rcp:~csentutictheo~ van 
groepen. Ondc:r ccl1 :rcprcsentatie van e0n groe:p vorstu,.:t mvn cc.1.1 homo·­
morfe ufbeelding vru-:. do groe:p op c~n mul tiplicaticvc grocp van n-rijige 
vierkcnte matrices met elementc:i1 ui.t ocn lichaorn ¢ • lli::ZC n-rijige ma.·· 
trices lcun...'1on ::;cintcrprctcerd ,ll')'Ordcn aJ.s lineaire transf'or:maties van 
ecn n-dimcnsion.r:.10 vectorruimte over f. Vormon we nu van oon eindigo 
groep de groopenring s ovor hctzcl:fde licheam f , dan is doze homomorfo 
dbeelding direct uit tc '.breiden tot ccn homomorfe afbcelding van S o:p 
cen ring van lineaire transformaties. 1Us 11.1. a. -> A. dan dofi:ni~rcn 

h I, 1 1 

we Lo( .a. -:.>? o<.,,Ai en dit is ccn lineairc tro.nsformntic ( 9 is coni.--
i::i l. J. ( .. "'/ .,_ 

muto.ticf) en het is direct t1;: zien dat met som on product ooJ:: som en 
prodt:ct overeonstemm2n. Omgekeord bepaal t oon homomorfc .2.:fbcelding v2.n 
sin de ring dcr lincniro -transformatics natuurlijk ook oen repreacnta­
tio vnn de groo:p • ...,.e gcnoraliscrcn het bogri:P roprescntatio op eon na­

tuurlijko vtijze nls volgt: JTI.en homomorfo n:f'boe lding vr.m c<;n ring S in 
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de endomorfieenring van een additieve groep hect een representatie van 

de ring. Een vo~rbeeld hiervan is de vroeger behandelde afbeelding van 

de ring op de ~ing van zijn linksvermenigvuldigingen; dit is dus een 

representatie van de ring in zijn eigen additieve groep; deze represen­
tatie heet de :r.eguliere represent_a~ •. ~'Te h:omen op deze re:prese:a.taties 
nog terug. Eerst bewi zen ~e nog een bclangrijke stelling over groe:pen­
ringen: 

J.I:en groepenring over een lichaam 4> is dan en slechts dan halfenkel­
voudi,c:•, als de karakteristiek van <f> niet deelbaar is op de orde van de 

groep •. 
Bewi;js: De groepenring heeft een een, n.l. de een van de groep. 

Laat de karakteristiek van <pnict deelbaar zijn op de orde van de groep~ 
Het is dan voldoende aan te tonen, dat deJl -groep ( .a.. bostaande ui t 
t en de linksvermneigvuldigingen) volledig reducibel is. t'!e bcschou,,en 

de addi tieve groep nu behal ve als .fl. -groep ook. als ':P -groep ;_ d.e <-.P .-onder­
groopen zijn de lineaim deelruimten en de P -endomorfieen lineai1--o trans• 
f ormc.ties van de vectorruirnte over 'i • De 1.> -groep is als eindigdimen·~ 
sional~ vectorruimte volladig reduci bel ( S is som van de h verzamcling .. n-1 

o< a1 ( o< doorloopt t ) , die kennelijk irreduoibela P -grocpcn _ zij11) ~ . 
Neom een willekcurigcfl -ondG:rgrocp (d.vr.z. 'P -1-ideaal)B, dan is B a 
fortiori een <}> -omd0rgroop dus kunnon v,c schrijven S = B + B1 , waarin 
B1 een p -ondergroep is. Een linksvermenigvuldiging is een lineaire 
transformatie. Pas nu op B1 acht0reenvolgens linksvermonigvuldiging 
mot a1 on daarnu projectie op B1 tme dan is dut een lineairc transfor­

matie van B1 in zichzolf, die we Ai noemen. Als y E B1, dan is dus aiy= 
= c + Aiy met cf B. Hierdoor is aan iodere a1 een Ai toegevoegd, maar 
aan een product wordt hierbij ook een product tocgevocgd wordt ajaiy = 
= a.c + a.A.y = a.c + d + A.A.y met d E- B maar dan is aok aJ.c + d f B, 

J J 1 J J 1 
omdnt Been 1-idcaal is, dus aan ajai is inderdaad AjAi toegevoegd. Ver-
dcr is aan de een de identicke transformatie• toegevoegd en dus aan een 
inverse ook do inverse transformatic. De transformatios zijn dus ook 

transformaties van B1 op zichzelf. Hoem nu y' = Qy- = i ~ a11 A-5.Y dan 
is di t weer ccn line.aire tr.::.~nsformatie van B1 op ecn cp -grocp B• _• Daer 
vorder A1y = a.y + c.(c. EB) is, is y• = J .z.:. a:-1 (a.y + c.) = y + b 

1 1 1 . ll i 1 1 1 
met b ~ B. Dus is S = ( B,B 1 ) muar a.ls y' c: B'· iC\ B en y' = Qy o..D .. n is 
y f B en y e B1 dus y =O,dus y' =0, dua S'z::B+B• .we ~wijzen nu tenslo:tto ,.!:·~•;; 

B1 eenJl -ondcrgrocp van S is. ;Neorn daartoe eo:i ak en- een yt E B1 t y 1 ~-= 
. 1 ~ -1 1 ~ ( -T)-1 ( -1) ~ 

= Qy, dan is aky 1 _ = h T ~ai ¾_Y = h 't- ai 8k AiAk .aky = 

= fi fai1 l½_AkY =· QAky eE B' • Yoor een willokcurige x e S en y' E B1 geldt 
dan ook xy' E B'. Hiermee is de ecrste helft van het bewijs vol tooid. 

• Stel nu de kttrakteristiok vun f wel deelba2.r op de orde h van de groep., 
...,.e kunnen do.n direct 1' een nilpotent 1. -ideaal /:: O in de groepenring 

aungeven. Noem s = ,!; ai, dan i.f3 aks = s°'k = s -voor allo k;. het 
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~ -ideaal voorteebracht door s beatc1at ui-t d~ elc:ncnten o( s ( ()( door-

loo:pt tj ),. Nu is s 2=hs=0 or:idat h d.:..e:lb ... ~a· is door de ~~arakteristiek, 1 
~ t.~'>l·lr.l·(J..- otr.,s~= o . 
dus hct h~drnat van het t/J -idcaal iJ nul .. ;)e ,:roepenring is dus niet 
halfen!~elvoudiG• Daarmee i3 d::: tr;e0d-J halft vuB het ber•ijs seleverd. 

~e b-::·;chou··•cn nu Oi;;n re:pr0s0nta'tiu v...:..r: een ring 6 in e~:1. irocp Cr. 

Dan i:, ac:n iede·:·;.;:; a E. ;:.; e..;:n endoi:1orfi.:: A van G toe0evocgd. b(.m schrijft 

nu voor een ::.= E G in plaats v. n ·":" ook ax ecn 1:roduct van cen element 

van de ri:.1,:; en van de groe:p • .Ji t product voldoat dus ecn a( x+y) =.1x+ay, 

(a+b)x=ax+bx, (ab)x=a(bx). Hen :1oomt d ... n G ecn S-modulus. Iedere repre­
sentatic van S bepaal t ocn S-modulus on or::gelrnord. l~cn ond..:;r5,roop van 

G, die toe~alatcn is t.o.v. do o~eratoron uit O haet een S-de~lmcdulus 

van G .. J....ls S ecr. een hceft bchooft daarmoc niet de identi0ke trans£' or·· 

matie van G te corresponde:r .:.n. Depaal in G de verzrunelingcn H en K 
waarvoor resp. 1x = x en 1x = O, dan zijn H en K blijkbaar ond:...rgroe-· 

pen, m::12.r zelfs ook decll:10duli, want als 1x = x, is 1 (ax)=( 1a)::-~=ax on 

als 1x = o, is 1(ax) = (1a)x =ax= (a1)x = n(1x) = aO = o. Vcrdor is 
G = H.+:~, nant als x € G, is x = 1:::: + (x-1:x) on 1(1x) = 1x, 1(x-•1x) = 

1x-1x = 0 en H en I: hebbcn allecn O ger.1ot,;;;n vrant uit 1x = x en 1:c = 0 

volgt x = o. G val t dus ui teem in e:..:n dir3ctc som van eeii dcclmodulus 

v1:1.arin 1 nel de identtekc transforri'latic inducc;,;;rt en cen declm.odulus 

die door 1 en dus door allc ol0monten ui t S geanmtlcord wordt ( immcrs 
uit 1:x = O volgt ax= a(1x) = 0) .... e zullcn dikwijls oisen dat 1 de i­

dentioko transformatic i11duc0crt. ::Jij de r.:;gulicrc rcpr-.isentatie is 

dat hot goval., 
Beschour, nu c..:;r. 1-ideaal A in Sen c~n element x 

in de s-modulus G en bc.schouw lcr bcstaande ui t alle product en ax ( a 
loopt A) 1 dan is Ax bli-;j.kbaar een s--deolmodulus. Verdur is c~ -➔ a..x ucn 

S-homomorfie van A op A .. "C •• \.ls A irreducibel is, is dan Ax of S··isomorf' 

met ),. of nul .. Als G als ~-modulus irr0ducibel is, is A..'C ::::: 0 of = G 

voor iedere x en ied~r 1-ideaal A. Onderstal nu S halfenkelvoudig, dan 

is S = I,1+ ••• +Ak v,e.arin Ai irreducibcle 1-idealen zijn. Als nu G irro ... 

ducibcl is en SG /= 0, dan is er 00n x €- G zodat Sx f. 0 on con A. zodat 

Ai x f. o. Daarui t vol gt, dat G = Aix S-isomorf. is met Ai. ~tel n~ S 
half en1.;:cl voudi& on 1 x = x voor allo x ui t de S-m.odulus G. Voor iedc:r·o 

x is d<J.n x = 1:x E. Sx = ( A1x, .... ,Akx), Daar al.le Aix irrcducibel of nul 

zijn wordt G voortgcbracht door al zijn irroducibcle S-cloclmoduli. l..ls 
nu de S··dcolmoduli van G aan de r:.10.ximumvoorwaardc voldoon, ~,rord t G 
voortgcbracht door con eindig anntal van zijn irreducibcle S-doelmoduli: 
G = (G1 ,G2 ,. •• ,G·m), G1 irrcducibc1 .. ...,.c hcbbcn vroogcr al aangctoond, 

dat G daL vollodig rcducibel is en de S-dcclmodul i ook &m d:;.; r;1i.ni­

mumvoorwae.rde voldoen. Laat nu de S-dccli:1oduli van G aan de minimum­

voori.,1ac::rdc voldocn. · Lant H1 < H2 < ..• een niet afbrckonde stijgcndc 

ketting Vc'.ll'.l S-dcelmoduli zijn. Stel xi c::: Hi+1 ,xi # Hi, dan is Sxi'C. Hi· 
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Daar xi E f5xi = (A1x1 ,. .. .,Akxi) is er minstc.i'.1a een Aj zodat Ajxi <j... H1• 

Noem zo 1 n Ajxi = K1• llocm Lj de ~-d~~loodulus voortgobracht door de K1 
voor i ~ j. De..:n vormen de L. ec:."l dalendc ketting S-dcelmoduli, "o be ... 

J 
1-djzen nu Lj > Lj+i voor alle j. Als name4-ijk Lj = Lj+1 t!;as, was con 
yj f: Kj to chrijvcn als yj = Yj+1+ .... +ym' net Yi t K11 v,a;:,rbij we 

Ym /= 0 kunnen vorondcr::;tcllcn. Dus Ym = y j-y j+1 • •• -ym_1, on d1.::.s volgt 

ui t K. C H. , .0 dat Ym E H , .Dus Sy C lin1' maar daar Sym 0011 3-modulue 
1 J.-r I m m 

f=. O in Ir is en K een irroducibcle S-modulus is, is Sy = r: hotgeen m m m m 
een tcgenspraak gecft. Hie:::·moe is ecn ni.et afbrokenda dalcnde ketting 

geconstruoord in strijd met de minimu.i"llvoorwaardc. De S-dcclmoduli vol­

doen dus ool: a.an de maximumvoorwaardo. Hiermee is de volgende stelling 
verlcregen.:; 

Laat S een halfcnkelvoudigo ring zijn en G ecn S-modulus, zodat 

1x == x voor alle x € G. Als de S-deelmoduli van G aan ee:n van bcidc 

van de maximumvoorwa.ardc en rr.ipinmmvoorwaardo· voldoen, voldoen zc 

aan de andere en G is als S-modulus volledig reducibel. Als G irrcdu­
cibel is, is G S-isomorf met cen irrcducihcl 1-ideaal in 8. Ho-t a.anta.1. 

nict-isomorfe irreducibele s-moduli is gelijk aan hot aantal iscalcn 
in de ontbinding van S volgcns de twoedc hoofdstclling. 

Om dit toe to passe.n op groeprepresentatics moeten we voor Scan 

groepenring overr/} nomen en voor G ecu eindig-dimensionale vectorruim­
te over. 1 en cisen dat voor « 6 ¢ , a G s, x E:: G geldt ( .;:i( a)x = 
= o{'( a.x). Als verdcr de karaktc).'istick van i/ ni1Jt deel bac,r is op de orde 

van de g0representecrde groep, is S halfenkclvoudig. Als 1:x: = x, dan 
is ( ot. 1 )x = ti( x, dus een .S-deolmodulus van G is eon lineairc deelruim­

te, dus de S-deelmoduli van G voldoen aan maximum- en minimumvoorwaar­
de, dus bovcnstaande stelling lean toegepast warden en leert ons dat 
G als S-•modulus volledig reducibel is. Als G = G1+ ••• +Gm,Gi irreduoi­

bele S-moduJ. i, dan kiczen we een basis l d1, .•• dn} van G door samenstel­
ling van bases van Gi. Laat Gi de dimensie mi hebben. Als voor x t- G 

geldt x = x1+ ••• +xm met xi E Gi, dan is voor a ~ s, ax = a::e1+ ... +axm 
met axi 6: Gi. De aan a toegevoagdc matrix c(ij op het basisstclsel 
{ d1 , ••• , dn \ word t bepaald door adj = ~ 0( ij di en daarui t volgt dat 

0( ij = 0 a.ls di en dj in verschillende Gr liggun. De matrices zijn dus 
opgebouwd uit 11kastjes 11 bestaande uit matrices van de graad mi die 

langs de hoofddiagonaal geregen zijn en waarbuitcn overal nullen staan. 

Bij een andere kcuze van de basis van do voct," rruimte is dat natuurlijk 

niet het geval. Nu hceft een basistransformatic met matrix Top een 

matrix A.van een lineaire transformatie hct effect, dat 1eze overgaat 
in TAT-1 .. ""'l'e noemen t\vec representaties a ➔ A en a-) A1 van, een groep 

~guivalc:nt a.ls er cen vastc matrix T bestaat zodat steeds A' =TAT-1 is. 

Onder de hierboven genoemde veronderstellil1gen is oen representatie 
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aequivalent met een in "kastjee" geschreven repreeentatie. We moeten 
nog nagaan, wat het voor de matrices betekent, dat de bij een zo 'n 
kawtje behorende s-modulus irreducibel is. Ala een a-modulus G reduci­
bel is, d.w.z. als er een s-modulus H bestaat met o<H<G, dan is Hook 
een vectorruimte van dimensie m > O kleiner dan de dimensie n van G. 

Kies dan een basis {a 1 , ••• ,at11·•van G zodat a1 , ... ,dm in H liggen .. Dan 
ligt voor 1~ m ook ad 1 in H, dus voor de matrices geldt t 1j= O voor 
j~m en i)m, d.w.z. een linkerbenedenhoek van m rijen en n-m kolommen 
bestaat steeds uit nulle~. Omgekeerd is, ala dat het geval is de deel­
ruimte voortgebracht door de eerste m basiaelementen een S-modulus. 
Een representatie heet 1rreducibel als hij niet aequivalent is met een 
representatie van dat type. Het e.a.ntal inaequivalente irreducibele re­
presentaties van een groep door matrices over een lichaampis gelijk 
aan bet ae.ntal componenten waarin de groepenring volgens de tweede hoofd­
stelling uiteen valt. Men kan door een nader onderzoek van de groepen­
ring aantonen, dat ale f algebraisch afgesloten is, dit eantal gelijk 
is aan het aantal klasson geconjugeerde elementen in de groep en dat Je 
dimensiea van de irreducibele S-moduli (de "graden• van de irredueibele 
representaties) gelijk zijn a.an de aantallen groepelemente.n in een klas-­
ae geconjugeerden en due deelbaar zijn op de orde van de groep. We gacn 
daer nu niet verder op in. Wel kunnen we nog opmerken, d~t blijkbear 
iedere irreducibele representatie aequivalent is met een irreducibel 
bestanddeel van de reguliere representatie. 

We keren nu weer terug tot algemene ringen. Stel een ring Sen een 
S-modulus G. Laat A een ideaal in S zijn, dat G annuleert, d.w.z. bx=O 
voor alle b €:- A. en xE G • .A.ls we de restklasse van a mod .A. ae.ngeven met 
a, dan is blijkbaar de productdefinitie ax= ax onafhankelijk van de 
keuze van de representant in de restklasse en deze definitie maakt G 
tot een S'-modulue, we.arin ~= S(mod A). Blijkbaar zijn S-deelmoduli van 
Gook ~-deelmoduli en omgekeerd. Laat nu Seen ¢-ring zijnr waa.rvan 
de~ -1-idealen aa.n de minimumvoorwaarde voldoen en R het radicaal van 
S. Ala GI O een irreducibele $-modulus is, is Rx een S-deelmodulue vocr 
iedere x, dus of Rx= 0 of Rx= G. Als voor een of andere x geldt Rx= G, 
dan is G= Rx= R2x= ••··= o, maar G was~ O verondersteld, due R annu­
leert Gen G is een ~-modulus, waarin ~= S(mod R) halfenkelvoudig is, 

Ala B= I 1+ ••• +I0 , dan is of ~G= O, dus SG= O, of G is isomorf met een 
1-ideael, bevat in een der Ii. Dan is G een Ii-modulus. Evenzo z ict me::1 

dat ala G voortgebracht wordt door irreducibele S-deelmoduli r llG--= O 
en Geen s-modulua is. Daarmee is het volgende verkregen: 

Laat S een tp -ring zijn, waarvan de ¢-1-idea.len aan de minim.um­
voorwaarde voldoen, R het radioae.1 vao 5 en G een s-modulus, zodat SG/:- C' 

A.ls G irreduoibel is, is G een I 1-modulus, waarin I 1 een va.n de enkel 
voudige idealen is waarin S= S(mod R) volgens de tweede hoptdst'8lli.lJ& 
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uiteenva.lt. Ji.ls G voortgobracht wordt door irreducibelie S-doolmo,Juli, 
is Geen ~-modulus. 

Neem nu voor S een deelrinc fi O van de cndomorfiee·nring VE\.n ee.n 

add it ieve groep G, zodat ~e 1-i:lt::e>.len van S !1.an de minimumvoorwc.e.r.le 
voldoen. G is den eei: S-modulus en de r~presentat ic vz:,.n S is eon iso-~ 

morfi~. Uit aG= 0 volgt dus a= O. Bcvenstn~.ndo stelling geeft dcm het 
volgen,:'ic:. 

Lac.t S een ring fi O van endomarfieen vr..n G0n aiditicve groep G zij1~, 

wen.rven de 1-ideclen aa..."l de rninimumvoorvmarde voldoen. J .. ls G als S-groep 
irreducibel is, dan is S enkelvoudig halfenkelvoudig en als G ,toortge­
bracht wordt door irreducibele S-groepen, is S halfenkclvoudig. 

Stel nu rlat Soon ring van endomorfieen van ecn alditieve groep G 
is, die de identic·ke transforrnat ie err.vat. St el verder S::: 1 .. 1 + ••• +~'·n, 
waarin J'i.i idealen in S zijn. Uoem .i'i.iG de kleinste S-deolu::odulus van G 

die alle a.ix (ai<.S Ai' xl G) bevat. Dan is blijkbaar G=(1l.1G, •• .,AnG). 

Als 1= e1+ ••• +en met eiE A1 ,dan is ei de een van A1, dus als xi e AiG 
is e 1xi= x 1 en daar e 1e.= 0 voor ifi j is e.x1= O voor if j. ~ls nu 

- J J ) x1+ ••• +xn= 0 met x1~ AiG, dan is 0= ei (x1+ .... +xn = xi. Dus de som is 
direct: G=A1G+ ••• +AnG,. Stel nu bovendien dat S halfenkelvoudig is en de 
S-deelmoduli van G aan maximum- of minimumvoorwaarde (dus e.an beide) 

voldoen. Dan is G als S-groep volle:lig reducibel. Aan de ene kant is B 
als halfenkelvoudige ring te achrijven als directe som van elkaar annu~­
lerende matrixringen over scheve lichamen; aan de andere kant is ook 
de ring van de S-endomorfieen in een dergelijke ged£>.ante te schrijven. 
Vie willen het verband tussen beide opspareo. Vie merken op dat A1G ver­

eniging is van irreducibele S-deelmoduli die isomorf zijn met de irre­

ducibele 1-ide, len in J.,i. Nu heeft de ring der S-endorr.orfieen van G de 

vorm T= B1+ ••• +Bn wacrin Bi ontstaat uit de S-endomorfieen van A1G door 
ze in de andere J .. jG nul te verkleren. Nu is de endomorfieenring ge'in­

duceerd door S in AiG een m8.trixring over een soheef licha.e.m .. We hebben 
nu eerst nog enkele resulteten over vectorruimten nodig. 

Stel een additieve groep G met een stelsel ¢; r ve.n endomorfieen, 
waarin ~r een matrixring is over een scheef lichaam ~, dat de identie­

ke tre.nsformatie bevat .. Noem de mntrixbasis G .... Verd er voldoen de ¢ r-l.J ; 
ondergroepen a.an de m~ximumvoorvmarde. Uiteraard is G een veotorruimt,2J 
over ¢, maar v,e weten nog niet of het een eindigdirnensiono.le vectorruim­

te is. Dit zullen v7e nu eerst bevlijzen. Neem een xf O in G. Daar{'~{1=1, 
is er een GPP zodat Gpp# O. Noem x1= G1Px. Deze zijn lineair onafban­

kelijk: stel.ffixi= 0 dan is ook 0= Gpqt,e1x1=re:GpqGipx =fqGp1/ci 
dus eq = O. Noem G1 de verzameling der elementen Z:ei::x.t de.n is G1 een 

1r-ondergroep; ~~v<t-fc:Xi:::: ~ei ~}11!~(\,.X.:1rft<K&.AlsG1 <..G, nemen we een y in G 
buiten G1 • Als boven ie er dan een Gq.q zoda.t GqqY niet in G1 ligt. 

Stel t men xr+i = GiqY, dan vormen de element en t f::z )(r+i. een if)y, -ondex 
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groep G2 raarvoor geldt G1 n G2 = O. Ala G1 + G2 ( G lcunne:n '\'.'",e di t pro­
ces herhalen. ""'egena de maximumvoor-,raurde komt bier een eind aan en 

is G = G1 + ••• +Gs en G heeft dinensie n = rs over d; • Nu beschouwen we 
de ring van de lineaire transformaties ¢~ van G over f .. Op de boven-

gevormde basis x1 , .... xn is d~r~. de ma~ri:xbalis : t( fJ bepad~d do~~ 

Ee<(!, xo' = ¾,~ Xoi, • Nu is bliJKbaar lrij = d-;() l!jnr+i,nr+j• het z:i.Jn 

n. 1. beide lineaire transformaties en ze hebben op alle :x 1 hetz.el:fde 
effect .. Immers als ( = kr+l ( 1 ~ 1 ~ r), d.ah is G .. x y = f .1:x:i:r +· en 

s - t ~ ~1 1J Q J .i:.r 1 

~ Enr+i,nr+jx'5' = I 0nr+j,i xnr+i:::: 'fjl~:i::i·i· Vorm nu E,)V = 
,,...:;:-.,,.. l')'l;::/} 

= ?{:
1 

:D( 14 _ 1 )r+k, (y-1 )r+l:: voor 1 :{. A ,$ s, 1 ~ \.J .::{.. s. D:m is di-
rect ... na te rekenen dat H,., v H ecr = 'S""vt'~i r¾1;-,. •• +H 88::::: 1 en GijH:, v = 

= E( ~ _1) r+i, ( y _1) r+j = H ~ >1 Gij • Ieder eleme21t van ~ !,,, is te sch:rij•n 
van i11. de gedaante I:Gij Bij waarin Bij een som '! H .~IJ (:>,:\ "¥ j_s met 

/4~ 1 E 1, en als r GijBij ::::: O, is Bij = o. Dus is ( <.J}; ):r isomorf 
met ~ 1 sr• Dvenzo is ieder element op een en slechts een manier te schrij~ 

van in de vorm L H:;;i }i C >-.,; , wa.arin CA v een som f Gij ~ ~.~ is met 

6 1ij e ¢ J • Ala A = t;' GijBij, dan is Bij = } Gki AGjk• Dus is de 

voorwaarde dat A meii a.lle Gij verwisselbaar is, A = B11 == ~ H11 J /::~)I. 
Evenzo opdat A met alle H >- v vervdsslbaar is, moet A ;::: ~ Gi. y I iJ. 

Iii . . J 
zijn. Daaruit volgt dat de ring van de lf'r-endomorfieen van G 

een matri:x:ring (j~ is, waari:::j 

¢* invers-isomorf is met ¢ ; omgekeerd is ~.,.de verzameling van de 

¢~ -endomorfiee·n van G • 

. Ui t de verkregen resul taten v~l~t nu, dat als Aj._ ~en matrixring 
p(ki) is d.an B. ee1 matrixring p(i) is, waarin. J>{i) invevs-isomorf 

. {·) i m. 
is met P 1 • Verder is S ook de T-~mdomorfiee·nring van G, v,ant Ai G = 

= Bi G. Hiermee is de volgende stelling verkree,en: .. 
Laat Seen halfenkelvoudige ring van endomorfiean van G zijn, die 

de identieke transformatie bevat, en de S-ondergroepen van G aan een 

van beide van de maximum- en minimumvoorwaarden voldoen. Als S::::: 

.' ~ '"· .::s Pi 1 ) +..,.+Pin), waarin P~ ~) een ~deaal is en een matrixring 

van de graad ii over hth scheve licti~am p(i),_dan heeft de_r~ng T ve.n 
de s-endomorfieen van G de vorm T = Pi 1) + •• ,+Pin), wc.arin Pi~) een i­

deaal is en een matrixring van de graad mi over11iet scheve lichaam 

p( i), invers-isomorf met P( i). Omgekeerd is S de ring van de T-endo­

morfieen van G. 
De boven behandelde hulpstellin,2, kunnen we ook nog gebruiken 01;1 c,~ti 

eenduidigheidsstelling voor matrixringen to bewijzen. Stel een ring 
is op te vatten als een matrixring ;~en als een matrixring ljl ;, , waa1•i;, 

¢ 1 en t;t I scheve lichamen zijn • ..,,e kunnen t/J~ opvatten aJ.s de ring van 
de lineaire transformaties van oen n-dimensionale vectorruimte Gover 
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f , ~aarin ¢ invers-isomorf met f 'is. Stel Gij de matrixbasis van .. \j/:. Dan vormen de endomorfieen L fijGij met e ij in '/>ea.n ring ¢ r' 
maa.:r dan volgt ui t het. hierboven bewezene da.t de dimensie vru.:1 G over 
1 gelijk is rum rs, maar deze is oo! .. n, dus :r '- n. Analooc; be'rJ'l'ij st men 

n <t. r,. dus n = r. Laat nu y /:. 0 ee:n eleme11t van G zijn dan. is er een 

GPP zodat GppY f. o • .Als boven bewijst men dan dat yi = GipY ee:n basis 

van G vormen, waarvoor geldt G1jyk = GjkYi• Dvenzo vindt men bij de 
matri:x:basis l\j van th~ een basis x1 van G zodat E1 .xk = S jkxi. Laat 

T J . -·1 
S de lineaire tranaformatie zijn waarvoorsy1 = X;, dan is S x. = y .• 

. - 1 J. 
-1 Dan geldt Gij = S E1js, want beide hebben hetzelfde effect op 

de yk .. De elementen van l(1 (resp. ¢/ ) zijn gel:arakteriseerd al.s de 
lineaire transformaties, die verwisselbaar zijn met de G .. (resp. E .. ). 
Daarui t volgt lf'= s-1 </l s . ...,.ant als 'f I c cp 1 , is s-11 1 J.J SGi. =· :.tJ 

-1 -1 -1 -1 -1 J I 

lu' l.J · 1 · -1 J.J , -1 I 1 
= S 'f' SS E .. s = S E.j y> .. • S = G . . s .i.f' s, dus G.' ,., 'S-t= .. w • Dvenzo 
ala 'f't r , dan is S r 1 S E ¢ 1 , dus 'f''t: S s. Dit geeft 
de volgende stelling: 

Als 1n = I.fr' waarin l.f e:n f scheve lichnme:n zijn, dan is n ::.: r, 
if> en If zijn isomo:rf en er is een S in c/J n' zodat lf = s-1¢ S en Gij = 

= s-1Eijs voor de matrixbases. 
-rre behandelen nu nog enkel.. e stellingen ui t de grocpenthGorie. Deze 

stellingen gelden ook voor niet-commut.:itieve groepen. ~"'e zullen de 
groepen desondanks a.dditief schrijven. 

Eerste isomorfiestelling: .iUa G een ~ -groep is, H een9. -onderg:roep 
r,., 

van G en N een normale '.:il-ondergroep van G dan is (N,H) = (E ,U), N t1 H 

normaal in H en (N,H) (mod N) is 9. -isomorf met H(mod N n H). 

p_~wijs: Uit de norma.liteit v.a.n N volgt direct dat (N,H) een .:i?,groep 
is en dat (N,H) = (H,N) en dat N normaal is in (N,H). De elementen van 

(N,H) (mod 11) zijn restklassen N+x (x E H). Dit geeft een _SC-homomorfe 
a.fbeelding van H op (Ii ,H) (mod N) waarbij blijkbaar H n N in nul wordt 
af gebeeld. Dus ( N' ,H) (mod M) is 52 -isomorf met H(mod N n H). 

!weede isomorfiestelling: ils de 9. -groep G Q -homomorf is met de 
r~ -groepG(kern van de homomorfie is U) I en H is een normale.Jr! -onder-. 
groep van G en H de verzameling d~ eleme11ten van G die in H warden af­
gebeeld, dan zijn G(mod H) en G(mod H)i2-isomorf {m .. a.w .. f G(rnod 1i)J 

Jmod .. H(m.od N)} is Q -iaomorf met G(mod H) .. 
~~wijs: Pas achter elkaar de 2 -homomorfieen van G op a en van G op 

G(mod H) toe, dan is de kern van de samengestelde SC-homomorfie blijk­
baar H e1:i dus G(mod H) Q -isomor:f met G(mod H). 

In een Q-groep G beet een keten 2 -ondergroepen G = G1 ?- .. 

:> G2 ? •·.". ') G8 +1 = 0 een normaa.lrij van lengte s als iedere G1 nor­
maal is in G1_1• De restklasaengrcriepen heten de factoren van de rij. 
Een tweede normaa.lrij beet een verjijniES van de e~:i:ste ala zij alle 
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G1 bevat. Twee nommaal:rijen heten aeguivalent, ( of ook iaomorf) als er 
een eeneenduidiie betrekking tussen de faotoren van de rijen baste.at 
zoda.t overeenlcomstige f'aotoren S? -isomorf' zijn. 

StelliPB, va.n Jordan-Hl:Slder-Schreier-Zassenhaua: Twee normaalrijen 
van een Q -groep G hebben aequivalonte verfijningen, en wel, uls de nor­
maalrijen als volet geschrev.::n zijn: G = G1 ? G2 ::, ••• :, G·8+1 = 0 en 
G = H1 :> H2 ,:) ••• ':J Ht+1 = o, d.an zijn de vc:~fijningen resp. G = 
011..:) G12-?.••• ::,G1t :::> G21,::) ••• ::d1-2t=? ••• ~:;:Gst =Oen G = H11:> 

;, H12 :> • • • :; H1 s ::;; H21 .::::: • • • J H2fr ·:-:- • • • ? Hts = o. waarin Gij =· 
=(G1+1 ,G1 fl.Hj) voor j = ip •• ,t+1 en i = 1,. •• ,s on Hij = {Hj+1 ,Hj n G1) 
voor i .. = 1 , ••• , s+1 en j = 1, ••• , t. 

Be?tijs: Gi,t+1 = G1+1 , 1 = G141 • Hu is direct duidolijk., dnt de 
Gij gerangschikt ala bovcn indcrdaad een dalendo kcten vormen, die een 
vcrfijning van de keten der G1 is. Verder is cen twootal opecnvolgende 
termen uit d0 kcten stee4.s to schrijven ala Gij en Gi,j+1• Ana.loge be­
weringen geldcn voor Hji' ~e zijn klaar als wo bcwe~cn hobben, dat 
Gi,j+1 normaal in Gij on Hj,i+1 normaal in Hji is en G1j(mod Gi,j+1) 
.f2 -isomorf is met H .. (mod H. • +1). Nu is volgen4 de cerate isomorfie-

JJ. J !J. 
stelling Iij I) G1+1 = H. () Gi n Gi+1 normaal in G1 n Hj en ( G1 n Hj) 
(mod G1+1 fl. Hj) is .i1-lsomorf met (G1+1.,G1 '1 Hj)(mod G1+1). Evonzo is 
G1 I} Hj+1 normaal in G1 t1 Hj en dus ( o1+1 n Hj ,G1 n Hj+1) normaa.1 in 

~i fl Hj. In de homomorfie tussen G1 fl Hj en ( G1+1, G1 ti Hj )(mod G1+1) 

wordt (Gi+1 (} Hj,Gi /\ Hj+1) afgebeeld in. (G1+1 rt H~J'Gi fl Hj+1, G1+1) 

(mod G1+1) = (G1 n Hj+1 , G1+1)(mod G1+1). Dus is,volgens de tweede 
isomorfiestclling, Gi,j+j = (G1+1 ,G1 fl Hj+1 ) normaal in Gi,j = (G1+1i 

,Git> Hj) on.G1 j(mod Gi,j+i>Q-isomorf mot (G1 /1 Hj)(mod (Gi nHj+1 , 
>Gi+1 fl Hj)). Om rodenen van symmetrio is dan ook (G1 (1 Hj)(mod (G1 n 

/} Hj+1' Gi+1 fJ Hj})$? -isomorf mot (Hj+1'Gi () Hlmod (Hj+1,Hj {} G1+1>>== 
= Hji (mod Hj,i+i>, waarmcc de stelling bewezcn is. 

In een normaalrij kunnen horhalingcn (G1 = G1+1) optreden. Eeti nor­
maalrij zonder hcrhalingon, die zichzelf als cnigo vcrfijning zonder 
herhalingon hecft, hoot con compositierij, Op grand V8D de twcede iso­
morfiestelling is con normaalrij dan on slochts dan cen.compositicrij 
als zijn factoren irrcducibele Q-ondergroepcn /:. 0 zijn. Ui t het bovon­
sjaande volgt nu: 

Twee composi tierijcn van een zalfde 5? -groep zijn aoquivalont. ils 
oonS'l-groep eon oompositierij bazit, is iedcre normaalrij to vurfijnon 
tot eon eompositiorij. 

Stel nu dat de no:-male Q -ondergroepen van ocn 9. -grocp G aan do 
maii:imum- ezrinimumvoorwaarde voldoen. Volgons do maximumvooruaardo is 
er eon ma:x:imalc norma.le 2 -ondergroep G2 f. G on als G2 /.: 0 ecm maximale 
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normalo .2 -onder13roep G3 < G2 enz. Volgons do minimumvoorwa.ardo moet 
di t proocs na oindig vool stappon afbrckon. Hct roBl l taat G = o1 > 

) G2 ) •.. )G8+1 = 0 is blijkbaar con oom:r,ositiorij, (Hot is oen nor­
maalrij van can byzondor ooort, n.l. oun waarin allo G1 nict al.loon 
normual in G1_1 maar zclfs in G zijn). La~t nu omgekccrd Goon oompo­
siticrij G = G1 > G2 7 ••• ':J' G8 +1 = 0 bczitton. Stcl.con oncindigo 
stijgondo 1-::etting normalc 5"2 -ondcr~rocpon H1 < H2 < ••• t dan is 
0 ~. H1 <. H2 < • •• < H8+2 ~· G .::en normaal rij .- Doze is tc vcrfijlle.n tot 
eon compositicrij, dio a.equivalent is me~ do scBcvon compoaitiarij. 
Dit is eohtcr onmogolijk, want de vcrfijning von de normualrij hoeft 
minstons s+1 factoren on de goccvcn compositicrij hcoft er mo.or.a. 
De .normaleSl -ondcrgroepen voldoen dus aan de maximumvoorwaardo, Evenzo 
bowijst men dat zo ao.n de minimumvoorr,e.arde voldoen. Hiormeo is gevondon 

Een 2. -grocp hoeft dan on alechts da.n aen composi ticrij,. al a zijn. 
normale Q -ondorgroepen aan de r.ia.ximum- en minimumvoorwaarde voldoen. 

Uit het bewijs volgt verdor nog, dat ala do normale S2 -ondcrgroepen 
aan de maxim.um- on minimumvoorwaardo voldoen, de lengte van do stijgen­
de on dalendo kettingcn nict allccn oindig, maar zelfs bee;pen~A is, 
d.w.z. er is een natuurlijk getal, dat alleen vm deS'"2.-groop afhangt, 
wa.ar do lengto van allo stijgendc en dalende kettingen ender blijft. 

we willen nu nog ecn belaogrtjke stelling over dircote sommcn bewia­
zcn. Ook doze stalling gcldt eveneons voor nict-co.mmutatieve groepen. 
Daar we tot nu toe allo begrippen samenhangendo met dirocte aommen 
alleen voor cnmmutaticvo groepen hobben afgeleid, zullon we ons ook 
nu tot commutatieve groepcn boperken. Het bewijs gaat voor niet-commu­
tatievo groepen vrij,.,el onvcranderd door; alloen moet voor sommo:n van 
ondomor:f'ieen, die crin gebruikt worden 1 dan telkens bowczen worden, 
dat die weer.endomorficen zijn, ,7£\t bij oommutatiovo grocpcn automatiacb 
het gcval is. 

we beschou,•rm oon commutatieve Q -groep G /:: o, waarvan de Q -onder­
groepen aan de maximum- en minimumvoorwaarde voldoen. Dan is G te 
schrijven ala directe som van onontbindbare J?-ondergroepen fo o. 
~e l~illen nu twee van dergelijke splitsingen (G = G1+ ••• +Gh = 
= H1+ ••• +Hk) met .elkaar vei"gelijken. Laat de bijbehol 1Jnde :projeoties 
1 = E1+ ••• +~ = F1+ ••• +Fk zijn~ Past men E1Fj toe op G1, da.n is dit een 
Q. -endomorfie van G1 in zichzelf; verder ia E1 = E1F1+ ••• +E1Fk in 
G1 de identieke transformatie. rye willen eerst bewijzen dat minstens 
een der E1F j een Q -automorfie van G1 is. Daartoe bewijzen we eerst 
de volgende hulpstelling. 

Als een .Q. -groep K, waarvan. de Q -ondergroepen aan de maximum- en 
mir:dmumvoo~aarde voldoen, onontbindbaar is, A en B.2-endomorfieen 
van K zijn en 1 = A+B, dan is A of Been automorfie. 
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Bej'QJ§: A = A2 + AB = A2 + BA, dus AB = BA.. Ala A en B geen van 

beide een automorfie zijn, zijn ze beide nilpotent (Schur). Nu is 1• 
(A+B)m een som van termen .KB8 met r+s=lll. Voor m voldoende poot is 
Ar= O of BJ= o, hetGeen de tecenspraak 1 = O oplevert. 

Past men dit toe op D1P1 = A1 en 21F2+ ••• +E1Fk = B1 in G1• lls ~ 
geen automorfio is, dan is B1 een au.tomorfie, dus B1- bestaat. Dus 

1 = B1- 1 E1F2+., .+B1- 1 :J1F'k. ils B1- 1 D1P2 geen automorfie is, is 

B - 1T." F B - 1 E F t ,·"' . d d .. 1 .,;.:J1 3 + ••• + 1 1 1 k een au orr,,o:r; .i. ie enz. ~o vin en we a..,. er een na-
( -1 -1 -1 tuur;~~k getal j 1 ~ j f k) bestaat, zodat Bj_1- •• B2 B1 E1Fj 1 

B11 , ••• ,Bj:~ automorfieen in G1 zijn en dus ook E1Fj een automorfie 
in o1• Nummer de H1 s en de F's nu anders, zodat j=1. 

Besohouw nu de Q. -homomorfie F 1 tussen G1 en F 1o1 C H1• Daar E1F 1 
een automorfie in o1 is! is F1 een isomorfie. Nu ia F1G1 een 2-onder­
groep van H1 en evenzo H1 , de verzameling der elementen z van H1 , 
waarvcxir. E1 z = O. Bij een y €. H1 is een w .. E G1 te v:tnden, zodat E1y = 
= ~1F1w. Als ~~ nu schrijven y = (y - F1w) +. F1w, den is t 1(y-F1w~1y­

- E1F1w = O, dus y - F1w E ii1 ; verder is F1wE F1G1• Verder is1!1 n i 

~ F1G1 =-0, want uit E1z = O, z-= F1x,x lE- G1 volgt E1F1x = o, dus x=O, 
dus ~ = o. Dus is H1 = H1 + F1G1• Uit de onontbimbaarheid van H1 volgt, 
dat H1 = O of F1G1 = O, ma_::r F1G1 = O kan niet, omdat F1 een isomorfe 
a:fbeelding van G1 is. Dus H7 = 0 en H1 = F1G1• Dus is F1 een isomorfie 
tussen G1 en H1 en, omdat E1F 1 een automorfie van G1 is, is :m1 een iso­
morfie. tussen H1 en G1• Verder is H1 n (G2+ ••• +Gh) = o, want als 
z E H1 ,z E G2+ ••• +Gh t da.n is D1 z = O en daar E1 een isomorfe afbeelding 
van H1 is, z = o. Dus G' = H1+G2+ ••• +Gh is een directe som. Beschouw 
nu D1 = F1E1 + E2+ ••• +Ei-i, dan beeldt D1 blijkbaar G op G• af. De di~eot­
heid van de som in G' geaft nu, dat uit n1z = O volgt F1E1z = E2z = 
=•••=~z = o, maar omdat F1 een isomorfe Eµ'beelding van G1 is, is dan 
ook E1 z = 0, dus z = o •. Volgens Fitting is dan D 1 een automorf ia on 

G = G'• Dus G = G1+G2+ ••• +Gh = H1+G2+ ••• +Gh. 
Stel. nu da.t een paring verkregen is tussen H1 en Gi voor i = ·;, 

= 1,2, ••• ,r < k, zodat ~i een2 -isomorfie tusaen Hi en G·1 en F1 ee.n 
Jt -iaomorfie tussen Gi en Hi is, G = H1+ ••• +Hr+Gr+1T~ •• +Gh en Dr= 
= F1E1+ ••• +FrEr + Er+1+ ••• +~ een Q -auto~orf~e. Vorm ~u restklassen­
gr~epen na.a_: H1+ ••• +Hr! Blijkbaar is da.n G = Gr+1+ ••• +Gh = 
= Hr+1+ ••• +Hk, waarin G ~ G(mod H1+ ••• +Hr) /:. O, ~l = (H1+ ••• +Hr+ G1). 
(mod H1+ ••• +Hr) ,than is G1 9 -isomor:f met G1 en Hj ~""2 -isomorf mat Hj. 
Volgens het bovenataande kunn.en we nu, eventu,el na permutatie der 

Hr+1, ••• ,Hk' Gr+1 paren met Hr+1t zodat ~e overe_!nkomstige projectiea 
!r+1 en Fr+1 Q -i;:omo,.:fieen ~ijn tussen Hr+1 en Gr+1 (rasp. Gr+1 en 
Hr+1). Verd~r _is G = Hr+1 + Gx-+2+ • ..,+~. Ala nu x E: (H1+._.+H141 )() 

f B~ a:; (H1+. • .+H:r+Hj)(mod H1+ ••• +~). 
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fl (Gr+2+ ... +Gh), dan is de rostklasse xE: Hr+1 n (Gr+2+ ... +Gh), dus 

i = o, dus XE n1& ..... +Hr' maar (H1+ .... +Hr)f1 (Gr+1+ ... +Gh) = 0 1 dus 

x = 01 dus H1 + ... .: +Hr+1 +Gr+2+ ••• +Gh is oen dirccte sor,1. Ui t x E Gr+1 , 
F r+1x = 0 volgt :Fr+ii = O, dus x = O, due x e. Ii1 + ••• +Hr pus X=O• E.;:achonw 

nu Dr+1 = F 1Et~' ... +F r+1:;r+i + Er+2 +...,. +Eh den bccldt dozo G r£ op 

H1+ ... +Hr+1+~+2+,..,+Gh. Uit Dr+1z = 0 vol.;t da.n F1r:1z =u•=Fr+1Er+iz= 
:::;Er+2z = ..... :::Ehz = 0 1 tdaar dan is oolc :s1z =.-.=Er+iz = o, a.us z = o, 
dus :Jr+1 is ee:n automorfie e.n G = H1+ .... +Hr+1+Gr+2+ ••• +Gh. Verder zijll. 
F r+1 '3n Er+1 9. -isomorfiecn tusscn Gr+i en Hr+1 ( :ro::ip. l\ .. it1 on Gr+,). 
Hicrmec is de volgende stclling v~~kregon: 

F31£a_lli:nr~ yan nemak:-Kry;I.1-Schmidt: Als G eon commutatievc 5"'2 -groep 

is, waarvan de Q -ondcrgrocpcn aan do maximu:11- en mi!'.imumvoorv.-aardo 

voldoon on G = G1+ ••• +G11 = H1+ ••• +l\ 1 waari:,i G1 en Hj onontbilldbarc 
52. -groopen fio,zijnda.vi is h = k on er is ccn ~? -autorao:rfio D en oen 

ordening dcr Hj, zodat DGi = Hi en G = H1+ ••• +Hr+Gr+1+ ••• +Gh., 
Men kan dezc stclling ook voor projcctios formt1L:ron als volgt: 

Ala C eon commutat:l.,;;Vv 52 -groep isi waarvan de 51 -~ondcrgroopcn aan 

de ma..xiL1U.rn- en minirnumvocrwaa:rdo voldoen on Ei en I1 ; zijn primi ti eve 

projecties fa O, zodat E1+ ••• +~h = 1, B1+ ••• +Fk = 1,uEiEf = 0 a.ls 
i /:- it , F jF j, = 0 als j "fa j' , dan is h = ... k on or is cc,;n 2 -automorfie 

D.en cen-ordening dor Fj zoda.t I\= :Ol\D 1 en zodat Dr= F1i11+ .... +Fr2r+ 

+ Er+i + ••• + Eh con 12-automorfie is. 
In bcidc stcllingc~1 kiezen we D = F 1E1 +.,.. +FhEh, dan is DI:i = ]'i\ = 

= F.D1, dus F. = DE.D • 
1 1 1 
Als G = G' + Gil con v;illckeu:dgadirocto ontbinding in f~ -groepen is, 

is er ccn vcrfijning van daze tot eet1 ontbinding inonontbindbareQ-groe­

:pen. iUs de Hj goschikt geordond wordon, is or ocn L,::tomorfie D zodat 

DG' = H1+, •• +Ht en DG 11 = Ht+1+ ..... +Hk. 
Laat nu G con commu-tatiovc Q -grocp zijn waarva:1 •L. ,;: -ondergroepen 

aan de maximum- on minirm.1u'"1Voorwa;::i_rdo voldocn on V o,,:m vorza.meling van 

nil11otcnte Q -cndor:iorfioon, die gcslotcn is t.o.v. vc::.':-Jooig,vuldiging. 
Als s de lcngtc is van c.:::..n coopositicrij van G, dai1 :i.s Vs ;,:; o. 

Bevg;ijs: Necm con 'l:'rillokcurig stcl .B11 ... ..,B~ € 'V r;!" •~en 0-onder-

groep H van G, zodat B1H c H en stcl B1 ... B8H /:. o .. 1;u is lI ::, BiH :-; 

:J BiBjH:::, ••• on icderc Bi .... B1H is eonS1-groop. D~rn H :::7f B11H:;::; 

:> r:, Bi B1 H ::> • • • is eon dalcnde kctting S""2 -ondcre:",Jopcn van G. Als 
L 1. 1 2 

ergcnit. oen gclijktcken staat t staan verder in do kuttin:: ook golijk-
tckons. Dar:r de lengto van cen com:positicrij van H ~ s i:::i, is er c~n 

r < s zodat~ Bi .... B1 H = ~Bi .... 1\ H. Nocm H' =L.Bi ... J\ H. 
· · 1 r 1 r+1 1 1~ 

Daar Br,....,B6H /:: o, is H' /:: o. Vorder ·is.:E-1' = I:B1R =:: ••• ,, I:r bcstaat 

een onemndigc rij B1 ,B1 , ... zodat Bi ... Bi H' I= o .. st.:1 n.l. :p 
1 2 1 :P 
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termen B1 , ..... ,B1 gevondcn zodat B1 ••• B1 H1 /:: o. Dan is Bi ... .,]31 H'= 

"' 1' p 1 p 1 p 
==[B1 ... B1 BjH, en dus is er een i...,. 1 zodut B ..... B1 H' /:: o. Laat k: 

;-, 1 p .J:J"t' 1 1 p+1 

een der indices zijn, die oneindig vaak in de rij B1 ,B. ,. .• voorkomen~ 
1 1 2 

Daar we aan de voorl:ant een e:i,ndig .:;.antal tcrmen weg ku:nnex1 latc:n zondc.r 
de eiBc:nscha.p, dat B1 .... B1 H' I= 0 is to verstoron, mogen we 11 = k 

1 p 
stell(m. Dus bestaan er s endomo:rfie·en c1 , .... ,08 in V, wa.o.rin c1 = 
J:\:B'i en B'i con p~oduct van Bj's, zodat c1 •.• c8H' /: o. Daar 4c nilpo­
tent is , is P11:H' < H' en daar 2. c1H' C l\H' r is L CiH' < H•. Met 
behulp van de rcdenering aa.n hat begin van dit bewijs vindcn wo eon 
Q -ondergro0p Tr /: o, < H' en dus < H1 zodat H = ~ c1H. Door de rede­
neri_Eg te hoEhalen vinden v.re een H fo o, < H en endomorfiee·n n1 in V, z: · 

dat H = ~ D.,TL :Oit J.e5.dt tot ecn niet-afbrekende dalcnde ketting ::l -011·-
.1. 

dergroei-:,;.;ti vaL G-. De ct,;,dorstclling B1 ••• B5H /: O is dus tecenatrijdig 
gcblckon. Doc,r dt -t; op a =- G too te passen, vinden r:rc B1 .... B8 = o. 

Verondcrs·.:,~l ,,•r.: ~:~ d at de I} -ondergroepen van G aan do maximUJ.11- en 
minimumvoor ·,e.c.: .. ·J;:,, vcl<.h,en. Laat G = G1 + ••• +G8 een directo ontbinding 
zijn in ono!ltbind'b'1,:-c- 9 -groepen. G1 /::. O; laat 1 = E1 + ..... +:m8 de bijbe­
horende projcoti0s zijr1. Noem de ring der 5..1 -cndomorfiecn s. Voor een 
A E S told t diJ,; A op eon on slechts cen ma.n:ier te schrijven is als 

A= ~ Aij' wE.arin ;*~jE: TiiSEj. Immei"'s A=~ Ei~j is zo'n schrijfwij­
ze en"als 5':.E.::B1.J.E., ~ £: E.C1.jEJ. met BijE~'§, C .. E s, dan is EB E = 

... . J l. J. J p pq q ' 

= Ep( ff EiBij:Ej)E4 :.:: Ep( -r_ EiCijEj)Eq ::: EpCpqEq .. :Ecn AijE EiSEj 

beeldt Gk voor k /::. j in O af en induceert een Q -homomorfio tussen 
Gj en een Q -ondcrgroep van Gi. Y!e bevroron nu dat het radicacl van S 
juist bcstaat ui t die Sl -endomor:fieen B, waarvan de B1j in de schrijf­

-mijze B = y- Bij ,Bij € E1SEj gecn van alle een ~- -is.omorfie tusson 
Gj en G1 induccron. We moeten dus be-wijzen, dat de verzameling R van 
doze B eon nilpotent ideaal i:n S is en dat al.lo nilpotunto 14ealcn van 

S in R bevat zijn. La.at BE n, B = L J\j, CE R.!.C = 'i. Cij zijn· en 

nocm .. '½_j = Bij + c1 j. Als ~i een 5? -isomorfie Aij tussen G j on Gi in-­
ducecrt, st~llcn no Dji = Ej1½.j'E1 dan is Djie ~jSEi" Nu volgt uit 

P11 E E1 SEi 1 Iiij E R, Bij E Ei SEj dat P11Bij E R. Daar Bij E R geldt 

dat er oen z /:: 0 in Gj :isvmrv:,or B1 jz = 0 of dat G' i = 1\jGj < Gi .. sUs 

B1 jz = 0 1 dan ook P11B1 jz = o .. La.at G1 1 < Gi zijn en stcl dat P1 i:sij 

een Q -ieomorfie tusson Gj en G1 induce€. 'ti. Dan induooe:i;-t P1i eon Q-i­
somorfia tussen Gi I e.n Gr Dan bewlij.st nien op dezelfde wijze als in het 
bewija van de stelling van Remak-Krull-Schnlidt dat Gl. i:::: Gi 1 + G. n, 
.. l. 

waarin Gi'' de vcrzameling van die z E Gi iai- wa.arvoor P11z :; o. 
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(Bij Yrc Gi ie een w-. Gj, zodat P 1 iy=P1 iBijwa dan is. y=Bijw+ (y-Bijw) E.. 

€(Gi',Gi11 ); verder volgt uit y::.'Bijx, x~Gj, Pliy=O, dat PliBijX=O; 

dus x=O, dus y=O). Uit de onontbindbaarheid van G1 volgt dat Gi'=O of 

Gi"=O, me,ar Gi"=O is onmogelijk wegens G1 ' < Gi en Gi '=0 is onmogelijk 

omdat Gi=Gi" in strijd is met het·feit dat P:J:1 de hele G1 als beeld hetofta 

Dus p 11B1 . induceert geen Q -isomorfie tussen Gj en G1 , dus P11BijE- R. 

Hierui t v~lgt dat noch D .. ]3. . noch D .. 0. . een automorfie in G. induceert. 
--1 . J 1 J.J J J. J.J . . ,~ ' . . J . 

me.Pr daar E. =A. . Ai. ::::D .. A .. =D .. B .. +D; .c. J. en EJ. de iuont ieke transforma-
·•· J l.J J J J. .1.J J l :LJ .... J J. 

tie in G j induceert komen vrn in str ij d met ecn vroager b\·:wezen hulpstel- . 

ling. Dus B+CE IL Nu bewijzen we dat ale Bt R, B=~Bij' AES, A=i:'li.ij' dan 

liBE R en BAER is, Hot is voldoende te bevrijzen, dat Bij.AklE. R en AklBijE R, 

Voor 1.1.. 1 is 1t1.1B .. =0 ER,• voor 1~k-B. . is het hierboven al b ewezen. Ji.la 
F ,:: J.J 1. J.J . 

j-fi k is Bi/ .. kl =0 E. R; als L.jl gccn Q -isomorfie tussen Gi -:JO G. induceEJrt -

geldt i~jl € E ,,1;_ dus is BijAj 1e R al bevr-t.zenJ ala k.j 1 wel een ~l -isomor­

fie tussen G:::__ 0.n G- j ::.n:'luce1;;.rt, dan induceert B ijAj 1 geen .::~ -isomorfie 

tussen G1 en G. oindat B. . geen Q -isomorf ie tussen G. en G1. induceert, dus 
l 1J J 

B .. A .1E R .. H::.e:::.·me,:: 5.s bewezen dat R een ideaal is. 
l.J J . 

Om te °!Jevri;;sen ce.:t R nilpotent is nemen we een :BE R, E::;::[.Bij en 

ontbinden G· 2.c :Ln G=G- 1 +G" dat B in o• nilpotent en in Gtt een automorfie 
\ 

is (Fitting_'i ,._,,.,1 

(volgens de R-l;ollL1g van Remak-Krull-Schmidt is er een Q -automorfie U 

en een orJ. 0,.ming Jer c+i zode.t UG'=H1 =G1+ ••• +Gt en UG 11 =H2=Gt+i+ ••• +G 5 • 

De..n is C=tJJ3U-1~ R e.-1 0 1ndu.ceert een automorfie C in H2 • Stel Gn > O, 

dus t < s. NcEtri :i/ 2):.;..Et+·(i-" •• +E8 , dan is E( 2)=CC-1E( 2) E R, en dan ook 

E8 =E( 2)E8 E I:, mf:'.r.tm E8 tE E8 SE8 en is de identieke transformatie,du..s e(;.n 

automorfie in G- 8 , dus E ~· R. Dit geeft een tegenspraak, dus t:::s, Gff=O, 
'- s 

dus Bis nilpotsnt. Uit de vorige stelling volgt dat R nilpotent is. 

Ji..ls T een nilpotent ic.eaal in S is E:n N E T, N= ~ N .. s dan is N .. =E .NE. 
J.J 1J 1 J 

is, kan N .. ge:;en isomorf ie tussen G. 
J.J J 

TC R. De.?.rmee is all.es bevrnzen en de 

dus Ni. E T. Dae.r Ni. nilpotent 
J J 

en G1 induceren, due NE R, dus 

volgende stelling verkrcgen: 

J..ls G-=G 1 + •• ~+G 8 een ontbinding in onontbindbareQ -grocpen ;/4 0 is 

van de S:i1 -groep G, wac::rvan de 2 -ondergroepen acn de .. mexj_mum- en mini­

mumvoorwa,.._rden voldoen, 1=E1+ ••• +E de bijbehorende projecties en S 
o a -de ring der _,1:- -&ndomorfieen van G zijn, de.n vormen de:~( --endomorfiE:e·n 

~ B ij, wan.rin B ij E Ei SEj en B ij ge en van alle S1 -isomorf ieen tusscn 
Gj en G1 induceren, een nilpotent ideaal R in S, d~t alle ~ilpotente 

idealen in S omvat. R is dus het radicaal vans. 
Rangschik nu G i zo dat G 1 , ••• ,Gk onderling Q -iso:norf zijn,. 

1 
Gk +1 ' •• ,. ,Gk +k onderling Q -isomorf', ma~.r niet .Q -isomorf met G1 , ••• ,Gk_ 

1 1 2 (1) 
enz. tot Gk + +k +1 , ••• ,Gk + k • Noem G =G1+ ... ,.+G1 .. , 

1 • •" t 1 1 " •• + t "'1 
G(2)::::Gk +1+ ••• +Gk +~ , ••• ,G(t\=Gk k :1+ ••• +Gk , en 

1 ·. 1 2 1+ ..... + t-1+ 1+ .... +~tt 
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(1) . (t) 

E -iE1+ ••• +Eic1,•·•1E =®k1+ ••• +kt-1+1+ ••• +~1+ ••• +¾· Als i en j in 

verechillende gtbieden k1+ ••• +~_1+1, ••• ,k1+ ••• +~ en k1+ ••• +k4_1+1, ••• , 

k1+ ••• +kq liggen, dan ia E1SEj C R. Due is E(P)sEtq}c R ale pf:. q en d~ 

S= L E(p)SE(q) =(E(1)sE( 1), .... ,E(t)SE(t) ,R) en E(p)SE(p)E(q)SE(q) d) voor 

pf: "J is (E(p)SE(p) ,R) ecp idea.el in S en g'=S(mod R)~1+ ••• +a't, waerin 

~p=(E(p)SE(p) ,R) (mod R). Da~r E(p)E E{p)SE(p) en E(p) .. R is !-rf O. 

Nu is, zoals we vroeger gezien hebben bet verband tuas~n A1,1'=- EtP)sE(p) 

en zijn effect geinduce~rd in G(p) een isomorfie tuasen E(p)SE(p) end~ 

ri~ van deQ -endomorfieen van o(P). Daaruit volgt dat het radione.l v~ 
E(p SE(p) bestac.t uit de elementen !. :Bij wa;.-:.rin i en j beida behoren tot. 

k1+ ••• +kp_1+1, ••• ,k1+ ••• +kp en B1~ ,~en ve, alle isomorfieen tussen , 
Gj en G1 zijn. l!ot r~icP.al van E P SE(p) is dua E{p)SE(p) n R=E(p}RE(p, 

en hieruit volgt door toepass1ng van de eerete isomorfieatelling dat 
~P isomorf is met E(p}SE(p) (mod E(p)RE(p)). 

Stel nu de.t G homogecn is in die zin da.t al zijn onontbi.mibare compon 
ten G1 Q -isomorf zi.in (dus t=1). Dan heb1,e.tl we vroeger bewezen dat S 
een matrixring T 6 is, wa~rin T isomorf is met de ri.ng van de Si -endo­
morfieen van Gi) maar .omdat G1 onontbindbaar is, is T volledig prir.la:ill •• 

Stel nu dat Seen matrixring T8 ie over een volledig prim.£'.ire ring 
T, dan is T(mod R') een soheef lichaam ale R' hat radic~~1 van Tis. 
Dan is Rn Teen nilpotent ideeal in T, dus Rn TC R'. Aan de endere 
kent, ale Eij de matrixbasis Vpn S vormen en Aij ER' dan vormen de ele­
menten l E1jAij aen nilpotent ideaal in S dat dus bevat is in R. Sp£cienl 
is voor A E R' ook A= I: Eii A E R dus R1 C R. Dus RA T=R'. ti.ls B= 

= I:: EijBij een element ve.n R is, is J3ij= ~-EiciBEjk een element van 
R/'I T=R'. Dus is R=R.' 8 en de restklassering S:=S (mod R) is isomorf met 
(T(modR•)) 8 , e;E:.n matrixring over Eien scheef licht"am, dus evn enkelvou­
dige ring. 

Stel nu det S=S(mod R) enkelvoudig is. Verder is in het algemeen 
S'::S'1+ ••• +St met s1,f O, dus in dit gE;.vnl moet t=1, dus H homogeen zijn. 
Dar'rmee is de kring van implice.tiea gcsloten en de V0.L~~nde stelling 
verkregen: 

Voor een Q -groep G, wearvan de Q -ondergroepen c.,:n (.13 m~ximum ... en 
minimumvoorwe.arde,n voldoen en Wt"r.rvan 8 de ring van r. -,;';ndomorfic·en en 
R het radicanl van S is, zijn de volgende voorw~.aruen aequJ.ve.lbnt: 

1° G is homogeen, 
2° S:..:1' 8 matrixring ven graad a over een volledig :P,riru.:-.ire ring T, 
3° B(mod R) is enkelvoudig. 
Als in een ring S met een de l•idealen a.an de miai1n.~r,1voorwaarde 

voldoen, da.n voldoen ze ook ean de tn.aximumvoorwr.1.~rde. 
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BewiJs: Ju.a bet radicaal R van S oul ia en S flus hal!enkelvoudig 

1a hebben we het al vroeger beweie.o .. We mogen dus e,e,nnemen dat er een 
natuurlijk get al a is, zodat R8 /: 0, R1H 1 = O. We beechouwcn de ree uliere 
repreaentatie van S, d. w. z. we vat ten de ~.ddi til;. ve groep van S op ala 

S-modulus mot als v1:;rnenigvuldiging de gcwone ringve.rmenigvuldiging .. Dee1• 
moduli zijn dan juist 1-idee.len. De deelmoduli voldoen dus aan de mi­
nimumvoorwl"larde. Nu la S > R > ..• > R8 > 0 een df'.lende kc ten S-moduli. 
De restklaesenmoduli B(mod R), R(mcd R2)t••· worden alle geannule.:.ird 
door R en zijn dus op te vetten als S(mod R)-moduli. V,.::rdcr voldoen ds:: 
restklassenmoduli S(mod R), R(mod H2), .... oak ai; • .i de minimumvoorwe.~~rdo. 
D~r,.r S=S(mod 1./) halfenk€lvoudig is E-n zijn een de idonth:kc transfcrmc.· · 
tie in S(mod R), R(mod R2), ••• induce\i;rt (immers S bed zel! een een), 
volgt uit een stelling uit de represonte.tiethtSoric, dat de S-deelmodul: 
van deze S-moduli ook aen de mi:u:::imumv,,orwe.!:,:rde voldoen en dat d£ze s­
moduli dus coiripositieri,jen bezitten. Li::.rt b.v. S(mod l:t)= t 1 > t 2 ) ..... )L = 
= 0 zijn, we.c.rin t. (mod L. 1 ) irrt;ducibele s-modnli en dus irreducib€lem 

J J+ 
S-moduli zijn. Dus S::::11 > L2 > ... > Lm=R, v.ra: rin Lj het 1-ideee.1 ia 
dat op tj wordt afgebecld in de homQmorfie tussen Sen S(mod R)., Vol­
gens de tweedo isomorfiestelling is L;{mod L. 1) S-isomorf met t;(mod't.) 

., J+ . 2 •J jf1 
en dus een irreduc ibele S-modulus. Evenso R=¾i > • • • > Lm+p = R , 
WF.arin Lk weer 1-idcalen zijn en t 1/mod Lk+1) irreducibele S-moduli ens. 

Zo is S=L1 > ... > 0 een oompositierij van s-moduli en de S-moduli 
{dat zijn de 1-idealen van S) voldoe.n due oak :-e.n de maximumvoorwaarde. 

Op grond van deze stalling kunnen· we de stellingen over endomor­
fieenringen nu t;_1epassen. Laat s een ring met een zijn, wearve..n de 1-
ideJ?den a.en de minimumvoorw<C;arde en dua a,i,:,,n de maximumvoorwaarde vol­

doen. Omdat Seen een heeft, is S invers-isomorf met de ring van de 
rechtsvermenigvuldigingen van de additieve groep G van S., Ve.tten we 
G op els .Q -groep, wtarrin .Q bestaa.t uit de linksvermsnigvuldiging1:;n, 
dan zijn de Q -omdcrgroepen VM G de 1-idea.len ven 3 on de ~l -endomor-­
fieen van G zijn de r,schtsvermenigvuldigingen. Hieruit volgt nu onmid­
dcllijk: 

il,ls S ec.n ring met een is, wc.r.rvan de 1-idealen .'" ::-.n de minimumvoor­
w~,e.rde: voldoen, dan is iedere nildetlring van S nilpot€nt. 

l.i.ls S een ring met ee.o is, w~:::rvan de 1-idealen aatl de minimumvoor­
waarde voldoen, da.o zijn de volgende voorwaarden aequtvLlc.nt: 

1° S is et..n direote som van 1 .... ideelen, die als (~ -g:r·,. i::.:pen ( Q bestc.e.n­
de uit de linksverm€.nigvuldigingen ve.n de additieve gru~p van S) onont­

bindbaar en onderling 2. -isomorf zijn, 
2° S(mod R) ie ebkelvoudig,wae.rin R het rad.ice.al va,.: G ::.e. 
3° S=T 8 een matri:.xring van graad s over eE.n volledig primaire ring T~ 

Ji,.ls een van dez.e voorwaarden VE::rvu.ld ia, beet S eBn • rimaire ri;.:i&• 
We zullen een 1-ideael A. van S, da.t als.Q. -groep opgt,vat o.nont­

bindbaar is ook een onontbindbaa:r l-1deaal van S noemen, d.w.t,. ala 

A~+C en B en C zijn 1-idee.len van S en ih:·c :b.J .. B=() ot P:.Qc. 
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We nemen nog steeds arm d~t S et:n ee:n hec.ft en de 1-idealen van S 

a.an de minimumvoorwne.rde vcldoen~ Als S=L1+ ••• +1k, L1 l~id~alen en 
1=e1+ .... +ek de bijb€.borcnde ontbinding van 1, de..n ia e 1=e 1e 1+ ... +e1ek 
en dear e1ej€ Lj, geldt e1ej=O als ip j en e12=e 1• Vorder ia evenzo 
voor e.1 € L1 ai=e.ie 1+ ••• +e1ek' dus o.~~j=()' voor i;I: j en a 1e1=a1 , du~ 
Li=Se1 • Lec::t omgeket .. rd 1=e1+ ••• +e1 zi.Jn mE.:t e1ej=0, vocr i/: j en e1 =e11 

dan ia S:::::Se'1+ ..... +se1 , want a.ls x1e 1+ .... +x1e1 :::0 dan ie 0=x1e1e 1+ ... +:x1e1e:r 

=Xi ei • 
In een ring S met een, vm8.:t'van de 1-idealen a.an de minimumvoorwe.~r-

de voldoen is et:n minima.al niet-nilpotent l-id€.-:a1 hetzelfde e.la een 

onontbindb~<:r bcetanddeel ~ 0 in een directe ontbinding van S in 1-idt.­
a.len., 

Bewijs: 1° Laat A een minimaal niet-nilpotent 1-ideaal van S zijn. 
A bevat een idempotent e (zie blz. 19). Nu is Sec J... en Se is el-n 1-

idef:'.':'tl en niet-nilpotent want e=e2 .I::. Se .. Uit de minimaliteit vm: 1~ 

volgt dat Se=.t~. Nu is (1-e) 2=1-e en e(1-e)=(1-e)e=O, due S=Se+S(1-e). 

Verder is 1~ onontbindbaar, went ala li.=iB+O was met O <. B <:. 1 .. , 0 < C < A., 

Ben C 1-idealen in S, dan volgde uit de minimaliteit van A, det Ben 
C nilpotent z:.1uden zijn, maar den was Ji, ook nilpotent. 

2° Lae-•t i~ een oncntbindba..'.?'.r besta.nddeel /= 0 zijn in een direote ont­

binding ve.n Sin 1-ide~len, dus S=A+B, A en B 1-idealen. Laet hierbij 

1=e1+e2 zijn, dan is A::::Sc 1 .. Omde.t JJ,. O, is e1f O, dus e1 een idempotent, 
verd.ar e1 E J,. , due 1-\ niet nilpotent. Ala 1'1,, niet minimeal is a.ls niet­
nilpotent 1-ideael, is er een minimaal niet-nilpotent 1-ideaal L < A. 
Dan is L=Se3 , € 3 idE:;mpotent,. Dan is e 3e1=e 3(e1 is rechtseen in Ji.); ver­

der ~s voor e.~le .a€ 1 .. 1 a.e 2:::0~ 2Sch.rijven. we 2nu 1=e1e3+(e 1-e1e3)+e2; 
dan 1.s (e1e 3 ) =e1e 3 , (e1-e1e 3) ::::e1-e1e 3 , e 2 :::e2 , e1e3 (e1-e1e 3)= 

=(s1-e1e3)e1e3=e1e 3e 2=e2e1e3=(e1-e1e3)e2=e2(e1~e1e3)=0 1 dus 8= 
=Se1 e 3+s ( e 1-e1 e 3) +Se 2 en 1i.=Se1e 3+s ( e 1-e1 e 3}. Maar e 3 =e 3 e1 e 3 e Se1 e 3 , 
dus Se 1e3=Se 3 , dus A=L+S(e1-e1e 3) en O < L-<. A. Dit is i.n strijd met 
de onontb indbnr-.rht: id v!ln Jh Dus /3. is et.n minima.al niet-nilpotent 1-

idea'"!l, 

Le.at S ec,n ring met een zijn, waarvan de 1-ide?.l~~ a.2.n de mi.nimum­
voorvraerde voldoen. J,.ls S=L1+ .... +L8 , Li 1-idea.len f O 1::::E- 1+., .+e8 , 

R het rP_dice.al van S, ei de restklasee (mod R) waar ei 5.n ligt en 1 di..:' 

waar 1 in ligt, dan ia blijkba.ar 1 = e 1+ .... +e8 ., e1 e j= 0 c.2.s if. j,. 

ef =€\/4 0 en S=S(mod R)~e1+ ••• +!:fi:8 ., We willon nu 'bewi:::en,. dat iederf'.i 
ontbinding van Sin 1-idea.lcn nu ook op deze wijze tE: krijgen is .. Het 
is blijkba.&,.r voldoende., hiertoe de volgende hulpstellinr; tc bewijzen: 

ti.ls a1 , .... ,ak idempotente elementen in S zijn, zodat aiaj=O voor 
if. j, dan is hct mogelijk idempotente element en 9 1 ~ ..... , r:\ .. in S te kie­

zen, zodat ei in de restklas:se a1 ligt en e1ef::.O vo..::.ir i,t~ j; verder vol 

uit a1+ .... +ak= 1, dat e1+ ... .,+ek=1 • 



Bewij~: Laat ew .. .,em al bepa,eld f:ijn, zodat e1E. fip ,!iE\j= O voor 
i/: j, ei = e1 • Kies een ~e ~+1 en stel v=u-eu-w+eue met e=;,.?£ ei, dan ie 

v S; u(mod R) want eu = ~ ii¾n+1 = 0 enz .. Verd er ia e i V=V8 i =0 voor i::::;1 r •• , ·~,. 

Dus is v2=v+z met z nilpotent; la.at z 8 :::0, Nu is tv:::v3-v2:vz. We probe;;·.,~­

nu een element w=f(z)v+g(z) te bepalen, zodat w2=w en f(z) en g(z) poly~ 
nomen in z zijn met gehele coefficienten en wel f( z) met. constante terr,. 

1 en g( z) met conata.nte term O. Di t leidt tot de verf;i?li:jkil)gen 

r2+2fg-f;::Q en zf2 +g2-g:::O. We loss en deze vergelijkin:=;•~r e•::rst op in ffii::E~h·t;­

reeksen in een onbepa.o.lde t. Dopr eJir:iinet ie vindt.7n~,-:e .f ( t) :::{ 1+4t )-i e:n 

g(t)= t(1-f(t)). Nu is (1+4t)-'1' = -~(i) 22ntn=1+ ~. (-1)n(~n;1)2t0 ; 

de coefficienten zijn alle geheel. hetzelfde geldt ook voo1• g(t) • De 

machtreeksen voldoen formeel aa.n de gevraa.gde betrekkinr;en. Vullen wo 
z in voor t dan worden alle ma.cbten met exponent~ a nu1; er komen de.ti 

veeltermen in z. Nu is w~v(mod R) en w idempotent. Verd6r is eiz= 
e 1.(v2-v)=O dua e.w=e.f(z)v+e.g(z)=O en evenzo we.=O. Du/:3 kan w gebruik+. 

1 1 1 1 

worden ala het element em+1 • A.ls.!:, ai=1, da.n is r ei=1+;i,·; yE R. Daar 

!' ei idempotent is, is ( 1+y) 2=1 +y, dus y2+y=O, due y:::.-y 2::::y3= ••• ::/), 

due£ e1=1. 
Met een directe ontbinding S==Sa1+ ••• +S'8k met 1=a1+ ••• +ak oorres•· 

pondeert S=Se1+ .... +Sek met 1:::ef+ .... +ek" Blijkba.ar is Sai onontbind'bF ... r-2 

dan en slechts dan als Se1 onontbindbaa.r is. Omda.t S ha.lfenl:elvoudig :::.~·, 
is Sa'.1 onon-';bindbaar dan en slechts dan a.ls hij irrenuc.::.bel is. 

Beschouw nu T=Se1+Sej=Se, e:::e1+ej, e1 en ej primitief. Daer S= 
=T+s(1-e) zijn de projeaties E en E' behorende bij f!.ez) ontbinding de 
rechtsvermenigvuldigingen G(e) en G(1-e) .. Noem weerrt de ring der links­
vermenigvuldigingen van S, dan is de ring ip der SL -~nd0merfiee·n juist 

de ring der rechtsverm,0.migvuldigingen. De ring der ~~ -:::.ndomorfie'en van 

T is dan isomorf met E ti>E, du.s invers-isomorf met eSc. Der~ zijn Se1 en 
Sej dan en slechts da.n ;;1 -isomorf als e3e primair ls .. t1: is eSe (modRnese) 

isomorf met (eSe ,R) (mod R) =eSe en eSe is invers-isomorf r.1.:-;1t de ring der 
Q -endomorfieen van T'=Se. Daer f volledig reducibel i~, is eSe halfen-
kelvoudig. Hieruit volgt dat R fl eSe=eRe, dat blijkbaa:::- bevat is in het 

radicaal van eSe, met dit radica.al sa.menvalt. Dus is eSe primair dan Em. 

sleohts dan ala eSe enkelvoudig is en hieruit volgt; 
Ale S=Se1+ .... +sek' e1 primitief, dan zijn Se1 en Sej d:ln en t-1lechts 

dan ~1. -isomorf. ala Se1 en lfej 5l -isomorf zijn (alles ender d0zelfdA ver­
onderstellingen en nots.ties ala boven). 

A.ls L een onontbindbaa.r 1-ideaal van S is dat in een directe or::t•· 
binding van S in 1-idealen optreedt, dan is er een grootste 1 ... ideaal •,;·,· !; 

S da.t '( L is .. Ala L en L' onontbindba.re 1-idealen van S zijn, die in ( c• 
ventueel verachillende) directe ontbindingen van S in 1-ide~,len optrodt 

dao zijn L en L' dan en slechts dan ~ •iaomorf, ala htll'l e•~:rste eompoa~ 
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tiefactoren Q -isomorf zijn. 

Be~a: L is winimael niet-nilpotent 1-idoaal van St dus is juder 1-ideae.l 

van s,, dat < L is, nilpotent. Blij kba.ar is R () L het grootsto der~elijko 

1-ideaol. De eersto compoai tiefactor van L is L(mod FJ' Li en deze ia iso·• 
morf mot (L ,R) (mod R)=t. Volgens Rem.1:;k-Krull-Schmidt iu L Q -isomorf nv0 t 

eon van de 1-idenlen L1 die vcorkomen in de ontbinding van S dio L' be-• 

vat. Dus zijn L en L' ~l -isomorf. dan en slcchts de.n als hun cE:rste coF.,­

positiefactorcn het zijn. 
We will en nu een vcrbe.nd leggcn tussen de ontb in:: ir11 ; v '1!1 S in onorn,-, 

bindbaro 1-idea.len en die in onontbindbare idef'le.n, HicrtoG dhmt de vui­
gende hulpstelling. 

La.at G en G' s-moduli zijn met compoeiticrijcn, l<:,r.: :erder G ecn 
grootste deelmodulus H < G hebbcn en G S-homomorf zijn met ccn 8-dcelno•• 

dulus K/:. 0 va~1 G'. Da.!1 be vet ied;;rE: composi t ierij vex, GI een fs,ctor di..:: 

t S-isomorf is met G(mod H). 

:Bev1ijs: Laat Z de kcrn zijn van de homomorfic tus::c:t:,.::1 G en K, da.n is 

K S-isomorf met G(mod Z). Daar Kf. O, is Z<G, dus Z:C.:H. 'Dus G(mod Z) > 
>H(mod Z), dua G(mod Z) h~eft de compositiefactor G(mod Z)(mod H(mod Z)), 

die S-isomorf is met G(mod H). Hetzelfde geldt dus voor Kj dus voor G'. 

We beschouv;en weer de onontbindbare 1-idealen die i11 directe ont­
bindingen voorkomen, dat zijn de 1-idealen Se waarin e een primitie·1le 

id0mpotent is. We zeggen dat twee dergelijke l-ideale.n Se on Se' tot het­

zelfde ~ behorcn a~s or een eindige rij onontbindbare l-ideale11 
Se=Se1 ,se2 , ••• ,Sek=Se 1 bestaat zodat iedtre se1 een compositi6factor b1;,~,?:1:i::. 

S-isomorf met een van de compositiefactoren van Sei+i" Deze reletie is 
blijkbaar ae.o aequivalentierelatie en. leidt dus tot eer1 ir,delinG, ven deze 

t ,:dealen in blokken. We noemen de rij Se1 een rij di(:; S··:;; l:!l Set ve:rbindt ~ 
lle volgende stelling legt een verband tussen een ontb::.1:C:..ing in eenzij­

dige en in tweezijdige idealen. 
Laat s een ring met een zijn waarvan de 1-ideaL,n .::'r"c. de minimum­

voorwaarde voldoen, laat verder S=A1+ ...... +An de ontb:.n11:i.1i,_: zijn van S in 
onontbindbare (tweezijdige) idealen .. Dan behoren tWf)G 0ncnti'lindbare 1-

idealen Se en Se• de.n en sleohts dan tot hetzelfde l•lo1· a.ls ze bevat zij:1 

in dezelfde A..: Dus is Ai de som van eE:n stel onontb i::i.,.r.:•;:;::!"'e J-idealcn Sa 

die tot hctzclfde blok behoren. 
Bm1ijs; Een onontbindbaa:r 1-idea.al L is altijd bcv:c:~t in een der Ai~ 

want L1=AiL cLt1 A1 is een 1-ideaalc A1 en L=SL=L1+ •• +Ln~ 
Uit de onontbindbaarheid Val'll L volgt dat alle L1::; 0 zij~1 or: ,jc'.:n na~ Ste:.i. 

nu et.rst dat Se en Se' tot hetzelfde blok behoren en dat Sc, z:1 Se• 5n 

verschillende A1 liggen, b .. v. Se~A.1 , se•c.A2 .. Laat 1=d1+ ... +d.n met 

d 1e-A1 zijn, dan is di de een van .A.1• Dua is d1(se)=Se en d.1(sc·):::.0 H.l'.~ 

dus is geen compositiefactor van Se S-isomorf met een va11 ::·,'. Ala S•:., ~-
een rij is die Se en Se 1 verbindt dan volgt hieruit dat Se j en Sej+1 i::1 

de~elfde A1 moeten liggen en dus dat Se en se• in dezelfdt:l Ai moeten 
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liggen. Stal nu dat Se en Se' tot vorschillende blokken behoren, den is 
So'Se=O. Ala n.1. Se'SoJ O was, was er oen clement b=e'ae; 0 en de 
rechtavermenigvuldigins G(b) inducee::rdc een S-hcn:1omori'je tuasen Se' en 
cen S-deelmodulua /:= 0 van Se. Uit de hulpstclling vc.l~t dat Se en Se' 
isomorfe oompositiefactoren zouden buzitten. Dus Sc'So~o. !innt nu 
S=Se1+ ••• +Sak oen ontbinding van Sin onontoinrtbare l-ideal~n p O zijn. 
Lo.at sa1 ••• ,Sek1 tot hetzelfde blok behorEn, Sek1+1, ••• ,Sek1+k2 tot bet .. 

zelfde blok behoren:, mno.r tot eel: ender 'blok dan Sc1 enz.. NoerJ. T1= 

= Se1+ ••• +Sek1 , T 2=Sek1+1+ ••• +Sek1+k2 enz. Dan is !3•J 1f.1.j=O ,.;.ls i4 k1 : 

J)k1• Dus is (Se1)SC:::::(Se1)T1cT1 en d1s is T1 een ir:le~;.1.2 ,;:i da.ar T1 et:r.; 

som is van 1-idealen uit betzelfde blok is T1 beva.t in c~n der Aj. He+.~ 
zcl:f'de geldt voor de andere T j; dus kunnen we stellen T ~ =A1 , ••• ,'In=.:~"..' 
Neem nu weer a.an dat Se en Se• tot verachillende blokken behoren. \'f~ 

mogen onderstellen dat Se=Se1 C A1 • Dan is Se'Se1::0 voor 1 -<.k1• Dae.1' 

se•s; 0, is er een j) k1 zoda.t Se'Se .f. O dus Se' en Se., behoren tot :!::t~r:::-• 
J ,J 

zelfde blok en dus geldt Se'C. Ai met i> 1, dus Se en Se' liggen in ver•• 
schillende Ai. 

De volgende stelling,geeft een verbe.nd tuseen on·tblnd.ingen in 1-­

idealen en in r-idealen • 
..Us S=So1+ ••• +Sen' dan is S=e1s+ ••• +ens• Het r-iieaal e1S is dan 

en slechte dan onontbindbaar ala se1 het is. Als Se1 en Sej onontbind­
baa.r zijn, zijn ze da.n E7l"'l slcchts dan S-isomorf a.ls e i S eu e js s-tso­
morf zijn. 

Bewijs: Onont'bindb,narhE.id betekent in beide gevu: :.f:;.n, dat e1 pri­
mitief is. Voor het laatste deel van de stalling nemer. ~e esrst aan dat 
S half£.nkelvoudig is. Dan ia de voorwaarde dat Se1 er. B0j S-isomorf zijn, 
dat ze in hetzelfde enkelvoudige ideaal A van S lig_;e:1. 1Jaa.r Se1ci... 

dan en slechts dan ala e1Sc:A geeft dit de bewer1ng voor dat geval.In 
het algemene geval volgt het door overgang op de rei=:tk~ r.iic;senri.c.g modu-
lo het rad ivaa.l. 

Hiermee hebben we voor de ringen met een, waarv&.n ,\,: 1-idealen na:.1 

de minimumvoorwao.rde voldoen structuurstellingen ope,~·- t~lr. die een zi::i • 

kere analogie vertonen met de structuurstellingen ,•oc.t h'3..lfenkelvoudis,:; 

ringen. In plaats van de eerste hoofdstelling komt rm. e•:.n ontbindins 
in minima.le niet-.nilpotente 1-idealen. Verder voldoen de: 1-idealen 0 1)k 
aan de ma.ximumvoorwaarde. In de plaats van de tweeee hoof.Jstelling ko,i:.t 

nu een ontbinding in onontbindbare idealen; de in zo • n oompooent bevat­
te minimale niet-nilpotente 1-idealen beboren tot hetze.Lf le blok. '"ls 
de minimale niet-nilpotente 1-idea.lon S-isomorf zijn ii::: de: :-::ing primt.ir., 
S is dua wel een direoto som van prima.ire ringen, dis elks::;;::." JVenwel n::..e1 
behoeven te annuleren. Eeu primaire ring ia Gen mat1·iJG'i:: over een vol­
ledig primaire ring; de reatklassenrine; van een volledi~ ·.~rime.ire. ring 
naa.r zijn radicaal is een scheef lichaam. 
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We gaan nu over tot een nadere beschouwing van hypercomplexe syste­

men .. Laat s1 en s2 hypercom:p1exe systemen zijn over he-tzelf de grondli­
chaam <f • We definieren dan een direct product s1 x s2 als volgt: 

Kies een basis y 1 , ••• ,yn in s1 en een basis z 1, ••• ,zn2 in s2 • Laat 
- -. ,!1) 2 '\ (2) 

YiYj-f O ijpYp en z11?1- t-Yklqzq_ zijn .. Nu is s1 x s2 een algebra over 

Cf met basis xik (i=1, •.• ,n1, k=1, •.• ,n2 ) en vermenigvuldigingstabel 

' T v( 1 ) v( 2 ) D · t· ·t ·t d · ld" xikxj1=7 1 0 ijPa klqxpq· e associa 1v1 ei van eze vermenigvu i-

ging volgt direct uit de associativiteit van de vermenigvuldiging der 

Yi resp. zk. Dus is s1 ><- s2 een hypercomplex systeem van rang n.,,n2 over 

'f ; de definitie hangt echter behalve van s1 en s2 ook nog van de ba­

siskeuze in beide algebra's af. Kiest men echter b.v. in s1 oen anfc~o 
~ - - (- ~ ~ - ) - - .._... basis Y1,··•,Yn yi=.L.o(ipYp,Ys= 4-/?>sJ.yJ. dan is YiYJ·=~o<itcx:·rYtYr= 

1 p J --- 1,7.. J 

= ) - ~ i tO<'J.r V( ~~s f.isuYu .. Varn.rt; men nu s1x s2 met de nieuwe basis van 
t,--c, s,u () 

s1 dan geldt voor de nieuwe basiselementen xik' dat xikxjl= 

= ), ex . ol. y( 1) /3 i,,( 2 )3c_ • De toevoeging xik•--} L oc:. i txtk, 
f->,'J.,t, .... ,-.. it Jr o trs s-po kl.9. :p_g_ t 

xi~~ f-3isxsk induceert echter een isomorfie tussen beide systemen 1 im-

- - \ (1) (2) 
mers xikxjl ~ :J., t,"t.,t, u.. o< it o< jr/trsf,sp/klg_ cx':Duxu_g_= 

'- (1) (2) '> = L- o< · t o1... • Vt fkl x = L,.._ o( ·to/..· xtkx 1= 
11 1: J. Jr(I rs 3. sg_ t 1 Jr r 
J..l '"t, s. I 't. 

= ( 2- o( · txtk) ( L o<. • x 1 ) • t i -t: Jr r 
'TTe ku.nnen dus zeggen, dat t op isomorfie na, s1 x s2 niet van de keuze 

van de basis in s1 (en evenzo natuurlijk in s2 ). afhangt. Laat nu s2 een 

een be zi tten en kies deze als eerste basiselement, dus z 1 = 1; dan is 

(2) i)2) r 1 b t dk1q_:: rJ 1kq_= okq_" De elem.enten xi 1 brengen dan een deeJ.a ge ra voor 

isomorf met s,' immers xi 1xj 1= f r i]1xp1. Dan is dus s1 X s21 als we 

deze deelalgebra met s1 identificeren, een uitbreiding van s1• Evenzo 
L' d ,, is als s1 een t:en heeft s1 x s2 een ui tbreiding van s2 • Als bei e een een 

hebben en y1=1; z 1=1is, is xij=xi 1x 1j, dus na identificatie is 
x .. =y. z.; evenzo is x .. =Z. y. ~ Een willekeurig element; van s1x s2 is te 

J.J 1 J l.J J 1 

schrijven in de vorm ~ o( .• x .. = ~ y. ( ~ o<. . . z.) dus s1 )(, s2=S 1 s2 en even-
i,J l.J lJ c 1 J - J.J J 

zo s1x s2=s2s1• Dus voldoet S=S1 ~ s2 in dat geval aan de volgende voor-

waarden: 
1o de elementen van s1 zijn verwissel baar met die van s2 , 

2o S=S1S2:;:;s2s1, 
Jo ( S: <f> )=(S 1 : <:p )( s2 : P), waarin het symbool (A: c?) de >:i.ng van A over 

1> .. · voorstelt .. 
lJoor deze drie voorwaar den is omgeke erd een direct product ook: bepa::; 
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Stel nl. een algebra S over P met twee decL~.lgcbra. 1 s s1 en s2 tlie aan 

1o, 2o, en 3o voldoen en lant y 1, .... ,yn en z 1, ••• ,zn bases resp. van 
1 2 

S en c, ,.. .: • ,,., · 1 ,... · ~ ,c.. r::::; t h · · · d 1 o2 "".1.Jn •. .van is vo gens .:::o ieaere a..._ 1,.) e sc r1.;vi:11 J.n e g,c~daantt.:? 

E. <n <2> (i) . a= 1< ak ak met ak t Si. Door deze 1.n de basj_selementtin uit; te druk-

ken vinden we a= ~~ ct.1. ;Y, ::-~ .• De n 1n2 elementen 
',•j ,J - J 

y.,, z.i vorm.en 
.J. <l 

een basis van S en zi jn dus 

tuurconstanten van s1 en s2 

"1.-i nea1• r O,,...af'J~a,~·•~e~ J. ·it-- O~"er (Dl ..- 4,L - .!. ...,,. .... ..,. .. i. ~ tJ ,.,., V ♦ 

.. ,., ,... ~- (1) y(2) .. a.L,, i.;cven . . en , 1 z1 ~n, 
J.J}) 1r q_ ' 

volgens 3o 

Als de scruc:-

volgt voor 

de basiselementen x 1. k=y1. zk van S met behulp va:;::.. 1c dat x. kx .1 =y. z,~Y. z1= 
1 J... J. ·~ J 

-y y z z - ' r( 1 ) Ji 2) " - \ . < 1 ) r < 2) .. ..,... ,... , " ,:, f t - i J. k: 1-L- i.:u klaYp,:.,q-£-j,,.iin klqxp,.,, ul-'.s 0 ... s .L~,onor me 
P,1 J -~ • P,'J. .,_ ';\. 

f,x s2 • r!e merken nog 0°1, dat ait 3o bli,jlct, dat het; begrip direct pro-~ 

duct essentieel afhangt van cf> .. Vervangen we b. v. 1:i door ecn deellichac:~:m 

L met (Cf>: l:.)=m da.n i:., (S: :[)=m(S:':P ), maar (S 1:I:)(s2 : L.)=. 

=m2 (s1:<r )(s2 :1> ). Als s1 en s2 enen hebben (resp. 11 en 12 ) dan is 

1=1 112 de een van S. Dan is 11=1 1(1 112 )::::1 112::-:'! en evenzo 1i=1. Verder 

is S1n s2 ten hoogste ecndimensiona. ·,l, want stel a en b lineair onafhan­

kelijke elem.enten in s1 n s2 , dan zijn ze beide zowel in een basis van 

S1 als in een basis van s2 op te nemen. Uit het bovenstaande volgt dan 

dat a 2 , ab, ba 1 b2 lineair onafhankelijk zijnt maar dat 1rnn niet want 

ab=ba .. Als s1 en s2 dus enen hebben, besta.,:;t s1n s2 uit de veelvouden 

e<L 
Als s2 een een heeft kunnen we de elementen van s1x s2 schrijven in 

de gedaante Ly i bi met bi f s2 • Di t laat zich nu eenvoudig generaliscren 
tot het geval dat S0 geen algebra over P meer is, maar een willekeurige 

~ ,:. 

ring, die 'f als deelring bevat ( b. v. een eindig of one in dig uitbreidings.,,. 

lichaa:m. van if ) • Ga dus ui t van een algebra A over 9J fili:'t basis x 1 , •• * ,xn 

en een ring S, zodat P bevat is in het centrum van s. Vorrn de u.i tdrul::­

kingen L bixi met b1 6S en definieer (L bix1)+( > b 1 1x1 )= L.(b1+b'i)x1 

en (U1. x1. )( L b' .x. )= L ( 2 Y . . kb. b t • )x1 als x.1. x. = ;:·~ J<- .1rxk. Da t 
J J I< i,.J O J. J 1. J C J I- J. J ,. 

dit systeem een ring vor:mt, is eenvoudig te bewijzen en eveneens dat 

bij een a.ndere basiskeuze in A een ring ontstaat die i:::10:;1orf is met de 

eerstgevormde. We noemen deze ring As .. :E::r is geen verwar:ting mogelijk 

door het feit datP C S en dus L. o(..ixi met o<i E Cf ~owel in A als in A8 

voorkomt, want de rekenregels zijn dezelfde; we mogen dus A als deelvcr~ .. 

zameling van As interpreteren. Vie definieren nu b( L... b1_xi )= 

= L (bb. )x. voor b f.S; dan is As een S-modulu.s. Uit deze definitie 
l. l. 

volgt 1u=u, b{uv)=(bu)v, x(bu)=b(xu) voor uE'::A;:: , Vt!;i::;Ass x EA, bE:.S. 

Dus is de modulusoperatie verwisselbaar met de rechtsvermonigvuldigin­

gen ve.n As en met de linksvermenigvuldigingen met elem.en cen van A. 
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Da.a.r As cen S-modulus is en 4> C S is A5 ecn 4> -modulus. Verder is voor 

~ c. 4> en u, v E-A8 : 0(( uv )= (C(U) v=u(o<.v) .. Als As oen eindig lincaire :eang ove:r 

<? heGft, hctgc..:n zo is als S o::m eindig lineaire rang over<? he oft, is 

As cen algebra over 1> • Als y 1,, •• , y een basis van S over <f zijn, vor~-
m -

men de 1,iXI. clement en y i xj ecm basis van As over P • 
Als A ecn e~n e h, . ..;ft is e(Lb.x. )= l:. c(b.x. )== Lb. (ex.)= Lb . .x1 en 

l l 1 1 1 l 1 
evenzo {I:b1x1 )t .::.Z...b1xi, dus e is do Jen van A5• De el...:menten be (bc.S) 

van A5 vormen e n dc0lring 'S van A3 isomorf met s. :70 merken o:p dat 
(be)u=bu en x(be)=bx voor ut':: A5 , xEA. De clm1i..mten van A en "S' zijn ~~ 
verwissclbaar en ho·~ is duidelijk dat als S cen c.1lg0bra. over <f is, aa.n de 

eisen 1o, 2o en 3o voor dir~ct product voldaan is zcdat we in dit goval 
t =Ax S mogcn stollcn s~ . 

4I Als A1 oen deelalgebra van A is, mogon we veronderstellen dat 
x 1, ••• ,xr cen basis van f 1 is die tot x1, ••• ,xn als basis van A a.ante 
vull-.,n is. De elementen~ b. x. vormen da.n kc~ ... elijk een deols;rstccm van ,..,, 1 1 

t As dat isomorf is met A18• Verder is het duidelijk, dat als A1 een 1-ide-

• aal, nilpotent 1-ideaal enz. in A is, dan ook A18 oen 1-ideaal, nilpotent 
!! 1Tideaal enz. in A8 is. Dus als A8 halfcn!rnlvoudig of cnkGlVoudig is, is 

A halfenkelvoudig, resp. enkelvoudig. 

Neem nu aan dat S cen lichaam P is, dan is € {uv)=( Qu)v:::u(ev). 

Dus is Ap op te va·~ten ala een algebra over P; blijkbaar is (Ap:P)= 
=(A: <f ). Verder is (A1+A2 )p=A1p+A2p, (A 1x A2 )p=A1px A2p en als PC. L is 
{Ap)L =Ar.. • Verder is als A= 1> m een matrixring is, As=Sm. We kunnen dus 
zeggen: 

-- Een enkclvoudige halfenkclvoudige algebra overCf_is to schrijvcn in 

d~ vorm. P m x. D, waarin D een schcef lichaa:::1 is, dat cf in zijn centrun1 
bevat; omgekeerd is een dergelijk algebrt-:. enkelvoudig halfenkelvoudig. 

Laat nu do aleebra A over cp een (commutatief) lichaam zijn, dat se­
parabel overt is (c1.w.z. icder element van A voldoct ac::n een irreducibe­

le algebraische vergelijking met coefficienten in'P zonder me~rvoudige 

wortels). Laat P een willckeurig ui tbreidingslicha,;;.m va11 <fl zijn. rre wil­
len de structuur van Ap bepal1;;n., Onderstel ecrst dat P het kleinst~ nor­
male lichaam over 1P bevat dat A als decllichaam bevat. (Een algebra.i.sche 

uitbreiding van een lichaam(_p heet normaal als hij met ieder element a 
• ook alle anderc wortels van de algebraische vcrgclijking met coeffieien~ 
• ten in 'P waaraan a voldoet bevat). Als dan (A:~ }~n, dan zijn er precies 
.., n isomorfiet=n a➔ a(i), i=1,.t.,n tussen A en deellichamen van P. Dit zijr:. 

representaties van A door ecnrij..ige matrices over :P. :Ueze represontaticc 

zijn e~hter direct tot representaties v~n Ap uit te breidcn. Als n.l. 

ee!k➔ x~ 1 ) dan st ell en we Z f>.k~ -,i. ~ E_) le(l/ TOOr ek EiP~ Dit geett blijkba::,~· 
!'Bet' represents.tie van Ap• Deze n ro:presentaties zijn, omdat ze eenrij:1.ge 

zijn, zeker 1rredu.cibel en niet-a.equi valent,, Ui t de re:presenta·tietheorie 

volgt ~u, da.t, a.ls R het radica.al van Ap voorstelt, Ap(mod R) een di:req-,. 

~~~'i&c~,~i:s.,n.n: ten :minste n idaalen. 
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Da.ar do rang van dozo ideal.on ovar P ton minsto 1 is on (A., : p ) = .n ,. 
moot R = 0 zijn, due ~ is halfenkolvoudig • Als P '1ri.llekour1g is, ncmct 
we con lichaam r ::> P , dnt hot klcinsto norma.lo lichaam bovat, dat A 
bcvat • Dan is A, volgons hot bovonstaandc half onkclvoudig , maar Ar:-= 
= {.\, \: , dus Ap is halfcnkolvoudig , Hiormc..:: is de volgondo stolling 
verkr~gon: 

Ala A ocn cindig, scparabcl lichao.m over If is on (A : ~) = n on P 
c~n willckourig liohaam over ~ , d.a.n is A_p halfonkolvoudig . Ala P hot 
klcinat~ normalc liohoam ovcr"P bcvnt, dat A bcvat, dan is Ap dirocto 
som van idoalcn, dio al.le isomort zijn mot P. 

ils voorbcold kunnon we voor <I' hot lichaam dor rccle gotallon on 
rvoor P hct lichaam dcr complcxc gctallon nomon on voor A weer hot 11-

chaam dor complcxe getallon (basis 1,j ; j 2 = -1). Ap bostaat dan iii.t 
cl+ ~j , OC. on f1J oomplox • Door hierin over to gaan op do basiaolemonton 
e1 = ½ + iij , e2 = ½ • ½ ij , zicn we dat Apdirectc som is van twco 
licham~n die elk isomprf zijn met hot lichaam dor complexe gotal.lon, 
immors e~ = e1 1 o1e2 = e2e1 ~ C, e~ = e2 • 

Do soparabilitcitsvoorwaarde is in hovcnstaruxle stelling noodzakolijk 
in dio zin, dat als A insoparabol is or con P to vinden is zod.at A.'1! niot 
halfonkolvoudig is. Kies n.1. l' algcbraiseh af'gosloton on stol do.t A.,. 

-:i_' 

halfcnkclvoudig is • Dan is Ap tion directe som van lioham.on , dio omdat 
P algobraisch a.fgosloton is al.lo isomorf met Pen dus n in getal mooton 
zijn. Do rogul1$ro representatie van Ap is dus volledig rcducibol an 
valt uiteen inn irroducibclc reproaontaties van do eersto graad ovor P 

t dcze induooren ook n voraohiller..de niot-aoquival.ente roprcsontatios van 
A (door do raprosontatie van de basiselomontcn is do hole rcprcsontatio 
bcpa.:D..d). Daar A oon liohaam is, is de rcprosontatio ccn isomorfte; 
daar A insoparabel is., zijn er ochter geon n vorsohillcodo isomorfieon 
van A in P mogolijk ; hotgoon ocn tcgonspraak gcoft • Dua kan A_i: niet 
halfonkelvoudig zijn. 

Als voorbecld kunnen wo voor ct> hot liohaam ~t,) aem.en, ontstnando uit 
het liohaam R2 van twee clemente? door adjunot1e van con onbopaaldo t , · 
dat is dus hot licha.am dor gebroken rationale funoties van de vorandcr­
lijka t mot gehelo coefficienten, waarmeo gorokend wordt modulo 2. Het 
polynoom x2 +tis irrcduoibel on inseparabel; do adjunotie van do 
wortelVt van de vergolijking x 2 + t • 0 goeft P a::<!( Vt) • Voor A ne• 
men wo hetzelfde lichaam (basis 1,a; a2 = t). Dan bezit Aihet nilpo­
tento element 1't + a ( want (-Vt t a ) 2 = 0 ) <lat , omdat do ring oommu­
tatiof :Ls t oen nilpotent idea.al voortbrortit• Dus ~ iij niot halfonkol.""' 
voudig. · · - ··· · 

i ~ ., .:mort,~~Aliuodt-g 'hblfebkel.Youdig byporcoi?lpler s,sto•·l,i~dft 1•1.:1-.­
oentra,p.1. (of ook sarmo.ru) ala het centrum van A ~~teat ~;k ;4e. 
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clcr.icnt0n o{ 1(0(.. "- q>) , m. n. i•.·. , o.ls wo zouls wo gc";oonlijk docn de olemi:::r~~ 
ten at mut Cll( idontificarcn t alo 1' hot con·trum van A is • V '"'rder makcri 
,~,a do afspraak dut eJ.s ''v over 1.,:,_n unkulvoudig hypcrcor,,11lcx systcom npr ........ 
1-:on 1 ,,,u daur o\.)n cn::ol vcud:!.t?, hru.:f onkolvoudig oyrtccm J O muo bcdocl~:~ .. 

Ecn onkclvoudigc algebr:.1 :\ is ;..:;;n ::.1a.:trixrins Dm ovor u1.-n achoof lichacun 
D • Do.ar hot ccntrum vnn DI!i h0t ccntrum v:::.:.1 D io , kunncn we ook zcggor. 

do.t A ocntro.al is als 'P hct 00.rrcrtu:. var'.'! D is • Don ,:mkclvoudigc o.lgwbru 
is al tijd als 0..:1, controL..:. u:ikclvcudit:;.:: alc;0br::::. o:) t:.; v·-,ttcu door hem t0 

beschouwcn als ucn algebra ov0r zijn ce;11trum • 
We vcrondcrstcllcn nu dut A ;:.en will!..kcurigo algo·ora r;1vt elx1 is en B 

ccn c011trolo cnkolvoudii:;c c.lgcbra , bcidc over tJ". vrc ~;ulJ_0:·i ao.ntoncn , 

~at do idcolon van A:x B ccno0nduidig bctrokkon kunnon wordon op de idoc:.~ 
lon van A .. Lo.at 1 0 oct1 idoo.a.l van A zij1'l do.n is L = 1 0B = Lor, ccn ido­
:::i.n.l van.AB. Stol dct x1 , ••.• ,xn ocn dusdunigc basis va~ A ovor 4' is, 
dat x1 , .... ,xr, o.:.n basis van Lo ovc.r 4, is • De.n ia .Lbixi i:1 Auls b1 ~ 

= Pi in 'tis en L. ~i xi in L als br+1 = • . . . = bn = 0 • Dus b..:s-tinc,t An L 
ui t de ..:lomontcn ~- f!>i x1 an An L = 1 0 • Dus is Lo:n = MoB dun en slochta 
dan cJ.s L0 = M:0 • La.a.t nu L con willckcurig idoc..nl in .Ax .. B zijn en 1 0 = 
= Ar\L on kiee con b~sis x1 , •... , xn voor A zo dat x1 t•···tXr con ba­
sis vei."1 L0 is • Hct is duid_glijk dat Lo 00n idcanl in A is 1.m dc.t Lon er., 
Stcl. :nu LOB< L en ">'I stol dat {=" bi x1 ocn olcmcnt van L is dt1t nict in LOB 
ligt, do.n hcoft ?;; bixi doze cigonscho.:p ook en ten minstc -.;..:n dcr bj (j= 
= r+1 1 • ••• , n ) is t O • Stol nu dat bi :x:1 + • • • + bi xi , b1 t O , 

is 1 1 s s j 
~j = r+1 , ... , n con olcr.1ont vnn L wc:.1.rvoor a de klcinstc pooi ti eve ,~1c.tu•-
~\) hc,:;ft (dv b 1 s hoevcn niot dozol:fdc.. tc zijn a.ls de voorgar.ndo) • Do 
elomentcn b (b. :x. + ...• + b1 :x. ) o:n (bi x1 + ••• + bi x. ) b boho-

11 1 1 s 1 s 1 1 s· :i.s 
rcn tot L voor con viillokcurigc bG B. Hi...,rui t volgt rl.nt do oocifi icich1ton 
van x11 in de clomcnton vnn. dozo soort an.men met O in ::J 0011 idoo.ol t 0 

vormon; dus ia , omd.ut B cr-..kclvoudig is , bi willokcuric;. Dus b0vat L 
1 

ocn olomont :x:1 + b~ x1. + .... + b~ x. on dus ook b(x. + b21xi + ••• + 
1 2 1 s .s 1 1 2 

+ b~xi > - (xi + b2xi + • n + b~ xi )b :=r ~ (bbj - br.:)¾_ .• Dac.r a 
s 1 2 s J=:J/. J 

minimc-.::-.1 is is bbj = bjb en dus omdat B contro.ol is , is "Jj =-/3j E- rp" 
Dus bcvo.t L hot element xi +/'j 2:x1 + 11 .... + /8 8 :x:i da.t tot A bohoort .. Dit 

1 2 s 
is in strijd met hot f oi t • do.t x1 , . . . , xr ccn basis VOJ'l 10 is on dot 

L0 = Ln A. Do.armoo is bowczen: 

Als A cun algobru met een is on B ocn ocntrnlo enkelvoudigc D.lgobro. 
dun is du o.fboelding 1 0 ➔. LOB con ecnoonduidigo n:fbcolding tusson do ido: 

lcn vc..n A on die vnn Ax B .. 
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Hicruit volgt direct: 
Als 1 .. onkcl voudig io en lJ c:cntrar~l -::.n\.:.;J.vcrudic dan is Ax B onkul­

voudi~. 
Ale in hct ri.l~c:·icr:o ccv:1.l T! hot r~lonnl v:·.n .. i. )( B in, i;:; Ro = . 

= An R u;.;:n nilpotent idc:-ia.1. in A en dus bcvat in hot :radioaal Rb van 

A, Aan de endure kant is Ran (hm nilpc·i;cnt id.co.al i.n AX r, I dua ROBC lL 
Du3 is RO = R0• Hicrui t V016t: 

Ala A halfcnkclvoudig ic ,;;,n J centrao.l cn}:,:,lvoudig, dan is Ax D 

halfonlcelvoudig. 

Ala o = Lbi x1 con olom.ont van A/.. B is dat vorwissolba.n.r is mot 
allo bE B dan is L (bbi - bip)x1 = 0 dus bbi = bib dus biE 'Pon o EA. 
Dus is hot oontru:m van Ax B hct contrum van A. Dus: 

.,.Us A 0011 algebra mot een is en B cc::..:ntrao.1 cnkol voudig dan zijn 1: 1 .• 

olemc:nton va11 A de enigo van Ax B die met do olomcntcm van B vcrVli!:l'.:1 .. 
ba2.r ~:.ijn. Als A ccntraal onkclvoudig is, dan is ook Ai< Il ocntraal 01:!·· 

kolvoudig. 

Eon oindig algcbraisch ui tbrcidin::;nlichnam P van '-P is OJ:) to vatton 

als oon on!:olvoudiGe al:;obra over 9'> • Als A 0.::..n contra.lo cnkelvoudigc 

algebra ovor 9-" is 1 volgt ui t hot bovonstaundo, dat Ap onb:Jlvoudig is .. 
Ui t h1..,t bovcnstaaudc volgt vcrdor da;t h<.:t cuntrum var~ Ap he-',; oontrum 

van P, dat is P zcl:f is. Dus: 
JJ..s A con contra.le onkolvoudigc algebra over 'P is c:n J? c.:an oindigc 

algobraischc uitbroiding van r.J>, dan is Ap ook cnkelvoudig on mits op­

gcvat als algebra over P ook ccntrnal. 
ils A con alee bro. met een over Pis on (A : P) = n 1 dan zijn voor 

con afA de (n+1) olcmenten 1,a.1 0.2 , ..... ,an lineair afhankolijk ovcr!f, 

dus a voldoct a.an con alg..:braischo vargolijki:ng f(x) = 0 oct ooeffi­
cienton in P. ~r is dus blijkbaar ook ecn eenduiaig bopo.ald polynoom 
g(x) mot ooefficientcn in cp en coefficient 1. bij do hooes·iio graad en 

van laagst mogelijkc graad, zodat g(a) = o. Dit :polynoom hoct het 

minimo.l;p :eolynoo! van a. A.ls P con ui tbreidingslichaam van q:> is en 
a€ A dan is het minimale polynoom van a a.ls clement van de algebra Ar 

ovor P h0tzolfda als do.t va.1 u uls 0lcmcnt va.n de algebra A over P . 
Di t vo::J,.gt direct uit hot fci t dat e:;.;n stel linoo.ir una.f.hanlwlijko 010 .. 

menton van A t o .. v. P ook line air onafhankclijke vlcmc.:ntcn van ,Ap 

· t.o.v. P zijn (necm zc in cc:n basis op). Als A 00n schoof lichanm is, 

is hot :minimalc :polynoom van oe:n clement a irroducibel; immcrs ui t 
g(x) = h(x)k(x) volgt O = g(a) = h(a)k(o.) en omdat A gccn nuldelcra 
hocft:is h(a) = O of k(o.) = o. lw.s ai <p, is do srnad van g(x)> 1 .. 
mwm nu a.on ui tbreidingslichnum P va.i1 1> 1 wa~rin g(x) r0ducibol vrordt 
(b.v. ocn lichnnm wne;.rin g(x) = 0 ocn wortol hccft) 1 dus g(x) = h(x)k(x). 
In Ap ccldt don O = g(a) = h(o.)k(a) on omdo.t g(x) hot rninimw.o polynoom 

vo.n a. ia, goldt h(u) t O on k(u)f: O, dua Ap hcu:f't nuldelors. 
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Nc:~m nu con oontrcl.c cnkclvouclii:;,.,; ol:.;obru ov0r q> 1 dn.n is A ccn mn.­

trixring K , wc,(:trin K 0,.,11 schc:,:,f licharun is rn.:::t ~' (~hi c~ntrum. Dus 
"' m 2 · m 

( .A : <j,>) = r.1 ( K : 1'). VoJc:;.:.a:w h-::t bo·, .:.nstiJ. .nd~ :L::, :.ls K > tf\ T zo ui t 
to br:::ddmn tot wc:.n J.ichc:nr:1 I, dat Kp got.n sch;,.:f lic~:n:.:.;'"1 i::,;. Omdat F 

oontr:~o.l onk:..:lvoud :.:::; ov . ..:,r 'f is, i8 Kp contr-.1.a.l ,:.:nl:tilvcu::lic; over J? du;..: 

c.:-.:;n m.:~-trixring I:~ mot rn1 .> 1 en K' i...;n scho-.;f llc!1c,/.i.D rac·~ r cJ.u ccn-
1 . 2 ' trum. Vordcr is (K:'t')-==(Kp::P)=olK:P). Dit proccs ·i.s vn,,r~.; to zct·tcn to·t 

hot schcvc lichno.m m0t zijn ccntrum sor.ionvalt. Hi..:ru:l t vol;::;t, dc.t. 
(A : P) con kw·ndrnnt is. Dit gecft de volgondc stolli.nG-::.n: 

Don schoof lichccm va.n cindigo rang over zijr.. ccntru:.;1 P ( 011 dm~ ~ , 

1.odcrc contralo cnli:clvoudigc clgobrc. over P ) he;,:;f-t (.Cn r::.me, over ~.,., • 
die con kwndro.:J.t j_s. 

Bij i;:;dcro cuntrriL: 011kclvoudiGO algebra .A O"!er9iG oon cindig u:U:-­

brcidi:ngslichn.run. P va.n 1' tc vi:1don, zodnt Ap = PrJ 00:1 r.mtrixring o­

ver P is. 
Wu noor.1cn Os.tn u.itbroidint,slicho.am P vnn P, zoclat Ap = Pn ccn 

Wl_.tsinr;sl ic~gI,;:1 ( t-pli tt:inc; fiL:ld; Zc;rffill unt;81':ih•:xr:~) va.n J,.. 

t.'c b..:;schouvrcn nu c0n z. g. E_£!)~'.'~sc:Lta..1i9_j._o~a:trico~ vm, con olgcbra 
A ovor 'P in 0011 scll..::cf l:ichac.m K. Dut is ocn hor.1omorfc ofbcolding v:m A 

op oon dcolri1'!e; vari. de matrixring _Kra· Hicrbij wordt vordor vcrondcr':"' 
stold dat K ook cc:n o.J.eobrn ovor P js en do.t de homor,1orfic ce:n <J, -ho­
nomorfio is. De r.1:-1.trixring K,..,, is op tc vatton uls do rip.g vnn de. linc-

,u 

cir0 trc.nsfornctios vnn 00n n-dimcnsionnle voctorruimtc Rover hot 
schcvc lichnnri. K' ,dnt invcrs-isonorf mot K is. Zo opgev~t vclt dczo 
represontntio ondcr hct vroogore clgemene roproscntutioboc;rip: hor.10-
morf c nfbeelding vnn oon ring in de 0ndomorficonri:1g vc.11 0<.;1i t1.ddi tiovo 
groop. Op grand vo.n du roproaontu.tie is R dus con A·•nodulus. Vic nor:.on 

nu.i.'1 dr-.t A ccn eln bozit on dut dczo in de rcproscntntio not de idon­
tielw trnnsforontio (de ocnhcidsmatrix) ovcrccnk').nt. Y.ro ktu:mcn nu R 
ook opvntton els .Ax K'-oodulus door voor con olon,;r:t T' bi o.1 ( ni o ... n 
bcsis vo.n J~ en bi E 1:•) tc dofinicron ( L bi ni )x = [:·oi ( u:tx) voor :x:6:R­
Dut di t indcrdno.d nm1 do rnodulusvoorvt::i.crdon voldo0t is acl;:kolijk in 

to zion ( b0d0:nl:: dnt in Ax K1 do elenontcn vo.n /1 ;:;r. v::.m Z:' vcrwisaol­
bunr zijn). Omgokocrd is icdora Ax K'-uodulus t;:;vons J:.-.,Jo(~ulu.s; nls clo­
zo Ax K1 -nodulus con vo ctorruinto over K1 is, is v.ro::-;ons d0 vorwissol­
bnc.rheid vn.n de cloncnton vr:.n 1.,. on Y.:' do nnn oen c~, or.m~it vnn A toogc:,., 

voogdo ho.mooorfio cen lino.a.ire trnnsfornutio vn.11 doze: vootorruioto. No­
men wo nu ar.11 dnt A onkolvoudig is on da-t vnn A on t: 1 (of r.:) ninstcns 
con vn:.:~ boido normc.c,l over P is, do.n is AX I~' ook onkclvoudig .. Uit do 

rC;prcsontutiothooric volgt dm:i dot al.lo irrcdu.ciboh, Ax Y.' -noduli 

A XK1-isomorf zijn on wol allo mot c.:..n irroduoibol 1-idoanl van Ax K1 

en dot oon Ax K'-modulus VQllodig roduoibol is. Hicrui-t volgt dn,t twelI.} 
irroducibala roprcscntatio8 van .1\ door illa.trieos van do @:'aild tl in X 
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ooquivclcnt raoctcn ~ijn en d:::.!1 h0tze:lfdo col: vocr rcducibcle ropros~nH 

tntics doer spli toinc vim di.::zc in irroducibolc. C:.xlnt A 011:~olvoudit_; 1 .... 
i.:; d .... ropr,.;n,.nt(.-:.tio ccn isor::i.orf'ic. T1"CC iscnorfo .... nl:olvcudico d0olri;, .. 

g,:m vr:.n R',. zijn ui tcrn:-..rll op te vattcn c.ls rcprc.sontetioa v~1 ~0n zc: ~ 
J.l 

de cnb:l voudicc nlc;cbr~ A. V .,:;rJor hci.::ft iotlcrc central~ on11:vlvoudic;c 
nlcobra ov..;3r 1> J.o vcrn K..,. Hicroo;::; io d,:_1 volc;undc ntcllir.:.::. v.::ir:;.:.r~con..: 

,.1 

Als :i.1 cu A2 iaor1orfo cnkolvoudir,o d1olo.lgcb:i:-~~• G, dia 1 bovatton. 
vo..n di.} contr:::llc enkolvou~lir.:;e cl3obra B zij:n, d.nn iv ic..:l€ri.i isot1or:: ::,,. 
tuosen A1 on A2 uit tc braid.on tot oun im•1endic,;0 t,ui.io . .1:-r:i:iD vc.n :C. 

lhrt :~n n. l. de: in,,,·endi130 n.utcr.1orfic oet h<.1t eJ.onunt v::~1 B dnt Jt; 

n(jquivalent:i.e tus::::on do t,~roe rcprccmnto.tica tot c.tcr,.: b:rcn,~:.t. 
Do,)r spocin~l A.1 :: J1.2 = B tc nc:·10:n vinden ,,o: 
Ic(:ero m-.tcr:10rfic van z:on cen-trD.10 cnkclv0udic-~c r:10obrn. over<.\?, c, 

do elem...:mtun vo.n p ii::va.riant J.~ct, is c,.rn inu,cmd.it:o :-.utorJ.orfio. 

Keren ,~•c nu t0r11c tot ,~0 r0prcncnt::rtic v~u: .\ ,:;:;c,r i"c'.trio..::is in K en 

Ax K' enkolvoud:Lg ens AX K' = D ocn natrixr::.n:" ;:vv,' o,:;n soheef li-s 
ch~m.l D. Eon ,•rill0k0uric;c reprosontntic is volh:G.ic: r•:'i(lncibol en 0(.m 

irroducibclc rcprcsontutic e;ccft cu:::wlcidinc; tot ccn. irrodutlibolo Ax K1-

wo1..lulus clie :isomorf is met con irrcduoibel 1-ideanl Vc.,.'1 AxK'. Dczc 
zijn ook K' -moduli en dus isomorf r.iot oon directc som vc.11 ir::'educibBh: 

K'-moduli; noem het ao.ntul d::1arvun h. Omdat K' oen schcof lichnara is, 

is een ir~eduoibele K'-modulus eendimensionucl. Eon irro~uclbele AXK'­
modulus ia dus h-dimensiono.al over Kt en een rcpresentntie van ii. door 
mutrioes vm1 Bro.ad N in K beataat ,den en slechts dru1 cls h\ N. V order .1. . 

Ax R: 1 zelf ook cen .AxK'-modulus (reguliere rc:r1rcRcrntntic) Cll dczo Ju 

directe som vo.n s irreducibole AX K'-modtD.i. Dus A't K' hocft dimensio 
sh over IC'. Ann clc nndcre knnt is, o.ls ( A : <? ) :-: n~ . 
ook (I .. ><. K' : K') == :n, clus n = ha., d.us h is tc vincloD. ::'.ls i . 

Necm nu ocn ~ontrnle 0nkolv:,udice n.lc;cbru IS:i over 'f en ccn cnkelvon­
dice dcclnle;cbrc. A v1.1n Km., tli0 1 bcva.t 1 do.i'l is n.--,i,.n_ voor u EA cen re­

prcsentc.ti.3 vc.n _,. ,:.,;.:,or rv'.tricos van dt.; ernnd m ir. K .. Als weer (A : f)= 
= n en J,.)( K' = :U,..:- der;. :tc volBons hot voorr::.n.nuo 11 ·-:,: ha en h\m .. Nocm ... .::1 

1,,,} 

wo m = hl, d nn is n:.:. = hl s = ms, d us nl ms. 
Hot is ocnvouJj_g in te zien, dat (PX Q)' = P 1X ~: ~ ( steeds G,cuft 0an 

aoccbt tlo vorminG vn.n do inverse rinc; ;:.o.n) .. Dus i::i 01:k lt.'X K = n; ei.:n 
matrixrin~ over cen schccf liohnnm D'. 

Wo l;:unncn ui t ook tocpasacn voor A = ~ .. Dan is _.\.)(A' :::.: AX~ = 
= Dam en nlsm. 11.an do o.ndere ka.nt is (AXA' :P) = 1/, dus s2ri \n2 , 

dus sm\n. Hieruit volgt am = n en D ='f • 
Hot dirooto product van een eentrru.e cnkelvoucligc , .:1.t3cbra. 1). ovcr1" 

met; zijn invora-isomorfo algebra is ocn matrixrinr~ ovc:· .q, (1:.. >I. .. · .. ,= tf n)" 
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Noomt men epcoic.nl con cnl:cl voudieo doolalc;cbre. li., clia 1 bovat, 
van ocn contraol aohccf lichu~u K (tlua m = 1 in hot bovcnsto.andc), 
dan ia sjn en n)s dus n = a an AX'K 1 = Dn• 

.. Ua B oun dcolol~obr~ van OC'll a.lgcbro. ...'1. is noomcn wo de doolw.co·• 
bra vnn ! .. b~stcr'.nda ui t die clctiontcn van A die met ollc clomonton .:-., .. 
l3 vorwisaolbnt:.r zijn de ecntroJ.isg.tor A(B) van B in A• vro noi,1an c.rn 
dnt Ji. cl'..m eon hacft. We bosohouv•en do endomor:fio·onrinJ vnn do :-.Jdi­

tiovo c;rocp vnn .A.. Dncrtoo bohorcn do linksver1ilOni1.vuldiGinccn a., o: 
do ruohtsvormcnievuldigineen °r mot clcr:ionter van A. No1..,M :.1 do riu·.'. 
vnn de links- on 1~ de rinG van de rochtaverm.oniev1.1ldlt,inrscn ,,:r..,n }. 
Noon voor con dcolrine P vnn A l\ resp. i5r de rine: V!:!.i.l ll.~: lJ.:~k:1 
reap. rochtsvcrmcniBVuldigingcn oct elcrnontcn van P. Dnn :i.s }\ :tr:;,:; 

morf mot P en Pr invcra-isomorf met P oadat Ji. oon een hotift. Vord.1,.;:,_• 

is l~ clo rinc:; vnn <le A1-endomorfie5n en A1 de ring dor Ar-enc1omor­
fieen. J:J..s Peon c~~ebra over</> is, zijn P1 en Pr oak als oJ.ccbra's 
over P op to vs.tten. Nu is do rinG vc.n de cndomorficon varwisselbnt'..:· 
met die van 1~ on E1 juist 7JBY1• Wnnt c.an d..: cno !-:cnt is oon on,:, -
morfio ui t m;·1 vorwissclbncr met de \}nclcmorfiGen u:t t ;.~ on 1\. 
Nccm cen cndomor:f'ie C verwisselbo.o.r met :to ondor.10rfiecn ui t :T on B1 ~ 
dan is C = c1 on ,".l'occns de isomorfio vnn 11.1 en 11. is oEA(B). "'·J.s :e nu 

1 bevat, bevo.t de cndomorfieonring J"'r!l = ff1Ar Ar en 'i'."1 • Dus don is 

xtm"1 de ring vo.n de ¾-:e-1-endomorfieen. Neom nu nan, do.t 1.., oentro...'11 

enkelvoudig is en B enkelvoudig is en 1 bevo.t. Dan is ArBl homomorf 

boeld vo.n J, .. 'x B, nao.r A 'X B is onkelvoudig1 dus (lo homomorfio ia eon 

isomorfie. Lnc.t A'X B == E8 zijn, do.n is Ax-ti1 = ,4\x~1= E8 waarin E 
isomor:f met E is. Nu is J .. eon 18-modulu.s en wal eon van oindieo lin.:.:•~ 

clro rlll'll; over 18 omdo.t ,,:~ 1 = .A..- Dua is de rinc:; vnn cle fi6-ondomorf'1..-<:~ 

to sohrijven o.ls ffi't, wno.:rin f' invors-isomorf mot E (dus mot E) is 

on verdor is st de dimcnsio vo.n A over ! en E8 de ring vnn do E1;-on-, 
domorfiecn (zic blz. 30 en 31). Dus !t1fT1 =Eton A(B) ~ Et wanrin E1 

invers-iaomorf mot B is. Nu bepolon ,.,.o A{:!.(B)). Evident is dot 

B~ 11..(11-(B)). iUs o Eli..( :~(B) ) , dun is o1 eon iit-ondomorfie I dus o1 E ! 8 == 

= A,;< !'1 , Omdat a1 verwia3elbo.ur is mot oJ.lo olcmunton vo.n J~, golcl.t 

o1 E ! 1 ( zie blz 50), dua o EBt dus 11.(A(B)) =. D. lfoct1 (ii.. .: tj>) = Us 

(E :P) = e. Dan is n = (A : E)(E 11>) = ste .. Onxla.t 11,,(B) = Et, is 

(1~(B). :P) = et2• Onwio.t (A' xB) = E8 , ... is ((a•xB) : <f) = n(l3 : t) ~ 
= os2• Dus n(n : <r){A(B) : P) = o2,l·t2 .:f& n2 1:1 n(A : P) •· du.s 
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(B : 1' )(A ( B): cp) = (As P). Hiermede is de volgende stalling ver­
k:eegen: 

Als A een centrale enkelvoudige algebra over Pis en Been enkelvou­
dige deelalgebra van A die 1 bevat, als A( B) de centraliaator van 
B in A voorstelt en A' een algebra invers-isomorf met A, dan geldea 
de volgende bewerjngen: 

1° A( B) is enkelvoudig en bevat 1, 
2° A(A( B )) = B, 
3° Ala :S x A' = E8 , ·va;::,rin :S een scheef lichaam is, dn.n is A{B) = E• t' 
waarin E• invers-isomorf met Eis, 
4 o, ( A : 'f ) = ( B : cp )( .:~ ( B) : 'P ) • 

Neemt men in bovensta,1nde stelling a;:l.n dat D comz:i.ute.tief is, dan is 
II A(B).) B en (L : 1 ) = (J3 : 't )(A(B) : P) ~ (B : ~ )2• Neem. nu voor 

A een oeheef lichaam en voor Been commutatief lichaa..~. 
Als dan A(B) > B, dan kiezen we een a. €:: A(B) ,a f B, 

dan vormen de rationale functies van a met co1!fficH!nten in B een 
licha.am B(a) > B. Dit procede ku.nnen we voortzetten tot we een licha.am 
K gevonden hebben, waarvocrA(K) = X. Als omgekeerd bij een i1chaam 
:B ( A nog een lichaam. C C A te vinden is zodat C > 13, dan is A(B) :) C, 
dus A(B) > B. De betrekking A(B) = B kara.kterll.seert dus onder de lichamen. 
van A de maxiraale deellichamen. Voor e.::-n dergelijk maxi~;.a.:i.l deellichaam 
geldt dus (A ~ (fl )=(B : cj> )2 • Di t bewijst nogmaals dat de rang van een 
scheef lichamm over zijn centrum. een kwadraat is, benevens de volgende 
stelling; 

Als de rang van een scheef lichaam over zijn oentrum J 2 is, dan is A · 
• de rang van een wil.lekeurig m.aximaal (comm.utatief' ) det1llichaam. · 

Ken noemt 6 de ~_g. of de index van het scheve lichaam. Bij sche-
ve lichamen is, anders dan bij commu.tatieve lichamen, de graad dus niet 
hetzelfde als de re.ng. Van een matrix.ring over een scheef lichae.m noemt mE 
de index de index van het scheve lichaam.. 

Als i. een centrale enkelvoudige algebra over <Pis, c1us A =- Dm' cS de 
index vo.n D, dan is {A : cp ) = ( 6m )2• Stel nu ds.t I{ een deellioha.am 
van A is, dat1bevat en zodat (K : <p ) = d m (of A zo·. deellichaam 
bevat la ten r.ve voorlopig in het midden). Uit A(K) ;, IC en ( J m )2 = 
= (A J <p ) = (K : p ) (A(IC) : I/> ) ~ ( cf m ) 2 volgt A(K) = K, dus K is een 

ma.xim.aal deellichaam van A. Nu is ( z!he blz. 52 onder:-:.::i.n) K x D = 
= K' x D = E8 en sf A'~, J m I ms, dus J J a.. 0md'1t D ae1·rtraal enkel-
voudig is, is het centrum van KX D het eentrum. van K, dat is K zelf. 
Aan de andere kant is het centrum. van E8 bevat in E, dus X C. E. A 

Varder is K X A = Eam., dus ( (X x A) : <.t' ) = (IC : q )( dm )2 = (E s .<;P )= 

= (sm.) 2• Omda.t {K = P )E:- IE: t ) en J ~ s, moet dus K = E en e =O z:!.._'•i 

Dus is ,Ax= Ax IC= K J m• d.w .. z. K is een s:pl.itsingslic.i:Aaam van A. 
We. m.erken op dat dezelfde liohaaen spli t11:t.ng141liohamen va:n A en van .D z1Jti 

6lai1N:l,.,.l:~litat,n¢io~ -va.xiD :la, 991~lijk ook ~~:.!!~~~~'.. '> 
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als K aplitsingslichaam van A is, dus AK• Kn, dan is D_rt = Ln• omdat 
D centraal ia due Aic = Lmn,. Hierui t volgt L = K( zifi 1,1z. 32; in 
iec1er geval is hier L ':::i- K), dus K is splitsingslichao.:.!.1 van 'D. Hierm.ee 

is de helft bewezen (n.,1. het 11voldoendet1)van de volgende stelling: 

. NodiK en voldoende opdat een eindig uitbreidin~slicha&m K van f> 
een spli tsingslichnam is 'l.ltl. een centraal scheef lichaa.m D over <f van index~. 

is dat de rang f van K over 4' een veel voud m £ van c)· is en dat K iso­

morf is 2:1P.t een deelaleebra die 1 bevat van Dm. 

We totj.en nu aan da.t de voorwa:.rden nodig zijn. La.~1-~ K dus een split­

singslicl1aam vaa 11 2',ijn, dus D x K = D..J:{ = K0 • Dan is ( zie blz. 52) 

O I (Ir : 4'> ) = f, dus f = cS m. Verde1, bestaat er een represents.tie van 
K in D• m' diG ,.,:;:r.oat !t een 1 i.cha<1m is e.;;n isomorfie is en bij de invers­

f somorfie tusstn D' m rm Dm ook isomorf afgebeeld worc1t, 
Speciaal zi ;)n de :w1ximale de·mllicho.man van D dus s!1li tsingslichamen 

van D en natuu~lijk 001:: hun eventuele cindige algebraische uJtbreidingen. 
Neemt mon een m.axi;naaJ. deellicha.am. L dat g> beva-tva1 een matrlxring ~, dan 

is omdat D cenb:-aal is L x D enk~l voudig dus L x DN = T~n een matrixringJ 

dus LX D'N = E'n en ~(L) = E8 • Omdat L het centrum. van ~(L) is, is 
L C E. Als L -<::: E, zou er een deellichaam van ~ zijn > L dus L = E en 
L >< Dz; = Ln, dus L is spli tsingslichaa.m van D. Om.gekeerd volgt ui ~ boven­
staande stelling dat e011 spli tsingslicha.am van eindige rang over cp ook 

maxima.al deellichaam van een DN is. Dus _ 
Nodig en voldoende opdat een eindig uitbreidingslicha,'.;'.m I{ van c:p een 

splitsingslichar.i.m van een oentraal scheef lichaa.m D over q> is, is dat K 
isomorf is met ecn maxima.al cown.utatief deolliohaam, dat 'f' bevat, van eon 

llatrixr:i,.ng Dm. 

We kunnen nu eon Vl~aegere stelling {zie vlz. 50) nog wat uitbreiden: 

4,1s A een c:c':ntrale enkclvoudigc alg'ebra over 41> is en P een willekeu­

rig ui tbreidin::/slic:!13.2.m, van <? , da11 is Ap enkel voudig e11 mi ts opgevat 

als algebra over P, ook oontrnnl. · 
}!cwi.i@_:Neem een spli•csingslichaam K van eindiigc ran.:; over cp en een 

liohaa.m..L" da.t zowel P als K bevat .. Dan is A'Z:.. =(AK',:_ =(Kn~ =~nt dus 

Ai:. is enkelvuuuig, maar AL =(Ap)r , due Ap is enk~lvo1..:lig. Verdcr is 

I: het 00ntru.D1. van A I:. , dus P hct ccmtrum. van Ap• 
We pnssen de verkrcgen resultaton nu toE om twee klassieke stellingen 

te bewijzen., Allereerst nemen we <p algebraisch afgeslo·ten en ecn hyper­

complex systecm K over q> dat cen schcof lichaam is. Als IC). iJ> • da.n bevat 
K zeker e0n deellieha.am. > (f' , i.mmers als K oentraal is van index iJ , . dan 
beva·t het e .m _liehaa:m van rang J over q:> en ala ·K niet contra.al is dan 
is zijn oentrum een lichaam) <.P • Qnl.dat p algebraiso11 af3csloten is heoft 
1' geen echte algebraisohe uitbreid1ng.en dus IC:>~ is om11ogelijk. Het 

enige hypercomple:x:e s.yateem. over oen algebraiEJch afgeslotan liohaa.m 4>, 
dat. een aoheef lichaa.m. is, _is due f zelf-.. Keom. nu VQP'l" '11' het lioh'!'am. van ... • 
~~ .tp~+e g~~len of . algom.enor een ~,,~; atc,,i'-'t"" liohaa.m in d9. ~in,ii,JnlJ 
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Artin on Schreier (Abh.Math.Sem.Har.iburg 2. (1926), 83-115 of B.L.van der 

1 Wa.erdcn, Mouernc Alc;obra I, 2./ .. ufl. § 70)~ I>a.n zijn d,:, cnicro algobra.iache 
ui tbroidingen van ':/> '? zcJ:f en hot licha.a.m dcr compl(;Y.~i gctallcn ,+,,. ( i). ~ T 

I- Neem nu ei.:n hy:pcrcor,1p1c-,,;: r-:ystoc·m IC over p da.t c :m schud' licha.a1,.1 is .. Als 

K nie·t; ccntra.r,l ts, is hct centrum van K acn lichn3Jil>q>, dat dus allecm 

f {i) kan zi.in.. Omdat P(i) algcbraisch a.fgesloton is, en IC al11 algebra 

ovor c/> (i) op i;c V,'3.ttrm is, is volgc:ns het bovenstaande X= <P (i). Onder­
stol nu IC ccntrn.al over P van index o • Dan bevat IC cen. decllichaam van 
rang O over P . De enigc '.l!\Oi:Plijkhedcn do.arvoor zijn <t' r;:ilf, dus J =1, 
en <t> ( 1), dus J =2. In ho-~ ce:rste geval is K= 4> • :fot tWtledc geval 'Ue­

schouwon we nu na.der. Er ticldt dan cj,>tt:. q> (i)<.K. De afbccJ.ding di;;; aan 
con co:w1plcx ge:tal zijn gcoonjugeurd complexe to1;:voegt ( 1 ➔ 1, i ....,._i) is 
een autom.orfie van P (i), die tot eon inwendige a.utomorfie van K is uit 

llt,e breidon (zie blz. 52). Er is dus een uE.K, zodat uiu-1:=-i of ui=-iu. 
Omdat cJ:> (i) corul11utatiGf is, goldt u t P(i). Nu vonacn de viur elemcnton 

1,1,u,iu eon basis van IC St:;1 n.l.ot 1+o< 2i+oc3u+o< 4iu=O, dan is (ol1+°'2i)+ 

1 +(o(3+o(4i)u=O. Als o'-. 3+o\i;i O, dan is u=-(Q(3+o<4i)-1(o< 1+~i)E <:P(i), 

J he-tgeen niet zo is. Dus of. 3+ d,4i=O, dus o( 3= ot4=0 cm dan ook cx. 1+°'2i=O, 

-;, dus o< 1=c:x2=O. Dus zijn 1,i,u,iu lineair onafhankelijk t.o.v. 4> en da.ar 
K rang 4 over 'P' hceft vor1:1en ze eon basis .. Nu is u2i=-uiu=iu2 en daarui t 
volgt dat u 2 mot de vier basisolem0nten em dus met alle elcmenten van K 

verwissclbaa.r is en dus u2= cX €:. P, omdat K contra.al is. Dua voldoct u aan 
de vcrgelijking x2- o<.=0 en omdat u f P is x2- o( het minim.ale polynoom van 

u. Omdat K een schcef lichaa;:1 is, is dit polynoom irreducibel, dus o<'. L. 0 .. 
Verva.ngt men nu. u door j=(- o<)-½u, dan is j 2=-1 en de to·t nu toe af gelei•-

.de cigenschappen van u zijn ook gcldig voor j (met ex =-1). Dan vorraen 
1,i,j,ij=k ecn basis van IC en i 2=j 2=-1, ij=-ji. ~,1et bohu.l:p hicrvan is 
d~ vcrmenigvuldigingstabel m.akkclijk aan tc vullen tot die van hct qua­

ternionensyste0m. Hiermee is de volgonde Stelling v0rgregen: 
Stel~y.!._.Il.l'r9.benius: De enige hyporco1nplcxe systemcn over het li­

chaam der rec'J.e getallen ,die schcve lichamen zijnt zijn de systemen der 
re~le getallcn, der complexe gctallen ender quaternion0n. 

Deze stelling is nog iots te generaliseren door d~ cis dat de systc-
men schcve lichamen zijn te v0rvangcn door de schijnba~r zwakkere eis 
dat ze gcen nuldclers hobben. Deze generalisering is niot essentieel, 
want ieder hypercomplex: sys~i;e,::m zonder nuldelcrs is 00n scheof lichaam,. 

Het syst.ecm :moet n.l. in do cerate plaats he.lfenkclvoudig zijn,want een n:L:, 
potent elomen·t /. 0 gcoft aanleiding tot nuldelcrs .. Aln halfenkalvoudig 
syateem. is het eon directe aont van elkaar annulerende enJ:.:i:::l vou.dige rin-
gen, maar als er meer dan een component -I O in de direo·oo SOlm is gecft 
di t weer aa.nleiding tot nuldelers, du.a het systeoro is er kel'11()1.Uiig..,,. Als 
enkolvoudig syatecm. ;Ls het eon matrixring over eon soha<;;f' !Liohaa:m., maar 
een .matri:uing van ·graad > 1. geei't ."88%" aanl.eiding tot nnldelera (b.v. 

· :rO),·· du.a :bet eysteea een scheH,:t li()htlam.. · 
.1 ,, .. ,_, ,.. ' ' ' ., -
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Nu Willen we bewijzen dat alle soheve lichamen met eindig veel ele­
menten oommutatief zijn. Daartoe behandelen we eerst een hulpstel­
ling uit de groepentheorie. Laat Geen eindige, multiplicatief ge­
schreven, niet noodzakelijk commutatieve groep zijn en H een onder­
groep van G. Noem g de orde van G, h de orde van Hen a de index van 
H, dan is g=hs. Voor iedere aEG heeft de met H geconjugeerde onder­
groep aHa-1 dezelfde orde a!~ H. Ale a en b in dezelfde linker neveI;••· 

klaeae van H liggen, is aHa =bHb-1• Het aantal versohillende geoon­
jugeerde groepen van H ia dus ~ s. Stel nu dat ieder element van G 
in minstens ee:o der geconjugeerde groepe.n var1 H ligt, dan volgt uit 
g=sh, dater a verschillende geconjugeerde ondergroe~n moet~n zijn, 
die bovendien nog alle verzam~lingstheoretisch disjunct moetan zijn. 
Twee ondergroepen van G zijn echter nooit disjunct want ze hebben 
de 1 gemeen, dus mo(lt e=1 en H=G zijn. Dit geeft de volgende stel­
ling: 

Ala Geen eindige groep ie, H een ondergroep van Gen ieder 
element van Gin minstens een der met H geconjuge~rde ondergroepsn 
van G ligt ( d. w. z .. b ij iecler eler.1ent a van G &en element b van G en 
een element o van H te vinden is, zodat a=bcb-1), dan is H:G. 

Neem nu een eindig scheef lichaam K. Hct centrum <p van X: 
ia een lichaam en K is op te vatten ala een ce~trale algebra over 
'fl .Laat (K; 4')= J 2 zijn, dan is de Pang over 'f' van de maximale deel­

lichamen van K, die 'Pbevatten, gelijk aan J. Ze heeben due alle 
evenveel elementen en zijn dua volgena een bekende stalling over ein~ 
dige lichamen isomorf. Verder gaan bij deze isomorfie deelementen 
vant in zichzelf over. Deze iaomorfie is due uit te breiden tot 
een 1nwendige automorfie van K. Dit is ook zo uit te drukken, dat, 
ala we multiplicatieve groepen beschouwen die ontataan door uit K 
en zijn deellichamen hot nulelement weg te laten, de ondergroepen 
die behoren bij de maximale deellichamen van Kalle geconjugeerd zijn~ 
Verder ligt ieder element van Kin een maximaal deellioha.am van K, 
want ala afK. dan vormen de rationale functies van a. met l:ooeffioien­
ten in 1> een deellichaam van K, dat <1' bevat, en t 1.t is weer uit te 
breiden tot een maximaal deelliohaam van K dat<fl bevat. Nu vinden we 
uit bovenstaande hulpstelling, ,, als G de multiplioatieve groep be• 
horende bij Kisen H de ondergroep van G behorende bij een of ander 
maximaal deellichaam L van K1 da.t P bevat, dat H:G, dus L=K is, omdst 
ieder element van G in een geconjugeerde ondergroep van H ligt. Uit 
L=K volgt echter dat X commutatief en J =1 isi waarmae de volgende 
stalling bewezen is: 

Stelling van Wedderburp, .1.lle eindige soheve lichamenzijn 
commutatief. • , 


