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€ gaan uit van cen commutatieve groep &, wecarvan de grospopcratic
als optelling geschreven wordt. Zen homonmorfe afbeclding 4 van G in
zich zelf heet ecen endomorfie. Daarvoor geldt dus

A(x+y) = Ax+4iy.
e definigéren nu som en product vau tvee endomorfieén door
(A+B)x = AxX+3x
(4B)x = A(Bx).
et is makkelijk ha te gaan dat het resulitaat weer ecn endomorfie is en
det de endomoriieen van G t.0.v. dege opcraties een ring vormen.

Laat nu G de additieve groep van ecn ring R zijn. Jan kunnen we aan
een element a toevoegen de afbeclding A=P(a) van de ring in zich zelf,
die gedefinieerd wordt door Ax = ax. Uit de ringaxioma's volgt dan

P(a) (b+c) = al(b+e) = gb + ac = ¥(a)b + #(a)c.
Fla+b)c = (atb)e = ac + be = Fla)e + ¥(b)e = (P(a) + P(b))e
Flab)e = (ab)e = a(be) = a(P(b)c) = P(a)(F(b)ec) = (Pla)Kp))ec.

Hietuit blijkt dat P(a) een endomorfie is dat de afbeelding a-»F(a)
een ringhomomxfie is van R in de ring van endomorficen van zijn zdditieve
groep. Als R een één heeft (cen element e waarvoor geldt ea =.ae = a),
dan is de homomorfie zelfs eencenduidig (dus cen isomorfie), want wit
a £ b volgt Pla)e = ae = a £ b = be = F(b)e. In het algemeen behoeft
- de afbeelding niet cencenduidig te zijn; mcn bedenke dat men uitgaande
van esn willekeurige commutatieve groep een ring kan krijgen door te
definicren ab = 0 voor alle a cn b. In zo'n ring is F(a) voor allc a
de nulendormofic Ox = Q.

De doorsnede HN K van twee ondergroepen van cecén commutaticeve groep
G is csen ondergroep. De groep voortgebragcht door een willicekeurige deel-
verzameling V van G is de kleinste ondergroep van G die V omvat, dat
is de verzameling van dc cindige sommen § + ai(aiéjV). De groen voort-
gebracht door de vereniging van twee ondergroepen H en & is dc som van
H en X: (H,K) bestaande uit dc clementen 2 + b (2 € H, b € k). Als uit
a; + by =a, +hy {aie H, b€ K) volgt ay = ay, b,}' = b, dan 'hieet de
som ccn directe som van K cn K: H + K. De structuur van de dirccte
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som van H en K id door 1 <n K 2llcen (dus onafhankelijk van G) bepaald.
Dezec is n.l. isomorf met de z.g. abstracte directe som van Il en K die
als volgt verkregen wordt: vorm de verzameling van de paren (a,b) met
a€ Henbe X en definicer (a1,b1) + (az,bz) = (a1 + az, b+ bz).
Deze is een groep die isomorf is met de dirccte som van I bestaande uit
(a,0) isomorf met H en ¥ = (0,B) isomorf met L.

Zen deelve:zameling S van cen ring R hect een rechtsideaal (r —ideacl)
resp. . linksideaal (l-idcaal), als zij cen additieve groep is en als
wit 58 2 8, r€ R volgt ar € S (resp. ra € 8). Jen verzuacling die zo-
wel r -ideaal als l-ideaal is hect con idezal (tweczijdig ideaal). Bij
ecn ringhomomorfe afbeclding van 2 op ccn ring R' is dc verzameling der
elementen die in O van R’ wordcn afgebeeld cen idecal © en RY is ring-
isomorf met de restklassemring R(mod 8).

De doorsnedc van twee r -idecalen (resp. l-idealen) van cen ring R
is een r ~ideaal (resp. l-ideaal)., Het r -ideaal voortzebracht door eci:
declverzameling V van R is het kleinste r-idcaal dat V omvat. Het be-
stact uit de elementen Z(aj_ri + nyja,) met a,€V, r ;&£ R,n, gehele getal-
len. Analoog voor l-idealen: I (rja; + nja;) en idealen 3 (a;rg +

i
+ 88, +tgam, 4 n.a.) met as€ Vi Tiu85, Biauy € R cn n, gehele getallen.

Als R een één heeftlkénnen de termen me% gehcle coefficidnten wegzelaten
worden. Als V uit eindig vecl elcmenten a1,..;, a, bestaat wordt het i-
deaal voortgebracht door V gcschreven (31, cad gy an)‘ en ideaal (a) hwi
een hoofdideaal. De som({V,T)van ¥sc declwerzamelingen ¥ cn 7 is de verza-
meling der a+b(aeV,b€ )y Als V en . beide r-idealen,l-idecalen of
idecalen zijn is hun som hetzelfde. Het product V.J/ van twee decelvcerzame-
lingen V cn 7 is de verzameling der 2 aibi(aie V,bie. Ve 418 V uit
slechts één elcment a Westaat schrijven we ook wel 2 7. Ancloog Vb. Het
is een r-ideaal, als v een r-ideaal is, een l-idcaal als V een l-ideaal
is. Als ecn ring directe som is van twee idealen A+D, dan is AB de nul-
ring (we schrijven dit ook AR = 0) want al8 agl,b&lD,

dan is 2b € A cn cb € B en dus ab = 0, Dan is voor 8;€ A, biEB
(a1 + b1)(a2 + bz) = aja, + b,b,. De structuur van de ring is dan vol-
ledig bepecld door die van A cn D.
Zen ideaal P heet ecn priemidcaal als voor twec idcalen A en D met
AN C P, geldt ACP of DCP.Deze definitie wijkt of von de in de commu-
tatieve ideaeltheorie gebruikclijke, ni.l. P heet cen priemideaal als
vit eb& Pvolgt a€ P of b € P (dew.2z. dec restklassenring nacr P bevat -
geen nuldclers). e tonen aan dat deze twec definities voor commutatieve
ringen o» hetzelfde ncerkomen. In een commutaticve ring geldt n.l. v
(ab) = (a)(b), immers (r a + na) (s b + mb) = (rs + mr + ns) ab + mn ab.
Lact P pricmideaal volgens de eerste dcfinitie zijn cn eb€P, ag P,
dan is (a)(b) = (ab)CP en (&) & P, dus (b)gP, dus b&EP. .aat omgekeerd
P priemideaal zijn volgend dc twecede definitie en A en D twec idealen
met ABCP, A¢P. Dan is cr een a € A mct a ¢ Ps Neem cen willekeurige b£B‘;t“
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den is ab e /B, dus ebe P, ag T, dus beP. Dus 22 s
"fe merken neog op dat cocnring wet één o coen deelring £ 0 met één
¢' kan bezitten, zodat ¢ £ ¢'. .c nemen b.v. de ring met de vier cle-
menten O,a,b,c en de optellings—- en vermonigvuldigingstabel:

+/0 a b ¢ «i0 a b e
010 a b ¢ ;0 0 0 ¢
aja 0 e b at0 o 0 a
bib ¢ 0 =2 b{0 0 b D
cle b a O et0 a L ¢

De vorzameling{0,a\ls cen licharm met a als één.

“’e beschouwen nu ccn Sroep & oen ewn verzameling Tl van candomorficen
van G; deze worden ook wel oreratoren genocemd. Zcn ondergrosp B hect con
. -ondersrocp (tocgelaten onder;;ro«,p), als voor ecn AF Q en cun
hé B geldt Ah € H (kort geseireven$dl ¢ H). Mcn bedenke dat twee ope-
ratorcen die op G verschillend zijn, op H gelijk kunnen zijn. id3s H
cen normale hv’-ondo:grcap 7an G is.kan mca de operatoren ook definizren
voor de factorgrocp door A(H + x) =1 + Ax. Dit ig inderdaad ecn cndc
morfic, want A(E+(x+y)) = H+i(x+y) = H+(Ax+iy) on A(H+x)+a(l+y)=(H+/ix)+
(H+Ay) =E+(ax+4y). Allc dersolijle groeven heten §2 -grocpen. Len homo-
morfic B van cen ﬁ«groep& op cen .Q-groep G' heot een SU-homomorfic
als het een homomorfie is en Di = AB voor alle A€ . Zvenzo (¢ —~isomor-
fie, C¢ —cndomorfic. De (2 -endonorficén van G zijn dus die elomentcen
van de endomoxfiedwing &e met §2 verwisselbeaar zijn. ils G tovens edditiove
groep van ecn ring is, spreken we ook van §¢ -idealen enz.

Te beschouren nu n-rijige vierkante nairiccs (aij) met elementan

1] ]
3 Sy ] o o 3 3 > s . o3| T3 igrery = . TN
uit e:n ring R, e schrijven ze 2 ey 235 on definiren (7 eljais)

' . . ) = ' RE: . st =
+H(L'eyybi3) = 2 e;3lagytbig)y (2 °ij ag3)(Zegsby5)=2 elj(ga'kbkg)
De matrices vormen dan con ring, de volle matrixring R _e Dezc bevad

een declring Isomori met R, nwl. bestaande uit do \,lemw}"ccn T's (gﬂc.a),
waarin “Tij het Kronccker-symbool isg:

Eij =0als i/ jenigy=1alsi=j. sds qeen één heelt

soen element van de ring en moeten we het duszoe opvatien, dat
ag’ij =0als i#£j, en agjj = a als 1 = j. ¢ identifi:eron dese

declring met R den is RC R 4ls R een één heeft definitrer we

qu =2 °5 3 ( 5' 5} ,) dat is dc matrix met op het snijpunt van do

r n de q_ kolom een 1 cn elders nullen en dan is se =

l’} l"f
Ej 32440 want Z . Doy =

o)
fart
Cudn

o
M.
Q’?Mim



_ M (e, ~ ‘ _
- Z_l;('zeij( Oqx 02000 T eyylay & 440 = .

“z ~ . .:,1 — - Z-i_ gg—ﬂ- {ﬂ- {_',__, o -
= K,,é,zeij(ﬁ, ik Sml Tmy %) = "13(:;;‘;; 20 ik Ul OpjPr1) =
= z‘eijaij' Verder geldt Eij Ekl = Eﬁkail’;;;ﬁi =1 ¢n voor a E R:
an = Ei.a. Als omgekecrd S een ring m2t één 1 is en elementgg

;
N G T 1 . 1 i 1 m ¥, P .= .. D, , o= 1
P..(i,i5 1,4..4n) bevat, die voldoen aan Eigb’l Ty Typ e > iy

ij Cre

en S bevat een deelring D zodat 1 €& ﬁ,aFij= Fija voor alle a € 1 en

ieder eleﬁgnt van 5 isg op één en slechts ¢één wijme te aschrijven in de
gedaante 2 - Fijaij’ dan is S isomorf met Rn‘

oy
e bevijzen mx twee stellingen over matrixringen Kn, alsg I een
scheef lichaam (niet-commutatief lichaam) is. e noemen een ring
enkelvoudig als zi] geen idealen bezit behalve het nulldeaal c¢n de
ring zelf. Ve noemen cen l-ideaal ven een ring irreducibel als de rin:
geen l-idealen bevat die in het gegeven l-ideaal bevat zijn, bLehalve
het nulideaal en het l-ideaal zelf (analoog voor r--ideaten en idcalen’ -

De ring Kn is enkelvoudig, als K een scheef lichaam is.

3 - - : - » : .er. g "Q e =

Bewijg: Neem ecn ideaal A 4 O in Kn en hierin ecn elcnent a
= SETR: TN
—-z ulaala )é Oe

fasd

» '-v?‘ —‘-:‘ = o ~ 7 - .

Nu is ;éfukp a Sgx a.Pq dus an}E A voor alle p en q, maar deze zijn

niet alle = 0, dus er is ecn b € K mct b ¢ A, maar dan is ook b L
=1 &€ 4, dus 4L = Kno _

AMls I een scheef lichaam is, is de ring Kn een direchc som van
n irreducibele l-idealen, dic onderling isomorf zijn.

Bewijs: Voor een vaste k is KnEkk een l-idecals. ..¢t begtaat blijktaar
uit de elementen van de vorm.g:Eikaik(maﬁrices marin overal buiten
de k% kolom nullen staan). Laat A eon l-ideaal A O zijn, bevat in K s

en hierin een clement a = %f D84y £ 0 en wel met 2o £ 0, dan is

- - -1 o T - PYyer [T . : . .
B = Mkpa?qa £ A dus LngkaZA, dus Rnbkk = A. Dus £n“kﬁ is irreducibel.

.

Klaarblijkelijk.zijn alle KnEkk isomorf en is Kﬁ = Enbﬁi"'+xn3nn
cen directe som.

Een commmtatieve groep G met een operatorenverzameling @ die etn
scheef lichaam is, dat de identieke endomorfie bevat, hect een rectedh -
ruimte. De identieke endomorfie is dan natuurlijk de één van 9. Daar ix

¢ ieder element £ O een inverse (links- en tevens rechtsinverse) be-
zit, zijn alle endomorfieén van Q eeneenduidize endomorfiecn van G op
zichzelf; in ¢ zijn alle elcmenten £ O automorfieén van ¢ (isomorfe af-
beeldingen van G op zich zelf). Zen @ ~gndergroep van G heet een deel- |
ruimte.
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De elementen van @ heten scalaren; we schrijven ze met kleine Griekse
letters. Dan geldt duso({a+b) =o{a+o(b,{ o +0 Ja =qa +fia,( X2 )a =
A( QA a), 1a = a; dat zijn juist de eisen die men gewoonlijk aan een
vectorruimte stelt naast de eis dat ze een groep is en de scalaren een
lichaam (in ons geval een scheef lichaam) vormen. Dr moet verder nog
geléen dat uit o/x ==px voor alle x volgt dat of =3 hetgeen zo is
mits G niet de nulgroep is. 7e stellen nu nog de eis dat de ruimte ein-
dig dimensionaal is, d.w.2., er zijn elementen @yrenns8y zodat leder
element te schrijven is als 0(1a1 + veun +9(nan’ e laten nu van de ay
zoveel weg tot ze een minimaal stelsel (basis) vormen, d.w.z. tot ver-
dere weglating leidt tot verlies van de eigenschap dat ieder clement
van ¢ als lineaire combinatie istwschrijven. Onder de systemen ay zijn
de bases gekarakteriseerd door de eigenschap, dat de schrijfwijze
Y A 48y ecnduidig bepaald is (of dat uit Zo(iai = 0 volgt Xy = O voor

alle i), Immers, als Zo{ a; = 0 en bave of4 £ 0 dan is a, =

= ii(-* O'(1 10{ i)al, dua 31 l«.gzri weggelaten worden. Omgekeerd als ay
weggelaten kan worden is a; = ;{iai en a, + i (- 7[1)&1 = 0., e .
berijzen nu dat het aauntal elemen’sen van een ba'sn.s van G constant is,
Stel twee bases ay, «»s , 8, en by, oo boenn { n. Dan is by =

= ‘511 ; en niet alle 13 = 0y buve /3“ # 0. Dan is ay =

\;:t.. 5

ﬂﬂ b + gj( /5“ ﬂ“l:.)ai’ dus b,‘a »oses s 8y is een stelsel
waarin alle elementen van G uwit te drukken zijn. Het is echter zclfs
een ba51s- gtel ndl. O = §1b1 + g% ; 8y t,,/gﬂa + ‘i (§1(3m+§ )g
dus (311 =0, £, =0, maar ui¥ %a. = 0 volgt $.7= 0. Stel nu
k elembnt na; door b vervangen: bﬁ, ,..K, bk' akH, cev g 2y zodat
dit systcem ecn ba51s is. Dan is bk+1 = pk+1 i i Z‘m K+, 184° Hiet
alle X,_H 4 ziin nul, omdat by, aee , b 'sen basis is, .v.)’k+1 - £

Dan is we cor als boven 8y 44 uit te drukken in b1, e bk’ka ’vak+2"“an

Dit svsteum is nu een basis van ¢ want wit O = Z&i ;%
L=y

., >k 2

} A e
Srn 2181 = g,(5k+1ﬂk+1gl+ Zi)bi“*gkn\/km,kﬂakn *

<
Y& ()k-l-?zi k+1,1 "“; 108570188 £y Y a,e01 = O Fgq = O

maar uit gi ET; §1a1 0 volgt ‘%1 0 voor alle i. Te kunnen

[ &4

hiermee doorgaan tot we vinden dat b1, sov o bm’a‘m-b‘i’ ++e @, een bagis

is, maar dat is niet zo want a 1t *ce 8p zijn eruit weg te laten.
Evenzo weerlegt men m > n; dus m = n,

Len 4)—- endomorfie A van G heet cen lineaire transformatic van G over
CP Nu vermen in iedere ring de e¢lementen, die verwisselbaar zijn met
dae elementen van een vasie declverzameling van de ring, zelf eon ring.
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Dus is de verzameling lineaire transformaties cen deelring I vgn de
endomorfieénring van G. Als 4 een lineaire transformatie is en aT,...,a
is een bhasis van G over é), dan is A volledig bepaald door de beelden
Aa;; want als x = P2 §iai’ dan is Ax = A ig—iai = 2 ASiay =
= 3 {;i(Aai). Omgekeerd als we n willekeurige elementen Yyseres¥p uit
G kieczen is de afbeelding Zgiai—-v Zﬁ&iyi een lineaire transformatie
Ay maarvoor Aai =¥y In het byzonder is er bij icdere X & Q) één en
slechts ¢én linemire transformacie x' zodat gq‘aiuc<ai. Mon bedenke dat ('
behalve van & ook van de keuze van de basis afhangt. Volgens deze toe-
voeging is ( &'+ ﬁ")ai =o(‘ai+/:5‘ai =oi'ai+ ,Oai = (& + (2 )B.i = (J(+f-’a}'~«'
en (a'p'lay = «'( p'ag) =« (ray) =(='Q)a; =( p«')ay =
=3 D(‘ai) =p(o( ai) = { B )ai = ( 2 )‘ai. De toevoeging is verder na-
tuurlijk eeneenduvidig. De o' vormen dus een scheef lichaam ¢:‘ dat in-
verg-isomorf (of anti-isomorf) is met ¢ (daarmee is bedoeld cen eeneen-
duidige toevoeging « — x' zodat uwit ¥ - X ' en /B> @' volgt
A +f - x'4 ooen /3 —~> Pt ). Nu is G ook een vectorruimte over Q)‘ .
Dan is ieder element blijkbaar te schrijven in de vorm Eg’g uyr Qus
Qq3+++38, VOrmen dan ook een basis en ¢ is n—-dimensionaal over ()‘ . De
endomorfieén X € ¢ zijn verwisselbaar met de elementen van §' en vor-
men dus lineaire transformaties van G over Q)‘; ze zijn blijkbaar op
dezelide wijze aan A ' toegevoegd als eerst »' aan o ; dus (X ')' = o

Noem #.. de lineaire transformatie van G over ¢ gedefinieerd door

14

- = ; c o (% < . -
5 = Pa s s ol = o= 0 tas, S DLy

3548 = 03p34 Dan is ("“ia (' a, X Lyp 8y (% .Jla)ar, dus By 18
ook een lineaire transformatie van G over ¢'. Als 4 een willekcurige

s . _ - & i~ S 3 o 3 "i'. 1 . -
lineaire transformatie is met Aar = Zo( 3r8i dan is ook (Z _Lalj 2 i;)ar

n

=5 o 5,8, dus L = zgij“'ij‘ Omgekeerd is iedere 'ZEij fgij een
H L, L,
lineaire ‘transformatie A, waarvoor geldt Aar = ; D{irai' Jedere line-

aire transformatie is dus op één cn slechts ééd wijze te schrijven in de
vorr;g Eij A" 40 mEE X i3 € 0*. Tenslotte geldt Eijﬂkl = chjlzbil en ;Eiiz'; )

pud T isomorf met N

De ring van de¢ lineaire transformatiesvon con n-dimensionalc vector-
ruimte over ecn gcheef lichaam ¢ is isomorf met de matrixring @‘n,
waarin ¢' een schecf lichaam ig, invers-isomorf met B+

e willen mu het centrum C van L karekteriseren. Onder het centrum
van ¢en ring verstaat men de verzameling der clementen a wacrvoor geldt
ax = xa voor allc elementen der ring (dus de elcmenten die met alle ele-
menten der ring verwisselbaar zijn). Zoals we al ecrder zagen geldt voc
de elemiznten van een matrixring (p'nz O(,pq‘: %:L'kp( > Eij""ijmqk‘ Als
A = :Z SiyA'yy € C dan is A vervissclbaar met elle Iy, on daaruit
volgt'&g"quz O"PQ’ dus O('pq =0als p £qen o('pp .= A voor alle p, dus
A= x'& 4)’ , dus € is het centrum van ¢ . Om het centrum van ¢ te be-
palen, bedenken we, dat dit blijkbaar gelijk is aan § N ¢ o
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is bevat in het centrum van ¢' ¢n dus in ¢*. Dus is het centrum ven §
gelijk aan ¢ N ¢'. Om recdencn ven symmetric is dan ook het ccntrum van
¢“ zelijk aan ¢ N ¢* c¢n dus is C = 9N Q. Als p conmutatief is, is
¥ = en dus onafhanliclijk ven de keuze van de¢ basis. ¢ is dan hct
centrum van L. '

"¢ merken op, dat naast de op ped voor con ring R gedefiniecrde ring
der linkgvernenigvuldiginzen, ook ecn ring der rechisvernenigvuldigingen
G(a)x = xa bestoat dic anti-homonorf is mct R

we goaan nu wit van ¢cn n-dimensionale vectorruimte & over cen (com-
mutaticf)lichaam § en nemen azn dat G nu additieve groep is van cen
ring R en wel zo dat in de endomorficénring zowcl de clementen van de
ring der linksvermenigvuldigingen als die van de ring der rechtsvermenig-
vuldigingen verwisselbaar zijn met ¢. Dan hcet R cen hypercomplex systeen

of ecn (associatieve) algebra over ¢. Dat beteckent dat aan de eisen ven
cen vectorruinte wordt toegevoegd, dat ¢ commmutatief is, dat cr in R
ecn verncnigvuldiging gedefinicerd is zodat R cen ring is, cn dat voor
€ ¢, a€ R, b€ R geldt (Ka)b = alADb) = A (ab). Als R ecn cén ¢
hCuft vormen de « ¢ ecn decelsystecm van R isomorf met ¢ en kunnen we
R opvatten als cen uitbreiding van ¢ Dan is tevens ieder ideaesl ccen
¢~ideaal.
In con algebra geldt (o(a)(/ﬁ b) = (« 2 )(ab). Dasruit volgt dat door
de vermenigvuldiging van de basiselementen, dic van de elcnenten van de
hele algebra bepaald is, "ant als a;8; = 5:5 3 %3 ? dan is . .
(535002 e = 2 (370 Gad) =2 (59 8, ey, on
van ecn vectorruimtc ccn algbbra tc mahen is hCu voldocnde de vermenigz-
vuldiging van de basisclementen zo tc definiéren, dat deze associatief
is. Dit geecit voor de structuurconstanten b:gk de voorwaarde
7 ¥in1¥1a = ;: S50 7 iime
“7e kunnen het begrip algebra gencralisercn door voor ¢ een ille-
keurige deelverzameling van de endomorfieénring van de additieve grocp
van een ring R t¢ nemcn, T

"¢ spreken dan van een ¢—ring, als de clementen
van ¢ verwissclbaar zijn met de rcchts—-en linksvermenigvuldigzingen,
Door ¢ lceg te necmen krijgt men dan cen sewone ring.

¢ beschouwen nu cen willekeurige verzamcling R ¢n cen slasse ¢van
dcelverzamelingen van R. e noemen A € Y cen minimaal clement ven '7‘/
als uit Z €Y, X < 4 volgt X = A, Natuurlijk kan Y mecr dan één mini-
macl element bevatten. je noemen 4 &Y  het kleinste element van Wals
AC % voor alle ¥ € ¥ . Natuurlijk bevat ¢ hoogstens één kleinste cle-
ment. ﬁls:}& een kleinste element bezit, is dit tovens het cnige minimal:
element.

> zeggen dat %’aan de minimumvoorwaarde voldoet als icdere niect-le-

ge declklesse $2( ¥ een minimaal elcment bevat.

“le zeggen dat y/aan de dalcnde-kettingveoorwaarde voldoct alo bij
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iederc rij T&le:yV s waorvoor geldt "HQCD jn+1 cen natuurlijk getal k te
vinden is, zodet U, =V, voor n> k. (dc ketiing "breeckt afw).

Dezc twee voeorvacrden zijn acquivalent. Immcrs als de minimumvoor-
maerde nict geldt is in cen declilasse van ¢ zonder minimaal clement
matkelijk cen nict afbrekende dolende ketting tc vinden; als de mini-
mumvoorwaarde wel geldt, breekt bij de index van het minimale clement
uit dc klasse der ?n de kctting af.

Gehecl ansloge beschouringen hunnen worden gcehouden over maximaal,
grootste, maximumvoorwacrdc on stijoende-kcettinivocorwacrde.

e tonen nu cerst aan dat voor vectorruimten zowel dc miniimmvoor-
waarde als de moaximumvocrwaarde voor deeclruimten acguivalent is met de
eindigrdinensionaliteit (deze voorwaardcn zijn dus in dit goval altijdbe:

& wl of becide nict vervuld). Dacrtoc bewijzecn we ccrst, dat ccn cchte
declruimte H van ecn n-dimensionale vectorruimtc G eindigdimensionoal
is met dimensie n jLn. Als in ecn vectorruimte b1,...,bk onofthankelijk
zijn (d.wez. uit fﬁ’cibi = 0 volgt, dat alle (?i = 0) en by,q is
onafhankelijk van b1,...bk(d.w.z. er geldt niet by ., = 2;!3ibi)' dan
2130 byyees,b by . onafhankelijk. Immers uit ﬁ‘pibi = 0 volgt, dat
alle /31 = 0 zijn, of K3k+1 # 0; in het laatstéwgcval is bk+1 afhanke-
lijk van b1,...,bk. Als H de nulruinmte is, is H C—-dimensionaal. Kies
anders in K een b1 # 0 en vorm %31b1( ﬁ31 doorloopt 0). Als L daarmce
nict vitgeput is gaan we door mct cun b2 cn vormen £1b1+,32b2 €NZ.

Steeds zijn daarbij b1""’bk onafthankelijk, Als na m stappen (m<n)

H uitgeput is, is H m—~dimcnsionccl en gijn we klaar. Als dat nict zo

is zijn eraP1,’..,bn t¢ vinden, alle in H, die onathankelijk zijn. De
clementen Egyzibi(lgidoorlopen ¢) vormen ccen declruimte I van G, cn wel,
omdat . C H, ccn cchitc declruinte. Als Gyseevsd, CCN basis van G is,

is ¢r minstcns €én ay, waarvoor aigf K. Nu gaan wc aan bq,...,bn als
boven achtercenvolgens 8485 Cnz. tocvoegen en krijgen zo tenslobtte ecn
bagis van G die uit mecr dan n elementen bestaat, hetgeon cen tegzen=
spraak oplevert.

Uit het bovenstaande volgen voor n~dimcnsionale ruimten nu dircet
beide kettingvoorwaarden, daar ccen ketting nict mcer dean n+1 verschil-
lendc declruinmten kan bevatten.

Als omgckecrd de maximumvoorwaarde voor @eelruimten gcldt, is
volgens het bovenstaandce procédé cen stijgende ketting declruimben e
construeren, die afbreekt en zo de eindigdimensionaliteit levert. Laa
nu de minimumvoorwagrde wor deelruimten vervuld zijn. Stel dat de ruim-
te G niet cindigdimensionaal is, dan is volgens bovenstaand procédé ecn
oneindige rij elementen h1,h2,... te construeren, zodat iedere eindige
deelverzumeling eruit een onafhankelijk stelsel vormt. Vorm nu de deel-
ruimte H voortgebracht door bi(i”amQ); deze bestaat blijkbaar uitik&ibif
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met slechts cindig veel A £ C. Nu is by € H, want als b, € H was,
was b1 afthankelijk van cun eindig stelsel der bi' H is dus ccn cchtie
deelverzomeling van G en bovendien niet eindig dimensionacl (zij bevat
deelruimten van willekeurig hoge dimensie). Op H kunnen we hetzelfde
proc.s weer toepassen enz. cn zo ccn niet afbrekende dalende ketting
verkrijgen, hetgeen cen tezensprazk oplevert.

Het is triviaal, dat als y’aan de minimum~g?sp. maximumvoorwaarde
voldoet, hetzelfde geldt voor cen decelklasse hnCTY’. vus gelden in
cen hypercomplex systeem de maximum- en de minimumvoorwaarde voor (-1l-Idc.-
alen, ¢ -r-idealer en @#- idcalen.

De klassicke structuurthcorie van ‘fedderburn voor hypercomplexs sysho-
men werd door Artin geaeneraliscerd voor ¢-—ringen, maarin de ﬁ—l—ide~
alen acn de maximum— c¢n minimunvoorwaarde voldocn. it is indcrdaad
een uitbreiding, want hieraan voldoen uiteraard alle eindige ringen
én de resthlassenring mod m in d¢ ring der gehcle getallen is, als m
gecn pricmgetal is, geen hypercomrlex systccm.

Later is het gelukt wit dc voorwacrden van Artin dc maximumvoor-
waarde nog weg te laten. OCok dit is ecn uitbreiding; neem het systeem
bestaande uit oneindige rijen nullen en enen, waarin cveanwel slechts
eindig veel .enen mogen voorkomen en definieer optelling docor op te
tellen alsof het duaal geschreven natuurlijke getallen waren, dus met
tweetallenoverbrenging, maar laat hetgecn er aan de¢ voorkant eventucel
uitgeworpen wordt weg. B.ve.

1001110101 .40

1100111000 ...
01101071101 ves

Het is duidelijk, dat dit systeem c¢cn commutatieve groep vormt. We
bewijzen dat alle echte ondergrocpen eindig zijn cn de ondergroepcn
dus aan d¢ minimumvoorwaarde voldoen. Stel ccn oneindige ondergroep H
dan bevat deze voor ieder natuurlijk getal n een elcment met ecn 1 rechts
van de n° plaacts., Stel ecn clement a &€ H met zijn meest rechtse 1 op

de m® plaats, den is 2% 'a = (1,0,0,...), dus (1,0 O,...) € H, 2% 25 =
= ( #,1,0,0,.44.), dus 00k (0,1,0,0,+.+) & H enz; dus H bevat alle ele-
menten met nullen voorbij de m® plaats. Daar dit voor iedere m geldt,
is H dec hele groep. De groep voldoct echiter nict aan dc maximumvoor-
waarde voor ondergroepen, want voor iedere n is de verzameling van
elementen die voorbij de n® pleats nullen hebben ecn ondergroep, en
deze ondergrocpen vormen cen nict— afbrekende stijgende keten. liaken

we nu van dc groep ecn ring door dc definitie ab = O voor alle a cn b,
dan zijn alle ondergroepen tevens l-idecalen; de verkregen ring voldoet
dus wel aan dc minimum—- maar niet aan de maximumvoorwacrde voor l-idca-
len.

-+




R 10
Een matrixring gﬁm over ¢cn lichaam ¢ is blijkbaer cen hyper-
complex systeem van reng n? met besiseclementen E;; . Neem nu
omgekeerd een hypercomplexsysteem G met één over g . Dan is dit
isomorf met de ring der linksvermenigvuldigingen en dasr deze
laatste verwisselbaar zijn met de¢ elementen van 9‘, zijn het
lineaire transformaties van de vectorruimte G over¢, welke
laatste een ring vormen, isomorf met ?’h ( ¢ is nu commutaticf
verondersteld). Dus G is isomorf ( en wel @ - isomorf) met een
deelring van ﬂ, . Als G geen één hecft kunnen we het inbedden
in een hypercompe systevm met één door cen basiselement =
toe te voegen en te definiéren 8, 8&; =8 8, =2y . Het zo ver-
kregen systeem is isomorf meteen deelringven een matrixring
en dus G a fortiori., Dus;

Een algebra over een licheamfis isomorf met een deelring
van een metrixring over ¢

Een element a van een ring heet nilpotent als er een ne-
tuurlijk getal n bestaat wasrvoor a"= 0. Eem deelverzameling
van een ring heet een nilverzameling als alle elementen van de
verzaemeling nilpotent zijn. Een deelverzamelinngan een ring
heet nilpotent als er een natuurlijk getal n bestaat, zodat
het produect van n factoren V(ook geschreven V%) alleen uit het
nulelement bestaaty d.w.z. als ileder product van n factoren
2, a2.....an uit V nul is. Uiteraerd is een nilpotente verza-
meling een nilverzamelings het omgekeerde hoeft niet te gelden.
De betekenis van begrippen 2ls nilring, 1 - nilideaal, nilpotent
r - ideaal enz. is nu wel duidelijk.

Een element efo van een ring heet idempotent als e2 = €.
Een idempotent element (kortweg een idempotent) e heet primi-
tief als het onmogelijk is twee idempotenten e, en ¢, te vin-
den, zodat e = e, + ey ene, e, = e, €, = O, De betekenis ven
het laatste begrip blijkt uit het volgende,

Laat een commutatieve Q‘groep directe som zijn van Si-

ondergroepen : G = G, +...+ G,. Dan is iedere x£G op één en
slechts een wijze te schrijven als x = Xy Fooot Xy (Xi.é Gi)’
De afbeelding Ei X =Xy is dan een &2 endomorfie. Hiervoor geldt:
ES = B; , E; Ey = 0 als i#] en By +...E, = 1 (de identieke af-
beelding). Als er omgekeerd n Q-endomorfieen F, bestaan, zodat
F?- =F;) F, F. =0 als i#] en Fy +.0et By =1 en we definiéren
G; als het beeld van G bij F; (G; = F; 6) den 2ijn G;. f2~-onder-
groepen en G = Gu‘ *ooot Gn en de bij deze ontbinding horende
Ei zijn gelijk aan deEi.Verder is als E een idempotente St-endo-.
morfie is en Zyp is de verzemeling van de elementen 2 van G .

oot
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wa rvoor. Bz = o (dit is blijkbaar een S?rondergroep ven G), G =
zEG-t-ZE , want E(x ~Ex) =0, enalsEx+z=0enk z = o,
dan is 0 = B(E x + 2) =E x en z = 0. Als ZE"O, dan is bij iedere
x een y. te vinden zodat x = Ey,” dus E x ==E ¥y =Ey., = X, dus
E = 1. Als Z # 0, dan is er een idempotente & Qendomo:cfie E ' zodat
E+E = 1, E E'"=E'E = 0, dus 1is niet primitief. In een %l -en-
domorfieénring is dus 1 dan en slechts dan primitief als het de enige
idempotent is. We ncemen een idempotente Gt ~endomorfie een projeciic,
We noemen ecn 32 ~groep G onontbindbaar els de enige manieren wasrcy
G als directe som van twee St ~ondergroepen te schrijven is, zijn
G=G+0enG =0+ G, Een%~-groep G is dan en slechts dan onont-
bindbasar alsg de identicke endomorfie een primitieve projectie is.
Als G een commtatieve Si-groep is enk eenilendomorfie, dan noe-
men we ZA de verzameling der elementen z, waervan A z = o3 4it is
weer een i¢ - ondergroep. Blijkbaar is 2, 2,2C€2,3<C +ous. Als
Zik = ZAk+1v dan is ook ZAk+1 = ZAk+2 = ..., S3tel n.l, zé& Ly4+2 o dus
A1:4—2

£ = 0, dus Ak+1(A z) = 0, dus A z¢ ZAKM’ dus 4 ze ZAR , dus

k+1

o= 454 2) = a¥z, qus z ¢ Zyk+l . Stel m 4G =G en 5, £ o,

dan is er een z £ o met 4 2z =o, bij z ie er een x zodat z = 4 X

(dus xf ZA) en o = 4 z x A°x (dus x¢ %, .2) . Dus bevet 7,2 in dat
geval meer dan Z,; we schrijven dit ZA2>ZL (dus z‘,g_,z en 7,2 £ Zj&)°
Op deze wijze verdergasnde vinden we ZA<'Z£.$2 <ZA3 € +ve» Hieruit vin-
den we:

Als de Si-ondergroepen van G aan de maximumvoorwasrde voldoen en
4 1is een S¢-endomorfe afbeelding van G op zichzelf (L G = G) dan i
4L isomorf (Z = 0), dus een 5? -automorfie.

Beschouw nu de ketting G DA 6D2% > ... als &% = &5, dan is
AkHG +2G = ... Dtel nu Z, = 0 en ikkG = k'”(} dan is er bl;; iede~
re X een y te vinden zoda‘b ﬂ.ﬁ y dus o = A(4%x - ¥ )
dus %x = a5 1y s dus X AkG enz. A G = G. Hieruit vinden We:

Als de {! - ondergroepen van G aan de minimumvoorwsarde voldoen
en A is een S¢- isomorfe afbeeclding van G in zichzelf (Z = 0), dan is
A een afbeclding op (A G = G), dus een 0 —automorfic.

Door combinatie vinden we:

Als de 2 -~ ondergroepen van G san de minimum- en aan de maximymvoor-
waarde voldoen en A is een 32 - endomorfie, dan is A een antomorfie
of 4 G<G en 7, £ 0.

Als de maximumvoorwzarde geldt is er een kleinste k waarvoor

Daarvoor geldt ZAkﬂAkG = 0, Stel n.1. W = A"x en & W = 0. Dan 1is

Azkx = 0 en,dasr ZAQ}( = ZAR » O = Akx = W,
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Als de minimumvoorwaarde geldt is er een kleinste m waarvoor ARG =
A1, Daarvoor geldt G=(A"G, 2 m)’ want bij iedere x is er een y te
A

—

vinden zodat A%x = A% By en dus is A™(x~-A"y)=0 en x=(x-ATy)+a"yé(2Z m,AmG;.
A

Als de maximum—~ en minimumvoorwaarden beide gelden is k=m, Uit

Z k+1=Z g Volgt namelijlk dat voor de door A in de S -ondergroep Wb

A
geinduceerde endomorfie B geldt ZB“O Daar ook in AkG de minimumvoor-
waarde geldt volgt daaruit B(A G):A G, dus AkH(}:A G, Ccus m & k. Ult
AmGr-AmHG:A(AmG) volzt, daar in APG de maximumvoorwaarde geldt, voor dJdw
in A™G door A geinducecrde endomorfie C, dat 2,=0, dus A% ZAzO. dug
zAmM = ZAm, dus k § m. Dus k = 1, en in A¥G is A een automorfie. Ver-
der is in ZAk natuurlijk A nilpotent. Dus

Stelling van Fitting: Als in cen commutatieve 51 —groep G de Si-
-ondergroepen aan de aeximun~ en de ninimumvoorwaarde voldecen is bij
jedere §2-endomorfic A een natuurlijlk getal k te vinden, zodat G=
==AkG+ZAk (directe som), waarbij A nilootent is in Z . en een automor-
fie in AkG.

Fen direct gevolg hiervan is:

Als in een commutatieve 52 -groep G de {2-ondergroepven aan de maxi-
mume en de minimumvoorwaarde voldoen en G is onontbindbaar, dan is ie~
dere S? -endomorfie van G nilpotent of een automorfie.

Een comumutatieve g?-groep G heet wvolledig reducibel als bij iederc

gﬁ-ondergroep H van G emn fZ—ondergroep H1 van G bestaat, zodat G=
=H+H1‘

Een gznondergroep H van een volledig reducibele 5?~groep G is vol-
ledig reducibel.

Neem een ! -ondergroep X van H. Dan is er een K1, zodat G=K+K4, Gus
H=(K, K, N H); verder is K A X,=0, dus K 0 X, A H = 0, dus H=K+(K, 1 H).

In een volledig reducibele i -groep velgt de minimumvoorwaarde voor
&2 ~ondergroepen uit de naximumvoorwaarde voor gﬁ—ondergroepen en omge-
keerd.

Bewijg: Neem een nict-afbrekende dalende ketting GzG-.> G2,> G3:>¢.oe
Er zijn dan G £ 0 voor i3 2, zodat Gy 4=G;+G';. Dan is Gy=G',+G,=

= G +G*

2
kende stijgende ketting. Dus uit de maximumvoorwaarde volgt fde minimum-
voorwaarde, Neem nu een niet-afbrekende stijgende ketting 0-<G1< G2<;...
Bepaal G', zodat G=G,+G', en G', voor i>1 zodat G'y_ -(G N Gi)+

+ G . Nu is (Gi’ G‘i) 3 Gy 4 en (Gi, G'i) 26, 1 (omdat G, 2 Gy

3*G3=... en G'y {Gry+6! 3 < G'2+G'3+G 4< +++ is een niet-afbre-

i1

R 1) ¢
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é'Gi, G.i):i(Gi"1’ Gi_1) ea met inductie: (G, G’i)zG. Nu is
- nsj_nG-i= 0, meer G‘inGit'iG'i_1 (omdat G'iCLG'i_1), dus
iﬂ 'i = 0, dus G= G + G‘i. Hieruit volgt G‘i<'G'i 43 dus
G* )G'27 ... ‘is een met-—af’brekende dalende ketting. Dus uit de
minimumvoorwsarde velgt de meximumvoorweaarde.

Als G volledig reducibel is en aan de maximum- of minimumvoor-
warrde voor§§~ondergroepen (en dus aan beide) voldoet, dan is
G = Gu+ ....+G,, wasrin G; enkelvoudige (of irreducibele) '’-onder-
groepen zijn. Als omgekeerd G = (G yeeesGy) en Gy zijn irredusivele
Q2 -ondergroepen, dan is G volledig reducibel en voldoc, aan noexi-
mum- en minimumvoorwaarde.

Bewijs: Eerst concluderen we uitsluitend uit de maximumveoer-
wasrde, dat G te schrijveniBGa:G1+...+ Gn, wearin Gi onontbindbuanr
zijn., Stel namelijk dat het niet kon, dan was G = G+ G', met Gﬂé Q
&'y # O en minstens &één van beide (b.v. G'1) ook niet zo te schrij-
ven. 6‘1 splitsen we weer op dezelfde wijze verder enz. en krijgen
zo voor iedere n : G = Gy+e.odG + G’n. Dan vormt G1<TG1+ Gp <ene
een niet-afbrekende stijgende ketting. Stel nu in het gevel,dnr
G volledig reducibel is, zc 'n schrijfwijze gegeven en last Gi niet
enkelvoudig zijn. Dus is er een G'imﬁt 0<5G’i<fGi. Daer Gi volledig
reducibel is is er een G"i zodet Gi = G'+ G"i. Masr nu is ook
D(G”i{(}i en 4it is in strijd met de onontbindbarrheid ven G,.
Dus zijn elle Gi irreducibel, Laast nu G = (GT""’Gn) met irreduci-
bele G,zijn. Neem een S —ondergroep H van G. Dan is HOG,= 0 of
HOG;= G;. Als de loatste betrekking ven alle i geldt is H = G. An-
ders is er een 1, zodet HAG; = 0 en dus Hy= H + G; . Met H4 herhnlen
we hetzelfde proces en vinden Hq = G of er is een i % i; zodat
H{WG = 0 en dus H2 =H+ Gy ¥ G . Tenslotte v1nden we G = H + Gi
+...+ Gi = H + K wasrmee de volledlge reducibiliteit van G is esen~
getoond. Or de maximumvoorw=arde sen te tonen, merken we op, dat we
volgens het bovenstaande, a2ls complement van H in de directe son
steeds een som van Gi‘s Iunnen nemen en wel zo dat als we H vergroter.
de som door een deelsom wordt vervengen. Nemen we nu een ketting
H1EZH263... en vormen we de complementen op de beschreven wijze, amwn
~kunnen er slechts op eindig veel pleatsen {(in de ketling stazn, wan<
telkens waer dat gebrurt verdwijnt minstens één term uit het comple-
ment. De ketting breekt dus af,
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Als R een ring met één 1 is, beschouwen we zijn additieve groep als
een.sz-rgroep, waarin 2 bestaat uit de linksvermenigvuldigingen van R.
Ru zijn de 2 - endomorfieén van de S - groep juist dc rechtsvermenig-
vuldigingen. Laet n.l. F(a)x = ax een linksvermenigvuldi_ ing en G(b)x=-
= ¥b een rechtsvermenigvuldiging zijn, dan is F(a)G(b)x = F(a)xb =
= axb = G(b)ax = G(b)F(a)x, dus G(b) is een il - endomorfie. Als A een
$? - endomorfie is, en A1 = a, dan is Ax = A(x.1) = AF(x)1 = F(x)A1 =
= P(x)a = xa = G(a)x, dus A een rechtsvermenigvuldiging. Daar bovendien
R invers-~isomorf is met de ring der rechtsvermenigvuldigingen, is het
om de structuur van ringen met één na te gaan voldoende de structuur
te bepalen van de Q- endomorfieenring van een additieve groep met een
operatorenverzameling Q.

Als een ring R met één elementen éi (i,j = 1y+..,0) bevat die vol-
doen aan g:e =1 en e 1j kl = ’;kell’ dan is R isomorf met B waarin
B uit de elementen van R bestaat, die verwisselbaar zijn met alle eij'
Bovendien is B isomorf met ey Reli.

Bewijs: Als a € R, dan is alJ =T e..8 esx € B(want E;ekla ®5xpq =

= epi jq = pq ]Z ey 8 e, k) en verder is a =_. e lJ 13 (want ? e. i

'ggeki a ejk = jz'e.. a 33 = a) en deze schrijfwijze is eenduidig,

want uit aij ¢ B en E:el. a 1 = 0] volgt al E:ekl (> 4_ ‘j aij)ejk“

= 0., Hieruit volgt dat R isomorf is met B « Daer ekk( 25 e. i3 aij)ekk =
= €pp Sk gelds €yk R e ey = ekkB en de afbeelding a — €yd voor a & B
is cun isaomorfie,

Als G,G,,6, ‘2= groepen zijn en G = Gy + G, en 1 =E, +E, zijn de
bijbehorende projecties, dan is, als R de 5!~ endomorfieénring van
G is, dei?-endomorfieénring R, van G, isomorf met E,RE

1 1 177
Bewijs: Wor A & R beeldt E AR, %gin O en G, in zichzelf af en indu-

ceert dus een B ¢« R1 die dan en slechts dan nul is als E,‘AE1 = 0. Als
omgekeerd B € Ry dan is E,BE, ¢ R en E,BE, = L,(E,BE,)E, € E,RE,. In
R1 is E1 echter de identieke transformatie dus daar is E1BE1 = B,

Als G = G
) - isomorf zijn dan is de "1 - endomorfieénring R van G isomorf met

4+ -eo + G (alle G¢ - groepen), waarin de G, onderling

Sn wasrin S de 52— endomorfieenring van een der Gi is.
Bewijs: Laat 1 = E1 + ;;. + En de pfogectles zijn die bij de directe
som behoren, Kies verder (- isomorfieen B4 tussen G1 en G; (i £1).

o pon - N 1 % ——
Noem E;; = EypEjy = By Byq Eqqs Byy = Byq Byq Byy o0 Byy = Byy Eyy voor

i£g3, 141, J£1. Dan is EijEkl = 5jkEil voor alle i,j,k,l. De rest
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volgt uit het bovenstaande.

Uit de stelling van Fitting volgt direct:
Stelling van Schur: Als een [ sroep irreducibel is, i1s zijn S2-
-endomorfieénring een scheef lichaam.
Stel nu een volledig reducibele D - groep G, die aan de minimum -
of maximumvoorwaarde (cn dus aan beide) voldoet en laat ¢ = G1 + aes +
+ Gn een splitsing in irreducibele &2 - ondergroepen zijn. Stel verder

hierin Gy, +.. , G onderling S¢ - isomorf, Gk1+1’ cer o °k1+k2 onder-
ling 5S¢ - isomorf mecr niet 52 - igomorf met G, enz. Laat nu I, en H,
irreducibele 9~ ondergroepen van G zijn en B een £¢- houomorfie van
H1 in H2’ dan is B = O of een S - isomorfie van h1 op h2. s 1 = 31 +
t eaae + En correspondeert met bovenstaande splitsing en 4 is een 5l
endomorfie van G dan induceert EjAEi een R - homomorfie van Gi in Gj.
Ms 1 een van de getallen Ky + 000 + kp_1+1, vew k1 + eee t k_1is

en j een der getallen k, + .ou + kq_1+1, R A kq met q £ p.

dan wordt G; door EjAE- in ? ?fbebeeld en G voor k £ i ?o§, dus dan is
% E ] — ) 1 ,1« "‘l -t
l—lj;wi-—O- Als V?e matellen & = .4,1 + ses + uk," s g

k1+-~‘+kt,1*1 + eee + u e kLY waarin k1 + oo t Lt = n, dan is

A= 3 s 41).41)1 e 200 2 (8) | paan ()5 (P) 5 (@ gsa)y

=0 als bS] # q is u(p)“’(P) een ideaal in R en R is directe som van deze
idealen. Verder is I p)RE(P) isomorf met de ring der 2= endomorfieén

~(D)g _ is (P pdp)
Va ot G' - Gk.}'*" v + k 1+1+010+Gk1+ oo + 1,_ s dU.S 18 i .PLL(p)lSO"'

“p
morf met een matrixring ¢W‘over ezn scheef lichaam (ﬁ(P), dat isomorf
is mev ubﬁz-— endomorfleenrlng van Gk
de structuursteiling:

1+...+k +q Dit gecft de volgen-

- 1

Deltendomorfieenring van een volledig rczducibele QR - groep, die aan
de minimum - (of maximum -) voorwaarde voor &¢ - ondevgroepen voldoet,
is een dir:ccte som van idealen, die matrixringen over scheve lichamen
zijn.

/e herinneren ons, dat als een ring dircecte som van ideelen is, de
idealen clkaar annuleren en ve dcr dat een matrixring over een lichaam
enkelvoudig is. ils omgekeerd een ring R directe som is van elkaar au-
nulerende ringen R = R+ ... + R met RiRj = 0 voor i £ j, dan =i jn
de Ri idealen, want uit X; € Ri Ny = ¥4t eee Ty E R volgt XY =
= xiy1+ eee T XY= xiyiégfgien yx; = 4% le,ih. Verder zijn de Ri
in dat geval, als ze enkelvoudig zijn als idealen in R ook enkelvoudig als
ringen. Is namelijk § een linksideaal in R1 en s &€ S5 en x = x1+...+xnéﬁﬁ
dan is xs = x1s+...+xns = Xy £ De. BVenzo voor een rechisideaal.
Als ten slotte een ring met één directe som is van niet verder in een
directe som van idealen te ontbdinden idealen R = R1+...+Rn dan zijn de

idealen eenduidig bepaald. Laat nsl. volgens deze ontbinding 1 =e1+...en
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zijn, en verder een tweede dergelijke ontbinding R = S1+¢..+Sm gegeven
zijn.

Voor sy € S1 geldt dan 8, = 151 = €48+, .48 B, maar eis,‘e Ri dus
dit geeft een directe som, dus alle zijn nul behalve één en S1c_ R:$

evenzo bewijst men RiCSk, dus k = 1, dus S1 = Ri en evenzo voor de an-

" dere S;} .

Een ring S met één heet volledig primair ale hij een nilidesal R
bevat zodat S(mod R) een scheef lichaam is. Stel b €S, befR dan is er
een ¢ zodat cb =be =1(modR), dus be = 1+z met z &R. Als z"= 0, dan is
(‘1+z)(1-—z+z‘2-...+(—1)m"1zm“1)= 1 en dus heeft b een rechtsinverse
c(1—-z+...+(~1)m_1zm"1). Evenzo heeft b een linksinverse. R is dus juist
het verzamelingstheoretische complement van de verzameling der z.g.
eenheden van de ring S en is dus eenduidig bepaald (een eenheid van een
ring met één is een element dat zowel een limks~ als een rechtsinverse
bezit).

Als G een onontbindbare ga—groep is die gan de minimum- em maximun-
voorwaarde voor S.-ondergrcepen voldoet, dan is de endomerfieénring S

van G volledig primair,

Bewijs: Volgens Fitting is een A€ S een aytomorfie of nilpotent.
In het laatste geval is zowel AG = G als ZA = Q0. Noem de verzameling
der 2 ~endomerfieén, die geen automorfieexn 2zijn R. Dan is als B&R en
A&S, ABeR en BAER, Laat verder voor Bieﬁi B +B2 A een automorfie
zijn, dan is, als C = B, A 1, C1+ C% 1. Daar C2ER is 02 nilpotent,
dus 02 0 en dus C, (1+c pteeetCs )=(1=C,) (1€ +...+c21‘ )=
=(140,+...05 1)(1~02) (148,400 + Ger D) C,, dus C, is een euto-
morfle, dus C *R hetgeen een tegenspraek geef‘c Dus R is een ideaal,
Tenslotte geld‘t voor een nevenklesse A+R¢R, dat A een automorfie is,
dus (A+R) (4™ +R) =14R , dus S(mod R) is een scheef lichaam,

Als een collectie \f/van l-idealen van een ring S zo is dat ze met
twee l-idealen ook hun som bevat, dan is de verzamelingstheoretische
vereniging V van de elementen van de l-idealen van Yook een l-ideaal.

Bewijs: Als v1e,V,72cV dan zijn er A zf‘f’, 26%‘/ zodat ¥, €4, ,

| *
;:,;V %2, dus v, E(A1,A2) €4, dus v1+v2ev Als x ¢S, dan is
"XV“‘ da

4 € ¢ dus xv, €V,

Als A1 en A2 nilpotente (]5-l~idealen van een sﬁ-ring zijn, is (A,,'_.j-,:':
ook een nilpotent (ib-—l-ldeaal.

Bewijss Stel A A2 = 0. Vorm (A1’A2)r+s—-1' Deze bestaat uit
elementen van de ‘gedaante

Z{;} (a. 1xto k) met a. kcf-A1 yD sk Choe

Dit bestaat uit een som van termen van de gedaante CETREL M met
cy € A1 of c; & Az. In een dergelijk product komen of minstens r factoren
uit A1 of minstens s factoren uit "*2 voor. Neem het eerste geval (het
andere gast analoog). Daar A,‘ een l-ideaal is kunnen te.kens factoren :
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uit &2 die links van een element van A1 staan met dat element samen-
genomen worden tot eem nieuw element van A1. Zo komt er d1d2...dr....
met dy,...,d, € &y, Masr dit is mul. Dus is (ig,hy) """ '0

Een analoge stelling geldt voor r -idealen, en dus ook voor ide~-
alen, Daarult volgt dat &e vercniging R van alle nilpotente d)—idealcﬁ.
een ideael is en wel natuurlijk een ¢>—nilideaal. R behoeft even-
wel niet nilpotent te zijn. Wel omvat R alle nilpotente ¢-l-idealen
op grond van de volgende stelling:

Een nilpotent Qb—l—ideaal 4L van een fﬁ-ring S is bevat in een nil-
potent ~ideaal.

Bewijs: (L,48) voldoet aan de vereidten, want het is een gﬁ—ideaal
omdat (A,AS) S c4S € (A,48) en S(4,48) ¢(4,4S) en het is nilpotent,
want AS is nilpotent omdat (4S)™*'= 4(S4)%S en Si is nilpotent omdat
SLCA, en £S5 is een l-ideaal, dus de som van A en AS is nilpotent.

Dat R niet nilpotent hoeft te zijn, zien we san het volgende voouv-~
beeld. Neem over het lichaam der rationale getallen een hypercomplex
systeem S(n) met n-1 basiselementen €qreney € 4
gingsdefinitie eiej = ei+j als i+j<n en eje. =0 als i+j 2n. Dat dewe
vermenigvuldiging associatief is, volgt uit het feit dat zowel e;(eie
als (eiej)ek gelijk is aan © 514k als i+j+k<n en gelijk is aan mul’
als i+j+k gn. Een product van n elementen van S(n) is blijkbaar stecds
nul, maar e1n—1= €1 # 0. Dus (S(n))"= 0, (S(n))n-1 £ 0. We vermen nu
oneindige rijen van de gedaante (a1,a2,...) met aiéas(i), maar zo dat
slechts eindig veel der &y £ 0 zijn. Optelling, aftrekking en vermenig-
vuldiging geschiedt componentsgewijze, dus (a1,8.2,...)i (b1,b2,...)=
=(a1i b1, ayt bz,...) en (a1,az,..)(b1,b2,.‘.)=(a1'b1 ,a2b2,...). Deze
verzameling R is blijkbaar een ring. Nu is in R de  2rzameling der
elementen (a1,a2,...) waarvoor alle a;= 0 voor i>n bij een vaste n
blijkbaar een nilpotent ideaal en daar ieder e¢lement in zo 'n nil-
potent ideaal ligt is de vereniging van alle nilpotente idealen R zelf.
Maar R is niet nilpotent, want als we in S(n+1) een element b kiezen
waarvan b2 £ O dan is van het element (a1,a2,.. ) van R waarvoor geld:
a; = 0 voor i A n+1 En 8,4 = b de n%® macht ook £ 0.

Voor de struetuurtheorie is het gewenst dat R wel nilpotent is.
Artin verkreeg dit door de meximumvoorwaarde voor ¢-1-idealen can te
nemen op zeer eenvoudige wijze: Neem een maximaal nilpotentcﬂ-l-ideaai
A, dan is ACR. Als er een x€R, fo bestond, dan was x¢B, B een
nilpotent Ci)—l-ideaal met B#A. Maar nu is (4,B) ook een nilpotent

-l-ideaal en A <(4,B) in strijd met de maximaliteit van A. Dus a=R
en A is nilpotent.

Het is echter ook mogelijk hetzelfde uit de minimumvoorwaarde
voor gb-l-ideelen te halen met behulp van de volgende stelling:

Als de qb—l—idealen van een(f—ring gan de minimumvcorwaarde vol-
doen, dan is ieder q5—l-nilideaal nilpotent.

en de vermenigvuldi=-

"
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{ Bewijs: Laat A een gﬁ - 1 - nilidegal zijn dan is 4 > 32 :?A3 e
een dalende ketting ¢~ 1 - idealen, die dus afbreekt AS=A¥*1.4K+2
7e willen bewijzen dat A¥=0. Htel daarom B=:X £ O, den is B = B2. DTr
bestaan dus @ - 1 - idealen ¥ ¢ B waarvoor zeldt 30 £ O. Ileem een mini-
maalg-1- ideaal PC B wa.rvoor 3I £ C. Dan is er een b e P waarvoor
Bb £ O. ilaar Eb is een - L - ideaal, Bb< P en B(Bb) = B%b = Bb £ Q,
dus wit de minimaliteit van P volgt 2b = P, r is dus een a € B zodat
ab = b, maar hieruit volgt b = ab = ab2 =.ee= 0 ondat b nilpotent is.
Dit peeft zen tegenspraak met b £ O, dus B = O.

In e:zn ¢—- ring S, waarvan de gﬁ- 1 ~ idealen zan de ninimumvoor-
waarde voldoen, hect de vereniging van alle nilpotente ¢-idealen (aie
dus tevens alle ¢-— nilidealen cmvat) het radicagl R van Y. Let radicaal
is dus nilpotent.

Ilen zou kunnen denken, dat een analoge beschouwing als hisrboven
voor nilpotente idealen gegeven is, ook voor nilidealen te _even .o.
My is de som van twee nilidealen wel weer een nilideaal, hetgeen vel [,
uit de volgende stelling. '

Als A een nilideazl is van een ring S, a € 4, b & S, b nilpotent,
dan is a+b nilpotent.

Bewijs: (a+b)T = c+b® met ¢ ¢ A; als r zo groot is dat v’ = O is,
is dus (a+b)r€ Ly maar we elementen van A zijn nilpotent, dus a+b is
nilpotent.

Hieruit volgt dat de veoreniging van alle ¢- nilidealen weer een
# ~ nilideaal is, m.a.v. dat er een grootste $-nilideaal bestaat. let
is echier onbekend of dit ook de p— 1l - nilidealen omvat. Uit is een
belangrijk open probleem van de ringtheorie. Dit hangt samen met het
volgende open probleem (dat overigens met het bovenstaande asquivalent
is):

Is de som van twee f—-L—-nil idealen een ¢-—- 1 - nilideaal?

7Te tonen nu nog even aan datde twee problemen indcrda.d aecuivalont
zijn. In de ene richting is dat heel makkelijk:

Als de versniging U van alle { - nilidealen ook alle (ﬁ-—- 1 - nilide-
alen oavat, is de¢ som van twee j— 1 - nilidealen een gﬁ-—- 1 - nilide~
aal. '

Immers alles is bevat in U,

Om het omgekeerde te bewijzen hebben we de volgende hulpstelling
nodig:

Het (p - r - ideaal voortgebracht door een element a vem-een %3,3_ -
nilideaal is ecn ;ﬁ-— r -~ nilideaal (en duaal met vervanging van r door
1 en van 1 door r).

Bewijs: De elementen x van het f - r - ideaal voortgzebracht door
a zijn x=navar+ 3 * of 14 K yor+e A g @ Wet n geheel, r willekeurig
in de ring en q’ﬁ ¢ ¢ . Som en verschil van dergelijke elementen z:z.m
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weer dcrgelijke elementen. Zen derpelijk clement van rechts vermenig-
vuldigd met 8 in de ring geeft (bedenk dat de elcmenten van ¢verwis-—
selbacr zijn met de rcchits - en linksvermenigvuldigingen) : a(us+rs+
+ ,Zi'u(i‘lo{i?“ A 3y 8), dus weer zo'n clement. Ten slotte geeft

“/3&4}7 toegepast oplzo‘n clcment : a(/j )+ Z_, ‘-E(Am-
,.z_t FOR P X 1ot Xy 8 dus weer zo'n element. Vorm nu het Lkwadraat
van zo'n element, dan eeft dit: alnx+rx+ Zj—_y( i1 D(iz"' dik.x) = ay
L
met y in dc ring. Omdat a in cen 1 - nilidcaal 1ligt is ya nilpo}.:cnt:
(yz2)™= 0, nmaar dan ook (ay)m'*'1 = alya)™y = 0, dus x is nilpotent.
Als in cen ¢~ ring stects de som van twee - 1 - nilicealen cen

- 1 - nilideaal is, bevat de vereniging U van alle 5}—- nilidealen ook

alle 515--1«:;11 idealen.

1 Bewijs: Vorm de vereniging L van alle ¢-— 1 - nilidcalen. (r grond
van het gegeven en cen vroecgere stelling is L ecn ¢—l—nilide;»:al. piE
bemrijzen nu det L ook cen r-ideaal, dus ecn ideaal is. Necm doortoc cenack o

eenruit de ring. Omdat a in het ¢—li-*ni3.ideaal L ligt is het j-— r - ldceo

voorticbracht door a een ¢~ r - nilideaal. Dit bevat ar; daar ar in
een ¢-‘ T - nilideael lizt, is het ;25— 1 - ideaal voortycbracht door
ar een 5{5- 1 - nilideacl. Dit is bevat in L, dus ar € L. Ilu is L nals

- nilideaal bevat in U, dus U bevat alle ¢- 1 - nilidealen. (la-
tuurlijk is L = U, want cen ideaal is a fortiori cen 1 - idcacl).

Als deo ? - 1 ~ idealen van cen ¢—- ring can de minimun- en maximum-
voorwacrden voldocn, dan geldt voor ieder - 1 - ideaal, dat het nil-
potent is of dat het cen idempotent bevat.

‘ Bermrijs: Ncem als operatorenverzameling & de vereniging van (Z\met

’ de verzameling der linksvermenigvuldigingen, dan zijn de G2 - onder-
groepen juist de ) - 1 - idealen. Als he* ¢> - 1 - ideaal A nict nilpo-
tent is en A = A1+A2(Al. (p- 1 - idealen) dan is minstens een van beide
ook niet nilpotent. e mogen daarom A onontbindbaar veronderstellen.
4 is ook geen nilideaal (wegens de minimumvoorwzarde). Nu is een rechts
vermenizvuldiging G(b) met b &€ A toegepast op A een &2- endomorfie, dus
volgens TFitting is G(b) nilpotent of een automorfie. Als Z‘G(b)f koo
is {G(b)}kb L 0O, dus b nilpotent. Daar A geen nilring is, is er
gen b € 4 waarvoor G(b) een automorfie is. Er is dan een e ¢ A waarvoo:
b = G(b)e = eb. Dan is G(b)(ez-—e) = (e2-—e)b = 0, dus e’e = 0, e“ = e
en e £ 0 wegens 4 £ 0. Dus e is de gezochte idempotent.

Als A een irreducibel ¢~ 1 - ideaal van een ¢— ring S is, 1isg A2 =
of A = Se, waarin e een idempotent is.

Bewijs: Dit loopt geheel analoog als het bewijs van de vorige stel-
ling, nu nmet de stelling van Schur in plaats van die van Fitting. Nu
is G(b) of de nulendomorfie of eecn automorfie. Als G(b) de nulendomrr-

fie is voor alle b dan is Xxb = O voor alle x & 4, D € A, dus 1&2 = Q.

0

N/
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Anders is er een b & 4, waarvoor G(b) een autonorfie is. Lvenals boven
concludeert men hieruit dat A een idempotent e bYevat. Nu bevat Se het

element e = e £ 0, dus Se £ 0 en Se &€ A. Uit de irreducibiliteit van
L volgt dan Ge = A.
en - ring heet halfenkelvoudis, als de 9(5” 1 - idealen aan de

ninimumvoorwaarde voldoen en het raalcaal nul is (d.w.z. de ring geen
nilpotente ¢l-idealen bevat)

Als 35 een ¢-— ring is, waarvan de %-« 1 -~ dd:alsn aen de minimum—
voorwaarde voldoen en 2 is het radiccal van S, dun is de restklassen-
ring 5 = $ {(mod R) halfenkelvoudig.

Derijs: Als A een cﬁ- 1 - idezal van S is en . is de verzameling
der elenenten der restklascen die .. vormen (dus A = A (mod R)) dan is
A een ¢ 1 - ideaal van &. Jearuit volgt onmiddellijk dat de @-— 1 -
idealen van S ook aan de minimumvoorwaarde voldoen {Hiervoor hoeft R
nieL het radicaal te zijn; het geldt voor ieder gf- ideacl), Laat nu
A een nilyotent ¢§- 1 - ideael ven S zijn, k = O, dan is blijkbaar
AkC . Maar R is nilrotent, R™ = 0, dus AkmC 2% = 0. Dus & is nil-
potent, dus A C R, dus & = O.

Zerste hoofdstelling van de structuurtheorie: Zen Lalienkelvoudige
¢) ~ ring S hecfteen één en is directe som van irrsducibele ¢ - 1 - ide-
alen (d.w.z. als '_Qbestaat uit en de linksvermenigvuldigingen is de
Q - zroep volledig reducibel). Omgeleerd is een Qﬁ—- ring met é¢én, die
een som is van irreducibele ¢~— 1 - idealen, halienkelvoudig.

Bewijs: Stel 5 is halfenkelvoudig. e bevwijzen ecrst dat & directe
gom is van irreducibele - 1 - idealen. .ls S de nulring is , is er

niets te bewijzen. Anders bevat 3 cen minimeal - 1 - ideaal A1 £ O.
2 e ) o - 5 L . > )
8 A = ! ¢ g AMls § = 4, zijn.ve
Infa uxg.:, b A ;éﬁo,(dé:) \ ey met een idempotente €y iy 81

Noem A' de verzameling der z & 5 waarvoor ze,i = 0., Dan is A' een

¢-— 1 -~ ideaal. Verder is A N A" = 0 (vit x = ye, en xe, = 0 volat

0 =xe4 = ye12 = ye, = x) cn omdat voor a g S geldt a = aey + (a~ae1)
en (a«-ae,l)e1 =0, 1s & = 4, + &', Verder 1s 0 < &' ¢ S, Als &' irredu-
cibel is zijn we klaar; noem dan L' = A2, dan is S = A1+A2" en .l-s.2 = 592
met cen idempotente €ye Anders gaan we met A2 verder als boven met S
en vinden A' = A2 + A'' enz. Uit de minimumvoorwaarde volgt dat dit
proces moct aifbreken (anders was S DA' > A'' > ...). Dus S = hytaaotd
met 4, irreducibele ¢~1- idealen en A =Se; met idempotente e,s Uit de
constructie volsgt verder nog e:L = 0 voor i 7 j. I bewijzen we het
bestaan van een één, lioem v = £ ey - Zq i€ * E{Feiejek..m

+ (-1 1e1 €peeseye T berekenen nu eV (als onder 3° cen index tusgen
haskjes staat betekent dat, dat over die index niet gesommeerd wordt):
eV ...{Z C85~ (EZ C38yteee = Ot (% ey i"(% eyCy~ {% €y 0304t
touna = X Daar iedere a € S te schrijven 1s als Xahck, is ook
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av = & voor iedere a £ S. In het byzonder is v2 = V. Vorm de verzame-
ling B der z & S waarvoor vz = 0, dan is B een ¢ -r- ideaal. Als
z; € B, is z,2, = (z,}v)zg = z1(v32) = 0, dus 32 - 0, dus 3 = 0. Voor
iedere ag¢ S geldt v(a-va) =0, dus a ~ va = 0, dus a = va, Jus is v
de gezochte één. Daarmee is de eerste helft van de hoofdstelling bewe-
zen., Ga nu uit van een ¢ -ring met é¢én die som is van irredveibele

g—— 1 - idealen. Dan is de Q*groep volledig reducibel en voldocn de

- ondergroepen aan de minimumvoor—aarde. Dus de @- 1 - idoo=
len voldoen aan de minimumvoorwaarde. MNeem nu een ¢ -1 - ideaal 4 £ O.
Uit de volledige reducibiliteit volgt dat S = A + A' met A' cen

¢~ 1 - ideaal. Laat volgens deze splitsing 1 = e + e' zijn. Dan is
voor een & € L ook a = al = ae + ae' mst ae€ A en ae' & L', maar ook
a=a+ 0, dus a = ae, dus ¢ £ O, Verder is e = 82, dus 4 kan niet
nilpotent zijn. Dus het radicaal van S is nul.

Uit dc zodven geseven spl%tsing vo%g’c nog & + 0 =e = ee + ee', dus
ee' =0 enOC +e' =e'e+e', dus ¢' = e'cn e'e=0. Dit geeft nog de
volgende gtellingen.

Len halfenlelvoudige ¢-- ring S is dirccte som van irreducibele

@ - 1 - idealen Se; 5 = Seyte..+5e, waarin ejg_ = & en gyey = 0 voor
i £ j. Speciaal is 1 = e tenate .

In ecn halfenkelvoudige P - ring S wordt ieder ¢~ 1 - idecal £ ©
voortgebracht door een idempotent.

In een halfenkelvoudige (f- ring voldoen de ¢- 1 - idealen ook
aan de maximumvoorwaarde.

7e hebben dus gevonden, dat de Q - groep van een halfenkelvoudige

¢~ ring volledig reducibel is en de - ondergroepen aan de minimum -
en dus acn de meximumvoorwaarde voldoen. san de ene kant hebben we
voor een dergelijke 3¢ - groep de structuur van de Q- endomorfieén-
ring bepaald. Aan de andere kant is echter, omdat de ring ecun één heeft,
de ring invers-isomorf met de ring van de rechisvermenigvuldigingen cn
wel zelfs ¢— invers isomorf, omdat o x = (A 1)x = x(X 1) en dus & =
= Ho1)=HK1) en met Xx correspondeecrt G(X 1) G(x) = & G(x). Hierbij wordt
de ring der rechisvermenigvuldigingen als ¢ - ring opgevat door de
elementen van ¢ als links- (of ook als rechts -) vermenigvuldi,ingen
te laten werken. Maar de rechisvernenigvuldigingen zijn juist de
! - endomorfieén. Verder is als Sn een matrixring en ' invers - iso-
morf met S, ook S'n invers - isomorf met Sn; als n.l, a-»a' de afbeel-
ding van S op 3' is, dan levert Eeijai. - = eija‘ i de zezochte
invers - isomorfie, want = aij( = aikbkj)"> Zeij( 3 b'ygd jk) en
( = eijb‘ ji)( Zeija‘ ji) = = € 3 % b'kia'jk) T.en slotte zijn de
scheve lichamen ook scheve ¢ - lichamen, want als K zo'n scheef lichaam
is en Kn de bijbehorende metrixring, a &K en &€ @dan is of ag Kn
omdat K in de SP- endomorfieénring een ideaal is en & een - endo-
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Ten gevolge van de op het colloguium gevocrde discussie met Dr Kem—
perman ig mij gebleken, dat ccn passage in de syllabus nog wat vereen—
voudigd !‘an wordcn,
Het hier volgende komt in de plaats van het gedeclte van dc cyllabus
lopende van blz. 21, regel 19 v.o. tod cn met blz., 22, regel 11 veo.

™e merken nu op, dat we bij halfcnkeclvoudige ringen achteraf het

begrip 715 -ring kunnen missen. A priori is dc¢ cis dat ecn ring ecn hali-
enkelvoudige ~ring is zwakker don de eis det hij c¢on halfonkel-~"
voudige ring is. Laat n.l. ccn ring gegever zijn als -ring en als

Y -ring met  C y . Dan is cen ¥ -l-idcaal tevens ¢ -1-ideaal, het

¥ -radicaal is bevat in het ¢ -radicaal en als de minimumvoorwaarde
voor () -l-idcalen geldt, is dat ook het geval voor W -l-idcalen. Als
de (}') -ring halfenkelvoudig is, is de ‘f/ -ring het ook. Achteraf geldt
echtcer ook hcet omgekeccrde. Dit volgt uit het fcit dat coin halfen—
kelvoudige Cp -ring ccn één hecit, wat ¢ ook iss In ccn ¢)-—r1ng S met
één geldt voor K& P, xe,f, datax = X (1x) =(X xen ¥ x = X (x1) =
= x(ol1), dus % = F(&X 1) = G(x1). Dus ccn l-ideaal, resp. r-idcaal, Heaa
is een 79—1-—1deaal, resp. ¢’ -r-idecaal, (,P -ideaal, dus ccn halfenkelvoudi-
ge -ring is ecn halfenkelvoudige ring. ™c¢ merken nog op, dat ccen deel-
ring geen ¢ -dectring bchoeft te zijn.

Aan dc anderc kant kunnen we ook probercn in ecn ring S met één (p
zo groot mogelijk te maken. ™c zagen al dat o ¢ <;§ hetzelfde is als.
links- of rcchtsvermenigvuldiging met ®1. Het element of 1 is verwissel-
bear met allc elementen van S en ligt dus in het centrum van $5. Als
omgekeerd a € S in het centrum van S ligt, voldoet de linksvermenigvul--
diging (= rechtsvermenigvuldiging) met a blijkbaar aan de cisen die
aan ecn element van @ gesteld zijn. De grootste ¢ die dus gckozen kan
worden in ecn ring met één is de verzameling linksvermenigvuldigingen
met centrumelementen.

7e hebben in de cerste hoofdstclling gevonden dat de gﬁ—groep (S
bestaat uit de linksvermenigvuldigingen) van cen halfenkelvoudige ring
volledig reducibel is cn de QU -ondex ~groepen’aan d¢ minimum- en dus aan
“de maximumvoorwaarde voldoen. Aan de ene kant hebben we van cen der-
gelijke St —grocp de structuur van de S¢ -cndomorficénring bepaald. Aan
de andere kant is echter, omdat de ring een één heceft, de ring invers-
isomorf met de ring van de¢ rechtsvermenigvuldigingen, dat zijn juist
de 92 -endomorficen., Als K een matrixring is en K' invers-isomorf mct
K, dan is ook I"n invers- 1somorf met K s als n.l. a — a' dc afbeelding
van K op K' is, lovert Z N 13 ,_,}: e de gezochte invers—-iso-

morfie, want 2—613 & . ka) ->Ze Z b' a ‘k) en (Ze.. j')'

(Xe ®ij 31) = Xela( Z b'ysa! k)‘ Tcn slo*btc is, als K een dcr
scheve lichamen is en'a één clemynt van het centrum van § (dus F(a) =
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= G(a)), F(a)Kk € K. Laat b € K zijn, dan is F(a)b een element van de
matrixring K mant Rn is een ideacl in de 4¢ -endomorfieenring en G(a)
is eengﬁ ~endomorf1e, maar F(a)b is ook verwisselbaear met alle elj uit
K,» want b is het omdat b € K en ¥(a) is, omdat Fa) € 5S¢, verwisselbaar
met allegk ~endonorfieen. Dus I'(a)b € K. Hiermee is de eerste helft ver-
kregen van de:

Tweede hoofdstelling van de structuurtheorie: Len halfenlelvoudige

rinz is een directe som van idealen, die isomori zijn met matrixringen
over scheve lichamen; deze scheve lichamen worden bij vermeni_vuldizing
met een element van het centrum van dz ring in zichzelf geisransformeexrd
(d.w,z. als de ring alsa$ ~-ring beschouwd wordt, zijn het scheve ¢ -
lichauen). Omgekeerd is een directe som van elkaar annulercndie matrix-
ringen ove: scheve lichamen halfenlzelvoudig.

De omkering bewijst men als volgt: Lact S = A1+...+An een splitsing
zijn in elkaar amnulercnde matrixringen over scheve lichamen. Laat
e. de €én van 4. zijn en noem Vv = Sqtevate . Neam een willeleurige

i i n

& = +ouetE i3 (<] G ., = e e -
a€ S cen laat a a, a, zijnm t ay & hy. Dan is va aqa 4t +e 8=
= a1+...+an— & cn evenzo av = a, dus S bezit een één. Verder is Ai som
van irreducibele l-idealen in g9 die echter cok irreducibele l.-idealen
in S zijn. Dus S is som van irreducibcle l-idealen. Vglgens dc eerste

hoofdstelling is dus S halfenkelvoudig. *
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morfie cn & a € £ omdat o« a verrvigsclbaar is met allg matrixclementon
eij(immers a is dat, en & is verwissclbaar met alle 5¢ -endomorfieen).

Hiermee is de cerste helft verkregen van de:

Tweede hoofdg_gca__m_.xy; vop de _structuurtheorier Ben holfonkclvoudige $-xing is e
dircetc som van ildeaten, dic ma.rixringen over scheve ¢ -lichamen zijn.
Omgekcerd is ecn directe som van elkaar annulerende matrixringen over
scheve lichamen halfenl'elvoudige.

De omkering bewijst men als volgt: Laat R = A1+...+ gen splitsing
zijn in elkacr annulerende ringen dic clk isomorf ' zijn m¥t ecn matrix-
ring over ecn scheef lichaam. Laat ey de één van Ai zijn en nocm

Vo= Cytesate . Neem cen willekcurige a ¢ R en laat a = a1+*..+an zijo

met 2y € A.. Dan is va = eia teeste Q= &,Ft.eeta = 8 Ch €VCNZ0 av = a,
dus R'bezit ecn één. Verded 13 A, sBo™an 1rreduc§bele l-idealen in A
dic echter ook irreducibele l-iddalen in R zijn. Dus 2 is som van irré-
ducibele l-idecalen. Volgens de cerste hoofdstelling is dus 2 halfenkel-
voudig.

~e merken nog op dat we bij halfenkelvoudige ringen achteraf het be-
grip -ring kunnen missen. A priori is de cis dat cen ring ecn halfen-
kelvoudige -ring is zwakker dan Gc cig dat hij ecn halfenkelvoudige
ring is. Al§ we n.l. ¢ uitbreiden dan krimpt de verzameling der & -l-i-

dealen in (of biijft dezelfde), dus het radicaal wordt kleincr (of blijft
hetzelfde) cn als de minimumvoorwacrde voor ¢-&:dﬁealen geldt, dan
blijft dat zo, dus als de ¢ -ring halfenkclvoudig is bLijft dat zo.
ﬁﬁf@@%ﬁ§i§%§‘¥tegﬁf§§r dat gmgckecrd ook cen halfenkelvoudigetﬁ—ring een
is; dit volgt direct uit de tweede hoofdstelling, immers cen halfeakel-
voudige -ring is cen directe som van clkaar annulcrcende ringen dic
matrixringen over scheve lichamcn zijn, cn die is ecn halfenkelvoudige
ring. Dit is overigens ook nog op anderc wijze in te zicn: cen halfcenkol-
voudige ¢ -ring heeft een één,maar daaruit volgt dat X & @ reechts- con
tevens linksvermenigvuldiging is met & 1, dus ¢ -l-idcalen zijn l-idea~
icn.
han dc andcrc kant kunnen we ook probercn z0 grvot mogelijk te ma-
ken. "¢ zagen al dat o€ gﬁ hetzelfde is als de links- of rechtsverme-
nigvuldiging met X 1. Het celcment A 1 is verwisscelbaar met alle clenen—
ten van S. Als omgckecrd a € S vervissclbaar is met alle clementen van
S, (dewez. a 1ist in het centrum van 8), dan voldoet de linksvermenig-
vuldiging (= dc rechtsvermenigvuldiging) met a blijkbaar aan dc eisen
die aan ecn clement van ¢ gesteld zijne. De grootste @ die gckozen kan
morden in ecn halfenkelvoudige ring S is dus het centrum van S.
De gtructuur van het contrum C van S bepalen we als volglh. Ontbind S
volgens do tweede hoofdstelling in elkaar annulercende cnkelvouvdige rin—
ten S = A1+...+An. Laat voor a &€ S dc ontbinding a = a1+...+an zijn en
voor ¢ € C de ontbinding ¢ = Cqtesatey dan is voor ac dc¢ ontbinding
ac = 84Cq+eestq €, On cVCNzo ca ”'Gia1+'”‘*°nan’ maar nu is ac =

= ca, dus B5Cy = C384. Omgekecrd als voor ditf A.i geldt diai = aidi
voor alle ay € 4y dan is ook dia = adi voor alle a8 € S« Dus C is-de
directe som van dc centra Ci der afgonderlijke Ay C =-Gi+...+0n. Verdcr
is blijkbaar Ci =0 N A;. Te zagen vroeger al dat het centrum van cen
matrixring K over cen scheef lichaam K het centrum ven ¥ is.
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Dus d¢ volgende stelling geldt:

Het contrum van ccn dirccte som van clkaar annulerende matrixringen
over scheve lichamen (d.w.z. het isomorfe becld van cen willckeurige
halfenkelvoudige ring) is dc directc som van de centra dicr scheve
lichamcn, dat is ccn dircetc som van (commutaticve) lichamen.

Passen we dit toc op cen commutaticve ring S dan is C = 8 ¢n we vin-
dens

Stelling van Dedckind: Ecn commutaticve halfenkelvoudige ring ig cen
dircect. som van clkaar annulcrcnde lichamen.

¢ leggen nu ccn verband tusscen de cerste en de tweede hooidstelling.
Volgens dc corstc hoofdstelling wordt S geschreven als § = L1+"'+Lk’
vaarin de»Li irrcducibele l-idcalcn zijn; volgens dc tweode ols
S = A1+...+An, waarin dc A. enkelvoudige idcalcn zijne. Necm nu cen
willckecurig irreducibel l-idcaal B £ 0 in 8, dan is volgens dc tweede
ontbinding een ® & B als b = b +...#b  to achrijven met by & hge M1
nu ej dc één van A, is is ejb = bjeg Be Dus is B = B1+...+Bn mct
Bj ¢ A, en B, evenecns l-idcalen in S. Uit de irrcducibilituit van
B volgt, dat alle Bj = 0 zijn op één na. Dus B C A, voor eccn of anderc
j. Passen we 4it op de Ly uit de cerste ontbinding toe, dan volgt daaruit
dat we deze in grocpen bij clkaar kumien ncmen van l-idealen die in
cen zclfde A, liggen. Door cen andere rangschikking der Li kunnen we
dus verkrijgen S = (L1+...+Li1)+(1i1+1r¢..+Li1+12)+...+(Li

Foooti ot

1
+...+Li1 teae +in) = Myte. 4l met My = 45+ Uit de dircetheid der som

volgt dan, dat M. = Aj.

Beschouwen we nu één der Aj y PeVe Ay nog wat nadersA, = Ly+e.stly ,
1

moar aan de¢ anderce kant woeten we dat A1 i{somorf is met cen matrixring
Km over ecn scheef lichaam K deze is dircetec som van m irrcducibele
l-idealcn dic onderling isomorf zijn: Km = %‘311+"‘+Kmem = H1+...+Hmﬁ

Nu gecldt de volgendce stclling cover 52~groepcn:
Als G een Q»—grogap isen G = H1+H2 = H1+H'2 met Hj,Hz,H'zgu’.-groepen
dan is HQ Q ~isomoyI met H’2

Bevijsg: Beschoqﬁ\de projcctic van &G or I'2 en pas deczc toc oOp H2
dan goeft dis ecn :f-cndomorfiec van H2 in}{'z. De elcementen van G die
bij de projectic in O wordcn afgebeeld wi:n de clcmenten van H1; maar
H1f}H2 = 0 dus de afbceclding van H2 in H'E is “somorf. Hct is echter
pok ecn afbeclding op want als a & H‘2 den is a to schrijven a = b + ¢
met b GH‘I' c €H, en ¢ = - b + a, dus a s hot beold van ¢ bij de
afbeclding. Dus zijn Hy cn H', $¢ -isomorf. .

Beschouw nu Ay als Sg& -grocp met de linkivermenigvuldigingen als 5 .
Dan is de @ -grogp wlledig reducibel cn veglgens de stelling op pg 13



L 24
is bij-iederef& -ondergrocy H con som van H, t¢ vindon zodat H +
+ Hj +...+Hj = G, Dit goldt dan ook voor Li(1~§ i< 11), dus G =

1 P _ ) |
+.H3f +...+Hjp = Hyteoo# dus L 52 -isomorf met Hk1
(ji""’jp,k1,".'km*1) is ¢cen P\er’m"tatie van 1,.,,’;{1)’ mear uit de

= L, +q 00+
1 km_-

Y

irreducibiliteit van Li volgt dat m-p=1 en LiSR -igomorf mct ecn Hk'
Dus alle Li zijn onderling G2 ~isomorf cn hun aantal is m. licmen we nu
cechter twee Li uit vcerschillende A, dan zijn deze zeker nict 58 —=igomorf.
Linksverncnigvuldiging met dc één van ecn der twcce Aj vourt de c¢lementon
van de¢ cne Li in zichzelf en van d¢ andore in nul over. Hicrmee is be-
megin:

In cen halfenkelvoudige ring wordt dc ontbinding in tweezijdige ide-
alcen volgers de twecde hoofdstelling verkrcegen door in de ontbinding
in l-idcalen volgens de cerste hoofdstelling dic l-idcalon in grocpen
samcn te ncemen, waarvan de additieve grocpen &2 —isomorf zijn, waarin
G? uit de linksvermcnigvuldigingen bestact. Hot aantal l-idcalen in
zo'n grocp is gelijk aan de graad van de matrixring wacrmec hot twaezij-
digc idcaal isomorf is. ,

Necnm ecn l-idcaal in con halfonkelvoudige ring S. Dan is dit tc schrij-
ven als Se cn S = 3¢ + So1 nct 02 = Ly G40 =84y L0, =040 = 0, 1 =
=C + &4 ¥u is de¢ vorzameling der x & S wacrveor (Se)x = 0, juist 918,
want (5?)(018) =0enx =1x = ¢x + ¢,x, dus als (Se)x=0, ig 0 = e®x =
= ex, dus x = CyX,y dus x € 013. Nu is G1S blijkbaar con r-idcaal, cn dc
v.rzancling der x € S waarvoor x(ojs) = 0 is wcor Se (bowijs cvenals
boven). Als A cen willekcurig r-ideaal in § is, dan is dc verzameling
dcr X waarvoor xA = 0 cen l-idcaal 382(1 = ¢, + 03)' Voor a € 4 gcldt
a = cya + e3a, cn 0 = 022a = Cya, dus a = 38, dus 4 = 038 ¢n is juist
de verzamcling dor X & § waarvoor (802)x = Q, Hicrmee is cen eencoendui-
dige corrcspondontic tot stand gebracht tusscn de verzameling dor
l-idcalcen cn dic dor r-idcelen. Bij dese afboclding wordt blijkbaar de
verzanclingstheoretische inclusic (C) omgekcoord. Hiormee is de volgende
stelling bvewezen:

In een halfenkelvordise ring 5 voldosn de r~idealen aan de maximum-
en minimumvoorwzaarde. Als S = Se1+...+Sen net ei2 = ei, eie'j £ O en
1 = e tesate een ontbinding in irreéucibele l-idesglen ig, is © =
= e1s+‘..+ens een omntbinding in irreducibele r-idealen.

Len enkelvoudige ring behoeft niet halfenkelvoudig te zijne 7el is
de vereniging van alle nilpotentegé -idealen van een enkelvouaiie
{) -ring 5 makkelijk vast te stellen, dacr S maar twee ) -ideslen
bezit n.J. O en S. De ene mogelijkheid is dat S niet nilpotent is; dan
is deze vereniging nul en als S halfenkelvoudig is is 5 isomorf met eew
matrixring over een scheef lichaam. De andere magelijkheid is dat 8§
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nilpotent is, maar dan is 82 = 0, want als 8% = 8,dan is R = S, dus
S = 0 of S niet nilnotent en als 32<f 5, is 52 = 0. Alle producten in
S zijn dan nul en de ¢ ~idealen zijn ¢ -ondergroepen van de additieve
groep van S. De nilpotente enlkelvoudige ¢5~ringen zijn dus juist de
enkelvoudige acditieve §2~groepen (t.o.v. een willekeurige operatoren-
verzameling€;3), maarin de vermenigvuldiging edefiniecerd wordt door
xy = 0 voor alle x en y.

Als 5 ecsn hypercomplex systeem over een lichaam ¢ is, dan voldoen
de ¢~—1-—idealen zeker aan de¢ minimumvocrwaarde, want zelfs de deelruim-
ten van de vectorruimte voldoen aun deze voorwacrdc. De vracg of S half-
enkelvoudig is wordt dan dus allcen bepacld door d¢ vrawg of het radi-
caal nul is. Als S halfenkelvoudig is valt Y volgens de twecde hoofd-
stelling uiteen inz? -idealen, die weer als hypercomplexe systemen over
¢ op te vatten zijn. S zelf en ook zo'n ¢ -idecaal bevatten ecn één
en men kan dus *ij beide ﬁ als declvcrzaméling van het systcom opvatten;
daar deze encn echter verschillend zijn, zijn dit nict dezelfde declver-
zamelingen. Het zo verkregen cnkelvoudige systeem is ccn matrixring over
een scheef ¢ -lichaam; 4it scheve lichaam is dus weer cen hypercomplex
systcem over ¢ .

Leon byzonder geval van een hypercomplex systeem is een z.g. groepeu-
ring. Ga hiertoe uit van cen eidige, cventucel niet-commutaticve groep
G, die multiplicatief geschreven wordt. Noem de elementen Byyreslye
Vorm nu een h—-dimensionale vectorruimite over cen lichoam ¢ en nocm een
basis dacrvan ook Bppennydy @D maak hicrvan cén hypcrcomplex sysicenm
door als vermenigvuldiging der bosisclementen gewoon de grocepvermenig-—
vuldiging te nemen. De associativitedt der groepvermenigvuldiging
waarborgt, dat zo indurdcad cen hypercomplex systeem ontstact. Deze
beschouwingswijze is ven veorgeel voorde z.g. representatietheorie van
groepen. Ondcr con rcepresentatie van ecn groep verstact men ecn homo--
morfe afbeelding van de groep op ccn multiplicaticve groep ven n-rijige
vierkante matrices met clementen uit ecn lichaanm ¢5‘ deze n-rijige ma-
trices kunncn gointerpretcerd worden als lincaire transformaties van
ecn n-dimecnsionale vectorruimte over ¢*. Vormen we nu van een eindige
groep de¢ groepenring S over hcetzelfde lichaam ¢ , @an is dcze homomorfc
afbeelding direct uit tc breiden tot ecn homomorfe afbeelding van S op

cen ring van lineaire transformaties. Als nel. &y

b h
we Ez:cxiai - E;ziiﬁi cn dit is cgn lineaire transformatic (4¢ is com-
= U

2

*?Aj dan definicren

mataticf) en het is dircet tc zien det met som cn product ool som en
produet overeecnstemmen. Omgekecrd bepaalt ccn homomorfc afbeelding ven
S in de ring der lincaire transformatics natuurlijk ook een represcato-
tie van de groep. e generalisercn het begrip represcentatic op ecn na-
tuurlijke wijze als volgt: Ten homomorfc afbeelding van cen ring § in
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de endomorfiefnring van een additieve groep hect een representatie van

de ring. Ien voprbeeld hiervan is de vroeger behandelde afbeelding van
de ring op de ring van zijn linksvermenigvuldigingen; dit is dus een
representatie van de ring in zijn elgen additieve groep; deze represen—
tatie heet de reguliere repregentatvie. Te komen op deze represecntaties

nog terug. Lerst bewli zen we nog ecn belangrijke stelling over groepen-—
ringen: |
Fen groepenring over cen lichaam$ is dan en slechts dan halfenkel-

voudis, als de karakteristiek van ? niet declbaar is op de orde van de
groép,
Bewijs: De groepenring heeft eeén één, n.l. de één van de groep.
Laat dec karakteristiek van ¢>niet deelbaar zijn op de orde van de groep.
Het is dan voldoende aan te tonen, dat defl —groep ( £ bestaande uit

$ en de linksvermneigvuldigingen) volledig reducibel is, e beschouwen
de additieve groep nu behalve alsfl -groep ook als® -groep; de ¢ -onder-
groopen zijn de lineaire deelruimbten en de P ~-endomorfie&n lineairc trans-
formaties van de vectorruimte over ¢ . De ¢ ~groep is als eindigdimen-
sionalé vectorruimte volledig reducibel (S is som van de h verzameling:n
X ay (ex doorloopt ¢ ), dic kennelijk irrcducibele ¢ —grocpen zijn).
Necm een wiilekeurige f2 —ondcergroep (d.w.z. ¢ ~l-ideaal)B, dan is B a
fortiori een ¢ -omdergrocp dus kunnen we schrijven 8 = B + B1, waarin
B1 een ¢ -—ondergroep is. Zen linkgvermenigvuldiging is een lincaire
transformatie. Pas nu op B1 achterecenvolgens linksverncnigvulaiging
met a; cn daarna projectic op B1 the dan is dat ecn lineairc transfor-
matie van B1 in zichzelf, die we Ai noemen. Als y € By, dan 1s dus a,y=
= Cc + Aiy met ¢ € B. Hierdoor is aen icdere ai cen Ai toegevoegd, maar
aan een product wordt hierbij ook een product toegevocegd wordt a;8;y =

d
= ajc + a.A.y = aje + 4 + AjA.y met 4 & B maar dan is ook ajc + d ¢ B,
omdat B GGﬂ l-idcaal is, dus aan asa is inderdazad AjAl toegevoecgd. Ver-

der is aan de één de identicke transformatie toegevocid en dus aan een
inverse ook de¢ inverse transformatic. De transformatics zijn dus ook
transformaties van 51 op gzichzelf., Noem nu y' = Qy = 1 2: a£1 Ay dan

is dit weer ecn lineairc transformatie van B1 op e»n.é-“GTOGP ', Deer
v\,rdrAy-:ay+o(céB)1s,1sy=1H§__’"a (ay+e) y + D
met b ¢ B. Dus is 8§ = (B,B') maar als y'« B.m B en y' = Qy Gan is

y € Benyé& By dus ¥ =0,dus y'=0, dus S=B+B'.¥e lewijzen nu tenslotic doit
B eendl —-ondcrgrocp van S is. Neem daartoc een a, en een y' ¢ B', y' =

= Qy, dﬁn is a,y' = l ;F akaf1 oMY = l 2: (a.a£ )'1(A.A;1)Ay

ﬁ- Za “‘J.Aky = QA y € B', Voor een W:Lllek:eurl,{,u x €5 eny & B' geldt
dan ook xy' &€ B'. Hiermee is de ccrste helft van het bewijs voltooid.
‘Stel nu de karakteristick van ¢ wel deelbaar op de orde h van de groep.
e kKunnen dan dlrect een nilpotent ¢ -ideaal A 0 in de groepenring
aangeven. Noem 8 = 4* ai, dan is &,8 = - 83y = § voor allc k; het

ix1
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¢ —-ideaal voortgebracht door s bestaat uit de elementen of 8 (¢ door-

loopt o Nu is 92=hs=0 omdat h dcelbuar is door de larakteristiek, ;
e “(OW(2-&) w A us*= 0

dus het kwadraat van het ¢'—ideaal i3z nul. De Zroepenring is dus niet
halfenkelvoudig., Daarmee is de tweede helft vain het berijs geleverd.

e beschouren nu een represcntatie van een ring 5 in een groep G.
Dan i5 aan lederec a € O ecn endomorfic A van G toegevoegd, licn schrijft
nw voor een X € G in plaats v.n .ix ook ax ecen product van cen clement
van de ring en van de groep. Jit product voldoct dus aan a(x+y)=ax+ay,
(a+b)x=ax+bx, (ab)x=a(bx). lMen nocmt den G een S-modulus. Iedere repre-
sentatic van S bepaalt een S—-modulus cn omgekeerd. Lcn ondorgrocp van

S=deslmodulus
van G. Als © ecn é€n heeft bcechoeft daarmee niet de identicke transfor-
matie van G te corresponder:n. Bepaal in G de verzamelingen H en K
waarvoor resp. 1x = x ¢n 1x = 0, dan zijn H en K blijkbaar ondcrgroc-
pen, maar zelfs ook deelmoduli, want als 1x = x, is 1(ax)=(1a)x=ax cn
als 1x = 0, is 1(ax) = (1a)x = ax = (21)x = a(1x) = a0 = Q. Verdcr is
G = H+7, want als x € G, is x = 1x + (x~1x) en 1(1x) = 1x, 1(x-1x) =
1%-1% = 0 en H en [7 hebben alleen O gencen want uit 1x = x en 1x = 0

G, die toegelaten is t.o.v. de operatoren uit $ heet een

volgt x = O. G valt dus uitecn in ecca directe som van eewn deelmodulus
waarin 1 wel de identieke transformatic inducccert en een deelmodulus
die door 1 en dus door alle elementen uit S geannulecrd wordt (immers
uit 1x = 0 volgt ax = a(1x) = 0). 7e zullen dikwijls eisen dat 1 de i-
denticke transformatie inducecert. Dij de regulicre representatie is
dat het geval.

Beachouw nu ccr l-ideaal A in § en con element x
in de S-modulus G en beschouw Ax bestaande uit alle producten ax (a
loopt A), dan is Ax blijkbaar een g-declmodulus. Verder is a - ax cen
S-homomorfie van A op Ax, Ails A irreducibel is, is dan Ax of S-isomorf
met A of nul, Als G als L-modulus irrcducibel ig, is Ax = 0 of = G
voor iedere x e¢n ieder l-ideaal A. Onderstel nu S halfenkelvoudig, den
is S = .»"11+...+Ak waarin Ai irreducibele l-idealen zijn. Als nu G irre-
ducibel is en SG £ 0, dan is er cen x € G zodat Sx £ O en cen Ay zodat
Ax £ O, Daaruit volgt, dat G = A;x S-isomorf is met A,. [Stel mu §
halfenkelvoudig cn 1X = X voor allec x uit de S-modulus G. Voor iedere
X is dan X = 1X & Sx = (A1x,...,Akx). Daar atle A;x irrcducibel of mul
zijn wordt G voortgebracht door al zijn irrcducibele S—-deeclmoduli. Als
nu de S-declmoduli van G aan de maximunvoorwaardc voldocn, wordt G
voortgebracht door cen cindig aantal van zijn irreducibele S-dcelmoduli:
G = (G1,G2,.,.,Gm), Gi irreducibel., Tc hebben vrocger al aangetoond,
dat G dan volledig rcducibel is en de S-dcclmodul i cok aan d¢ nini-
mumvoorwaarde voldoen. Laat nu de 5-dcelmodulil van G aan de minimum-
voorwaarde voldoen. Laat H1 <.H2<( «o. cen niet afbrckende stijgende
ketting von S-deelmoduli zijn. Stel x; € H, H,xi# Hy, dan is 8x;CHy
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Daar X; € 5%; = (A,X;,0e0 4 %,) is er minstens een Ay zodat iji9t B,

Noem zo'n iji = Ki. lloem L, de s-declmodulus voortgebracht door de Ki
voor i > j. Dan vormen dc Lj ecn dalende ketting S-dcelmoduli. "¢ bew
wrijzen nu Lj‘> Lj+1 veor alle j. Als namelijk Lj = Lj+1 wag, was ¢en
yj e Kj tec ‘chrijven als ¥y = yj+1+...+ym, met y; e Ky, wacrbij we

Y £ O kunnen veronderstellen. Dus Iy = yj-y3+1...—ym_1, en dus volgt
uit Kic Hi+1’ dat y € H_. Dus 8y C L , maar daar 8y, cen S-modulus
£ 0 in K, is en K een irrcducibele S-modulus is, is Sy, = K Thetgeen
cen tezenspraak gecft. Hiermce is een niet afbrekende dalende ketting
geconstrueerd in strijd met de minimumvoorwaardc. Je S—-dcelmoduli vol-
doen dus 00! aan dc maximumvoorwaardc, Hiermee is de volgende stelling
verkregens

Laat S een halfenkelvoudige ring zijn en G een S-modulus, zodat
1x = x voor alle x € G, Als de S—deelmoduli van G aan ecn van beide
van de maximumvoorwaarde en migimumvoorwaardc voldoen, voldoen ze
aan de andere en G is als S-modulus volledig reducibel, Als G irrcdu-
cibel is, is G S-isomorf met cen irrcducibel l-ideaal in 5. Het aantal
nict-isomorfe irreducibele S-moduli is gelijk aan het aantal idcalen
in de ontbinding van S volgens dc tweede hoofdstelling.

Om dit toec tc passen op groeprepresentatics moeten we voor S cen
groepenring Overgﬁ nemen en voor G een eindig-dimensionale vectorruim-
te over.gi en cisen dat voor 4 & ¢ , a€ 8, x€& G geldt (xa)x =
= {(ax). Als verder de karaktcristick van ¢ nict deelbaar is op de orde
van de gerepresentecrde groep, is S halfenkclvoudig. Als 1x = X, dan
is (o 1)x = x, dus cen S-declmodulus van G is ecn lineaire deelruim-
te, dus de S~deelmoduli van G voldoen aan maximum- en minimumvoorwaar-
de, dus bovenstaande stelling kan toegepast worden en lecrt ons dat
G als S-modulus volledig reducibel is. Als G = G1+"’+Gm’Gi irreduci-
bele S-moduli, dan kiczen we een basis id1,...dn} van G door samenstel-
ling van bascs van Gi’ Laat Gi de dimensie my hebben. Als voor x ¢ G
geldt x = XyFeeotxy met x; € Gi’ dan is voor a € S, ax = ax1+...+axm
met ax; & Gi‘ De aan a toegevosgdc matrix aﬁj op het basisstelsel
{a45¢00,4, 1 wordt bepaald door ady = ?;Cxijdi en daaruit volgt dat

Cxij = 0 als d; en d; in verschillende G, liggen. De matrices zijn dus
opgebouwd uit "kastjes" bestaande unuit matrices van de graad my die
langs de hoofddiagonaal geregen zijn en waarbuiten overal nullen staan.
Bij een anderc kecuze van de basis van de vectirruimte is dat natuurlijk
niet het geval. Nu hecft een basistransformatic met matrix T op een
matrix A.van een lineaire transformatie het effcct, dat deze overgaat
in TAT”1. e noecmen twec representaties a-—A en a—> A' van een groep
aequivalent als er cen vastc matrix T bestaat zodat steeds ar=mar”? s,
Onder de hierboven genocemde veronderstellingen is cen representatie
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aequivalent met een in "kastjes" geschreven representatie. We moeten
nog nagaan, wat het voor de matrices betekent, dat de bij één zo 'n
kagtje behorende S-modulus irreducibel is. Als een S-modulus G reduci-
bel is, d.w.z. als er een S~-modulus H bestaat met 0{H< G, dan is H ook
een vectorruimte van dimensie m> 0 kleiner dan de dimensie n van G.
Kies dan een basis {d1,...,dm}»van G zodet d,,...,d4  in H liggen. Dan
ligt voor ig m ook ady in H, dus voor de metrices geldt Xij= C voor
j¢men i>m, d.w.2. een linkerbenedenhoek van m rijen en n-m kolommen
bestaat steeds uit nullen. Omgekeerd is, als dat het geval is de deel-
ruimte voortgebracht door de eerste m basiselementen een S-modulus.
Een representatie heet irreducibel als hij niet aequivalent is met een
representatie van dat type. Het aantal inaequivalente irreducibele re-
presentaties van een groep door matrices over een lichaam?)is gelijk
aan het aantal componenten waarin de groepenring volgens de tweede hoofd-
stelling uiteen wvelt. Men kan door een nader onderzoek van de groepen-
ring aantonen, dat als<$ algebraisch afgesloten is, dit =antal gelijk
is aan het aantal klasscn geconjugeerde elementen in de groep en dat Je
dimensies van de irreducibele S-moduli (de "graden* van de irredueibele
representaties) gelijk zijn san de 2antallen groepelementen in een klas-
gse geconjugeerden en dus deelbaar zijn op de orde van de groep. We gaan
daar nu niet verder op in. Wel kunnen we nog opmerken, det blijkbear
iedere irreducibele representatie aequivalent is met een irreducibel
bestanddeel ven de reguliere representatie.

We keren nu weer terug tot algemene ringen. Stel een ring S en een
S-modulus G. Laat A een ideaal in S zijn, dat G annuleert, d.w.z. bx=0
voor alle b€ A en x£G. Als we de restklasse van a mod A aangeven met
z, dan is blijkbear de productdefinitie ax = ax onafhankelijk van de
keuze van de representant in de restklesse en deze definitie maakt G
tot een S-modulus, wearin 8= S(mod A). Blijkbaar zijn S-deelmoduli van
G ook S-deelmoduli en omgekeerd, Laat nu S een @-ﬁﬁﬂg zijn, waarvan
de¢>-l—idealen aan de minimumvoorwearde voldoen en R het radicaal van
S. Als G£ O een irreducibele S-modulus is, is Rx een S-deelmodulus voor
iedere x, dus of BRx= 0 of Rx= G. Als voor een of andere x geldt Rx= G,
dan is G= RX= R°X= ....= 0, maar G was £ O verondersteld, dus R annu-
leert G en G is een S-modulus, waarin 5= S(mod R) halfenkelvoudig is.
Als S= X1+...+In, den is of 85G= 0, dus SG= 0, of G is isomorf met een
l-ideaecl, bevat in een der Ki‘ Dan is G een Ki~modulus. Evenzo ziet men
dat als G voortgebracht wordt door irreducibele S-deelmoduli , RG.= 0
en G een S-modulus is. Daarmee is het volgende verkregen:

Laat S een ¢-ring zijn, waarvan de <b-l—-idea1en can de minimum-
voorwgzarde voldoen, R het radicesl van S en G een S-modulus, zodat SG£ C
Als G irreducibel is, is G een Ii~modulus, waarin Xi een vean de enkel
voudige idealen is woarin §= S(mod R) volgens de tweede hoofdstelling
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uiteenvalt. Als G voortgebracht wordt door irreducibele S-deeclmoduli,
is G een S-modulus.

Neem nu voor S een deelring £ O van de endomorfieénring ven een
edditieve grecep G, zodat de l-ilealen van S aan de minimumvoorwaarie
voldcen. G is dan een S-modulus en de representatic ven 8 is een iso-
morfie. Uit aG= 0 volgt dus a= 0. Bovensteande stelling geeft dan het
volgende:

Lact S een ring £ O van endomorfieen ven een alditieve groep G ziin.
wearven de l-idealen zan de minimumvoorwaarde volioen. 4ls G als S-groep
irreducibel is, dan is S enkelvoudig halfenkelvoudig en als G voortge-
bracht wordt deor irreducibele S-groepen, is S halfenkelvoudig.

Stel nu dat S cen ring van endomorfieén van een alditieve groep G
is, die de identieke transformatie omvat. Stel verder S= A1+...+;n,
waarin Ai idealen in S zijn. Noem AiG de kleinste S-deelmodulus van G
die alle ayx (aie Ay xé,G) bevat., Dan is blijkbaar G-(A seesshy G).

Als 1= Eateeate, met e€ dan is ey de één van 4. 19 dus als x; € A G
is e;X;= X; en dear eieJ O voor if 3 is €5xy= 0 voor it 3. Als nx
XyteootX, = 0 met x & 4;G, dan is O= ei(x1+...+xn)- x;. Dus de som is

dhEctﬂ3=A1G+...+AnG. Stel nu bovendien dat S halfenkelvoudig is en de
S-deelmoduli van G can maximum- of minimumvoorwsarde (dus zan beide)
voldoen. Dan is G als S-groep volledig reducibel. Ahan de ene kant is S
als halfenkelvoudige ring te schrijven als directe som van elkaar annu-
lerende matrixringen over scheve lichemen; san de andere kant is ook

de ring van de S—-endomorfieén in een dergelijke gedeante te schrijven.
We willen het verband tussen beide opsporen., We merken op dat AiG ver-—
eniging is van irreducibele S-deelmoduli die isomorf zijn met de irre-
ducibele l~ide~len in Ai. Nu heeft de ring der S-endomorfieen van G de
vorm T= B1+"‘+Bn waarin Bi cntstaat uit de S-—-endomerfieen van AiG door
ze in de andere 4L.G nul te verkleren. Nu is de endomorfieenring gein-
duceerd deor S in AiG een matrixring over een scheef lichaam.We hebben
nu eerst nog enkele resultaten over vectorruimten nodig,

Stel een additieve groep G met een stelsel¢>r van endomorfieen,
waarin ?r een matrixring is over een scheef lichaam @, dat de identie-
ke transformatie bevat. Noem de matrixbasis Gij' Verder voldcen degﬁr-
ondergroepen aen de meoximumveoorwaerde. Uiteraard is G een vectorruimte
overwﬁ, maar we weten nog niet of het een eindigdimensionole vectorruim-
te is. Dit zullen we nu eerst bewijzen. Neem een x£ 0 in G. Daaréjff=1,
is er een G zodat Gp x£ 0. Noem X = Gi x. Deze zijn lineair onafhan-
kelijk : stel ¥ £ ,x;= 0 dan is ook 0= G, };gl 4= Z(_JG G. X =

pg ip Pq PP
dus P = 0, Noem G, de verzameling der elementen Zfox dan is G, een

@r-—ondergroep CAKX&X S& g&u% xs&;(a AlsG £ G, nemen we een y in ¢
buiten G1. Als boven is er dan cen qu zodat G..y niet in G1 ligt.

Qg
Stelt men x, ;=G den vormen de elementen 2' t_ﬁ Xy €1 ¢y~ ~ondex

lqy!
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groep G, waarvoor geldt G, 1G, = 0. Als Gy + G, ¢ G kunnen re dit pro-
ces herhalen. "egens de maximumvoorwaarde komt hier een eind aan en
is G = G1+...+Gs en G heeft dimensie n = rs over¢ . Nu beschouwen we
de ring van de lineaire transformaties (ﬁ; van G over ;17 . Op de boven-
gevormde basis XypenaXy is dan de matrixbagis Eam bepacld door

Eqp Xy = Opy Xs o« Nu is blijkbear G, = 2 Bopig, ppege Het sin

n.l. beide lineaire transformaties en ze hebben op alle xy hetzelfde

- _
efsf_?ct, Immers als Y ..Szclr+l (1 ¢« 1<£r), dan is Gijx\‘ = 1%y o0

Z b1r1:r:'+:'L,r1:c‘+;jX‘5' = Z gﬂnr+j,x Enr+i= Qj}.xkr-ri' Vorm nu H)V =

m;-a,.ﬁ mz= 02

- vcub(;‘ -1 )r+k, (y=1)r+k 'O°F L \<‘3 < 8 1¢ V& s Dan ds di-
rect na te rekenen dat H,, Hpe = ‘)”f‘&',}&‘l*"'mss: 1'en Gin?uv =
= & -~ H Y : s
= E( A =)r+i, (¥ -1)r+i"™ h»y Gij' Ieder element van ¢,n is te schrij
ven in de gedaante ZGijBij waarin B, . een som T H,y Ay I8 met

' ? — . - . i . n
AT t? en als 3 6;3B;5 = 0, is Byy = 0. Dus is ( (5 ), isomori
met ¢ gpt —venzo is ieder element op een en slechts een manier te schrij-
van in de vorm 2 Hyy Cyy , waarin C,, een som > Gisz,i is met

! ] ; _ . _ Pyane A
Y i3 & ¢ o« Als A = % GijBij’ dan is Bij = % GkiAij‘ Dus is de

voorwaarde dat A me¥ alle Gij verwisselbaar is, A = By, = P H/W!%;yg
Evenzo opdat 4 met alle H,, verwisslbaar is, moet 4 = = Gij X‘ij
zijn. Daaruit volgt dat de ring van de (D,. -endomorfieen van G

' s : Tre e e een matrixring (Jg is, waariy

¢' inverg-isomorf is met (}} ; omgekeerd is gﬁ”de verzameling van de

(psj —-endomorfieen van G.

Uit de verkregen resultaten vol{;‘c nu, dat als A, een matrixring
}?(i? is(_dan Bi ea: matrixring fz(nl) is, waarin . %(1) invers-isomorf
ig thet P 1). Verder is S ook de T-&ndomorfieénring van G, want AiG =
= BiG. Hiermee is de volgende stelling verkrezen:

Laat S een halfenkelvoudige ring van endomorfieen van G zijn, die
de identieke transformatie bevat, en de S—-ondergroepen van G aan een

van beide van de maximum~ en minimumvoorwaarden voldoen. Als S =

+, ¢P§1)+...+P§Cn), waarin PI(C:{L) een ldeaal is en ¢en matrixring
van &e graad 111 over hBt scheve lichaam P(l), dan heeft de ring T van
de S—endomorfieén van ¢ de vorm T = 5;1)+...+’f’§nn), wearin -lar(ﬂ%) een i-
deaal is en een matrixring van de graaa my over®het scheve llchaam
’f’(i), invers—isomorf met P(i)
morfieen van G.

De boven behandelde hulpstelling kunnen we ook nog gebruiken om ez
eenduidigheidsstelling voor matrixringen te bewijzen., Stel ecen ring
is op te vatten als een matrixring ¢,‘nen als een matrixring t}/; s, waarii.

¢’en 9/' scheve lichamen zijn. e kunnen ¢£, opvatten als de ring van

de lineaire transformaties van cen n~dimensionale vectorruimte G over

« Omgekeerd is 5 de ring van de T-endo-
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¢) » waarin 515 invers-isomorf met ?S’is. Stel G,, de matrixbasis van.

ij' Dan vormen de endomorfieén 15855 Pt Pyy in Peen ring ¢r’
maar dan volgt uit het. hierboven bewezene dat de dimensie van G over

SD gelijk is aan rs, maar deze is ook n, dus r ¢ n. Analoog bewijst men
ngr,dusn=r. Laat nu y # O een element van G zijn dan is er een
Gpp zodat Gppy £ 0. Als boven bewijst gen dan dat v = Gipy een basis
van G vormen, waarvoor{ geldt Gijyk = Ojkyi' Lvenzo vindt men bij de
matrixbasis Dij van )’ﬁn een basis x; van G zodat Bys% = Sjkx:}. Laat .
8 de lineaire transformatj:e zijn waarvoor Syi = Xy, den is S X; =5

Dan geldt Cyy = s“‘r:ijs, want beide hebben netzelfde effect op
de y,. De elementen ven ¥ (resp. gf?' ) zijn gekarakteriseerd als de
lineaire transformaties, die verwisselbaar zijn met de G, .(resp. E;.).

: Cd R S b 1]
Daaruit volgt Y= 8"' @' s. ~ant als ¢'e@' , is g 'y’ 8Gyy =
= g1 P! SS—1EijS = S—1Ei;j w'S = GijS“1 @' Sy dus 5y’ S.& \,V‘ » Dvenzo
als v'e ¥ Ldanis s ¢ s l¢ ¢, aus v € 51 5‘ S, Dit geeft
de volgende stelling:

Als ¢n = Vfr, waarin yﬁen ¢ scheve lichamen zijn, da{lx is n = 7,

_ejlx ¥ zijn isomorf en er is een S in gi’n, zodat Y= 8 ¢ S en Gij =
= S5 Ei.s wor de matrixbases.

e behandelen nu nog enkel e stellingen uit de groepenthcorie. Deze
stellingen gelden ook voor niet-commutatieve groepen. “7e zullen de
groepen desondanks additief schrijven.

Eerste isomorfiestelling: Als G eeng-groep is, H een{l -ondergroep
van G en N een normaleg?—ondergroep van G dan is (N,H) = (i,l), NA H
normaal in H en (N,H) (mod N) is S¢ -isomorf met H(mod N N H).

Bewijs: Uit de normaliteit van N volgt direct dat (N,HE) een ICwgroep
is en dat (N,H) = (H,N) en dat N normaal is in (¥,H). De elementen van
(NyH)(mod N) zijn restklassen N+x (x € H). Dit geeft een $¢-nomomorte
afbeelding van H op (¥N,H)(mod N) waarbij blijkbaar H N N in nul wordt
afgebeeld. Dus (i7,H)(mod N) is 32 -isomorf met H{mod NN H).

Tweede isomorfiestelling: Als de S -groep G % -homomorf is met de
¢ —groepﬁ{kern van de homomorfie is i), en E is een normale 5% -onder-
groep van G en H de verzameling der elementen van G die in H worden af-
gebeeld, dan zijn G(mod H) en G(mod H)$2-isomorf (m.a.w. §G(mod X)/

jmod .H(mod N)] isS2 -isomorf met G(mod H).

Bewijs: Pas achter elkaar de %) -homomorfieén van G op G en van G op
G(mod H) toe, dan %s de kern van de samengestelde $2 -homomorfie bli jk-
baar H en dus G{mod H) % —isomorf met G(mod H).

In een Q-groep G heet een keten S -ondergroepen G = G,1 - .

D Gz‘:? eee I Gypq = O een normaalrij ven lengte s als ledere G; nor-
maal is in Gi-—‘i’ De restklassengroepen heten de factoren van de rij.
Een tweede normaalrij heet een verfijning van de egrste als zij alle



: R 33
G, bevat. Twee nommaalrijen heten gequivalent (of ook isomorf) als er
een eeneenduldige betrekking tussen de factoren van de rijen bestaat
zodat overcenkomstige factoren G2 —isomorsf zijn.

Stelling van Jordan-Holder-Schreier-Zagsenhaug: Twee normaalrijen
van een & -groep G hebben aequivalente verfijningen.en wel, als de noxr-
maalrijen als volgt geschreven zijn: G = Gﬁ TG, T eee PG

2 7 Cg4q = O oen
G = H1,} H2I> ses :)Ht+1 = 0, dan zijn de verfijningen rcsp. G =

G’11 _:) (112 ':).,“. >G1_t ::} (}21 j’ 'K} :::’ (.‘2_3 :;‘ 'EX i:’ Gcﬂt = O en (2” - H11:>
’:‘ H12 P ees : H 1g - 7 H21 — 172 T ese 7th = 03 waarin G 3
_(Gi+1,G th ) voor j = 1,...,t+1 en 1 = 1,.44,8 en H = (h3+1’Hj N &)

voor i.= 1,...,s+1 en j = 1,e00,t.

Beyijs: Gi,t+1 = Gi+1,1 = G,qe Du is dircct duidelijk, dat de
Gij gerangschikt als boven inderdaad cen dalende keten vormen, dic een
verfijning van de keten der G is. Verder is cen tweetal opecnvolgende
termen uit dc licten steecds te schrljvcn als G13 cn Gi,j+1‘ Anzloge be-
weringen gelden voor Hj e zijn klaar als we bewezen hebben, dat
Gy i+ normaal in G;. en H i+ normaal in Hy, is en Gy (moﬁ e
52-1somorf is met HJ (mod HJ +1). Nu is volgend de eerste 1somorfle~
stelling hj H G1+1 = H3 n Gy n G449 normaal in Gy /?H3 en (Gif7 H. )
(mod Gipqn H ) 1s.fl~1somorf met (G1+1,G N Hj)(mod Gi+1)' uvenzo is

Gy 7 H3 1 normaal in G A H en dus (G. 141 N Hj,G  H, normaal in

i, 3+1)

3+1)
j en (Gi+1’Gi N Hj)(mod Gi+1)

N Hj,G. N H. 1) afgebecld in (G. a0 Hj,G.f} Hj+1’ Gi+1)

G. N H.. In de homomorfie tussen Gi 1 H

wordt (G1+1

(mod G1+1) = (Glgi Hj 10 G4 1)(mod Gy 1) Dus is, volgens de tweede
isomorfiestclling, G , 3+ ",SGI+1’G n H3+1) normaal in G )3 = (Gi+1§
GifT Hj) en. Gy (nod “1 3;1)4c.—1somorf met (Gg 7t Hi(mod (G O Hiiqs
149 N HJ))' Om redenen van symmctric is dan ook (G O H. )(mod eG n
n Hj+1, Gyq 71 Hy ))SE ~isomorf mct (H. +1,G (iIIKnmd (H3+1,H g Gi+1))n
= Hys {mod By 1+1§, waarmee de stclllng bewezen 13.

In een nornaalrla kunnen herhalingen (G = G 1) ortredon. Len nor-
maalrij zonder herhalingen, die zichzelf als onlgo verfijning zonder
herhalingen hecft, heet cen compesiticrij. Op grond ven de tweede iso-
morfiestelling is cen normaalrij dan cn slcchts dan cen. compositicri]
als zijn factoren irreducibelef;?mondergroepen £ 0 zijne Uit het boven—
gskaande volgt nu: .

Twce compositierijen van een zelfde.gewgroep zijn acquivalent. Als
eerx§2~groep cen composgitierij bezit, is iedere normaalrij tc verfijnen
tot cen compositierij. '

Stel nu dat de normale &2 -ondergroepen van een ¥ -grocp G aan de
magtimum—- eqminimumvoorwaarde voldoenes Volgens de maximumveorwaarde ig
er ccn maximalc normalc §I —ondergroep G, £ G en als G, £ 0 ecn maximale
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normalejﬁ.~ondergroep Q3<( Gz enz, Volgens de nminimumvoorwaardc moet
dit proces na cindig veel stappen afbrcken. Het remaltaat G = GT)

b4 Gp 7 ees 7Gg.q = O iz blijkbaar con compositiorij. (Het is cen nor-
maalrij van ccn byzonder soordt, n.l. cun waarin alle Gi nict alleen
normaal in Gi«1 maar zclfs in G zijn). Lact nu omgekcerd G cen compo-
siticrij G = G1 v G2 7 ses GS+1 = 0 bezittoen., Stel cen oncindige
gstijgende etting normale gﬁ—ondcrgroapen H1 < H2<i ssvey dan is
0 <§H1 < H2< vae & Hs+2 £ G cen neormaalrije Deoze ig te verfijnen dot
ecn compositicrij, dic acquivalcent is met do gegeven compositicrij.
Dit is echtcr onmogelijk, want d¢ verfijning van de normcalrij heeft
mingtens s+1 factoren en de gegeven compositicrij heeft cr maar s.
De normaledl -ondergroepen voldoen dus aan de¢ maximumvoorwaarde, Lvenzo
bewijst men dat ze aan de minimumvoorwaarde voldoen. Hiermcc is gevonden

Een.52~gmoep heceft dan cn slechis dan een compositierij, als zijn.
normale §?~ondcrgroepen aan de naximum~- en minimumvoorwaarde voldoen,

Uit het bewijs volsgt verder nog, dat als de normale 52 -ondcrgroepen
aan de maximum— cn minimumvoorwaarde voldoen, dc lengde van dc stijgen—
de cn dalendc kettingen niet allcen cindig, maar zelfs begrensd is,
dewsze er is cen natuurlijk getal, dat alleen van deS2~—groep afhangt,
waar de lengdc van alle stijgende en dalende kettingen onder blijfi.

Te willen nu nog ecn belmgrijke stelling over dirccete sommen bewdlj—
zcne Ock deze stelling geldt evenecns voor nict-commutatieve groepen.
Daar we tot nu toc allc begrippen samenhangende met dirccte sommen
alleen voor cummutaticve grocpen hebben afgeleid, zullen we ons ook
nu tot commutatieve groepen beperken. Het bewijs gaat voor niet—commu-
tatieve groepen vrijvel onveranderd door; allcen moct voor sommen van
endomorficén, dic crin gebruikt worden, dan telkens bewezen worden,
dat die weer.endomorficen zijn, wat bij commutaticve grocpen automatisch
het goval is.

Te beschouwa een commutatieve (2 -groep G £ 0, waarvan de % —onder-
grocpen aan de maximum- en minimumvoorwaarde voldoen. Dan is G te
schrijven als directe som van onontbindbare ‘¢ -ondergroepen £ O.

e willen nu twee van dergelijke splitsingen (G = Gyteaetly =

= H1+...+Hk) met elkaar vergelijken. Laat de bijbeholende projecties

1 = E1+...+Eh = F1+...+Fk zijns Past men E1Fj toe op G1, dan ig dit een
{2 —endomorfie van G1 in zichzelf; verder is E1 = E1F1+...+E1Fk in

G1 de identieke transformatie. e willen eerst bewijzen dat minstens
één der E1Fj een §? —automorfie van G, is. Daartoe bewijzen we eerst

de volgende hulpstelling.

Als een § -groep K, waarvan de g?—ondergroepen aan de maximum- en
minimumvoorgaarde voldoen, onontbindbaar is, A en B.% -endomorfieen
van K zijn en 1 = A+B, dan is A of B een automorfie.
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Bewiis: A = AZ + AD = A% + BA, dus AB = BA. Als A en D geen van
beide een automorfie zijn, zijn ze beide nilpotent (Schur). Hu is 1=
(A+B)m een som van termen ATBS met r+3=m. Voor m voldoende groot is
A" =00f B’ = 0, hetgeen de tegenspraak 1 = 0 oplevert,
Past men dit toe op B1P1 = A1 en E1F2+..‘+E1Fk = §3 in 61‘ Als A1
geen automorfie is, dan is 31 een auvtomorfie, dus B1 bestaat. Dus

-1 1., : e - . s ;
1 = B1 E1F2+...+u1 1Tk’ AMs u1 Q1F2 geen automorfie is, is
-1
B

1 E1F +...+B1"1 E1Fk een automoriie enz. Lo vinden we daf er een na~-
tuurlijk getal j (1 & § & k) bestaat, zodat 3311”.‘3”13 Iz 1y
B11,...,BJ ; automorfieen in G1 zijn en dus ook E1Pj een automorfie
in G1. Nummer de H's en de F's nu anders, zodat j=1.

Beschouw nu de $2 -~homomorfie F, tussen G, en F,G, C H,. Daar E,F,

1
een auvtomorfie in G1 is, is F1 een isomorfie. HNu is F1G1 een L -onder—

groep van H1 en evengo ET’ de verzameling der elementen z van H1,
waarvmxrﬂ1z =0, Bij een y € H1 ig een w.€ G1 te vinden, zodat E?y

= E,Fyw. Als ve nu schrijven y = (y - F w) + F,w, dan is hj(y~E1w}ﬁky
- 5 Fw=0, dusy - Iywé€ H1, verder is Pyw € F, G, Verder 1s"ﬁ n o,

NF 4G4 =0, want uit B4z = 0, z = PyX,X € Gy volgt E1P1x = O, dus x=0,
dus z = 0. Dus is H1 =Hy + F G1. Uit de onontbindbaarheid van H1 volgt,
dat H1 = 0 of PGy = 0, maar F G4 = 0 kan niet, omdat ¥,y een igomorfe
afbeelding van G1 is. Dus H, = O en H1 = F1G1. Dus is F1 een isomorfie
tussen G1 en H1 en, omdat u1ﬁ1 een automorfie van G1 is, is E1 een iso-
morfie. tussen H1 en Gj. Verder is H1 n (G2+...+Gh) = 0, want als

z & H1,z € G2+...+Gh, den is qu = 0 en daar E1 een isomorfe afbeelding
van H1 is, z = 0, Dus &' = H1+G2+...+Gh is een directe som. Beschouw
nu D1 = F1E1 + 32+..,+Bh, dan beeldt D1 blijkbaar G op G' af., De direct-
heid van de som in G' geeft nu, dat uit D1z = 0 volgt F1E1z = Ezz =
=...=Ehz = 0, maar omdat F1 een isomorfe gfbeelding van G1 is, is dan
ook E1z = 0, dus z = 0. .Volgens Fitting is:hmn31 een automoriie cn

= G's Dus G = G1+Gz+"‘+Gh = H1+G2+...+Gh.
Stel.nu dat een paring verkregen is tussen Hi en Gi voor i = 7,

= 1,2,ss.,r <k, zodat Iy eenS? —isomorfie tussen H; en G, en F, een

%) ~isomorfie tussen G, en Hy is, G = Hy+e. o+ 4G +1-u..+Gh en D =

= P1Ej+...+F E + Br+1+"'+Bh ean33~—automorf1e. Vorm nu restklassen—~
groepen naar H1+...+H « Blijkbaar is dan g = Gr+1+"'+Gh
= Hr+1+...+Hk, waarin G = G(mod HytesodH,, ) £ 0, G G = (H FoosdH ¥ Gl)
{(mod H1+_..+H ),faan is Gl(?-isomorf met Gy en HJ JL—isomorf met H..
Volgens het bovenstaande kunnen we nu, eventugel na permutatie der
Hr+1""’Hk* Gr+1 paren met H T zodat de overeenkomstige projectles
E 41 ©n Fr+1g? -isomorfieen zijn tussen Hr+1 en Gr+1(resp, 4q eR

r+1). Verder is G = Hr+1 + G +...%E' Als nux € (H »-..+Hr+1)n

)E Hj = (H1+.5,+Hr+ﬁj)(mod H1+...+Hr).
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N (Gr+2+"'+Gh)’ dus
= 0, dus x ¢ H1&...+Hr, maar (H1+...+Hr) n (G

r+1+tt:+Gh)‘= 0, dus
x = 0, dus H1+”_‘_+Hr+1+Gr+2+"‘+Gh is cen dirccte som. Uit x € .G
P = 0 volgt F

it (Gr+2+...+(}h),.dan ig de rcatklasse ‘ieﬁrﬂ

1

r+1? "
pi¥ X = 0, dus X = 0, dus x & h1+...+ﬁr;1us x=0, Boecoow

ma Doy = FaBiteeetF 4D 4+ Eppp teeetly dan beeldd deze G of op
H1+"‘+Hr+1+Gr+2+"‘+Gh‘ Uit Dr+1z = 0 volyt dan F1E1z ='”=Fr+1Er+1z=
=Er+2z =...==Ehz = 0, Maar dan is ook JOFE =...:Er+1z =0, dus 2 = Q,
dus Dr+1 is een automorfie en G = H1+'"+Hr+1+Gr+2+"'+Gh‘ Verder zijn
Pt 1 Q! ~isomorfiedn tussecn G.,q cn H. 4 (resp. Hpgq ©8 Gryiq)e
Hiecrmec is de volgende stelling verkregen:

Stelling van Remak-Krull-Schmidt: Als G ecn commutaticve 52 ~groep
is, waarvan aecGe ~ondcrgroepen aan dc maximum~ en minimumvoorwaarde
voldocn en G = G1+'”+Gh = HT+'°'+Hk’ waari’n Gy en Hj onontbindbare
e —-grocpen AQzindan is h = k cn er is ecn &2 —automorfie D en cen
ordening der Hj, zodat DGi = Hi en G = H1+"'+Hr+Gr+1+“'+Gh'

Mcen kan dezc stelling ook voor projectics formulercn als volgth:

Als ¢ een commutaticve 42 -groep is, waarvan de S -ondergrocpen aan
dc maximum—- en ninimumvoorwaardc voldoen cn Ei en ¥, zijn primitieve
projecties £ 0, zodat Dytesetly =1, Bytooo#Py =1, BT, =0 als
i4ir, Fij, =0als j £3'y dan is h =11: en or is ccn 42 ~avtomorfie
D en ecn-ordening der P, zodat P, = DEiD" en zodat D = F B +ec +F B +
+ B, q teeet I, con S2~automorfic is.

In becidc stellingcix?kiezen we D = F1E1+...+FhEh, dan is JD_.1 = Fiz“'i =
= FiD1, dus Fi = DEiD .

Als G = G' + G" ecn willckeurigedirecte ontbinding in § —groepen is,
is cr cen verfijning van deze tot een ontbinding inonontbindbaredii-groe-
pen. Als de Hj geschikt geordend wordcn, is er cen wuvntomorfie D zodat
DG' = H1+¢ "+Ht cn DGY = Ht+1+"‘+Hk‘ _

Laat nu G ecn commubtaticve &¢ —groep zijn waarvan dic W ~ondergroepen
aan dc maximum—~ en minimumvoorwaardc voldoen cn V cen verzameling van
nilpotente R —endomorficién, dic gesloten is 4.0.v. vermenigvuldiging.
Als s dc lengte is van ccn compositiceri] van G, dan s vS = 0.

Bewljs: Neem ecn willckeurig stel By,...,By € V or 2onm C?-onder-
groep H van. G, zodat B,HC H en stel By...BH A0, Tuis B D B.HZ
D BjByE D ... on icderc By...BiH is ecn %2 —grocp, Dus H 7? Bi1H.’>

en B

> }‘_’_ Bi Bi H> ... is ecn dalende ketting Q2 —ondergrocpen vén Ge Als
3, 1 72

erg:s' $.cen gelijktcken staat, staan verder in de kettine ook zolijk-
tckens. Danr de lengte van cen compositierij van H g ig, is er cen

N - — el ! — b
r < S ZO{:L'a.'tZ Bi1ttcBirH = Z Bi10o nBir+1Ho Nocm H = ZBi,l...BirH.
Daar By...BH # 0, is H' £ 0. Verder is H' = ¥BH =... , Ir besteaat
cen onedndige rij B, ,B. yeee z0dat B, .eeB, H' £ 0. St:1 n.1l. p
11 i, 14 1P
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termen Bi1§”"Bip gevondcen zodat 311...3 th £ O. Dan is Bi1"'BipH'

= fZBi"‘Ei 3H3 en dus is er een i p+1 zodat By 1"'31 11—1' £ 0. Laat k

een der indices zijn, die oneindig vaak in de rij Bi1,Bi g+« VOOTkOmen.
, 2

Daar we aan de voorkant een eindig cantal termen weg kunnen laten zonder
de eigecnschap, dat Bi_‘...BipH' £ 0 is te verstoren, mogen we 11 = k
stellen. Dus besgtaan er s endomorfiecen 01,... ,Gs in V, waarin Ci =
BKB‘ en B' cen product van B.'s, zodat 01...CSH' £ 0. Daar Bk nilpo=
tent is , is DH! < H' en daar 2 C,H'C BH', is 2 C;H' < H'. Met
behulp van de rﬂdenemng aan het begin van dit bewijs vinden we een
42 -ondergroep i £ 0, < H' en dus < Hy zodat H= 3 C H. Door de rede-
nerlng te herhalen vinden we een H £ 0, < H en endomorfleen Di in V, 0
dat H ZD H Dit leidt tot een niet-afbrekende dalende ketting 42 -on-
dergroenen Ve . De cuderstelling By...BH £ 0 is dus tegenstrijdig
gebleken. Door dit op H = G"cce te passen, vinden e B'I“'Bs = 0.
Verondersuel woesr dat d@‘?ﬁ —-ondergroepen van G aan dc¢ maximum=~ en
minimumveooracndc voldoen. Laat G = G1+...+G een directe ontbinding
zijn in onomtbindbarc S¢ -groepen. G; £ 0 1aat 1 = By+.. .40, de bijbe-
horende projectics zijn. Noem de rlng der &2 —endomorfiecn S. Voor een
AES bold det A op een en slechts cen manier te schrijven is als
A= Aia’ waarin .»h,a\_ Z;8E;. Immers A = Z ui.AE is zo'n schrijfvij-

i

5
ze en‘als S BBy 4Es = s E;0y 425 met B je:—: ij‘ 8, dan is B B T =

= EP( 4 Ty 1_, a)fc = E ( Z E,C ljZDJ)E = EP pqnq. Ecn 44 B SEj

beeldt GL voor k £ J in O af en induceert een S¢ ~homomorfiec tussen

G, ©on een 3 Q-—ondcrgroep van G . Ve bewcren nu dat het radicaal van S
juist bestaat uit die Q2 -endomorfleen B, waarvan de B 13 in de schrijf-
vijze B = ¥ B 3’3 i3 € EiOEJ gecn van alle een &2 -isomorfie ‘tusscn

Gj en Gi inducercn. We moeten dus bewijzen, dat de verzameling R van
deze B ecn nilpotent ideaal in S is en dat alle nilpotcnte idealcn van
S in R bevat zijn. Laat BE R, B = Z Bjys C€ RyC = PN 15 #iin'en
nocm A; 13 = B + Cla. Als Ai een S0 -isomorfie A:L tussen G; cn G in=-

J
ducecrt, stellu,n e D %1;] E dan is Djié E; SL » Nu volgt u:L't;

-J

i & Ji:le., B. j € R, B. .é B ‘j dat PliB . & Re. Daar Ble R geldt
dat er cen z £ 0 in GJ JsmmorB 152 = 0 of dat G'; = B; 3G3 < Gg. Als

7
Biaz = 0, dan ook PliBiaz = 0. Laat Gi' Gy z:.an en stel dat PliBij

cen §) —isomorfie tussen G:‘j en Gl inducee b+ Dan induccert Pli een 5 -i-
somorfic tussen G—l' en Gl’ Dan bewijst men op dezelfde wijze als in het
bewijs van de stelling van Remak-Krull=-Schmidt dat G = Gi‘ + Gy "y

waarin Gi" de verzameling van dic z £ Gi ig, waarvoor Pliz = Q.
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(Bij ye G, is ecn we Gj’ zodat pliy.—.PliBijW: dan is y=Bijw+ (y-—Bijw) <
e(Gi"Gi"); verder volgt uit y:Bin? Xe G,}’ PliY=O, dat PliBijx=O’
dus x=0, dus y=0), Uit de onontbindbearheid van G; velgt dat G;'=0 of
6,"=0, maar G,"=0 is ommogelijk wegens G;'< G; en G,'=0 is onmogelijk
omdat G,=G;" in strijd is met het'feit dat P}, de hele G; als beeld hecft.

Dus PliBij induceert geen Gl ~igsomorfie tussen Gj en Gy, dus PliBije“ R.

Hieruit volgt dat noch DjiBij noch D}‘igij een automorfie in G, induceert,
n 1 - ~ Tl Cde idents -
mez2r daar Ej'Aij Aij“DjiAij“DjiBij +:Dijclj en EJ de identieke transforma

tie in Gj induccert komen we in strijd met een vroager bowezen hulpstel-
ling. Dus B+C€ K. Nu bvewijzen we dat als BE€ R, B:Z;?.'Bij, AES, A= z‘[‘ij’ dan
AB& R en BA€ R is, Hot is voldoende te bewijzen dat Bij,‘:”‘kl‘c':' R en Aleije R.
Voor 1£ 1 is A.leij:OER; voor AkiBij is het hierboven al bewezen. Als

j# k is Bij.{-.klr»OE.R; als Ajl geen G2 -igomorfie tussen G;l en G. induceert.
geldt Ajlé R o2 dus is Bij"*’jle R 21 bewczeny als ‘f‘jl wel een 42 —isomor-
fie tussen G: en G. inducecrt, dan induceert BijAjl geen 52 ~igomorfie
tussen G, en G; omdat Bij geen 52 ~isomorfie tussen G, en G; induceert, dus
BijAle R. Hierme: is bewezen dat R een ideaal :}s.

Om *te bewijzen (at R nilpotent is nemen we een B € L, B:Z_Bij
ontbinden ¢ 2z¢ in G=G'4+G" dat B in G' nilpotent en in G% een automorfie
is (Fitting). )

(Volgens de s%telling van Remak-Krull-Schmidt is er cenf2 -automorfie U
en e€en ordsm.j:l:i:g Jer Gy zodet UG'=H1=G1+...+Gt en-UG"=H2=Gt+1+...+GS.
Den is C=UBU & R{e;\ﬂ ¢ induceert een wmutomorfie C in Hoe Stel G" > 0,
dus t < s, Ncew E"z’;Et+.1'%...+Es, dan is E(2)=05'1E(2) € R, en dan ook
£ -5(2)g_
automorfie in &_, dus ES-$~ R. Dit geeft een tegensprazk, dus t=s, G"=0,

=

en

= I, maawn ESE ESSES en is de identieke transformatie,dus ecn

dus B is nilpeotent. Uit de vorige stelling velgt dat E nilpotent is.
Als T een nilpotent ideaal in § is en NE€ T, N:ZNij, dan is Nij=EiNEj
dus Nije T. Daar Nij nilpotent 1s, kan Ni. gecen isomorfie tussen Gj

en Gi induceren, dus N& R, dus T < R, Dearmee is alles bewezen en de

velgende stelling verkregen:
Ms =G +...+6_ een ontbinding in onontbindbare &2 —groepen £ O is
van de & -groep &, wasrvan de S¢ -cndergroepen aszn de.meximum- en mini~

mumvoorwasrden voldoen, 1=E1+“‘+Ea de bijbehorende projectics en S
-~
-_-r‘

de ring der {2 -endomorfieén van G zijn, dan vormen de -¢-endomorfieén

= Bij’ warrin Bij € EiSEj en Bij geen van alle S ~iscmorfieen tussen

Gj en Gi induceren, een nilpotent ideazl R in S, det alle nilpotente

ideelen in S omvat. R is dus het radicaal van S,
Rengschik nu G; zo dat G,,...,G, onderling S -~isomorf zijn;

A 1
Gk1+1 yeen ’Gk,’ 4k, onderling &2 -~isomorf, meer niet 52 -isomorf net Gyoooesly
enz. tOL Gy L g qseresG L . Noem,e(1)=g1+..‘+sk ,
G(z) 1 t~-1 G(t)l(} % i
+k yseey k + en

=G' +.o'+G' ; +o.;+G‘ *
k1+1 ! ko‘ 2 1 L3R Y .+kt"‘1+1 k1+l . o+’.§t
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E(1)*E1+"'+Ek1""'E(t)*Ek1+...+kt,1+1 bty Als i en J in
verschillende gebieden k1+...+k +1,...,k1+...+k€ en k1+...+kq 1+1,...,
ky+...+k  liggen, den is E;SE.C R. Dus is s(Psplde 3 a1s pZ g en deor
s=3 E(p)SE(@:(E(ﬂSE“),..‘,E(t)SE(t),R) en B(P)s(Pg(0)gp(®) 5 yoor
pﬁfz’is (E(p)SE(P),R) ecn ideaal in 8 en S=S(mod R)=§1+.‘.+§t, woerin
5 =(2®55(®) 8) (moa ®). Da~r 3(Ple EPIsE(®) en (g r 1s 5 £ 0.

Ru is, zoals we vroeger gezien hebben het verband tussen L€ E p)SE(p}

+-.Q+E
k
1

en zijn effect geinducecrd in GP) con isomorfie tussen EPISE(R) en ae
ring van de%¢ ~endomorfiedn van G(p). Daaruit volgt dat het radienal ve
E(p E(p) bestaot uit de elementen Z:Bi wearin 1 en j beide behoren to*
k1+...+kp*1+1,...,k1+...+k en B @ §cen ve . alle isomorfie€n tussen

Gy en G; zijn. Het rodicesl van B Plse(®) g qus B(Plse(®) N pg(P)pr(®:
en hlerult volgt deor toepassing ven de eerste isomorfiestelling dat

§ isomorf is met B(P)gp(P) (med E(P)RE(p))

Stel nu dat G homogecn is in die zin dat al zijn onontbindbare componeﬂ
ten G, G} -isomorf zijn (dus t=1). Dan hebl.en we vroeger bewezen dat S
een matrixring Ts ig, warrin T isomorf is met de ring van de 52 —endo-
morfieen van Gi, mear .omdat Gi onontbindbear is, is T volledig primair,. .

Stel nu dat S een matrixring Ts igs over een veolledig primaire ring
T, dan is T(mod R') een scheef lichaam als R' het radica-1 van T is.
Dan is RN T ecn nilpotent ideesel in T, dus R 1 P € R', Aan de endere
kent, als Ei. de matrixbasis ve.nu S vormen en Ai.lélﬁ' den vormen de ele-
menten E_Eijﬁij een nilpotent idemal in S dat dus bevat is in R. Specisal
is voor & € R' ock 4=Z B,y 4 € R dus R' C R, Dus R N T=k'. 4ils B=
_.I:E Bia een element van R is, is B, 15" _Ey ;BE., een element van
RN T—R' Dus is R~R‘ en de restklassering S=8 %mod R) is isomorf met
(T(mcdR')}s, cen matrlxrlng over een scheef lichram, dus e<n enkelvou-
dige ring. )

Stel nu det S5=S(mcd R) enkelvoudig is. Verder is in het algemeen
§=§1+...+§t met §i£ 0, dus in dit geval moet t=1, dus & homogeen zijn.
Darcrmee is de kring van implicaties gesloten en de voirgende stelling
verkregent

Voor een g?agroep G, wearvan de &2 —ondergroepen ocn (o maximum-~ en
minimumvoorwsarden voldoen en wesrvan S de ring van 5+ ~endomorficen en
R het radlca 1 van S is, zijn de velgende voorwaarden asquivalent:

g is homogeen ,

2O S~1 matrixring ven graad s over een volledig priwsire ring T,

3° S(mod R) is enkelvoudig.

Als in een ring S met één de l-idealen aan de minimunveorwearde
voldoen, dan voldoen ze ock aan de maximumveoorwasrde,
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Bewijs: Als het radicaal R ven S nul is en S dus halfenkelvoudig
is hebben we het al vrceger bewezen. We mogen dus sannemen dat er een
natuurlijk getal s is, zeodat Rsﬁ 0, R®*1- 0. We beschouwen de reguliere
representatie van 8, d.w.z. we vatten de additicve groep van S op als
S-modulus met als vermenigvuldiging de gewone ringvermenigvuldiging.Deel-
moduli zijn dan juist l-ideelen. De deelmoduli voldoen dus san de mi-
nimumvoorwearde. Nu is 8 » B> ... > R® > 0 een delende kcten S-moduli,
De restklassenmoduli 3(med R), R{mecd RZ),... worden alle geannulecrd
door R en zijn dus op te vatten als S(med R)-moduli. Verder voldoen de¢
restklassenmodpli S(mod R), R(med RE),... cok ar.a de minimumvoorwarrde.
Dasr 5=S(mod R) halfenkelvoudig is en zijn één de identieke transforme-
tie in S(hod R), R(mod R?),... inducecrt (immers S had zelf een één),
volgt uit een stelling uit de represcntatietheoric, dat de S-deelmodul’
van deze S-moduli ook sen de maximumv.orwesrde voldoen en dat daze 5-
moduli dus compositierijen bezitten. ILert b.v. S(med R)= f > L > ...}L—*
= 0 zijn, wearin T.(mod L ) irreducibele S-moduli en dus 1rreduclbelb
§-moduli zijn. Dus S=I, > L2> ««+ > L =R, werrin L. het l-ideasl is
dat op 53 wordt afgebecld in de homomorfie tussen S en S{mod R). Vol~
gens de tweede isomorfiestelling is L (mod L3+1) S§-isomorf met Ej(modl
en dus een irreducibele S-modulus. Evenzc R=L > «.s :>L
wearin L, weer l-idealen zijn en Lk(mod Lk+1) 1rreduc1bele Snmoduli ens.
Zo is S=L1>> «.. > 0 een compositierij van S-moduli en de S-moduli
(dat zijn de l-idealen van S) voldoen dus ook -an de maximumvcoorwaarde.

Op grond van deze stelling kunnen we de stellingen over endomor-
fieenringen nu toepassen, Laat S een ring met één zijn, wearven de l-
ide=len ean de minimumvoorws2arde en dus ann de maximumvoorwsaarde vol-
doen. Omdat S een één heeft, is S invers-isomorf met de ring van de
rechtsvermenigvuldigingen van de additieve groep G van S, Vatten we
G op =2ls §2 -groep, warrin§ bestaat uit de linksvermenigvuldigingen,
dan zijn de $¢ -omdergroepen van G de l-idealen van 8 cn de S§¢ —endomor. -
fie€n van G zijn de rechtsvermenigvuldigingen. Hieruit volgt nu onmid-
dellijks:

Als S een ring met één is, woervan de l-idealen -=n de minimumveor-
waerdce veldoen, dan is iedere nildeelring van S nilpotent.

Als 8 een ring met één is, wesrvan de l-idealen aaun de minimumvoor-
weearde voldoen, dan zijn de volgende voorwaarden zequiveient:

4° § is e.n directe som van l~idealen, die als S -gricpen (g} bestaan~
de uit de linksvermenigvuldigingen van de edditieve gruep vaan S) onont-
bindbpar en onderling S¢ -isomorf zijn,

2% s(med R) is enkelvoudig,waserin R het radicaal vau § is.

3° Sﬁra een matrixring van graad s over een volledig rrimaire ring T.

Als een van deze voorwearden vervuld is, heet S een  rimaire ring.

We zullen een l-idea2l A& van S, dat a2lsS2 -groep opgevat onont-
bindbaer is ook een onontbindbaser l-ideasl van § noemen, d.w.z, als o
4=B+C en B en C zijn l-idealen van S en denm is B=0 of 0=0,
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We nemen nog ateeds aan dat S ecn één heeft en de l-idezlen van S
ean de minimumvoorwaerde voldeen. 4Lls S=L1+...+Lk, Li l-idealen en
1=e1+...+ek de bijbehorende ontbinding van 1, den is €;=€ 8, +ea te 8y
en daar e 15 & Lj, geldt e; *O als 1% j en e, 2—ui, Verder is evenzo
voor a; € L 8y=8, e1+...+ai k’ dus 24 =O, voor if j en i@ =8y dug
Li~5ei. Lant omgekecrd 1= =@t . .46y 213n met e, eJ~O, voor 14 j en e; =e,
dan is S-Se1+‘..+Sel, want als X, € 1+...+x1el=0 dan is 0:11 1ei+...+xlelef
=X;€,.

In een ring S met één, wasrvan de l-idealen gan de minimumvoorwarr-
de voldoen is ec¢n minimaal niet-nilpotent 1l-idenal hetzelfde als een
onontbindb~er bestanddeel 4 © in een directe ontbinding van S in l-ide-
alen,

Bewijs: 1° Laat A een minimeal niet-nilpotent l-ideaal van S zijn.
4 bevat een idempotent e (zie blz. 19). Nu is SeC 4 en Se is een l-
ides=2l en niet-nilpotent want ezezfz Se. Uit de minimaliteit van 4
volgt dat Se=i. Nu is (1~e)2=1ne en e(1-e)=(1~e)e=0, dus S=Se+5({1-e).
Verder is A oncontbindbaar, went als A=B+C was met 0 < B < 4, 0 <C < A4,
B en C l-idealen in S, dan volgde uit de minimaliteit van 4, dat B en
C nilpotent zouden zijn, maar den was A ook nilpotent.

2% La~t 4L een onontbindbasr bestanddeel £ 0 zijn in een directe ont-
binding van S in l-iderlen, dus S=A+B, A en B l-idealen. Lact hierbi}
1..e1+e2 zijn, dan is A:Sc1. Omdat A% O, is e1ﬁ 0, dus e, een idempotent,
verder ¢, € & ,dus 4 niet nilpotent. ils 4 niet minimeal is als niet-
nilpctent l-ideael, is er een minimaal niet-nilpotent l-ideaal L < A,
Dan is L=Se3, €y idempotent, Dan is e3e1=e3(e1 is rechtséén in 4); ver-
der is veoor a%le a & i, ae2~0 2Schrijven wWe nu 1_e1 3+(e )+32;
dan is (e1e3) =485, (e e, 3) =€4=€,83, €,"=¢,, e1e3( e, 3 =
=(e -2 83)e1 3-p €3e,=e,8, 3.(e1 e e3)e2-ez(e -e 93)—0, dus S=
_SeﬂeS+S(e )+892 en A.Se1e3+s(e ey 3} Maar 63-636163£5 Se1e3,
dus Se e3.Se3, dxs A_L+S(e ) en 0 < L < A. Dit is in strijd met
de cncntblnubpvrheld van L. Dus A ig eun minimaal niet-nilpotent 1«
ideanl,

‘ Leat 8 ecn ring met één zijn, waarven de l-ideslem aecn de minimum=
veerwaarde veoldeen. Als S=L,+...+Lg, L; l-idealen £0 =€ +e00tey,

R het redicesl van S, e de restklasse (mod R) waar e; in ligt en T die
waar 1 in ligt, den is bligkbaar T= 91+...+es, eie3~ 0 als if 3,

~i =€ . é 0 en §=5(mod R)aﬁe +...+§" . We willen nu bewiiven, dat iedere
cntblndlng ven 5 in l—idealen nu ook op deze wijze te krijgen is. Het

is blijkba=r voldcende, hiertoe de volgende hulpstelling te bewijzen:

Als 51,...,Ek idempotente elementen in § zijn, zodat 3{53=° voor
i# J» dan is het mogelijk idempotente elementen Cqrensn®y in 8 te kie~
zen, zodat €. in de restklasse &. ligt en e.e.=0 voor iz j; verder vol

ce C 1 i7j
uit B testay= 1, dat e1+...+ekaj.
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Bewijs: Laat q,...,e al bepasld zijn, zodat eie al, eieJ- 0 voor
it 3J, €y=8;. Kies een ue am 4 &n stel v=u~-eu-we+eue met e= E € dan ie

v=u(mod R) want eu = a.a_.,= 0 enz. Verder is e.v=ve,=0 voor i=1,..,
{=r 1 m+1 i i

Dus is vi=viz met z nilpotent; laat z®=0. Nu is 2v=v3-v2=vz. We proberc:

nu een element w=f(z)v+g(z) te bepalen, zodat wos=w en £(z) en g(z) poly-

nomen in z zijn met gehele coéfficieénten en wel f(z) met constante term

1 en g(z) met constante term 0. Dit leidt tot de vergelijkingen
f2+2fg*f=0 en zf2+g2—g~0 We lossen deze vergelijkinger e:zrst op in manht~
reeksen in een onbepaalde t. Doer eliminatie vinden ye £(t)=(1+41t) I
g(t)= T(1-£(t)). Nu is (1+4t)" % = Z Gy 2Rere T (-2 2eR

de coefficienten zijn alle geheel. netzelfde geldt ook voor g(t). De
machtreeksen voldoen formeel aan de gevraagde betrekkingen, Vullen we

z in voor t dan worden alle machten met exponent > s nuij; er komen dau
veeltermen in z. Nu is w=v(mod R) en w idempotent. Verder is e 2=
ei(vz—v)=0 dus eiw=eif(z)v+eig(z)=0 en evenzo wei=0. Dus kan w gebruikt

worden als het element e _,. Als 3 a,;=1, dan is 3  e;=1+;, y€ R. Daar

2 e; idempotent is, is (1+y)2=1+y, dus y2+y=0, dus y=~y2=y3=...=ﬂ,

dus £ e =1,

Met een directe ontbinding §=§51+...+§§k met T=a,+...+8) corres-
pondeert S=Se1+...+Sek met =€ +.. 48, Blijkbear is §£i cnontbindbary
dan en slechts dan als Se; onontbindbaar is. Omdat § nalfenkelvoudig i,
is §Ei ononsbindbear dan en slechts dan als hij irreducibel is.

Beschouw nu T=Sei+Sej=Se, e=e;+e., €; en e, primitief, Daer S=

T+S5(1-e) zijn de projesties E en E' behorende bij Aez> ontbinding de
rechtsvermenigvuldigingen G(e) en G(1-e). Noem weer st de ring der links-
vermenigvuldigingen van S, dan is de ring:@ der & -sndomerfieen juist
de ring der rechtsvermcnigvuldigingen. De ring der & -cndcmorfieen van
T is dan isomorf met Eth, dus invers-igomorf met esc., D5 zijn Se
Se, dan en slechts dan%? ~isomorf als eSe primair is. v is eSe (modRﬂeSe)
isomorf met (eSe,R)(mod R)=eSe en eSe is invers~isomorf met de ring der
$2 -endomorfietn van T=8¢. Daar T volledig reducibel ix, is 25e halfen-
kelvoudig. Hieruit volgt dat R N eSe=eRe, dat blijkbaar Wevat is in hect
radiceal van eSe, met dit radicaal samenvalt. Dus is eSe primair dan &i.
slechts dan als eBe enkelvoudig is en hieruit volgt:

Als S«Se1+...+Sek, ey primitief, dan zijn Se en Se3 dan en slechts
dan $t -isomorf als §_ en 3-352 ~isomorf zijn (alles onder dezelfde ver-
onderstellingen en notatles als boven).

Als L een onontbindbaar l-ideaal van S is dat in cen directe ont-
binding ven S in l-idezlen optreedt, dan is er een grootste l-ideaal <
S dat< L is. Als L en L' onontbindbare l-ideaslen van S zijn, die in (¢
ventueel verschillende) directe ontbindingen van S in l-idezlen optrede
dan zijn L en L' dan en slechts dans2 ~igomorf, als hun e-rste composi-
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tiefactoren 2 -isomorf zijn.

Bewijs: I is minimael niet-nilpotent l-idemal van 8, duc 1s icder l-ideaal
van S, dat < L is, nilpotent. Blijkbazar is RNL het grcotste dergelijke
l-ideacl, De ecrste compositiefactor van L is L{mod ENIL) on dere is iso-
morf met (I R)(mod R)=I. Volgens Remok-Krull-Sckmidt is L % ~isomorf met
een van de l~ideaslen L1 die voorkomen in de ontbinding van 8 die L' be-
vat. Dus zijn L en L' -isomorf dan en slechts dan als hun cerste com-
positiefactoren het zijn.

We willen nu een verband leggen tussen de ontbiniin. van S in ononi-
bindbare l-ldealen en die in onontbindbare ideelen. Hiertce dient de vol-
gende hulpstelling.

Laat G en G' S-moduli zijn met compesitierijen, laet verder G ecn
grootste deelmodulus H<G hebben en ¢ S-homomorf zijn met cen S-deelmo-
dulus K£ O van G'. Dan bevat iedore compositierij var ' cen foetor die

B S—-isomorf is met G(mou H).

Bewijs: Laat Z de kern zijn van de¢ homomorfic tus:zea G en K, dan is
K S—-isomorf met G(med Z)Y. Daar K£ 0, is 2<G, dus Z< H. Dus G(med 2) 2

>H(mod Z), dus G(mod Z) heeft de compositiefactor G(med Z){(med H(mod Z)),
die S-isomorf is met G{mod H). Hetzelfde geldt dus voor X, dus voor G'.

We beschouwen weer de onontbindbare l-idealen die in directe ont-
bindingen voorkomen, dat zijn de l-idealen Se wzarin e een primiticve
idempotent is. We zeggen dat twee dergelijke l-idealen Se e¢n Se' tot het-
zelfde blok behoren als er een eindige rij cnontbindbare l~idealen
Se=3e1,892,...,Sek=Se; bestaet zodat iedere Se een compositiefactor bevat.
S—isomorf met een van de compesitiefactoren van Sel+1.
blijkbaar een aequivalentierelatie en. leidt dus tot een irdeling ven deze
idealen in blokken. We noemen de ri}j Sei een rij die 87 en Se' verbindt.
De volgende stelling legt een verband tussen een ontbinding in eenzij-
dige en in tweezijdige idealen.

Laat S een ring met één zijn wearvan de l-idealcn oo de minimum-
voorwaerde voldoen, laat verder S_A1+&.«+An de Ontu*ﬂﬂihi zijn van § in
onontbindbare (tweezijdige) idealen, Dan behoren tweec ocnounthindbare 1-
idealen Se en Se' dan en slechts dan tot hetzelfde blol ale ze bevat zijn
in dezelfde A, Dus is Ay de som van een stel onontbindbare l-idealen 3e
die tot hetzelfde blok behoren.

Bewijs: Een onontbindbaar l-ideaal L is altijd bevul in een der A. s
want L1=AiLc:LtlAi is een l-idesalc A, en L=SL=L +.. +L,.

Uit de cnontbindbaarheid vam L volgt dat alle L;= 0 zija op a¢én na. Stelx
nu ecrst dat Se en Se' tot hetzelfde blok behoren en dat Se¢ zn Se' in
verschillende Ai liggen, b.v. Sec:A1, Se'c:A2 Laat 1=d +...&an met
die.Ai zijn, dan is d; de één van A;. Dus is di(Se)wqe en d (u&‘)zo en
dus is geen compositiefactor van Se S-~isomorf met een van Tﬁ'. Als S<
een rla is die Se en Se' verbindt dan volgt hieruit dat Sed en Sej+1 3:
dezelfde A; moeten liggen en dus dat Se en Se' in dezelfda A moeten

Deze reletie is
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liggen. Stel nu dat Se en Se' tot verschillende blokken behoren, dan is
S¢'Se=0, als n.l. Se'Sct O was, was er cecn clement b=c'aef 0 en de
rechtsvermenigvuldiging G(b)} induceerde een S-houmomorfiie tussen Se' en
cen S-deelmodulus £ O van Se, Uit de hulpstelling velgt dat Se en Se’
isomorfe compositiefactoren zouden bezitten. Dus Sc'Se=0., Laat nmu
S=Se,+...+8¢; cen ontbinling van § in cnontbindbare l-idealen £ 0 zijn,
Laat Sef...,Sek1 tot hetzelfde bleok behcren, Sek1+1,...,89k1+k2 tot het -
zelfde blok behoren, maar tot eern ander blok dan Su enz. Noeun T1=

= Se1+...+Se s TQ»Sek1+1+...+Sek1+k2 enz, Dan is S .u‘~9 wls 1K k

i> k. Dus is \Sei)SC:(Sei)T1c:T1 en d1s is T, een ideunl :a daar T1 ecr,
som is van l-idealen uit hetzelfde blok is T1 bevat in cen der Aj, Hot-
zelfde geldt voor de andere Tj; dus kunnen we stellen T1=A1,...,Tn=&
Neem nu weer aan dat Se en Se' tot verschillende blokken behoren. We
mogen onderstellen dat Se_Se1c:A1. Dan is Se‘Sei—O voor i‘(k1. Daar
Se'S£ 0, is er een 3;>k zodat Se‘Se3£ 0 dus Se' en Se, behoren tot Lut-
zelfde blok en dus gclﬂt Se'C:A met i> 1, dus Se en S@' liggen in ver--
schillende Al

De volgende stelling. geeft een verband tussen ontbindingen in 1-
idealen en in r-idealen.

als S=Se +...+qen, dan is S=e1s+...+e S. Het r-ileaal ;5 is dan
en slechts dan onontbindbear als ae het is. Als Se en e, onontbind-
baar zijn, zijn ze dan en slechts dan S-iscmorf als elS en ejs S-~igo~-
morf zijn,

Bewijs: Onontbindbearheid betekent in beide gevallen, dat ey pri-
mitief is. Voor het laatcste deel van de stelling nemen we eerst aan dat
S halfenkelvoudig is, Dan is de voorwaarde dat Sel en Bcj S~iscomerf zijn,
dat ze in hetzelfde enkelvoudige ideaal A van 3 lig.en. Dzar SeiCZA
dan en slechts dan als eiSc:A geeft dit de bewering vocr dat geval.In
het algemene geval volgt het door covergang op de restklassenring modu~
1o het radiesasal,

Hiermee hebben we voor de ringen met één, weervan ac l-idealeun non
de minimumvoorwasrde voldoen structuurstellingen opge-teld die een zo-
kere analogie vertconen met de structuurstellingen voor halfenkelvoulis:
ringen. In pleats van de eerste hoofdstelling komt nu esn ontbinding
in minimale niet-nilpotente l-idealen. Verder veldeen de i-idealen ool
aan de maximumvoorwzarde. In de plasts van de tweede hoofidstelling kowt
nu een ontbinding in ocnontbindbare idealeny de in zo 'n component bevebe
te minimale niet-nilpotente l-idealen behoren tot hetzelflc blok. ils
de minimale niet-nilpotente l-idealen S—isomorf zijrn ic dv Ting primecir,
S is dus wel een directe som van primaire ringen, dis elkasr cvenwel nled
behoeven te annuleren. Een primaire ring is ecen matrizvin over een vol-
ledig primaire ring; de restklassenring van een vollediy orimaire ring
naar zijn radiceal is cen scheef lichaam, ‘

)
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We gaan nu over tot een nadere beschouwing van hypercomplexe syste-

men, Laat S1 en 82 hypercomplexe systemen zijn over hetzelfde grondli-
chaam.@’.we definiéren dan een direct produck S1x 82 als volgts

Kies een basis y1,,..,3n in S1 en een basis ZqgveosZ in 82 . Laat

o

i 5= QL_ lgpyp en 2z, z,= Q_J/éié 1 zijn. Nu is S;x 5, een algebra over
Q’ met basis Xy (1 1,...,n1, k-1,...,n2) en vermenigvuldigingstabel

XX 1~21 A_ J/ggé éié pq” De associativiteit van deze vermenigvuldi-

ging veolgt dlrect uit de associativiteit van de vermenigvuldiging der
yl resp. 2. Dus is S X 32 een hypercomplex systeem van rang n1n2 over
3? ; de definitie hangt echter behalve van S1 en S2 ook nog van de ba-
siskeuze in beide algebra's af, Kiest men echter b.v. in S1 cen aderc

D pagic = = (= ) = s T _
- o X 61) _ N A .

=4 1to<3r J/ trs ﬁsuyu Vormt men nu S1>< 52 met de nieuwe basis van
S1 dan geldt voor de nieuwe basiselementen X. ik? dat XIPXJI

(2)— . De toevoeging X, k~$‘L’6(1t tx?

=) (1)
g bns C‘it trsfaspjﬁdgﬁ?q

XiE42:5Gié§sk 1nduceert echter een isomorfie tussen beide systemen, im-

(1) (2)
mers X k jl ;1,tm:4¢ JrﬂVtrs/espdelg Ry uo
- (1) (2) bl -
f;::; x it Jr trs klg sq” éL“°<1t erthrl—
_ 3
“(2”'C{'txtk)(‘—'o(jrxrl)‘

r'—‘r

le kunnen dus zeggen, dat, op isomorfie na, S1x 82 niet van de keuze
van de basis in S1 (en evenzo natuurlijk in 82)‘afhangt. Laat nu S2 een

één bezitten en kies deze als eerste basiselement, dus z1=1; dan is

(2)_ [(2)_ ]
k19~ 4 kg™ qu. De elementen Xi1 brengen dan een deelalgebra voort

(1)

isomorf met S1, immers X d/lJP pi* Dan is dus S1x 32, als we

i1 31
deze deelalgebra met S, 1dent1flceren, een uitbreiding van Sy, Evenzo
is als S,een €én heeft Syx 8, een uitbreiding van S,. 4ls beide een één

hebben en y, =1, z,=1is, is x; dus na identificatie is

ij~= %31 13’ ‘
13 =y . ZJ evenzo is X. J-zay . Ben willekeurig element van S1x 82 is te
schrijven in de vmmn%r “13 13~.%_yi(é, o%jzj) dus qu\sz 8182 en even—

Z0 S1x S2_S S

554 Dus voldoet S=S1x 32 in dat geval aan de volgende voor-

waardens:
10 de elementen van S1 zijn verwisselbaar met die van S5,,
20 5=5, SA=s8,5,,
27271
3o (Ss @ )= (S1.‘?)(82.‘?) waarin het symbool (A: %) de -ang van A over
P. voorstelt.
Door deze drie voorwaarden is omgekeerd een direct product ook bepac
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Stel nl, een algebra S over‘i’ met twee declalgebra's S1 en 82 die aan

lo, 20, en 30 voldoen en laat y1""’yn1 en Z,y...,%, bases resp. van

)
81 en 82 zijn. Dan is volgens 20 iedere a& S te schri ven in de gedaante

8':2;; ak“)ak{z) net ak(l)é Si' Door deze in de basiselementen uit te druk-

ken vinden we a= o_ o, .y.z,
‘.JJ' lJ 1 3

een basis van S en zijn dus lineair onafhanlelijk over $ . Als de struce

tuurconstanten van S1 en 82 als boven §g; en 31&%; ziin, volg:t voor

b3

. De nyny elementen yizj vormen volgens 3o

de basiselementen X35V 42, van S met behulp van 1¢ dat Xikle:yizkyj Zq=

v (1) (2) (1) (2) P
=Y. V12, 2= - oA V2 =l Pl x , Gus S is isomorf met
173517 = i x1a¥0%0 7 fiind Kla

’S1x Sg. e merken nog on, dat uit 3o blijkt, dat het begrip direct pro-
duct essentieel afhangt vz:m‘lb . Vervangen we b.vV. CP door ecn deellichaan
2 met (P:Z)=m dan is (S: I)=m(S:9P), maar (842 2)(8,: D)=

= 2(81:@> )(SQ:?‘ ). Als 8, en S, enen hebben (resp. 1, en 12) dan is
1:1112 de één van S, Dan is 11=11(1112)=1112=1 en evenzo 1,=1. Verder
is Sqn 82 ten hoogste eendimensional, want stel a en b lineair onafhan-
kelijke elementen in S.l/\ 32, dan zijn ze beide zowel in een basis van

31 als in een basis van 32 op te nemen, Uit het bovenstaande volgt dan
dat a2, ab, ba, b2 lineair onafhankelijk zijn, maar dat kan niet want
ab=ba., Als S1 en 82 dus enen hebben, bestact 81/\ S2 uit de veelvouden
o1,

Als S, een één heeft kunnen we de elementen van Syx 8, schrijven in
de gedaante Zyibi met bié 82. Dit laat zich nu eenvoudig generaliseren
tot het ge\_ral dat 82 geen algebra over P meer is, maar een willekeurige
ring, die ? als deelring bevat (b.v. een eindig of oneindig uitbreidinge--
lichaam van ¥ ). Ga dus uit van een algebra A over P mot basis XqpoeoyX
en een ring S, zodat® bevat is in het centrum van S. Vorm de uitdrux-

. < .. < ST S !
kingen £ b,x; met b, €S en definieer (2 byxyH = bx; )= 2 (b +b i)xi

en (Z:bixi)(i. b'jxj)= % ( ,Zj' d/ijkbib'j)xk als Xy%,= '}'.‘J'ijkxk' Dat
dit systeem een ring vormt, is eenvoudig te bewijzen en eveneens dat

n

bij een andere basiskeuze in A een ring ontstaat die isomorf is met de
eerstgevormde. We noemen deze ring Age Er is geen verwarring mogelijk
door het feit dat® C S en dus 2 ok Xy met °<ié P zowel in 4 als in Ag
voorkomt, want de rekenregels zijn dezelfde; we mogen dus A als deelver-
zameling van AS interpreteren. We definiéren nu b(Z bixi)=

=Z(bbi)xi voor b &8; dan is Ag een S-modulus. Uit deze definitie
volgt tu=u, bluv)=(bu)v, x(bu)=b(xu) voor u€h, , vehy, x <4, b&S.
Dus is de modulusoperatie verwisselbaar met de rechtsvermenigvuldigin-—
gen van AS en met de linksvermenigvuldigingen met elemenien van A,
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Daar Ag ¢en S-modulus is en® <8 is Ay ecn P -modulus. Verdei is voor
oA e€P cn u, v EAg: o (uv)=(ou)v=ulotw)., Als Ag cen eindig lincaire pang over
P hecft, hetgecn zo is als S ¢on eindig lineaire rang over<® heeft, is
AS cen algebra over P . Als Vireees ¥, cen basis van S over‘% zijn, vor-
men de nn clementen y;x. eon basis van Ag over P .

Als A ecn éénﬁe hooft is c(Zbixi)z Ze(bixi)z Zbi(exi)= Zbixi en
evenze (2 bixi)e 22.b,x,, dus e is de &én van Ag. De cl.menten be (bes:;
van AS vormen e n deeclring S van Ag isomorf met 5, e merken op dat
(be)u=bu en x(be)=bx veor u& As, x €A, De clonenten var 4 en S zijn dus
verwissclbaar en hev is duidelijk dat als § cen algebra over P is, aan de
cisen 1o, 20 en 30 voor dircet product voldaan is zcdat we in dit geval
“‘SEA" S mogen stellen,

‘ Als A‘i cen declalgebra van A is, mogen we veronderstellen dat
XqygeeesX,, Con basis van f‘? is die tot X4,...,%, als basis van A aan te
vullin is. De elementen;; bixi vormen dan kc...elijk een deelsystecm van
Ag dat isomorf is met Aqge Verder is het duidelijk, dat als A, cen l-ide~
aal, nilpotent l-ideaal enz. in A is, dan ook A‘IS cen l-ideaal, nilpotent

. lrideaal enz. in AS is., Dus als AS halfenkelvoudig of cnkclvoudig is, is
A halfenkelvoudig, resp. cnkelvoudig.

Neem nu aan dat S cen lichaam P is, dan is o (uv)=(ou)v=u(gv).

Dus 1s Ap op te vaiten als ecn algebra over P; blijkbaar is (Ap:P)=
=(4: ®). Verder is (A,+Ay)p=A p+Asp, (A;X Ay)p=Aipx Ayp en als PC & is
(Ap)s =Ay . Verder is als A= ‘?m cen matrixring is, Ag=S5 . We kunnen dus
zeggen:

Een enkelvoudige halfenkclvoudige algebra over‘%’ is te¢ schrijven in

.de vorm P o X D, waarin D cen scheef lichasn is, dat‘.f’ in zijn centrum
bevat; omgekecrd is een dergelijk algebra enkelvoudig halfenkelwvoudig,

Laat nu de algebra A over P cen (commutatief) lichaam zijn, dat se-
parabel over 4’ is (d.w.z. iceder elcment van A voldocet a:zn een irreducibe-
le algebraische vergelijking met co&fficiénten in P zonder meervoudige
wortels). Laat P een willckeurig uitbreidingslichacm van Cp zijn. Ve wil=
len de structuur van AP bepalen, Onderstel ecrst dat P het kleinste nor-
male lichaam over P bevat dat A als decllichaam bevat. (Een algebraische
uitbreiding van een lichasm @ heet normaal als hij met ieder elenent a

- ook alle anderc wortels van de algebraische vergelijking met co&ffieién~

s ten in P waaraan a voldoet bevat). Als dan (4: 9 )=n, dan zijn er precies

w n isomorfié&n a- a(i s i=1,...,n tussen A en deellichamen van P. Dit zijn

representaties van A door ecnrijige matrices over P, Yeze representaticns
zijn E:f.-hter direct tot representaties van AZP uit te breiden. Als n.l.

; ee%k—; xkl dan stellen we Zekxkﬁ 2 ekx(;;) voor @, €F. Dit geeft blijkbacr

wer representatie van AP. Deze n representaties zijn, omdat ze cenrijige

zijn, zeker irreducibel en niet-aequivalent, Uit de representatietheorie
~ volgt nu, dat, als R het radicaal van Ap voorstelt, AP(mod R) een direg-

. te som is van ten minste n idealen. :
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Daar d¢ rang van deze idealen over P ten minstc 1 dscen (&4 :P) =n,
moct R = 0 zijn, dus Ap is halfenkclvoudig . Als P Willekeurig is, ncome
we cen lichaam 2 D P , dat hot kloinstc normalc lichaam bevat, dat A
bevat . Dan is Auz volgens het bovenstaande helfenkclivoudig , maor A =
= (493Z » dus A, is halfcnkelvoudig « Hicrmeo is de volgende stelling
verkregen :

Als A ccn cindig, scparabel lichaam over  is en (& :P) =ncn?
cun willckeurig lichaam over ‘3 , dan is 49 halfcnkolvoudig -Als P het
klcinstc normalc lichaam over P boevat , dat A bevat , dan is Ap dircete
som van idecalcen , dic allc isomorf zijn met P.

/ds voorbeeld kunncn we voor‘? het lichaam der rclle gotallen en
voor P hct lichaam dcr complexc getallen nemen en voor A wcer hetd 11«
chaom der complexe getallen (basis 1,] ; 32 = =1)e Ay bestaat dan wit
o+ B ,C{On(%complox . Door hierin over tc gaan op dc basisclementen
ey =3 + =%ij , €5 5 § ij , zicn we dat Ax,dlrectu gom is van twee
lichamen dic clk isomprf zijn me3 het lichaam der complexe getallen,
immers ef = ey 3 048, =504 =C, eg =0y s

De scparabilitcitsvoorwaarde is in hovenstaande stelling noodzakelijk
in dic zin, dat als A insecparabcl is er cen P tc vinden is zodat AI,niet
halfcnkelvoudig is . Kies n.1. P algebraisch afgesloten en stel dat A_
halfenkelvoudig is - Dan is Ay con directe som van lichemen , dic omdat
P algcbraisch afgesloten ig alle isomorf met P en dus n in gatal mocten
zijn . De regulisrc representatie van AP is dus volledig rcducibel en
valt uiteen in n irrecducibcle representatics van dc eerste graad over P
deze induceren ook n verschillerde niet-acquivalente rcprescntatics van
A (door dc reprosentatie van dc tasiselementen is dc hele represcntatic
bepaald) . Daar A ccn lichaam is , is de represcntatic ccn isomorfie;
daar A inscparabel is , zijn er cchter gecn n verschillende isomorfiecn
van A in P mogelijk ; hetgecn ccn tcgenspraask geeft . Dus kan A},niet
halfcnkelvoudig zijn .

Als voorbecld kumnen we voor & het lichaam :{) memen, ontstaandc uit
het lichaam R, van twec clementer door adjunctie van cen onbepaslde t ,
dat is dus het lichaam dor gebroken rationale functies van de verandcer-
lijke t met gehele coefficiéenten, waarmec gerckend wordt modulo 2. Het
polynoon x2 + t is irreducibel cn inseparabel ; dc adjunctic van de
wnrtelﬁ“¥ﬁvan de vergelijking xz + % = 0 geeft P =‘§(1fi) « Voor A nc-
men we hetzelfde lichaam (basis 1,z ; ae = t) . Dan bezit A},het nilpo-
tento element1f§ +a{want (V' t ¢ a )2 = 0 ) dat , omdat dc ring commu-
taticf is » cen nilpotent ideaal voortbrengt. Dus AI,is nlct halfcnkel~
voudlg - N

+. Bop ghkel¥uodig nhlfeikelvoudig hypercoimplex: systcem & oVe¥ wuwos
centraal (of ook normanl) als het centrum van A besteat wit de
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clcmentend t(A€$) , m.a.w. , als we zoals we gewoonlijk doen de clemen-
tendt met o identificercn , als © het centrum van A is . Vorder maken
we de afsprack dat als ¢ over coen enkelvoudig hypercowplex systeem spro-
ken , we daar con cnzelvoudig halfcenkelvoudig systeem # 0 mec bedoclesns
Een cnkelvoudige algebra A is con natrixring Dm over cen schecf lichaam
D . Daar het ccntrum van D het eentrum vann D is , kunnen we ook zegger
dat A centraal is als‘b hbﬁ centrum van D is . Lon cnkclvoudige algebra
ig altijd als ccn ccntrale cnliclvoudige algebra op te ve-tion door hem to
beschouwen als ccn algebra over zijn ccuntrum

Wec veronderstellen nu dat A cen willikcurige algeora met één is cn B
cen centrale enkelvoudige clgebra , beide over 43. V¢ zullcen aantoncn
.aat de ddecalen van Ax B ccencenduidig betrokken kunnen worden op de idca~
len van A « Laat LO cen ideoal van A zijn dan is L = LOB = LOB cen ide-~
20l van.Ay . Stel dat X; ,....,X%, ccn dusdanige basis van A over ¢ is,
dat X4 4..-+,X, ccn basis van Ly over & is . Dan is 2-byx; in A als by ¥
= [>; in?is en Z:Elxl inL als b, 4 =.... =b, = 0. Dus bestaat ANL
uit dc ulgmcntoncﬁialx cn ANL = Ly « Dus is LOB = Nqp don cn slechis
dan als Ly = My . DLaat mu L con willekeurig ideaal in Ax B zijn en Ly =
= AnL cn kies ccn basis Xy g-e--3 Xy VOOT A ZO dat Xy ,e...,X, con ba-
sis van LO is . Het is duidelijk dat Lo ccn idcacl in A is c¢n dat LOBILL.
Stecl nu LGB< L cn gtel datzr b, ;%4 con clement van L is dat nict in LOB

ligt, dan heeft . 2 Y b $%4 dczge elgunscnap ook en ten minste cen der bJ (i=
.“:r““‘ ,..‘.,n)ls #0 Stul ”m.d&‘t hixi1+.-‘ +bi l 'b '#-‘ O,
is 1

s =r+l ,..., nccn clement van I waarvoor 8 dec klblnstu pOulthVO A~
¢ heeft (de b's hoeven niet dezelfdc te zijn als de voorgacnde) » De

elementun b (v, 1x ) + e + bisxis ) en (bi1xi1 + eee + bisxis) b beho-
ren tot L voorcen willekcurige be: B. Hicruit volght Ant de cocfiiecicnten

van‘xi in de clcmenten van deze soort samen met O in D ccn ideaal #:O
’ .

vormen; dus is , omdat B cnkelvoudig is , b.1 willckourig« Dus bovat L

- STk Te) 1
cen clemont xi1 + b2 xiz + oeee + b i on dus ook b(x i, + bé 12 + eer +
+ béxis) - (xi1 + b2 i2 + aur + b' X S)b =Ll_(bb5 - b'u)ll « Daar s

minimcal is is bbs = b&b en dus omdat B ccntraal is , is bﬁ n,ﬁa e b,

Dus bevat L het element xi1 +{32xi2 + e +-@Sxis dat tot A bcheoort . Dit
is in strijd met het feit, dat X49 -+ ¢ X, CCn basis van L, is cn dat
LO = LN A. Doarmece is bewezen:

Als A ccn algcbra met één is cn B cen centrale enkelvoudige algebra
dan is dc afbeelding LO'ﬂfLOB ¢cn ecnecnduidige afbeclding tussen de ide:

lcn van 4 cen die van AX B.
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Hicruit volgt dircet:

ud%s A onkclvoudig is en D ccntrasl cnliclvoudig dan is Ax B c¢cnkcl-
vo

Alz in het alzenene geval It het roddicanl von AxB igy, io Rg = L
= ANR ven nilpotent idcaal in A cn dus bevat in het radicaal R(') van -

A. Aan dc anderc kant is ROB ecn nilpeient idecaal in A xB, dus RbBC .,
Dus is Ro = RO‘ Hicruit volgt:

Als A halfenkelvoudig is en D centraal enkilvoudig, dan is Ax B
halfenkelvoudig.

Ms ¢ = Zbixi cen element van A XB is dat verwissclbaar is met
allc b€ B dan is Z(bb; - byb)x; = 0 dus bb; = byb dus b;& Pen c £4
Dus is het centrum van Ax B het centrum van A. Duse:

Als A ccn algebra met één is cn B centraal cnkelvoudig dan zijn ¢o
clementen van A de enige van Ax B dic met de c¢lomenten van B verwiso. |
baar zijn. Als A ccentraal enkclvoudig is, dan is ook Ax B ecntraal cre-
kelvoudig.

Een cindig algebraisch uitbreidingslichaam P van % is op te vatticn
als cen cnlktelvoudige alzcbra over $ . Als A con contrale cnkelvoudige
algebra over ¢ igs, volgt uit hct bovenstaandec, dat Ap cnizelvoudig is.
Uit het bovenstaande volgt verder dat hetd centrum vau AP het centrum
‘van P, dat is P zelf is. Dus:

As A4 cen centralc cnkelvoudige algcbra ovchP ig ¢a P cen cindige
algebraische uitbreiding van ‘P , dan is AZP ook c¢cnkelvoudig cn mits op
gevat als algcbra over P ook ccntraal. )

Als A ccn algcbra met één over Fis on (4 :P) = n, den zijn voor
cen ag A de (n+1) clementen 1,a,aa,...,an lineair afhankclijk ovcr‘f’,
dus a voldoct aan cecn algcbraische vergelijking £(x) = 0 met coeffi-
cienten in ?’ Zr is dus blijkbaar ook ecn cenduidig bepeoald polynoom
g(x) mct coéfficienten in fP en coéfficient 1 bij dec hoogsitc graad con
van laags?t mogellgke graad, zodat g(a) = 0. Dit polynoom hcet het
minimale polynoom van a. Als P ccn ultbreldlnbsllchaam van CP:LS en
a€ A dan is het minimale polynoom van a als clement van de algcbrg hp
over P hetzelfde als dat van a als element van de algcbra A over 9 .
Dit volgt direct uit het feit dat cun stel lineeir onafthankelijke cle-
menten van A £ o.v. ‘:}D ook lincair onafhankelijke clementcn van AP

-

> t.0.v. P zijn (necm ge in ccn basis op). Als A con scheef lichaam is,

is het minimale polynoom van ccn clement a irrcducibel; immers uit
g(x) = h(x)k(x) volgt 0 = gla) = h(a)k(a) en omdat & gecn nuldelers
heeft is h(a) = O of k(a) = 0. Als ag ¢, is do groad van g(x)> 1.

Necm mu cen uitbreidingslichaam Pvan ¢, wacrin g(x) reducibel wordt
(b.v. ccn lichaam waarin g(x) = O ccn wortcl heeft), dus g(x) = hix)k(x),
In Ap geldt don O = g(a) = h(a)k(a) cn omdat g(x) hot minimole polynoom
van a is, goldt h(a)# 0 en k(a)f: 0, dus Ap heeft nuldelers.
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Necem ma cen centrale enkelvoudige alicbra over q’, dan is A ccn ma-
trixring K_, waordin K cen scheof lichaam is met ¢ «ls contrum. Dus

(4 :P) = m%(K : ). Volaens het bovensta nde is, cle K>P, P zo uit
tc breidén tot ccn lichoam P, dot KP geen scheot lichann 1g. Omdat ©
centroal cnkelvoudly over P is, is KP centroal onkelvoudis over P dus
¢en matrixring Kﬁ med m1> 1 ¢n K' con scheef lichaan met P oly cen-

trum. Verder is (K:P)=(K :P):m%(K:P).Dit proccs is vaort e zetten tot
het scheve lichaom met zijn centrum samenvelt. Hicruitd volgt, dat
(A :%) cen kwadrant is. Dit geeft dc volgende stellingen:

Len scheef lichaaom van cindige rang over zijn centrum ?5(on dus oo,
icdere centrale cnkelvoudige algebra over @ ) hcoeft cen rang over ¢,
dic cen kwadroat is.

Bij icderc centralc cnkelvoudige algcbraﬂ.overé&s con cindig uit--
breidingslichaam P van  to vinden, zodat Ap = F,, wcn matrixring o-
ver P ois.

We nocncn cen uitbreidingslichaam P van §’, zodat Ap = P, ccn
gsplitsingslichaan (splitting ficld; ZerfEllungskirper) van L.

oA

Ve begchouwen nu cen z.g. represciobatice door matriccg van ccn algebra
A over P in cen scheef lichaam K. Dot is cen homomorfe afbecelding van A
op ccn declring van dc matrixring‘Km. Hicrbij wordt verder vcronders
stcld dat K ook ccn algebra over P is cn dat de homomorfic ccn ¢ —ho-
nomorfic is. D¢ natrixring Km is op tc vatten als de ring van dc linc-
aire tronsformatics van ecn m-dimensionale vectorruimte R over het
scheve lichaan K' ,deat invers—isomorf met K is. Zo opgevat valt dezc
repregentatic onder het vrocgere algemene rcpresentaticbegrip: homo-
norfe afbeeclding van con ring in de endomorficcnring ven con additicve
grocp. Op grond van dc¢ representatie is R dus cen A-modulus. We ncmen
aan dat A ccn é¢n bezit en dat deze in de representatic met de iden-
ticke tronsformatic (de cenheidsmatrix) overcenkoot. Ve kunnen nu R
ook opvattcen 2ls Ax K'-modulus door voor cen c¢lement bi&i ( a; cun
basis van . on biegﬁ‘) tc definicren (iibiai)x =§ibi(aix) V0oOr Xé&R.
Dat dit indcrdaad acn de modulusvoorwaorden voldoct is nokkelijk in
tc zicn (bedenk dat in Ax K' d¢ elementen van 4 on van X' verwissel-—
baar zijn). Omgekecrd is icdere Ax K'=-nodulus toevens fA-iodulus; als do-
ze Ax K'-nodulus ccn vectorruinte over K' is, is wegens de verwisscl-
beorheid van de clementen van 4 cn K' de z2an cen cieneut van L tocgoew
voegde homonorfic cen lincaire transformatic van dezc veetorruimtc. Ne-—
men we nu acn dat 4 cnkelvoudig is c¢n dat van A en L' (of ) minsiens
ccn van beide normecl over f’is, dan is AX ' ook cnkelvoudig. Uit do
rcpresentatictheoric volgt den dat alle irreducibole A x K'—noduli
A XK'~igomorf zijn en wel alle met ecn irreducibel l-idcaal van Ax KP
cn dat ccn AxK'-modulus volledig reducibel is. Hicruid volgt dat twee
irrcducibele roprescntatics van A door matrices van de graad min K
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acquivalent meeten zijn en dan hetzelfde ook voor reducibele represcn-
tatics door splitsing van dcze in irrcducibele. Omdat A cnliclvoudiy ic
iz d¢ representatic con isomorfic. Twee iscmorfe cnkelvoudige deelris:-
gen van K zijn uitcraard op te vatten als repregentetics van con zc?
de cnbe lvoudi{,c algebro A. Verder heeft iederc centrale pnkelvowdige
alsebra cv\,r’? de vern Kn Hiermec is de volgendce stelling verkregen.

Als f“l en A2 isomorfe"enholvaudigc deeclolgebrata, die 1 bevatten.
van de centrale enkelvoudige algebra B zijn, dan ig icdere isomoriic
tuosen A‘i en Az uit tc breiden tot een inwendise cuvoasriic van B.

Het dis n.l. dc inmendige automorfic met het element ven B dat do
aequivalentie tussen de twee representatics tot ctonl brengt.

Door gpecianl .s\. = AZ = B t¢c ncnen vinden we: &

Ielerc automorti u van cen centrale cnkelvoudice clgebra over &, ¢
de elementen van P invoriant laat, is cen inwendige autonorfie.

Kcren we nu turug tot de represcntatic van A door natriecs in K en
nemen we meer coan dot A cnkelvoudig is en L of K cocutracl. Dan is
AxK! enkelvoudu_{; cus AXIY = Ds cen matrixrin, over ¢cn scheef li-
chaan D. BEen willekeurige represcntatie is volledig radueibel en cen
irrcducibelc represcntatic gecft aanleiding tot cen irreducibela AxX:
modulus die isomorf is met ccn irreducibel l-ideanl van AXK's Deze
zijn ook K'~moduli en dus isomorf mect cen directe som van irreduweibelc
K'-moduli; noem het aantal doaarvan h. Omdet K' cen scheef licheaan is,
is een ireeducibele K'-modulus eendimensionaal. Een irreduclbele AX LK'-
modulug is dus h-dimensionaal over K' en een rcpregentatie van i door
matrices van groad N in K bestaat .dan en slechts dan als hiN. Vorder ..
Ax X' zelf ock cen AxK'-modulus (reguliere renrcsentatic) en deze ic
directe som van s irreducibele Ax K'-moduli. Dus Ax K' heeft dimensic
sh over K'. fAan de andere kant is, als (4 :9) = n,
ook (AxK' : K') =n, dus n = hg, dus h is tec vinden ols

Neem my cen eentrale cnkelvoudige algedbra Kn over ﬁb en cen enkelvou-
dice dcel'ﬁ.r’cbru A van Ko, dic 1 bevat, dan is a—2 voor o €A cen re-
presentatic von L deor matrices van doe graad m in K. Als weer (4 :P)=
=nen AxK' =D_, dan 1 volgens het voorsnanie n = hg en h\m. Noenua

o

wlts

.

<

s

we m = hl, dan ig nl = hls = ms, dus n|ms.

Het is cenvoulig in te zien, dat (PXQ)' = P (' (stecds geeft cen
acccht d¢ vorming van de inverse ring can). Dus is ook A'X K = Dé eq
matrixring over cen scheef lichaam D'Y.

We kunnen dit ook toepassen voor A = K . Dan is mx.fx‘ Lo AX,E-{I‘!
=D, ¢n nism. ion de anderc kent is (Ax4' :P) = n° , dvs §n° \nz,
dus smin. Hieruit volgt sm =nenD =P.

Het directe product van een eentrale cnkelvoudige gebra A overff
met zijn invers-isomorfe algebra is ecn matrixring ove: ‘P(“x“ -.‘Pn,—
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Necmt men specical cen eaniiclveudige declalgebre 4, dic 1 bevat,
von ccn centraal scheef lichazn K (dus m = 1 ia hot bovendtaande),
dan is s}n 534} n}s dug n = 8 cn AXK? xan-

Als B cen dcelalgebra van con clgebra A is nocmen we de declalge:--
bra van L bestoonde uwit dic clementen van A dic met alle elementen v
B verwigsclbanr zijn de centralisator A(B) van B in A. Ve nemen arn
Gat 4 ccenn édn hoeft. We beschouren de endomoriicenring van de addi-
tieve grocp van 4. Daartoc behercen de linksvermcniyvuwldigingen a, o
de rechtevermenigvuldigingen Q. met clementer van . Noen *1 l¢ rin-
van de links- cn Ar de ring van de rechtasvermenigvvldiszingen von UL
Noen voor ccn dcclring P van A ?1 resp. P, de ring van Qe links

g
1 ™

resp. rechisvermenigvuldigingen met elementen van F. Dan ug Iy ilsu
merf met P en ?r invers-isomorf met P omdat A ccn één heeft. Verdos
is j"r de ring van dc¢ le-endomori'ieiin en Al de ring der Ar-enﬁomorv
fieén. Als P cen algebra over P is, zijn By en P, ook als algcbra's
over 35 op te vatten. Nu is de ring van de endomorficen verwisselbao:
met die van 4, on '}'3'1 juist m}." Want can do¢ eonc kant is cen eni.-
morfic uit m:'ﬁ'l verwisscelbaar met de endemorficen uit A, en 'El.

Necem cen endomorfie C verwisselboor met de cndenorfiecn uit ‘.*r cn ’ElQ
dan is C = c; en vegens de isomorfic van 4y en 4 is cEA(B). als P nu

1 bevat, bevat de cndomorfietnring Arﬁi = ByA, Ay enAYi"Dus dan is
EIETi de ring van de ArEi~endomorfieén. Neem nu aan, dat 4 eentraal
enkelvoudis is en B enkelvoudig is en 1 bevat. Dan is Arﬁl homomoxiE
beeld van 4A'X B, maar A'X B is enkelvoudig, dus dc hemomorfic is een
isomorfic. Laat A'X B = Ej zijn, den is A B; = 4. xBy=E  woorin E
isomorf met E is. Nu is .4 ecen Eé~modulus en wel ccn van eindige linoe
cire rang over ﬁs omdat Ar’ = Av Dus is dc ring van de ﬁswendomorfio;:
tc sehrijven als E{, waarin E' invers-isomorf met § (dus met E) im

en verder is st de dimensic van 4 over E en ES d¢ ring van de ﬁéuenw
domorfiecn (zic dlz. 30 en 31). Dus ETETi = E% cn i(B) = Ef waarin 2’
invers~isomorf met T is. Nu bepolen we A(A(B)). Evident is dat

B& 41(i(B)). ils e €a(i(B)), dan is c; een ﬁ%-ondomorfie, dus oleﬁg =
= Ar)cﬁi. Omdat oy vorwisgelboar is met allc clemanten van Ay, geldt
clEEl(zie blz 50), dus ce&B, dus A(A(B)) = 3B. Noem (4L 2 P) = n,

(B :P) =e Danisn= (i :E)NE :+P) = ste. Omdat 4(B) = BY, is
(a(B) P = ct°. Omdat {A' x B) = Eg, is ((A'xB) : ¥ = n(B :9P) =
= es°. Dus n(B : PY(A(B) ¢ ‘f’) = 025242 2 n? = n(A t ), dus :
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(B :? )& (B): P) = (4 P ). Hiermede is de volgende stelling ver-
keegen: )

Als A een centrale enkelvoudige algebra over 931' en B een enkelvou-
dige deelalgebra van A die 1 bevat, als A( B ) de centralisator van
B in A voorsteclt en A' een algebra invers-isomorf met A, dan geldem
de volgende beweringens:
19 A( B ) is enkelvoudig en bevat 1,
2° A(a( B)) =B,
39 418 Bx A' = }’38, waarin T een scheef lichaam ig, éan is A{B) = E't,
waarin I' invers—-isomorf met I is,
4%, (4 :P ) = (B:P ) a(®): D).

Neemt men in bovenstaande stelling aan dat B ccmnut tief is, dan is

.A(B) SBen (L :P)=(3: ®)am :P)> (B $ )%, Neem nu voor

A een gcheef lichaam en voor B een commutatief lichamm,

Als dan A(B)> B, dan kiezen we een a & A(B),a & B,
dan vormen de rationale functies van a met co8fficifnten in B een
lichaam B(a) > B, Dit procédé kunnen we voortzetten tot we een lichaam
X gevonden hebben, waarvocr A(K) = K, Als omgekeerd bij een lichaam
B A nog een lichaam C ¢ A te vinden is zodat C > B, dan is A(B) D C,
dus A(B) > B. De betrekking A{B) = B karaktertseert dus onder de lichamen
van A de maximale deellichamen, Voor e.n dergelijk maximcal deellichaam
geldt dus (A ‘P )=(B ; @ )2. Dit bewijst nogmaals dat de rang van een
scheef lichamm over zijn cenirum een kwadraat is, benevens de volgende
stelling:

Als de rang van een scheef lichamm over zijn centrum 52 is, dan is 4
de rang van ecn willekeurig maximeal (commutztief ) deellichaam.

Men noemt & de graad of de index van het scheve lichaam. Bij sche-
ve lichamen is, anders dan bij commutatieve lichamen, de grazad dus niet
hetzelfde als de reng. Van een matrixring over een scheef lichaam noemt me
de index de index wvan het scheve lichasm.

Als i een centrale enkelvoudize algebra over & ig, fus A = m’ S de
index van D, dan is (L : & ) = ( cgm)z Stel nu dat 7 een deellichaam
van A is, datibevat en zodat (X : 9 ) = dm (of A zo' . deellichaam
bevat laten we voorlopig in het midden). Uit A(RK) > X en (dm )2
=(A3P)=(X:P)AXK) :8)> (&n )2 volgt A(X) = K, dus K is een
maximaal deellichaam van A, Nu is (zte blz, 52 ondersan) K X D =
=K'x D=E_ en st J;n, Sm} ms, dus c” s. Omdat D centraal enkel-
voudig is, is het centrum van K X D het centrum van K, dat is K zelX,
Aan de andere kant is het centrum van E bevat in E, dus X C E.

Verder is KX A = E ,dus((KxA) ‘I’) (K s (})(Jm)zﬁ(E:@P):

.,(sm)z Omdat (K s <P < EE:9P ) en d « g, moet dus K = Ten s =d zi, .

Dus is Ap = A X K = Kg - d.w.z. X is een splitsingslicuaam van A.

'Ye merken op dat dezelfde lichamen splltsingalwhamen van A en van D zijn
A;"sn.l, Esplitsingslicheam van D is, dan natuurlijk ook van A.@ Gmgekeerdm:%
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als K splitsingslichaam vean A is, dus Ap = K, den is Dy =L omdat
D centraal ig dus Ay = L ,. Hieruit volgt L = K( zie plz, 323 in
iecder geval is hier L > K), dus K is splitsingslichawn van D, Hiermee
is de helft bewezmen (n.l. het “"voldoende')van de volgende stelling:
- Nodiyg en voldoende opdat een eindig uitbreidingslichaum K van $
een splitsingslichaamis vm ecn centraal scheef lichaan D over P van index?t
is dat de rang £ van K over f}’ een veelvoud md van & is en dat X iso-
morf is met cen deelalgebra die 1 bevat van D
We togen nu aan dat de voorwaurden nodig zijn. Lact K dus een split-—
singslichaam van D zijn, dus DX K = Dy = K¢ . Lan is (zic blz. 52)
(5‘! I:®P) =7f, dus £ = § a. Verder bestast er een representatie van
K in D! ot dic omdast ¥ een lichaam is ecen isomorfie is en bij de invers-
i,somorfle tussen L“ an B ook isomorf afgebeeld wordt.
Speciaal ziin m, Jm**wzale deellichamen van D dus s»litsingslichamen
van D en natuuriijk oolr hun eventuele eindige algebraische uitbreidingen.
Neemt men een maximaal deellichaam L dat @ bevatvEleen matdxring DN' dan

n
2

‘. e

is omdat D centraal is L D enkelvoudig dus L X Dy = & ecn matrixring;
dus L X D'y = 7' en Dg(L) = E_. Omdat L het centrum van DN(J.:) is, is

LCE, Als L < E, zou er een deellichaam van Dy zijn> T dus L =% en
Lx ]JN = Ln, é¢us L is splitsingslichaam van D. Omgekeerd volgt uit boven~
staande stelling dat ecn splitsingslichaam van eindige rang over P ook
maximaal deellichaam van een DN is. Dus

Nodig en voldoende opdat een eindig uitbreidingslichaem K vanCPeen
splitsingslichaam van een centraal schecef lichaam D over & is, is dat K
isomorf is met cocn maximaal commutatief deellichaam, dat P bevat, van con
la’srixring Dm. :

#We kunnen nu ecn vrocgere stelling (zie ¥lz. 50) nog wat uitbreidens

Als A een contrale enkelvoudige algebra over ® is en P een willekeu~
rig uitbreidincsiichaan van CF‘ , dan is AP enkelvoudig en mnits opgevat
als algebra over T, ook centranl.

Bewijs:Ncem een splitsingslichaam K van eindige rang over q'\"en een
lichaamy  dat zowel P als X bevat. Dan is A;_-_z(AI")}: —-(KVLL‘: =Zn, dus
A___ is enkelvoudig, maar A_ =(Ap)s , dus Ap is enkelvordig, Verder is
j: het centrun van AZ ¢ Gus P het centrum van Aps

We passen de verkregen resultaten nu toe om twee klassieke stellingen
te bewijzen. Allereerst nemcn we <’P algedbraisch afgeslo't:‘en en een hyper-
complex systecm K over CP dat cen scheof lichaam is, Als K>9, dan bevat
K zeker ecn deellichaam ><P immers als X centraul is van index cS , dan
bevat het e:n lichaam van rang o) over P en als K niet centraal is dan
is sijn centrum een lichaamd> P . Omdat P algebraisch afjosloten is heeft
?Pgeen echte algebraische uitbreidingen dus E>P is ominogelijk. Het
enige hypercomplexe systeem over cen algebramsch afgesloten lichaam ‘3" ;
dat een schecf lichaam is, is dus ‘? zelf, Necn nm veur‘?het lichaam van
de. reale &etallen of algemencr een regel afgesloten licheam in do mn van,
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Artin en Schreier (Abh.Math,Sem.Hamburg 5 (1926), 83-115 of B.L.van der
; fHaprden, Moderne Algebra I, 2.4ufl, § 70). Dan zijn d- enige algebraische
uitbreidingen van P Pzel” cn hict lichaam der complore getallen 4’(1).
Neem nu ecn hypercorplen systcem X overﬁ? dat cen schoed lichaan is, Als
K niet ccntranl is, is het centrum van X cen lichaam;>§5, dat dus sllecn
§>(i) kan zijn. Omdat P (i) algebraisch afgesloten is, en K als algebra
over $ (i) op te vatten is, is volgens het bovenstaande K= @ (i), Onder -
stel nu K cenirmal over P van index 6 . Dan bevat K cen deellichaam van
rang'J over ?’. De enigc mogelijkheden daarvoor zijn‘?’z%lf, dus JﬁmT,
en ?’(i), dus 8 =2. In hes corste geval is K= @ . Het tweede geval be-
schouwen we nu nader, Ir geldt dan < P (i)<K. De afbeclding dic aan
cen complex getal zijn geconjugecrd complexe tocvoegt (11, i—-1i) is
een automoriie wvan é’(i), diec tot ecn inwendige automorfie van K is uit
.te breiden (zie blz, 52). Ir is dus een ué€X, zodat win” 'e-i of ui=—iu.

Omdat P (i) commutaticf is, geldt u<$J?(i). Mu vormen de vier elementen

1,i,u,iu ecn basis van E. Stcl n,1. of g+ X pit Syur X, iu=0, dan is Qx1+ i)+

+(o(3+ 0<4i)u=0. Als A4+ 0‘141;4 0, dan is u:~(o<3+ o<4i)"1(0<1+oéi)é (i),

hetgeen niet zo iag. Dus 0{3+ci4iz0, dus ai3= O%zo ¢n dan ook oL +ohi=0,

dus 041:<X2=0. Dus zijn 1,i,u,iu lineair onafhankelijk t.o.v. P en daar

X rang 4 over  nceft voraen ze cen basis, Nu is uzizwuiu:iug en daaruit
volgt dat u2 get de vier basisclementen em dus met alle clcmenten van K
verwissclbaar is en dus u2=<x.6‘?, omdat K centraal is. Dus voldoet u aan
de vergelijking xz—cizO cn omdat u<§ P is Xgutx het minimale polynoon van
u, Omdat K een scheef lichaan is, is dit polynoom irreducibel, dus o £ 0.
Vervangt men nu u door j=(- o) %u, dan is 32=~1 en de tot nu toe afgelei-
de ecigenschappen van w zijn ook geldig voor j (met « =-1). Dan vormen
1,i,j,ij=k ecn basis van K en i2=j ==1, ij==ji. Met bchulp hiervan is
de¢ vermenigvuldigzingstabel makkelijk aan tc vullen tot die van het qua-~
ternionensystecm., Hiermee is de volgende stelling verkregens

i? W

% lie

Stelling van Frobenius: De enige hypoercomplexe systenen over het 1li-
chaam der re&le getallen ,dic schceve lichamen zijn, zijn de systemen der
re8le getallcn, der complexe getallen en der quaternionen,

Deze stelling is nog iets te generaliseren door d7 cis dat de syste~
men scheve lichamen zijn te vervangen door de schijnbaazr zwakkere eils
dat z¢ gcen nuldclers hebben. Deze generalisering is niclt essentieel,
want ieder hypercomplex systcem zonder nuldelcrs is con scheef lichaanm,
Het systecm moet n.l, in dc cerste plaats halfenkelvoudig zijn,want een ni’
potent elcment £ O geeft aanleiding tot nmuldelcrs., Als halfenkelvoudig |
'syateem is het ecn directe som van elkaar annulerende enlzelvoudige rin-
gen, maar als er meer dan één component # 0 in de directic stm is gecfd
dit weer aanleiding tot nuldelers, dus het systecu is erkelvoudig.. Als
‘enkelvoudig systecm is het ecn matrixring over ecn schee?” lichaam, maar
cen matrixring van graad »> 1 geeft weer aanleiding tot mldelers (b.v.
€148pp=0), dus het systeem is een scheef lichaam, | |
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Nu willen we bewijzen dat alle scheve lichamen met eindig veel ele-~
menten commutatief zijn. Daartoe behandelen we eerst een hulpstel-
ling uit de groepentheorie. Laat G een eindige, multiplicatief ge-
schreven, niet nocdzakelijk commutatieve groep zijn en H een onder-
groep van G. Noem g de orde van G, h de orde van H en s de index van
H, dan is g=hs. Voor iedere aé& G heeft de met H geconjugeerde onder-
groep ea.H:a,'"'l dezelfde orde als H. Als a en b in dezelfde linker neven-
klasge van H liggen, is aHa =be"1. Het aantal verschillende gecon-
jugeerde groepen van H is dus = g, Stel nu dat ieder element van G
in minstens een der geconjugecrde groepen van H ligt, dan volgt uit
g=s8h, dat er s verschillende geconjugeerde ondergroepen moeten zijn,
die ©bovendien nog alle verzamclingstheoretisch disjunct moeten zijn,
Twee ondergroepen van G zijn echter nooit disjunct want ze hebben
de 1 gemeen, dus moet s=1 en H=G zijn. Dit geeft de volgende stel-
ling:

Als G een eindige groep is, H een ondergroep van &G en ieder
element ven G in minstens een der met H geconjugecerde ondergroepen
van G ligt (d.w.z. bij ieder element a van G cen element b van G en
een element ¢ van H te vinden is, zodat a:bcb"1), dan is H=G.,

Meem nu een eindig scheef lichaam K, Het centrum CP van K
is ecn lichaam en X is op te vatiten als een ceatrale algebra over

$ .Laat (K: P)= §2 zijn, dan is de rang over ¥ van de maximale deel-
lichamen van X, die @’bevatten, gelijk aan 5 . Ze hebben dus alle
evenveel elementen en zijn dus volgens een bekende stelling over ein-
dige licheamen isomorf, Verder gaan bij deze isomorfie de elementen
van ¢ in zichzelf over. Deze isomorfie is dus uit te breiden tot

een inwendige automorfie van XK. Dit is ook zo uit te drukken, dat,
als we multiplicatieve groepen beschouwen die ontstaan door uit X

en zijn deellichamen het nulelement weg te laten, de ondergroepen
die behoren bij de maximale deellichamen van K alle geconjugeerd zijn.
Verder ligt ieder element van X in een maximaal deellichaam van X,
want als a&K dan vormen de rationale functies van a mét'coéfficien-
ten in P een deellichaam van K, dat‘? bevat, en it is weer uit te
breiden tot een maximaal deellichasm van K dat ¥ bevat. Nu vinden we
uit bovenstaande hulpstelling, = als G de multiplicatieve groep be=-
horende bij K is en H de ondergroep van G behorende bij een of ander
maximaal deellichaam L van X, daz‘?’bevax, dat H=G, dus L=K is, omdatl
jeder element van G in een geconjugeerde ondergroep van H ligt, Uit
L=K volgt echter dat K commutatief en 6.=1 is, waarmece de volgende
stelling bewezen ist

Stelling van Wedderburn: Alle eindige scheve lichamen zijn
commutatief., . . | ~




