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*§3ukEnkele begrippen uit de verzamelingsleer.

| Een VerZamggigg<is de samenvatting van een aantal objecten tot een
geheel. De objecten heten de glemenmten van de verzameling. a is een
element van V schrijven we a& V. Nu betekent a = b, dat a en b verschil-
lendekaanduidingen zijn van hetzelfde element. Op logische gronden geldt
dane '

H

a=a {(reflexieve eigenschap)

]

uit a = b volgt b = a  (symmetrische eigenschap)

wit a=benb=c volgt a = ¢ (transitieve eigenschap).

Een verzamellng, waar geen enkel element toe behoort, heet een
lege verzameling.

. Een verzameling V heet een deelverzameling van een verzameling w
(geschreven: VC W), als ieder element van V ook tot W behoort (als uit
acV volgt 2 €W). Als er bovendien in W een element is, dat niet tot V
behoort (er is een a met aeW, a % V), dan heet V een echte deelverza-

meling van W. Zen lege verzameling is deelverzameling van iedere ver-
zamellng.

De vereniging VuW {of cok V + W) van twee verzamelingen V en W
is de verzameling van die elementen, die in V of in W (of in beide)

liggen. ,

De doorsnede VAW {of ook V#) van twee verzamelingen V en W is de'
verzamellng van die elementen, die in V en in W liggen.

Als de doorsnede van twee verzame lingen leeg is, heten de verza-
melingen disjunct.

Als VC R @&an bestaat het complement van ¥ t.0.v. R (geschreven
R/V of ook R=V) uit die elementen, die wel in R maar niet in V liggen.
Br geldt dan: Va{(R/V) is leeg, VU(R/V)=R

We spreken van een toevoeging of een gfbeelding van een verza-
meling V in een verzameling V' als aan iedere acV een a'€ V! toegevdeg&
wordt (a=3a'). a' heet het beeld van a, a een origineel van a'. We
schrijven de toevoeging cok wel: a' = f(a) {(a' is een functie van a).
Als ieder element van V' als beeld optreedt, spreken we van een.af— i
beeldlng van V ep V's Als icder element van V' hoogste $4n . s




heeft (anders gezegd: als uit a # b, a —a', b—>b' volgt a' # b'),
sprekén we van een eeneenduidige afbeelding.

- Een eencenduidige afbeelding a—*a' van V op V' kan omgekeerd
worden {a'=®a) tot een eencenduidige afbeelding van V' ep V; de laatste
afbeelding heet de inverse van de eerste afbeclding.

- Twee verzamelingen heten geliikmachtig als er een eeneenduidige
afbeelding van de ene op de andere bestaat. Ben verzameling is gelijk-
machtig met zichzelf (kies de identieke afbeelding a -2»a); als V ge-
lijkmachtig met W is dan is ook W gelijkmachtig met V (kies de inverse
afbeclding); als V gelijkmachtig met W en W gelijkmachtig met U is, is
V gelijkmachtig met U ( als a € V, “bf.w, c€U is ena—3b en b—3c,
kies dan de samengestelde afbeelding a —»c). We zien dus, dat de gelijk-—

chtigheid man de reflexieve, symmetrische en transitieve eigenschap-

pen voldoet.

&2, Natuurlijke getallen.
De analyse berust op het getalbegrip. De verzameling N van de na-
tuurlijke getallen kunnen we axiomatisch karakteriseren. Ieder natuur-

1lijk getal a bezit een opvolger, die we voorlopig met a' aanduiden.
We stellen mu de volgende axioma's van Peanc op:
1° 1en
Er is een afbeelding a —a' van N in N, die aan ieder elemnt een
opvolger toevoegt.
Voor iedere xe¢ N geldt x! %1.
Uit x # y volgt x* # y' voor x€ N, y&N.
5 Als MCN en M de volgende eigenschapnen hecft:
1 £ M,
als x€ M, dan ook x'€ N,
dan is M = N,

Het eerste axioma zegt, dat N niet leeg is, hect derde dat 1 nict
als epvolger optreedt, het vierde, dat de afbeclding, die aan ieder ele-
ment zijn opvolger toevocgt, ecneenduidig is. Het vijfde axioma heet ook
axioma der volledige inductic. Op grond van dit axioma kan een eigen—
schap van mtuurlijke getallen door volledige inductie bewezen worden:

(2.1) Als een cigenschap E van natuurlijke getallen geldig is voor 1,

en als uit de geldigheid van E voor een natuurlijk getal x de geldig-

heid voor x' volgt, dan geldt T voor alle natuurlijke getallen.

Bewijs: Stel M de verzameling natuurlijke getallen (d.w.z. de deel-
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verzameling urlijke getallen), waarvoor E geldt, dan is 1 €M

en als x< M, dan ook x' € M. Volgens 50 is dan M = N, dus E geldt voor

alle natuurlijke getallen.
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- Met behulp'vah'deze“axioma's is mu de hele leer der getallen op te
bouwen. Het is onmogelij_k, dat hier in alle details uit te voeren, om-
dat dit ons veel te lang op zou houden. Wel zullen we echter de weg
aangeven, waarlangs dit kan geschieden, zonder echter alle bewijzen te
verme lden. |
(2. 2) Veoor alle x &N geldt x' # x.

Bewijs: 1' # 1 (ax.3°). Als x # x', dan is x' # (x')' (ax. 4°).
Dus x' # x is met volledige inductie bewezen.
(2.3) Als x # 1, X €N is, bestaat er een u€ N, zodat u* = x is (d.w.z.
jeder natuurlijk getal behalve 1 is epvolger).

Bewijs: We bewijzen met volledige inductie de volgende eigcnschap
van een natuurlijk getal x: x = 1 of er is een u€ N, zodat u' = x. M
heeft 1 de eigenschap, en als x de eigenschap heeft, dan geldt voor

=11'=1* {u=1) en als u' =x, (u')' = x'.

We noemen een deelverzameling M van N een o~-verzameling als uit
x €M volgt x'€ M,

We definiEren nu voor .twee natuurlijke getallen a en b, dat a <b,
als iedere oO-verzameling, die a' bevat ook b bevat. In plaats van a<b
schrijven we ook b>a. Het is a priori natuurlijk in het geheel niet
uitgesloten, dat b.v. zowel a<b als b<a zou zijn. Br gelden echter
de volgende eigenschappen (de kleine letters hierin stellen alle wille-

keurige natuurlijke getallen voor):
{(2.4) =x<x' .,
(2.5) Uit x<€y en y< z volgt x<z,

{2.6) Tussen x en y gelden minstens één van de relaties x =y, x <y,
y(x;

(2.7) Uit x =y volgt, dat niet x <y is (d.w.z. niet x<x).
(2.8) Uit x<y volgt, dat niet y<x is.

| We kumnen (2.6), (2.7) en (2.8) cok als volgt samenvaticn: tussen
X en y geldt één en slechts één van de relaties x =y, x<y, ¥y <X.
Opgave 1. Bewijs (2.4) (met volledige inductie).

Opgave 2. Bewijs (2.5) (rechtstrecks uit de definitie van < ).

In plaats van x<y of x = y (d.w.z. niet y £x) schrijven we ook
x<y. Analoog x 2y. |

(2.9) 1<x
(2.10) Als x<y is, dan is x'<y en emgekeerd.

(2.11) Als x<€y is, dan is x <y' en omgekeerd.



Deze stelllngen komen bij het beW13s van (2 6) vanzelf voor de da,g.

(2 12) Iedere nle‘t—lege verzamellng V van natuurlijke getallen bezrt
één en slechts één kleinste element. (d.w.z. een element aéV zodat
voor alle x&V geldt a<x). R

~ Bewijs: We bew:L;zen eerst dat er cen is. Neem de verzameling M van
die na’tuurll;}ke getallen y, zodat veor alle x €V geldt y <x. Dan is
1€M (2.9); er moet dan een a €M bestaan, zodat a' gé”\d. Immers als voor
alle a €M gold a' € M, dan was (5°) M = N, maar omdat V niet leeg is is
er een b€V, maar b'> b (2.4), dus b_“é M, hetgeen cen tcgensprask geeft.
Nu is a het gezochte kleinste element,l Tmmers a <x voor alle x€V, om-
dat a €M als a ¢ V was, was zelfs a<x voor alle x££V, dus a'< ¥ voor
alle x&eV (2.10), dus ateM, hetgeen een tegenspraak geeft. Dus 2 is een
kleinste element van V. |

Als a en & beide kleinste elementen van V waren, was a £a en aSa,

dus a = a (door de eerste betrekking is a >3 en door de tweede a<a

uitgesloten). Dus er is maar &é&n kleinste element.

(2.13) (Algemeen bewijs met volledige inductie). Als een eigenschap van
natuurlijke getallen geldt voor x als zij geldt voor alle y<x, dan
geldt deze ecigenschap voor alle natuurlijke getallen (deze stelling
omvat (2.1) als bijzonder geval).

Opgave 3. Bewijs dit door (2.12) toe te passen op de verzameling, waar-
voor de eigenschap niet geldt.

NMaast het bewijs met volledige inductie kemmen we ook de definitie
(of constructic) dcor volledige inductic. We willen een afbeclding

CF(X) van de verzameling der natuurlijke getallen in een willekeurige
anderc verzameling definilren. Stel dat we beschikken over een con’struc-
tieveorschrift (A), dat voor iedere x € N ¢(x) ondubbelzinnig bepaalt
zodra (fi(y) bepaald is veor alle ¥y <x {(ye N).

(2.14) Als er cen constructierrincipe van het bovenstaande type (A) ge-
geven is, is er één en slechts &é&n afbeelding 77(}() , die eraan voldoet.

Het vri) ingewikkcldc bewijs hiervan laten we achterwege.

Een bel:ingrijk specinal geval van een constructieprincipe van het
type (A) is, dat ((L?(l) bepaald is en dat (f)(x') bepaznld is, zodra cf)(x)
bepaald is.

Fen verzameling V van natuurlijke getallen hect begrsnsd' als er
een a £ N bestaat, zodat voor alle x €V geldt x £a.

(2.15) Ecn niet-lege begrensde verzameling V natuurlijke getallen heeft
cen grootste element (d.w.z. cen veV, zodat voor alle xeV geldt x £v).
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Opgave 4. Bewijs dit dsor (2.12) tee te passen ep de verzamcling van die
'nﬂtuurllgke getallen, die 2 alle elementen van V zijn. 5

(2.16) Een niet-lege verzameling V natuurll;ke getallen met een grootste
element is begrensd.

Dit is duidelijk.

We necmen de verzameling van de natuurlijke getallen die £ een
vast natuurlijk getal n zijn het beginstuk [ﬁ,qj.

We noemen een willekeurige verzameling cindig als zij lecg is of
gelijkmachtig met een beginstuk.-
(2.17) Een begrensde verzameling natuurlijke getallen is eindig; als ze

nlet lecg is (grootste element v ), is er cen afbeeldlng op een beginstuk
Dzﬂ,zwatn<v.

(2.18) Een eindige verzameling natuurlijke getallen is begrensd.

Beide stellingen worden met volledige dnductie bewezen.
(2.19) ¥ is niet begronsd, dus niet cindig.

Dit volgt uit (2.4) en (2.18).

Ben willekeurige verzameling die gelijkmachtig is met N heet aftcl-
baar cneindig. EBen verzameling, die eindig of aftelbaar oneindig is,
heet aftelbaar.

(2.20) Als [i,@] gelijkmachtig’is met [},m?, dan is n = m.

Dit wordt met volledige inductie bewezgn.

Uit (2.20) volgt, dat ecen niet-lege eindige verzamcling met niet
‘meer dan é&n beginstuk fi,nﬂ gelijkmachtig kan zijn; deze n nocmen we
het mantal elementen van de verzameling. |
(2.21) Ben deelverzameling W van ecn eindige verzameling V is eindig;
het aantal elementen m van W is € het aantal clementen n van Vy als W
eén echte déelverzameling van V¥ is, is zclfs m<n.

Dit wordt bewezen door van (2.17) gebruik te maken. Voor het leatste
gedeclte van de stélling mect de cceneenduidige afbeelding eventuccl nog
wat veranderd worden.

(2.22) (Hoofdstelling over eindige verzamelingen). Ben blndlge verzame=
ling is nooit gelijkmachtig met een echte declverzameling.

Dit volgt nu direct uit (2.21) en (2.20).

(2.23) Ben de :lverzameling van een aftelbare verzameling is aftelbaar.
- We bewijzen dit niet.

We kunncn de elementen van een aftelbare verzameling V nummerens

d.w.z. we schrijven de afbecelding van cen beginstuk of van N op V als

een functie a(k). Meestal schrijven we het natuurlijke getal k dan als
index: Ay



An 6.

We kunnon ook verzamelizgen {collccties) van ﬁerzamelingen besch‘du-‘
wen. De vereniging van een collectie verzamelingen bestsat uit die
elementen, dic tot minstens 8&én der verzamelingen van de collectie be-
horen, de doorsncde uit die dlementen, die tot alle verzamelingen der
cellectie behoren. |

(2.24) De vereniging van een eftelbarc collectie aftelbare verzamelin-

gen is aftelbaar. ‘
Het bewijs verloopt volgens het volgende schema: geef ieder ele-

ment cen dubbele index: a .. . De cerste gceft het nummer van de verza-

meling wasrtoe het behoort, het tweede het nummer van het element in
de verzameling.

v, a/,,: %j&!,a/ii!“’

g .
Vot 34y 84 Baggens

V. o

3 ;ﬂ/’ 2529 Bas e
f : ' '

i t i
We tellen mu af volgens de pijlen.

We definifiren nu voor ieder paar X,y natuurlijke getallen door

volledige inductie cen som X + y met behulp van de volgende betrekkin—

gens
x +1 =x'
X 4+ y! (x+y )

Dit is voor iedere vastc x inderdnad ecn definitic voor y door

il

vollcdige inductic.

(2.25) x + (y+z) = (x+y)+ = (assecinticve eigenschap)

(2.26) X +y=y +x {commutaticve cigenschap)

(2.27) x<x + ¥y

(2.28) Uit x + r = x +zvolgt y = 2

(2.29) Uit x<r volsi « + 2<y + z en omgekeerd (monotonic-eigen—
sehap).

Als veorbeeld tuewijzen we (2.25). Voor vaste X en y nemen we de
verzameling M van dic z, wanrvoor (2.25%) geldt.
(x+y)+ 1 = (x+y)' = a4y’ = x +(y+1l), dus 1€k
Stel dnt z €M, dus {(x+y)+ 2z = x +(y+z), dan is
(x+y )+ 2! =ﬁx+y)+ 2] = [x +(y+z):]' = x +(y+z)! = x + (y+z'), dus
z'€ M,
Dus M = N en (2.25) geldt algemecn.
Opgave 5. Bewijs (2.26).
Opgave 6. Bewijs (2.27).
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Opgave 7. Bewijs (2.28).
Opgave 8. Bewijs (2.29).

~ Op grond van (2.25) mogen we X + y + z zonder haskjes schrijven.
Voor vaste a en b behoeft er geen x te bestaan zodat a + x = b is (b.v.

is 1+ x>1 (2.27), dus 1 + x # 1). Als er echter zo'n x bestaat, dan
is er ook niet meer dan één,want a + x = bena +y = b geeft a + x =

—

=a+y, dus x = y (2.28). We noemen de oplossing dan het verschil b-a.

(2.30) Uit x«y volgt dat er een z bestasat, zodat x + z = y.

Bewijs. Neem de verzameling M van de getallen x + u (x vast, u
willekeurig). Dan is M een o~verzameling, wanmt (x+u)' = x + u', en
x'&M, went x' = x + 1, Dus is y€ M, dus er is een z waarVoor X + z = y.
(2.31) Veor de natuurlijke getallen a en b bestaat b-a dan cn slechts
dan als a <b.

Dit volgt uit (2.30) en (2.27).

We schrijven voortaan voor de opvolger van a niet meer a' maar
a + 1.

e definidren voor iecder paar X,y natuurlijke getallen een product
Xy met behulp van de¢ volgende betrekkingen:

¥ 1 =x }
x(y+1) =xy +x

(2.32) Ty =y X

{2.33 x{y+z) =xy +x z (distributieve cigenschap van de
vermenigvuldiging t.o0.v. de op-
telling)

(2.34) (xy)z = x(yz)

(2.35) Uit xz =y zvolgt x =y

(2.36) Uit x<y volgt x z <y z en emgekeerd.
(2.37) Uit x # 1 volgt x y # 1.

Cp gcheel analoge wijze als bij de eptelling kan men hier aantonen,
dat a2 x = b niet oploshaar hoeft te zijn, maar dat er nooit meer dan
één cplossing is. De oplessing, als zij bestaat, heet het quotidnt g -
Opgave 9. Veer dit uid.

We zullen de theorie van het schrijven van natuurlijke getallen
met cijfers niet belmndelen, doch bekend veronderstelien.
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é;B. Gehele getallen.
We willen de verzameling der natuurlijke getallen zo uitbreiden,
dat a # x = b wel altijd oplosbaar is, ,
We definiéren de verzameling G der gchele getallen als de verzame-
ling bestaande uit cen element O (nul), en bij ieder matuurlijk getal a
ecn element +a en een clement -a. Veorlopig duiden we willekeurige ge=-

hele getallen asan met Griekse en natuurlijke getallen met Latijnse let-
ters.

We definicren de som van twee gehele getallen als volgt:

Q '(;Q(Z{X-P 0 = '

(+2) + (+b) = + (a+h)
{+ (a=b) als a> b
(+a) + (~b) =0 als a = b
l- (b-a) als agb
(-a) + (+b) = (+b) + (-n) (vorige geval)
(-a) + (-b) = - (a+b) .

We wijzen dasrbij op het volgende om verwarring te voorkomen. In
(+a) + (+b) =
cerste, derde en vierde is het + tcken van de definitie van cen gecheel
getal, het vijfde is de (bekende) optelling van nntuurlijke getallen,

het twecde is de mu gedefiniecrde optelling van gchele getallen. Ana-

loge opmerkingen gelden voor de andere betrekkingen.

+(2+b) staan dric verschillende soorten + teckens: het

(3.1) m47§= /g+r¥.
(3.2) (‘”:’3)*5 = o+ (D RE
(3.3) Uit X+ 5 = x +y volgt ;o= Y -

Dit wordt bewezen door gevalonderscheidingen te maken en de defini-

tie van optelling toc te
len te gebruiken. Dit is
(3.4) Als X on/} gegoven
is. Deze nocmen we /3— X

pissen en eigenschappen van natuurlijke getal-

een vrij langdradig werk.

3

zijn, is er ecn { te vinden, zodat &'+ é =,

. Specinal 0 - noemen we - X,

Bewijs: Eerst bepalen we - X . We weten

0 +

(+a) +

(-a) +

dus we kunnen definicren
- =

-X =

- X =

0=20

(-a) =0

(+n) =0

0 als X=0

- " X =4+aq

+n, ] ;1(_..;__&’ -



dan voldoet - aan'de %rér@i‘s’t_a botrekking o¢+(-)= 0. Als we nu voor‘f
ﬂs -X kiezen B+(-x) dan voldoet dit aan de vereiste betrekking
M+(ﬁ-W) =,ff5. Immers X + Ll,:ﬁ +(..orﬂ =M+[(-'W)+}3j= k(‘,_(;y):l .+/3= 

= Q0 +/‘S:P .
(3.5) - (o f)= —n- B,
(3.6) - (=)= —x4f,

De optelling van gehele getallen s associatief con er bestaat een
ondubbelzinnig bepaalde omkering (aftrekking). Fen verzameling met een
dergelijke operatie heet een groep (t.oc.v. die operatie). In dit geval .
is het zelfs een commutatieve groep (ook wel genoemd Abelse groep naar
de Noorse mathematicus Abel), omdat de eptelling commutat ief is.

We defini€ren nu !

+a>0

- ad0

x< 3 als f-x >0,

(3.7) Tussen -’Xen/) bestaat €&n en slechts één van de drie relaties
x< B oe=fS, B, |
(3.8) Uit «<p enf <fvolgt X<y .
(3.9) Uit <A vélgt «+ 1 <4 en omgekeerd.
(3.10) Uit «<Bvolgt X <A + 1 en emgekeerd.
(3.11) Uit «x <3 volgt on;a’< A +J en omgekeerd.

Opgave 10. Bewijs (3.7) en (3.8)
We definiren nu het product van twee gehele getallen als volgt:
| 00X =X0 =0
(+2) (+b) =(~a) {~b)}= +(ab)
(+a) (-b)=(~a) (+b)= —(ab).

(3.12) o8 =5

(3.13)  (af)y =o(( Sy,

(3.14) X(Bry)=xBroxy) .,

(3.15) Uit 3 =%} en & # 0 volgt f3 =J .
(3.16) Uit & # 1 volgt &8 # 1.

Ben verzameling met ecn optclling en ecn vermenigvuldiging, die
t.0.v. de optelling ecen commutatieve groep is en waarvan de vermenigvul-
diging associatief is en distributief t.o0.v. dec optelling, heet een ring.
Als dc vermenigvuldiging ook nog commutatief is, spreken we van een

commutaticve ring (in een ring wordt de optelling dus altijd commutatief
verondersteld). Een commutatieve ring, die bovendien aan (3.15) voldoet,
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hef,t een 1n‘tegr1teltsgeb1ed. Elgonschap (3. 15) komt op hetzelfde neer
als: uit a(/) 0 volgt X'= 0 0 ef /5 0 {er zijn geen nuldelers)

(3.17) Uit X</ en !)/>o volgt ) <Ay
(3.18) Uit x <8 en i= 0 volgt )= /3J
(3.19) Uit X< den y< 0 volgt X o X 3()'
(%3.20) Uit </5(}en )>O volgt x%pB.
(3.21) 0<}</-‘»(} en y= 0 is onmogelijk.

(3.22) Uit %}<ﬂ]en y<0 volgt o>,

De gehele getallen > 0 heten positief (dat zijn dus die van de vorm
+a), die < 0 negatief (dle van de vorm -a).

- De positieve gehele getallen gedragen zich, wat optelling, ver-
menigvuldiging, ordening en eventueel aftrekking betreft, precies als

de overeenkomstige natuurlijke getallen. Immers:

(+2) + (+b) = + (a+b)

(+a) (+b} = + (ab)

(+2) > (+b) dan en slechts danals a> b is.
(+b) - (+a)= +(b=-a) als b >a. :

Verder stemt ook het voorgeplaatste miﬁteken, zoals dat gedefinieerd is
voor gechele gétallen, toegepast op een positief getal overeen met het
minteken, dat een natuurlijk getal in het bijbehorende negatieve ver-
anderts

- (+a) = -a.

We kumncen dus zonder bezwaar de positieve getallen uit de vergame-
ling der gehele getallen verwijderen en daarvoor de overeenkomstige
natuurlijke getallen in de plants stellen. Dan vormt de verzameling der
gehele getallen een uitbreiding van de verzameling der natuurlijke ge-
tallen. We kunnen dan ook het onderscheid in het gebruik van Griekse
en Latijnse letterslaten vervallen en ook de gehele getallen alle met

Iatijnse letters aanduiden. De matuurlijke getallen zijn dus nu het—
ze1fde als de positieve gchele getallen,
(3.23) G is aftelbaar oneindig.

Dit volgt uit (2.24) toegepast op de collectie bestamndé uit O, de
verzameling der positieve en die der negatieve getallen, die aftelbaar
zijn. G kan niet eindig zijn, omdat N een deelverzameling van G is en
N niet eindig is;(2.19) en (2.21).

Een verzameling V gehele getallen heet begrensd, als cr een posi-
tief geheel getal a is zodat voor alle xeV geldt - a<x<a.

(3.24) BEen begrensde verzameling gehele getaklen is eindig; een Lindlgb
verzameling zgehele getallen is begrensd,

-



(3.25) Een begrensde (en dus eimdige) verzameling gehele getallen heeft
een grootste en een kleinste eloﬁent.

Bvenals bij de natuurlijke getallen is a x = b voor twee gehele
getallen niet altijd oplesbaar (3.16). Als het echter wel oplosbaar is
ecn a # 0, dan is er maar &én oplossing, § genaamd (3.15).

Opgave 1l. Gegeven zijn twee gehele getallen a en b (a<b). Bewijs dat
het anntal gehele getallen x, die voldoen aan a <x¥b, gelijk is aan

b“"an

\6 4. Acquivalentieklassen.

De volgende stap bij de uitbreiding van het getalbegrip is de in-
voering van de rationale getallen, die ten doel heeft de deling, al-
thans door getallen # 0, enbegrensd mogelijk te maken. We zullen dit
doen door formeel quotidnten % in te voeren, waarin a n b gehelc ge-~
tallen zijn met b # O en daarvoor rekenregels vast te stellen. Het zal
daarbij echter noodzakelijk blijken quoti&nten, die formeel verschil-
lend zijn, toch gelijk te stellen, Inat ad = be zijn (b # 0, 4 # O) en
noem%=x, §-=y, dan is a = bx, ¢ = dy en bdx = bxd = ad = bec = bdy
en dus, daar bd # 0, x = y. Veor deze gelijkstelling dient de theorie

der aequivalcnticklassen, die we trouwens ook later neg nodig zullen
hebben.

Ga uit van een verzameling V en verdeel die in deelverzamelingen,
dic disjunct zijn en samen V opvullen.
Een collectie F van verzamelingen, dic voldoet aan

1° voor alle WeF geldt Wc Vs
2° als WeF, We F, WLW', dan zijn W en W' disjunct;
3° decvereniging van alle We F is V;

hect een klasse-indeling van V (de verzamelingen W heten klassen, 7

de verzameling klassen).
Een relatic ~u tussen elementen van V (schrijf a ~ub resp. a4ub,

als de relatie.wel resp. nict vervuld is) heet een asguivalentierela-

tie als zij reflexief, symmetrisch en transitief is, d.w.z. als geldt
a oa
uit a0t velgt by a
uit a~vben btbve volgtanv e .
(4.1) Als een klussc-indcling van een verzameling V gegeven is, is de
relatie die gedefiniecerd wordt door a~ob dan en slechts dan als a en
b in dezclfde klasse liggen, ecn aecquivalentierclatie. We noemen deze
de aequivalenticrelatic die behoort bij de gegeven klasse-indeling.
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De definitie is zinvol, omdat ieder element van V vOLgens 2% en
'30 in 8én en slechts 46n klasse ligt. De rest van (4.1) is direct
duidelijk. 1 - |

Het merkwaardige is nu, dat (4‘1)'omgake¢rd kan Worden,'alS‘volgt:
(4.2) Als een aequivalentierelatie op een verzameling V gegeven is, is
er een klasse~indeling van V te vinden, waar die aequivalentierelatie
bij behoort. |

Bewijs: Definieer bij iedere a<V de verzameling W, bestaande uit
die x€ V, waarvoor geldt a nux. Beschouw de collectie F bestaande uit
de verschillende onder de W,. We bewijzen, dat F een klasse-indeling
van V is. Aan 1° is automatisch voldaan. Om 2° te bewijzen nemen we
twee verschillerde W, en Wé en tonen aan dat ze disjunct zijn. Omdat
ze verschillend zijn is er een ¢ die wel in de ene maar niet in de
andere ligt, b.v. ce W, ¢ * ‘Wg, dus a ruc, bi+JC¢ Als W, en Wg
niet disjunct waren, was er een d me¥ de W,, deV,, dus a~ d, bvd.
Uit arvd volgt d~s a (symmetrie); uit bvd en d v a volgt bu a
(transitiviteit); uit baa en a~yc volgt bve (transitiviteit). Dit
geeft een tegensprask, dus W, en Wg zijn disjunct. 30 is vervuld omdat uit
a rva (reflexiviteit) volgt a ¢ W.. Bus F is een klasse-indeling van V.
De aequivalentierelatie behuvrt nu ook bij F, want als a ~c is, is
ce W, enac¢ W, dus a en ¢ liggen in dezeifde klasse: Als arpc is,
is c,$ W.s 2&Wy,0us a en ¢ liggen in verschillende klussen.

Het verband tussen klasse-indelingen en aequivalentierelaties is
dus wederkerig. We zeggen dat F uit V ontstaat door de aequivalente
elementen te identificeren. De aequivalentie zou men een kwirstmatig ip-

gevoerde gelijkheid kummen noemen.

Een ecuvoudig voorbeeld van een aequivalentierelatie is de (echte)
gelijkheid. Deze voldoet inderdaad, zoals al eerder opgemerkt, aan de
eisen, De bijbehorende klasse-indeling bestaat uit klassen, die ieder
uit één element bestaan. Er is dus niets geidentificeerd, behalve wat
al gelijk was.

Een ander uiterste is de aequivalentierelatie, die voor ieder
paar uit V geldt. De bijbehorende klasse-indeling bestaat dan uit één
klassse, n.l. V zelf. Alle elementen van V worden geidentificeerd.

‘ De:gehele getallen van de vorm 2 a {a geheel) heten even; die van
de vorm 2 a - 1 gneven.

Opgave 12. Bewijs dat de vermameling der evén en die der oneven getal-
len een klassc-indelin: van G vormen.



555. Ratlonale getallen. :
Alvorens over te gaan tot de formele invoering der rationale ge-

tallen zullen we eerst nagaan, hoe we de rekenregels zullen moeten de~

finiéren. Neem twee quotiénten,% en % « We willen hun somn, VerSChil en

product bepalen. Noem % = X, % =y dan is a = b x, ¢ = dy. Nu is
ad =bxd=bdx, bc =bdy, dus ad + bc = bdx + bdy = bd(x + y),

ad + bc ad - be

dus X + y = 53 » Bvenzo X -y = Y Verder is ac = bxdy =

= bdxy, dus Xy = bd .

Nu gaan we formeel te werk. Om alle verwarring met_qﬁotiénten te
vermijden, schrijven we paren (2,b). Men kan hierbij alvast aan quo-

tignten % denken.

Ve nemen alle paren (a,b) waarin a en b willekeurige gehele ge-
tallen zijn, maar b # O, We noemen twee zulke paren aequivalent:
(a,b)v(c,d) dan en slechts dan als ad = bc.

(5.1) De relatie gedefinieerd door "(a,b)~{c,d) dan en slechts dan als
ad = be" is een aequivalentierelatie.

Bewijs: (a,b)~{a,b), emdat ab = ba.
Uit (a,b)~(c,d) volgt (c,d)rv(a,b), want uit ad = be volgt cb = da.

Uit (a,b) n(c,d) en (c,d)v(e,f) volgt (a,b)~u(e,f), want uit ad = be
en cf = de volgt afd = adf = bef = bde = bed, dus wegens d # 0, af = be.
Fen klasse aequivalente paren noemen we nu een rationaal getal.

De ratiomale getallen duiden we voorlopig aan met Liriekse, de gehele
met Latijnse letters. _
We definiéren nu de som van twee paren als volgt:

(a,0) + (c,d) = (ad + bec, bd) .

Omdat uit b # 0, & # O volgt dat bd # O,geeft het een paar van de be-
scheuwde socort.

We willen nu de som van twee rationale getallen ¢ er1/3 als volgt
definidren: kies eecn pasr (a,bls o¢ (men noemt dat een represembant uit
de klasse o¢) en een paar (c,d)e/ﬁ en definieren o+ als de klasse,
waar (ad + be,; bd) in ligt. Men noemt dit een representantsgewijze
definitie. Zij is alleen dan zinvol, als het resultaat onafhankelijk
is van de keuze van de representanten. Dat is het geval als de volgende

stelling geldt.

(5.2) A1s (a,b)ru(a',b’) en (c,d)~(ct,d'), dan is (ad + bc, bd) v
~{a'd' + b'c', b'd'). ‘ '

Bewijs: Gegeven is ab' = ba' en cd' = dc'. Nu is

(ad 4+ be) b'd’ = ad b'd' + beb'd' = ab'dd' + cd'bb'= ba'dd'+dc'bb! =
= a'd'hd + b'c' bd = (a'd' + b'c') bd. |

Dus (ad + bc, bd)~v(a'd' + b'c', b'd').
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Geheel analoog definigren we het verschil representantsgewijze door
 (a,b) = (c,d) = (ad - bec, bd) .

(5.3) Als (a,b)~s{a',b') en (c,d)~(c',d'), dan is (ad - bec,bd)
~n(atd! - ble',b'd’).
Het bewijs is analoog als dat van (5.2),
(5.4) O(+ﬂ =/5+9<.
(5.5) (@S )+ y=o0x (S ).
(5.6) o+ (B=-o)=L.
(5.7) Uit o +/'§== O(+Zf volgt /5= ‘,)’ .
Deze stellingen worden met represcntanten bewezen. (5.7) kan een-
voudiger direct uit (5.6) afgeleid worden.
Opgave 13, Bewijs (5.5).
Uit (5.4) t/m (5.7) volgt, dat de ratiomnle getallen een commuta-
tieve groep vormen t.o0.v. de optelling.
(5.8) De paren (0,a) (a willekeurig, maar # O) vormen een klasse.
Bewijs: (0,a)~(0,b) cmdat Ob = 0 en a0 = 0. Als (0,2)~/(x,y), dan
is 0 = Oy = ax, maar a # 0, dus x = O.
We noemen de klasse der (0,a) voorlopigey. Het is de nul der ratio-
nale getallen: )

(5-9) W+ = X,

We necmenusy - weer - O,
(5.10) Als (a,b)eox , dan (-a,b) € —of.
Opgave 14. Bewijs (5.9) en (5.10).

We noemeno > e, als voor (a,b) £ x geldt ab > 0. Deze definitie
wordt gerechtvaardigd door:

(5.11) Als (a,b)~u(c,d) en gb >0, dan cd D> O.

Bewijsz ad = bc en ab > 0 zijn gegeven. Daar d £ O, is d >0 of
d<0. Als 4>0 is abd >0, dus bbe >0, mar bb > 0 altijd als b # 0O,
dus ¢ >0, dus ¢d>0. Als 4@ < O, dan analoog ¢ < O, dus cd > 0.

We noemen oges als —a>w ,

(5.12) Alsa<ew en (a,b) €2 dan is ab < 0; als (a,b) €x en ab < 0
dan is o ¢t . [Dit volgt uit (5.10) en (5.11).

We definicren >0 nls >-A>a).

(5.13) Tussen twee rationale getallen o en /3 bestaat &én en slechts één
van de relaties x>48 o =0, a < /5,

(5.14) Uit < /3 en/!<a’ volgt o < J .
wdmunazﬁvumou{<yé+r.



We defim.eren het product van twee rqtlonqle getallen representmts-

ew:L zZe door
sewd (a,b) (c,d) = (ac,bd)

(5.16) Als (a,b)as(a’,b') en (c,d)ac',d') dan (ac, bd)/u (a'c',b'd").

Opgave 15. Bew:L;;s (5.16).
(5.17) L=

(5.18) (0<;6)¢;’=0((/33f).

(5.19) X (Pry)=apray,

(5 20) o (- ﬁ):r-a('/ﬁ

(5.21) Uit <><>ﬁen y>@volgt &y >AF .

(5.22) De paren (a,a) (a willekecurig, maar # ) vormen een klassc.

Opgave 16. Bewijs (5.21) en (5.22).

We noemen de klasse der (a,a) voorlopig £ . Het is de één der ra-
tionnle getallens '
(5.23) Ex =,
(5.24) Uit a5 = XY en X# & volgt A= ) -
(5.25) Bij iedere & #ut is een é te vinden, zodat O(é £ . We noemen
deze oplossing if? .

. . . £
Bewijs: Kies (a,b) € & , dan is, omdat X #w, a # 0. Neem voor -
de klasse, waar (b,a) in ligt, dan is wegens (a,b)(b,a)= (ab,ba)=
=(ab,adb) £ ¢ , o(é =&,

(5.26)Bij iedere X en B (& # W) is een ¢ te vinden, zodat &« & = /3,
n1. ¢ = ;f: /S . We schrijven danrvoor ook 5 .

Uit (5.26) volgt, dat deling van A door & altijd mogelijk is, mits

o #g is; uit (5.24) volgt, dat deze deling ep niet -meer dan één manier

mogelijk is. ,

Fen commutatieve ring, wanrin deling door alle e lementen die niet
nul zijn mogelijk is, hcet een lichaam.

De gehele getallen g\odragen zich, wat optelling, aftrekking en
erdening betreft, geheel hetzelfde nls de rationale getallen die paren
ven de vorm (a,?) bevatten. Tevens bevat ieder rational getal hoogstens
één pasr van die vorm:

Uit (a,f)~(b,f) volgt a = b.
(a,1) + (b,7) = (2 + b,1).
(2,1)(v,1)= (ab,}).

Als (a,1) € ,(b,1) €/, aan is o <b, dan en slechts dan als
a< b. Als (a,’)€ac , dan (-a,7) €ox .

We kummen dus zonder bezwaar de rationale getallen, die een paar
van de vorm (a,7) bevatten, uit de verzameling der rationale getallen
verwijderen en er de svereenkomstige gehele getallen voor in de plaats
stellen. De verzameling R def rationale getallen is dan een uitbreiding
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van dic der gechele getallen. Hlorbﬁ isw =0cn &= 1.
(5.27) Als (",b) Eocy, dan is X' = 2—- y @n omgckeerd.

Bewijs: Z bevat het prr (7,b)(a,?)= (a,b).

We kunnen het onderscheid in het gebruik van Grickse e¢n Tatijnse
letters nu laten vervallen. Alles wat over de paren gehele getallen be-
wezen is, geldt nu voor quotié'nten van gehele getallen. We nocemen zo'n
quoticnt % van gehele getallen eok een breuk; 2 is de teller, b de
Do:mer.

We kunnen (5.27) ook zo formuleren: Ieder ratiommal getal is te
schrijven als het quotitnt van twee gehele getallen., Dit is echter ep
meer dan één verschillende manier mogelijk, n.l. met icder paar uit
het rationale getnl correspondcert een guotifnt (breuk). Onder al deze
breuken kiezen we nu €&n uit, dic we de stqndqqrdschrij_i‘wi_jg_g van het
rationale getal zullen noemsn, als volgt: Uit het feit, dat 2- :—2‘—
volgt, dat under dec noemers, die in dc breuken optreden,positieve zijn.
De verzameling van de positieve gehele getallen, die als noemer in een
breukvoorstelling van ecn bepnald ratiomnal getal kummen optreden, is
dus nict leeg cn heeft dus volgens (2.12) cen klecinste element. Daar uit

-% = %*volgt &=C , bchoort bij dit kleinste clement &&n on slechts

€én: breuk. De stndaardschrijfwiize van cen rationanl getal is mu de
breuk; die gelijk is ann het rationale getal met de kleinste positicve
noemers

Daar 7 het kleinstc positieve gehele getal is, is de standaard-
% . Verder is cen rationaal _
getal dan cn slechts dan positicf resp. negatief nls in dc standaard-

schrijfwijze van cen gchecl getnl a juist

schri jfijze de teller positief resp. negatief is.
(5.28) Stelling van Archimedes. Bij ieder rationanl getnl a is een
natuurlijk getal te vinden dat groter is.

Bowijst Als a<0 is, voldoet 1>02>a. Als a > O is, kiezen we de
standaardschrijfwijze a = —g— s dan is b > 0, ¢>0. Dan is echter £<‘o+'1
Opgave 17. Bowijs, dat uit b en ¢ ggheel, >0, c>0 volgt Z £ <o +1.

Twec gehele getallen a en b heten opeenvolgend, als b = a +7.

We zcggen, dat het rationnle getal ¢ tussen de rationale getallen
a en b ligt als a<c<b of b<c<a.

(5.29) Ieder rationaal getal ligt tussen twee opeenvolgende gehele ge-
tallen.

Bewijs: Als a >0 is, is er volgens (5.28) een natuurlijk getal >a,
dus een kleinste natuurlijk getal n>a. Nu is n -7 2 0 (3.10). Als
n-'=04ds,4dsn- J=0<a; als n -7>0 is, is n - / een natuurlijk
getal, dus n -7 £ a. In beide gevallen is n -7€a<n . Als a <0, is

- a >0, dus er is een natuurlijk getal n zodat n -71< - a<n, dus is
-n<ag-n+1,
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- (5.30) Tussen twee opeenvolgende gehele getallen ligt geen geheel getal,
dat van beide verschilt.
Dit volgt uit (3.10).
£.31) Tussen twee verschillende rationale getallen ligt altijd nog een
rationaal getal, dat van beide verschilt.
Bewijs:t a # b. Iast a<b zijn., Danis %{ - A= {;-f}-'>0 en

-G 4 <
£ - a+d _ %)O; dus a < Q’+6< b.

Stelling (5.31)druk+t. men ook zo uit: de rationale getallen vormen
een overal dichte verzameling.

Een verzameling V rationale getallen heet begrensd, als er een
positief rationaal getal a (en dus ook een natuurlijk getal) te vinden
is, zodat voor alle ¥ £V geldt - a £ X X a.

(5.32) Een eindige verzameling ratiomle getallen is begrensd.

Het omgekeerde van deze stelling geldt niet: de verzameling ratio-

nale getallen -r}‘: (n willekeurig natuwurlijk) is begrensd, want - 1% ;1-1’51,

~

maar aftelbazmr oneindig, want, daar uit ;:;—= ;é‘-‘— volgt »1= 21, is de
afbeelding %——-)- n een eeneenduidige afbeelding op de verzameling der
natuurlijke getallen.

(5.3%) De verzameling der rationale getallen is aftelbaar oneindig.

Het bewlijs verloopt volgens het volgende schema: we #ellen eerst
de rationale getallen x af, die voldoen aan 0 < x< 1. In de standaard-
schrijfwijze van deze getallen is de teller positief en kleinor. dan de
noemer. We tellen ecerst de (eindig veel) breuken met noemer 7, dan die
met noemer 2, die met noemer 3 enz., dus

7 2 1 3t 2 3 4 1 5

?{:%93"'57191',5’,5"5’gf'é'r69°-~~
Dit geeft aftelbaar e¢neindig veel ratiomale getallen met 0 <x <7,
Bvenze veior n <x&€n + 1 (n willekeurig geheel). Dit geeft aftelbaar veel
aftelbare verzamelingen. Dus zijn volgens (2.24) de ratiemle getallen
aftelbasar. Bindig kunnen ze niet zijn, omdat ze N als deelverzameling
‘bevatten.

We definiéren de absolute waarde (of de modulus) |a| van een ratio-

naal getal a als volgh:
la| =a alsa 2 O,
Ja] ==-a " a £ 0.
(5.34) [-a] = }af.
(5.35) |a] 2 O en dan en slechts dan = 0, als a = 0.
(5.36) |ab| = |a| | b].
(5.37)  la + bf<}a] +]b] (driehoeksongelijkheid; de verklaring van
deze naam kemt later).




. An 18

Opgave 18, Bewijs (5.37).
Opgave 19. Bewijs met behulp van (5.37):
Ja - bl <

]ai + v,

llal = Joil < Ja-vf.

§6¢ Algemene sommen en producten, Machten.

We gaan uit van een verzameling V waarop een operatie gedefinieerd
is, die we maar met + zullen aanduiden, hoewel het volgende ook geldt
voor andere eperaties, b.v. het product. Als we een afbeelding (niet
neodzakelijk eeneenduidig!) a; hebben vanmeen beginstuk [?,n:,! der na-

tuurlijke getallen in V, defini&ren we Z &, door volledige induc-
tie als volgt " el
Z: a‘: = @,
(=1
g PR
- L, .
£ 4 = T a + £+t
‘:1 L:?;
(6.1) Als de operatie + associatief is, geldt:
n, £r ‘ N4
A ST ~
ya 6&,‘: + Z-— C‘*ma = é—« 6“:‘, (algemene associatieve
t=] e=T1 (=71 eigenschap)

Opgave 20. Bewijs dit dﬁoor volledige inductie naar m.
(&

N+ M
' <
In plaats van 2(’% 4+ Schrijven we ook wel [/ &‘-.
L= Crtt

(6.2) A1s de operatic + associatief en commutatief is, en ?D(i) is een
eeneenduidige afbeelding van [7, "1] ep zichgzelf, dan geldt:

n 1
S ‘ ‘
e :‘CL? i) = g_: & f (algemene commutatieve eigon—
T =7
(=1 4= schap)

Men bewijst dit deor volledige inductie naar =,
Als W cen niet-lege eindige verzameling is en a(x) een afbeelding

3

van W in een verzameling V, waarsp een associatieve en cemmutatieve

operatie + gedefinicerd is, kunnen we Z a(x) definieren door de ele-
W,
menten x van ¥ te nummeren X, en te definiéren (als n het =2antal e le-

menten ven W is): n

Z:a(x)-: 2:_ a(x,)
w €=1



Wegens (6.2) is deze definitie omafhankelijk van de gekdzen mim-
mering. In plaats van W zelf schrijft men cok wel betrekkingen die W
bepalen onder het Z:~teken? b.v. :

—
J Ckyf.
?:§£<§/$§H

(6.3) Als V een ring is, die de verzameling der natuurlijke getallen
omvat s 8¢ 14t : r

LN

L_a=na.

i=1

Men bhewijst dit met volledige inductie.

Aan (6.%) ziet men, dat voor matuurlijke getallen de vermenigvul-
diging een herhaalde optelling is.

Als de operatie een vermenigvuldiging is schrijft men 77”i.p.v.‘2f

1 n+f n ’
Y]r‘1;== Qg ]T'CZ[ = (/?]—‘1f) Qs

(=1 “/:1 =7

dus

Hiervoor gelden analoge stellingen als (6.1) en (6.2).

We definiéren nu een macht van a als volgt:
R

n —————t,
aA = /1 Qa .
(=1
We noemen a het grondtal, n de exponent.
(6.4) 41s de vermenigvuldiging associatief is, geldt:
mon  m+n
a a =a
(rlm)*n = amn:

(6.5} &41s Je vermenigvuldiging associatief en commutatief is, geldt:

.

) ¥

11
a b = (ab)"’. .

Opgave 21, Bewiljs &.4) en {6.5).
Tn een lichaan definieren we nu ook machten met willekeurige gehele
exponenten, mits het grordtal # 0 is, als volgt

£ y — 3 1 .
a =1 y 2 = E;;‘ (n een natuurlijk getal).

(6,6) Als a en b elementen van een lichaam zijn (a # O, b # 0) en m en

n gehele getallen, geldt

oYy n m+n
a a = a "
)

a b= (ab)™,
'()\.rn = (_‘C__t,_)m
P2 <0

%
] - mwn
.

( aﬂ‘& a

N
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ngggg_gg. Bewijs‘daﬁ, als de optelling associatief en commutatief'is,
geldt: ‘

n i n n
> Toan= Zo = e
= = U j= i=j J
Opgave 23%. Rewijs
- 1
kz_l ¥ =5n (n+l),
n oo, 1
>z %= z n (n+1) (2n+1).
k=1

Opgave 24. De operatie w toegepast op deelverzamelingen van een vaste
verzalleling R is een operatie die associatief en comnutatief is. Be-
1 Ca
wijs dit. Als we dus ki;v‘ analoog als boven definiérem (hoe?),
i

gelden analoge stellingen als {6.1) en (6.2). Analoge beschouwingen
kunnen voor n  gchouden worden.

§ 7. Convergente rijen en fundamentaalrijen..

Met rationale getallen zijn de vier hoofdbewerkingen onbegrensd
uitvoerbaar. Ze vertonen echter toch nog tekortkomlngen, waarvan in de
volgende stnlllng een voorbeeld gegeven wordt.

(7.1) Fr is geen %tlonaal gotal x, waarvoor geldt x° = 2.

Bewijs: Desar x = (—x) mogen we ons tot positieve rationale ge-
tallen beperken. Stel, dat er wel een dergelijk rationaal getal is, darm
is er onder alle breuken wasrvan het kwa§raat 2 is &én met een kleinste
positieve noemer. Noem deze %, danm is a° = 2b2. Nu is a>b, want uit
a<hb zou volgen

2

I)
%2 abc bX B4 B2 = 2b°, dus a°< 2b° hetgeen niet't

geval is. Verder 1s a<2b, want uit a>b volgt a2> ab, en gls az2?2b

was, wae 2bz 2b2, dus a2> ?b2, hetgeen niet het geval is. Vormen we nu
2b-n

aa dan s dit ecn breuk met positieve noemer, waarvan het kwa-

dreat:
2 2
i% = uab +~% 60 = 4a3b 2, Maar au geeft O<a - b< b een
a“ . - 2ab + b~ 3b - 2ab

tegenspraak, omdat b -de kleinste positieve noemer van de breuken met -
¥wadraat 2 was.

Ben snder bewijs van deze stelling kan geleverd worden met behulp‘
n het resultast van opgave 12.
Weliswaar kurnen we geen rationasl getal vinden, waarvan het kwa-
drast 2 is, maar we kunnen wel een "benadering" vinden, a2ls volgh:
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¥ T : e

oo Yoz, 2°>2
(1, 4) » (1,5)%>2
(1,41)%<2 .,  (1,42)°>2
(1,414)2< 2 , (1,415)%>2  enz.

Dezc opeenvolgende benaderingen komen hoe langer hoe dichter bij el-
kaar te liggen. B.v. verschillen alle volgende van 1,41 minder dan
iﬁﬁ; Nemen we ecn ander voorbeeld van ecen dergelijke rij getallen:
0,9; 0,99; 0,999; 00,9999 enz., dan komen deze niet alleen willekeurig
dicht bij elkaar te liggen, maar ook willekeurig dicht bij een vast
rationaal getal, n.l. 1. In het eerste geval is dat niet zo en het
zal het doel van de invoering van reédle getallen zijn, te maken, dat
dat wel zo wordt. We zullen nu de daartoe benodigde begrippen preci-
seren.
Ben rif elemenmten van een verzameling V is een afbeelding van
de verzameling natuurlijke getallen in V. We kunnen dit mangeven met
ay als het element dat aan het natuurlijke getal n is toegevoegd. De
afbeelding behoeft niet eeneenduidig te zijn. Zo is b. v. a, = a veerr
alle n ook een rij (constante rij). Voorlopig beperken*ons tot rijen
rationale getallen.
BEen rij a, heet begrensd als er een rationaal getal € >0 bestaat,
zodat la l< C voor alle n.
Ten rij a, heet convergent (anders uitgedrukt: een rij convergeert)

met limiet a (schrijfwijze: Lima, = a), als bij ieder positief ra-
tionaal getal e een n&tuurllgk getql N te vinden is, zodat voor alle . =%
natuurlijke getallen n met n>N geldt ja - an}< e.

Het feit dat N van e afhangt, drukken we wel uit door te schrijven
N{e).

Ben rij an.heet een furdamentaalrij, als bij ieder positief ratio.

neal getal e een natuurlijk getal N(e) te vinden is, zodat voor alle
rmtuurlijke getallen m en n met m>N en n>N geldt lam - an}< e.

(7.2) Ben convergente rij is cen fundamentaalrij.
Rowiige Stol 11m moa, = 8y dan is blj iedere e >0 een N(Z) ve vinden,
zmmxvow'n>NgéMt jla - a l< .AJqdm1m>Nenn>N is

lag ~a)) =ta, ~a+a-als la - a] +la - a l = la - ami +]a - axgs

e , e _
(7.3) Ben convergente rij heeft niet meer dan é&n limiet.
nwlgs"Stel lim a, = 2, 11m 12, =b, a # b. Dan is ia - b} > 0.BEr
is dan een Nl(Ela - b!) zodat voor n>N; geldt [a - a k:zf - bl en
en N2(2 a -bl ) zodat voor n >N, geldt b - a ;< zia - bi. Noem de
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grootste van Nl en N2 mi N (schrijfwijze N = max(Nl, NQ)) dan is voor
n> N zowel ja - a i< -! a - bl als ib - 9nl< =la -b} . Dan is la - bl
la ~ bl {a = bl, hetgeen een

‘\3“—-‘

1
‘tegensprnak geeft.

(7.4) BEen fundamentaalrij is begrensd.
Bewijs: Laat a, een fundamentaalrij zijn. Dan is een N(1l) te vinden
zodat voor m> N geldt fa, — a‘N+1{< 1, dus Iaml < }am - aN+1i + ‘aI\H—l‘ <l+

+ IaN+1! . De verzameling van de natuurlijke getallen mg ¥ is eindig
(aantal NJ, dus ook de verzameling der a  voor m=¥N (amntal g N), dus
deze is begrensd, -Cl-< a,<Cy, Jajl<Cy. Noemt men C = max(Cl, 1+
+ }P‘N-i—l} }, dan is |a i(C woor alle m.

Stelling (7.2) k'm niet omgekeerd worden; niet iedere fundamentaal~
rij is convergent. Neem Ap = l_ir_l_ ’ waarln-kn het kleinste positieve

. n
gehele %e‘tal is, waarvoor

2
n (k- 1)
——>2 (dus ——9—-2-—-—-<2). Pan is n<k £ 2n en
n n
2 ¥k -1 2k -1,
OC o= = 2€ G = —Fg—— = —Rp—<
n n n n
2 2
X k2 Ko e 2
n m m 2
n Ky 2° " 2 Z°° * 2 - %*’i 2 . 2
= - —=l=-2 L gn m < B -2 4%, Neem
n m n m
een e >0 en hierbijy N>—4-, dan is voor n > N: -]-‘-<1 %dus vaor n> N,
. 2,2 e e °© n-N .
m>Nis p+ o <35 +35 =e. De rij is een fundamemtaalrij, maar geen con—

vergente rij, want voor de limiet a zou moeten gelden a2 = 2 (hetgeen
we niet zullen bewijzen).

Opgave 25. Bewijs, dat 2n_>,; 1 + n veor alle natuurlijke n.

"Opgave 26. Bewifs, dat lim 1=0en lim 27 = o,

Opgave 27. Bewijs, dat een constante rig convergeert.

Opgave 28. Ga na of de volgende rijen convergent zijm en zo ja met

welke limiet:

- -n 1 i 1
a) E‘Ln - ("‘2) (dus: =59 ' TQ? -ig,....)
b) ﬂzn_‘l = 0 '3,2n = 2—n (dus: O, %, O, %’ou e e se e ) ’
o)y =1, ap, =27 (dus: 1, 2, 1, Frevonvnns)
n-1 1 4 2

d) ?LG-l = 1, azn F2 e (dus: 1’ 0, 1, E, 1, '3-,0-00)-
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§8. Regle getallen.

Voor de invoering van de reéle getallen zullen we gebruik mken van
fundamentanlrijen. We zullen danrbij, evenals bij de rationale getal-
len het geval was, nog identificaties moeten toepassen. ‘

Een convergente rij met limiet mul heet een nulrij (Bij iedere
e>0 is een N te vinden zodat voor n > N geldt ‘ant <e).

{(8.1) Als a, een nulrij is, dan ook -a .
(8.2) Als a, en b mlrijen z13n, dan cok ¢ = a + b.. .

Bewijs: (8.1) volgt uit ’-—-a = ’S‘n, Voor (8.2) ncmen we een wille-
keurige e > 0. Hierbij is een Ny (e) zodat voor n>N, geldt ja }(2
en een N ('2") zodat veor n>N2 geldt ‘< =. Voor n>qu(Nl,N2) geldt
Jan * Bl< lag] * o)< Sz =

We beschouwen de verzameling van alle flundementoalrijen {a } ra-
tionale getallen en voeren tussen deze een aequivalentie in volgens de
definitie: {anf./u {’.in} dan en slechts dan als {an - bnf een nulrij
is. ,

(8.3) De relatie " ian} s I’bn% dan en slechts dan als ian - bn;
een nulrij is" is een aequivalentierelatie.

Bewijs: {ar}N{aﬂ , want ia,,;— a,.,} = {0} is een nulrij. Uit -
fan} {v., } volst b,,‘},.g{q,;} , want als fan’- bn} een nulrij is,
dan oek f_b“- 2, [ ={-(a,- b )j Uit {a,,}fv{b.,‘}en bh}w{chf velgt
{~ -3}"’ ,,j want als {a q} en [b,- ch..} nulrijen zijn, dan eok
{a,=cnl= {(a;- v) + (b= o). -

Een klasse aequivalente fundamentaalrijen noemen we nu een reéel
getal. De reé€le getallen duiden we voorlopig amn met Griekse, de ra-
tionale met Latijnse letters.

We defini&ren nu de som en het verschil van twee fundamentaal-
rijen als volgt:

{an}+ {bn}z {a.{*' bh}_x
{anf= {baf={a,-vaf-

Deze definitie wordt gerechtvaardigd door het feit, dat het resultaat
weer een fundamentaalrij dis:

(8.4) Als {a,} en {b,,f fundamentaalrijen zijn, dan ook {a,,-%- b,,
{q - b,
Bewzgs: Bij e>0 is er een N,, zodat voor m >N ,n>N, geldt
- an1< '-E—, en een N,, zedat voer m>N,, n>N, geldt !bm- b i(
Neem N = max (N,,N,), dan is voor m>N, n>N |
‘(a + b ) (a' bﬂ.)& = ’(am- an) i (bm-. bﬂ)‘ é }alm_ aﬂl-*- lbl‘h. b"\[ (
<% +;_’“ = e. |

.

"
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Voor resle getallen definisrem we nu som en verschil represen-
tantsgewijze met behulp van bovenstaande definities. Dit is geoorloofd
wegenss ‘ ' '
(8.5) Als {a,}~ {al] en {bn_;m fbif den is {a, + bf~{al o+ vy f.

Bewijst {aq - al } en {b - ‘o’n} zijn nulrijen. Volgens (8,1)
~en (8.2) 213n dan ook z(a + b, )~ {a', + b‘nH =))(a”~ a'y )+
+fb"' - b'" en i(a b, - (a’n - b:I } = {[an‘" a'ﬂ)' + (b‘r\ - bn)f
nulrijen. '
(8.6) O(“f‘/g~/’)+“
(8.7) (ot +8) 7y = oo+ (3 -
(8.8) o«+(/i-9()=;
(8.9) Uit & +4 =X +) volgt L=y,

Deze stellingen volgen direct uit de overeenkomstige voor ra=
tionale getallen. De re€le getallen vormen dus een commutatieve groen
te0.v, de optelling.

{8.10) De nulrijen vormen een klasse.

‘Opgave 29, Bewijs dit.
De klasse der nulrijen noemen we voorlopigy. Het is de nul
der reéle getallen:
(8. 11) oJ +of = of.
We noemency — x 00k - X.
(8412) Voor een fundamentaalrij {a,,,} geldt één en slechts één van de
volgende drie mogelijkhedens
le. {a“) is een nulm;;,
2e. er is een rationaal ge‘bal d >0 en een natuurlijk getal N zodat
voor n > N geldt a, > d;
3e. er is een rationaal getal d' > 0 en een natuurlijk getal N' zodat
voor n > N' geldt a, £ -4. A
Bewijs: Als {an} geennulrij is, is er een e, > 0 , zodat bij iedere N
een n > N te vinden is met |a,| > e,. Omdat{a,} een fundamentaalrij
is, is er een N, zodat voor alle m > Ny, n >N, geldt EE a,,,, <§- .
Kies een vaste n >Ny zodat {a,,,f > e. Als dan a,, 2> e, is, is
A= 8,47 - 7; Y B8, — 5 >e Z"‘ 5y dus de rij verkeert in geval
2e met d~§f en N = Nl' Als a, 5 - €e,, dan is a.,~ a, <%’, am <a,t

2‘ C~e, + g—' = - g, dus de rij verkeert im geval 3e met 4' = ?2—' en
Nt = Ny. Een fundamentaalrij verkeert dus in minstens een van de drie

gevallen. Als een btij tegelijkertijd in geval le en geval 2e zou
verkeren, was er een N, zodat voor n > I\I2 gold |a,{ < d. Voor n = -

mm(NQ, N) +1 goldtdan a, <dena, 2 d, hetgeen een tegenspraak geeft.
Dat le. en 3e *tegellgkertlgd vervuld kumen zijn, bewijst men op ana-
lege wijze. Als 2e. en 3e. tegelijkertijd vervuld zouden zijn, zou
voor n = max (N, N') + 1 gelden a,>d> 0> ~d' 2 a, , hetgeen een
tegenspraak geeft. . - ’
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{8.13) Twee aequivalente fundamentaalrijen verkeren in hetzelfde geval
van stelling {8.12). R ,

Bewijs: Voor geval le is dat al in (8.10) aangetoond. Stel
{ahf/v ;fa','f, ian} in geval 2e. ., éa'qf in geval 3e. Noem 4, =
min {d, 4') (d.w.z. dy is de kleinste van d en d')., Dan is er, omlat
{an - a',! een nulrij is, een Ny zodat voor n >I\¥l geldt (a, = a'nl< .
<dq. Voor n = max (N, N', Nl) + 1 is a,,> 0, a'}, <0, dus a, - a'y > 0.
Dan is d; > ian - a'n{ =a,-al, 2d+d >d) +d; >d;, hetgeen een
tegenspraak geeft.

Uit (8.13) volgt, dat de gevalonderscheiding van (8.12) ook een
gevalonderscheiding voor reéle getallen oplevert. Het is dus gerechi-
vaardigd het volgende te definidren: " :
X >, als voor fan}gcx geldt, dat {an} in geval 2e van (8.12) verkeett
o <)y als voor fah Tex geldt, dat {an} in geval %e van (8.12) verkeert
o >pB 5 als X-8 >w. -

{(8.14) Tussen twee re¥le getallen wenﬂ bestaat één en slechts é&n van
de relaties X =48, x<B, x>0, |

Dit volgt nu makkelijk uit (8,12), (8.13) en de definities van wen
< .

(8.15) Uit or<p en {’_‘><J’ volgt &< ),

Dit volgt uit het makkelijk te bewijzen feit, dat uit 07>4) en
T volght GaT > . : |
(8.16) Uit x< B3 volgt o(+a'<ﬁ +X

We defini&ren nu het product van twee fundamentaalrijen als volgt:

7 {ankibn} = Zanb,,f.
(8.17) Als {ah} en {bh} fundamentaalrijen zijn, dan ook {a,,,bnf. ,

Bewijs: Wegens (7.4) is er een Cq zodat lah] < C, voor alle n en
een 02 zodat lb,\[ < 62 voor alle n.. Nu is fanbn - ambm} =
= {anbn -ab,+tab - ambm{g ’a”? l b, - bm, + lan - a‘m“ bm]'s
<Gy f‘bn -b {-!- C2 } a, - a f. Neem nu een willekeurige e > 0, dan

[2%] o} n

is daarbij een Nys zodat voor n > Nl’ m > Nl geldt ‘an - aml <%§2 en

e -
een N2’ zodat voor n >1\T2, m > N2 geldt )b,‘ - bmi< _2—51' Nocem N =
mex (N, N,); voor n > W, m > N gelds dan G [b, = b, + C la, - 2,]<
< C1 561 * CZ 562 = e, dus !ahbn - ambm{ <e.

(8.18) Uit {aﬁfrv fa,‘,,} en '{b,l ffv {br"} volgt faﬂb” }VN {a;b,’,f.
Bewijs: [a,| < Cy, [bL] < C, voor alle n. Dus |a,b, = ab)| =
= }anbn - ayb, * anbr'! - al, b",‘ 35 'an‘ { b, - b:«} * lan - a‘n{ l b%li
Scl lb” - b:"l + 02 * 8, = a"ni *
Omdat fa, - al{ en [b, - bl| mulrijen zijn, is er bij iedere
e > 0 een Ny, zodat voor n >N, geldt la, - ay ‘ < %52 en een N, zo-

dat voor: n >N, geldt ‘bn - b:,,{ < - Voer n >mx (Nq, }12) geldt

g
201
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1} ‘ ' < 1] i
dus C, }bn]’ bn,l + 02 ,c...n-“.n{ < C, 7-?51 + (32 '”62 = e, qus
]a.n b.n -oay b‘n } < e.
Op grond van (8.17) en (8.18) is het peoorloofd het product van itwee
re€le etellen representants evijze te cefinitren met behulp van boven-—

gtaende definitie van het product van twee fundementaalri jen.

(8.19) XS = S,
(8.20) (xp)y = o (8y).
(8.21) o({/bwbd/): o(,&vaa’.

Dit volyt makkelijk wuit de overeemlomstige stellingen voor ratio-
nale _etallen.

(8.22) Uit o« </> en )y>w volgt X)< By,

Dit volgbtuit het makkelijlk te bewijzen feit, dat uit ¢ > «J en
T >d volgt 7T > w,

(8.23) X L) )

Opgave 3C. Dewijs (8.23) (gebruils hierbij (7.4)).
(8.24) Uit f=w en &Aw volgt S=w.

Bewijs. Neem /an} € X ) {b,, } & ;’3 . Omdat & £, verkeert
{an} in geval 2° of 3° van (8.12). in ieder geval is er dus een d >0
en een N, , zodat voor n>N, geldt |a,| > d. Omdat {a, b,| een
nulrij is, i3 er bij iedere e >0 een N, =odat voor n>N, geldt

lan bnl < ed. Voor n>max(N,,lIL) is dan )b,.‘ = E’_;_!Lf.l.. < ‘b"’dl anl -

J__Eg_,__gf<§_g_=e_

(8.25) Als {a"} ~een fundamentaalrij is en {bn} een rij, waarvoor
geldt bn;é a, voor eindig veel nen b, = a, voor de andere n, dan I
fbn} een net {an} aequivalente fundamentaalrij. (ilen zegt dan, dat
{bnf uit {anf ontstaat door eindiz veel termen te veranderen).

Bewljs. Als b, = a,, voor alle n is er niets te bewijzen. Als
er een n bestact, waarvoor b,, A a,, Gan is er ook een grootate N,
waarvoor b, 4 a, is. Voor n>N, geldt dan &, =b,, . Het is dan on-
middellijk duidelijk, zowel dat {b,, } een fundamentaalrij is, als dat
{v. )~ {a,,}; men kieze bij e >0 in ieder geval N>N, .

(8.26) ils &£ w is, is er een {b., } €x , zodat b, # 0 voor allen
Bewijs: Neem cen fa,jea . Volgens (8.12) is a,,= O voor eindig
veel n. Definieer {b,f door: b, =1 alsa,=0enbdb, =a, alsa,#t 0

dan is volsens (8.25) {b,, { ~v{a,}, dus {b.} €x en verder is
b, A O voor alle n.

me definiSren nu het quotiént van twee fundamentaalrijen {a,,]’
en {b,.,} y wWaarvan {u.,fgeen nulrij is en a,.,;é 0 voor alle n, als

volgh: fbn} ) { 5, j |

f“di ‘ n

(]
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(8.27) Als {an‘ en {bn? fundehentaalrijen zijn, {a, | geen nulrij
is en a., £ O voor alle n, is {.°n %een fundamentaalrij.

. . a
Bewijs: "

{iﬁ - 'gw-; - ] ‘gﬂ a’m - an gm — ff"- CL'n - ’g"\ a’n + ‘gw a‘n et [Z %N a..,,/ <

@, a,, ol | GG <

< [lle-anl ) 14n -4l

la Ham’ A /q"‘*}

Nu is ‘L l<C voor slle n. Omdat {a % geen nulrij is, is er een

d > 0eneenll, , zodat voor n>N, geldt [a,, | > d. Fu is bij iede—
re e > 0 een NL godat voor m >0, y n >I\'IL geldt {an - }< Lol*
en een N, zodat voor m >N, , n > N, geldt fb

, 2C
ey

Noem N = max(N,, N, N, ): voor m>l\T, n>N geldt dan

Llla—anl |44 A 4 4
p bt cit % sl dus |20 ~_2’l.}<¢
danllaml la,. | S TTaE T T Ta [ % 4,

(8.28) 4ls {a,, f{

, a;} ,{bhjfu{b;r fa } geen nulrij is, a, /4 0
voor alle n en a, #£ O

voor alle n, is { } iﬁ} .
=

<1£uq~a/ [£4-4.
lanflal] la,]

‘.
7;7‘“
Bewijs: Analoog als boven is {«é’v _!i_
4., a

Nu is ’b <C voor alle n. .
Omdat - {a “geen nulrij is, is er een d4 >0 en een W, , zodat voor

i/ o
n>N; geldt fa,] =4, Omdat {a,} g,eea nulrij is en {a.frfa, }' s
is {ant geen nulrij en dus is er een d, > 0 en een NL s Z0Goik voar
n>u, geldt [a,|>d,. Omdat {a,- a, | en {b, - b, f nulrijen
zijn, is er bi] iedere e 20 een I-I& zodat voor n >I\T geldyd

|a,-a j‘f gid“ en een N, zodat voor n > N, geldt }b -b l< 4—*"4.
Voor n>mex(N,, N, , N, , N,) geldt dan u
]—ZH“IR,,—-Q,:{ N 1@‘"—— g‘” < C Jz,;/cr/, ~€,6/_
. 1 ; L .
jhm{}anl IC",I d‘ 0(‘2 - + avz‘ = €.

A

Op grond van het bovensitaande kunnen we nu het quotient o van

twee reele getallen met of o representantsgewijze definiéren,

omdat uit (8.26) volgt dat o een representant {amf bevat, waarvaor
geldt a, /£ O voor alle n.

(8.29) x £ = 4.

De reele getallen vormen dus een lichaam.

De retle getallen, die een constante fundamentaalrij (ai_; -
bevatten stemmen wat hun gedrag t.0.v. optelling, aftrekking, ver-
menigvuldiging, deling en ordening betreft geheel overeen met
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de overeenkomstlge ra’cmonalc ge'i:allen a. Vercier beva‘b :Lede&' recel

getal hoogstens één constante fundamentaalrij.
Opgave 31. Ga dit na.

“7e l:unnen dus zonder begwaar de re€le getallen, die een con—
stante fundamentaalrij bevatten uit de verzameling der reele getal-
len verwijderen en er de overeenkomstige raticnale getallen voor
in de plaets stellen. De rceéle getallen vormen dan een uitbreiding
van de rationale getallen. &~ correspondeert met O, want {of ig een
nulrij.

Evenals voor rationsle getallen definieren we:

|a]=e¢ a1s & 20,

[x}=-x als o <O
(8.30) |a}>0 en dan en slechts dan = 0 als « = O.
(8.31) lxpl = Tl A
(8.32) lo+pp| < }od + 1A,

Dit wordt op precies dezelfde wijze bewezen als bij rationale
getallen. '

Te kunnen nu ook rijen reélec getallen beschouwen en defini€ren:

Een rij of, hcet convergent met limiet o(, als bij ieder posi-
tief reecel getal £ een natuurlijk getal N te vinden is, .zodat voor
alle natuurlijke getallen n met n>N geldt | o¢ = o, } < £.

Een rij o, heet een fundamentaalrij, als bij ieder positief
redel getal ¢ een natuurlijk gebtal N te vinden is, zodat voor alle
natuurlijke gétallen m en n met m>N en n> N geldt |o., -a,) < £

Voor rationale getellen stemmen deze definities schijnbaar niet
overeen met de vrocgere, omdat hicr een reele £ in de definitie
staat i.p«v. een rationale e. Om aan te tonen, dat dit schijn is,
bewijzen we serst:

(8.33) Bij icder redelgetal €>0 is een rationaal getal e te vinden,
zodat &> e > Q.

Bewijs . Kies {en} € & . Er is een d>0 en cen N te vinden,

zodat voor n> N geldt e, > 4, dus e,, - 7d 2 3 d. Higruit volgt

€ -+4d>0. Ficot men dus e = 7 d, dan is £xe > Q.
(8.34) Als een rij rationalc getallen convergent is (resp. een
:Eundaméntaalrij igs) volgens de e—definitie, dan ook vollzens de £ .
definitie en omgekeerd.
Opgave 32. Bewijs (8.34).
(8.35) Als {an}eor y dan is 1lim a, = o¢.

n¥oo
Bewijs: Ncem een willekeurige £>0 en kies hierbij een e met
E£>e> 0. Br is dan cen N zodat voor m>N, n>N geldt (a, - a.,,,]<:i¢_,
Neem nu ecn willekeurige, maar vaste m met m>N, en beschouw A2 =
X - a,, ,dan geldt voor b,=a, = &, , dat b, f € /3 . Voor

\\



de overcenkomstige rationale getallen a. Vorder bevat 1ede§ ﬁ§e§§
getal hoogstens één constante fundamentaalrij.
Opgave 31. Ga dit na. )

Te lunnen dus zonder begwaar de regle gevallen, die een con-
stante fundamentaalrij bevatten uit de verzemeling der reele getal-
len verwijderen en er de overeenkomstige raticnale getallen voor
in de pla“ts stellen. De rceéle getallen vormen dan een uitbreiding
van de rationale getallen. & correspondeert met O, want {0} is een
nulrij. ‘

Evenals voor rationele getallen definikren we:

|a]=x a1s 20,

[x}=—-X als o <O.
(8.30) [ }>0 en dan en slechts dan = 0 als & = O.
(8.31) lxp| = el Al
(8.32) Jor+ ol < Jox| + 151,

Dit wordt op precies dezelfde wijze bewezen als bij rationale
getallen. '

Te kunnen nmma ook rijen reélc getallen beschouwen en definiErens

Ben rij o, heet convergent met limiet o, als bij deder posi-
tief reecel getal £ een natuurlijk getal N te vinden is, .zodat voor
alle natuurlijke getallen n met n>N geldt [ - a0, f< £.

Een rij o, heet een fundamentaalrij, als bij ieder positief
regel getal ¢ een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor alle
natuurlijke gétallen m en n met m>N en n>N geldt |ovm, -an,) < €.

Voor rationale getellen stemmen deze definities schijnbaar niet
overeen met de vroegere, omdat hicr een re€le £ in de definitie
staat i.p.v. een rationale e. Om aan te tonen, dat d4it schijn is,
bewijzen we serst:

(8.33) Bij icder reéelgc—:tal £>0 is een rationaal getal e te vinden, '
zodat &> e > Q.

Bewijs. Kies {e.,,} € & . Er is een 4>0 en cen N te vinden,

zodat voor n> N geldt e, 2 d, dus e, ~ 74 > 7 d. Higruit volgt

€ —fd>0. Kicst men dus e = z';d, dan is éx e lbﬁQ
(8.34) #ls een rij rationalc getallen convergent is (resp. een
fundamentaalrij is) volgens de e~definitie, dan ook volggens de £- .
definitie en omgekecerd.
Opgave 32. Bewijs (8.34).
(8.35) a1s {a,} o, dan is lim a, = o«

"3 oo

\\

Bewijs: Ncem een willekeurige £2>0 en kies hierbij een e met |
£>e> 0. Tr is dan cen N zodat voor m>N, n>N geldt a,. - a, )< L.
Neem nu ecn willekeourige, maar vastc m met m >N, en beschouw A3 =

9(~aM,Langold’cvoorb,,,:a,,,-—am,datf,,,feﬂ . Voor



€ rj\voor alle éf V Begrensd als er een mbes*baat, zodat[&fs
voor alle £« V.
(8.38) Ten verzameling V redle getallen, die naar boven en naar |
bencden begrensd is, is begrensd. Ben verzameling V reele get‘allen,"f
dic begrensd is, is naar boven ecn naar heneden begrensd. !
Bewijis: Kies X= max( 7o --(5\), voor £« V en é > 0 geldt |
dan | €] = E<y<x , voor £e Ven £<0 geldt /-—-é‘
< -dJ<x . Het omgekeerde is triviaal.
" Een regel getal X heet een bovemgrens van een naar boven be--
grensde verzameling V reSle getallen, als voor alle £« V geldt
< o
Een recel getal o heet de bovenste grens (of het supremum)
van een naar boven begrensde verzameling recle getallen als o een '
bovengrens is, maar geen enkel kleiner reéel getal bovengrens is,
m.a.w. als o¢ dc kleinste bovengrers is (Het is duidelijk, dab |
hoogstens één redelgetal bovenstc grens van cen verzameling kan

zijn, zodet hot bepaalde lidwoord in de definitie eeruch‘cvaardlgd
is).

Aneloog definieert men benedengrens cen benédenste egrensg (;’L_zg_—
fimum). Dc bovenste grens van V wordt aangeduid met sup V, de
bencdenste grens met inf V. Te wetcon nog nicts over het bestaan
van deze getallen. Hierover zal de volgende stelling ons inlich-
ten.

(8.39) (Stelling van de bovenstc grens) Iederc niet- 1ege naar
boven begrunsde verzameling V recle getallen heeft cen bovenste
grens.

ABewi,js: Omdat V naar boven begrensd is, begtaat er een boven~
grens (7. Ties ecn geheel getal i 20, dan is il ook ecn bovengrens
van V. Omdat V niet leeg is, is er een /uev. Kics cen gekeel ge~
tal m < Mo dan is m </A < M. Heem nu ecn willekeuvrig natuurlijk
getal n en beschouw de verzameling bestaande uit de gehele getal—,
len k die voldoen aan m2 <k < M2 ". omdat m2 <m2 s is dege
verzameling niet leeg; verder is zij begrensd en dus cindig. Voor
deze k geldt nu m < £ + M. De verzameling van deze breuken

"

{(‘a bevat zecker een bovengrens van V, nl. Mot = M, en
daar de verzameling eindig is, bevat ze ook een kleinste element,
dat bovengrens van V is. Noem dat element a, = 'éhm ; dan is
- 4 .

8, - 3= f_é_.__ﬁ.i geen bovengrens. e doen dit voor ieder, na-
Lo

"buurllgkfgetal als h > n, is ay <a,, want a, » "e‘y, «)f 2 -

27" 2 <"
= -—1.—Z-;;—--—- komt voor in de verzameling breuken bij h cn is boven-

grens. Verder is aj,, wel en a gecen bovengrens. Dus voor
1.

!
"
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bewijzen nu dat {ayﬂg een fundamentaalrij is. Bij iedere £ 0 is een N
te vinden zodat voor V>N geldt Ao ¢&  (zie opgave 26). Dus voor
h >N, n>N geldt }am- 'ﬁ.ﬁ%{ }’--, s als h > ® én‘fa..“~a#[{
< -Li,fl { £ als h < n. Volgens de stelling van Cauchy is dus {an}conver-
gent: _}imﬂ a,, =X . We bewijzen dat X de gezochte bovenste grens is.
Stel eerhs%’a:iat X geen bovengrens is, dan is er een X € V', ‘godat X' < X,
dus X - >0, Br is een te vinden zodat > —®p| <X -, dus
bp~t < K-t ap<){ y in strijd met het feit, dat & bovengrens
is. Dus ™ 1is een bovengrens. Stel nu dat er een kleinere bovengrens

/3<o  is. Dan is ‘:x’-/z >0 , dus is er een . zodat = <£X*~p*

,h?,nlsam-zg L a, L2

] Y 3 L
Daar dy/ ~ 3 &een bovengrens is, is er een x ey , zodat g - ,zflf
< ANKE. Hieruit volgt a,;'( X, dus Xr 2, > 0. Er is een

M, zodat voor n > M geldt | X —a.,.|< X v»a,q/ , dus zeker

H=-ayn (KX=-285 , -a, < ~ag s ay < an.

Neemt men nu ?‘7:‘ max (M ¢) + 1; wegens 7> M is dan a?,' < a, , maar
wegens M >4. £ (G4 2 U, , hetgeen een tegensprask geeft. Dus is o¢
de bovenste grens van V , waarmee de stelling bewezen is.

Uiteraard @ségok een overeenkomstige stelling van de benedenste grenses
Men verwarre verder niet de bovenste grens met het grootste element
(het maximum: max V ). Zo heeft de verzameling der redle getallen <]
als bovenste grens 1, maar geen maximum. Tussen beide begrippen bestaat .
het volgende verband:
(8.40) Als de bovenste grens van ecn naar boven begrensde verzameling ¥V

reéle getallen tot V behoort is ze het groots%]éen*}%.%-t\/.Als de verzame- -
ling V reéle getallen een grootste element bezit, is dit tevens de boven~
ste grens. (Als sup V en max V dus beide bestasn, geldt sup V =’?77«“<‘.‘/~)- '
Opgave 33. Bewijs (8.40). ‘ '

We noemen een rij reéle ge‘ballen {O(m} monotoon niet-dalend (of iso=
toon), als uit Mm<M volgt X, & &X,,, monotoon niet stijgend (of antitoon),
als uit 9w <n volgt X > X, , monotoon stijgend (of streng isotoon),
als uit mdn volgt X%<o<m, monotoon dalend (of streng antitoon),
als uit M<M volgt ox, >, In alle vier de gevallen heet de rij mono-
fs0on, in de laatste twee gevallen streng monotoon. ,
(8.41) Ben rij {Dﬂ(m is isotoon als &, £ X, voor alle 1, en ana-
loog voor de andere gevallen.

Opgave 34. Bewijs (8.41).

(8.42) Ben monotone begrensde rij is convergent. Als de rij isotoon (resp.

an‘titoon} is, is de limiet 2 (resp. é )} een willekeurig element van de

rij; als de rij streng isotoon (resp. streng antitoon) is, is de limiet
> {resp. £ ) een willekeurig element van de rij. ‘

Bewijs: We geven het bewijs voor ecn isotone rij; voor een antitone
rij gaat het bewijs geheel analoog. Wen isotone rij is automatisch naar




beneden begrensd, imnt,'“b(;):x, voor alle M . Omdat zij nu ook naar
boven begrensd is, is er een )’ , zodat ¥ Y voor alle Y1, We beschor
wen nu de verzameling der Xy, 3 deze is niet lesg en naar boven begren:
en bezit dus een bovenste grens X . We bewijzen nu dat lim Xp= X

N30 .
Neem een &20C , dan is X ~< geen bovenste grens, dus is er een N ,
zodat X-& < Xy X, Voor #i> N is X, ¥ Xy, maar ook uy,< X

dus X-& <X X gys 9 L X~ <& | dus X ~2&wmI<E, du
ml.}inu X, = X, Tevens is blijkbaar X >Xm voor alle ¥ . Als de rij
streng isotoon is geeft de veronierstelling X = 2, ,voor een of andere
Wi . direct een tegensvraak met X, < Koayn,; en KA,y <X
(8.43) Bij ieder retel getal X 2 0 is één en slechts &&n resdcl getal
/3 0 te vinden zodat /?' = %X | We noemen dit getal /3 = V.
W]u:_;}__' Terst tonen we aan, dat er niet meer dan één kan zijn. Stel
/:' Loy ,,5},.0( , Oé'ﬂ,zile , dan is /’\Qﬂ$\{2’2 , het-
geen een tegensprask geeft.Voor « = < voldoet /2 = O, yvoor X =/
voldoet ﬂ)f—f . Verder kunnen we ons beperken tot Vmet 0 <<} want
als het daarvoor bewc)azen is en <= >/ , dan is f'" < | en er }besta*;a'b
een Xl*t}zoda‘c }fi—,o%. Stelt men dan /3}3}' , dan is /;’, = Ty ;j(——zo(
Nu nog het geval ¢ <x < | . Beschouw de verzameling der regle getallen
§ , die 2 O 713n en waarvoor geldt g <2 | Deze verzameling is niet
lecg, want o Yl , dus X behoort er toe, en na‘lr boven begrensd, want
1 is een bovengrens ( immers uit i/) >/ volgt 7/ > 7/ > > ).
De verzamellng heeft dus een bovenste grens /3 . We bewijzen, datf = X,
Stel ﬂ >% (resp /3“40* ), dan gn,ldt voor >~ = Z45 , dat by </3
(resp. >R ) en O > ( BI'EBS}_J«X~ <X, L+ 6
Opgave 35. Bewijs dit laatste (Redeneer om het bewijs te vinden eerst
" van achter naar voren, d.w.z. begin bij het te bewijzen),

Als nu '5 ?0< is, is, wegens Y < ﬂ Y geen bovengrans, dus is
er een é met ; < X en f >% , manr ;’ ,><) G >U>0< hetgeen een tegex
sprask geeft. Als _/5 <A isg, is o )6’ en § <X direct inm strijd met
het fwl‘t datﬁ bovengrens is.

Dus /2 =,

Uit (8.43) en (7.1.) volgt nu, dat VZ niet mtlonaal is. We noemen
redle getallen, die niet rationasl zijn irrationaal. We weten dus umu dat
de rationale getallen een echte deelverzameling van de reéle getallen

vormen; hiermee is de invoering van de redle getallen pas ten volle ge-
rechtvaardigd. . Anders uitgedrukt: nu is bewezen, dat niet iedere fun-
damentaalrij rationale getallen in het gebied der rationale getallen cox
vergent is, b.v. een fundamentaalrij die tet de klasse van VZ behoort
(dewez. ecn fundamentaalrij die naar V2 convergeert) convergeert niet
naar een rationaal getal.

{8.44) Tussen twee verschillende re8le getallen ligt een irrationaal
‘getal, dat van beide verschilt.
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Bewijs: Stel :&’)/} , dan is X -VZI > /3~ VZ -« Er is volgens (8.37)

cen rationsal getal ¢, zodat ¥ —VZI > ¢ > 4-VZ , duso > CAV2 2.

¥u is c+ V2  irrationaal, want als het rationaal was, was ( C ¥ VI)j-Cu
= VI ook rationaal.

(8.45) Als de verzameling der reéle getallen in twee klassen L en R ver-

deeld wordt, zodat het volgende geldts »

1° ieder redel getal ligt in één en slechts één van beide klassen,

2° 1 en R’ zijn geen van beide leeg,

30 uit 5 ¢ T en ME Rvolgt §< 7,

dan hecft T sen grootste of R een kleinste element en niet beide (snéde

van Dedekind).

Bewijss Dat niet beide kan is duidelijk: stel "X het grootste element
van T en ﬁ het kleinste element van R, dan is X < /L2 y dus (¢ :%@{/J.
Zowel de veronderstelling o—‘—i“@ € T als de veronderstelling %[3 € R
leidt dan tot een tegenspraak. L is niet leeg en verder naar boven be-

grensd, omdat R niet leeg is en een element van R bovengrens van L is.
Dus heeft 1 een bovenste grens X . Als X € L, is X het grootste element
van L. Als o 71 L, is X & R. Als er een >'/‘é R was, met ?7<9< ’
wa.s )7 0ok bovengrens van L, in strijd met het feit dat &’ bovenste grens
van L is. Dus is & het kleinste element van R.

We hadden sneden rationale getallen ook voor de definitie van de re-
ele getallen kunnen gebruiken. -
Als -.’Xs’/}, , noemen we de verzameling der reéle getallen /; , die vol-
doen aan X< f-‘é ﬁ het {(gesloten) interval [)(/5] . We noemen [;’-—0‘
de lengte van het interval.
(8.46) Als van een rij [X v, POJ intervallen geldt :
1% uit M <m volgt X, £ ., en ﬂ,hz/im (we zeggen dan dat de in—
tervallen in elkaar geschakeld zijn),

Z;Lim ( B A, )=0 ( de lengtenconvergeren naar nul),
20

dan is er &én en slechts één redel getal dat tot alle intervallen beheoort
(intervalschakeling).

Bewijs: {%“k is een isotone begrensde rij (X K{;ﬂ%é "Gi voor allew),

die dus convergent iss lim X, =¥ met ¥ > &, . Tvenzo g'eldtmlim (i = &
g 20

met § & ﬁw.Stel nu ¥ ¢ » dan is | X-S}> 0. ®r is dan een N, zodat

veor m > N, geldi’c | g:igm’ < 3 )){.—f} y een N, zodat voor m > N,

geldt | ¥ - %] <sly- =l en een N; zodat voor 2> N ;geldt

| B = Aa] < + |5 - 8.  Voorn= max (N, ,N,, Ny ) + 1 geldt dnn

)\ *Y»}§ hj—'ﬁ’\-ﬁf + !'?(y\’ﬂ"w’ + j/g,gj< h{'g}; wat

een tegenspraak geeft. Dus B’-‘—‘S " en & ¥ £ [ Dus Xvoldoet aan

de eisen. Stel dat er een b/, was, die ook amn de eisen voldecd en &‘# Y

Als Y\ > dan ¥,—=¥ > 0 dan is er een waarvoor (3,~¥ <Y, - b1

dus /% {X‘ hetgeen een tegensprank geeft . W (y geeft ep analoge-wij-

we ecn tegenspraak.
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e hadden intervalschalelingen rationale getallen ook voor de
definitie van de reéle getallecn kunnen gebruiken. ,
(8.47) (Stelling van G.Cantor): De verzameling der reele getallen is
niet aftelbaar. '

Bewijs: Te tonen aan: als %ﬁ/A is de verzameling der reele ge-—
tallen uwit het interval ’94 q’) niet aitelbaar. stel dat ze wel aftel-
baar weren, dan was er cen ééneénduidige toevoeging ?w van de reeéle
getallen van [ﬁ,ﬁ:f aan de natuurlijke getallen. 7e gaan nu een inter-
valschakeling maken. e beschouwen de drie intervallen

fo\ om'aj ’ {:,ZO("'fG__ ovglﬁj , [a’-fsg,/é_’ , ﬂ]

} 3

Ze hebben alle drie de lengte 72=*, Hinstens één van de drie bevat
het getal £, niet. Neem zb een als fo,,p1 . stel dat [Xw. (2,] gevon-
den ig, dan passen we op [4”473“1 hetzelfde procédé toe als zoeven
op [# ) enkiezen als [X,.,,3,,, | één van de drie intervallen, waar

£,.piet in ligh. Het is dan maklelijk te bewijzen, dat (X, ,/3.] een
in elkaar geschakelde rij intervallen vormen, dat.voor alle n [,/ ]
'? niet bevat en dat wa)lﬂn]de lengte é_’;'«: heeft., Maar %w(é‘,, dus

2

3 I — ] . -
11m — =09 , dus lim /A2=%2 = 6 (waarom?), dus convergeren de leng-
n-z S f)’__;?éb 3”
ten naar nmul. Er is dus volgens (8.46) een getal ¥ dat tot alle in-
tervallen behoort: &, € Y& /5 voor alle n. Haar <X, > N

dus & ¢ X<ﬂ Dus is er ecn m, waarvoor )._ &m. Dit leld echoer
tot een tegensgpraak, want §Mllg‘c niet in Lﬂmtﬂmjen Y wel.

e kunnen het bewijs nog iets aanschouwelijker malen door deci-
maalbrevkontwikkelingen van de recgle getallen te gebruiken. Zen deci-

maalbrevkontwikleling is n.l. niets anders dan een intervalschekeling
13,672 .... betetent het re€le getal bepaald door de intervalschake-
ling [13,6 ; 13,7 1, [13,67 ; 13,68 }, [13,672 ; 13,673 ] enz., met
lengten ;{f‘ﬁ.‘ Stel nu dat de re€le getallen tussen O en 1 als volgt
afgeteld waren:

\
T e 07y 8yp 843 - - - - .
2 e 08y 8y, 853 - - - - -

waarin a,, steeds ecn van de cijfers Oy..., 9 is. Ve passen nu de
diagonaelmethode toe: we voramen O, b b2 «ess, waarbij steeds b £ aqm

is. Dit is weer cen reeel getal tuSDen 0 en 1. Als het het nummer m
heeft, geeft b, £ a,m,meen tegenspraak. Br treedt bij deze vorm van
het bewijs nog ecn kleine complicatie op, deordat cen recel getal
meer dan één decimaalbreuvkontwikleling kan bezitten (b.v. 0,5000¢e=
= 0,4999...). Te gaan daar niet verder op in.



An. 35

| e hebben in (8. 47’_) een nieuw bewijs“voor het bestaan van irrationale
| getallen. Zelfs is de verzameling der irratiox}ale getallen niet aftelbaar.

We laten nu de afspraak om rationale getdllen met Tatijnse en reéle
getallen met Griekse letters te schrijven vervallen.

Als @ueen rij regle getallen is, definigdren we B {C:.ﬂ} als de verzame-

1ling bestaande uit die en slechis die redéle getallen xwaarvoor geld+t:
bij iedere £X¢is een ¥ te vinden, zodat voor 7 ¥ geldt a,, —X <&

Het is duidelijk, dat B {&n}de verzameling is van die redéle getallen
yxwaarvoor geldt:bij ieder redel getal Ywaarvoor Yy>X , is een N te vin-
den zodat voor 7Y N geldt &ndY - Verder is duidelijk dat als X &€ B{ah}'

eny >X , dat Y€ Bf&n}.

(8.48) Als B {“ﬂn} niet-leeg en naar beneden begrensd is, is inf B f’a“}f
EB{onY. .

Bewijs: Kaem inf B{ﬂn}= a. Als aqfe{a,“} , is er een b >a zodat bij
jedere N een n> N te vinden is met a ,, > b. Nu is b geen benedengrens van
B{Qn} y dus is er een ¢ waarvoor c<b en c§£& B{a,,} « Tr is dus een N,
zodat van alle 1 >N, geldt & < b. Dit is in strijd met het feit, dat
er een n N, is waarvoor a 3 b is. Dus a € B{Ofn§.

We definiédren nuz

lim sup a., = +00, als B {&n}leeg is,
lim sup a, = -, als B {A.|lniet naar beneden begrensd is,
lim sup a., = inf B{a,} , als B {aw’jnie-t—leeg en naar beneden

fi

begrensd isi
Hierin zijn + o en - o0 louter symbolen, geen reéle getallen. Er wordt
niet mee gerekend. Wel definiéren we er ordeningsrelaties voors
+ &6C > X , voor alle reéleyx,
- o< X , Vvoor alle redle X,
- o0 i+ 0
Het is duidelijk dat hierbij de transitieve eigenschap van de ordening
bewaard blijft.
(8.49) Bij ieder resel getal X, waarvoor X > lim sup a4 is een N te
vinden zodat voor n >N geldt agn < X. ‘
Dit volgt direct uit de' definities en (8.48).
(8.50) Als ayconvergent is, geldt lim ay, = lim sup an.
Sewijs: Noem lim a,= a. Stel R?aghwreéel getal Y, wharvoor t{< a en
g € B{an} . Man is er een N ; zodat voor ny N, geldt a4 LE8 on een
N, zodat voor n )N, geldt la = ay C “-d , dus zeker a :-Z- 8, <474
of a ., > “jg . Voor n = max (N, N;) +1 geeft dat een tegecnspraak. g
Verder is aE’B{ah} s dus a het kleinste element van B {an} , dus 2 = lim
SUP 8 e :
(8.51) Als er een retel getal C bestaat, zodat voor alle n geldt a 4, C
(resp. a, > ©), dan is lim sup a,, < C (resp. lim sup a ., 2C).

Opgave 36. Bewijs (8.51).

¥




 Op geheel analoge wijze definidren we lim inf a,, .‘door uit te gaan
van de verzameling O {&ln }bes‘baande uit die en slechts die re&le getallen
X , waarvoor geldt: bij ieder redel getal Y, waarvoor 3< A, is een N
te vinden zodat voor n>N geldt a, > Yy . Dan is

lim inf a, = - = , als 04{«.}leeg is,

lim inf a, = + 00, als O {dy}niet naar boven begrensd is, .

lim inf a;, = sup O-{&,}, als Of&nkniet-leeg en naar boven be-

il

grensd is.
Voor lim inf a,, gelden dan overeenkomstige stellingen sls voor lim

Sup ay. ‘

(8.52) 1lim inf a £ lim sup a-, .

(8.53) Als lim inf a, = lim sup a,een redel getal is (dus niet +e of

- @& ), dan is a .y convergent en ,J}_jéxsri)aﬂ = 1im inf a.,= lim sup a,,,

Opgave 37. Bewijs (8.52) en (8.53). |

Als lim sup a, = lim inf a.,, = +0¢, schrijven we %im a, = +02, even-
! . - o0
zo als lim sup 2, = lim inf a, = - o, schrijven we lim ay = - ¢, In B

; . RAR o .
die gevallen zeggen we echter niet, dat ay convergent is ! ¥en noemt a.,

dan wel eigenlijk divergent.

Opgave 38. Formulesr een voorwaarde voor a., » ordat lim a, = + 00,
) A j n->w
Opgave 39. Bewijs, dat als lim a, = +00 , dan lim -({—~ =0, en als lim«p=
. | A Mmoo 7 Moz
~ =0, dan }i’ﬁ,‘ravwl = +0° (Hierbij is verondersteld a.# 0 voor alle n),
M-S0t
_Q_ggw. Bepaal lim sup en lim inf van de vonlgende rijen:
o ] - 0 . .
1Tay=n 2 an=-n 3 8y, ,=1, a,, =2 ; 4 a,is een of andere

:?,ftelling van de rationale getallen tussen O en 1.
'89. Complexe getallen.

Voor de invoering van de complexe getallen verwijzen we naar de cur-
sus algebra.

‘@en complex getal X is te schrijven in de vorm & = a + bi, met a en b.
re€el. a heet het regéle deel vano( (iR« 0 Rex ),fhet imaginaire deel
van X (Do( of ImxX ). i*= -1, De complexe getallen vormen een lichaam,

Als ¥ =a + bi (a en b rescl), dan heet het getalX = a-bi het toegevoegd
complexe (of geconjugeerd complexe) van O . Dan isX X = al + bg' een retel
getal 20 en dan en slechts dan = O 2ls X = 0, Het is onmogelijk, de com-
plexe getallen zo te ordenen, dat de gewone ordeningseigenschappen te
voorschijn komen. Als het wel kon, was a4 > 0 voor alle a0, dus i =
=-1> 0 en 1= 150, maar dan ook O =1+ (-1 > 0 hetgeen een tegensprask
geeft. We definibren|al= Vﬁ Omdat a 2 regel en » O is, is dat cen ge-
oorloofde definitie; verder stemt het voor a re8el overeen met het vroeger
gedefinieerde. (9.1) 3 = a. _ |

(9.2) a%b = &+5, a-b = 3-b, ab= ab,{ §)= B2 -

(9.3) 2Ra =g + a ’ 2 ifa =a - m

(9.4) |Ra| «\a|, [Ja |2l




(9 5} Ia?>’0 en dan en sl«=chts dan = 0 als a = 0. g
(9.6) ]ab =]al fb}. |
(9.7) la + vl<lal) + Iv].
Het nu volgende bewijs van ‘(9.7) moet van onder naar boven gelezen
worden.
la + vi< }al + ||,
\/ (& + ®) CERS b)<Vaa+Vbb,
(a + 1) (a + b) <(Vaa + Vbb)'%_“w
ad + ab + ba + bb < ad + 2 aa ybbq-bb,
ab + ba <2Vaa W,
2’h %+ 2 abab+ b° a2‘<4 a3 bb,
32 2- 2abab+b2 a2<0
(ab - ba) < o,
jo1 J (a‘B)}2< 0,
-4{ Jm P <

We vragen ons af, wanneer in (9.7) een gelijkteken staat. Dat is dan O
en slechts dan het geval als in het bovenstaande bewijs ook overal gelijk-
tekens staan. Dat is als J(2b) = O en ab + b& >0, dusF(ab) > 0. Dus
ab redel en >0, Als b:ﬂ'.O dan is bb >0 dus -—%— = bg‘ = 0. Dus:

(9.8) Ja + ! }a1+ ]b} geldt dan en slechts dan als a =0, of b = 0,
of als het quotignt van a en b positief redel is.

In de cursus algebra is uiteengezet hoe complexe getallen voorgesteld
kunnen worden als punten van het platte vlak. Hierbij wordt o.m. gebruik
gemaakt van de functies sin x, €0s x, tgk en hun eigenschappen. We zullen
-voan deze functies voorlopig allesh gebruik mrken in voorbeelden, daar wij
'in het kader van onze opbouw niet sangetoond hebben, dat dit werkelijk
functies zijn die voor alle regle waarden van x gedefinieerd zijn.

We zeggen dat het complexe getal ¢ tussen de complexe getallen a en b
ligt als]a - ¢} + jc + b] =) - b}. Het is duidelijk dat ¢ dan ook tussen
b en a ligt.

(9.9) Dan en slechts dan ligt ¢ tussen a en b, als er een redel getal A
bestaat, waarvoor 0< f\i’? zodat ¢ =Aa + (1 -A )b,
Bewijsr Stel eerst ¢ =Aa + (1-A)b, dan is a~— ¢ = 1-;1)'(9. - b)
enc ~-b ='/\(a- b), dus Ja - ¢} + }c - bl I 1-4) (a - b)] [A(a - b)f:
={1-A)|a - b}+’\fa - bl =}a-bl Stel nu |a - c} lc - bl = |Ja - bl=
](a-c)—s— (c—-b) Als c‘—b danc = 0a + (1L - 0)b. Als ¢ 1 b, dan volgens
(9.8), 2 : 2 =ftretel en 2 0. Hieruit volgt ¢ (1 +{L) a +/Lb, maar
1+/u>1>o dusc=ma+T%b~WulsO 1+~51.N0em1_% =
"'19 5€tnlsc=‘;"\1a+(l—’)v)ben0<9$</ /J st

Yoor re€le getallen stemt het hier pedefinieerde begrip tussen overeen
met het vroegere. Stel n.l. ¢ = Aa + (1 "\)b. Als a = b, dan ¢ = a. Als
2 >b, dan ¢ 2 Ab +(2 -’\)b benc< Na + (t- Na = a, dus b €¢ € a.

:viengo voor aéb. Stel omgekeerd b <c <€a, dan }a - cl'—- a - e, fc - bl=
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o — b} =a - b, aus;]a -’c) +lc-bl =a-c+ec -b=a-b=-bl
Ben verzameling V comﬁlexe zetallen hvb+ convex als uit a€eV¥, b €V,

¢ tussen a en b volgt ¢ € V.

Tlen convexe verzameling reéle ﬂeballen heet een interval (in ruimere
zin dan vroeger).
(9.10) Ten verzameling redéle getallen is dqn en slechts dan een ‘interval
als het ecn verzameling is van een van de volgende negen typen (hierin
stellen a en b willekeurige, maar vaste reéle getallen voor)t

10 alle regle getallen . : , dit heet (- 50, + o),

2% alle resles getallen x, die voldoen aan a <X, ,, ,, (&a,+ 20),

30, 99 ' 'y Xy 99 y s v @ £X, 49 5y Byt m0),

40 ) X 39 Xy 359 ) sy X <Dby, 5, 4, (-eo, b),

50 'R iy X Xy 93 X vy X <hy 4, 4, (-00, bjs

60 59 vy ’sy Xy 5 y 9 sy 2a<x < b, dit heet (a, b),

70 39 X ) X3 »» xS vy @5x < by ;, ,, [as b),

80 'y 'R X Xy 39 ) sy 2<x < by, 4, 5, (a, bjs g
9° rs sy s Xy 9 'y sy XXX by, 44 5y [é'7 b}:

Bewijs: Dat deze negen typen convexe verzamelingen leveren is dulde-
lijk. Om te laten zien, dat een convexe verzameling V retle getallen tot
een van de typen behoort, onderscheiden we gevallen, naar gelang de ver-
zameling’ﬁel of niet nanr boven begrensd is, en wel of niet nasr beneden
begrensd, en als ze naar boven (resp. beneden)rbegronsd is, naar gelang
de bovenste grens (resp. benedenste grens) wel of niet tot de vorzameling
behoort: Laat b.v. V wel naar boven en miet naar beneden begrensd zijn en
sup V = b niet tot V behoren. Als x 2 b, dan x & V. Als x <b, dan is er,
omdat V niet na-r beneden begrensd is,een Y&V met ¥y<x, en omdat X geen
bovengrens is, een z €V met z >x. Omdat V convex is, is dus x &€ V. Ius
V verkeert in geval 40. Bvenzo voor de andere gevallen. .

We noemen de intervallen, die in gevallen 10, 20, 40 of 6o verkeren
open intervallen, die in 30, 50, 70, of 8° halfopen intervallen, die in
° of 90 begrensde intervallen.

)

9° gesloten intervallen, die in 6°, 7°, 8
Opgave 41. Als a en b complexe getallen zijn, heet de verzameling V der

complexe getallen tussen a en b een lijnstuk. Bewijs dat een 1lijnstuk
‘convex is. .
Opgave 42. Als a een complex en r een redel getal >0 is, heet de verza-
meling V der complexe getallen x, die voldoen aan Jx - &' < r een cirkel-
schijf.Bewijs dat cen cirkelschijf convex is. ' '

f§10. Buclidische ruimten.

‘We beschouwen de verzameling der n - tupels retle getallen (5XL)9

waarin i natuurlijk, 1 < i < n. Deze verzameling heet de n - dimensionale
Euélidische (of Cartesische) ruimte. Een element daarvan hect ook ecn
punt. We geven de punten aan met Latijnse, de reéle getallen met Griekse
letters. We noemen de getalleno. de componenten (of cobrdinatan) vanéxlA
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definivren de som van twee punten a = (; Yenb = ( (*: ) door a + b =
= (KX;+ ). Verder defini¥ren we het product van een reel getal A en een .
punt a = (iX;)., Dit is weer cen punt en wel A a = (AXi). Het »unt (0)
noemen we O, e ¢ d»flmércn de absolute waarde van ecn punt a = ( o)
doorz: {al V}: o( . Dit is een retel getal.
(10.1) lat O'Cn = 0 dan en slechts dan als a = 0.
(10.2) %@(a\ = |xt|lal .
(10.3) ja + bi<}al + bl :

Hiervan zijn {10.1) en (10.2) makkelijk +c bewijzen. Om (10.3) te be-
wijzen, hebben we ezrst de vo‘lgende hulpstelling over reéle getallen nodig:
(10.4) Als 3(, M enY redle getallen vlgn, zodat voor alle re8le getallen
£ geldt fXS b 354“\’ > 0, dan is /3 ‘7“\)(40 A>0 ,Y>0,

Bewijs# 1°X = 0. Dan is geg geven 2 G; + X) 0 en te braw:tgzen /?
(Qusp=0) en ¥ 0. stel [l 0, dan is 0K 2/3(- Y+ +¥ = —1<0
hetgeen een tcgenspraak ge(bft Dus 3= 0 en {) 0.
Baﬁio.Noemhw‘ +l*!+1 danlsfl "ﬁ-o(;.}/‘
- (2‘3\ -2y Z(l”) H} L=y = oo, aus

o VZ +2pn+Y = X(F)+ 2@( i?+ -’L-) { 0, hetgeen een tegenspraak

geeft. Dus X € 0 is onmo%elljk ﬁl
3° «>0. Dan is 0 £ —-—-—-——) + 2 ) +Y = «Xq ,dus/B -« yKo.
Stel X< 0, dan XYL 0, dus /~5 >O hetgeen niet zo is. Dus X 20O.

Nu bewijzen we (10.3). S;tel a = (4), b = ( i), Drxn is voor een redel
getal A2 O(Xa + Al = > (O + 73 ) '5"0(, +2}\§f_£x}_p;-: +

izt cx | Ll
+ >\2 i H i Nu Volgt U.l't (1004)
2 ; 2
(10. 5) }ﬁ J(/%) <_ < X ) (i 1/3":) (ongeh;;kheld van Schwarz)
Dus |a" I 3Ny 2’ + 2:‘3_‘" :x;;ﬁ'i- +}' {5" _4_ i ’><L Y
CVERS yE LR g
foL 5.:1‘ VLZ“' Q( V;Z-‘ ﬂ‘: ) —_

L &z
.-;([a.l ¥ jb” « Dus [a +b] ¢ |a| * [b
(10.6) Als voor de redle getallen ¥, en Y geldt ;. ° =« § = 0, dan is
X = 0 of er is een re8d getal 5 waarvoor =& + 207 + % - 4,

i~

Bewijs : Als =#0, dan voldeet & = - ——. :
Opgave 43, Ga na onder welke omstandisheden in (10.3%) het gelijkteken
staat.

De verzameling der complexe getallen is op te vatien als een tweedi~
mensionale Buclidische ruimte. Denk aan de invoering met getallenparenr

= (Na,Ta).
De definities van som, getallenveelvoud en absolute wasrde stemmen over—
een m*t de vreegere. We hebben in deze §dus een nieuw bewijs gegeven
voor de driehoekesungelijkheid voor complexe getallen. Evenzo is de ver-

zameling der reéle getallen een &éndimensionale Buclidische ruimte.

#
%1l. Metrische ruimten. Convergente rijen.
We hebben het begrip convergentie van een rij tot nu toe veor reéle
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getallen gedefinieerd. Dit is echter onk‘mogelz‘.jk voor complexe getallen
of Buclidische ruimten, in het algemeen als er tussen de elementen een
afstand gedefinieerd .is. Dairom zullen we nuhet convergentiebegrip alge-
meen invoeren voor dergelijke verzamelingen.

Ten verzameling heet een metrische ruimte als aan ieder tweetal elemen-~
ten a en b een reéel getal ¢ (a,b) toegevoegd is, dat de afstand van a en b

heet, zodat voldaan is aan:

1° -(a,b)> 0 en = 0 dan en slechts dan als a = b,

2° 0 (a,b) =¢ (b,a),

3° £ (a,b) £ 2(a,e) +¢ (c,b).

(11.1) Als men in de verzameling der redle of complexe getallen of in een
Buclidische ruimte definiéert {J(a,b) = la - b}, dan zijn desze verzamelingen
Jmetrische ruimten.

) (11.2) Een deelverzameling van een metrische ruimte is een metrische
ruimte (t.o0.v. hetzelfde afstandsbegrip).

Opgave 44. Als we in een willekeurige verzameling defini‘éreni/ (a,b) =1
als a ¥ b en P(aﬁa) = 0, dan geeft dat een metrische ruimte. Bewijs dat.

Een rij ay punten van ecn metrische ruimte hect convergent metl.limigt
a als bij jeder redel getal £> O een N te vinden is, zodat voor n > ¥
geldt E(a,am)<t.

Fen rij a, punten van een metrische ruimte heet een fundamentaalrij,
als bij ieder rcéel ge'tal E7 0 een N te vinden is, zodat voor n >N en
m) N geldt f(a'n', a, ) <&

(11.3) REen convergente rij heeft niet meer dan éen limiet.
(11.4) Sen convergente rij is een fundamentaalrij.

De bewijzen van (11.3) en (11.4) zijn geheel analoog met die in %7.
{11.5) Als in een convergente rij eindig veel termen veranderd worden,

ontstaat een rij die convergent is met dezelfde limict als de oorspronke-
lijke rij.
Quvgave 45. Bewijs (11.5). _
(11.6A1s (n)een é &ntérguilige afbeelding van de verzameling der natuur-
lijke getallen in zichzelf is, a,, een convergente rij met limiet a en b~
= By, dan is b,convergent met limiet a. .

Bewijs: Necm een willekeurige & > O, dan is daarbij een N zodat voor
nyN geldt ¢(a , a )<€. De verzameling der natuurlijke getallen m,
waarvoor geldt ¥ (m) £ N, is gelijkmachtig met ecen deelverzameling van het
beginé'huk[l,N] der natuurlijke getallen en dus eindig. Als ze leeg is,
geldt /"'(m))N voor alle mj als ze niet leeg is, heeft ze een maximum M
en dan geldt Y’(m) 7N voor alle m » M. In ieder geval is er dus een M godat

weermd M ogeldt (m) N en dus [a - b, | = [a - a’%ﬂ,_‘( €.

Als de afbeelding ¥ (n) bovendien nog voldoet aan: uit m<n volgt ¢ {m)<
<¥(n), dan heet b, een deelrij van a. Als ‘’(n) een afbeelding van de
natuurlijke getallen op zichzelf is heet b'72 een verschikte rij van ar.
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Specisle gevallen van (11.6) zijn duss
(11.7) Ben deelrij van een convergente rij is convergent met dezelfde
limiet. |
(11.8) ®en verschikte rij van een convergente rij is convergent met de-
zelfde limiet,

Als voor de rijen a, en Lj geldt, dat er een k is zodat b .= a, voor

eile™n dan zegt men dat bd uit ay ontstaat door k elementen voor te plaat— -

SChl«

et

(11.9) Als &y convergent is en by, uit a, ontstaat door k elementen voor
te plaatsen, is b= convergent met dezelfde limiet.

Opgave 46. Bewijs (11.9). Merk verder op, dat men door (1l. 9) en (11.6)
te combineren ook kan komen tet het toevoegen van eindig veel elementen
(niet noodzakelijk aan het begin van de rij). Formuleer dat.

Dit alles geldt wor algemene metrische ruimtén. Nu specialiseren we
tot een n- dimensionale Ruclidische ruimte. Met een rij an punten, A =
= ( m), corresponderen n rijen der componentenCK (Hiserin is i een
natuurlijk getal £ n; m doorloopt alle natuurlijke gutallen)

(11.10) Een rij punten van een Buclidische ruimte is convergent dan en
slechts dan, als alle rijen der componenten convergeren en wel is dan de
limiet van een componentenrij de overeenkomstige component van de limiet

der rij punten.
Bewijs: 1° 1im a, = a zij gegewen. Dan is bij iederec £ » O ecn N te

N2

vinden zodat voor m> N geldt |a - am{(g . Maar nu volgt uit de definitie
van absolute waarde direct, dat } - D(lmf ’ﬂ& - a. KVOOI‘ alle lil’lo Dus
;'L:Lﬂmjx = voor atle i< m.
b2 q%lﬂfﬁlm*{xi voor alle 1 £ n zij gogeven. Blg iedere £ > O is een N,
-
N ~——--—a * J
te vinden zodat voor m Ny geldt [, - 1m{<’ ¥ n h?gm e ,?ﬁﬁ\N1

voer myN cn voor alle i< n geldt dan CXi - %y )2< 'i;~; dus

- 2 v o
EA -zxim)2< ﬁ;“ < dus]a -a |= E;CX, = o ) <& dus lime = a.
(11.11) Een rij punten van cen Juclidische ruimte iz sen fundamentaalrij
dan en slechts dan, als alle rijen der componenten fundamentenlrijen zijn,
Het bewijs is gcheel analoog met dat van (11.10).
(11.12) In ecn Buclidische ruimte is een fundamentarlrij convergent (m.a.w.

in een Tuclidische ruimte geldt de convergentiestelling van Cauchy ).

Opgave 47. Bewijs (11.12). |

(11.13) Als in een Fuclidische ruimte geldt lim a_ = a, dan is 13m
=4 ., o

. N~

Dit volgt direct uit ‘ga] -;b” < la - bl, hetgeen net zo bewezen wordt

als in opgave 19.
(11.14) Als in een uclidische ruimte geldt lima = a en limb = b, dan

A >on 1 et - )

zijn de rijen ap * bpena - b ook convergent en lim (a, + b, Y =a+b

LV#)I—'

N DO m
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en 11m (a - b ) =a - b.

,(11 15) Als in een Buclidische rulmtegakmlmnam—a-en voor de rij regle ge~'G
M 00 =

tallen™X_, dat 1imﬁx =X , dan is de rij«_ a_ convergent en limo(_a ot
m Vi) -5 A= : m m PT->33 m
=Xa,

Opgave 48. Bewijs (11.14) en (11.15).
Het voorgaande geldt ook voor complexe getallen en reéle getallen

(als twee- resp ééndimensionale Buclidische ruimten). We formuleren

(11.10) nog even vror complexe getallen:
(11.16) Ben rij an comnlexe getallen convergeert dan en slechts dan als

de rijen der re¢le en derimaginaire gedeelten convergeren en er geldt

- A
lim a —1m1ﬁa +:11mxjaﬁ
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Voor complexe getallen (en dus ook voor re@éle getallen) geldt verder

nogs

(11.17) Als a, en b convergente rijen complexe getallen zijn (lim a =
ry —»

=a en limb_ = b), dan is de rij a b convergent met lim a b = ab.

[a's i m hiacd

Ads bovendien b # 0 en bm # 0 voor alle m is de rij -6~m~ convergent met

. a m . @ N m
lim < 5 3T
V=6 m

Opgave 49. Bewijs (11.17).
{11.18) Als a, en b convergente rijen regle getallen zijn met limiet a
resp. b en 20 < bm voor alle m dan is a \ be.

Bewijsr Als a > b, dan is er een m te vinden zodat | {a - b) = (am-bmﬂ<
<$#(a-b),dusa-b-a +b <Ha-D), b -a <=-iz(a-Db)<0,
bm < 2. Dus a £ Db.
Opgave 50. In een Tuclidische ruimte definidren we i all = maxﬂ( l voor

= (o&). Bewijs, aat Jjali ook sande eigenschappen (10.1) (10 2) en (10. 3)
voldoet. Hee ziet veor n = 2 de “eirkel® [ix}/ =Y () esen constante) er
uit?
Opgave 51. Definiéren we de afstand Z"j(a,’o) door ﬁ.aaqb} = jla - b”y dan
voldoet dit aan de axioma's van een metrische ruimte, Toon aan dat het
begrip convergentie in deze metrische ruimte hetzelfde is als in die gede~ .
finig€erd met de gewone absolute waarde, d.w.z. 2als cen rij an convergent
is volgens de| | -~ definitie dan ook volgens de| Il - definitie en emge=~
keerd.

%12. Open en gesloten verzamelingen. Comnacte ruimten.

In een metrische ruimte verstaan we onder de £ - omgeving ven een punt
a de verzameling van alle punten x met é?(a,x)<f£', Voor ée re€le getal-
len is dat het interval (a —=¢£., a +£ ).

Van een verzameling‘v'in een metrische ruimte'R heet a & ?i een ver-’
dichtingsnunt, als bij iedere £ 0 een x & Vo ote vinden-is, zodat x #
#aen ¢{a,x)<& , ma.w. in iedere £-omgeving van a ligt een van a ver-.
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schillend onunt vany . Het nunt a behoeft niet totY te behoren.

(12.1) EBen punt a is dan en slechts dan verdichtingspunt van Va.ls er een
rij a  punten van V' is, die van elkasr en van a verschillen (d.w.z. uit
m # n volgt ag 4 a  en ves alle n is a_ # a), zodat }1m a, = a.

Bewijss Dat uit het bestaan van een dergellgke rij volgt, dat a ver-
dichtingspunt is, is duidelijk. Laat omgekeerd a verdichtingspunt zijn.
Ries ap, zodat alﬁl/ 2y #aen ¢(a al) < 1. stel a  gekozen, zodat
anéx/' y 8, £ a, ¢(a.a )( -%1—— en voor n>1 bovendlun ¢ (a, ay ) <

<'&(a,an 1), kies dan a n+l zodat a - V , a +1, a, @ (a an-t-l) <

<m1n1; ‘ e (a,a )) Dat kan omdat wogens a # a geldt 2 (a, a, ) > 0.

Dafi ':tslmakkellgk te bewijzen dat uit m< n vclgt I (a & )< £ (a ), dus
P zeker ay * a . Verder isa #aena ¢V en ¢ (2,2, ) < voor alle n,
Dagruit volgt 11m a, = 2.

] Uit (12. l}ﬂ;blgt ook direct:
(12.2) ®en punt a is dan en slechts dan verdichtingspunt van {/ als in ie-
dere ¢ - omgeving van a oneindig veel punten van V’liggen.

Wen verzameling V,in een metrische ruimte K heet gesloten (of afgeslo-
ten) als alle verdichtingspunten van V tot V behorbn.

Ten verzamellng V in een metrische ruimte R heet open als bij iedere

a ‘/ cen £ 0 te vinden is, zodat de € -~ omgeving van a geheel tot

V behoort.

De begrippen open en gesloten zijn relatieve begrippen. Of Vﬁopen
(resp. gesloten) is of niet hangt niet alleen van V zelf af, maar ook van
de ruimte R waar V in ligt. Zo is het interval (0,1) oven in de ruimte der
reéle, maar niet open in de ruimte der complexe getallen. Om deze relati-
viteit tot uitdrukking te brengen zeggen we open in f\(resp. gesloten
in K Y. Als er geen gevaar voor verwarring is laten we "in F\" echter weg.
Opgave 52. Rz ij de ruimte der redle getallen. Zijn de volgende verzame-
lingen al of niet open (resp. gesloten)? 1° de verzameling van alle ratie—
nale getallen, 2° een eindige verzameling re¢le getallen, 30 de verzameling
van alle reéle getallen, 4° de verzameling der getallen ———(n natuurlijk),

59 de verzameling der natuurlijke getallen.
Opgave 53. Dezelfde vraag als R ade verzameling der positieve rcéle getal-
1em' is. De gevallen 10, 2° en 30 moeten dan ook tot vositieve getallen
beperkt worden.
(12.3) Het complement van een open verzameling is gesloten; het comple-
ment van een gesloten verzameling is open.

Bewijs: Stel O open in K . Neem een verdichtingspunt a vaan/CT
Als a ¢ 0, dan is er sen- £70, zodat de £ - omgeving van a tot O behoert
in strijd met het feit dat a verdichtingspunt van R |0 is. Dus a ? 0,
a R)O" i\]o’ is gesloten. Stel A gesloten in A . Neem een punt aé R/
S3%el dat in iedere £ - omgeving van 2 cen punt van A lag (dat dan zeker
wegens a S‘ZA van a verschilde), dan was a verdichtingspunt van p, dus
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a & A, a¢, R/A, hetgeen een tegenspraak is. Dus moet er eeng - omZeving
van o bestaan, die geen punten van A bevat, dus geheel tot R/A behoort.

Dus R/A is open.

(12.4) Als van een niet - lege naar boven begrensde verzameling V resle
getallen de bovenste grens a niet tot yrbehoort, is a vepbdichtingspunt
van V' .

Bewijs: Voor iedere £ > 0 is a - § geen bovengrens van) .+ Br is dus
een x € V, zodat a - £ < x £ a, enx;f‘a omdat a¢v; Dus |a - x1< &5
n 1s verdichtingspunt. '

Ben direct gevolg van (12.4)is:

{12.5) Ben verzameling reéle getallen, die niet - leeg, naar boven begrerned
en gesloten is, heceft een grootste element.

Een metrische ruimte heet compact, als iedere rij punten von die ruim-
te een convergente deelrij bezit.

Het begrip compact is geen relaticf begrip. Om dus b.v. te bewijzen,
dat een deelverzameling V der reéle getallen een comp2cte ruimte vorﬁt,
moct niet alleen aangetoond worden, dat iedere rij uit V een deelrij heeft
die naar een reécl getal convergeeerimsar zelfs een deelrij diec naar een
element van V convergeert.

(12.6) ®Ben metrische ruimte is dan en slechts dan compact als icdere on-
eindige deelverzameling een verdichtingspunt heeft.

Bewijs: Stel de ruimte is compact. Neem een oneindige deelverzameling.
Danruit kan een rij met veschillende elementen gevormd worden. Deze heeft
een convergente deelrij, die natuurlijk ook verschillende elementen heeft,
De limiet is verdichtingspunt. Stel nu een ruimte, zodat iedere oncindige
deelverzameling en verdichtingspunt heeft. Necem een rij ay uit dic ruimte.
Beschouw &e verzameling V der .elementen I We ondersecheiden twee geval-
lens
1O V is oneindig. Dan heceft V een verdiechtingspunt a. ®r is een b, € V

1
met by # & cn €(auh9<1‘ Dan is b, = a (1) Stel b 20 gekozen, dnt bnébf

1
- ‘ . 7P

(dus b aﬂp)), bn.# ;11, 6’(9 ‘tfn) ¢ 1 _en voc?r n >l bovendien/(;)%
>§p(n - 1). Noem § = mln(E":*T , f(bn,aﬁn , dan is, wegens b_ 3 a, )
Omdat de deelverzameling der x € V, waarvoor £(a X)<f5n, oneindig is, is
er een in.>‘f(n), zodat f (ain , a)<:§n en ain #a. Noem deze in'=9ﬁ(n+1)

L _ : _ 1

en pyi1y = b ,q» dan is b 4 €V, b 4 #a, £ (aabn+1)< ST en Yinrl)
7¢(n). De rij b, is nu blijkbaar een declrij van de raj a . Verder is
lim b, = a, dus a hecft een convergente deelrij.
2%V is eindig. Dan is er een x& V, zodat de verzameling K der natuurlijke

getallen i, waarvoor a. = X, oneindig is (anders was de verzameling der

i
natuurlijke getallen eindig). We defini®ren nus /(1) is het kleinste ele-
ment van X en f/’ (n+1) is het kleinste élement van K dat groter dan ¢(n)
is. Dan is bn = %P(n) een deelrij van a, en wel een constante, en dus

convergente deelrij.
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€12.7) (Stelling ven Bolzano — Teierstrass). In een Buclidischc ruimte

heeft icdere begrensde dneindige deelverzameling V ecen verdichtingspunt,
Berijs: Omdat V begrensd is, is er eena‘ zodat fx{.S&’voor alle x€ V.

(x = (%i)). Daarvoor is dan ook[éi]:{b’,- dusg éiE(—J',J}. e verdelen elk der

intervallen in tweeén, n.l. [»&’, OJ cn io,g]en krijgen zo een verdeling
. . N n

van de verzameling der punten waarvoor )gllgi, in eindig veel (en wel 27)

deelverzanclingen (die niet disjunct zijn). Minstens. één er van moct

oneindig veel punten van V bevatten. Hoem de daarbij hobende intervallen

: oo sTols 3 3 oo Sy AR 233 3y Y

LO(i']’ ﬁ‘iJ'MS[O(im’ lﬁim]ouvondcn zijn vblaeﬁlen we deze weer in btweeén

c vi : snala 3 R . SE=hn ¢ ~ i no s

n vinden eveénals bovi,n[o(l’m + 1,/31,1.& + 1!, zoaat de verzameling der

punten waarvoor "fi € [_O( Pims 17me*b V oneindig veecl punten
b s -

i,m+ 1°
gemeen heeite. Houd dc i nu vast. De lengte vwan een in'i;erval[—a’im pim]
]

-+ , I .
1 en convergeert dus naar nul. Verder zijn ze in celkaar gescha-

is 2
o5 €f ﬁim voor alle m. Beschouw het punt

keld, Er is dus ecn o zodat ¢ i

s = ((}’i). Te bewijzen dat s een verdichibingspunt van V is. Eies een

3 a 1Y oy \ ] T — .—.—é—-

£>0, dan is daarbij een Ni‘l’ zodat voor m>11i1 geldt @\;_ O(im< Vi
T s _ £ . o e

en een l\si2 zodat voor m >Ni2 geldt pim (.;\l( Vvﬁ. Neem nu ‘msmax <Ni1, Niz

- i<izn
; i = 4 £
+1.dan is er een X = (éi), zodat x€V, X ¢ & en ‘;iéi‘(j.m’ /?’im], dug

%€, <03 “Q';n.<% }ég"@;g ém“(‘?‘(g;—&'—,‘ >."us}'3f—£;1<~f-'; yelus |5 -x|a i (6:-&.)° <.

(12.8) ¥en decelverzameling V van een DZuclidische ruimte is compact dan
en slcchts dan als ze begrensd en gesloten (in de Euclidische ruimte)

e

Se

Bewijs: Stel V is begrensd en gesloten . Heem een oneindige deelver-
zameling van V. Deze is ook begrcnsd en hecft dus volgens Bolzano -
Teiersgtrass een verdichtingspunt in de Zuclidische ruimte, dat, omdat
V gesloten is, tot V behoort. Dus volgens (12.6) is V compact. Stel nu
V compact. Stel dat V onbeprensd is, dan kiezen we gy eV willekeurig

en els a €V gevonden is, a , , ,€V zodatfan + 1}>/an]+ 1. Voor i 74 j

celdt dan ‘ai - aji >1 (volledige inductie naar }i - j}). Voor ecn deelrij

geldt hetzelide, dus geen enkele deelrij kan convergent zijn, in strijd
met het feit dat V compact is. Dus V is begrensd.Stel nu dat a een ver-
dichtingspunt van V is. Dan is er cen rij bn met bné V voor alle n,

die naar a convergecrt. Deze hecit, omdat V compact is, cen deelrij,
dic naar ecn element van V convergecrt, maar een deelrij van bn con-
verseert naar a, dus a@V. Dus V is gesloten.

Bij intervallen hebben we ook de begrippen open en gesloten gehad.
Deze stemmen niet geheel overeen met de begrippen open en gesloten ver-
zameling. Voor opeh is het wel het geval:
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(12.9) sen int.rvel is den en slechts dan ecn open verzameling in de
ruimte der re€lce getallen als het cen open interval is.
Voor cc gesloten verzamelingen is de situctie wat ingcewikkelder:
(12.10) Zen interval is dan en slechts dan con gesloten vergameling
in d¢ ruimte der redle getallen als het verkeert in een der gevallen

O ted O - -y y . .
17, 30, 50 of ¢"van stelling (9.10). Len gesloten interval is dus wel
altijc cen gesloten verzameling, maar een interval dat een gesloten

verzameling is hoeft geen gesloten iunterval te zijn.

(12.11) Zen interval is dan en slechts dan een gesleten inturval, als

het een compacte ruimte is.

Opmave 54. Bewijs (12.9), (12.10) en (12.11).

(12.12) Ton niet- lege compacte versmameling V redle getallen heeft een

grootste en ecn kleinste clement. P
Bewijs: Tegens (12.8) is V begrensd. Dus V heeft een bovenste grens.,

Als sup V@év; is megems (12.4), svp V verdichtiugspunt van V, dus, we-

gens (12.8), sup V&€V, hetgeen cen tosensprack geefit. Dus sup Ve V;

V he 2% con grootste clement. Dvenzo bewijst mon dat V ecn kleinste

nment aceft.

o]
—
(]

Cpgave 55. Van een rij rctle getallen a, is lim sup a, de grootste a
etcl getal, +of - ®), woarvoor ,cldt dat c¢r cen deelrij van 8p is
m = a. {Eewijs ecrst dat, als b limiet is ven ecn deelrij van

1
a ,bg lim sup a, en den dat er ecn deelrij bestast waarvan lim =

1im su» an).

§13. Continuc functies.
en functie hebben we in §1 zedefiniecrd als een afbeelding van cen
verzameling in cen andere (of dczclfde) verzameling; £(x) is het bocld

van x bij de afbeclding £. e nocmen het becld ook wel de functiewaardc,

het origincel ok argument ven de functie. Als © de vergameling is die
afzeboeeld wordt (de definiticverzameling) cen T de verzameling waarin
afgebecld wordt(de beeldvergameling) schrijven we ook wel £(8)eT; als

het een afbeelding op is £(8) = T, Als zowel S als T deelverzamelingen

der verszamcling reéie getallen zijn s, reken we van een redlc functie. .

Van een recle functie kunnen we cen aanschouwelijke voorstelling ontwer—
pen door cr cen grafieck van te maken, dat is dor in het platte vliek de
3untverzamcling tc tekenen bestaande uwit die punten (x,y), wasrvoor
y = £(x). Het is duidelijk, dat bij iederc rcele waarde van X hoogstons
é¢én y behoort, zodat (x,y)tot de grafiek behoort, m.a.w. iedcre lijn
evenwijdis met de 7Y ~ ag snijdt de grafiek in tem hoogste één punt.
ggggjljﬁg Het grootste gzehele getal dat € een reeel getal™ is, schrijven
weplen noemen we cntierx. Scheots ccn grafiek van de functie [X] en van
de functic x - [x).

“anncer we de volgende reéle functie beschouwen: £(x) = 0, als X
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irrationscl is en f(x) = 1, uls x votionaal is, den 1s het bevredigend
telenen van een srafiek micet meer moselijk. Dat komt omdat deze Ffunctie

het ¥vloelende" karekter nmist,dnt de functies wacrvan we wel zrafieken
kcnden tekenen, althans bij cedeelten, wel bezaben. Dit vloeciende karak-
Ter | bluron Jees : & .de . arsun ntﬁ :rden dicht bijelkacr S '
:;Le\' Funotl e rden \.'L(;Q.Lb l:ng R oA N W T 5 azr liggen,
voor een grcol ge lormul ring hiervan is het blijkbacr nodig, dat in de
L N .;

deiinitie— en in de beeldverzameling een afstand redefinieerd is.
e gprekoen af, dat voorlopig voor alle te beschouven functies geldt dat
definitic— cn beeldverzameling beide metrische ruimten zijn.
¢ nocmen cen functic f(8)¢C"Tcoutinu in het punt a€ S, als bij iedexr
redel getal £)0 een reecl ,otalnY 0 te vinden is, zodat voor alle x € S,

”"arvoorkj(h,x)\u gelat @ (£(a), £(x))<& (E~% ~ definitic ven comtinui-
teit). 41z £ continu is inm allc punton van S, noemen we i conbinu (zonder

naécre boevoeginﬁ).

‘e kunnen nu ecn verband leggen met het begrip convergontie, door de
cilgenschap, Gat continune functics dié functics zijn die convergente rij-
en in coaversente rijen overvococren:

(13.1) Ten functic £(S)T Tis dan en slechts dan continu.in a €38, als voor
icdere rij a, €8 met lim a = a, _cldt lim l(a ) = f(a) (limietdefini-

. )}_..)Qh n Vi =3
tic van contln vitcit).

Bewijs: Stcl cerst dat £ continu is in a on ncen cen rij a_ €8S mct

. « s s 5 ' N < . R T
lim 8, = s Bij iedere £70 is nu een®” 0 te vinden zodat uit xeS en

£la,x)< yvol st p(i(a), T(x))<E . lizer bij © JO is een I +te vinden zodab
uit n > ¥ volgt f(a n){p y dus ¢ (£(a) f(an))<éf. Dus ¢1m (an) = f(a).

‘y%—

Stel nu dat voor iedere rij a, ¢85 met lim a = a geldt 11@ f(a ) = f(a).
R IR TS .

Stel er is een £,70 zodat bi]j icdere Y70 een x €8 met g(a x)< 5 Le vin»

den is, zodat (f(a),f(x))7f. Dan is er een rij x, € S met f(a )<-

zodat #(i(ﬁ), I(x Y)2£&€, voor alle n. Dan is lim x a, dus lim f(x ) =
P n o} => 20

= f(a) hetzeen in strijd is met;f(f(a),x(xn))/zﬂvoor alle n. Dus £ is
continu in a.

]

-

e moeten in het ooz houden, dat de definitieverzoameling vaen de functie
als metrische ruimte words ongevat, meodat we voor gen recle functie die
niet voor alle reele getallen gedefinieerd is (b.v. %), als ruimte niet
alle reele getallen, maar alleen de definitieverzameling nemeun. Te zul-
len in de toelomst, als we b.v. zeggen dat we een punt X nemen, daarmee
bedoelen: nit de definitieverzameling ven de bheschouwde functie.

ct

(13.2) Als S compact is en f(S) = Tcontinu, dan is Tcompact. Als f boven-—

dien ceneenduidig is, is de omlicerfunctic vea £ cok continu,.
Dewijg: Neem een rij ang‘T . DB1ij iledere a, is een b & 3 te vinden

zodat f(bn) = 2. Omdet S compact is, heeilt b een convc:gente deelri]

lim b = b. “ege
o f(n) s Tegens de continuiteit van £ is }igbf(by(n}'" ljﬁg%ﬁ(n}
= £(b). Dus a, bezit een convergente deelrij, dus Tis compa ct. Stel nu
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f sencenduidig met omkecrfunctiec g (dus £(g(y) )=y voor alle yelen 8(£(x))
= x voor allc x €38). 56cl or is cen aeT s zodat 5 nict continu in a is.
Den is or een £ 70 zodat cr een rij an&'Tf"e vindcen is met E(a,an)< 1

n’( (a),,b(a Yhdgu is lim a, = @ Omdat 8 compact is, bezit de rij g(an)
Y-z

een convergente deelrij: ;&)m &( aa( )) = b. Omdat £ continu is volgt hier-—
uit £(b) = 1lim f(g(a({,(n))) = 1lim Ay(p) = B dus b = g(£(p)) = gla). Dit

T~ GG TP

ig.cechter in strijd mes E(g(a),g(a‘ﬂm))z ¢£,voor alle n. Dus ¢ is conti-
nu.
(13.3) Den recéle continue functic, gedefinicecerd op een niet - lege begrent
de resloten verzameling heodt cen maximum en een mininmui.

Dit volyt uwit (12.8), (13.2) en (12,12).
(13.4) (Middelvaardegtclling van Teierstrass) Gen reéle continue functie
f :edafinicerd op cen gesloton intorval [a,b) ncemt icdcre waarde tussen
f(a) en £(b) aan, d.v7.5. als c tussen a en b ligt bestaat er cen ’}éta,ﬂ,
zodat T(&) = c. N

Bewijs: Als f(a) = £(b), dan is ¢ = £(a) = £(b) en we kunnen &
dezen. Als fla)d £(b), dan f(a)< c£ f(b). Neem de verzameling V der
reéle getallen x, waarvoor geldt xé‘[a b] en f(x)< c. V is niet leeg,
want a(—'V en begrensd, dus V heeft een bovenste grens é . Stelé;f v,
dus £{£)>c, dan is er een ¢, > O zodat voor alle x¢€[a,b] met Ix-—%}\
<(’)'geldt f£(x) - (&) < I<;,.) - ¢, aus £(£ ) - £(x)< £(E) - ¢, aus
f(x)> c. Verder is s, >a, dus voor x, = mex(e,5 -3 &) <eldb x; € [a, b_‘
x, < E)’: en |x —-&il< if (dus £(x) > c) voor alle x met %< x<>‘&. Dus x4
is bovengrens van V, het geen een tegenspraak geeft. Dus :’Eé V, dus £( g )€
<o
Als £(£ )< c, dan is er een 350, zodat voor alle x¢ La,bl met [x - £l<
<%, geldt FE(x) - £(5 N<e - £(8), aus £f(x) - f("’ )< c - f(§ ), dus .
f(x)< ¢. Verder is <b dus voor x, = min(b, £ +% L.z) geldt x,¢& [a, b],
Xy > 5 = en {x, - §}< ¢,, dus f(xz) < ¢, hetgeen een tegensnrac ‘* ~ea’t
met het feit dat = bovengrens van V is. Dus f(é ) = ¢, hetgeen te bewij—
zen was., Het geval f(a) > f(b) wordt geheel analoog behandeld.
(13.5) Als van een re&le continue functie f(S) = T de definitieverzame-
ling S een interval is, dan is de beeldverzameling T ook een interval.

Bewijs: Neem twee getallen a, & T, a,€& T, a4< 2, en een willekeuriy;
refel getal c tussen a, en ay: a;< c<a,. Er is een b1é S zodat f(b1) =
a; en een b,& S zodat £(b,) = a,; dan is zeker b, . Stel b,;< b,
(‘o1 > b, gaat analoog) . Omdat S convex is, geldt b s, du.s f is
in [b1,b2l gedefinieerd. Volgens Weierstrass is er een fe Eov g] (dus
zeker £E£8), zodat (5 ) = ¢, dus ¢c£ T, T is convex, dus een interval.

Een re&le functie f£(x) heet monotoon niet-—dalend (of isotoon) &ls
uit x <y volgt f£(x) <« f(y),monetoon niet-stijgend (of antitoon) als uit

x ¢y volgt £(x) »f(y), Monotoon stijgend (of streng isctoon)als uit

=3

i

’f



‘ in 49
x<y volgt £{x) < f(y),monotoon dalend {of streng antitoon) als uit
x <y volgt £(x)> £(y). In de laatste twee gevallen heet de functie
streng monotoon, in alle vier de gevallen monotoon.
(13.6) Als een reéle functie streng monotoon is, dan is 2zij eeneenduidieg
de omkeerfunctie is dan ook streng monotoon.
Opgave 57. Bewijs (13.6).
(13.7) Voor een op een interval gedefinieerde eeneenduidige cantinue
reéle functie f(x) geldt: uit X<y« z volgt £(x)< f(y) < £(z) of £(x)>
() >1(z).

Bewijs: Gelijktekens zijn uitgesloten wegens de ceneenduidigheid.
Stel f(x)<f(y). Als nu f(z) < f(x) is, ligt f(x) tussen f(y) en f(z),
dus volgens ‘eierstrass ligt er op Ey,i} een puntxi sodat £(35 )=f(x),
mear &2y> x, hetgeen een tegenspraak geeft. Dus £(z)” £(x). Als nu
f(z)< £(y) is, ligt £(z) tussen f(x) en f(y), dus is er op [x,y} een
puntz zodat f(%i):f(z), nmaar &<y< z, -hetgeen een tegensprask geeft.
Dus £(y) <{£f(z). Het geval f(x) >f(y) wordt analoog behandeld.

(13.8) Voor een op een interval gedefinieerde eenecnduidige continue
functie £(x) geldt: uit x<y<z<u volgt £(x) < E(y)< £(z) L £f(u) of £(x))
>E(y) > £(z) > £(u). |

Dit bewijst men door twee maal (13.7) toe te passen.

(13.9) Een op cen interval gedefiniecerde eencenduidige continue func-
tie is streng monotoon.

Bewijs: Necem twee getallen a en b in het interval met a<b. Stel
f(a)<f(v). Neem nu twee willekeurige punten x en y in het interval,
Fr zijn allerlei verschillende liggingen van x,y,2 en b mogelijk,
mazr steeds geeft (13.7) of (13.8), dat f(x)<f(y). Dus is £(x)
streng monatoon. Het geval f£(a) > f(b) wordt op analoge wijze hehandeld.
(13.10) Een op een interval gedefinieerde re8le continue streng mono-
tone functie f{x) heeft een omkecrfunctie, die ook redel, continu,
streng monotoon en op een interval gedefinieerd is. Als het definitie
interval cen gesloten interval is, is het definitie interval van de
omkeerfunctie ook een gesloten interval.

Bewijs: Wegens (13.6) is f(x) eencenduidig, dus de omkeerfunctie
g(x) bestaat. Wegens (13.5) is g(x) op een interval gedefiniecerd,
wegens (13.6) streng monotoon. We behandelen nu eerst het geval, dat
de definitieverzameling van f(x) een gesloten interval is. Dit is wegens
(12.11) een compacte ruimte, dus wegens (13.2) het beeld ook. De defi-
nitieverzameling van g{x) is dus een interval en compact, dus een ge-
sloten interval; verder is g(x) continu (alles wegens (13.2)). Nu een
willekeurig interval I. Het beeld is ook een interval XK. Nu bewijzen
we de continuiteit van g(x). in een willekeurig punt a¢ K. Als a geen
begin of eindpunt van K is bestaat er een re&el getal ), zodat J =
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‘L?"% a+;{}@ehebl tot behoort, als a. begznnunt van K ig een refel
getal A zodat J= [? a+§ﬂ geheel Yot ¥ behoort en als a eindpunt van K;
ig een rodel getal ), zodat J= [2-),a] geheel tot K behoort. In alle
gevallen corresponderen met begin- en eindpunt van J twee punten van I

die we ¢ en & (c <d) nocmen. Leschouw nu de funectie f(x) op [c,@} dan
is, wezens de monotonie van f(x), J het beeld wvan {c, E\u Volgens het

reeds bewezene is den z(x), voor zover x tot J bchoort, continu in a.
Haar dan zeldt hetzelfde ook voor glx) in ¥, want als we in deé -6 -

definitie de ¢ steeds kleincr dan Akiez en, ligt de » -omgeving van a,
voor zovir ze in K ligt, ook zohecl in J.

Als f(81)=T1, g(Sz)sz en T, en T, declverzamelingen van dezelfde
Puclidische ruimte zijn, dan verstoan we ondsr de som van de functies
f(x) en g(x) de functie h(x) gedefd

+g{z). Analoog het verschil. Als

L T
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jeXi
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complexe gotallen zijn, analoog vroduct en quotLent (het laatste gede-
, waar g(x)#0).
(13.11) Als de functics f(x) en g(x) continu zijn, zijn hun som, ver-

finieerd in die pHunten van'S1fiS

N

schil, product en guotiént ook continu.
Dit buwijst men met de limietdefinitie en de overe onkomstlge stel-
~lingen over convergentc rijen. ' : :
(13.12) Een constante functie (d.w.z. f(x)=f(y) voor alle x en y) is
continu.
(13.13) De ideutieke functie f(x)=x is continu,.
Deide stellingen zijn cvident. n
{13.14) Zen gehele rationsle functie (of polymoom) #(x)= > _  a.x

RS

i1+

-

(a- complexe getallen), gedeiinieerd voor alle complex setallen,is
continu,

3 ) en (13.13).
(x) en ,(x) poly-

Dit volgt met volledige induchie uit (13.1
(13.15) en [ebroen rabtionsle funcitie F(x)= =

nomen), gedefinieerd voor alle comylexe getallen X W&&TWMH?Q(X)#O, is
continu. ' ’
it volat wit (13.11) en (13.14).
(13.16) De functie £(u)=x" (n geheel en #£ 0), gedefinieerd voor resle
x>0, 13 streng monotoon eii wel isotoon voor nd> 0 en antitoon voor
n <0,
Di%t bewijst men veoor natuurlijlie n door volledige inductie en daarna
dirget - voor ncgatieve n.
(13.17) Je functie e gedelinieerd in (0,0¢) heeft een omkeerfunctie,
die e M’Aoeuen (dus (xﬂ)~x en (ynyﬁzx), cedefinieerd op (0, ), die
continu en streng monotoon is. '
Dewiis. Uit (13.14),(13.16) en (13. 10) volgt alles, behalve het feit
dut hot { , ‘ ce e N Tuy

t
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definitic interval van xm het 1nterval (OOO)lS. Dit volgt echiter uit
het feit, dat vit x>0 volgt x )0 uit n» 0 en x> 1 volgt x ,}x, uit ‘
nyO0en x<1 volgt xn\ x, uwit n< 0 en x>1 volgt xn< % en uit n< 0 en
x<1vdmtxn/%.
Fagt men (13.17) toe voor n=2, dan vindi men opnieuw het bestaan van
Vaexi . %
p e def;nieren voor p geheel, g natuurlijk, a reeel> O nv.a door

a% = (&P)¥ . Dit geeft een definitie van a® voor rationale r, wegens:

(13.18) ils p en s geheel zijn, q en % natuurlijk, a reeel X C en pt = gs
]
dan is (a®)¥ = (a°). 1

Bewiis: ((aP)QI) Q’G: (((a®) HYFe ()P = PP = 228 = (%)%
= (((as) ) )q ({a®) )q‘b‘ Omdat %% cen eeneenduldlge functie is, valgt
1

hieruit (af) q = as)t
(13.19) Voor r en s rationacl, a en b reeel> 0 geldt:
r 8 _ g * s

a” a° = y
r .
a¥ v¥ = (av)¥,
ar = asrxr
= %

Opgave 58. Bewijs (13.719).

(13.20) De functie x* (r rationaal), gedefinieerd in {(Ofv), is continu.

Dewijs: Stel r = P- (p seheel x| natuurlijk). Stel verder een rij a

n
met .11m a =a (a > 0, a>O) Dan is a®? = (lim am)13 lim a P en a¥ =
1 1 nRo N o0
("‘)q’ = (11map) q::l:u (ap} 9 - 1im a T,
T =500 7 B n |

(1321) De functie x* (r ra‘blonaal #+ 0), gedefinieerd in (0,oQ), is stren
monotoon en wel isotoon als r >0 en antitoon als r 0.

De grafieken van de functie
x* wordiverse r zien er ui
als hiernaast geschetsd.

We hebben nu a’0 zedefi-
nieerd in de volgende ge-
;:uffézlfjo laﬁxatimrllgk & eom~

plex

O" b rationaal,

a redel> O. Hierbij bleven de bekende rekenregels voor machten bewaard.
We willen de definitie nu ook voor recle exponenten uitbreiden. Dit zal
in de volgende paragraaf gegchieden.
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Opgave 60. Schets van de functic y (x)= min (x- [x_] ,[x] + 1 - %) de
grefiek en bewijs dat de functie continu is (Het is de afstand van een
recel ge‘cal tot het dichtst bijzijnde gehele getal).
Opgzave 61. De functie YW(x) =V(%), gedefinieerd voor x recel # 0, is
continu, maar het is onmogelijkj/(()) zo te definitren, datb y/(x) in O
continu is. Definiecrt men echtc’r'fb(x = X‘«f?(x)voor, X # O.en?{((}) = 0,
dan isl(x) continu voor alle reBle X. Béwijs dit. Schets grafieien van
de functies. | '
Opgave 62. Bewijs, met gebruikmaking van het feit dat voor positieve
recle ¥ geldt sin x< x, en verder van de bekende goniometrische eigen-
schappen van sin cn cos, dat sin x en cos x continue functies zijn. als
men Y(x) = sin % en “f\’(x) = X gin 2—5 definieert, kan men analoge bewerin-—-
zen bewijzenvooryl(x) en’]\"(x) als voor\f/(x) en ’k(x) in opgave 61. Voer dit

uit.
Opgave 63. Als f(8) =1 een continue functie is en PET, dan is de verza-

meling V dcr punten x € 8, waarvoor £{(x) = b, gesloten in 8. Eieruit

volgt direct het volgende (hetgeen we dikwijls zullen toepassen). als
7(5) = © een conbtinue functie is, a£3, be T en £(a) # b, dan is er
een omzeving van a, waar T(x) # b. ‘ o
Opgave 64. Als £(S) =T, af g, a geen verdichtingspunt van 8, dan is £
continu in a.
Opgave 65.5Len aftelling van de rationale getallen tussen O en 1 is een
functie met als definitieverzamelingde wrmardigderighmriifl sidln, Bowiis
dat deze functie continu en eeneenduidig is, maar dat de omkeeriunctie
niet continu is.
Opgave 66. Stel S een deelverzameling van een n—-dimensionale Zuclidische
ruimte en T een deelvergameling van een m-dimensionale Buclidische ruim-
te en een functie £(8) = T, Deze functie is +te interpreteren als een
stelsel van m recle functies van n reéle veranderlijken als volcot. laat
y=I(x), v = (W]i), X = (ik) zijn. Dan is’]?i=7ﬂi( §k), 1€ig¢m, Kkgn

zo'n stelsel.TFormulecr waar e §- o-definitie van continuiteit op neer
Fomt voor de functies ‘?oi' Men' formuleert de definitie van continuiteit
voor &én reSle fuanctie van n recle veranderlijken }"(gk), (1<k< n), ook
wel als volgt: %‘is continu in het punt (txk) als bij iedere re2le £)0 een
redle U2 0 4e vinden is, zodat voor alle (Z ) met \fk -ak5<5‘,(1 {kgn),
geld’c}(f(fk) u‘f(o(k)KE . Dewijs, dat deze definitie toegepast op de func
’ciesfi (1€1i¢n) op hetzelfde necrkomt, als onze algemene continuiteits
definitie.

§14. Zxponentiéle en losarithmische functiese

“Ig willen nu a‘p ook voor reele b gaan definiéren. 7Te beschouwen daartd
de fvmetie £(x) = a* voor vaste redle a »0. Dit is een reéle functie,
gedefinieerd voor rationale x.
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(14.1) De functie a® is monotoon en wel voor >’i streng isotoon, voor
= 1 constont cn voor 0<a <1 streng antitoon. o ‘
Berijs: et seval a = 1 is evident. Btel a>1, dan is an‘> 1 voor na-
tuarlijke ne Voor zehele m en n met m>n geldt a7 > 1, dus alg o g

= a®, Feen nu rationale x en y met xLy; x = %, y = _rs__, P enr “eheel,
P ~ - / .
¢ en s anabtvurlijk, dus ps <gr. Hoem ai =tdus % = a) en a¥ = T =
Ty oS NN of B « ) Gps . _SAr .. ‘
= c{dus ¢” = a), dan is a*~<a*", dus b EC . Daar gs >0, volgt
. < N = - [ 1
hieruit, wegens (13.21), P < ¥ , Gus a” = a¥ = P (cr-:- a¥r =a¥, Als O Lag 1l
dan is £ >1; uit x €y volgt dan - L = (HFEC(HT = 1-5. dus a* ) a’.
aAL . a

Dat de functic a’continu is bewijzen we voorlopig nog niet, omdat
ve dit later moteen voor recle x zullen doen. ¢ zullen proberen Ge de-
finitie van a* voor redle % zo op te stellen, dat de functie continu
ordt en verder voor rationale x met de bekende a® overeenstemt. Daartde
nercn we voor een re€le x een rij Xn rutlonale getallen met lim X, =%
(dit kon wegens (8.35)) en definiéren a* 11n a™n, waarin a“n de bekendg
uitlkomst voor rationale exponenten is. Om dezc definitic evenwel te
rechivaardisen moeten er arie dingen cangctoond worden:
1° dc limict in de definitic bestact;
2% d¢ limiet is onefhankelijk van dc¢ keuze van de rij;
3° voor rationale % stent de nicuw edefinicerde a®* met dc bekende over—

CClle

7e zullon Ait nu via cnkele hulpstcllin{,er! bowijzen.
(14.2) Voor veele A)-— 1 en natuariijkc n geldb:
(1 #+2)%y 1 + nA (onpelijkheid van Ternoulli).
Opzave 67. Bewijs (14.2). 1
(14.3) Voor redle ay0 geldt lim a 8o,
Bewijs: Voor a = 1 is het covident. Stel a>1, damyis,vegens (14.1),
n C

a® cen streng antitone naar beneden begrensde rij (& >a” = 1), die,

wegens (8.42), converueant is en, weoens (1148), met ecn limiet »1. Stel
%i‘gwa = b>1; noem b = 1+, d?n ig A g, dus voor alle n geldt a"g>1+);,
dus &) 1+na, maar voor ny ~— is 1 + n))a, hetbgeen een “cegunu raak :

ecft. Dus llm at= 1, AJts O(a(’}, den is —->’I, dus 1 = lim (w)"‘ =
1 n A=

= 1lim dus 1lim a~ = 1.
A DO .;l_ ’)4\)(»

a
(14.4) #ls de rij rationale getallen Xy
limiet), dan ig voor rcele a>0, dc rij a*n convergent.

Bewijs: Het geval a=1 is evideat. Stel a>1. Omdat x  congerg cent is,
is %n berrensd, dus er is een rationaal getel ¢ zoddt X4 C dus
aXYCIaC voor allc ne Bij ecn £270 kiczen we I, zodat voor 1:_>2§1 geldt

convergent is (met een redle

0daf - 1< -—% en con W, zodat voor k>N, geldt § 1 - o K =
a
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=1 - (jé)?' (—-—%—. Hoem K = ma::(in,;,- )+1, dan is cr omdat x, een fund amen—

’caairij is, cen 1\73 zodat voor m7y }33, n> 1_‘33;'&)01(1'!:}::”-'-;- xﬁK;_-:, dus
1 1 1 - =

-.T 3 - »  er ee o £ -
aE n ¢ aﬁausﬂn afmEn 14 - g l(»«-—-c; en e *n _7 ¢

- e -
- 1< :'E’ dus | 1-gTm"*n !(-f:-é-. Haar nu is }axm a*n ‘ = |a *nj|a¥m™*n .
. a

% a® £ =¢& ., Dus a¥1 ig cen fundamentaclrij, dus convergent. Als

—
g n

(want (1) ) ( )"°> 0 alsix [ ¢), dus &2™B ig convergent.

{ad1, dan is 1)1, dus = (_1a_)Xn is convergent met limiet # O

(14.5) Als X, en ¥, rijen ratlonale gotallen zijn, lim X, = iim Ip =
. . n->N n-=x
en g rcéel Y 0, dun is lim & = 1im a¥8,

M- LAREY-N

Bewijs: Definieer cen rij z, door z, = X ; Zop 4= Ype Bij een£> 0

ig wen 141 zodat voor n)N geldt |z~ xn;<s en ecn IT2 zodat voor n > N2
geldt lx—-yn\(i. Stel W=2 max (N1,Nz); voor n>N en n=2m geldt dan
m> N, en ]x-—z = x-x | {£ en voor n) N en n=2m-1 geldt my N, en|x-z f=

-)c-y 1<¢. Dus 11m z,=%X en lim a?n bestaat. Omdat a™n een deelri] is van

h =202
oz
14 jg }nlm a n 11m a?n ¢n omdat a'R een de elrij is van a %n ig 1lim a'ns
-0 00
) %1 n Jyn m
= lim.a; ‘,.Dus ]‘11:1' & = lim a

by -
O

Hicrmee zijﬂ 1% en 2% afgchandelad. 30 is nu echter direct duidelijk,
want als x zelf rationaal is kan men voor de rij rationale getallen Xn
die nzar x convergecert, cenvoudig de coustante rij Xn = X nemen, waaruit
3° onmiddelilijk volgt.Hiermee is ab gedefinieerd voor b re€el en a reeel>C
(14‘.G)De:ﬁumc‘c;iea}E gedcfinicerd voor reele x is monotoon en wel voor
a1 streng isotoon, voor a = 1 constant, voor 0< a {1 strcng antitoon.

Bemiis: Voor a = 1 is dit evident. Stel a> 1, cn twee reéle getallen
xenymet x 4 y. Kics twee rationale getallen r en s, zodat x<{r {s (¥
¢n verder cen rij rationalc getallen X, met lgngx = X en ecn rij ratio—-
nale getallen y, met limy, = y. Dan :Ls, wozens (14.1), a*< a°. Verdcr

is c¢r een N1 zodat voor n>N1 geldt !x-—xn|<r—.m, dus xn< r en&@n I"Z zodat

voor ny N, geldtly-y,| ( y-s, dus y > s. Voor n? mex(¥,,N,) geldt dan

xﬁ(a cn a’8y &%, dus a¥ = lim '}‘n/a < a® glin a’t = a¥, Als 0<a {1,

dan is -—}1. Verder volgt wit de Gefinitie direct dat 1= = (1 )X. Als nu
a* ,
X{y,dan—-—-— ()(()y—m~,dusa)ay
a av
(14.7) De functie ax'gedefinieerd voor recle x is continu; verder is
X
a~> 0. .
Bewijs: Voor a = 1 is dit evident. Stel a 1. Dat a*> 0 voor alle x
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is duidelijk.

kies een rabionale s {x%, dan is O <aS< e®. Nu de continuiteit in het
1 .

£
punt b. Bij £>0 is een 131 zodat voor k >N1 geldt ak -1 < — en N
1 1 a

zodat voor k) N, geldt 1 - a = = 1 ( ) E < . Toem K = max (Iiy,Ny)+

2

1 1
+ 1 en kies 9 * T ; voor |x - b}(ggeldt dan a = < aX P < ak,
1 .
- £ - =%
dusaXb~1<aK-1 <-5 en1~aPC1-a K(és, dus
a a
1a¥Poq] < . %)us tab_-— aX‘= b) } < aP -‘% =£.
5 sy
’Als O(a <’1, dan 2 > 1 en l}-c- =('-:i) . Ook dan is dus & )O en continu.
> a De grafieken van de fuhctie a*
voor waarden van a »1, = 1 en {1
zien cr uit als hierneast is
a =) eschetst.
a </

(14.8) Voor a en b reeel YCen c en d reeel geldt

acad - ac+d
aCbC - (ab)C
} c c
a. = (&
bC b

(ac)d - acd‘
Opgave 68. Bewijs (14.8).

Uit (14.6) en (14.7) volgt, datvwecpde functie a* voor a £ 1 de omkecr—
stelling (13.10) kunnen toepassen. 7e gaan eerst na dat het definitie-
interval van de omkccrfunctic het interval (0,00) . Dit is zo, want
als a)1, is voor K >1 en een na‘tuurllalgvxéa*ca]. n > a..1, alt {1—1—(3_1 )}n

2, 1+n(a-1)> £ cn verder a ==—--<F T1s a<1, dan volgt het uit a> —( ) =
a

(waarom?). 7e noemen de omkeerfunctie aX nu Pog x ( de logarithme van

x bij grondtel of bagis a). Hiervoor ;eldt dus:

(14.9) De functie Plog x gedefiniecrd op (0, is ecn streng monotone,

' . . a
- . E = o « -
reole continue functie, waarvoor geldt a logx _ x en albg &< = x.
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A>T ' ‘Deybrafieken van *og x voor waar-
den van a >»1 en <1 zien er uit
als hicrnaast is geschetst. In de
practijk beperkt men zich steeds
tot grondtallem a > 1. In dat
seval ig de¢ logarithmische funqtiev 

\\\\\ streng isotoon.

\.‘ /,?_( |

(14.10) Voor a en b recel > O en A1 en x eny recel >0 en z reéel geldt

alog Xy = a1055 x + a1og y

alog x? =z alog bd

alog < = blou X,
. loz a
Opgave 69, Bewijs (14.10).

Tistorisch zijn de logarithmen andors ontstaan, n.l. uit het streven
om vermenigvuldiging van getdllen terug te brengen tot optelling van
aan dic getallen toegevoegde hulpgetallen. san 1 moet dan natuurlijk O
toesevocgd morden.

(!’1 ;234 ;8
Voegt men aan 2 nu 1 toe dan komt er; enz. Om dit te
(0 ;1;2 ;3
verfijnen kan men het als volgt doen:
”1 ; 1,1, 1,21 5 1,331
?O ; Cs1, 0,2 5 C,3
3 1,01 ; 1,0201 ; 1,0303... ; 1,0406...

1
f‘ -- R4 CNZ e
Of negfijne {o . 0,01 ; 0,02 ; 0,03 ; 0,04 oha

Door de mazen verder to verfijnen wordt hoet systecm stecds bruikbaarder.
De tocgevoegde getallun 413h logarlthmbn waarvan het grondtal bepaald

CNnzZ.

I
wordt wit “log (1+ =) = dus a™ =14 4 =, dus a = (1 + ).
- 10‘ 101" 105 T

Uit theoretisch oogpunt is er geen reden om de machten van 10 te be-
voorrcchten, dus mcn kan nemen a = (1 + 1>n voor grote n. Het 1igt voor

L
de hand als grondtal te ncmen 11%¢(1 + ~) .Daartoc mocten we eerst aan-
"na

tonen, dat deze limict bestaat.
(14.11) De rij (1 + %) is converazent met cexn limiet dic tudscn 2 en 4
ligt. .
1 -\-4+1

Bewijs. Hoem a_ = (1 + %)n en b = (1 + H) s dan is natuurlijk

n

an<:bn. ¢ bewljzen nu det a, ecn streng isotone cn bn ¢en streng anti-
) X

tonc rij vormt. Er geldt namelijk.
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1 R ( \ ) n
1 + e} =/n (n+ 2 _ I
1+ % (n + 1) (n + 1) (n + 1) n"+2n
1
1 nrl A N 1 1 Lot

Yerder ie.

1 \at+t 2 | nt+1 n+1
1+ = (n+1) ~ ( 1 )
" n = =11 + > 4 4 ol
1 ("""""""\ n(n+2) > 1+ Sy 21+

1+ n(n+2 (n'”)z
n+1
n+1 n+2
=1+ —%:T— » on hicruit volgt (1 + %) > (1 + E%T) - Dus vormst

' C atrenge i + 1 4 o YO 3 oS0 . / o .
a, cen streng isotone rij diec begrensd is wegens an<ibn“b1 4. Dus &y

is convergent en de limict is)a.1 = 2 cngb, <b; = 4.

-y

Te¢ nocmcn de limiet e (het grondtal van de natuurlijke logarithmen),
dus

¢ = lim {1 + ~)
‘Y\*)C&

Bij dec natuurlijke logarithmen schrijven we dc basis nict: log x

betokent ®log x. Dus er geldt log X = x en o9 ¥ = x, Vordor is log X =

‘-%%é"% , dug logarithmen met willekeurig grondtel a zijn in natuurlijke

logarithmen uit te drukken. Bvenzo is ecn willckeurige macht a~ uit te

log a log ax

drukken als macht van ¢, want uwit a = volgt a¥= (e

= oX log a

Opzave 70. Bewijs 11m (1 - —) = C.

Oppave 71s Van cen contlnhe recle functic f£(x) gedefinicerd voor alle
recéle x zij gegeven, dat £(x+y) = f{x) + £(y) cn £(1)= 1. Bewijs dat

£(x) = x (Doc het achterconvolzens voor natuurlijkc, gchele, rationalc en
recle x).

On&avo 72. Van ccn continuc recle functie f(x) sedefinicerd voor alle
reele x zij gegeven, dat fx+y) = £(x)£(y) en £(1)=c. Bewijs dat £(x)

= OX.

§15 Uniformec convergentic cn uniforme continviteit. :
7¢ beschouwen cen rij functics f (Y) cn vocren daarvoor het begrip
convergent in. S%cel alle functics 1n(x) gedefinicerd op dcezelfde metri-

sche ruimte & met als beeldverzamelingen declverzamclingen van dezelfde
mctrigche ruimte T, dus ( 3) € T. e zmeggen, dat deze rij functies in.

Nel

het punt a & S convergoert alg dc¢ rij puntan xn(a) convergelrt, d.w.Z.

als er ecn b €T bestaat, zodat bij iedere &£ » 0 cen W tc vinden is,
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zoda’c voor allc n?N gcldt g(b (a)) <¢. ils dc rij functics in alle

puntcn & & 5 convergeert, zeggen we kortweg, dat dc rij functies con-
voergeert. De bij icdere a zo goevonden limict b € T geeft wecer con functie
f(a) = b, dic dc limictfunctic hect: .
Ben rij functices fn(x) heot convergent met limicetfunctic f£(x) als
bij icderc x € 8 on icdere & 0 cen N tc vinden is, zodat voor n >N
&cldt E-('f(x), fn(x))<<€ . Dec X in ¢ezme definitie hangt van & cn x af!
"o schrijven 4it wel T( € ,x). ‘
ilen zou nu kunndadenken, dat als de functics fn(x) allc continu zijn,
£(x) ook continu is. Wc zullen nu door cen tegenvoorbeeld aantonen, dat
dit niet het geval behoeft te zijn. Daartoe vewijzen we eerst de volgende

hulpstelling:

{(15.1) Voor a reéel, 0 L a {1, geldt lim a® = 0.

- Bewijs: Het volgt direct uit he"f*een We in de vorige paragsraaf over

. X i
de functie & bewezen hebben, n.l. dat a° sitreng antitocm is en alle

maarden op (0, acnreertt.

~'e beschouwen we nu ue.rij functies £ (%) = x" gedefinieerd op [0, 1}
(0. Deze ig voor iedere x or dit intervul convergent
' en wel voor 0 £ x <1 met limiet O en voor x = 1
met. limict 1;d¢ limidtfunctie £(x) is dus
f(x) = Ovoor 0€x (1,
£(1)

0 a9
De functies £ (x) zijn alle continu, mesar £(x) is het niet. Dit komt

omdat, naarmaue we dichter bij 1 komen, de rij weliswaar nog wel naar
0 convergeert, maar steeds Vslechter?; anders gezegd bij gegeven £ is
het niet mogelijk N onafhankelijk van a te kiezen:. neem een € met

0 < & <1, een natuurlijke n en a = P:.:%‘.’:ﬁ, dan is 0 < a < 1, en a" =

{1 + (a~1)}n 21 +n (a-1) =& , Brisdusgm N te vinden onathankelijk
van x zodat voor n ) N geldt x' <<‘. voor alle x€ [ 0,1).

Ben rij functvies .Ln(X) heet uniform converfent of gelijkmatig con-
vergent met limietfunctic £(x) als bij iedere £ > 0 een N te vinden is,
zodat voor alle n » N en alle x & 5 geldt p(£(x),£, (x)) < & ., De K in
deze definitie hangt nict van x af!

(15.2) Als dc rij functies fn(x) uniform comvergeert near f£(x) en alle
functies fn(x) zijn continu in het punt a, dan is f(x) continu in het
punt a.

SBewijs: Bij een ¢.>0 is wegens de uniforme convergentie een N.te vin-
den zodat voor alle n> N en alle x.€ S geldt p(£(x), £ (a))< §. Kies
nu een vaste m met m> N en beschouw de functie fm(x) Omda‘b deze
continu in a is, is er ecen % > O te vind»n zodat voor &lle x & § met

f(a x) €Y geldt g (£ (a), £ (x)) < F. Voor deze x met £ (a,x) <Y
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geldt. dus . |
p(£(a),f(x))& ¢ (£(a),f (a))+ P (a),f (x))+ @ (£.(x),£(x)) <

(_% + g‘- + § = £ ., Hiermee is bij iedere £ 0 cen % >0 gevonden zodat uit

e(a,x)(f volgt p(f(a),f(x))¢ € , dus £(x) is continu in a.

Voor het geval in fn(S) £ T T een Buclidische ruimte is (of algemeen

een ruimte waorin de convergenticstelling van Cauchy geldt) bewijzen

we nog de volgende stelling:

(15.3) Zen rij functies fn(S) G T (in T geldt de convergentiestelling

van Cauchy)is dan en slechts dan uniform converzent als bij iedere E»xcC

een N(g) te vinden'is, zodat voor alle mennmet m>¥ enn >N en alle

X £ S geldt e(fm(x), fn(x))<£ (men zou kunnen zeggen dat Ge functies dan
. ecn unj.forme fundamentaalrij vormen). '
Bewijs: 1° Stel de rij functies is uniform convergent. Dan is bij
£7 0 een N te vinden zodat voor alle n > N e¢n alle x & S5 geldt
pl£(x),f (x)) < %. Msmy Nenn) N, dan geldt dus 2(£ (x),£ (x)<

P03, 2(x)) + L(E), 2,0 C F+ 5w = £
2° Stel nmu dat de rij functics cen uniforme fundamentaalrij is. Dan is
bij £ ) 0 een N1(£ )} te vinden, zodat voor m > Ny, n> N 'en alle X € S
gelat (£ (x),f, (x)) < & Verder is voor iedere x € § de rij £,(x)
cen fundamentaalrij, dus volgens Couchy convergent, dus %i_glmfn(x)=f(x).
Feem mu een willekeurige x £ S, dan is daarbij cen 152( £ ,x) te vinden,
zodat voor m >N, geldt £CE(x), fm(x)) < %. Kies mu n )N, en m > .=
max(N,l,N }, dan is B(f(x), fn(x))g e(f(x), fm(x))+ P (fm(x), fn(x))<
y < -1‘-5- + 7= £ . Dij iederc £ > O is dus cen II,I( £) gevonden zodat voor
n 71\11 en alle x & 5 geldt e(f(x),fn(x)) < £ . Daarmee is de unifor-
me convergentie aangetoond.

Bij de continuiteit doct zich ecn analoog verschijnscl voor, als
hierboven bij dc convergentic is besproken. lLicn functic £(x) is conti-
nu als voor alle a € I en alle €& >0 ecn 470 te vinden is, zodat uit
8(a,x)<'§- volgt ¢ (£(a),f(x))< &€ . Dc ¥ kan hicrirn. echter-behalve.
van £ ook van het beschouwde punt a afhangen.

Neem b.v. de functie -;-'{- oy .'ZO,‘I] « Deze is, zoals we weten, continu:
bij £70 is een ? 7 0 te vinden zodat uit kx-a K& volgt\% - é\(é.

Deze © kan nichomfhankelijk van a gekozen wogden:.bepaal n.l. een y

1 Y1+ fa a a
- a

+ 1 _1 - B o
zodauy-a+£ » ¥ = qyegr ay-%—é—g—. Dus moet zeker

62 ga2 zijn. Als men nu echter a een rij leat doorlopen, die naar nul
Q21+ a

convergeert, doorloopt § ook een rij die naar nul convergecrt; het is
dus onmogelijk bij ecn bepaalde £ de Y voor alle a gemeenschappelijk
te kiezen.

Zen functie £(8) = T heet uniform continu als bij iedere £ > 0 een
5—> 0 te vindcn is zodat voor alle x €S en y € S met e(x,yk 0 geldt
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Cp(E),E(yN L €.

(15.4) Als de definitieverzamcling van cen continue functie compact is,
dan is de functie uniform continu. '

Bewijs: Stel dat de¢ functie f(x) niet uniform continu is. Dan 1s er
ecn £O> 0 waarbij rijen x, €S en y, & S bestaan met e(th ) £ n’
zodaize(f(x ), f(yn))jyg. Cmdat S compact is, bevat x, ecn convergente
declri] Xﬁn)’ lim X {m) = x; verder bevat yy( n) cen convergente deelri]

r = dat
y , dus llm Yy v, maar dan 00k 11m xw (n)) X. Om
Y’/yﬁnu ‘W(YTyﬂ 031dt X = Y. mdat f contlnu is in x,

(x y )= Uy
n{;w}&)ﬁ&f ;?(?3‘72 :)))wi«(;lg})l(yy( )>) = f(x), in strijd me% het fuit,
- dat voor .alle n geldt f(f(x Y/(f(n)))’ (yV( jﬂ(n))))PL' . Dus I(x) is uni-
. form continu.
§ 16. Continue limiebovergangen.
Als een functie f(x) continu is in het punt a dan is van iedere rij
die naar a convergeert de rij der beecldpunten convergent naar f(a).
Hen drukt dit wel uit door te schrijven: ‘1m £f{x) = £f(a). et linkerlid
hiervan kan evenwel zin hebben, zonder da, het gelijk is aan f{(a), ja
zelfs gonder dat a tot de definitieverzameling van £(x) behoeft te be-
horen. In het laatste geval moeten we ecisen dat de elementen van de rij-

en die naar a convergeren alle # a zijn en dat doen we nu 00k algemeen:
Als f(8). T, SCT.R, a € R, a ecn verdichtingspunt van S (dat tot S
ma;, behoren, maar niet behoeft te behoren), dan definiéren we dat lim fix;

A=
bestaat, als voor iedere rij a, met lim a = aen a, £ a voor al-
le n geldt dat 11m f(a ) bestaat, en wel is llm f(x) = 1lim f(a Y. De-

..—7(] a3 D00
" ze definitie mord erechtvaardlﬁd doordat yr een dcrgellgke rij a,

bestaat (hetgeen zo is omdat a verdichitingspunt van S is) en dooraat
voor alle der_clijke rijen 1lim f(a ) degelfde is (hutgeen wec nu zullen
bewijzen). et

(16.1) 4_s £f(8)TT, SCR, a &€ R, a verdichtingspunt van S, en voor ie-
dere rij a £ S met %}m a, = aen ag A a voor alle n geldt dat 11m f(a,)
bestaat, dan is voor allc dergelijke rijen lln f(a ) dezelfde.

Berijs: (Het verloopt volgens hetzelfde schema “ls het bewijs van
(14.5)). Stel rijen a, en b met lim a = lim b = a, an_ﬁ aen b, £ oa
voor alle n. Hoem lim f(a ) = &, 1im £(b_ ) = %, den moet s = & beweczen

MN=>00 n "> n

worden. Vorm cen nicuwe rij Sy door het voorschrift Com = 8y Copq = bm
dan bewijst men analoog als b13 (14.5), dat 11m L Cp = ae Volgens het ge-

geven bestast dan 11m f(c ), maar omdat f(a ) eon deelrij is van I{c )

geldt lim ¢(o ) = 5 on omdat £(b_) cen dec1r13 is van £(c, D) seldt -
%%%f(cn) = t, dus s = t.

.icn bedenke dat volgers de nu gegeven definitie, als £(x) gedefi-
niecrd is op S en b € S maar b geen verdichiingspunt van 8 (en dus £(x)

continu in b; zic opgave 64) lim £(x) niet bestaat!
XL
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~e kunnenmmoor llm f(x) cen andere LaraLturlscrlng geven, die over-
ecnkomt met de €& -~ S - dcfinitiec van continuiteit: o
(16.2) iis f(Q)C*T SR, BE ’&m%&f%“&é&%%s%”%o AL bedstaa'h
11m f(x) dan en slechts den als er cen b € T bestaat zodaJVﬁlt x &S,

% ,é a, p(a,x)< % volgt p(b,£(x))<E ; dan is b = 1im £(x),

bwglm 193tcl dat de £ - § - voorwaarde vervuld 1s. Definieer een
nicuwe funictie g(x) met als definitieverzameling %, waarvoor geldt 01
=30 als a€& S en 61 besteat uit de punten van 8 en het punt a als a & S,
door g(x) = f(x) als x @8 enx £ a en g(a) = b, dan is g(x) continu
in a, want het gugeven is nu juist de ¢ - % - defipitie van continuiteit
van g(x), bchoudens de voorwaardc X £ a, maasr als X = a dan is
e(e(a),a(a)),= 0<t . Daar a vordichtingspunt van S, is, bestaat
lin z{(x), dus ook ll@_f(x), want voor x £ a is f(x) = g(x).

20 Stel dat 11m f(y) bestaat. Dellnleor cen nieuwe functic h(x) met als
dbflﬂltluVC;Zamvllng S, als bij 19, door hi(x) = f(x).als x £ S enx £ a
en hia) = %iﬂ f(x), dan is h(x) continu in a. Het bewijs dat de € -0 -
definitic vervuld isis gheel ancloog aan het twecde decl van det bewijs
van (13.1); voor dc daar geconstruecrdc rij x, geldt n.l. x A a. Daar-
nit volgt de +te bewijzen & =3 -voorwaardc met b lim £(x), Want voor

x £ a is £(x) = h(x). X

Uit hot bewijs van (16.2) volgt nog, dat als 1lim f£(x) bestaat, er de
volgendc dric mogelijkheden bestaan: x=a
1% a ¢ 8 en 11m f(x) = £(a); dan is £(x) continu in a.
2° a g S en lim f(x) £ £(a). Dan hect a een verwijdcrbarc discontinui -
teit van f(x), ‘want dc functic H(x) godcfinicerd door h(x) = £{x) woor
x ¢ Senx £ aenh(a) = %%%.f(a) is wel conbinu in a.

3% a ¢ 8. Dan.kan d¢ funetic £(x) continu voortgeset (of uitsebreid)
worden in a, want dc functie h(x) gedefinicerd door h(x) = f(x) voor
Z € S ecn hia) = llm f(x) is continu in a.

Ms llm £(x) nlbt bestaat, hect a een gsscnticle disconbinuiteit
van £(x ). Het is dan niet mogelijk de definitie van £ in a zo te ver-
andoren (als a & §) of uit te breiden (als aﬂ¢ 8), dat de functiec in
a conbinu wordt. Voorbecelden van esgentiele discontinuitciten vindt
men in opgaven 61 en 62.

men voorbecld van een functie die
continu voortgczet kan worden is de

X.‘L

_ i functic ¢ . Deze is edeflnleerg
h~\\\\\\\\ Au//////’/’/’/‘ voor alle recle x #£ O. Daar %ggze’f'
S ' 7 bustaat en = 0 is do funtie in

0 voort te zetten et wmurde G
2
Opzave 7T3. Bew1as dat llm e * bestaat en = O.
Voor een reéle functle f(x) gedefinieerd op cen verzamcling S die

niet naar boven begrensd is zeggen we dat lim f(x) bestast, als voor
v X oo

l..
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iederc rij a € S met lima, =+ ® geldt dat lim f(a ) bestaat. Evenals
boven bowijst men dan dat dese limict anmhmﬁ*‘c.lmk is van d¢ gckozen
rij en dat 11m f(x) dan on slochts dan bestaat als cr cen bestaa'b
‘godat bij iederc £>0 cen ¥ t¢ vindon is zodat wit x € S en x> I
volgtlb - )< ¢} dar is b = lim f(x) Analoog gaut lim f(x) Verdcr
—ea weIl MW VOOT recle functics 1>1<'1 du definitie van llm i(x) bij het be-

staan van l:un f(&n) ook + men -~ w als waarde toclm‘fen. Het analogon
van (16.1) bll,]l't dan geldig.

Opcave T4. ®~wijs het bestaan en dc waardc van lim X, 1im +. 13, 108 X.

Voor refle functles anfinisren we ook "combiag ven AXks‘in cen punt -
a door cenvoudig de punten X D> o wist mea 4o tollon:

Den recle functie £(x) medefininord op S is gontinu van links in het
punt a € S als de functic g(x) gedefinicerd op SN (-mya] en daar =f(x)

continu is in a.

inaloog definicert men continu van rochis.

(16.3) Den rolle functic f(x) gcdefinicerd op S is dan cn slechts dan
contiru in a¢£ J8 als zij in 1 gzowcl continu van links als van rochts is.
Bewijs: Dat uit d¢ continuiteit in a de continuiteit van links con van
rechts volgt is duidelijk. Stel nu £(x) continu van links c¢n van rechts
in a, Dan is cr bij £ 70 scn 7 0 to vinden zodat wit =€ 8,x< a en

ja = x}< o volgt 1f(a) - F(x)KE ecn con al > O zodat ui'b X € 8,x »a,
|x-2a|< fL volgt f(a)- f(x) (& . Noem & = min ( U, ,SL ) dan volgt
uitix - ai(g dat \f(a) - £(x)|< € (ook voor x = a).

Verder kunnen we ook continuce limictovergangen van links en van rechts
beschouwen: als de recle funetic £{x) gedefiniccerd op 8 is, het reéle ge-
tel a con verdichtingspunt is van 8 {) (- &), dan zcggen we dat ;.l(.z.gx £(x)
bestaat als voor icdere rij ané S, met %Jlamman =aena, { a voor alle
n, ]&ifwf( an) bestaat. Hicrover en over het verband met continuitcit van
linkks zijn wcer analoge stellingen to bewijzen als baven over l:.m f(x)
cen het verband met continuiteit. Men schrijft wel lim £(x) = f(a -).

Analoog lim £{x) = £(a + ). xra
Lv 4 Als voorbecld lunnen we nemen f£{x)=ec¥
\ dan igs £(0~) = 0 en £(0+) = + .

B DN
N

Als voor de recle functic £{x) gedciinicerd op S ¢n voor a verdich-
tingspunt van S geldt, dot of & geon verdichtingspunt van S \(-c, a)
ig of f(a~) bestaat c¢n dat of o geen verdichtingspunt van S {1, +00)
ig of £(o+4) bestact en dat als ©(a-) cn £(c+) beide bestaan, £(a-) 4

£ £(a+), dan zeggen we dot dc functic £ in a ecn gprong vertoont.
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(16.4) Ten reéle monotone functie heeft geen andere discontinuiteiten
dan sprongen. : .

Bewija; Stcl dc funetbic isotoon. Hecm cen a € S, Als a verdichtings-
punt is van 8 /}(-0, al dan bestact or cen rij a, € S met a < a voor
alle n'en’%:'gﬁ-'-mn = 8. Danis arook zcn isotone rij bnéS met bn< a
voor allec n cn llm b = a (waarom?). Dan is f(bn) een isotone rij dic
begrensd is vegens f(b ) f(a), dus convergent met limiet 8 < £(a).

Nu is £(x) < s voor alle i Smev x <a, want cr is eocn n waurvoor 7
a - bn‘< 2 ~ x, dus x <~bn dus f(x) < f(bn)‘g s. Ncem cen willekeurige
ri]j cneS met C‘n < a voor alle n cn ml})ngo Cn = 2. 31] £ 0 is eenm
te vinden zodat O < s - f(b )< & , en hierbij een I, zodaet voor n > ¥
geldat o --C { a-b o dus ¢ >.b dus £(C )>f(b ), dus 04 s-£(C )43—
-£(b )<€ , dvs i«f— .L(Cn)\<€ . Dus f(a—) bcs‘tau’c en is < £(a).
ﬁnqloog f{a+) bestaat en is >f(a). Als f(a-) = £(a+), dan is dit ook
= f(a), dus f is in o continu van 1inks cn van rech%s, dus continu.

As £ wntltoon is, gaat het hele bewijs analoog.

gin 1 sin =
Opgave 75. Bewijs lim iny . 0, lim X bestaat niet.
Xve 1 x*d 1 .,
e* + 1 e* + 1
' 3 3 _ .2 -
Opgave 76. Bercken lim x .5 s lim = 5 X + -1 .

Koo 3x0 - x° | K>l 2%° - x =
7e willen mu nog lim (1 + 1)* bepalen. Te weten al, dat lim (1 + yn.

= ¢, Neeinl een rij Xk mct llm DX = + mcn peem cen natuurlijk getel
. me¥d n, < e < Iyt 1. d'm ig blijkbaar ook lim =+ C0. Nu is wezens

. K=>00
de monotonic van dc functies x en cX:
3 X n, + 1 n
k k k
1 1. ¢ 1 - 1 1
(1 + =) £ (1 + ) L1+ 5, = (e (s )
(1 + 3—>Xk> (1 + = >xk,><1 P )n}‘<1+ >m Hu 1
T R~ B T ——— = —-—-——-‘ . - A P———— v ’
X, Ny + 1 / Ny + 1 Dy +1 nk+2
( L ( )nk ( 1 v>nk+1
maar 1im (1 = =—————) = 1, lin ‘1+-—-— = lin (1 + ——5— =
K0 n, + 2 P U o ny Y= w0 -y + 1
= e, lim (1 +-1-) = 1
o n
xk X
dug lim (1 + - = ¢, dus lim (1 + -) = €.
K- 0 . }r X = 4-0C

X
Opgave 77. Bewijs lim (1 + '1;2) = e.
(16.5) 4ls lig f(x‘) bostast, dan bestaat 1in f(l) en.= 1lin £(x); als

AV ..::*
lim £(x) bestaat dan bestaat lim f(X) en = llm f(x). X
W =0 XA 0 X —=~o0
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Opgave 78. Bewijs (16.5). : 1 ) 1

Hieruit volgt dat 11m (1+x)* llm (1+x)v = e, AbS we een functie

: £{x) definieren door f(x) (1+x)X voor xA 0 en £(0) = O dan is deze
continu van links en rechts in Q, dus continu in O, dus llg (1+x)ih €.
Uit de continuideit van log x in e voixgt dan %1g leog (1+x)7f-1og e,

dus
(16.6) %13 lgﬁ-x1+x = 1.
>0
Opgave 79. Bereken llmglog log x ~ log (x~1f}.

§17. DIEE eﬂentleyrbcre functles.

e gean aan functies verdergaande beperkingen opleggen. e beschou-
wen de-«romme, die de grafiek van een funectie f£(x) is en eisen dat die
kromme in het punt P=(a,f(a)) een
@ o raaklijn heeft. Zen raaklijn is de

> ),|..---——-'--—-—~—...

.V»/,,,//:>’\\\ limiebstand waartoe een koorde
4

door P nadert als het andere snijpunt
met de kromme ook tot P nadert. De
richtingscoefficiént van de koorde
door P en (x,f(x)) is iLgfgf 8L en
dit moetv dus een limiet hebbenwvoor x— a.

x X

“e definicren nu het begrip wat algemener, ook wor complexe functies,

oo metundige betekenis van dit begrip niet zo in het oog vallend is.
Laat £(x) een complexe functie zijn (d.w.z. £(S)CT met S en T

vergzamelingen complexe getallen) en laat a een verdichtingspunt van

S zijn,.dan heet £(x) diffcrentiecrbaar in a, als 11% (X)_; £(a)
y\__a L

bestant,.
. llen kan dit ook zo uitdrukken: f(x) is differentieerbear in a als
P(AJ ~£“l:iiél (het differcntiequotignt) continu uitgebreid kan
worden in hvt punt a.
De limiet heet de afgeleide of het differentiaalguotiént van f(x)
in a. Het wordt geschrevenlgaggillof [?'(Xilx=a of wat karter, maar min-
der duidelijk C—%j?(-—al a)y. xea ’
Als £(x) overal in S differentieerbaar is, zeggen we korteg, dat
'f(x) differentieerbear is; dan is de afgeleide wecr cen functie van x,
die we di X)L of £'(x) schrijven.
7e Lunnen op grond van (16.2) de differcntiesrbeerheidsvoorwaarde
ook in de & - %-gedaante schrijven: Bij iedere £7 0 is eun $2 0 te
vinden zodat voor alle x & S met x £ a cn |x-akfgeldt 1*(“ - af(a) f'(?v.
(€ . Hotgeen in dezec betrekking tussen de absoluutstrepcn staat is
ecen functie die tot nul nadert als x tot a nadert. Zen dergelijke fune-~
tic nocmen we §f(x = a); als we de functie voor x = a gelijk aan O nemen,
is dit cen functie die continu in a is met waarde O. Dan is dus

f(x)-f(a) - f‘(a)z 5 (x-¥ a) voor x £ a, en daaruit volgt .-(en dat nu ook
X,
voor X = &):
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(17.1) Ben functie f£(x) is dan cn slechts dan differenticerbaar in a
als er ecn getal £'(a) en cen functic & (x —>a) bestaat zodat '

f(x) = f(a) + (x-a) £'(a) + (x~-a) & (x—>a).

Met een analoge schrijfwijze kunnen we ook uitdrukken, dat f(x)
continu is in a, n.l. f(x) = £(a) + £ (x=>a).

(17.2) Ms f(x) diffcrentieerbaar is in a, is £(x) continu in a.

Bewiis: f(x) = £(a) + (x-a) {£'(a) + £(x>a)}. Wu is limff'(a) +
+ & (X*a)} = £'(a) en %_:i;r& (x-a) = 0, dus (x—a){f‘(a) + (x—»>a)} =
= &4(x —a). Dus f{x) is contimu in a.

Eet omgekecrde van (17.2) geldt niet, want voor reélc x is £(x)=|x|
(hoc ziet de grafiek er uit?) continu in O, maar niet differenticer-
baar want voor x >0 is f(xi:of(o) = % = 1 en voor x€ 0 is £L§%%£LQL =

-X

e e mn e
= = 1e

(17.3) De som van twee in a diffcrcnticerbare functies £(x) en g(x),

gedefinieerd op dezelfde verzameling S, is diffcerentiecrbaar in a en

de afgeleide is £'(a) + g'(a) (we schrijven dit ¢ (f(x)d§ a(x)) _

=d £(x) + 4 g(x) ).
éx

ax

Bewijs: £(x) = £(a) + (x-a) £'(a) + (x-a) £,(x —a),
g(x) = g(a) + (x-a) g'(a) + (x-a) £ ,(x ~a).
Door optellen verkrijgt men
f(x)+g(x)=f(a)+g(a)+(x~a){f' (a)+a’ (a)} +(x—a){g1(x ~ a)+ EZ(X - a)}
=f(a)+z(a)+(x-a) {2 (a)+g' (a)} +{=~a) &3(x-*a .
(17.4) Als £(x) differentieerbacr is in a cn ¢ is cen constant complex
getal, dan is cf(x) differentiecerbaar in a met afgeleide aéf'(a).

(Dus%iz).:c.d..%!c_).).
Bewijs: ©(x) = £(a) + (x~a) £'(a) + (x-a) &£ (x —a)

Dus: cf(x) =cf(a) + (x-a)ef*(a) + (x-a)cg(x~4>a)
=cf(a) + (x-a)ef'(a) + (x-a)€1(x->a).
Door combinatie van (17.3) cn (17.4) vindt men:
(17.5) Het verschil van twee in e diffcrentieerbare functics f(x) en
g(x), gedefinicerd op dezelfdc ¥crzameling S, is ?iffurenﬁieerbaar

in & en de afgeleide is £'(a)-g'(a) (Dus XL x%;g x) . 4 g;X) - 9~§§§*‘

(17.6) Het product van twee in a differenticerbarc functies £(x) en .
g(x), gedefiniecrd op dezelfde verzameling S, is diffcrenticerbaar in
a en de afgeleide is £(a) g' (a)+f'(a)eg(a).

(Dus & f(ﬁzg(X) = £(x) & §XXJ + 4 §§X s(x))e

Bewijs: f(x)=f(a)+(x-2) £'(a)+(x-a) 51(x~» a),
- s(x)=g(a)+(x-a) g*(a)+(x-a) £,(x —=a).

Dus f(x)g(x) =f(a)g(a)+(x—a){f(a)g'(a)+f‘(a)g(a)}+ Lo

+(x-a) {(x-a)f' (a) £ ,(x = a)+(x-a)z' (a) E(x — a)+f(a)8y(x—> a)+
te(a) £,(x = a)+(x-a)8' (a)g' (a)+(x-a) €, (x—a) £,(x = a)=
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=f(a)g(a)+(x—a){f(a)g'(a)+f’(a)£;(ai}+(x—a) 83(x,-aa). '
{17.7) Zen constante functie is diffcrenticerbaar met afgeleide O, de
identicke functic cvencens met afgeleide 1.
Bcw1 s Differentiequoticnten zijn rosp. =z = 0 eun ;3% 1,
(7. 8) d“ = nx™1 voor gehele n; voor n £ 0 moet x £ O zijn. (Dit houdt

a L
m
in &%N = - ﬁm%T voor ratuurlijke m en x £ 0).
Dewiis: Voor naﬁuurlijkc n door volledige inductie: Voor n=1 volgt het
u:!.t (1707)'
1 n
M aGxx)  .n Jn=1 _ n, dx a1 _ Voor ness
dx - d}{ - * 1 + n £ .‘X - (n+1)x ) d.};. = dj: = OO JOOJ- n e
ticve n stellen we n = - m en passcn volledige inductie naar m toe:
1 1 :
- - -1
%wnm% = - L en dit nadert tot - 1 voor x - a; dus ax__ . —x—z.
X - & ax a2 dx
_~(m+1) ad .
i S O R O
dx , X X X ’ X

™«
H1e;u¢t vindt men nu voor ecn polynoom: S= (Z_a x#)::if QX =
-~ dX = k K‘: e}

_ ~ k
= z (}c;+1)&h+1 .

= o
(17.9) Als ©(x) eeneenduidig is cn diffcrentieerboar in a en f'(a)t O

en dc omkecrfunctic g(y) is continu in.f(a), dan is gl(¥r) differentieer—
bacr in £(a) en de¢ afgcleide is %TTEW . (#1s we gebrijven y=t(x) en

x=g(y), dan is %% = %i)
ax

Bewijsg: Noem £(x) =y en £(a) = b, dan is g(y) = x en g(b)
Daer g continu in b is volgt uit y—b dat x - a c¢rn met de eenecnduidig-
heid volgt wit y £ b dat x £ a is. Dus ‘

4 1 s 1im X-8 o 1im  nE)-slb)
TE) © @i <R T-r@ TER Ty os v
X->a X - Qa
e merken op, dat de voorwaarde in (17.9) dat ¢(y) continu in f£(a)

is automatisch vervuld is als f(x) een recle funciie is, dic op een
interval godefinicerd is.
(17.10) (EZettingregel). Als g(x) differcnticerbaar is in a en £(y) ge-
definieerd op dc becldverzameling van g(x) en diffcrentioccrbaar in g(al,
dan is £(g(x)) differonticerbaar in a en Q,ié%iéll =

_ja f(v) d g(a)

[T
=5

(&)

. (Als we schrijven y = g(x) en z = £(y) = £(g(x))

)

bid
<N

Q0
o
:5
I
w0
gl
i
Q40
<N
1 1
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 Bewijs: Noem g(a) = b, dan is
g(x) = bi(x-2) g'(a)+(x-a) £ (x—=a),
£(y) = £(0)+(y-b) £ (v)+(y-p) & o(y - b), g
£(g(x)) = £(b)+(g(x)-1) "‘(b)+(g(x)-—b)z 5(8(x) = v)=f(b)+(z-a)g'(a) £’ (v)+
+(x-a)i' (b) £,(x = a)+(x-a)g' (&) £ (g(k) —=b)+(x-a) &, (g(x) =) E.b“°aJ*]
~ﬂgu0H(‘wf%bk;uﬂ%xwﬁﬁf%b)s(x >w+g(w£204 <) = b)+ |
+&,(x wa) E,(a(x) > b}, |
Omdat g(x) continu in a is, volgt uit x < a dat z(x)—> b,dus:
f(g(x))=f(s(a))+(z-a)f* (b)g’ (a)+(X~a)€‘3(x —»a}.
(17.11) Als g(x) differentieerbaar is in a en g(a) £ 0, dan is ~(~7

differentieerbaar in a en de afgeleide is - g (a)

gg(a)}z '
E@fljtﬁ Omdat g(x) continu isimaeng(a) £ 0 is er esn omgeving van
a, g(x) £ 0 (zie opgave 63): Door *toepassing van de kettingregel
met 4"( = ] volzt het gestelde makkelijk.

TJ" -
(17.12) et quotient 5%5% van twee in a diiferentieerbare functies

rvoor g(a)t O

-

f(x) en g(x), gedefinieerd op dezelfde verzameling S en w

¥k
. . . . ca & o )
ig differentieerbaar in a met afgeleide : \a)l (a):- (”) :

‘Q‘ CJ

I {
i)
Opgave 80. Bewijs (17.12). _ {°‘ )5
(17.13) é~£§§4§~ = % voor x> O
K 2 - v )}
Bewijs: Noem h = 22 , qan is 108X - F0R 2 _ Log = e 14:113} 1og a
Y
= % &2§%1i21 . Als x~ a, dan h — 0, maar %im Lop(dxh) 1,
..-:70 -
dus lim =28 o éog 2.1,
X320 g X X °
(17, 14) g5 = € voor reele x.
Jewijs: De omkeerfunctie van x = log y is y = e® en deze is continu
= .
d ¢ 1 R R
dus 3¥ = T 108 =7 = y =e,
A dy v
(17.15) %m%- = a* log a voor re&le x en a recel ¢ » (.
Bewi’a: ax = ¥ log &, Pas hieropde kettingrezel toe.

(17 15) - =g X A -1 Soor reéle x> 0 en o resel,

Opzave 81. Vul het bewijs van (17.15) can en bewijg (17.16)

’e merken op, dat (17.16) precies dezelfde formule geeft als bij
gehele exponenten. Voor gehele exponenten hadden we het echier ook
bewezen voor complexe x £ O.

Opgave 82. Bewijs, uitgaande van net feit dat voor 0d{x <9 T geldt sin x<

{(x <tz x, dat_%im ﬁm%wz 1 (¢enk ook om de negatieve waarden van X).
- 0 o .
. . s d cos X .
Dewijs met behulp hiervan, dat d 333—5 = cos x en ——g=——- = - gin X.

Opgave 83. Bewijs dat de lunctlej{( z) van ovbave 61 niet differenticer—
baar ig in 0, maar dat de functie x ‘f(x) = XX(X) wel differentieer-



baar is in Q.
Opgave 84, Dewljs
van opzave 62.

) X ‘ " i
Opgave 85. Depaal de arzeleiden van -1»»—"2«,- \/ x° - %, X, tg x,log !/1-—-}(2,;

log (~x), log log x, simdx - 3 sin x, log tg x, e” ‘

ils f(x) differentieerbaar is, dan is de afseleide f‘ (x) weer een
funetie van x; als deze differentieerbaar is (in een punt), dan zeggen
we dat f(x) twee maal differentieerbaar is {(in dat Uun"é) en noemen we
de efgeleide van ' (x) de tyeede afgeleide van f(x): %Xl =7 (x).

o

ome beweringen veor de fu 'mhes A .(x) en xl,}(x)

3]
=
o
Lt
\.)

Analoog definieert men de n® afgeleide van f(x): L -‘-‘i)« c(n)(x) door
dx*

volledige inductie, mits zij bestaat. Als de n° afgeleide van #(x) be-
staat voor alle natuurlijke n, heet f(x) willekeurig vaak (of oneindig
vask) differentieerbacw.

(e )

. 2
Opgave 86. Depaal de n afgeleide van

e J i,

O{i (1+x} (14x) " . sin xy,.cos x.
‘e Imnnen ons nu afvrage B

tot de afgseleide £f(a) nadert,

o
3
o]
=)

als x en y beide *ot a naderen. In het algemeen hcoelt dat ruet het geval
te zijn. (Voorbeelicn geven de functies x“/\’L(x) van opgave 83 en X%‘,I(X)V
van opgave &4). Tel geldt het als steeds a tussen x eo y ligts

v
(17.17) Als :’c’(x) ifferentieerbaar is ian a, lim»}z:_,_ = Llim vy = a. en
N -y L
+ 7 o
x_ A y., a tussea x_ en y_ voor alle n, dan besiuai lin *('V‘) £(x ) en
n Li ] n ‘n B XN y - -
n n
. . . Loy -y
= £'(a) (Je zoudcn dit als volgt kunnen schrijven lim m‘-w-g:ﬁ_-‘---w« =f'(a);
H A= & i
hierbij bchocven x en y niet # a te zijn!) Vi
KAy
L, L uisn .
‘ .. Ay RSt
Dewijs: a :'},Hxn-z-(%) n)' o, met 3 reeel en 0 (5 (F. Dus f;? =) n
a~-x 2
en "“":‘%““ = 1~71n. Als nu X £ a en Ty £ a, dan geldsb
“n"n . .y £flx 3-T{ai .
£y )=z (y,) - £(a)" Ja-a -7 a-x,
F X T 'f‘(a) = Y. = a C T o "y .-;im"""'"' T T '7“{3.):
n n n n *n “m : Y™ q
£y, ) - £(a) f(x, ) = £(a) CECy, )-E(a) 0]
ue! n * n N
= + (1-2) - f£'(a) =4 d—1 - £ (alky
- - - g S
'n I, @ n X, _ g 1) T g
i'(v‘ )-"-F(a) 7 . o - .
+ (1~ A ) o f‘(a}_g, Bij & > 0 ig een” o » C zodatb ul*c\xxma\ <y
en x £ a volgt(;‘ci%f A.Sf:). - Fi(a) [( § . Verdier bij o) C 2en N”I zedat voor
P A o N

f-d

n >I~T1 zeldt }xn - aKE en een N, zedat voor n > i, &e

Fies ¥ = max (N, ,H,); voor u >H, x £ oay a A a zclét dans

Wy e < >
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£y )-£(x ) el A -
B0 e(a) [, FORITEE) p(a)) s (- | 2R
e cAn : n - a)i<.
n n | Ip ™ & Xp =& |
<£ , Is eciler n> ¥ en hetzi] X, = @ hetzi] yp =8 dsn volgt direct
£(r ) (:{n) IV
»e--—v—-g; "ht:" '3{" e \ 8., l < \{ -
n n

{(17.18) &t € iscen tavee wezameling, £(x) is geae%‘_‘ i
renticaerbaar, dan zijn de verzamelingen der =4

x £y ender T (F

-

)
th)-~¢(ll . sup J£'(£) {"
! &E"C

'
voor §£ { of beide onbegrensd of er geldt:

‘“d

r...-;,
xé«’f _
Je T
x £y . .
Bewijg: Foem het linkerlid (resp. rechterlid) vandeickwijnen betrek-
.. $ofon - }_(‘{) f(yl\
king als het bestaat 1fresp. N). Stel dat de verzamcling d°r S \

O

begrensd ig en die der}f‘ ( £ )Ihe tzi]j onbegrensd hetzj earensd me*bIJ)Lszm er
gen L, 1. en ezsn g, & 0 te v:x.nden zodat ‘f ('é )\ >K. Varder 1is c» een
x € C 1"1‘\';"b

}"t)

"Lnlw.( ) _ i ‘ ‘f(x)nf(f)} PPN iiy_:}Q__h .
X E f ) < IL“IIO Dan ls X ;; ;%—I- N ’3’ )! x»_ > I‘.\)’;
75,.—-;\ o= 1l hcn, 5cen cen tes enspraak geelt, dus I £ XM, Stel nu det de '

verzameling der l -." ); begrenad is c¢n die der

.
4
:‘4

.’ ‘7
EXO:3 11'@'5213 cnbeprengd

ietmlj begroned ey ., Dan zijner een Ly N en x & C, 7 & £ vy zodat
{MLU-PL. M1 bchoort z = :/‘:':C.-F :’-y oolr tot O o en :‘gx = ';'
Verder is nizl:'fxl -m;:gﬁpf mz o, 2Haniln, L3 LG >_1<z)~
), OGN w,fu -£(y) ; Z; {.L:sz.g_;iaji.ga_}, 1] f.‘} e ‘f(%z =2z
< Y ‘ \

enlﬁ";;j}(v’ beide <L warcn was ook ‘ﬁ( ifr;-f:fi)~§< I, netgeen niet het

geval is. linstens ecen van beide is dus M L. Als het de eerste is, noe-
men we X, =X, y4= 2, als het dctwecde  ig, X,=3, V.77 et x.,v, gaan
we nu o: dezelfde wijze verder. Zo vinden we ach velledige indugdie

~r 4 1 a ~r q 3] + 3N Y e ] ~r
X, en ¥, zocLu‘b.An tussen Xpeq CB Tpqe ¥, BUSSCD I L 22 Y 4

Ti= FOS
f(x )-f(yn)f |
---;;-—-:_‘, {/L. 7e bewijzen nu, dat X, tussen x en y e:n'y_‘1 TUSESn X en y

“n vYn

ligt en als we x =2 x + (1~ 7~.n)y en g, =M x + (1= & )y stellen dat
-y = A (e ) BTt e Lomvonty

/’)-n./n = 2“ is en esp./(n ecn antitonc (resp. isovone) rij vor~

. - 1 ]
men. T geld /(1=1=/<1 =3 of 21 = —;—, /11 = O zoda* voor 11 = 1 42 bewe—
ringen Jjuist zijn. Stel nu de Dbeweringen juist voor n. Dan is de eer-

4 4
: eid 3 = 3 = cn v = -1- b s =2 0 4k Yx-
ste mogelijkhedd x,, 4=x,,dus /4 =2, €n ¥y .4 =5 245 ¥, 4(/' n’ Mnl?
V7 i :

’ < 1 Y * [ . - & -
+ - i //{ N b = - , + i 8] '< " A Ve ~ /. "=
'2 1 2( ;\n Sl Ch“S/'An—!vi A /(' n? OF IEA g ¢ A e / 0+

Jee

4 - 1 N IR TG PN R
1 - o b . De tweede & 1iikhe is 2
7 (Mg /U~n) PRI AR DM Do Tweede mogeiijidiedd As «

u

4 7




g N an70
odx s ly =10 1 |
En+1 T 7 Xn + 5 Jpq = 2( 2n+/un)x + {‘1 2( )n+/tln)}y, dus )n-r 2(7} +/“n
0< 7‘11‘*1( Ts 00 Fpyq = Vps dus/unﬂ ::/un’ dus})n—x—‘l Mar = (P‘ﬁ‘/ln)r‘f

— 1 o ’ - O"V‘ [ -4 — -
“MQnH 1+ Apiq {Aye Omdat '})n (resp'./an) een begrensde antitine (resp. iso

tone) rij vormbt, is deze vij convergent en wel, wegens hnv-/un = j—ﬁ s VoOIr
2 o

7 enyy met degelide limiet D , die wegens 0K 2\ A< voldoe*b aan
0 LA <1. Dus x, en y, convergeren naar dezelfde limiet & -7~x + (1-2 )yai

die tussen x en y ligt. Op dezelide wijze bewijst men da’c 5 tussen Xy
en y, 1ist voor alle m, door in plaam vanwmn xany van X en v, ult te

m
gaan. e mogzen dus (17.17) toepassen en vinden dat - ,
1d £(xp)1lyy) £ ( Omdat 1 1dt\f(x )ﬂ(y )\ L 1d+
m-:;:go Vs = ;), mdat voor alle n ge X7, >5, ge x.’:

’ ook (f‘(é' )l). L > N, hetgeen een tegenspraak gecft., Hiermee zijn alle
nogelijke gevallen afgehandeld (ga dit na), en is dc stclling bewezcn.
(17.19) Als ecn functic f(x) gedefinieerd is op ecn convexe verzameling
en diffcreuticerbaar is met ¢cn afgelcide die overal nul is, dan is
f(x) constant.

Bewijs: sup \f‘(g ) = 0, dus sup 15.(.{:){.@(_11{;, 0 dus \&w1= 0
kec - xe&C =y =7
. y5¢
XEY

voor alle x en y met x # y, dus £(x) = £(y) =7 constant.
{(17.20) Als £(x) en g(x) gedefinicerd zijn op ccn convexe verzaneling
C cn differcnticerbacr zijn cn £'(x) = g'(x) veor alle x €C, dan is
cr ecn constante § zodat glx) = £(x) + ¥ (Door zijn afgcleide.is cen
‘ functic op ¢cn gdditieve constantc na bepaald).
i Beriis: Pas (17.19) toe op hix) = g(x) - I(x).
(17.21) $%cl C is cen convoxe verzameling, f(x) is gedefiniecwd op C
en dific ,\,n’ﬁlcerbaar, a is cecn comnlex getal, dan zijn dc¢ virgamelingen
der \I(v) 2(y) . ajvoor x€C, y ¢ C, x £y en dor {f‘(g Yy - a\voor
§€ C of bcld\, onbearcnsd of cr geldy:

sup \Mﬁ&l ~absup |2 (&) - ol
xeC =Y Eec !
y&C )

XEy

Bewijss Pas (17.18) tce op g({x) = f{x) - ax; imncrs alzx)~g{y). -

X=y
fx) ~ax - £ + x) - £
= ‘L(‘ ) e £(y) ay¥y £( 3{ - ;,(J‘)‘ - a en g'(i‘i) =T (x) - a.

e gebruiken (17.18) mcestal in de volgende gedaante s
£(x) - f(yjl<sup £ & )l

x=—-y
£ tusscn
xXeny

21s £(x) con relle functie is en C dus ecn interval kean hot bewijs
van (17.18) ook zonder absoluu‘bstrepen geleverd worden en hoet volgende
veorkregen worden :




An T1

inf £ (§)<—~L§)~§m<supf‘ £).

Stuswn =y £ tussen
X eny X eny

7e kunnen (17.18) nog iets .eueraliseren als volgt:
(17.22) Stel C is een couvexe verzameling, f(x) en g{x) zedefinieerd
op C en differentieerbaar, g(x) eeneenduidig en dusdanig dat tussen-
punten in tussenpunten overgevoerd worden (d.w.z. uit z btussen x en y
vol:t dat o(z) tussen g(x) en sly) 1igt) en g (x) ;é_ 0 voor alle xe& C,

dan zi jn de vergzamelingen der[égg_&%y” voor x &C, y €C, x £y
en der £'(§) voor £ & C of beide onbegrensd of er geldt
5 (&)
f{x)-*f ‘
sW su ~—%~i—}
xeg g\x)-gly p &'
yeC
XAy

Het bewijs verloopt volgens hetzelfde schema als dat van (17. 18)

f{x!—«fgz}

_ X~ en £{x -—:Eg_y_}__ £{x)-f(z - X £(z)-f
= FRET °° ROa" géxg"géz} @%xg % § ¢ “(z}~géy} -

Mls A X+ (1« My met 0 £ 3(£ 1, dan is g(z) // %(x)+(1~/)g(y)
O X ’:F Z Z - Land -
met O L M & 1 en dus z{—ﬁg% = 1= M en = = g . e voeren

het bewijs niet verder uit.

§18. Reéle differenticerbare funciies.
"7e beperken ons in deze paragraal uitsluitend tosb recdle functies.
Zen recle functie f(x) gedefinieerd op S heet sbiigernd in a € &, als
or een recel getal ¥ > 0O bestaat zodat uwit x ¢ §,|x-ul< ¥ en x<a
(resp. x > a) volgt "f(*:) < f(a) (resp. f(x) > f(a))
Lnaloog dalend met £(x) > £(a) (resp. f(x) < f(a)), aie
f(x) L i’(a) (resps ( ) > ©(a)), nicet—sgtijgend mei £ )
£(x) £ £(a)). lc zeggen dat £(x) een relatief maximun (r
minimum) in a € S heeft, als er cen redel getal ¥ > 0 bestass zodsat uit
% & B enfx ~- alcy volgt £f(x) £ £(a) (resp. £(x) > £(a)).
(18.1) Als de re&le functie £(x) een nmaximum (resp. minimum) heeft in
a, dan heeft fx) daar ook -en relatief maximum (resp. wclatief minimum).
Dit ig evident.

t - delend med
> £(a) (resp.
respe relatied

-l-

(18.2) ils de refle functie £(x) in a niet - dalend (resp. niet - stijgen
en differentieerbaar is, is £'(a) > 0 (resp. £'(a) £ 0).

Bewijg: Voorix — a| < ¥ Uz -29—1 20 (resp. €< 0).
(18.37) 4ils de redle functie f(x) in a differentiecrbacry is en £'(a)>C

”—-.
()]
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(resp.< 0) dan is £(x) in a stijgend (resp. dalend).
Bewijis: We beschouven hot geval £'(a) > 0 (het andere geval gaat ana-
1oog : ur is een rebdle ¥ > O te vinden, zodat uit |x-al< 3 volgt

\ X_gﬁnl £ (a)] < £'(a), dus f(xx i 2. %0, dus voor x<a is dan

‘f(x) < f(a) en voor x >a is dan £{x) > f(a).

Hlet verschil in d4e voorwaarden van (18.2) en (18.3) {(die in zekere
zin als elkears omkeringen te beschouwingen zijn) is essentieel; zo kan
voor een functie f(x), die stijgend is in a, toch gelden £ (a)

Beve x3 is stijgend in O, maar 3x2 is daar nul.

(18.4) 4ils een redle functie f(x) zedefinieerd is op S, a € § is ver-
dichtingspunt van SN (- o, a] en 8 N{a, + o) (b.v. als 5 een interval
bevat, dat a bevat, maar niet als begin - of eindpunt), f{x) diffcrcn-
tieerbaar is in a en in a cen relatief maximum of minimum hecft, dan
is £'(g) = O.

Dewijs: Laat £(x) in a een rclatief maximum hebben (relatief mlnimum
gaat analoog). Dan is er cen ) > 0 zodat uit x € S en ix-atg ¥ volgt f(x)«
< £(a), dus den als x ya (resp. x<a) is _LEl i-l £ 0 (resps _>0). Om~
dat a verdichivingspunt is van SN [a, + a:), geldt f‘(a) = &%m —L§l~£—~l
maar dit is < 0. Zvenzo met x'A a, dat £'(a) > 0. Dus ©'(a)

Lvident is do volgende stelling:

(18.5) ils een redle funciic monotoon stijgend (resp. dalend, niet-da~
lend, niet - stijgend) is, is zij in icder punt vay haar definiticver—
zameling stijgend (resp. dalend, nict - dalend, niet - sbijgend).

Door combinatie van (18.5) met (18.2) vindt men:

' {18.6) Als de reele FTunctie f(x) isotoon (resp. antitoon) en differens
tieerbaar is, is £i(x > 0 (resp. < 0).

Om tec kunnen bewijzen, dat uit £°{x) > 0 volsat <&t £(x) streng iso-
toon is, hcebben we nicuwe hulpmiddelen nodig:

(18.7)(Stelling van Rolle). Als de reéle functic I(x* goielivieerd is op
(a,0} ,daar continu is en op {(a,b) diffcrentiséerbsar, £(a) = £(b)
dan is er een',g € {a,b), zodat £'(E)

Bewijs: Daar (@,b] een compacte ruimte is en £(x) contimmi, heeft £(x)
een maximuwm en cen minimum. Daar f£{a) = 0, is het meximum > 0 en het
minimum £ 0. Als ze beide = O zijn is f(x) = O overal op (1,bl, maar dan
is ook fi(x) = 0 overal op [a,b], dus is & nog willckeuri~s te kiczen

op (a,b). Stel nu het maximum > O (het minimum < O gaat anelcog), dan
is het punt 5 , waar f({ ) maximaal is, niet a of b chvua f(a) = £(b)=
= 0. Op § mogen we dus (18.4) tocpassen cn concludercn dat (&) = 0,
(18.8) (11ddelwaa“dbstelllnh van de dlfferentlaalrekcnlﬁ,ﬁ. ils
rele functie £(x) gedefinieerd is ov (a,b), daar contimm is en
differcntieerbaar, dan is er een é é (a.b), zodat "(~ ) = z bb_

Bewijs: Noem g(x) = f(x)—f(a)~ (f(b)—f(a)),uan voldoet z(x)

Qvll

o]
oo

2]

(a,b)

O H
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aan de voorwaarden van de stelling van Rolle, dus_er is cen & € (a,b),
godat g'(£) = 0, maar g' (&) =L (&) - ££2%5§L§l , dus £1(&)

- gjbéufg ).

(18.9) ils ecn reéle functie f(x) op cen interval gedefinieerd en dif-
ferenticerbaar is, en £'(x) # O voor alle x in het definitieinterval,
dan is £(x) eencenduidig (cn dus streng monotoon en dus heeft £ (x)
overal hetzelfde tcken).

Bewijs: Stel dat or twee getallen a en b met a # b zijn, zodat f(a)=
= £(b) is. Wu is £(x) ook op [a,b] gedefiniéerd en wegens (18.8) is er
eecn § zodat f‘(i ) = ZLleziél = 0, hetgeen cen tegensiraak geeft. Dus
uit a £ b volgt f(a) # f(b), de functie is ceneenduidig. De rest van de

bevering volgt uwit het feit dat £(x) continu is (17.2), en verder uit
(13.9) en (18.6).

Uit (18.9) volgt nop dat als ¢(x) op een in%t serval gedeflnlevrd en
difforcnticerbaar is cn de afgeleidc is crgens negatief en ersgens po-
sitief, de afgeleide ook ergens nul moet zijn. Dit wijst in de richting

-

van cen middelwaardestelling voor de afgeleide analoog die van Teier-
strass. lien zou kunnen denken, dat dit komt omdat ecn afge.cide altijd
continu is. Dit is evenwel niet het geval (zie opgave 87); zelfs hoeft
dc afgeleide in een gealoten interval nict eens begrensd te zijn (zdie
opgzave 8B8).

Opgave 37. De functic £(x) = x° sin % voor rcele x £ 0 en £(0) = O is
diffecrenticerbaar (zie opgave 84). De afgeleide ig niet continu in O.
Opgave 88. De functic (x) = %° sin 1§ voor redle x £ 0 en £(0)
afgeleide i¥ niet besrensd op [0,1) .

Als ecen funetie difforonticerbazar is en de afgeleide ig continu dan

is differcnticerbaar. De

b

heet ée functhie continu differcnileerhaar.

e e (——

Ondenks het feit dat de afgeleide van een fupebie nicy nGine benoefs

te zijn. geldt toch do volgende middelwaardesteliiug voeor ecn functie
dic ecn afgelcide

Jhe

(18.10) (gtelling van Darboux).ils dc reele funcuis edefinieerd is op
@.bjen differenticerbaar ¢n r is cen gotal tusscw £70(ar en (b)) dan
1scr0un§CLab],f7odt (g) = r.

Beriis: Noem f'(a) = p, f”(b) = g. Stel p < q (p>¢ gazt analoog).

ul I“'a"';
Ms r =p of r =q is de stelling evident, Stel dus »<1r 73+ Becschouw
de functie g(x) = £(x) - rx. Dan is g(x) ook gedefinicerd ov [a, @]on aif-
ferenticerbaar met afgeleide g'(x) = £'(x)=-r. Dus g'(a) = £ (a)~ r =

=D —71'<C)en (b} = £ (b) - r =¢qg - r> 0. Dus is er, wogens (18.9), cen
cen §'gLa b| zodat g' ") =0, dus £°( &) = r.

De gtellingen ven Telcrstrass cn Darboux ziju schecl amaloge stel-
lingen voor functies dic continu resp. cen afgelcide zijin. Je zagen al

., he

dat cun afgeleide niet continu hocft tc zijn; dus omvat de stelling van
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Darboux gevallen, die die van Weierstrass niet omvat. In werkelijkheid
is de stelling van Weierstrass een byzonder geval van die van Darboux;
we zullen n.l. later in de integraalrekening bewijzen, dat er bij ie-
dere op een intérval gedefinieerde continue reele functie f£(x) een
functie te vinden is waarvan f(x) de efgelelde is.
Opgave 89. Bepaal het minimum van }ip (x~a )2, waarin alle Py >0,

v=j
Bewijs, dat het verkelijk een minimum is.

Opgave 90. Bepaal relatieve maxima en minima van x3 - X,

Op analoge wijze als bij continuiteit geschied is, kunnen we diffe~
rentieerbaarheidgvan links en van rechts definieren. Een functie die in
een punt van linke en van rechts differentieerbaar is behoeft evenwel
niet differentieerbaar te zijn. Zo is de reele functie |x|in O van links
en van rechts differentieerbaar, masr niet differentieerbaar,

§19. Uniforme en continue differentieerbsarheid.
Als een functie f(x) differentieerbser is en er geldt dat bij iede-

re ’? > 0 een ¥ > 0 te vinden is, zodat voor | x~yl< % en x ¥ y geldt

..m._..L.L f'{X)} 4 7&

dan heet f£(x) unlform differentieerbaar (d.w.z. ) hangt alleen van'?

en niet van x af).

(19.1) Als £(x) uniform differentieerbasar is, is f'(x) uniform continu.
Bewijs: Bij 7 >0 is een © » O te vinden zodat uit |x-y\ <9,

x £y volgt

masr ook ELK%E§L31 f'(x)! <‘é¥

dus \f'(x)—f'(y)\<~%~

(19.2) Als f(x) gedefinieerd is op cen convexe verzameling C en diffe-

rentiesrbaar en f£'(x) is uniform countinu, dan is f{x) vniform differen-

3

- - . ?( Yoy ‘
Bewijss Uit ¢17.21) volgt dat voor x £ y geldst ! X&:i¢2l ~ fH{x}&
X suﬁ}f‘(%,) - 7 (x)| . Kies een 7 >0, dan is Caerh.] sen g > 0 zo=
Etussen
X eny _
dat uiﬁjx;éngolgt§f’(x}~f‘iz,y51 o Stel nuyx-yis 5 ©15 » tussen
. f P , Rl © . . :*
x en y ligh, geldt x- 5 { x-}i+ 1% -y|= \x—y}( 8 . Sug gt % )~
- f'(x)\(-/}z, dus sup \F( & ;-2 ()| & Z/a’% . Dus‘——-x“—:*'” - £ x|«
>/ 7 2 } :’f"y 3 ?'
»turs~n
X oen g

We hebben nu neg enxele "meetkundige! hulpstellingen over het com-
plexe vlak nodig

Drie complexe getallen heten céllineair als minstsns eer van G Jdrie
tussen de beide andere ligt,

Als a en b complexe getallen zijn en a £ b dan hse’ de verzameling
der complexe getallen x, die te schrijven zijn x =2a+(1- 2)b met 7
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‘willekeurig redel, de rechte liin door a en b,

(19.3) Als a,b,c en d complexe getallen zijn, a #b, c £ d enc en 4

behoren tot (“liggen,op") de rechte door a en b dan is de rechte door

¢ en 4 dezelfde als de rechte door a en b, _

(19.4) Als a en b complexe getallen zijn en a £ b, dan bestsat de rech-

te door a en b uit die en slechts die complexe getallen die collinesir

zijn met a en b.

Opgave 91, Bewijs (19.3) en (19.4).

{(19.5) Stel C een convexe verzameling complexe getallen, a & C en noem

D de verzameling die uit ¢ ontstaat door a eruit weg te laten. Stel

verder dat D ook convex is of dat C geen deelvergameling ven een rechte
- 1ijn is, Laat f(x) gedefinieerd zijn op D en differentieerbaar; verder
k £f'(x) continu uit -te breiden in a met waarde b. Dan is f(x) ook continu

uit te breidm ina ende uitgebreide functie is differenticerbaar in a

met afgeleide b,

Bewijs: Als x¢D, y € D, a niet tussen x en y, dan is i.ﬁl‘l_ﬂ.ﬂ. b
(suplf'( Z@)-»b[ Bij iedere '>2>O is een 9 > O te vinden zodat uit §6D
& tussen
xeny ,

en |£ -al <Y volgt e E )b \<1',. Als x-aKK§, y-al<l, dan is voor £ tussen
x eny ook.‘é-ak<$'(waerom ? ), dus als bovendien X €D,y € D, x £ ¥
en a niet tussen x en y ligt, lgié%.iill - b(<?2 . Speclaal is er een

5,70 met[—i?l—ﬂll - b} <1 dus \f(x)-—f(y);< lx=y| (lb}+ 1). Neem

nu een rij X, € D net l;un xn = a, Bij £ 0 is een I\,‘ te vinden zodat
voor n > N geldtgx 34‘4 S‘ en een N, zodat voor m > N,, n > N, geldt
f 1z 1 2 2 2
\v .
| x~% n| € (B 7y ¢+ Noem N = mex (N,,N,) en stel m >N en n >N; als
X, = X, dan 1s[f(xm)—f(x )| = O<L£ . Als Xn # x, en a niet tussen
x, en x, dan 1s}f(xm)~f(x b <|xm-x | (ols 1)<e o Als x # X, en a tuse
sen x, ep X, dan is D niet convex; er is dus een y ¢ D dle nlet op de
rechte door X, en x, ligt, Ieder punt y, £ a tussen y en 2 ligt dan

; cok niet op de rechte door X, en xn, want
x anders was de rechte door y, en 2 dezelfde
als die door X, €n X, eny lag wel op de ene
9. en niet op de andere rechte, Verder is y1e Cc
§Y ' en y, £ a, dus y1 € D. Kieg nu een reéel ge-
getal A zodat 0<A L n14(¥§2a,, 4(:b&+ 1)\&—&&’ 15 der ls 3, {e Ay}
# (1--2) a tussen y énis en.y, £ a wrder is|y,-akKsen ;- a\«iZ(Té%;—T) .

Ten slotte ligt a niet tuse sen X, en yyu (want de rechte door X, en a
kan y, niet bevatten) en evenzo ligt a niet tussen X, en Tqe Dus ig

fe(x) -2(x )| € | £ (2 =20y )] +|2(r) - 2] < Gyt +]2g34)
(10} +1) & (2lyg-a| +|xy-a|+ JEgman) (oL +1) = (2]yg-al+ lxmx, )

X
g-ln

(el +1) < ¢ . Dus de rij f(xn) is een fundamentaalrij, dus convergent.



: : : An 76
Daar dit voor a?le dergelijke rijen geldt, is f(x) continu uit te brei-
den in aj; noem de waarde daar c. Dan is &ls y tussen x en a, y # p'e

en y £ 8, dus zeker niet a tussen x en y ligt 1j (iié%g%ﬁll -1b)=

= %%'ﬁ - b, Dus uit x ¢ D enix-al<% volgt [L——f z_;c - b[(?z. Dus de
functie g(x) - = £(x) voor x ¢ D en g(a) = ¢ is differentieerbaar in a

en g'(a) = b.

Dat de eis dat C geen deelverzameling van een rechte lijn is niet
gemist kan worden blijkt uit de refle functie £(x) = 0 voor x <0 en
f(x) = 1 voor x > 0. Wel kunnen we, als gegeven is dat f(x) continu
uit te breiden is in a, de bijvocrwasrden vocr de definitieverzameling
lsten vervallen, daar die alleen gebruikt zijn om te bewijzen, dat
£(x) continu uit te breiden is in a. 2o vinden we de volgende stellings
(19.6) Stel C een convexe verzameling complexe getallen, a & C, f(x)
gedefinieerd op C, continu en, behalve eventueel in a, differentieer-
basr. Als ft(x) continu uit te breiden is in a met waarde b, dan is
f{x) ook differentieerbaar in a me%t afgeleside b,

Opgave 92. Voor reele X > 1 is x> (gedefinieerd voor reele x > 0)
uit te breiden in 0, zodet de functie daar differentieerbaar is. Bewijs
dit. ' '

. -
S~ ———— e e A ~ ——

§20 Rijen differentiecrbare functies.
(20.1) Als de functies van een rij fn(x) gedefinieerd zijn op een vaste

convexe verzameling C en diffeientieerbaar zijn, de rij convergeert in
een punt a en de rij der afgeleiden convergee;t uniform (%&E”f'n(x) =
= g(x)), dan convergeert de rij fn(x) overal in C (%ggvfn(x) = £(x))
en f(x) is differentieerbaar met afgeleids g(x) (limietovergang en dif-
ferentiatie mogen verwisseld worden: lim d fn.x) = %— lim £ _(x)).
O X mbeo R
dx

Bewijs: Eerst bewijzen we, dat fn(x) overal in C convergeert. Voor

a is dat gegeven, neem dus x £ a, dan is (fn(x) - fm(x)yglfn(x) - £.(x)-

- - - | £ -
£ (a) + fm(a)l +!fn(a) fm(a)]\( | x ag\iﬁgséﬁ ¢ £ £t (& )] +&fn(a) -
. a en X
- fm(a)\ i Bij £ >0 is een N, te vinden zodat voor m > Ny, n > N1 en
3 o ¥ - ' & __..._'3.2_._..._. Q- - . * 7z
alle g € C geldt {£' (&) = £' (&)|< AFE dus§ %ﬁgéﬁgn(i) £1 ()]«
aen x
£ £

< 1xoar) < Thcay ¢ o8 een T, zodat voor m > Ny, n > N, geldt|f, (a)-f,(a)}

4%. Noem N = max (N1 ,Nz); voor m > N enn >N is dan\fm(x)—fn(xﬂ(&'.,
dus de rij fn(x) is convergent., Nu bewijzen we de differentieerbaarheid
in b € C-met afgeleide g(b). Vorm deartoe de rij functies VL(X) gedefi-

nleerd dOOI‘ (f = v £ :ﬁ - 1

Vg(x) continu (ook in b), Bij £ > 0O is een N3 zodat voor m )vNB,
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n>N3 enalle §€:Ggeldt‘f‘(§}~f‘ (g)(é Voorzulkemen
n en x £ b geldt dan | (x) - vﬂl(x)l = C e

bl -f £ (b f b
{{ o) -2 ()] -] ( ) nt )({\ sup |£' (&)-£* (é)k £ <g_ en

x-b g’cussen

voor X = b geldt ]‘fn(b) ~‘/ (b)k ‘f' {p) - £ (b)\(% < €.

Volgens (15.3) is de rij f (x) uniform converbent en daar alle functies
n(.&) continu zijn, is de limietfunciie V(x) ook con;iiln%.bmaar voor
x'A b is (P(x) = i’-‘jx—:%ﬂl en (p(b) = &(b). Dus 11? L=ED) L g,
dus £'(b) = g{bv). 1
Opgave 93. Berocken lim n (x 4

)
van de afgeleiden).

- 1) voor reele x > 0. (Beschouw de rij

§ 21.Reckgen » Absolute convergentie. lachtreeksen.

Als a, een rij complexe getallen is, vormen we daarbij de rij An
= Z':: 8. e noemen dan de rij An de reecks Za + Do ay heten de termen von
de recks, de A de partiele sommen. Als de rij A},1 convergeert met
limiet A, dan zeggen we dat de raeks 'Zan convergeert met de gom A. Ve
schrijven dan ook A = 2 a&. Dus ;':;ay = lim 2 oy Eigenlijk is de
theorie van de recksen dus in -rezen geen nieuwe theorle, daar deze op
die van de rijen (n.l. der partidle sommen) terug te. brengen is.. .
Omzekeerd is ook iederc rij als cen recks op te vatten. Gaat men n.l.
uit van ccen rij a, en vormt men hicrbij de rij u, als volgt: uy = ay
enﬂlnl = a,.-a__ voorn)‘i, dan is U, =y = 3y en U, = 2 v =u, +
kTt £ ak1)=a+zak gk“%*%“aﬁ

n
Het eigen karakter van de theorie ontstaat, doordat we nu de kwestles

samenhangende met convergentie in samenhang brengen met de termen van
de reeks en niet met de partiele sommen.

Een recks Xan is convergent met som A alg bij iedere £ > 0 een N
te vinden is zodat voor m > N geldt|a - Z 2| <€ . laar een reeks
is ook dan en slechts dan convergent, als de parti€le sommen een fun-
damcntaalrla vormen, dus als bl; 1{,dere £ > 0 ecn N te vinden is zo-

dat voor m > Ny n> N geldt ]“N - ak{ <f . Is num> n (het ge-
val m = n kan buiten beschouwing bll;;ven, omdat de verlangde betrekking
dar_zmaltlgd ggldt), dap is m =n + p met p een natuurlijk getal en
ak = Z_' g *+ papy R Daarvii volgt:

(21 1) Len reeks 2. ay is dan en slechts dan conve: sent als bij iedere

£ > O ee. N te vn.nden is, zodat voor alle n > N en dlepgeldt ‘Zfakki

Hieruit volg-b dat evenals bij rijen de begintermen er voor de Son-

verzentie niets toe doen. Dat is niet zo vanzelfsprekend als het 1ijkt;
inen bedenke slechts,dat als men b.v. de eerste term van een recks ver—
andert, daardoor alle parti€le sommen veraonderecn. De convergentie

blijft dan wel bewaard, maar, anders dan bij rijen, verandert de som .
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{21.2M1s men ven een convergente reeks eindi; veel termen verandert, is de
virani.-de recks ool conver,ent (maar de som kan eew: anderc zijn dan
die van de oorspronkelijhe reels).

Weemt men in (21.1) » = 1 dun is(an_,,,};(f , dug.voor n > I+t is
\an§<£ s Gus |
(21.3) ils de reels X a  convergsert, celdd %_3;2 a, = 0.

e begsinnen cen reeks i wlaacts van met de index 1 ook el esns met
een ander ~eheel setal en definiéren Z L8 = lim ,iﬁ: als het be-
steat. Git (21.1) volgt weer, dat het ;,avn mvlocd ou de conver ”ent‘e ;

-lecit met mlL.e index e Dbesinnen. Verder is voor “y < R, ool Z B =

iy ~f Kr rn’

= KZ;M‘:-T. -amak, dus
& (21. 4) 2 p en ¢ gehele jetallen zijn met p < ¢ dan bestaan thak

en KZW ;. beide wel of beide niet en als beide wel bestaun geldd
? :‘i" = z aj, + Z c:s}:.o
s N = e W >~

fercon Lunnen e deé termen vaa een conversente recks in groepjes
bij elrzar ncmen; dit heuxt alleen tot _evolg dut de rij der particle
gsommen dno e:in deelrij vervangen wordt, 4ic dus convergent is met
dezelide limiet. Dug
(21.5) .1s Z a conve::;cvr’c en n_ is een stijgende rij naturrlijle

ne, .

getallen en by .-:ZT , dan is 2 b11 conver exnt met e zeliae som als

-ﬂd.\
< a .

et ongehecrds _Leldt niedi Lo 1y Ao resls Z 0 cenves_ent, naar

Z (“‘I) nict en toch ontstoet uvit de la tste re.lig, &ls we Lroepjes
van tvel tormen b ¢liaar ncnen, 2 0. llen me,, aus _eexn terncn #splitsen

' Als voerbecld van esn reels bascaor_wen =g de mectlundise recks
2> <P Voor a £ 1 seldt Kfao (berdijzen not volledise in-
. : n g -

ductic). Verdcor is 11;& =0 voorzcl (‘ 1 (bedenk aetla®l= 4 M) en niet
voor o) 1. Tegsens (21 3) Z;,;n de recks dus alleen voor{al< 1 convergeren.

Dan -cldt cchter 5= a, = 1 .
Kz 1-a

Jeachou- Dud rocl S R v
» 2 bszm ﬁUISW T 1:+,!4,‘cu:s

«Zmi Eﬁ) 7‘“"“‘”1""5:{’ Dhsgmm—'l.

(51.6) ,.Ls'i °n X b couvirigeson, asza convergeert ook = (a +b ) met
ccn som die de som is van de sommen van J a, en ,Z‘ b,
(21.7) Als z a, conva. ‘geert en ¢ is cen comﬁlex Ghl dan convergeert
> ¢l it etn som dic ¢ macl dc som van Za, is.
Oppave_ 94«. Bewijs (21.6) en (21.7).
~cn resks T a n ReLt absolvued convergent als | \ convergecri.
(21.8) .ls ecn re\,l* gbsolurt convergeert, convevgeert hij.

et S %:E ritp “?w»
el a‘*‘-i < =, % = =]z = IJI Pas hicrop (21.1) toe.

( . wenpy )

21..) (Lajoranteritsrium) : als b ecn rij relle _etallen 20 is,
> bn couvergcert, on voor de rij & eldt dat er cen N is zodat

vocr alle n > 11 geldt‘anf < bn’ anoconvergecrd E 2, absoluut ( Z_b

hout dan een majorent van S o
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Be wiig: Voor n> N . eld"‘ Zf I a < 3o ’} bi*",l
LSO T et 1 K =i -
Hieruit volgt dat T — convc':;g,eert *wnt < De har-
2 ] 2 n(n+1) (1=
2’1 (ﬂ+1 );:rl " J\“ 1
; i S > T
nonisch Giver_ent, want =1 + Z_ - —
monische ree ; E E = e T 5

n

1 =1+X %:_1+—2~eadlt gaat noar + @ als n-— CO.

>1 + ;>T 23

(21.10) (I';achts*or’celc*i’ceriun vau Cauvchy) : iAls vour esn rij a, geldt

lim sup Vf }41 den is i_a absoluut convergent, als lim sup]/_—)z

dan is ¥ a, dvvevécnt. (Git = 1 valt niets te concluderen).

Beriis: oem lim sup ]/a = be Als D L 1, dan is er Q;‘;n c waarvoor

Seldt b L ¢ £ 1, Daarbij is een H zodau voor mn > N geldt f@((c of
Han\ L o, Daardoor is de recks > a, Zemajoreerd met de meetlundize

reetrs J_c® met ¢ < 1. Dus S b, 1u absocluut converzent, Als b > 1,

S .;M
5%-*

d

o

L'-c

®

3+

[N

Ger: is er esn deelrij uit /V’\f‘\die nzar b converseert, Voor die deel-
rij ig in leder geval van eea zelerc index af \an[ > 1. Dus kan niet

i = % [CR R & ] .x i
}r%mman O =zijn, dus de recks 3 a, is divergent.

(21 11¥(Quotientencriterivm van d'Alemoert) Als voor een rij a, geldt
,£Ovoor alle n en 1lin SUPI un il j(’i, don is 3 a, absoluu} conver-

an—i-'! \ %a _
g;e.n’b, als lim in‘f} a, i > 1, dan is an aivergent. ‘
- Y+ . . .
Sewijis: Nocm lim surx l; 1 b. 4ls b < 1, klezen ve een.c met b<c<1.
n
. . . + .
Dan is doarbij een K, zodat voor n > i, seldt n 1}40. Noenm die n=N,+

+ p, dan ift\ \4 aN c? (voliedise 1nductle) OB reeks Y a is ~us
gemajorscrd met de ree‘*s 7\ w) F =\a I, |\ = ¢, die converg eurt. Dus
1

2 &, convergsert absoluut. Als lim 1nf n+1]

a
1
"eldt} —tl
2 an 2+1}>

> 0 voor n > N,. Dan kan echter niet lim a_ = O zijn, dus ) a_ is di-

> 1, dan is er een NZ

&n
te vinden zodat voor n> N 7 1 en Gaaruit volgt\ an\g \a.N

vergent. ,

e bevijgen nu, dat het criteriuvm van 4 Alenbert zwakler is dan dat
van Ceuchy, d.w.z. dat voor alle reeksen wzarvan de conver_ cntie met
d* Alembert kan worden wangetoond, dit ook met Cauchy kan, en dat er

reslizen zijn waarvo.r het wel metv Cauchy kan maar niet medt d'Alembert.
(21t12) Vogg+$en rij a, met alle ag A 0 geldt lim sup m\g
£ lim sup‘i B, .
Be- f138~ Als linm sup} s + & ,valt er nicts te bewijzen. Laat dus
“n
1im sup “nr = b ecen reeel getal zijn. Bij ¢ > O ig den een I\T1 te
n . 2
vinden, zodat voor n > N1 gvld*} __13;&,'!_ < b+ -5- « Hicruit volgt
a4 r “n 1 - .1
1" £k N+ & _ N, +k
L (b + %) (volledige incuetic), dus <ia e
aN. +‘_t o ’ }aN‘i"’k\ * N1+1{

g « Het rechterlid van dcze betrekkingen nadert voor k-»oo tot
(b+a 1. “r is dus cecn N2 te vinden zodot voor k » 1\12 geldst

\_Fhff'”ii( P
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Fowm I = Hy + Ny; voor ny H zeldt dan MV &y 1<b +§, dus lim suﬁf{ggi e
Hierwit volgt ommiddellijk dat als van uCL recks de convergentic mct
d' Adcmbert ka n wordsen aan ufoond, ult ook %vt gavchy het pvgl ide
Weem nu dc real's 2 2‘n"(“1) W is) o1 cn dit
nodert tot g voor n— 00, dus volgens Cauchy convergoert &e reclis abso-
2-(n+1)“(-1)n+1 B 2__1+(__1)l'1 - (_1)1'1‘*‘1

luut. HMacr en di% is"% voor on-

2-n-{~1)n
even n en 2 voor cven n. lot 4f Alcmbert kan niet tot d. convergentie
von desze rocol's besloten wordcen,
(21.13) Als voor eun rij a, net alle ¢ ﬁ 0 gelat, dat ac rlgk n;1

convergeert, dan coanverge.rt ook do rij? anjen el met dczelide limict

als de rigl o+l
an
Opsave 55. Bewijs (21.13) (op genecl analoge wijze als (21.12)).

P d
(21.14) linjyn=1
Ty 2 ‘},‘)m . -
Dit volgt direct uit (21.13) tocgepast op &, = n.
e laten mu a.u voorbeclden zien, d.ot or con ergLnte en Giver enve

VY g ——me
reelisen bestoan vecrven lim sup&ﬁu )— 1. Len divergentcrechs van Gezc
[ea)
gooxrt is 2:1, czn abgoluut cunvery ontc is ) 15 , T1ant 15 =m%:—.w}_.
cn dit convergecrt naar 1 voor n — 00. n : n. Y

Uit theowrctisch oozpunt verdicunt het criterium van Couchy in alls
opzichicn de voorkeur boven dat van d'aAlembert went in Ge corsic placts
is hot stevler en in de twec..e plasts heeit ket ook ccn mOuiere vorm,
-ant bij Cauchy valt absdlube copver cntie cn divorscntic viteen 1in de
covallen linm sup < 1 en > 1, macy bij 4 aleabort kan pas bij lim inf > 1
tot diver_ocntie besloten worden (zie nogmanls het voorbeeld anp (21.12)
~alr Vvoor <ot absolute convergente recks toch geldt lim sup n+1 >1).

iet nut van het criterium van d'Alembert is, dat het in vele ;Qvgllen
makkelijker toc tc passcn is en ons daardoor in dec gevallen waarin het
werkyt vack in - taat stelt dc convergentie met minder mocite aan te to-
nene 40 szien —¢ met .'Alembert direct da% de reuks‘Z:_%T (waarin n!
cedefinicord wordt door Q! =1 cn (n+1)! = (n+t)n!) convergent is.

/¢ kunnen nu ool: reeksen vuan iuncties beschouwen 7 f (x) en hicrvoor
conver_entie cn wniforme cunvgryentie definiercn met be pulp van de rij
der partiele somcn Pn(x) = g; Lk(x). Iu volgt uwit (15.3) en (21.1)
dircet dat het voloende criterium voor uniforme convergentie _cldv:
{21.15) oon recks Z: fn(x) convergeert dan en slechits dan uniform als
bij iedere € > 0 cen H te vinden is zodat voor n > N, p natuurlijk
en alle x in d¢ definieticverzameling soldt b 1L(x)‘( € .

Het nejorantencriterium necwmt dc voljende aa\Auo aans
(21.16) (iI - criterium van Jeicrstrass): Als er ecn rij i, recle setal—
len cn cen N bestac. zodat voor n;y N vocr alle x in de dcfinitic ver-




zameling van fn(x) celdt {fn(x)f M, en > M, is convergent, dan con-
vergeert fn(x) uniform.
1 mM+p neb

£, (0| Zif (x)] égﬂmn.

4 :‘hn

sen belangrijk speciaal geval van reeksen van functies vormen de
20
machtreeksen S a x™. Voor x = O zijn deze altijd convergent met

Fre 1

som ag. Passen we op een machtreeks het criterium van Caug’g toe, dan
zien e d=t ab olu e chnvergentie optreedt als lim sup V 1unxnl..

= 1lim sup | % \/la ol € 1; en divergentie als 1lim sup ix| \_/an\ > 1. ils .
lim sup\/ a f een roeel ge‘ceﬂ. is (dus niet + cr), dan is makkelijk in te
zien, dat 11m sup x| \/ = |x{1lim sup\/ | &, &, k 4ils bovendien
lim sup \/tu ;;é 0, denidg d.u.: voorfx < 12 dc machtrecks abso-

lim sup \/la

divergent. Als lim sup \/\a | =

Bem g: Voor n > N is

1.
lim sup \/(anf
dan is voor alle x ook lim sup | X‘l/}u = 0, dus de machtreeks absoluwt
converient voor alle x. Als lim sup |/ ;a = + o, dan is makkelijk in

te zilen dat voor alle x A O ook 1lim sup { x| /an} @ , dus de macht-
reeks is alleen converzent voor x = O en divergent voor alle andere X

Als me mu R = 1 noenen en als we hierbi]j de afspraak maken

lim sup V Ia

dat als lim sup x/ra 1= 0, R = + oecn als linm sup laﬂ =+ ®, R =0 is,
dan Seldbs
(12.17) Gen machtreeks anxn ig abszoluut convergent voorixi< R en
divergent voor|x\> R, vwaarin 2 bepaald wordt door R = ! — .

. 1lim sup \M/taxﬁ
(I icn noemt deze R de convergentiestraal van d ¢ machtrecks).

Het gebied van absolute convergentie s dus het binnengebied van een
cirkel met straal R (met als grensgevaellon cen punt en het hele viak).
Eoe de reeks zich gedraagt voorix| = 2 valt in het algemeen niet _te
zegsen. s¢ merken verder nog op, dat we, wegens (21.13), als lim{ 2”&

1
gt i )
Enkcle voorbeelden van machtrecksen: :;_: x2, de meetkundige reeks,
2 =1, voor \x\ 1 is de recks divergent (de termen conve:geren nicth

lwet convergent, voor x| >

o'
()

staat, R ook kunncn bepalen wit R = .
1imi

—

]

“ 1 .
nazcr mulj. S % s 0 = — =3~ = 1, voor \1xl = 1 is de rccks
e lim 5
(n+1) LA
absoluut canve“vant, want Z-—i convergeert. _— o7 R =+ @,
n L
2 n!xn, R = O.

e Iunnen ook machtreeksen van de vorm _ a (}wb)n beschovwen. et
convergentiegebied wordt dan bepaald door een eirkel met stracal R ¢cn
met middelpunt be. (In het betoog vervange men x door x-b).
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Zen machtreeks Z'an(x«h)n bepaclt cen functie A(x) = ’:ﬁuzoan(x—b)n,
gedefinicerd voor 1x~bi< R. ¢ bewlijzen cerst de continuiteit en daasrna
dec differenticerbaarheid van deze functic. A
{21.18) Als R de convergentiestraal is van 2. an(x«b)n en r een reéel
getal waarvoor 0 L r < R, dan convergeert de machtrceks uniform voor
x-bl .7 : . ‘

Bewijs: Voor lx-bi< r geldt[a (x~b)? = la,\ lx-bi Lla) r De
rechs Zi‘%an}rn convegecrt omdat r < R. Volgens “feicrstrass (21.16)
convevgesrt }fan(x-b)n dus uniform voor ix-b} < re

aazrschuwing: de recks behoeit niet uvniform te convergercn voor
Jx-bi < R
Opzave 96. Toon asn dat 3 x% niet uniform convergeert voor x| < 1.
(21;)19) Als R de convergentiestraal is van Zan(x-b)n, dan is 4A(x) =
= ;;an(x-'b)n, sedefiniecrd voor jx-bl <R, cen continuc functic.

Bewijs: Vo bewijzen de conbinuiteit in een punt ¢ met jc-bl <R, Kies
een recel zetal r, zodat |{c-bl < r « R is en beschouw de functie eerst
agllecnvoor {x-b|¢ r. Daar de machireeks dan uniform convergent is en de
partidle sommen als polynomen conbinu zijn, is dus A(x) ook continu
in c. liaar dan is A(X) ook contimu in c¢ als i(x) voor alle x met Jx~b]<R
gedefinieerd is, Men kieze nels in de &£ - O - definitie de § in ieder
geval < r -|e-bl, dan geldt voor |x-c| < ¥ zeker }x-b\glx-cl + \e-bicr-
- je~b} + le=b}| = r. -

Om differentiecrbaarheid te bewijzen, willen we (20.1) toepassen.
Dec rij functies is dan fn(x).;;: ga ak(x—b)k. Deze convergeert zeker
voor x = 0. Mu is f'n(x) = 2 kak(x-b)k L. MZJ (k+1)ak+1(x_b)}‘*‘ Tu
zijn dit weer partiCle sommen van een machtreeks. Lagat de convergentie-
straal ven deze machtreeks Ry zijn, dan is a(x) = %’_o (k+1) gy, 4 (x~b)k
redefinieerd voor |x-b{ < Ry Laat Ry > O zijn. Kies een reeel getal
r met 0 <r < Ry, dan is voor ix-bl £ r de machtreeks die g(x) bepzalt
uniform convergent. e mogen dus (20.1) toepassewré en vinden dat voor

S e o o D S ] ..g:.
| % 2; < r geldt dat £ (x) convergent is, en = ;;Qak(x"b)k =

= ;\) (k+1)ak+1(x-b)k, dus dat de reeks termsgewijs gediffercnticerd
mag worden. Daar dit voor iedere r < R, geldt, is fn(X) convergent
voor lx-b}< Ry, dew.z. voor dc convergentiestraal R van = an(x-—b)n
zcldt R },R.‘ (dit geldt uiteraard ook voor Ry = 0). Verder kan men
op analoge wijze als in het bewijs van (21.19) inzien dat de- termsge-
mijze differcntieerbaarheid geldt voor alle x met {x-bf < Ry

e bewijzen nu nog da‘t; R = R4s Daar wc al weten da;t R > ’B.], is het
voldoende aon te tonen dat ' & Ry, d.vw.z. lin sup \7{5;\ Pt -
> 1lim sup \7(n+1; ian”t‘. Als lim sup \37;5;7: + o, valt er niets te
bowijzen. Stel dus lim sup VVia i= b (een relel getal 3 0). Bij &£250
is er dan een N; te vinden, zodat voor n > Ny geldt Wi’:;! <b + §-




: : = , S 5
Voor n )>1\I1 gclat dqn &/kn+1) \a = .
+1

e A a+1l ) n < Vot (ot -) "H | Dit laatste nodert tot b+ %

voOT NP ® , immers dat1£i§ \/h+1 1 bewia '+ mcn anhloo§ alsg (21, 14)-,”"
ir ig dus een N, zodetl voor ﬁd>'N2 Zeldt Vnri(b + —) 'tr2< b+ £ . Voor
;>m x(k ,N ) geldt dus \g(n+1))a i <b+ £+ Doarmoc is lim suph/(nﬁ?){

n+11

n+1
{ b bvvuzen en de volgende stelling verkrogen:
(21 20) Als R do COHVC*bGﬁtleouraul is van _de machtresks ;f°a (x—-h)n |
den is voor |x-bl < R de functie A(x) = ;;; n(x-b)n een dlf;erontlccr~

bare functic, waarvan de afgeleide de fwactie ZZ'(n+1) +1(.‘,.«-’o)
behorende bij de machtreeks, die uit de OOrspronkellgke muchbreeks
ontgtaat door wermsgewijze dlfldﬁntl““en. De la.tste machitrecks heeft
ool convergentiestraal R. )

Het spreekt vangelf, dut men op de afgelelde weer dczelide stel-
ling kan toepassen en aldus verkrijgen, dat dc door cen machirecks
voorgesielde functie w1llokeu;1b vask dlfferuntaeoroaﬂ“ ig binnen z13n
convergenticoirkel met als nS afgeleide A n)(A) Lh%ﬂl, 8 4n x—b) .
AMs we afspreken, det dc nuldc aigeleide van cen fuﬂCle »clijk is aan
de functie zcelf, don geldt deze formule ook voor n = O, \

e merken nog op dat —e ons eigenlijk het bewijs va. (21.19) hadden
kunnen besparcn, omdat (21. 19) dircet uit (21.20) volgt.

Q”QZ Bercken Z: n(n+1)(n+2) {(gnaloog mct de rceks 2:5(3377 ).

» =/

nt)2
Opgave 98. Bepaal de convergentiestralen van 2: == ,‘Ej %55}7 <%

Opgave 99. Bewijs dat ecen reeks met reele ter rmen 2 O dan cn slechts
dan convergent is als de rij der particle sommen begrensd is en dat als
Lij nict convergent is, hij eigenlijk divergent ise.

§22 Reckscn ven Taylor,

~¢ willen probercn ccen funciie £(x) als cen nachtreoLs Ifqn(x—b)n
te schrijven. e weten al, dat als dat kun, dus f(x) = ‘E; n(x—b)n
er 'eld“c (n)(x) = ;’ 'é.i_rz}.'_ S (x-)%, Gus () () TRia , -dus

k! n
£(x) .~.{Z -2~§~‘91— (x-b)%, ’

Als het Gus mogelijk zal blijken ecn bepealde functie als cen macht—-
recks e schrijven, dan zal het in Gic gedacnte moeten zijne.

(22.1) Stel £(x) gedefinicerd or c.on convexe verzameling, in de omge-
ving van ecn puntb (n-1) maal dlLlC 1ccrbuar en in b n maal diffe-
renticerbaar. Dan geldt L(k) §: —~wTL~l~(V-b)y + (x~ b)n‘g (x3b).

- Bewijs: Te passen volledige 1nduc»1@ naar n toe. Voor n = 1 komt
er dc goewone differcntiecrbacrheidsvoorwacrde (17.1). Stel de betrek—
king bewezcn voor n, dan geldt flat de afzeleide van f£(x) -
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Cmer (k) o (k) an

- __,_5 _f_T;_I_Qg)___ Ex—-bgk elijk is aan £'(x) - ; 1-’__&_'139), k{(x-Db) =
Kre DA | | ) = . . i
9 (x) - g:oi'—-—-iﬂ-ﬂal (x~ b) ot volgens inductieveronderstelling toe-

gepegt op i"Ex) iz dat ;g,llﬂk acn (x-b)n £ (x 2 b), Nu is cchicr

£(x) - fr”*rr'(’“)(x b)~ n
volgens (17.18) Xl L3 \4, sup —-b\ ‘5 ( \’ - b)t
x-D §tusson
b Cn-wic/ h(};) b X
< Ix-‘b) sup ‘é'_ ( § - u)\ dus f(x) = - Z £ (b) (x-b)* +
£tussen s k!

b sn x

+ (x-0)1 £ (x > 1) e . |

—¢ nocimen nu f(x) - Z —-——-Lu(}w-b)k = Rn(x) de n% restterm van £(x)
in b. EBoud nu x vast enKvwond ratel dat £( w"‘) gedcefiniecrd ca n maal
diffe enbicerbanr is in allo punwn tusscn b en X, Dan is de functie
metuals variabele: f(x) - 3" z e T u)(y u)‘c diffcroenticerbacr voor u

tugsen 2 en X ¢n de a:{.‘{;blolde is
n -

(k+1) (k) + ~(n) i
T (u} I su! . -1 _ _ £ (u% vy -1
&, k! s k(zvu) = n-1 { x-u) 2t

Pas hicrop (17. 18) toc dan komt erl-\ (x)! H%—,- sup |x ~&| n—?(f(n)(‘f}i
s foazon

Dit hect de regtschatting van Coucky. Deze is nog in e.n iets andere
gedaante te brongen door te schrijven § =% + (1-§)b = b+ 9’(3&-’0)
mat 0 £ 9< 1, don ds = - § = (1~ ;'7}(}{—-'{3), duS)Rn(X)\ < bicd X

n-1
. 3}1}) (1~ 2})n”? lf(n)(b+ }7(2{"’0))} .

£ " . . . .
Voor recle functics kan men door in placts van (17.18) de middelwaardo-
stelling vaon dc differentiaalrckening toe tc passcen icts mecr krijgen,

n.l: R (x) = %?1”1%1' (1- 2 )yn-1 :t‘(n)(b+ Y(x-b)) met 0 < & < 1, Hiervoor
hoeft f( &inde punten b en x slcechts (n-1) macl diffcrcntiecrbaar tc
zijn, mits de (n-1)° afgeleiden deoar continu zijn.

(22.2) (Regtschattingsgtelling van Cauchy ): Als cen functic £(Z)
gedefinieerd is "Ln allc puntcn gelegen tussen twee ge_oven punten

b en x en, n m’ml digfercnticerbaar is cn (x) wordt gedofinieccrd door
f(x) = ?; -L-)-(x b)k-l-R (x), den geldt
=&

EY Y %—’4‘-_—%7 523@?{} —g) 2T e gy
b en x

-

A

en [” ){ ¢ sup (1-)7" 1lf(*‘)(b+ G(x=p)) .

(n~‘1) o< I

s #(5) con re¥le functie is, gedafinicoerd op [b,x] en (n-1) maal con-—
tipu differ.nticerbarr on op (b,x) n meal diffcrentiecerbaar cn R_(x)
mordt gedefinicerd als boven, dan is er ccm redle 2 met 0 < < q
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zodat R (x)._%-;%r (1~ S)n’ f(n>(b+.9(xrb)).
n- .

- Om ezn andere restschabting te krijgen passen we (17.22) toe me%t
teller f(x)~;i;§E%%l(x—u)ken noemer {x-u)?, weer met u als veranderlijke.
Voor u tussen en.x ig ait inderdaad cen eeneenduidige functie die
tusscupunten in tussenpunten overvoert: stel u = Av + (1~ A)x, dan is
x-u = A (x-b) en (x-w)® = AXx-1)2 = A%(z-1)" + (4- A™o; als v =

b+ (1~ p)x en (=) = (x~-v)®, dan is AR x-p)" =/“n(x-b)n, dus

/ n an (voor x = b valt er niets +te bewijzen; we mogen dus X ﬁ b
veronderstellen) en W..fL, dus u = v. Da afgeleide van (x—u)n i
—n(x-0)™71 en ait is £ O voor u # X. Te moeten zorgen dat u £ x; daar—
toe nemen we een hulppunt y gelegen tussen b en x en passen nu op het

lijnstuk tussen b en y (17.22) toe:

n{
fx) - ——wTQXl (x—y)krR (Y}

£ £y (- £yn-T

sSup =
(z-y) - (x=b)® uf??& (n-1)!'n (x- é)n—.dl
oo JeW( 6 < L oswp [£00 &,
§tussen tussen
beny b en x

De breuk in het linkerlid is ecn continue fuactic van y. Door y Lot
X te laten naderen vindt men

lR (x)‘.w.l§:EL— - sup {f(n)( § )/
n: §tussen

: b en x n .
Een anderc vorm hiervan is(R (x)‘ X-bj .., S%P }f(n)(b+§%(x~b))f
Dit heetf de rustschattlng van Lagrange. Voor eeé reele funetie £{x)

| p+i (k) (z=w)R (x)
beschouwen we £(x) - 57' Q,ETLEL (x—u)k - nn « Deze is nul
£-0 ' (x~b)

voor u = b en voor u = X. Verder is de functie differentieerbaar met

(n), v . . ax=w® TR (x)
afgeleide - ﬁfﬁz%%% (=) 21 & =Y n . Volgens dc stelling
_ -

van Rollc is deze afgeleids nul voor een E tussen b en x en wel

é =b + -9\(}(7‘0) met 0 < 19‘*(1 dit geeft R (x) L———-)- f(n)(‘m- 9*(::--1)))

(22.3) (Restschattingsstelling van Lagrange): ils cen funcclo (&) ge-
definieerd is in alle punten gelegen tussen twee gegeven punten b en x

cn n maal differcntieerbaar is en Rn(x) wordt gedefinieerd als in (22.2)»
dan geldt

Iz, <x>] < L—?ffé sup lf‘n><€ )|

tussen
sbhoen x
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en ’u (V)! ~§:h-~ . s’ {f(n)(b+49(Xrb))l-
n! oLyt

Als f<€) een recle functie is, gedefinieerd op [b,g} en (n-1) maal
continu diffaerntiecsrbaar en op(b,x) n masl diffecnticcrbaar en Rn(x)
wordt gedefiniccrd als boven, dan is or ecn recle S‘met 0 << {9‘<Z1

zodat n . :
R (x) = 07 () (py A n))s

aen recks z:ﬁigiééﬁl {(x-b)" heet een recks van Taylor; als b = 0
ook receks van liac Laﬁrin. '

Als f(x) willekcurig vaak differcntieerbaar is, is Rn(x) cdefini-
ccrd voor alle n. Als nu voor ecn Waarde van x geldt 1im T (x) = 0,dan

hecft dat voor die x tot gevolg f(x)= 41_ ——w—iwl(x-b)k dus f(x) is

k:b
door een machtreeks voorgesteld. Om 11m R (x) 0 te bewljzen kunnen

de bovenstaande restschattingen soms éOCdu dicnsten bewijzen.

Necm als voorbeeld £(x) = e®, dan is ook f(L)(k) = o® en de recks
Sot k
van iiac Laurin geeit e = 2;,%} + Rn(x) en volgens Lagrai..,e is Rn(x)=

_\,_n f%\:{ ' 1{5 z

ﬁT e « Mu is voor vaste x in icder goeval e x begrensd en verder

ja}

“r

lim 2y = 0, dus le R (x) = 0, dus
nroo 1 2 3 4

X *c XX, X X ‘
(2204—) < = 5’ 1 + 1 + 2 + '3“ + ) Taee
Speciaal is :
o = A 1.1,
e = oro=1+ 1+ 5+ gt oop fees s

f=D
~aarschwing. Opdat ccn functie door zijn reeks van Taylor voorge-

steld wordt, is het nict voldocnde, dat deze recks convergeert; we
gullen daar binnenkort cen tegenvoorbield van behandelen. ALg we echior
Hiron, R} > )

/gZunnén amntonen, dan bewijzen we daarmce tegelijkortijd, dat de secks
convergeert ¢n dat hij dc functic voorstclt.

Opgave 100. Bepaal de reeksen van HMachLaurin van sin x en cof x en be-
wijs dat deze de functies voorsicellan.

Opgeve 101. Bepacl de recks van Mac Laurin van
denvan x stelt deze ds functie Woor?

11, . Voor welke waar-

§23. Do stellingen van l°Hospital.
(23 1) Als £(x) en g(x) differcnticerbasr zijn in a en (a) = gla) =

]
g‘(a) £ 0, dan is lln Hx) _ £ (a) (Dit botekent lim L -% bestaat
£ & glx) ~ &' (a% XS BLX
cn = 2 v Analooo 1n het vervolg).
Bewijs: Neem cen rij x £ a mct 11m X = a, dan is f'(a) =
Y ) é(ln) Seo 1 ' (a R
= 1lim ®)=lim » Omdat g'(a) £ 0, is g'(a) ~

3 I e
RS0 X ag naee X8



o a7
:E(x ) :
m f(x )

= 11 —-{-——7 13 -—-(-—--)-
h—?IgL’g n +

e 1in 555 - 548
us g g

(23.2) Als f(x) en g(&) gcdefinicerd zijn o-j een convexe verzameling
dic a bevat en (n—-1) maal diffcrenticerbasr en in a bovendien n maal

diffevcnticerbaar, f(k)(a) '(k)(a) = 0 voor 0 £k €n~-1 en g(n)(a);é 0,‘

dan is lim £(x) f(n)(a) .
x5a 8Lx) ~ (n)(a)

i

Bewijs: Uit (22.1) volat f(x) = -————3—(—‘3)- (x~a)® + (x-a)" &4 (x --soa)

‘ ,(n) «
cn g(x) = 9-31—(-"-‘) (x~a)® + (x-a)® 62(X--} a), dus é ;; =

B f(n)(a) +n! £, (x—a) £(n) o
= §) en dit nadert tot —Tmi—-l VOOr X — 2.
g7’ (a) + n! £ (x—>a) g’ (a)
Voorbeeld: £(x) = x2, g(x) = -1 + x + o %, dus £(0) = a(0) =
Hu is £'(x) = 2%, g'(x) = 1-g % , dus £'(0) = g'(0) »Oz Tenslotte is
f(x) =2, g"(x) = e =X, dus g"(0) =1 £ 0, dus lim = 2.

X30 -4 + x + e~
(23.3) als f(x) en g(x) redle differ.ntieerbare functies zijn gedefi-
niecrd op ecn interval met uitzondering van ecn pvm; A, llm .L(X)

= 1im g{x) = 0 cen lim %—;—%3% bestaat, dan is lim = lim f«;%—:;- .
Xy xe_gﬂt(: ,\X ag XPa S
Bewijs: Noem lim =5 i" =K en F(x) = f(x) - Kg(x), dan is P'(x) =
b W]

o0 s ) - K -5 B - B - r e s B e

: x>a b
Tegens het bestaan van deze limiet is er cen omgevihg van a waar
g'(x) #£ 0; voor dc punten x > a, is in die omgeving g(x) dan ecn
eeneenduidige functie, die dus streng monotoon is. In die omgevihg mo-
gen we voor twee pumten x en y (y < x) beide >a (17.22) toepassen:

'n(x -~ ) P é Pt .1:
lm%"‘%i}.w 2l Sup z éf < sup —-——E»——g-ﬁ . Laa‘t nu y tot a naderen,

Etuss.:bn stusse
‘v en X ¢ {L}"

" el
dan kombt er !—E—X-H gug;%en‘%i' Hetzelfde kunnen we b‘ew:szcn voor

x <a. Bij ¢ > 0 is éF een 01 >0 zoda‘b voor |x-a} < u,{ geldt E—_E—%l
X
<§. Ties nu S:S' (5\1 en verder zo klein dat voor |x-al <3gelat g'(x) £ O.

Dan is voor }x—-al(cl\ pok’%{%ﬁ-}}g% < & , dus lim E—%—;— 0, dus

(x Xo-a
lim = = K. ,
X2a &\X (1 ) — _
Voorbeeld: f(x) = o~ sin (log x -1, a(x) = \x gpdeflm»erd voor

x > 0, ilf% £(x) = &Lné) g(x) =0, f'(x) = & 8in (Log x) { sin (1og x) +
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+ cos (log x)} , g'(x) = -T%E , 1&0 él%z% V= x sin (log x)

= 1im 2 ¥{x €
oX é%% (log x)_ 1
{51n (log x) + cos(log v) = 0, dus 1lim - = Q.
x40 VX

Er is een sterke analogie tussen (22.1) en (23.3);.in de veronderstel-
lingen zit echter ecn essenticel verschil: in (23¢1) wordt differcntieer:
baarheid in a verondersteld, maar nict dearbuiten, in (23.3) wordt
- juist differcnticerbaarheid buiten a verondersiteld, en niet in a.

(23.4) Als £(x) en g(x) re¥le differenticerbare functies zijn gedefi-
nieerd op een interval met uitzondering van een punt a, n mecl diffe-
rentieerbaar, lim f(k)(x) 11m g(k)(x) =0 vccr 0L k=< n-1en

(n) A=24 n
1lim §r~7£~l~ bestaat, dan is llm —%E% QTETLEL
X>a g B (x) X>a BLX x&ag (x)

Bewijs: e passcn volledige inductie naar n toe. Voor n = 1 krijgen
we (23.,3). Laat de stelling voor n bewezen zijn, dan mo:sten we haar
voor n+1 bewijzen. Te kunnen dan (23.3) toepassen cp f(n)(x) en g(n)(x

f(n)(x f(n+1)(x
en vinden dat 1im ~r—7——l bestaat en = lim —(~;TT——1 « Volgens induc-
x>a g B (x) "‘”" g 1 (x)

tieveronderstelling bestaat dan ook 11m - enalim —T—T- , dus

(1) PEYNES Xs2a g Mt (x)
(%) _ gln+ (x)
}}j}; g - %(j-} g( n+1 5(.{)

"¢ kunnen nog opmcrken, dat uit de gegevens van (23.4) enr uit (19.6)
dircet volgt, dat, als we f£(a) = g(a) = 0 stellen, £(x) en g(x) in a
(n-2) maal differcntieerbaar zijn.

De tot nu toe in deze paragraaf behandelde stellingen waren van het
type % ; ze gingen over de grenswaarde waartoe een quotiBnt van twec
functies nadert, als beide in het kritieke punt nvl worden. Nu geven
we nog een stelling van het typecoC

(23.5) Als £(x) en g(x) regle dlfferentieerbare functies zijn gedefi-

nieerd op een 1?terval met uvitzondering van een punt a, lim lg(x)[ =
X f X fi(x xX-2a
+ en lim _~%~T bestaat, dan 1s 1im = 11 .
® o X3a. B (X X>a 8LX XSe B (X

Bewiis: Te beginnen het bewijs gcheel analoog als dat van (23.3) en .
4
vinden dat binnen ecn zekere omgev1ng van a (voor [x—al < é>1) en voor

1"\ 5
x >yDaof xLy<a geldtfg(;c F £.8up |~ '(“ en daaruit weer
\tuss
“a en x

}g%%}“§‘§§§%1'( & « 7¢ houden mu x vast én laten y vari€ren, dan geldt
(x) = F(y) E(TJ:;F(X) -2
Mx) - Ply) _ y) . sy s . ..
glx) = ely) - glxy _ 3 en dit is begrensd, macr dan is in een om-
g(y) }

geving van a ook S begrensd omdat lim[g(y)( = + . Maar

g y 0‘1‘9("_

F(x) = ™My) _ Féxg F(x) T (3 o x) '
glx) - &ly) gly g(x) - g(y) *%§% * ZE - ely) ! dus dit nadert
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tot aul als y ~a. Dr is dus een 52 > 0 zodat voor | y-al < O 5 geldt

-‘ié»—%w»:.-&% %’(% . Voor j y~a]v< min ( 5-1 'Sz) geldt dus }7,%‘%}(5-

7 Nl
dus lim %—83 = 0, dus lim f(i = lim = ;{ .
K20 © . LEAR 2 ra © >4
Ook leze stelling zouden we uvnnen witbreiden door er hogere afge-
leiden in te betrekken; we gaan daar niet nader op in. Verder merken
we 1oy op, dat de veronderstelling 7%1\1% \f(x)\ =+ , diec we in (23.5)
zmouden vervachben, blijtbaar overbodiy is.

Aty

Te proberen 1&“ x.log x te bepalen., "¢ zouden het unnen proberen

door f(x) = x en g;(x) TSJ"BZ te sgtellen (dat geslt lLiet zeval O Y.
© L8 §
Maar dan is f'(x) =1 en g'(x) = - 1-2- s dus -*7-8% = - X log Xy
X log“x &
dus dit helpt niets (ook niet met hogere afgeleiden). Beter gaat het
als e f(*{) = log x en g(x) = ;-;f stellen (dus het geval *o-c-;), dan ig
P:Y (1 - X
f‘(x) ~-cng(x) 12, dus = 25 = X, dus:
(23.6) l\:{.% x log x = O.
Vervanzt men hler:x.n x door %, dan is voor y-2 + o weer xV¥ 0 en
X log X = ;, 1og 1 = —-ﬁl bus 1}3):1%9-;;-- = Q. Vervangt men hierin x
K> +4 x
door v (% » 0), den i8 VOOr y >+ ® 00k x—> + men &EX Los X,
= X M ., e vinden dus: y
(23 7) l:un _l_t_b_g#g O voor X > Q. 1
A
"’ebcns lim x * = 0 volgt hieruit lim 1oz X = 0. Vcrvanr»’t mexn
X O 1 NI X O
hierin A door ey en 0( door o dan is voor y —-+ owcék x>+ 00 cnn ‘g“"h——‘('a
L_.Q:'a._.@_.). X-S; « Dus we vinden:
x%xi |
(23.8) lim =~ = Q.
K+ L ex

De beperking tot X > 0O.is hier niet nodig, want voor AL O is het
evident. De stellingen (23.7) en (23.8) zijn zeer belangrijk. Ze zijn
als volgt onder woorden te brengen: Voor onbegrensd stijgende positie-
ve ¥ “wint" e* het op de duwr van iedere nog zo grote macht van x en

| Uyverlieet" log x het op den duur van iedere nog zo kleine positieve
nacht ven X. ’

Te kunnen het onderzoek van lim fix z (en - o evenzo) terubbrenuen

tot x -7 0 door x door % te ve-*\%;;fge; en ,% voor y ¥ O tc behande-

g
len met 1'Hospital. Daar echter 8%{' f( ) ' (;y:) en ""' °‘( )
| y°

ey (%
3 k| ” X ¢
- 5—-—%—— is hun guotient eenvoudig £ (1) « TTe hoeven de overgang naar
y » .-‘ -
' (x

y dus helemaal niet te maken en kunnen eenvoudig lim nemen. 240
. X=roogt (x)
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vinden we b.v. reahtstreeks lim ;9h- met = E"'Q VOoOor X =+ 0.

K- G 1
prave 102. Beschouw de functie f(x) gedefinicerd door £(x) = e _2 voor

e Lo

regle x A 04en £(0) = 0. Bewiis dat voor x #£ 0 geldt f(n)(x) =

P (x)e 2
= i 38 , waarin P _(x) een polynoom voorstelt. Bewijs dat £(x)

b

ook in. 0 willekeurig vaak differentieerbaar is en daat f(“)(o) = 0 voor
allc n, Bewijs dat de recks van Mac Leurin van £(x) voor alle x conver-
gent is, maar gllecn voor x = O de functie voorsteldt.,

. VEE2E- Yaix Sexex !
Opgave 103, Bercken linm = (a recel> 0) en lim £¥item— o

Opsave 104, Los opgave 93 nogmaals op, ditmaal met Jebruikmaking van
1'Hospital.

§ 24 . Hoxima en minima.

(24.1) idls £(x) een reéle Tunctie ig, gedefinieerd op een interval,
(2n-1) maal differcnticerbaar, en ir o 2n maal diffcrcnticerbaar, f(k)(a)
= 0 voor /< k ¢ 2n-1 en f(zn)(q) # 0, don heeft £(x) in a eon relatief .
minimom (reep. relatief maximum), ais £ 2nl(gy > 0 (respe..* (2n)(a) < 0).

Sewiise Volgens (22.1) is £(x) - f(a) i(zn)’ a) F=2 - +

2n) !
W2
+ (x-a)®" L(x = a) = (x-2)2R { zﬁ(;%%%l

kleine omgeving van a, dat ft (- a)f<f

i

+
8

gx ~>a)' , Kies een zo
a

c en), s

il ”T@'ﬁg'!L dan heeft daar
5~T§E§T)+ ¢(x—a) hetzelfde token als f(en)(a) langezien bovendicn

{x=-a) n;>o voor x 4 a, hceft daar £(x)=f(a) voor = £ a ook h.tuclide tow
Lon uls 7028 (a), wecaruit de bewering van de stelling direct volg

(24.2) als £(x) cen rcdle funectie is, gedefiniecrd op een interval, 2n
naz2l differcntiecrbaar, c¢n in a (2n+1) maal difforcntiecrbaar, f (k)(a)a
= 0 voor 1{ k { 2n ¢n f(2n+1)(a) £ 0, dan is £(x) in a

stijzend (resp. dalend), als ans) ys g %r%n s\entligy ¢ 0).
oy an+i ‘
Bewijss u reldt £(x)-f(a) = (w-a)® 1+1§HCT”“1“ﬁ“) + = (x >a)k .

t..&}'*”’ z
Hicrmee rcdencreon we op anclose wijse verder als in (24.1), alloen is

v} B

nu (x«a)2n+1 >0 voor x> a vn L0 voor x < a.

Opzave, 105. Ga het gedrag in het punt 1 na van de {vncties x3~3x+3 on
<t 6xr e,

§ 25, Du cxponentiélc, soniometrische on logorithnigche funciics.
T nebben o* gedelfinieerd voor recle x cun bewczcon dat daarvoor geldt

= ET =~ , Dezc reeks convergecert cchier wvoor allc complexe xX. 7o de=
e o:.l!

s ¢ §
Tinitfrcn mu o® voor complexe x door e* = S iﬁ-. In d¢ functictheorie
¥ D

wordt bowezen, dat dit de enige voor complexc x gedacfinieerde funetic
is, die differentiecrBaar is, en voor recele x met e* overeeastemt. Te
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gchrijven nu een complcxo vprunderlmgko mot dc letter z en noemecn: a%z =X,
7& y, dvs z = X + 1y. ‘ ‘
Om dc afgeleide van e tv bepalen gogun Ve, denreeks te Wmsgewijs diffg;
| rontleren, we vindcn dan E:(n+1) Th+f7“ ZZ o1 » dus:

(25.1) a—z-— = o2,

De afgeleide van %% ig nul, dus dcze functie is conatant; door
z=0.%e substitueren vinden we dat deze constante = 1 is, dus:

2

(2502) eze"u = 10

3

wl

- . 0] Z - 1
Rieruit volgt dat ¢® £ O voor alle z cn ¢ 2 - o
; X P _
(25.3) Als ©(z) gedefinicerd ig op ccn convexe verzomeling, differen—
) ticerbaar is, en £'(z) = £(z), dan is f(z) = ce”, .

Cprave 106 Bewijs (25.3) (Beschouw de functie e 2£(z)),
e kunncn dit toepassen op de functie gZ¥e

s want hicrvan is de afge-

leide ¢T3, Door =z = 0 te subsititueren vinden we dai de constante e is,
dus s B+ Z4 %Za
(25.4) & | 2 =¢ le 2, - K %
Als E, de "'!soe Cvof:ii comp: lexc van z is, is e” = ;0 }%T = lim %)EZ;T =
= ;;m P }IZET: =__ %; f‘{rk .Q:L't geclt ez‘l- \/(;zg‘z' = \/eze'z = Ve <
\e=?iz Ve2X - ¢®, omdat e* > 0 voor alle reéle x. Dus:

Hieruit volgt dat als z zuiver imaginair is: z = iy, leiyl= eo = 1.
Megemeen is e? = XTIV o oXel¥ o |e%] 17, |
BeschouWen we e” als een afbeelding van het complexe viak in hot
complexe vlak, dan worden lijnen evenwijdig met de Y—-as (x is constant)
blijkb@ar zfgebeeld op stralen door de ocorsprong U, gaande door het
punt ety op dc ecnheidscirkel (de cirkel met strasl 1 en middelpunt in
0) en lijnen evenwijdig met de X-as (y is constant) in cirkels met mid-
delpunt in O en stralen e*. De afbe clding zal dus geheel bepaald zijn,
als we vastgesteld hebben hoe door le de recle y in de eenheidsgcirkel
vrorden afgebeeld. Dit gamn we nu onderzoeken. Er docn zich daarblj twee
vragen voor:
19 Is dc afbeelding eencenduidig? Het antwoord luidt: neen. .
29 15 de afbeelding ccnlafbeelding op de ¢crhoidseirkel? Het antweerd: je
me voeren nu twee hulpfunctics in , die we sin z en cos z hoemen.
In het voorafgaande dcel van deze cursus hebben we deze functies al be-
schouwd, ontleend aan de meetkunde. Van deze beschouwingen zullen we
in het vervolg geen gebruik meer maken. Voor het afleiden ven eigen-
schappen van deze functies mogen we nu geen heroep mesr doen ¢p aan de
meetkunde ontleende kennig ombtrent deze funeties. e definigven:

- 1, iz iz .
cos z = %—(eiz + ¢ 12) en sin z = 53(61 - %%y, Hieruit volgen nu ge-

makkelijk de volgende eigernsachappen:
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(25:6) sin‘z + cosz = 1. _
(25.7) sin (zj+z2) = sin z, cos z, *+ cos z, 8in 2,

13

. cos (z1+z2) cos z, COS Z, - sin z,.sin z,.
(25:8) sin (~z) = ~ sin z, cos (-

Z) = COS Ze ,
. . .1
(2549) sin zy + sin 2z, = 2 sin 3 gz1 + z,) cos 51(z1—22),
cos zy + COS Z, = 2 COS 51(z1+22) qo? 51(21—z2),
COS Zy - €08 Z, = - 2 sin 3 (z1+22) sin 3 (z1wz2).
d sin z _ w . G .c08 7 _ _ s
(25.10) .- = CO5 %, o =~ sin z.

{(25.11) el? _ cos z + i sin z (formule van Buler).
Opsave 107, Bewiis (25.6) tot en met (25.11).
Als z re€el is, zijn sin z en cos z ook reeel, omdat dan eiz en

e“iz soegevoegd complex zijn en cos ¥y ='3§ely, siny = Z7eiy. Voor
iz

reele z geeft de formule van Iuler juist de splitsing van e in reeel
en imaginair deel. o0
n 22 .nn .
Verder geldt voor willekeurige z, elz = gz(lZX -Ez L Z en e"t% 4
N n.n_n . 2n n o . .
(-1)74 iz, -iz <r‘1 % iz _~iz
= dus e~ “+e 2 ¢-—-r~fy— sne —-e e
2;p~i2n§122n+% E% (- 1)n Ln+f en) ! ;?o enj!
= 2 z — = 21 ] en hlerult volgt dircet:
(2n+1).§i (.1§¥on(2n+1) 22 Z
) = -2 L -
(25 1 ) CO08 & ""('%—Tr" 2 + 24 % +IO.’
o ( 1)?{.1 2n+1 2.3 Z Z

sin z =M"o (2ot ) =g = z' 150 ~ 5040 teoe o
Hoem de verzameling der regle getallen y, waarvoor eiy = 1 geldt,

L .Danis 0¢ L. Als y& L, dan ook ny € L voor gehele n. Dit bewijst
men vVoor natuurlijke n met volledige inductie en voor negatieve n = - m
THY o —%ﬁ§ + Verder is T gemsloten in de reele getal-
len.. St N ° : - . iy | 1im iyn
:11mw§ﬁy=§%.n'l' een vij y & L met 1im Vo =Y dan is e = Q R =

dus y € L. Verder kan 0 geen verdichtingspunt van I zijan. Stel n.l, een

rij y € L met y, A O voor alle n en lim y, = 0, da is 0 =
ely -1 (d ‘)

Yn dy ‘y=0 ~
Als er dus een vy £0in T is, dan is er ook een positieve vy ¢ T (met
v is ook -y € L), en de onderste grens van de verzameling der positieve
y € L kan niet nul zijn (omdat nul .geer verdichtingspunt van I is), dus
is een positief getal, dat een minimum is (om@at I gesloten is). Als
er dus een y £ 0 in L is, is er ook een kleinste posgitief getal in b,

e gullen nu bewijzen, dat er inderdaad een y # O in L bestaat. Daar-—
toe begchouwen we cos X voor reele x. Dit is een re€le continue functie.
NMu nemen we in de reeks die cog x bepaalt telkens twee opeenvolgende
termen bij elkaar (dlt is geoorloofd wegens (21.5)) en vinden cos x =

_ -1 l’lx _ (_.1)211“1 An-2 ( 1)21’1 4—!1}“ .
=1 "':4;, '“("}T“"zn =1 *g{ a2yt )T =

met behulp van e

= 1lim (iely)vzozi, hetgeen reun tegenspraak geeft.
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- 1’_.00 -2 {(4n~41)4n-x2‘} ‘ Als nu 0 {x <73, dan bestaat, wegens
= E IyT . A i ,

M=) 4-n ) o
(4n=-1)4n 212 voor alle natuurlijke n, de laatste reeks geheel uit po-

gitieve termen, waaruit volgt dc:b de som groter is dzn een partlele

. 2 B
-sem. Daaruit volgt: cos x {1~ -1—-4 12-x }.. 1- & 24_ « Vullen we hier-
in voor x de waarde.1,6 im, dan vinden we cosS (1,6) & =0,00693¢., < o,
Verder is cos.0 = 1. Ir is dus een positief reeel getal x gelegen tus-
sen 0 en 1,6 waarvoor cos x = O. .
Opgave 108. Bewijs, dat de kleinste positieve x, waarvoor cos x.= 0,
tussen 1,4 en 1,6 ligt. (Neem.in de reeks op een ‘andere wlgze twee op—
eenvolgende ‘bermen bij elkaar).

Voor de x, waarvoor cos x = 0, geldt e™* + ¢ ** = 0, dus e?1% - -1,
dus e4l§.{ =1, dus 4x € L. Daarmee is het bestaan van een y £ 0 in L
bewezen,

e noemen nu de helft van de kleinste y waarvoor y € L is jT , dan
ls e2 = 1. Stel nu els’ = 1 en bepaal h:t gehele getal n zodat n <
5% <n+1, dan is 27T ng y < 27 (n+1;,' dus 0 € y=2 7 n < 277 . Verder
is 1=eV = G127 B 1<J"2 ™ n) V=27 1) naat 2 7 d¢ Kleinste
positieve x is waarvoor e = 1? is dus y = 27 n. L begtaat dus uit

v e
alle gehele veelvouden van 277 . Als nu voor willekeurige complexe
Z Z 22
geldt e | =e 2, dandime © | =1, dus z,~%, = 277 ni, dus

2. c
. . Z+ i Z_2 i -
Zo = 24 + 27T in. Omgekeerd is steeds e” 21l = e - 71 = e%, Deze

laatste eigenschap drukken we uit door te zeggen dat e? de periode
2 ¥ i heeft. (In het algemeen heeft £(z) de periods (yals geldt
f(zHa) = £(2)).
We vragen ons nu af voor welke complexe waarden van z geldt sin z=0.
Als sin z=0, is el? - o™1% s e 212 _ 1,21z = 2773in, % = ny » Omgekeerd

. s -inr :
is sin n7 = -235.' (elnﬁ-e 11‘177') = -e'—-é-i—'— (821n77 -%) = 0. Dus:

(25¢13) sin z = O dan en slechts dan als z = ny {un geheel).

Z'l en z

iz -ig

We doen nu hetzelfde voor cos z. Als cos z = 0, is e = - ’
e?iz _ -1, e*1Z - 4,41z = 2n 77 i, z = ;nTr , maar als n even is, n = 2m,
z=mn7 , e®% = P07 4 maar dit moet -1 zijn, dus n even is wit-
gesloten, Er blijft over n oneven, = 2m+l, z = AT v mT . Omgekeerd
1 1 61 T4+ m 7 )1 -—(%—T‘T-!--m?«")i

1scos( 7{+m7’) 2(e + e ) =

_ —%771'-m77'1 ] _ -%Wi-m?Ti . -
_ & - ‘(eﬂ’1+277m1+1)=e (e77‘1+1),

. 2

Als a = bz, dan is 0 = 8° - b° = (a-b)(atb), dus a = b of a = - Db.
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Tu is (e 77'1)2 A 12, maar € G is vitgedloten, omdat
| 277 het kleinste positieve getal y is, waarvoor e v 1, dus e i
= ~.1, dus cos (:12—7T+m7T)=O. ‘ .
(25.14) cos z.= 0 dan en slcchts dan als z = 32-/'7‘-1- n 77 ( n geheel),

77e beschouwen de functics sin x ¢n cos X voor reé€le x nog wat nader.
Uit (25.6) volgt dat als sin x = 0, dan cos X =+ 1 ¢n als cos x = O,
dan sin x = + 1. Mu is sin 0 = 0 en cos 0 = 1, Uit (25,10) volgt dan dat
sin x in O s’tijﬁfend is, dus is sin x > O woor 0 <x < 77 . Nu is

iM=

cos T = 0, dus pins 1¢ Uit g25 10) VO.LL)U dun Woer s dat cos x in :2-71'
dalend is dus cos’x < 0 voor =z : £ TC e ITa is ocinTT= O, dus

cog o= =1, Dus* neemo con X vgor x tnssen Q en p alic wacrden tussen
+1 en =1 aane t (25. 8)1vol 4 dat sin (= =70 = -1, dug sin'x neemb
Voor X tussen ——--7t en + 27‘[ alle wuaraen tawen -1 en +1 aan.

7

Neem nu cen willckeurig complex getal w, met |w| = 1, dan is (TRW)2+
+ (7 w2 =1, dus -1 \if(ﬁ/w £ 1. BEr is een reé'el getal x te vinden
zodat cos x =/m,w' Voor die x is sin“x = 1 -~ cos 2% = 1=( %w) =( 7] W)Z
Dus sin x = ':7W of sin x = - :Zw. Als gin x = - j W, . kilezen we Xy=X
dan is cos Xy = CO8 X = ?ﬂ,w ¢n sin Xy == sin x = 7 w..In ieder gevel
is er dus cen recel getal y tc vinden zodat cos y.= f/?“uw en sin y.=

= Jw; dus ¢ =cos y+isiny =Fw+iJw=w De recle as wordt
dus door de afbeelding e 1Y inderdaad op d¢ eenheidscirkel afge'beeld.
Daarmeec zijn de twee bovenstaandc vragen beantwoord.

Neémen we nu con willekcurig complex getal w £ 0, dan is w =) wi \%l
ean‘i;VLrL 1. Ir is dus ecn rcéle y zodat eV - f;’; verder ig er cen
retle x zodat e* ={w|, dus w = cXeld = e‘ﬂ'ly Ne afbeclding, dic tot

stand gebracht wordt door e? overdckt dus het gehcle complexc vliak be-
halve het punt O. .
(25.15) m.;; 1eder comglex getal w £ O is een complex getal z te vinden,

zodat.e? = w; © = e e dan cn slechts dan als Z, = 34 + 27 in (n ge-
heel). | :
(25.16) sin £ 7 = 1; cos 7T = 1.

Tle nocmen cen rceel getal y, zodat eiy = Tx%:lr" ecn argument van w,
geschreven y = arg w. Dit is nict cen functie van « volgens de door
ons gepeven definitic wan funetice, want y is niet ondubpelzinnig door
v bepaald. Het argument is siechts bepaald op veelvouden van 2 71 na.
Verder geldt w = |w| e 1arg w | wi { cos (arg w) + i sin (arg vv)}
Meetkundig is .arg w de hock dic de vocerstraal van w maakt met de posi-
ticve re‘éle,’as‘ Te. zouden door zckere afspraken van arg w wel ccn functie
kunnen mal:e'n, b.ve door voor te schrijven 0 Larg w < 2 77,

T7Te noemen nu ecn &, zodatb c? = w7, c¢cn logarithme van we: 1log w.= Z.
Ock deze is.hietjondubbelzinnig bepaald. Als e® = w, dan e ‘% = |y

dus L{)z z = Log w (de van vroeger bekende reele logarithme, d::Le we nu ter
Z

onderuobeldlng met een hoofdletter schrijven). Verder is et

[W" duD 7.4 = a:f"" Ws dU.S



(25.17) log w = Log fw[ + i arg w voor w £ Os

De logarithme is dus op veelvouden van 277 1 na bepasid. Ye noemen
die wearde van de lagarithme waarvoor -7 < arg.w J7 wel de hoofd-
wearde van de logarithme; deze stcmt voor re€le w met de van vroeger
bekende reele logarithme overeen., QOok de.hoofdwaarde van de logarithme
word+t wel met een hoofdletter geschreven. Z _

Neem een willekeurige w5 # O en kies daarbij een Z, zodat e ° = Wy
Xiegs verder een reeel getal A godat X < :7 Z <' X + 27 + e beperk—
en ons nu tot waarden van z waarvoor X & jz S X+ 27 o Voor die z
is er een eeneenduldlge betrekking met het w-vlak met uitzondering.van

= 0 volgens e? = w. Dit is cen continue afbeelding. ¥e willen bewijzen,
da‘h de omkering log w =.z continu ig in W, (en dan ook in alle punten
wear arg w £ ol + 27 n). Kiezen we een reeel getal J 2 O en een recel
getal A€ Eo{ {4+ 2 7 ) en beperken we ons tot die z waarvoor - )’g
<Nz<Yen oLJzg B , dan vormen die z een compacte ruimte en
dan is de.omkering log w = z dus continu. II%em nu een rij A met
lim W, = W, en de bijbehorende punten Zy (e @ “Wn)» Stel da‘t ZR,Z naar
boven ontegyasd was, dan bevatte z, €en deelrlg waarvoor (1 7 <> + oo.
Voor de corresponderénde deelrij van L gold dan.{wl|—> + o, in strijd
met lim w, = w. Dus ) z, is naar boven vegrensd. Stel dat ?Zz near .
beneden onbegrensd was, dan bevatte z, een deelrij waarvoor 322 = - o
Voor .de corresponderende deelrij van L gold dan \wl— 0 in strijd met
1lim W, = Wy A Os Dus%zn is naar beneden begrensd. Er is dus cen reéel
getal y > 0, zodat - ¥ < R z, & ¥ voor alle n. Ve bewijzen mu dat
er een reéel getal A < )(’ + 2 7 bestaat, zodat voor alle n geldt
j z, £ /5 « Ms dat niet zo is, is er bij iederc /< K + 2 7 een n,
zodat /3 {7z o < K+ 27 , maar dan bestaat er cen deelrij vam z
waarvoor jz -—bo( + 27 en omdat deze deelri;; begrensd is, bevat deze.

weer een convergente deelrij met limiet g™ s waarvoor gcldt :fz ..*a( +

+ 2 7 + De correspondercnde dfelr%j van w, convergeert dan naar oz,
maar 00k near P dus e? = e O, dus z™ - Zy = 2 77 in, dus 72"’—-
- fzo =27 n, mear 7 z 72 =A+ 27 -7 z, cu daarvoor geldt

0 <X + 2 - :7' z < 27, le geeft een ’cegensp;amn Dug voor alle
ngeldt - ¥ H z Z < <Y 9{\<72n\<_£< X + 277 o Voor zulke gz
is echter de continuiteit van de omkering bewezen cn geldt dus lim Z, =
= 2 Om de logarithme ondubbelzinnig bepaald en continu te maken kun—
nen we.cen goupure aanbrengen bestaande uit een strasl door de oorsprong
waarveor geldt arg w = A+ 2 7 n,

(25.18) .Als voor een.rcekl getal x die complexe gem.llen w ultgesloten
worden .waarvoor arg w = X + 2 77 n benevens w = 0 en voor de overige

v arg w zo gckozen wordt.dat A <arg w < o + 27T en log w met behulp
van dege waarde van arg w gedefinieerd Wordt dan is log w cen continue
functie.
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Bij duzelfde afspraak is log w ook dlfferentleerbaar, want e? is dan
eeneenduldig en differentieccrbaar en de omkeerfunctie is continm, dus

volgend (17.9) is log w ook differenticerbasr en & 1°§"W S NS
) ’ | dz

-

=

(25.19) Onder dezelfde voorwaardon als in (25.18) is 1og w cen dlfferenh‘

teerbare functie en ~—l9§—ﬂ w

Opgave 109. Bewljs dat 1og Wy en log w4 + log Vo op ecn veelvoud van
2 7 i ro aan elkaar gelijk zijn.

e kunnen nu ook machten definicren met W1llekeur1ge complexe exponen-
ten en willckeurige complexe grondtallen A 0 door al = &P 108 8v 1p pek
‘rechtorlld staat de al bekende macht van e met complexc exponent. Door.
“het optreden van log a is de waarde van ab niet ondubbelzinnig bepaald.
De vergchillende wasrden dic ab.kan aanncmen ontstaan uit elkaar door
vermenigvuldiging met eQ'W"in b; Alleen als b gehcel is, 1s deze factor
"altijd 1 en is er dus maar één waarde. We vergelijken de nu gedeflnieer-
de macht in dic gevallen waarin.de vroegere definivics toevasselijk zijn
met dc toen gedefiniecerde macht. Ter onderscheiding nocmen we de nu
gedefinieerde macht cven a{b). Er zijn dan dric gevallen waarvoor we al
ecrder machten gedefinieerd hecbben.

.10 exponent geheel, grondtal complex # O. Nu is a(i) = Glog & - a = al,
Als a(n) = an' dan is aln+l) = e n+1)log a - ol 1o a + log a g
= el log a log a _ a(n)a - ana - ?n‘1 2{0) = - 1e
= a°; a(-_n) =c™8 ;’Og a m m -jﬁ = a " In dl‘t |
geval is er dus volledige overeenstemmlng.
29 oxponent retel, grondtal redel > 0., Nu is a(b) = oP 108 & 11 et

algemeen nict ondubbelzinnig bepaald (altijd als b nlct gchecl is),
maar dc oude waarde komt wcl onder.de nieuwe voor, n.l. als men.voor
log a dc¢ hoofdwnarde, dat is de gewone reele wacrde Log a kiest.

3° exponent complex, grondtal = e: e(b) = gP log ¢ |

= ePe2 7tin b; deze is in het algemeen niet ondutlzizinnig bepastd {al-
tijd als.b niet gcoheel dis), maar de oude waarde kom’i el onder de nleuwe'
voor n.l. als mcn voor log e dec hoofdwaarde Log ¢ = 1 kiest

In het geval 3 lcidt dit tot de eigenaardige mooilijkheid, dat men
nict weelt, als men eb ziet staun& of hlormco dc in et begin van dege
paragraaf gedefinieerde waarde 'E:'—T'bedoeld wordt of de alfcmene
waardc volgens de zoeven gcgeveniﬂéﬁmem& machtsdcefinitie. Te meken de
%gsprqah, dat als nietv het tevendeel mordt vermeld met eb de waarde
S %T bedoeld wordt. In het algemeen is voorzichtigheild met alle niet
on&ubgelh nnig bepaalde "functies" geboden.

‘e kunncn a? = e? log a bij vastec a en veranderlijke z tot ecn on-

dubbelzinnig bepaalde functie maken door een vaste kcuzc van log a;
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’ Z ~ ; st
 dan is‘wgz - 0% 108 8 3., , = 4% 10z a cvenals vrocger. Bij z© lukt dat
niet; er mooten dan overceconkomstige afspraken gemaekt worden als vroeger 3

bij log z; dan geldt . o

’“.dzh _ gcb lqg z _ beb lgg z 3 bebylog Z

dz — - da& - Ty - elog Z

formule %%T = Ioqu"'l geldt als in beide leden van de macht dezelfde maar-

de van log z gekozen wordt.

Ken zou kunncn ¥ragen of dc vroegor voor machten afgeleide formules
zoals a®b® = (ab)C, abac = b+c, (a )c geldlg blijven. Nu zijn hier
in het algemeen zowel linker— als ruchterlld van een gelijkheid niet
ondubbelzinnig bepaald, maar men zou kunnen verondcrstellen, dat de ver-

"Eamelln der waarden, die het linkerlid kan aannemen dczclfde zou zign
als de verzameling dcr waarden dic het rechterlid kan acnnemcn. Voor dec
cerdte der genoemde formules is dat inderdaad het geval, voor de beide
anderc behoeft dat niet zo tc zijn. Te :
gaan dagr nict verder op in. Tel geven we enkele voorbeclden, Kiest men

(b-1) log =z =1 Zb-1' De

=Db e

in dec tweede formule b =i, ¢ = -i, dan is b+c = 0, dus h?+° = 1, Verder
is al.; gl log a-2 77 k’ g1l _gmiloga+ 27 l’ dus atat = OZ‘W‘(lwk)’
dus ata”t doorloopt allc wasrdon 62 7Tn(n gehecl). Kicst men in dc derde

formule b =.0, ¢ = i, dan is be = 0, dus a°C =

i mn
1 ==62 *

1. Verder.is a® =1 en

(25.20)"(ab)n = a™ yoor gehele n; dit is zo op tc vatten dat de verzo-
mcling waarden die het linkerlid kan aanncmen dcezelfde is als 65 verza-
cling waardcen die het. rechtcerliid kan aannemen,
‘gﬁgave 110. Bewijs (25.20).

Opgave 111« Bewijs dat voor een natuurlijk getal n de n complexe gotallen
g7T1k

g (k geheel, 0¢ k < n) in het complexe vlak dec hoekpunten van een
fe ulmatlgu n~hoek, beschreven in dc ecnhcidscirkel; vormen. Bercken dc
omtrck van. deze n-hoek cn bepaal de limiet waartoce deze nadert als n — co.
Opgave 112. Bepaal voor ecn complex gectal a £ O en cen natunrlijk getal

n de complexe g?tallen Zy WoGTVOOTr z8 = a cn bOW%jS dat dit Jjuist de waar-
den zijn, die a® kan asnnemen. Specizal necemt a®* twec waarden aan die
elkaars tegengestelde zijne

§26, De_logartihmigche recks en dc _binomiaalrecks.
e willen log (1+z) in ecn recks.van Mac Laurin ontwikkelen. e
kiezen de hoefdwaarde van log v (Qeweze 108 1 = 0, =~ T7<
(Hog w &£ 7 )e De cfgeleiden van log (1+z) hebben we al eerder bepacld
(zie opzave 86; dec resultaten blijben geldig omdat de complexe logarithme
dezelfde. afgeleide heeft als de recéle). Dus k
Proe (118) _ (DTN | pug 1og (142) - &Z( ~0E -1t B o+

az? ' (1+z)7




}
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M»

< n

+ Rnr(z)f.; (1)1 %- + R (z) Het is duidelijk det de recks Zﬁ-“l)nqz
=/

convergentiestrazcl 1 heeft (ga dat na); we. behoeven dus alleen waar-
den van z met |z & 1 te.onderzoeken. Voor }z| < 1 doen we dit met de
restschauting van Cauchy. Deze geeft [R (z) | £

4 L
1z (2 Jyp-1 (n-1)! RGN (1- 22 : i |
— su (1~ ) =)z|" sup o Nu is 1+ zt}
SRS e 210 ol 1+ Dal® 5 1’ ;
. n-
}}H{mz)ﬁ Y 1-—'19/en§‘1+ ﬁ / ( z)y) 1= ﬁz, dug(;+ }),;ln_,l <
< 1 en £ dus sup (1= zy)nr is. begrensd. Verder is
~ {1+ z?z] 1- “H.z o1 i+ ¥ 2B
lﬁggz) = 0, dus lim R o(2) = 0, dus de reeks stelt de functie voor,
~
Voor }— 1 proberen.ve het met de restschattlng ven Lagrange. Deze
ok
geeft R (z) su e = = S — . Als]? z ) 0 is
Kﬂ- o V1 +"’ ol nv@% |1+ % z|?

-y

!1+79z) 1+(ZH z)19' 2 1, dus l:.m R (z) = 0, dus de reeks stelt de
functie voor.
(26.1) Voor alle complexe z, _paarvoor |zl 1 of wagrvoog{z 41 en.
32 - n-1 z Z

z > 0, geldt Log (1+z) z: (-1) I %~ 7F Feoo
(Logarithmische recks). et

s n-1 o
Speciaal geldt Tog 2 = 3 S~H— =1 -1+ 114, | Dit 1s
hn=/

een voorbeeld van een reeks die convergeert, maar niet absoluut conver—
geert. \

Met andere hulpmiddelen is het mogelijk aan te tonen, dat de loga-
rithmische reeks Log (1+z) ook.nog voorstelt voor alle complexe gz,
waarvoor|z|= 1, behalve z = -1. In het laatste geval is trouwens
log (1+z) niet gedefinieerd en is bovendien de logarithmische recks
divergent (het wordt het tegengestelde van de harmonische reeks).

It

o n 2 n
Voor)z) £1 geldt Tog (1-z) = 3. (=1)871 (=z2) . = -2 .,
. . 142 A 4
Door aftrekki vinden Lo = 2 = 2(z+ Fooe)e
1 vindon we Log 2% = 23, By = 2(ot B+ I hul)

Te merken nog.op dat deze formule door ons ook nog bewezen is voor z =
=1 en z = ~1. Met deze formule kunnen we Log u bepalen voor alle reéle

1+ . u-1 s s .
u > 0; stellen we n.l. u = T:% , dan is z = or en dit is dan inder-

daad gelegen tussen -1 en +1. Overigens blijkt de recks voor enigszins
grote u slechts zeer langzaam te convergeren.

In de numerieke wiskunde gebruikt men reeksontwikkelingen van funetie:
om benaderde waarden van deze functies te berekenen door een aantal .
termen van de recks uit te rckenen. De vraag rijst dan, hoe groot de
fout is, die men dan maakt, of hoeveel termen van de.reeks men moet
gebruiken om een bepaslde nauwkeurigheid te bereiken, Om dit te be=
oordelen kunnen de restschattingen goede dlensten bewijzen; deze geven
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immees juist een schatting van de fout die men maakt als men de functie
vervangt door een partméle som van zijn reeksontwikkeling. Laten we.
ons b.v. de opgave stellen Log 2 te berekenen in twee decimalen achter
de komma nauwkeurig, Omdat de reeks Log 2 = 1 - + % ees Z0 slecht con~
vergeert nemen we liever - Log 2 Log = Ei » Volgens Cauchy is

|~..L

m=i n2
n-1 - n-1
}R (Z)l'< |21® sup il—jzl—- en voor z = - % wordt dit Jﬁ sup Sl—é£)-—<
1 1 1 i o ia e . X
,é EH sup ; ~,é:& = . Om een nauwkeurigheid in twee decimalen te
2 .

P R

wlr ziin. Het is voldoende daarvoor

n-2=8,1dus1n—9 te klezen. We nemen dus voor Lus 2 de som "1“ =
= == i + + 3. n .
CETEY IO RS it ol * g = 42D o0 653702 po gout

» 4 1
eine = .-
is k1 %n r dan 355 Q,0U4. ~ Daar de reeks uit rositieve ktermen be-
gtaat is een partidle som Llelner Qous s, som dus e k
’ w unnen zeggen dat

Log 2 gelegen is tussen 0,693 en 0,697. (Met
Log 2 wes het nog iets makkelijker gegaan).

Om een logarithmentafel te maken moet{ men in een zeckerc ‘benau. |
de logartihmen bepalen van een stel rationale getallen. Op grond van’
de eigenschappen van de logarithme is het daarvoor voldoende de loga-
rithmen van de natuurlijke en gelfg van de ondeclbare natuurlijke getal=-
len (z.8. priemgetallen) tec kennen. Om de logarithme van een priemgetal
p te bepalen, als die van de kleinere priemgetallen al bekend zijn,
kan men b.v. als volgt te werk gaan: p = 9——— dus Log p = Log (p-1) -

P
- Log (1- 5) Nu is p—1 ecn product van priemfactoren < p en Log (p-1)
dus bekend; Log (1- 5) berckent men door in de recks voor Log (1-z)
zZ = % te substitueren. Voor nicet te kleine p convergeert deze laatste
recks zecr goed. Voor p > 2 is dit procédé nog iets tec verbeteren, want

dan is ook p+1 cen product van priemfactoren { p en mcn stelt dan p2 =

1
= =
Y
bruikbaar (het bovenstaande voorbeeld lcecert ons dat daar voor een mati-
ge graad van nauwkeurigheid al cecn groot aantal termen van de reeks
nodig is); voor deze bestaan echter nog andere kunstgrepen om de bere-—
kening tc bekoriten, .
e geven nu nog cen andere afleiding voor de recksontwikkeling van
Log (1+z) die eenvoudlger is dan de bovenstaande, maar alleen voor \zf<

-1 n~1zn
<,1 geldig is. De functics Log (1+z) en E: —— zijn beide voor

' van de weoke Vaar

-

» Voor kleine priemgetallen is dit procédé nog niet zo
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Jz] £ 1 differentieerbare functies. De eerste heeit afgeleide -,-1-3;-2- ; van

de tweede karéode afgeleide bepaald worden door tcrmsgewus differentie—~"

ren, he%geen_ga(-’i)nz levert. Maar T}E = ,,2,: (~z)P (meetkunaige reeks);

de beide functies hebben dus dezelfde arfgeléide en zijn dus op een add1ti~
ve constante ne aanelkaar gelijk. Door 2z 0 te sugp*flﬁueren ziet men
dat die oonstante = 0 is, dus Log (1+z) = ZI = 5 voor\z | < 1.

Dat deze afleiding mogelijk is bernst op het feit, dat de afgeleide
van Log (1+z) een zo eenvoudige functie is, dat de geldigheid van de '
reeksontwikkeling daarvoor onmiddellijk duidelijk is. Bij andere func-
ties zal de methode meesgtal niet tot lvereenvoudiging leiden.

Te willen nu (1+z)//( in een reeks van Mac Laurin ontwikkelen. e
kiegen weer in e/“‘lOg (1+2) dg hoofdwaarde van log (1+z). Nu is

n M R - ¢ s .
d 1+Z = W (/" _3)(“2)/ ", We definifren mu een binomiaalcogfficiént
; piit

voor complexe//ﬂ en natuurlijke n door (4 ) = JES—/%FQJ-. Verder (/g')a
= 1. Dan is (1+z)/u }_ (7 4 + R (z) /1/ gen natuurlijk getal

of nul is ( M =m), dan bwat voor k 7 m (k) een faetor m-m = 0, dus
dan.is (m) = 0. De recks wordt dan ecn cindige som. Voor n. > mis R (z)-—‘
= 0. De re.el s stelt dan voor alle complexe waarden van z de functle

voor en we krijgen de uit de algebra bekende formule (1+z)® = S: (m)z
(binomiaalformule van Newbon). "¢ sluiten het geval da’b/&( na’buurliak

of O is verder uit., Dan is (,Nl) £ O voor allec n. We bepalen nu eerst de
convergenticestraal van de reoks, noom/ﬁ/u =X en j/r( = A ’ dus/u-._

X+ 1A , Xen? rcecl, Nu_ is

(M - Y )24 2 2 .5 2 tsot 1
(heq) = = n+§” ”_’\/-1( ni% 2 ; '\/{n =2 X ot 3_;_1" }en dit nadert)
-{ﬁ) als n—-= ®. De convergenulostraal is aus 42‘1 Voor|zl ¢ 1 beschouwen

we nu dc restschatting van Cauchye [R (z) L zL-Z-Lﬂ-—,- §3£7(1- '79)11"111!

. ‘(/“}) ’(1+)7 )~ n!_ n|zl®? 1(#)1 s;p (1- ¥ )iq 4 f(""*‘ PRy "'n1=

%Y

SR PR [l ){su£ (1= 7777 | (14 o) A 70

Na is ((‘H- 5 )/u- \ ’ (X n+1);)(Log[1+ 7>’z( + i arg (1+ ’192)){

z____e’()f, -n) Lob[1+79z]-2 arg (1+ ¥ '14_‘92"" .= A arg (1—1-19’2)

maar ¢ 2 exg (14 7V Z)( =bh . Verder is (1- 3/ 77y 1{ 1+ )H"n =
(11~ Z;)T;L "H n K- -1 en 4it is < o K -1 als H =21 en( (1= 1784
1+ % z

als % < 1, Yerder is voorfz | < 1 de rocks Z (’“ ,I)ZD ~1 absoluut con-

-1 M- il
vergent, dvus is lim } | i( )l 0, dus 11m R, ( ) =
"N o0 Doy n

Hiermee is de volgendce stelling verkregen.
(26.2) Voor gllc complexe z, waarvoor |z| <€ 1, geldt (1+z)
Z (r'“)z (binomiaalrccks)e
Mﬁ%w& is mogelijk aan te toncen dat de binomiaalrecks de functie (1+z)/“
ook nog voorstelt als lz| =1, z £ -1, m/;n) -1¢ Verder blijkt de

*

//(
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binomiaalreeks dzvergent voor [z} = m /@l £ =1 envoor z =+ 1, ’

aoﬁ/u & 0, M £ O.
Opgave 113. Bereken V 3 tot op m nauwkeurig.

§ 27. Cyclometrische functies.

Ms sin z, == sin zz,dam is O=sin z,-sinz=:2 cos l (z + zq)

( 2-—21} :Dus-(z +z1) -.32-71-!-:17}’ y 4-w.z. 2z, ..77‘--z1 + 2n7 ot
5{ o ™ B4) = n,x d 2. Z, =24 + 207 . Als we pns nu ?eperkeﬁ tot
die Waard.en van.z wearvoor - 77 <z <2}7 s of Hz = -577, Jzg 0
of'}iz = - ‘7 Jz>x0dan is sin z blijk~ -
baar eeneenduldlg, verder neemt gin z daar ook alle waarden aan die
sin z in het algemeen kan gannemen. Neewt men namelijk een willekeurig

‘! complex getal z, dan ken men daar, zonder dat de Waarde van sin z ver-
andert, een dusgdanig veelvoud van 27 bij optellen dat - —-ﬁ‘(y?z <
< i-ﬂf als dan %IU‘< ?Q, < % 7, nemen we 77 - z, dan 1s daarvoor

}7< 0z <—- 7 ; alsDiz =-77 , </ z > O nemen we ook 77 - z, dan
is daarvoor@izu% yzxo, &saga—~%77,\/z<0nenlen we
=227 ==J -z, dan is daarvoormz _;// ’ Tz> 0, Van de
nu eeneenduidig gemaskte functie w = sin z vormen we de omkeerfunctie
en noemen deze arcsin w. We weten nog niet voor welke Waaide van w
deze gedefinieerd is; we zullen aantonen dat dit VDr alle complexe

 waarden van w het geval is. Blijkbaar is arcsin 1 = 0 77T, arcsin (-1);
= - -;-77 . Verder geldt: ) c 1
(27.1) Voor w £ 1, w A -1 is. aresin w = y log (iw + (1~W2)2), mits in

. het rechterliid zowel Dbij (1"W251 als bij de logarithme de hoofdwaarde

~  gekeazen vordt. .

Bewijs: We tonen eerst aan dat voor alle W‘ﬁ + l het rechterlid
gedexlnleerd ig. Nu is (1-w2)’ gedefinieerd mits 1mw2 A O1 d.w. z.

>
f\)l-—A )

w £ + 1; de logarithme is gedefinieerd tenzij iw + (1—v¢2) = 0. Als
dat zo was, was -w? —_-11-W2 en ditv is onp}og?lijl«:. Verder is
s . 2.2 1 /s P 1
sin ('{ log (iw+(1~w")“)) = 57 (iw + (‘I-—-w;g)2 - — —T ) =
1 9 o iW+(‘ian)2

-é% (iw+(1- 2)2 --..Q‘l---wz)2 + iw) # w. Voor deze w is dus arcsin w gedefini-
eerds;noem arc sinw= z, dan is sin z = w en we moeten bevrlgzen dat onder
de veronderstellingen van1(27 1) geldt z = -1- log (1W+(1TW Y® ). Nu is

echter 1 log (1xv1+ (1-—w2)2)— log (i sin z1+ (‘I—s:m z) ) =

= -;.- log ((cos z)2 + i sin z.). Nu is (cos 2)2 = cos z of = = cos z.
We zullen nu bewijzen, dat het eerste het geval is. Daartoe splitsen
we eerst voor een willekeurige z sin 2 en cos z.in hun reéle en ima~
ginaire. delen. Noem z = X + iy, dan is iz = =~y + ix,ei“ =c Y(cog x +
+i sin x)yye T =Q'Y(«cosx-’:ﬁbgin x)dud .- L
| 7 = eV Y 4—(ey-e“y,s:.nx,

e+ )ginx +
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- . xu« : : S
+ 3 riey " } cos X.'We voeren nu twee nieuwe functies in genaamd
s:z.nus hyperbolicug en coginusg hyperbolicus (afkértingen sh en ch) gede-
finieerd door
sh z = -(e -

ch gz ..-(e + e~ %),
(27.2}) s:.nz =ch (J z) sin (3Lz) + i sh (73) cos(%z),
cos z =ch (7 ) cos (1z) ~ i sh (7 2) sin (R =z).

' Voor rec¢le x is ch x » 1, want
/ chz—‘icﬁ-q-z—:-;-u-z-;voorreélex
ch x 2e”
heeft sh x hetzelfde teken als x,
' . e2%q
2e .
f . " sh X en ch x zijn hiernaast gescheist.
Opgave 114. Bewijs sin z = =i sh(iz), sh z = -i sin (iz),
: cos z = ch(iz) s ¢h 2 = cos (iz)e.
(Met behulp hiervan kan men uit formules wor sin en cos formules voor
sh en oh meken). .
Opgave 115. Bepaal de recksontwikkelingen van sh z en ch z.

Keren we nu terug tot ons oorspronkellake bewijs, dan moeten we
santonen dat de hoofdwasrde van (1=-w2 )!' gelijk is aan cos z en niet
aan - 008 z. Voor de.hoofdwaarde is -7 < J (log(1—w2))~$-TT dus

-7 <TG 108 (1=v2)) < £ 7, dus H((1-v2)t ) =

~Z).

<hx

want sh z = « De grafieken van

fi

}
%log H-W I I "-2 : ’
cos{/ (-2- log (1=-w“))) 2 0. Verder volgt uit (27.2) en

e
t %77 2%4. < -~T dat ookaz(coo z)> 0. Als het > 0 is, zij?

O}

we klaar. Als het = O is, is 7(—- log (1-—w2)) = --7: en 7((1 wz)zl
1 log H-WZJ
= 62 . 2 0. verder is daar Tcos z = 0, du’%z = 2‘7 of 2?2 = .
=—l77. In het eerste geval is J z < 0, dua Jcos z = = sh ( J z) > 0,
in he‘b tweede reva% is Tz > 0, dus 7003 Z = sh( :/ z) > 0. Ddarmee is

2)2

bewezen dat (1- =W 2)2) =

= COS Z en :{- 1og (iw + (1-w

1 log (cos z + 1 sin 2) = 1 log e'? = z bij de keuze van de hoofd-
waarde van de log, want 7(12.) i 32 Z llg’c tussen -~ -15// en 5 Y/
Hiermece is. (27.1) bewezen.

Uit (27.1) volgt nu dat voor w .4 + 1 arcsin w ook differentieerbaar

is. De afgeleide is (noem arcsin w = z): 4 argvsvln L= a sfg Z cog z
az .

1 .

= -
. “2 2
{1-w%)
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(27.3) & argiln T = (4 w2) (hoofdwaarde in het rcch'herlid)

Opgave 116. Bercken a4 ardczln i rechts:hreeks uit de formule in (27.1).
Om de reeksontwikkeling van arcs:m w *be bepalen, bepalen we eerst die

—-1

van (1 wz) . Dit word't (1-W Z )(;-1)%2”‘ voor lw] < 1. Tu
’}’)*sl]

2n+1 '
‘heef‘t Z f }—-1 2w --—T- voor twil € 1 dezelfde afgeleide als arcsinw

en stomb er dus op een additieve constantens mee overeen. Maar arcsin O=
= 0 en de recks wordt voor w = O ook 0, dus de reecks stelt arcsinw
v80Y VoOOr lw] <1, Verder geldt: :

' (27.4) (‘ n) Zn— 1{221-)“* voor n 2

Opgave 117. BerJS (27.4).

. fo. @), -~
27.5) Voor \w 1 geldt arcsin w = ( ' -
(27.5) 1< 18 - >t n e

. oo : “93—‘*-" L .. . . - , - .
o=ty W = 1 }_6 P 4 el wl g B2

+Z \( J - = """"‘”n_ = W + EWB +4 wo o+ 112“’ + 1152W +ouse o
me=l n ¢ (2n+1)} 21 :

o

Nu is gin % o= é. want sin 3x = 3 sin x - 4 sin3x (ga dat na), en
dus als sir x = é- dan.sin 3x = 1. Omédat 9in 0 = O, sin %77’ = 1 is er
. A .
een x met 0 < x < =7 waarvoor s8in X = ;, voor dic x is ech'ber 0.<3x<K

(3-7 en de edige y met 0 € y < 2 7.wasrvoor giuy =1, 1is —77

1 2
Duss:n1/1=3,dsar031nl-% .

1% == on-1) 2 1., 1 ;
b (27.6) =TT = = + ( —_— = = + **m'+ -1-.. .
[ n '(2n-_§;1)2"n 2 " 48 250 T 143 *

r\)!»*

3

=

De Pehandeling van de omkefing van cog 2. bren{jm we terug op die van
sin z met behulp van cos z = 8in (; 7= z)e A.Ls - 7T <O;f(1 - 7)<
<Li ot TG - 2) = 3 A< 0 ot Rk d7n Hdp-2)p o0
is sin (1 7’-— z) éeneenduldlg en neemt alle wuml 3xe waarden aan. Dus
als 0 < u‘ﬁz{ﬁ‘ of Mz = 0, jz)Oof%z:/ . Jz& 0is cos z
eeneenduidig en waeut alle complexe waarden aan. Noem de omkering

arccos w, dan volgt uit z =arccos w, dat = 7-— z = arcsin w dus:
(27.7)arccos w =‘ T - arcsin w. -

" d_arcdos w -5 ) |
{27.8) o = - (1-w2) 2 (hoofdwaarde in het rechterlid).
Ve d_efim‘.é‘ren tg z = gég g s gedefinicerd voor z £ %7T+n’TT s dus
23',5 1
tg z = S,
212_(_1

(27.9) -—‘a%—-g = I+ “bvzz.
Er geldt.tg z43tg, 2 Z als .sin z4 COS z, = CO§ z, sin z,, dus als sin (22—21 )
= 0, z2=z1+n/7‘ Als we ons beperken’cot-l—r< Rzl s,z t

NI-*



,é 3 a is tp’ 4 eeneenduidlg en neem‘!: alle waarden aan die tg z aan kan

‘nemen. We noemen de omkering van tg z nu arctg w. Er is geen z waarvoor
tg z = i of tg z = - 1 is. (Ga dat na). : .
(27.10) Voor w £ +1 is arctg w = 211 log ?I‘?:; y mits in het rechterlid

voor de 1oo"arrhhme de hoofdwaarde genomen vordt. . :
Bewijs: Het rechterlid heeft zin want 1-iw 4 O en 1 + iw £ 0. Verder

is
- 1488 _

3 ... xwy 1 -1y - . - .

1:g(21 log "'“""'1.’.1157) =TT L w. Voor deze w is arcig w gedefinieerd.
T-iw

Daar voor.de hoofdwaurde van de log geldt -~ 32-77 {72(21 log 1'_‘23’) % ¢
is aretg w = 3r log ::f_'ig . ‘

Verder is d arotg w _ 1 = — = b,

(27.11) 122 "(;-fw“’ =t

oo ~1-W2 .
Om de reekscrntwilkkeling van archig w te krijgen, gebruilen we de reekg-
. . . . " 2n=-1
ontwikkeling van log 3—;—% voor z = iw, dus arctig w = -2% 2 Z 5-232%;_—1———- =
_ 9§ (=q)BH! 201 , | ’?“' o
M= en-1 . ( 1 n 2n+1 B W3 ' WS W7‘
(27.12) Voor {wl < 1 geldt arctg w = L oW - LRy
Ve meken nu gebrulk van het feit, ??t we bewezen hebben dat de reeks—
ontwikkeling van log —Z‘- ook nog geidt voor z = 4. De reeksontwikke-
ling van arctv w geld'!' dus ook nog voor w = 4. Cwdat sin %7}”:
= sin (1 7 - ZTT ) = cos %77, is tg -3:71‘ = 1, dus arctg 1 .—_-%-TT . Dus

1 1,1 _1.
(27.13) 7 = Ldnﬂ R R T R

‘Bem goed convergente reeks voor i krijgt men door %Tf = 4 arctg % -
- arctg 'é'%"@' in een reeks te ontwikkelen.

§28. De hoofdstelling ven de algebra.
(28.1) Als f(z)= Zaaz s 0 21, a,

complex, &, £ 0, danik e ®n complex

j
getal %, Waarvoor f(z ) = Q. > a
Bewi;13° Stel g(z) = -- £(z) = X b 29 = 1. Het is
“n = an o |

voldoende te bewijzen, dat er een z_ is waarvoor g(zo) = 0, want dan
is ook f(zo) = 0. Als bo = 0, dan is g(0) = 0, dus kunnen we z, = 0
kiezen. Stel mu b A 0. Noem R = }:'J{':o_.;-s— 1+ ]bo{, dan is R ) 1.

Voor !zh R geldt dan lg(z)l== \zni Efdb zJ} [z2 - 2,]1) | izl 21zl -

A NS LT 1*1"&1»31-2\103&) <12 (e o 1);

0

~
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;>, 1 + } 0‘})]};,{%@ 12\ < R is \@(z)!een continue :func'tle, gedefinieerd
op een compacte :mlm’ce, die witsluitend reele waarden aanneemt en dus
een minimum heeft. Laat z, een punt zijn waar {g(z)| ma.nlmaal is. Voor
jzl=R . evenvel is {g(z)| > \b ; Werder is |g(0)\=lb 1, duslz | £ Re

- Voor glle complexe getallen sz, vraarvoorx tz-z | < R - -\z 01 is dus \g(z)b-
>-le(=m) . We willen ’oem;;zen,dat glz,) = O. Fbem z-z, = W, dus.z =

= W+Zo, dan is g(z) = Z. by z9 Z:.b (z, +W);; L bj 2__ (3)2 J-mm

L (Z: b (3)z J m)w = e wm ‘hiw). Dafn is h(O) g(z,) en

voor 1wf‘< R - \z \ is lh(w)l \h(O)\ Verder iz ¢, /2___. ba(%)zo =

=b, £ 0. We moeten dus bewijzen dat h(0) = O. Stel 1(0) £ O, maar h(0)=

= ¢,y dus ¢ £ 0. Omdat °n £ 0 is er een Xleinste natwurlijk getial X,
.maarvoor Cy £ 0. #18 k¥ < n, dan is hi(w) = o, + ckrk + 5__; c wa als

kX = n, dan is h(w) = C, + ¢ _wh. Omdat c, A 0, is er e€n réeei getal «

3 i
te vinden, zodat c_= {oo\ e ; omdat Cy ;é 0, is er een reeel getal 3

o} : .
te vinden, zodat ¢ = }ck{elﬂ’ . Neem rm w=re % - - s waarin ¥
reeel > g nr(;g nader te bepalen is. Voor die w is c, +..Oka \o ‘e DL-!'

ok (A =B+ i k K
Heople & P “);- (Yegt=leyl v), dus |e +om| = Ho] 1ck1rl
Voor k £ n.kiest men rzodst 0 < r < mln (1,R SNERE l.‘_’s_', lc':' B

<
voor k = n zo-det 0 < r < min(1,R-\z}, ii ~z>r). Dan 1» rzL rl&iﬂ?‘:ﬁ" dus
togl = 1251 r¥ > 0. Verder isvocﬁck(n:*:'k+1 zi‘ el L5 (c rk, Voor
k k+1 [ss) J-k-z‘r J 2

k < n:i:.., ﬁu}h(w){ }co + okwk{-i-r J%;’IOJ;AIC( 3ck]r +;]ck}r

=\c0!— | e ; rk Lleyd = [h{0)| ; voor k = n is |h(w)| =}co + onw’.“l;

=le | - | cn\r < ey [-. lh(O)] Omdat r ¢ R -]z |is, is echter (h(w)|

2> {n(0)t. pit geef% een tegenspraak; dus h(0) = O, waarmee de stelling
! beezen is. |

$29 Reeksen. Voorwaardelijke convergentie.

BEen reeks heet voorvraardellwr_gggjﬁ_ als hij convergent, mgaar
o \ -

di
met ahsdluut convergén'& is. Eén voorbebld 1s de recks pa b a*‘”* 1e

m={

convergent is met som log 2 , maar niet absoluut convergent want Z
is divergent. De tot nu toe behandelde convergentiecriteria leverden
steeds absolute convergentie en kunnen dus op 'voorwaardelijk convergente
reeksen niet toegepast wordem. Een hulpmiddel om convergentie voor voor-
waardelijk convergente reeksen aan te toner.is partiele sommatie. Stel
twee rijen ay, en b, en noem “n"‘é“ 8y dan is a,=4, — &, 1 voor n> 1 en
aﬁ'ﬁ1 . Nu is 2: a b = Ao, + ; (An n—-‘l)bn = A,]b1 + Z A b, :-Z‘A’nbn‘*
=2: A, (b n+1) + AN N Als nu de rij A, begrensd is en ’b reeel,
antitoon en begrensd dan is «We raeks > Ay (‘0 n+1) convergen‘b, want
Anl <O, by>ben by - b 30 dus 2 [a(by - bkﬂ)}ACZ.(bk - by, )=
C(b1 m+1) _/;‘a(b1 ~ b).¢n dit is begrensd dus de
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reeks is absoluut convergent om te bewerkstelll en, dat Ay bﬁ convergeer‘b
moeten we nog wat erbij eisen, b v. dat Ay convergeert ( dat bN conver- -
geert volgt al wit de vroegere cisen ) of dat AI\: begrensd is en bﬁ naer
nul convergeert. Dit gecft de volgende criteria:

( 29.1 ) (Convergentiecriterium van Abel) Als > a, convergeert cn b is
reéel, antitoon en begrensd, dan convergeert za b . \

{ 29.2 ) (Convergentieceriterium van Dirichlet) Als Za begrensd is em b,

is roeel antitoon en convergent met limiet O, dan convergeert b anb v
Een recks Ch heet alternerend, als alle Cp reccl zijn en Con= o,

Copsq £ 05 Of °2n‘5 0y Coppq=0 (de rceks heeft dus om beurten cen term > O

cn cen term <0). Uit het criterium van Dirichlet volgt nu gemakkelijk:

( 29.3 ) (Convergenticeriterium van Leibniz )} Als X ¢, alternerend is en

}c | is antitoon cn convergent met limiet nul, dan is 3 ey convergent.

Bovendlen geldt, dat, als C ecn partiéle som van J_ ch voorstel‘t cn C de

gsom, uit cn 0 volgt Cn C, un.“c cn <0 volgt C, <« C en u:Lt cn=0 volb'b C _=C.

J

n
Bewijsg: Neem het geval Copn 2 20, Copntq $O (het andere geval gaat aneloog)

Dan is ¢ -.( N e pls Nocm nu a —-( 1)8% cn b, =|c nlsGen is An’" 2-1

dus A 1, dus A begrensd. Het crl‘bcrlum van Dirichlet beeft ons de con

n \
vergentie van 2 c,e Als ¢ —O, dan is ook o,=0 voor, m>n, dus. C,=C. Als
e > 0, dan 1s n—2m Voor k m geldt dan 021:"0 + Z:;m{c..-an 4;2;(023 1
+ = - =
023) =Gy 24%5\023_1{ 1023 \)<¢c, , duszkfifcn‘ Als ¢,< 0, dan is n =

A2
= 2m+i Voor k>m geldt dan Cpy,, = Cp +,,>.‘Z;+fa Cc, +;T,:;,(°23 + 023_,_1)
<, +ZI.§: (i ¢

-+

- 23+1})> Cn s Gus C.>C
} _ngeavb 118. Voor wmelke redle waarden van X zijn do reeksen). ___________s.:.nnnx
=l
cnﬁL_.' coz R convergent ?

Ben reeks bn hcet een verschikking van de reeks Zan als cr cen

ecncenduidige afbeelding p {n) van d¢ verzameling der natuurlijkc getal-
lcn op zichzelf bestaat, zodat b & s . (Do reeks X b, bestaat dus
uit dezclfde termen als de rccks :an, maar “in cen andore volgorde")
Het is duidelijk dat dan ook omgekeerd 4_an een verschikking van de
recks Z.b, is (a = npimy? P(PEd= Wy Ylptn) = m).

( 29.4 ) AlsZa absoluut convergent is en 3 b is cen verschikking
van Z:a , Gan is = b ook absoluut convergen‘t; cn de som van 2 b, is |
dezelfde als dic van Z R

. Bewijss Bij€>0 is wogens de absolu’cc convc,rgentle vanZ.an cen N,
te vinden, zodat voor n>N, geldt?_‘%} a’k{‘('é' + Als A de som van 2 a, is,

is or con N2 te vinden, zoda‘b voor n>N, geld‘b} A - Z:ak |< % . Taat m

1
b, = a, = b zian. Noem N = max (N1,N2) +1en M= 6& k )V 0OT !
Rk e FESTA

n >N geldt dan\t ‘b a, }< Z_{a & 2____\4 1<_é Dus voar n>M geldt {
Kai may B scxen QI g it T ;

ps |
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\A Z bkl<£. dus Z_'b convergeert met som A . Om te bemazen dat Z_D
zclﬁ absoluut covwgoert bedonken we datl | n’ ook ecn verschikking van
Z n]'ls en passcn we hierop hcet recds bewezen gedeelte van onze stel-
ling toe, hetgeen geeft dat 2 lb convergent , dus Z_bn absoluut con-
vergent is.

Voor voorwaardclijk convergente rcecksen geldt deze stelling nicet;
zelfs gcldt daarvoor de volgende stelling, die in zekerc zin als het te-
gengestelde van de vorige stelling op te vatten is:

( 29.5 ) (Stclling van Ricmann) Bij cen voorwaardelijk convergente reeks
2z a, met regle .termen is ccen verschikking te vinden , dic divergeert,
en is bij iecder willckeourig reeel gctal ¢ cen verschikking te vinden, die
convcrgeort met som T .

Bewijs: We tonen ccrst aan dat Za oncindig veel pos:v.'blcve en oncin-
dig vecl ncgatieve termen bevate. Stcl n.1l. dat er slechts cindig veel ne-
gaticve termen zijn, dan is cr cen I‘I,l s zodat voor n\'N,] gold'g anZ:O.
Omdat 2_ a, convergent is, is cr bij£>0 cen N zodet voor n>N goldt

M " +—r~ asal ol

\:L:; akj«f. Voor n>max (N,N,) geldt eohtor] pa— ( vg.;:a,l, mw\ak‘ ’
maar hicruit volgt dat X an absoluu‘b convergent is. hetgecw nicet het ge-
val is. Evenzo bewijst men dat er oncindig vecel poo.L’LlLVC termen zijn.

Ve splitscen nu de roeks 2 a, in twee recksen an ch Eon begtaande uit
die tcrmen vgfnz.}a die . _.>0 resp. <. 0 zijn, als volgt: b1 = aw,),
waarin @)= 2,30 § dit minimum bestaat omdat dc verzameling der k waar-
voor ah> 0 nlct lceg (en zclfs.onecindig) is. Als b, = qp(n) gevonden is,
definicren we b = B 1) ? waarin® (n+1) = %l‘?('"? , di% minimum be-
staat omdat do vorzameln.ng der k waarvoor ap> o~ oqo:mdlg is. Bvenzo vine
den we ¢y = g 1) » waarin (1) g’i(f » Cpiq ne1) ? waarin
’yf(n+1) = min k X Daer P (n+1)>¢@ (n) cny (n+1)>y(n) , zijn b, cn c, deel-
rijcn vana’é;O. Daar b > 0 cn cn40 voor alle n hebben bn en ¢, gécn ter-
men van a, gemecn. Verdor komt icderc term van a, in bn of ¢, voor,

d v.z. bij ilcdere n is cen k te vinden , zodat n =@(k) of n =y(k) is.
Wo ncmen het geval dat a2 0 (het andere geval gaat analoog). Omdat

¢ (n+1)>p(n)=n , is cr com kleinste m waarvoor ¢ (m)>n ., Nu is m>1,
mant wit p(1}>n volgt ay <0 ; verder is@(m-1)<n . Als@(m-1)<n ,
dan volgt uit an>/-.0 , dat Lp(m) < a, , hetgeen nict het govel is. Dus
()o(m-1) =n "o bewijzen nu dat de recksen I by, cn Z.c¢, divergent zijn.
We geven weer , zoals gewoonlijk , de particle somm van con recke aan
mct de corrospondcrcnde hoofdletter , dus b. v. de partlc,lc som ve.n'i,alrl
mot A cnz. Verder %la [= A.: « Dan is B, = 2 (A (n) 4{(11) ). Immers
2 (A % (n) + A (n)) =3 fg(ak + | a }) en hiorurb vallpn allc termen,

Waarvoor a < 0 , weg cn de tormen, wasrvoor ak/ 0, zijn gelijk aan 8-

nl

‘:d(
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Het bewijs van de¢ betrckking is nu makkelijk met vollcdige inductie tc
loveren (ga dit na). Wogens dc voorwaardclijke convergen‘tle van y_ an is
(P(n) convergent cn A n) divergent dus B d:worgem. Op analoge wijze

bewijgt men dc divergentic van 2 Ch mect de betrekking O (A ‘1’(“) A’:’(ﬁ}
We willen nu cen verschikking van Z'_a construercn, le naa.r g~ conver-—

geecrt. Daartoc kiczen we cerst zovecl te,rmon uit = bn dat de som 20T
wordt, daarna zoveel van 2 Ch dat de som < g~ wordt, daarna wcer van

2 b, dat dc som weer »Owordt enz. Dit gaat als volgt: bepaal ny =%in>g
dit is mogelijk wcgens de divergentie van 2 bn . Dan is Bn1 -g=

=Bn15-1 + bn1 - <7'<bn1 (dit hoeft nict tc gelden als ny = 1 ). Kics 4 =b,

voor n‘én1 ,chpaal nu m, =C mlnzm ;s dit is mogelijk wegens dc divergentic.
£0~ g

‘ i - - = - - < - . Ki

van 2 ¢, » Dan is 0 - B_ n, Cp, n, = o Bn,l Gm1_,} cm1 c:m1 Kics

dn = °n~n1 voor n,<n<ny + my , dan is D = Bn1 + On—n, voor diec n . Laat

nu n, cn m gevondcn zijn , zodat Bnk + Gmk<o~ en 4, voor m&n, + m.
zodet D, = B, *+C, . Bepaal ny.q =Bm§r; n .{3dit ap wegens de di-
k K k Dy -
vorgentic van b ) dan is ny 4> n ., want voor nénl_ is B + Cp k
B, + 0@ <o . Verder is B +C =-T =B 4+ D +C =T
R M1 Tk Ppq 1 Py T
<bnk+1 - Kies d = bn—mk voor n, + m.< ng:nk_ﬁ +m_ , dan is D = an"'mk*
+5°"d. =B, +Q_ +3 kb. = B voor dic n . Bepaal verder
Ju‘n-fh\-n 3 nk mk '] rnkyi n mk mk
Dy v =Cm1Lré~n;3(d1t kan wegens dc divergentic van e )s dan is my 4> My s
) want voor m<m, is B +C, 2B + 6 >O”. Verder is o= B -C_ =
k Bie+1 T4 Petq Mg
=0 ~ B -C - -c .Kiosd S voor
n m. -1 n .n—-n
. k+1 Y41 mk+1 e 41 k+1
D g4 *M<&ngn +m 4 5 dan is D, =D + +)_d__d3 =B,
k., K +1 S e S ey k+1
+Cm1 +4‘ ¢y = B + Chn . Hiermec is een rij d, gcconstruccrd.
L T k+1 k+1
Jedere dn is cen Lerm van'i:b of ~van 2. Che Omgekcerd komen ook icdere

bn en (_:n in dc riJj dn voor 1mmcrs uit nk> k volgt , dat EJﬁ h =k be-

staat i pa o = b_. Evenzo voor C.
; dan is nk 14n\nk cn dan ig dn+mk ] n n

Hicruit volgt dixcet dat Zd cen verschikking van Z_a is . Tenslotte
¥ewijzen we dat 3‘—‘ d. = J Omda'b bn cn ¢, deelrijen van an zijn geldt

1im b, =limc_ =0 . Bij €>0 is dus cen I\T1 te vinden gzodat voor n> N1
m=3 M Iy .

geldt | b )= b 4 en) cyl= = ey<e. Hierbij is eon k zodat n >N, en

ml?N‘I (b.v. k¥ = N1 + 1).Noem nu N = e +my o, dug is bij n> N een 1 te
vinden zodat ny + my<ngny 4 +m of n 4 +m<n&n, 4o+ Mg ¥ dan
ig 1>k . In het ecrste geval is d ccn term uit. Z_bn » in het tweede

geval uit 2 o,- Wc nemen het eerste geval (het tweede gaat analoog).

(d:m is 1) = B voor n gw
\-——-‘

et e v
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Dan is D, -~ T 2D -C=B,_ +C_ =020 1>-‘£ on D, =0 <

1y g il 1 |
D, -0= B + 0, ~0Lb, L& ,dus|D -0 |&LE, dus
o gty 7 THyyq T Big | R

y dl«: = U, Door con analoge recdencring kan ccn reeks gevonden worden,
v/ :

dic naar +co of = eodivergeert of waarvan de particle sormmen tusson :
twec vaste grenzen heen en weer osgcilleren. . —
Opgave 119. Bewijs dat de recks 1 - ;'2- - ;,; + %;- % - % + % - :{-‘5 - :}é- t.
convergeert net som 32- log 2. '

§ 30. Het product van twee reeksen.

We goan uit van twee reckaen Zan en 2.b meg partgiéle gommen
resp. B, gerckend van index O af. Nu is AnB —Za;]%_b ;Z Z_oa b
Dit bcs‘baqt dus uit alle producten aj'b net aA"-n en k<n. We W:Lllen
nu cen rceks vormen met dezc grootheden als termen. We mocten echter
cen afsprack neken in welke volgorde we ze gzgullen nemen. Dezc afspraak
ontlenen we oan ccn analogic nct mg‘chtreeksen. Ncen de *noh‘creokson

/___o,x ean %, dan 1sfaxz_bkxk =i 2._a kx3+ =/ Sj k-3 Xoe
om B i (3m) J2¢ 9 keo & am 7.!1_ Ko g S
.-..-Z £ a.b k =2 i O b X +2___ x « Nocien we nu
Kro *'w\n)'l’)l(‘ﬂ)a ka K=o }—u 3 j l‘(‘vtvb-’)-k-u J k j
Cyc —ﬁa bk -3 dan is Cy de cocfficicnt van x~ in het product van
partiole somiien van de twoe nachitreeksen, clthans als nz=k. Wec noenen
m de reeks J_ ¢, dc productrocks van de¢ reeksen 2o, on 2 b . Als
Zan cn 7 b . convergeren, hoeft de productrecks nict e convergeren.

Hicrvan geven we cen voorbecld. Fecn oy = by =ay =by =0, a, =b, =
n
= j(_'"l"oz; n voor n>2, dan zianz:,an en 7 b, convergent (Lelbm z). C, =

- n
S (-1)d (—-1)n 3 n
‘;37: 23p-5 = ,'):*-aabn-; ,Zlog 7 ToetEy = (N Esr T TeEETT

Opgave 120. Bewijs, dat voor j cn n natuurlijk, 2 £j £n-2, geldt
(log 111)2:}— log j log(n-j).
Odet log j log(n-3)«log® in 1s \cnp‘i-o'gij}ﬁ' en dit — + oo gis

n-—>¢, Dus kanicn nict convorgent zijn, went als ¥ e convergent

wag, zou lim °n = 0 geldon.
N3 &

ente .
(30.1) Als de productrecks van tHoSVEGERSEn convergent ia, is dec som
van de productrecks het product van de sommen van de twee rockscn.
On deze stelling te¢ bewijzen, bewijzen we cerst de volgende hulp-
stelling:

(30.2) Als de rij ay convergocrt en b = ""2-.3'1{ (de rij der reken-.
kundige cn:mdclden), dan convergecert do I‘l,} b ¢n lim b = 112' 8pe
o M2 & - AL T M
Bewijs: We beschouwen eerst het geval dat lim a, = 0. Bij€> 0 is
dan c¢cn N, te vinden zodat voor n>N, gecldt \an)ég Verder ig or cen

| ‘NZ te vi’nden zodat voor n>N, geldt nf\?’}dég Voor n> wmax (N.},Nz)

K=

/’3




STy & £ n-l £ €
golat dan | JE Dlapi=d 210 + 32 lald 3+ 3 51 L4580
Dus 111~1‘b = 0. Als linm a, = a, dan isml_:}ig (an - a) =0 c¢n b =—.bn - a
an Mntop M 2 ‘
12& -—-Za-l-a:%g(a ~a) +acn dltaavaorn-ﬁm.

koot
Bewijs van(30.1): Laat de gegeven rocksen Za anbn zijn met par- -

’tiole somncn A, en B, ¢n sommcn A cen B. Voor de produc‘trccks eld?t

mo M ;oM L N

c -—A___‘C Z__ a.b, . ==2__2__8..’b s =La.Lby {:Z&.B s =
Il S 3k~3 :k_.:;ka St Rl JEE AP B b I

"“ K=a /5 Jo ’f jhjz/— _.l_\l_»” d y,\L M-y

= B, =2 _B. a,
.f/“ a,_ 3B3 Verder 13,4 ¢, m)_;}_ Oy J Bj j}z_g_; 8,553 2854 e =
B A = A 2 B. ¥ 2. B. (A - 4). Omdat de rij B convorgon‘b is,

1 ) N-j e J <o n-j

ig dozc rij bogrensd: ankL K. Dusl - A}_._B ‘ l B, (I‘N -y A)\\ ‘

mzo Joo

4K 2|45 - 4. Omdot linlay - 4l= 0, is volgcns (30 2) ook
VY

lin W-—-)__LA A]—‘O, dus lim (i‘TTZ'C - A E—T%B ) = 0. Volgons

N J=?

(30 2) 1s 11m ﬁ-—-— j =B, dus lim N-M Z_.C = AB. ls lim Cy bestaat,

dan is deze vol cns (30 2) ook gola.jl«. can AB, waarmcce (30 1) bewezen is
{30.3) Als twee recksen absoluut convergent zijn, dien is hum product- -
rceks. ook absoluut convergent.

m
Bewijs: Laat de recksen)” a on 2 b zijn en A: = Z_Ll\ en B Zl’by]
v Amiw (Fym) koo 5

don is ols boven LBy =Ll | aslloy 412 % z_ |ayiio,_s|+ Zoat

kb J may (O f-m)

> S, de productrecks van )__c. en Zb zijn en Zc die van 2 |\ nni cn

Zlo,| den is | n(..{z, akbn k\‘.f.é_(c,kubn W = c en ch_\“n o on dit

ig begrensd omdat n; cn B buldo convery, cron. Dus /_yc* is convergent
cn ccn najorant va(cn( ’ avs ‘*cn is absoluuvt OOlTV(.I"""Cnu»

z9 2o _ Z17%2 |
Opgave 121. Bewijs nogmanls dat ¢ 'e © = ¢ , ditnacl met bchulp van
dc stellingen over het product van twee regkscn.

§ 31. Dubbclrijen en dubbelreckscn.

Een dubbelrij is eccn afbeclding van de verzaneling van. de parcn’/
(m,n) natuurlijke gotallen in cen of anderc verzameling V. We kunncn -
het ‘clement dat aan het paar (m,n) wordt tocgevoegd, aangeven net amn"

Ecn dubbelri] o clencnten van ecen netrische ruimte hect convergent
met limict a (in formulc: Lin o, = a), als bij dcder redcl getal £> 0

: . oo
cen notuurlijk getal N tc vinden is, zodat voor m> N, n> Ii geldt
e(a, o) < €
e kunnen nu ook één index (b.v. de ecrste) vasthouden; dan vornmt
Bn bij voste m als functic van n cen gewone rij, dic ook ecn limiet
kan hebben: llm Qi = b e Deze linmicten b vornen als functie van m

weer ccn r:g, dle ook ecn linmiet kan hebben lim b, = lim lin a.
Poeo= 3 meo0 A¥co DR
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We nocnen ecn b cen rijenlimiet.Evenzo ¢ = linm & ecn kolonmenlinict
Bl n e L -

en lim o = lin lin aan® Al de genoende limictcon kunnen natuurlijk al-
n>2 C MiD maed 12}

leen gevormd worden olg ze bestaan. De namen rijenliniet en kolommenli-
mict zijn ontlcend nan de sehrijfwijze van dc dubbelrij in cen recht-
hoekipg schema als volgh:

a9 94 B3 - o v — by
azal 9.22 323 . L) ] . — b2
(’3,31 - » £ ) » [} L 3
A ¥

01 02~ .

Er zijn drie limieten die we met clkeoar vergelijken, n.l. l}g amn’
M Do

lim 1in o, lin 1lim a__» We zegegen wel dat de laootite twee uit elka
rm;gco Mo non Mg o mn

ontstron door verwigseling van de linictoversgangen. e Lchoeven niet te—
gelijkertijd te bestann, of als ze bestann aan clkanr gelijk tc zijn.
R . . n 1 o1
a) an (3 = s} 3 4 YD} i = I - N € ==\ - -
Hiervan enige voorbeclden: Neem a . (=1)" 5 voor n>n en ay, (-1) -

voor n<mn (hoc ziet het rechthoeckig schema er dan uit?). Dan is lin a

mn”~
D3
= 0. De rijen~ cn kolomucnlimieten begtaon geen ven alle. Twecde voor-
beeld : nccen Qi = 1 voor n>n en Qo = 0 voor :24m ( hoe zict het recht-
hoekig schema er dan uit?). Dan bestect linm o nieb, lin o = 0,
=g

line =1, dus lim2ima_ =0 %1 = 1lim 1lim « . Aan dit voorbecld
e M1 el anae DI nda> maoy 0L

zien we dus dat verwisseling van limietovergangen tiet altijd geoorloof:
is, zelfs nict als beide bestacn.

(31.1) Als van ecn dubbelrij a = de dubbellimiet begtaat (lim a = a)
Mmoo G
benevens alle rijenlimieten (l}m Bon = bm), dan convergeren de rijenli-
| mieten naar de dubellimiet (lim b = a).
mh=on Ll

Bewijs: Blg £30 is een N1 te vinden zodat voor m>>N1, n>N, geldt -
E?(a, nmn)< 5, verder bij m ecn N, zodat voor n>N, geldt (b, amn)i.-
(Nz hengt von m af!). Bij cen m>N, nemen we n = moX (N1,N2) + 1, dan
is Q(“’ bm)_.@(u,glm) + e( m? P ) < E. Dus 1dm b

Het spreckt vanzelf dat er ecn met (31.1) overccnkomstige stelling

ook voor kolommenlimieten geldt.
Uit (31.1) volgt mu onmiddellijk:



il i
(31.2) Alg %%g a ., lima  en 43:%% a0 bestaan dan bes’caanﬂ}ig lim a
en lim lim a en ’feld l:.m iim &, llm lim a__ = lim a
Micp mios FAaco ’:f mn Mmoo nwaeo N e mn*
“an-y
Opgave 122, Bereken llm n (e ~ 1).
e gaan uit van een aubbelrl;; ., en willenz &y vormen. We weten

echter dat het resultazat in het algemesn zal afhangen van de volgorde

wasrin we de termen nemen. Als echter J {a | in een of andere volgor- -
de genomen convergeert, is de limiet in 2 & onafhankelijk van de
volgorde der termen; we noemen die limiet dan de dubbelsom Z__ a van

M‘m 1 mn
de absoluut converf*en‘be dubbelrecks } amn' Ye kunnen daarnasst ook

wrobercen te vormengf 2~_ a en %z__ &nn (herhaalde reeksen). Deze

M gt mn YAt pqmd
vormen geen verschikltingen van de dubbelreel«:s;o

o
(13.3) 4ls a__ redel en= 0, bestasn > a y2_ 2 a enz Z,
mnn o IDl’l

S I 11§ ¢ ) =t paxs M= =) :mIJ.
alle drie en zijn aan elkaar gelijk of ze bestaan geen van drieen.
Bewijs: Vorm de verzameling van alle eindige sommen van elementen

a__. Deze verzameling reéle getallen/}, 0 is begrenscé of ndet.

%n

1" De verzameling is begrensd met bovenste grens = A. Dan is in een of
andere volgorde 'aenomenﬁ a._ = A, want iedere parti€le som is % A}

mmpmst mn
verder is bij iedere € 2> 0O een som van a die > A - & is; dus een
mn N

partiéle som die al die termen bevat is ook > A -~ £ . Verder is Z_ a_, &
P2 S " e k=1 @nk
£ 4, dus 2 o bestast en is "«A' > =z 2 a. = |
"~ msy mn Y Jn m—.! =1 Jn
= lim > 4 A. s ﬁ Z a Y bestaat en is £ A, Maar
M- M [ o0

=t J':' .
X gq—: ajk f % en /}Algf’% itajk = A, wus Azl h=y amn = A.

M~4
‘E?mnzo bewijst men 23 a X.

27 De verzameling is onbegrensd., Bij iedere B> O is een som van termen
& te vinden > B, Iedere parti€le som die die 'bemnen baua*t; is ook > B
Gus de dubbelreeks is divergent. Nu bew:ng.en we dat "ZET E anmn nietd

bestaat. Als voor ecn of andere m 4% a y niet bestaat z:.gn we al klaar.

ils ze wel alle betaan istah vor Wl doend grote m en nj 'Z(f.‘ 83y >
s = ¢ =
2 2:‘ 3k> B, dus f bestaat niet. Evenzo bewijst men,

k=1t { @ Az .-=:
dat £°5%a  niet besast.

e T

(3;.4)@Als een dubbelreeks }:_a absoluut convergeert, dan hebbann
2 2_a,, en 52 2 en z13n beldc gelijk aan Z:a

st st MET RS TN 2”

Bewijs: Uit (31.3) volgt datZ_ }:.i an! bestaat. Uit het bestaan
van m;.__.\ [volgt het bestaan vanz . verder 13\7: a 14— 2.:.-\3 P
Uit dl’s 1aabste en uit het bestaan van Z: \ mn‘ volgt het bestaan
—a a__. BEvenmo bewijst men het bestaan van 2_ a__. Noem

oo ™3l R A £13 4 8 M= Mm= NN
A W A, Bij £ > 0 is dan een M te vinden zodGat voor m > M
velatf Bin l Ifz,_ 8ip = ]4 % Verder 15 er een N t¢ vinden

M=y f=t

(deze kan ven M axhangen) Z00 ‘at voor n> N geldt 2___ Z:—agk -
K=t ;ttl =

Arzy



-~

2 e £ ’ \&!_ Me
‘: - kZJ Z,_- Jk‘ { L Dus, L{T er;ajk ~ AL €, Kies nu cen antitone nulrij
e (b.v, &_ = -1) Danl zijn dazrbij stijgende rijen M_ en N_ te vinden
D , ﬂep p , _ P P
zoda't{ pay }%"ajk - ;;l o° Neem nu in 2— 2n de termen in een dusda-~

nige volgorde dat Z& onder de parti€le sommen voorkomen, dan

volgt daaruit dat Sﬁ_ amn = A.
MaaTRa bl

‘.TNE A
™

§ 38. Nog enkele convergentiecriteria voor recksen.

(32.1) (Convergentiecriterium van Kummer) Laat a, en b redel en> 0
zijn en verder 2. b divergent. Als lim inf ( LS })> 0
. n b a 1 b 1
a 1n n+ n+
is Zan convergent; als lim sup (BL 1 - )< 0 dan is er een

qn+1 bn+1

X > 0 wn een N zodat woor n >N neldtag-— °n --51-->°< . Dus
gt H+t n+1 ay
1 n+1 / N +1
n+1< (’5" - % ) dus kzz 2k '. b .

a,
- ’52)4 —~ ¢ en hieruit
volgt aatf‘n l«: blgl J?'cnsd en dus convx,rg\
1

+1
:
ot ;?_ n N+1
Als lim inf (—-- LS. )< 0, dan is er een N te vinden zodat

Se
bn an+1 . bn+1

a
voorn)Ngeldt%—- an - = <0, dus a _,> == b

b
n+1 n+1
AN+
b

N+1 .
Door hierin bn = 1 te substitueren vindt men het criterium van

nt b, n+1’ dus a, >

bn' Daarl. b divergent is moet Zan het ook zijn.

a'Alembert terug. Door substitutie van bn = % vindt men:

(32.2) (Convergentiecriterium van Raabe) Laat a, redel en > 0 en .
lim n (=
e n+1
g < 1 divergant,
(32,.3) (Convergentiecriterium van Gauss) Laat a, redel en 3 0,zijn en

-1 - %) = 0 zijn. Als o> 1 is 'Z;an convergent, als

®n 1 O") 1+4
aeim— - -5 J)n
n+1
convergent als - £ 1 is Zan divergent.
Voor het bew1gs van {32.3) hebben we de volgende hulpstelling nodig:

(32. A)Z n log n

L™ m Lo7! . P

- R — . JE1 J )
B_g____l_Wl 314:__—: k'fosk - J'Z":;%:)-::U: ke Log K 53%(‘}‘-“)&:'*' (—2' ~ & 1) =

begrensd voor een d> 0. als O >1 is Zan

is divergent.

£ ?)Z T+ Z: men en dit —w , als n- ,want

-——l;i {s convcrgenu, omdat i < 1.
ne (n+1)e ©
Bewijs van (32.4): Voor U  # 1 volgt (32.3) onmiddellijk uit (32.2).

‘Je behoeven dus alleen het geval U = 1 te beschouwen. Omdat lim logm
s 1

. O
F is Z:_a. diver;ent. - B
n

Bew:L gt Stel eerst lim inf ( - )> 0
-———L E- 8t bn+1 ’

n+1




29 ; . ’
-O,:le:un( —‘1-%)nlogn=0 Nuls( -1-—1)nlogn=

,"‘“: Bn+1 01 Gn+1
:h logn an a+t) 1o b, e (14 -ﬁ) Verder 18;%3;% (-— + 1) log (1+x)=
n+1
= 1im (1+x) &0 (“XQ = 1 dus lim (n+1) log (1+ )= 1. Dus
lim {n logn an - (n+1) 1log (n+1)) = -1 en hieruit volgt door toepas-
i n+1
sing van (32.1) met b_ = e dat T a divergent is.

n n log n n

De in deze paragraaf behandelde convergentiecri'teria zijn byzonder

bruikbaar als er een functie f(x) bestaat die voor x Fy 0O gzekere diffe-
n

rentiecrbaarheidseigcenschappen bazlg, zodat f(ﬂ ) = === Laat eerst
= £(0) en het ¥rhterium ven

o

£(x) continu in O zn.gn. Dan is lim 2
mee T+

d*ilembert leert ons dat Z a, convergent of divergent is naar gelang
£(0) > 1 of £(0) < 1 (steeds is a,> 0 veronderstcld). We behoeven dus
alleen nog f£(0) = 1 te beschouwen. Veronderstellen we nu dat £fx) Tids
ferentieerbaar is in O, dan is £(%x) = 1 +x £W0) + x & (x *=20)%o tiet
criterium van Raabe leur‘t; ons dat F_ a, convergent of divergent i¢
naar gelang £'(0) > 1 of £'(0) <. 1 is. Als £'(0) = 1 kunnen we met%;
het criterium van Gauss tot divergentie besluiten als b.v. £(x) op een
interval gedefinieerd en differentieerbaar en in O tweemaal differen~—
tiecrbaar is. Immers dan is f(x) = 1 + x + xzf"(o) + x2£_ (x =0) en
het criterium van Gauss {(met d £ 1) geeft de divergentie van 2 a,.
Als voorbeeld behandelen we de vraag van welke reflee< de reeks

) &
Zn" convergent is. Substituzer in —2 nun-= -3:- dan komt er f(xk
1 o (n+1)%*
X - ,
s = (1+x) . Nu is £(0) = 1 en £'(0) = - A ; verder is f(x)
—_+1
X

tweemaal differentieerbaar dus an is convergent als - oK > 1, dus
X £ - 1 en divergent als =X £ 1, dusxX = - 1.

We iserken verdexr nog op dat de behandelde criteria voor reeksen
> a, met an,> 0 ook nog kunnen worden toegepast op resksen met wille-
keurige termen ,1- O om absolute convergentie aan te tonen. Als het cri-
terivwm echter divergentie oplevert kan in dat geval alleen nog maar
gecon:ludeerd worden dat de recks niet abmoluut convergeert, maar nog
niet dat hij divergeert.
Oogave 123. OUnderzock de reeks 2_ n ook voor complexe o ,
Opgave 124, Onderzoek de convergentie van de blnomlaalrevksZ(/“)x
voor X = = 1, Let voor s refel ook op het teken van de termen!

Ongave 125. Onderzoek vcgor)welke reé€le waarden van X de reeksen
b ] en 2 2n) ! )\ o onvergeren.
EIng n)> ? (n,)ﬁ ° 8

o2
Opgave 126. Onderzoek de convergentie van 5; - o(1
waarden van o . -+

ML

voor reile

H
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§ 33. Een stelling van Abel. = '

(33.,1) Als 5: convergeert dan is lm /./._, 2, % Zun.
XTV =2 "ro
Bew:.;;s: Noem ,44 ek...b. cn ,{;.ak—- , dan geeft portiéle sommaties

A m~: m=i :
T a xk— Ak(x x‘{+1}+A =(1-x) L A x +A ?, Omdat >_= convergent :
K=0 k Kw' ; k a_., n .
is, heeft Z.axn een convergentiastraal > 1 en is £(x)= ,;__._an 0 zeker
gedefinieerd voor 0< x 41. Omdet A begrensd 1s, is ,,.1.5;2 A.nx =0 voor

<""‘n

OLx <1, dus £(x)=(1~x) A_- A, 2 en f(X)"A“('!fX)L——— A X oA (4-%) 2= X
=(1-—x) z.m (4, -Ayx1, Bij £7 0 is een N, zodat voor n>N geld‘h \A -A\
Den is i f(x) -A\ £ (4~x) A—f} Ak-A +{1-x) ZN’" E xPe (1-x) \Ak~A|+ Z*
Voor 1>x>max(0 1= - Y is dan }f(x)-A[ L E. Dus

}L lfsk'fk‘ +1

. aa
l:unLax-A_.a..
xt] M=o n =0

Iets nieuws halen we uit (33.1) alleen als de convergentles‘crﬂel R
van 2 a.nx gelijk aan 1 is, (Als nl. R>1, den volgt (33.1) direct uit
de continuiteit ven een door een mechtreeks voorgestelde functie;) We

kunnen dsn uit (33.1) halen, dat als cen mechtreeks ergens op zijn con-—
vergentiecirkel conﬁergeert, de limiet in dat punt continu sensluit bij
de w-erden binnen de convergentiecirkel ven de door de mechtreeks voor-
gestelde functie bij radiasle nadering tot dat punt op de convergentie-
cirkel (d.w.z. bij nodering l=ngs dc rcchte die het middelpunt van de
convergentiecirkel met het punt i.q. verbindt). In (33.1) steat deze be-
Wering‘voor het punt 1. Voor een willekeurig punt {, volgt het er echter

ook dirsct ult' immers als Z C,n convergeert, dan geeft (33.1), dat

M=o w
Cn..l:x.m 2_._ C,n Blim > a (A )P en AL voor 04 A41 is juist het
fuao A11 mso ATl meo B

11jnstuk tussen QO en £,
Met de stelling van Abel kunnen we b,v. opnieuw.bewlijzen dat log 2=

?az §—1}n"1

A=t n

We merken nog op, dat hes omgckeerde van de stelling, van Abel niet
geld‘b. 20 i8 w—== 1+x
Z: (-1)® is divergent.

oz

-

Z(”‘i)nxn voor \x} (1. Verder is l:Lm T_' =% , mary

EINDE VAN HET EERSTE JAAR.




