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Een verzameli~ is de samenvatti:ng van een aantal obj ecten tot een 

geheel .. De objecten heten de elemerrten van de verzameling .. a is ee.n 
element van V schrijven we a<=. V. Nu betekent a = b, dat a en b versohil­

lende aanduidingen zijn van hetzelfde element. Op logi1sche gronden geldt 

dan: 

a= a {re:flexieve eigenscha:p) 

uit a= b volgt b = a (symmetrische eigenschap) 

uit a :;; b en b = c volgt a = c {tra.nsitieve eigenschap). 

Een verza.:rneling, waar geen enkel element toe behoort, heet een 

lege verza.meling • 
.. . Een verza.meling V heet een deelverzamelipg van een verzameling W 

(geschreven: V CW); als ieder element van V ook tot W behoort (als ui t 
a€. V volgt a £.W). Als er bovendien in W een element is, dat niet· tot V 

behoort (er is een a met a e·w, a J V), dan heet V een echte deelverza.-
r 

meling van w. Een: lege verzameling is deelverzameling van iedere ver-

za.nieling. 

De vereniging V uw ( of cok V + W) van twee verza.melingen V en W 

is de verz.a.meling van die e lernenten, die in V o:f · in W ( of' in beide) 

·11ggen. 

De doorsn~de V n W (.o:f ook VW) van twee verzamelingen V en W is de· 

verzameli:ng van die elementen, die in Ven in W liggen. 
Als de doorsnede van twee verzame lingen leeg is, he ten de verza­

melingen disjunct. 

Als V c R dan bestaat bet comJ!lement van V t. o. v. R (geschreven 

R/V o:f ook R--V) uit die el'3mnten, die wel in R _ maar nict in V liggen. 

Er geldt dan: V n {R/V) is leeg, V v(R/V)= R. 

We sweken van een toevoeging o:f een a:fbeelding van een verza­
meling V 1!!, een ve:rzameling V' als aan iedere ae V een a 1 £ V' toegevoegd 

wordt (a4 a.l). a•· heet het beeld van a, a een or~ineel van a'. We 

schrijven de toevoeging ook wel: a' = :f(a) (a' is een. :functie van a). 
Als ieder element van vr a.ls beeld optreedt,~ spreken we· van, een fd-

be~ldi~·:J'-:~""·Y.t!~, l'. ,r,ls ioder ~lement v8:n V) ,~£ ~hltli ·" 



heoft (anders gesegd: a.ls uit a /: b, a ➔a', b ➔ b 1 volgt a• 'f b'), 

spreken 110 van eon eeneenduidig0 afbeelding. 

Ean eeneenduidige "afbeeldi:ng a ➔ a' van V op V' kan ~keerd 

worden (a.t .....+ a) tot een eeneenduidige afbeelding 'I/an V' op V; de laatste 

e.fbeelding heet de inverse van de eerste a.fbeo ldi:ng. 
Twee vorzamlingcn heten gelijkmachtig als er een eeneenduidige 

afbeelding van de ene op de andere besta.at. Een verzameling is gelijk­

machtig met zichzelf {kies de identieke a:fbeelding a. ➔a); als V ge­

lijkma.chtig met W is dan is ook W gelijkma.cht ig met V (kies de inverse 

a:fbeelding); als V gelijkm.chtig met W en W gelijkmachtig met U is, is 

V golijkmachtig met U ( als a€. V, beW, c€U is en a ➔ b en b ➔ c, 

kies da.n de sam&ngestelde af'beelding a ➔c). We zien dus, dat de gelijk­

~'lchtigheid aan de reflexieve, symmetrische en transitieve eigenschap-. 
pen voldoet. 

§ 2., Natuurlijke getalle!l .. 
De ana.lyse berust op het getalbegrip. De verzameling N van de na­

tuurlijkc getallen kunnen we exiomatisch karakteriseren. Ieder natuur­

lijk getal a bezit een opvolger, die we voorlopig met a I aanduiden. 

We stellen nu de volgende axiorna' s van Pea.nc op: 

1° leN 

2° Er is een afbeelding a -:i.e. 1 van N in N, die a.an ieder eleirent een 

opvolger toevoegt. 
3 ° Voor iedere x e· N goldt x 1 / 1. 
►4o Uit :x: r/ y volgt x* 'f y• voor x € N, y €. N. 

5° Als Mc N en M de volgcndo eigenschappen hecft: 

l .e: M, 

als :x€M, dan ook x'C: M, 

dan is M = N. 

Bet eerste axioma zegt, dat N niet leeg is, hct. dc:rdo dat 1 niet 

als •pvolger optreodt, hct vierde, dat de afbeol<ling, d it: aan ieder ele­

ment zijn opvolger toevoegt, eeneenduidig is. Het vijfde a.xi oma heet ook 

axioma dor vollodige inductio. Op grond van dit a:xioma kan een eigon­

schap van mtuu.rlijke getallen door valledige ind.uctie bewezen warden; 

(2. l) Als erm eigcnschap E van nntuurlijke getallen geldig is voor 1, 

en als uit da geldigheid van R voor ee.n nntuurlijk getal :x: de ge ldig­
haid voor x I volgt, dan geldt 'S"voor nlle mtuurlijke gctallen. 

Bewijs: Stal M de verznmcling n-ttuurlijko getallen (d.w. z. de deel­
ve:rzameling vai~-td~lijke eetallen), we.arvoor E geldt, dan is 1 € M 
en a.ls xc: M, dan ook x' e. M.. Volgens 5° is dan M = ti, du.s E galdt voor 
alle nQtuurlijk& getallen. 



An 3. 

Me.t behulp Van deze. axiomats is nu de hele leer der getallen op te 

bouwen. Het is cnmogelijk, dat hier in alle details uit te voeren, :1m­
dat dit ('lns veel te lang o:p zou houden. Wel zullen we echter o.e weg 

aangeven, waarlangs dit kan geschieden, zonder echter alle bewijzen te· 

vermelden .. 

(2. 2) Voor alle x e N geldt x' -/- x. 

Bewijs: 1 1 f 1 {ax.3°). Als x /: x', dan is x' I= (x 1 )' (ax. 4°). 

nus x' # x ,is met volledige inductie bewezen. 

(2 .. 3) Als x I 1, xc.N is, bestaat er een u€tf, zodat u'::::: xis .(d.w.z. 

ieder natuurlijk geta.l behalve 1 is cpvolger}. 

Bewijs: ·we bewijzen met volledige inductie de volgende eigcnschap 

van een na.tuurlijk getal x: x = 1 of er is een u € N, zodat u t ::::: x. Nu 

heeft 1 de e igenschap, en a.ls x de e igenschap hee:ft, dan ge ldt voor 

x = 1 1 1 = 1' ( u = 1} en al s u' = x , ( u 1 ) ' = x ' • 
We noemen een deelverzameling M van N een o-verzameling als uit 

x £ M v olgt x' €. M. 

We definieren nu voor.twee natuurlijke getallen a en b, dat a<b, 

als iedere o-verzameling, die a' bevat ook b bevat. In plaats van a< b 

schrijven we ook b .>-a. Het is a priori natuurlijk in het geheel niet 

uitgesloten, dat b.v. zowel a <b a.ls b < a 2:ou zijn. Er gelden eohter 

de volgende e:igenschappen (de kleine letters hierin stellen a.lle wille­

keurige natuurlijke getallen voor): 

. ( 2. 4) X <x 1 • 

(2.5) Uit x<y en y< z volgt x<'.z. 

( 2. 6) Tussen x en y geld.en minstens een van de relaties x = y, x <y, 
Y <x. 

(2 .. 7) Uit x = y volgt, dat niet x <y is (d.w.z. niet x<x). 

(2. 8) Uit x <y volgt, dat niet y <x is. 

YJe kunnen (2.6)~ (2.7) en (2.8) ook als volgt samenvatton: tussen 

X en y geldt een en slechts een van de rela tics X = y, x < y, y <x. 

Opgave _1. Bewijs (2~ 4) (met volledige inductie ). 

Opgave 2. Bewijs (2. 5) (rechtstreeks. uit de de:finitie van < ). 
In plaats van x < y of x ::: y (d. w.z. niet y (x) schrijven we ook 

X S y.. Anal O og X 'Z, y • 

(2 .. 9) 1 ~x 

(2 .. 10) Als x <y is, dan is x 1 !Sy en emgekeerd. 

(2.11) Als x<y is, dan is x<y' en omgekeerd. 
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Deze stellingen. k_omen bij h_$t bewijs van {2. 6) vanzelf voor ae dag.: 

( 2.12) led.ere niet-lege · verzameling V van natuurlijke getallen b~zit 

een en slechts e~n !£1.einste element. (d.w.z. een element a~V, zodat 

voor alle xe V goldt a ~:x). 

Bewijs: We bewijzen eerst dat er een is. Neem de verzameling M van· 

die natuurlijke ge-tallen y, zodat V()or alle x e V geldt y ;f x. Dan is 

le M (2. 9-); er moat_ dan een a e M bestaan, zodat a' f M. Immers aJ..s -voor 

alltl a .~M gold a' e. M, dan was (5°) M = N, maar omdat V niet leeg is is 

er een be V, ma.-=J.r b' > b (2. 4), dus b' f. M, hotgeen een t0genspraak goe:ft. 

Nu is a het gezochte kleinste element. Immers a. !x voor alle xA:' V, om­

dat aeM; a.ls a f V was, was zelfs a<x voor alle xeV, dus a. 1 <x voor. , 

alle x ~ V (2.10), dus at EM, hetgeen een tegenspraak ge,~ft. Dus a is een 

klcins te e l0ment van V. 

Als a en a beide kleinste elementen van V waren,. was a~ a en a ia, 

dus a = a (door de eerste betrekking is a> a en ·door de -tweede a <a 
uitgesloten). Dus er is maar een kleinste element. 

(2.13) (Algemeen bewijs met volledige inductie). Als een eigenschap van 

natuurlijke getallen geldt voor x als zij geldt voor alle y < x, da.n 
geldt deze cigenschap voor alle natuurlijke getallen (deze stelling 

omv3,t (2.1) als bij zonder geval} .. 

Opgave 3. Bcwijs dit door (2.12) toe te passen -0p de verzameling, wa.ar­

voor de eigenschap niet geldt. 

Naast het bewijs met volledige inductie kermen we ook de s!:_e~initie 

(o:f constructio) doer voJ_ledige inductie. We willen een s.:fbeolding 

cp(x) van de verzn.meling dGr natuurlijke getallen in een willekeurige· 

andera verzameling definioren. Stel dat we beschikken over oen construc­

tievoorschrif't (A), dat voor ieriere x E :N <f(x) · ondubbelzinni.g bep&9..lt, 

zodra Cf(Y) bepaald j_s vco r all e y < x {y € N). 

(2.14) Als er een constructie~rincipe van het bovenst~~nde type (A) ge­

geven is, is er een en slechts eon a:fbeelding fCx), die era.an voldoet. 

Het vrij ingewikkoldc bewijs hi0rvan laten we achterwege. 

Eon belangrijk speciaal geval van een constructieprincipe van het 

type (A) is, dat <t(l) bepaald is en dat <f(x') bepaald is, zodra f(x) 

bepaald is. 
Een verzameling V van natuurlijkc getallen heet bogransd als er 

een a€ N bestaat, zodat voor alle x EV geldt x ~a. 

(2. 15) Een niet-lege begrensde verzameling V natuurlijke getallon heeft 

een grootste element (d. w. z. een v €. V, zodat voor all<) x € V geldt x ~v) • 
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:Qm_a.ve 4. Bewijs dit d•or (2.12) te>e te passen ep de verzameling ·van die 

hatuu.rlijke getallen, die 2: alle elementen van V zijn. 

(2.16) Een niet-lege verzameling V mtuurlijke getallen met een grootste 

element is begrcnsd. 

Dit is du~delijk. 

We n•emen de verzame ling van de natuurlijke getallen dio ~ een 

v~st natuurlijk get al n zijn hot 90ginstuk [1 ,n]. 
We noemen een willekeurige verzameling eindig als zij leeg is of 

gelijkmchtig met eon beginstuk. -

(2.17} Een begrensde verzarneling natuurlijke getallea is eindig; als ze 

. niet lecg is (grootste element v } , is er een af'beelding op een beginstuk 

►[1,nJ ~ zodat n S v. 

(2.18) Een eindige vcrzamoling na:tuurlijke getallen is begrensd. 
Beide stellingen worden met volledige ·1nductie bewezen. 

(2.19) N is niet begronsd, dus niet eindig. 

Dit volgt uit {2.4) en (2.18). 
Een willekeurig~ verza.meling die gelijkmachtig is met N neet aftol­

ba.-'lr oneindig. Een verzamaling, die eindig o-:f af'telbaar oneindig is, 

hect aftelbaar. 

(2.20} Als [1,nJ gelijkmachtig,is met [1,m], dan is n = m. 

Dit wordt met volledige inductie bewezon. 

Uit (2.20) volgt, dat een niet-lcg0 eindige verzamcling met riiet 

, meer dan efn beginstuk fi,nl gelijkmachtig kan zijn; deze n nocmcn we - ..,; 

het .§&.11.tal elemcntcn van de verzameling. · 

(2. 21) Een deelverZA.me ling W van een eindige verzameling V is eind.ig; 

het aantr:1-l elemontcn m VHn W is 5 het &.'lntal clementen n vrui V; als W 

een echtc deelverzameling van V is 1 is zclf's m < n. 

Dit wordt bewezen door VR.n ( 2. 17) gebruik i;e m:1.k~n. Vo or het la.atste 

godeolt.e van de stcllirte m~et de ocneenduidigc,a:fbeolding eventuool nog 
wat vcranderd worde. n. · 

(2. 22) (Hoofdstelling ovor eindige verzamclingen). Een eindige verzame­

ling is nooit gclijkmachtig met een echte declverzameling. 

Dit volgt nu direct uit (2 .. 21) en (2.20}. · 

(i. 23) Een de :lverzamc ling van een a:ftc lbare · verzamc ling is P..:ftelbaa:t'. 

We bewijzen dit niet. 

We kunncn de eleoonten van een ::t.-:ftelbare verzamaling V nummcren; 

d .. w. z. we schrijven de afboelding van con boginstuk of van N op V als 

een :functie a(k). Mecsta.1 · schrijven we het n::.1.tuurlijke getal k dan als 

index: ak. 
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Wo lrunncn oak vorzflmeli~cm (collucties) van varzamolingen beschou­

won .. De v~rcniging van eon colloctie vorzamelingcn bestt.e.t uit die 

olcmonten, die tot minstens con d.er vorza.melingon van de collectie bo-

horen, do doorsnode uit die elementen, die tot alle verzamolingen der 

callectic behorcn. 

(2. 24) De veroniging van een aftelbaro colloctie a:ftelbare ,v-erzamelin­

ge n is a:ftc lbaar. 

Hot bewijs verloopt volgena het volgende schema: gecf ieder ele­
ment oen dubbele index: a ..• De eerste gcef-t het nummer van de verza-

1 . ',/ 1 t . mo ing wri.artoe het behoort, het tweede het nummer van hct e ennn in 

de vcrzameling. 

VI : 

I 

I, ',,t"✓,-l , -~·$ ' ••• 

~/ ✓, R~.3 ,- •• 7.1..1 '/ 
.7. ~a.,, aJ½ , •.. 

• ,.)-<., " 

• : ~ i 

I I I 

We tellen nu af volgens dt; pijlon. 

We dcfinii:iren nu voor ieder panr x ,y natuurlijlrn gott1llen door 

volledigo inductie CH.m som x + y met behulp vr:l.n de volgendc betrekkin-

gen: 
X + ] = X 1 } 

X + y I = (x+y) I J 

:Dit is voor iodcr,3 va.stc x indcrdnA.d ecn definitic voor y door 

vollc<ligo inductio .. 

( 2. 25) 

( 2. 26) 

(2. 27) 

(2.28) 

X + (y+z) 

x+y=y 

X (X + ;! 

Uit X + ~-

= (x+y )+ z 

+ X 

= :;,: + z volgt y = z 

(g_ss oc :L'?. iicy_~eigonsq_hat?) 

( £_ ommui~;:!. t_ iw v_ e., _ Q. ~ J'l§.£.11 !!J2) 

(2.29) Uit x ( :• volr;i "': + z < y + z en omgokcerd {!!2,.I_l0~9_r1~o~~g~n­

schar~). 
A.ls voorbcclc1 tu.n;::-:,n w,.; (2. 25). Voor vastc x en y ncmen we de 

Ve-11m.r, 11' nc M v~n (1 "> ., " ,.,,,,,..,,,,Vr"l"'r { 2 ')C:' g ·~ldt ,1.,,,&,,;1. :1;...•- •~ :.~ "'.;.J. 4_\,.. 4,., 1 ~,,.,,_,c.,,..\,._ U\l ..... , .. ,:)1 _\j • 

(x+y)+ l = (x+y) 1 = J,,.+;"f' -.: x +(y+l), dus l ~ M. 

Sto l dr-1.t z 6.M, dus (x+y )"+ z = x +(y+z), dan is 

(x+y)+ z' =Bx+y)+ z]' = [x +(y+z)J 1 = x +(y+z)' -· x + (y+z 1 ), dus 

z 1 E, M. 

Dus M = 11 an (2. 25) goldt nlgcmoc n. 

O:ggavo 2• Borlja (2. 26). 

QQB~~ 6. Bow1Js (2. 27). 



Opgave 7. Bewijs (2.28). 

Opgave _ _§.. Bewijs (2 .. 29). 

An 7 .. 

Op grond van (2.25) mogen we x + y + z zonder haakjes schrijven. 

Voor vaste a en b behoeft er geen x te bestaan zodat a + x = b is (b.V. 

isl+ x)l (2.27), dus 1 + x ,/ 1). Als er echtcr zo 1 nx bestaatt dan 
is er ook niet meer dan een,want a+ X :::: b en a + y :::: b geef't a+ X :;:: 

= a + y, dus x = y (2. 28). We noemen de oplossing dan het verschil b-a. 

(2. 30) Uit x ~Y volgt dat er een z bestaat, zodat x + z = y. 

Bowijs. Neem de verzameling M van de gE;tallen x + u (x vast, u 

willekourig). Dan is M eon o-verzameling, want (x+u)' = x + ut, en 

x' t: Ms want x' = x + 1. Dus is y€. M, dus er is een z waarvoor x + z = y., 

(2.31) V•or de natuurlijke getallen a en b bestaat b-a dan en slechts 

dA.n als a <b. 

Dit volgt uit (2. 30) en (2. 27). 

We schrijven voort aan voor de opvolger van a niet mewr a' maar 

a+ 1. 

~e definiGren voor ieder paar x,y natuurlijke getallen een product 

xy met behulp van de volgende betrekkingen·: 

(2.32) 

(2.33 

(2.34) 

( 2. 35) 

(2.36) 

(2. 37) 

X l ·- X 

=xy+x.l x(y+l) 

:::y=yx 

( ..{.. ' X y. Z.1 -- x y + x z (distributieve eig0nscha.P van de 

vermentgvuldiging t.o.v. de op-­
telling) 

(xy) Z ·- X (yz) 

Uit x z = y z volgt x = y 

Uit x <.y volgt x z (y z en c,mgekeerd. 

Uit x 'f 1 volgt x y 'f 1. 

Op goheel a.n:;:ilo,s<~ wijze als bij de ~ptelling kan men hier aarrt,or:i.en, 

dat a x = b niet oplosl)aa:r hoe:ft te zijn, maar dat er nooit meer dan 
,, 1 . . ,., l h t··· t b een cp ossing 1s • .Je 0:p. ossing, als zij bestaat, heet et quo 1an a .. 
Qp_gavo 9, Veer dit uit .. 

WG zullen de the orie vB.n het schrijven van natuurlijke getallen 

met cij:fers n.iet beha:ide1ent doch bekend. veronderstel1 en. 



.§ 3. Geh~le getallen .. 

We willen de varZP.meling der natuurlijke getallen zo uitbreiden, 

do.t a+ x = b wel altijd oplosba,1.r is. 

We de:finieren de verzarooling G der gchela geta.llen als de verzame­

ling b~stnandc uit oen element O (nul), en bij ieder mtuurlijk get al a 
eon element +a en een clement -a. Veorlopig duiden we willekeurige ge­

hele getsallen nttn met Griekse on natuurlijke get'\llcn met Latijnse let.-

We dcfin±crun d~ som V"JD twee gehclo getallcn q_ls volgt: 

0 +~=rX+ 0 = i...X 
{--ta) + (+b) ::;: + ( H4-b) 

_f~ (a-b) als a) b 

(+a) + (-b) als a= b -1- (b-a) a.ls a<b 
(-a) + (+b) = (+b) + (-n) (vorige geval) 

(-a) + (-b) ;:: - (n+b) " 

Wo wijzen dail-1.rbij op het volgende om verwarring te voorkomcn. In 

(+a) + (+b) = +(a+b) stann drie vorschillcnd.e soorten + tekens: het 

ecrste, derdc en vicrde is hot + tcken van de def'i.nitie van een geheel 

gotal, het vijfd.e is de (bekcroe) optelling van nn.tuurlijke gcta.llen 1 

hat twecde is de nu gedefiniecrde optelling vnn gohclo getnllen. Anq,­

logc opmerkingen geldon voor de andcre beiraklringen. 

(3 .. 1) 

(3. 2) 

(3. 3) 

rx + /!> = /3+ 1)(. 

(x+i'.3')+{. = o(+ ( 
I f 

' 
Uit o< + /J = + f volgt 

,, 

Dit wordt bcwezon door gevrl.londcrscheidin~on te m~ken en de defini-

tie van optelling en en c:dgonschappen V"ln na.tuurlijke getf\1-

lcn tc gcbruikcn. Di.t is et-:m vrij lnngdrndig werk. 

(3.4) Als ,ex' on t' gcgcven zijn, is er eon ! te vindon, zod~t c:¥+ ~ = ;d 
is. Doze nocmen wo /J- :)\' . Speciri1,.l C1 -,x noomen we - '°{ • 

Be~.vijs: Eorst boprtl<:?n we - ,,"( • ~·e weten 

0+0=0 

(+a) +(-a)= 0 

(-a)+ (+a)= 0 

due we kunnen dcfinicren 

- 0( = O ala = 0 

--~=-a "C<::::+e. 

- ()( = +n 11 X - - n, 



dan voldoet -tx aa.n de vereista be-trekking t){ +(- OI' ):= o. Als 
(!;_ -0: kiezEin ,'1+(-d} dan voldoot dit aan de v0reiste betreltking 

l'Jt+(f-tx) =/J. Immors o<+ [/~ +(-°"}] =R+[(-iX)+/3]= §<+( .. ~)] +/l~ 
=O+j,=f>• 
(3.5) 

(3.6) 

-. <ex• 13 }= - ()I - 13. 
- (,)( -;> )= -!X+/. 

De op-telling van gehele getallen ms ~ssociatief en er bests.at een 
ondubbelzinnig bepaRlde omkGring (nftrekking). Ben verzameling met een 
dprgelijke operatie heGt een en,:oep (t. a. v. die oporatie). In di t geval · 

is het zelfs een Q..Q!!!!!!_utatieve groe'R (ook wel genoemd. Abelse g:roep naar 
de Noorse mathematicus Abel), omdat de eptelling commutm ief is. 

We def'iniercn nu 
+ a >O 
- a(O 

ex< /J a.ls !J-o< > O. 

(3.7) Tussen o< enp besta.at een en slechts een van de drie relaties 
o<< /3 , ot=/.>, /3<,'>t.. 

I . 

(3.8) Uit rx<. ;S en/5 <. rf volgt -x <if • . 
· (3. 9) Uit W< /!> v~lgt oe' + 1 S _;.3 en omgekeerd. 
(3. 10) Uit D< 5 /3 volgt C>< < 113 + l en emgekeerd. 

(3.11) Uit ex< /3 volgt o<+ J' < /3 + / en omgekeerd • 

.Qmave lO. Bewijs (3.7) en (3.8) 
We de:finieren nu het product van twee gehele ge1Hl.llen als volgt: 

(3. 12) 

{3. 1:;) 

(-3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

Qo(=o<O =O 

(+a)(+b)=(-a)(-b)= +(ab) 

(+a)(-b)=(-a)(+b)= -(ab). 

rx /J =f cx. 
(rxf )J ·=ex( /3 J ). 
Ck'(~+y)=ot/>+C><'!. 
Ui t 0/ /3 = ,tr en 0( f:. 0 volgt 13 = I . 
Uit C>( f.: 1 volgt tX 11 /; 1. 

Een verzameli:ng met e9n optolling en ecn vermenigvuldiging, die 

t.o.v. de optelling een commutatieve groep is en waarvan de vermenigvul­

diging associatie:f is en distributief t.o.v. dG optelling, heet een ring. 
Als do vormenigvuldiging ook nog commutatief is, spreken we v~ een 
commutatieve ring (in een ring wordt de optelling dus altiad commutatief 
verondersteld). Een commutatieve ring, die bovcndien aan {3.15) voldoet, 



heet een 

a.ls: uit 

(3.17) 
(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 
(3. 21) 

( 3. 22) 

. . 

integritei1isg~bied. Eigcnschap C;.15) ko,nt op hetzelfde 

6(/> = 0 volgt «= 0 ef :f!>= 0 (er z:3-jn geen nu~<!E!Jers). 

Uit <X<p en r> 0 volgt c,ll < ~ I· 
Uit CX< 1:1 en/= 0 volgt 1Xf=/1J· 
Uit c<</3 en { < 0 volgt ~ i ). /3 Q • 
Ui t o<,,y</fen r >O volgt rx '<fl• 

tx r<f-.l en,= 0 is onmog0lijk .. 

Uit .?(,<(!,Jen f<O volgt °""'7.,:3. 

neer 

De gehelo getallen > 0 heten positief' {dnt zijn dus die van de vorm . 
+a), die < 0 negatief' (die van de vorm -a). 

De positieve gehele getallen gedragen zich, wat optelling, ver­
monigvuldiging, ordening en eventueel af'trekking betre:ft, precies als 

de overeenkomstige natutirlijke getallen. Immers: 

(+~) + (+b) = + (a+b) 
(+a) (+b) =+(ab) 
(+a) > (+b) dan en s1eohts danals a> b is. 

(+b) - (+a)= +(b-a) als b >a. 

Verder stemt ook het vo9rgeplaatste mirrteken, zoals dat gedef'inieerd is 

voor gehele g~tallen, toegepast op een positief getal overeen met het 
nti.nteken, dat een natuurlijk getal in bet bijbehorende negatieve ver-
andert: 

- (+a)= -a. 

We kunncn dus zonder bezwaar de positievo getallen uit de verzame­

ling der gehele getallen verwijdBren en daarvoor de overeenko~tige 

natuurlijke getallen in de plants stellcn. Dan vormt de verzameling der 

gehele getallen een ui tbreiding van de verzameling der natuurlijke ge­
tallen. We kunnen dan ook bet onderscheid in het gebruik van Griekse 
en Latijnse letterslaten vervallen en ook de gehele getallen Rlle met 

Iatijnse letters aanduiden. De mtuurlijke getallen zijn dus nu hct­
ze lf'de als de posi tieve g0he 1B getallen. 
(3.23) G is a.:ftelb&qr oneindig. 

Dit vol.gt uit (2. 24) toegepast op de collectie bestao.nde .uit O, de 
verzameling der positieve en die der negatieve getallen, die a.:ftelbaar 
zijn. G kan niet eindig zijn, omdat N een deelverzameling van G is en 
N niet eindig is;(2.19) en (2.21). 

Een verzameling V gehele getallen heet begrensd, als er een posi­
tief' geheel getal a is zodat voor alle x €. V goldt . - a~ x ~ a. 

(3.24) Ecn begrensde verzameling gehele getaklen is eindig; een eind:ig0 

verzamaling gehele getallen is begrensd. 



(3.25) Een begrensd0 (en dus eindige) verzamaling gehele getallen been 

een grootste en een kleimte e lo11'£nt. 

Evcnals bij de natuurlijke getnllen is a x = b vo.or twee gehele 

gctallen niet altijd ophisbaar (3 .. 16) .. Als het ochter wel oplosbaar is 
en a-/-, O, dan is er maar een oplossing,? genaamd (3.15). 

Opgave 11. Gcgeven zijn twee gehele gcta11en a en b {a<b). Bewijs dat 

het an.ntal gehele getnllen x, die voldoen aan a< x f b, gelijk is aan 

b - a. 

S 4 .. A0ouivalcntiekla~im• 

Dt3 volgcnde sta.p bij de uitbreiding V9.n hot getRlbegrip is de in­

vooring van de rationale getul1en, d ic ten doel heoft de de ling, al­

tha.ns door getallen f. O, onbegrensd mogelijk te ma.ken. We zullen dit 

doen door f orJJBel quotiifoten ~ in t,~ voeron, waarin a en b gehelo ge­

tallen zijn met b -/ 0 0n d:::iarvoor r•~ikenregels vast te stellen. Het zal 

claarbij echter noodzakelijk. blijken quotient,~n, die :formoel verschil­

lend zijn, toch g1~lijk te stellen .. w.at ad = be zijn (b I o, d -f:. 0) en 

noem 5 = x, ~ = y, dan is a= bx, c = dy en bdx = bxd =ad= be= bdy 

en dus, dnar bd f=. O, x = y. V$or deze gelijkstelling dient de theorie 

cler aequivalcnt~cklassen, die we trouwcns ook la:tror n~g nodig zullen 

hebben. 

Ga uit van een verzruneling V en verdeel die in d.::elvcrzamclingen, 

die disjunct zijn en samen V opvullon .. 

Ecn coll0ctie F van verzamelingen, die voldoe-t aan 

1 o voor n.lle W € F geldt WC V; 

a.ls WE F, W1 € F, 1ifW 1 , dan zijn W en W1 disjunct; 

dc·:vereniging viµ1 a.Ile WE: F is V; 

heet een kli;i.s~e_-indeling van V (de verzame lir.,g:en W heten klassen, F 

do verztlmoling kla.ssen)., 
Een re la.tie r,., tussen eleire nten vnn V (schrij:f a f"\J b resp. a f; b, 

a.ls de rlda:tio, we 1 rf:,sp. ni. ct vorvuld is) hoot een aequivalentierela­

tie als zij refloxicf, symrietrj,sch en transitief is, d. w. z. a.ls geldt 

ui t ::t ,,1,) b vo1P;t b ,"\J n. 

uit a r\.! h t;n b '"'; c v ·;lgt a A) c . 

(4. 1) Als cen kl:.~r.;s~;-indd in,'! v!ln e,m vcrzamo1ing V gegev,1n is, is de 

rela.tie die godefinhrnrd ~rdt door n r,..,• b dan en slechts dan als a en 

b in dezclfde klasse lie&en, ecm acquivalentierelatia. 'fo noomen dcze 

de nequivtt.lentiurelati\) die bchoort bij du gegeven kla.ssi:!-indeling. 



De def'initie is zinvol, omdat ieder element van V vol.gens 2° en 

3 o in een en slechts c~n klnsse 1.igt. De rest van (4. 1) is direct 

duidelijk. 

Het merkwaardige is nu, dat (4.1) omgekeerd kan worden, als volgt: 

(4. 2) Als een aequivalentierelatie op een verzameling V gegeven is, is 

er een klasse-indeling van V te vinden, waar die aequivalentierelatie 

bij behoort. 

Bewijs: Def'inieer bij iedere a.€. V de verzameling W~ bestaande uit 

die XEV, waarvoor geldt a,vx. Beschouw de collectie F bcstaande uit 

de verschillende onder de W"-. We bewi jzen, dat F een klasse-indeling 

van Vis. Aan 1° is automatisch voldaan. Om 2° te bewijzen nemen we 

twee verschillGme Wa... en W..t en tonen aan dat ze disjunct zijn. Omdat 

ze verschillend zijn is er een c die wel_in de ene maar niet in de 

andere ligt, b. v. c € ·we.._, c t ·~, dus a r\J c, b t c. Als W()..._ en W-& 

niet disjunct waren, was er een d me-tt· de: -W4., d €.. ~, dus a N d, b I'"\.,' d. 

Uit a l'V d volgt d rv a ( symmetrie); ui t b AJ d en d rv a volgt b ,v a. 
(transitiviteit ); uit b,va en a ,v c volgt b AJ c (transi tiviteit). Dit 

geGft een tegenspra8.k, dus Wo... en W.g zijn disjunct. 3° is vervu1d o:.ndatu.i·i 

a rv a (reflexivitei t) vol.gt a £ is/a... JJus F is een klasse-indeling van V. 

De a.equivalentierelatie beh0t::,rt nu ook bij F, want als a l"V c is, is 

c E We,. en a £ W&i..., dus a en c liggcn in dezt::lf'dq. klasse~ Als a f 1c is, 

is c 4:- W'"'-' a£. 'W4 >dus a en c liggen in verschillende kl:a-ss.en. 
Bet verband tussen klasse-indelingen en aequivalentierelaties is 

dus wederkerigii, 'We zeggen dat F uit V ontstaat door de aequivalente -· 

elementen te identif'iceren. De aequivalentie zou men een }<urn:iumo.-tie in­

gevoerde gelijkheid ku:nnen nDemen. 

Een eonvoudig voorbeeld van een aequivalentierelatie is de (echte) 

gelijkheid. Deze voldoet inderdaad, zoals al eerder opgemerkt, aan de 

eisen,. De bijbehorende klasse-indeling bestaat uit klassen, die ieder 

uit een element bestaan. Er is dus niets geidentifi~eerd. 1 behalve wat 
al gelijk was. 

Een am.er uiterste is de aequivalentierelatie, die voor ieder 

paar uit V geldt. De bijbehorende klasse-indeling besta.at dan uit een 

klasse, n.l. V zelf. Alle elerrenten van V word.en ge1dentificeerd. 

De- gehele getallen vsn de vorm 2 a (a geheel) he-ten even; die van 

de vorm 2 a - 1 i-n'3Ve n. 

Ongave .J:,g. Bewij s da.t de verzarneling der even en die der oneven getal­
len een klassc-i.:::6.8!..:.;.(_. van G vormen. 



, . 

§ 5. R~tiomle- getallf!_n. 

Alvorens over te gs.an tot de ~ormele invoering der rationale ge­

tallen zullen we eerst nagaan, hoe we de rekenregels zullen moeten d-e-­

f'inieren. Ne~m twee quotienten f en a . We willen hun som, verschil en 
produc·~ bepalen. Noem ~ = x, i = y dan is a = b x, c = dy. Nu is_ 

ad = b x d = b d x, be = b d y, dus ad + be = bdx + bdy = bd{x + y) , 

dus x + y = ad + be • Evenzo x - y = ad - be • Verd.er is ac = bxdy = 
bd bd 

= bdxy,- dus xy = ~~. 

Nu gaan we formeel te we:uk. Om alle verwarring met. quotienten te 
vermijde~, schrijven we :earen (a,b). Men kan hierbij alvast a.an quo-

ti~nten : denken. 

We nemen alle paren (a,b) waarin a en b willekeurige gehele ge­

tallen zijn, maar b /:. o. ·we noemen twee zulke paren aequivalent: 

(a,b)N(c,d) dan en slechts dan als ad = be. 

(5.1) De ·relatie gede.;finieerd door "(a,b),-v(c,d) dan en slechts dan als 

ad = bcn is een aeq_uivalentierelatie. 

Bewijs: (a,b)N(a,b)~ •mdat ab =·ha. 
Uit (a,b)N(c,d) volgt (~,d)N(a,b), want uit ad= be volgt cb = da. 
Uit (a,b) N(c,d) en (c,,d)rv(e,f) volgt (a,b)l'V(e,~), want uit ad= be 

en cf= de volgt afd = adf = bcf = bde = bed, dus wegens d # O, af = be. 

Een klasse aequivalente paren noemen we nu een rationaa.l getal. 

De ratiom.le getallen duid,en we voorlopig a.an mei-t ..G:riekse, de geh~le 

met Latijnse lette_rs. 

'We definieren nu de som van twee paren als volgt: 

{a,b) + (c,d) =(ad+ be, bd). 

Omdat uit bf o, d f O volgt dat bd i Otgeef't het een paar van de be­

scheuwde soort. 

·we willen .nu. de som van twee rationale_ getallen ex en /3 als volg-t 

definierem kies een paP.r (a,b)e: a:- (men noemt dat een ~_presentant uit 

de klasse D() en een paar (c,d)<f'f en definieren o(+f:, als de klasse, 

waar (ad + bes bd) in ligto !01en noemt dit een representantsgewijze 

def'initie. Zij is a.lleen dan z;invol, als het resultaat onafhankelijk 

is 'van de keuze van de representanten. Dat is ~et geval als de volgende 

stelling geldt. 
(5.2) Als (a,b),v(a' ,b 1 ) en (c,d)/V(~ 1 ,d'), dan is (ad+ be, bd)l'V 

N(a'd' + b 1c' 1 b'dt) .. 

Be~~js: Gegeven is ab'= ba' en cd' =de'. Nu is 

(ad+ be) b 1 d.' = ad b'd' + bcb'd' ::::: ab'dd' + cd'bb'= ba'dd'+dc'bb' = 
= a 1 d 1 bd + b 1 c 1 bd = (a'd' + b'c') bd. 

Dus (ad+ be, bd)rv(a'd' + b'c·•, b'dt). 



An 14 

Geheel a.naloog definieren we het verschil representantsgewij ze dooJ: 

(a,b) - (c,d) = (ad - be, bd) • 

(5.3) Als (a.,b)N{a',b') en (c,d)rv(c',d'), dan is (ad - bc,bd}...V 

/\J(a•d 1 - b'c',b'd'). 

Het bewijs is an':\loog als dat van (5.2). 

(5.4) ex+ (3 = (3 + oc 

(5.5) (o: +f>)+J'=ot+ C/>+;}). 
(5. 6) D( + (/3- 0()=/3. 

t 

(5. 7) Uit ot +;J:::: rx + ff vol gt /j = r . 
Deze stellingen worden met represe.nt8.nten bcwezen. {5. 7) krm een­

voudiger direct uit (5. 6) afgeleid worden. 

Q:Qgave 12. Bewijs (5. 5). 

Uit (5.4) t/m (5.7) volgt, dat de rA.tion'lle getallen een commuta­

tieve groep vormen t.o.v. de optelling. 

(5.8) De paren (O,a) (a willekeurig, maar /: 0) vormen een klasse. 

Bewijs: (O,a)tV(O,b) omdat Ob= 0 en aO = O. Als (O,a)AJ(x,y), dan 
is O = Oy = ax, mR.Ar a f O, dus x = O. 

·we noemen de klasse der (0 ,A.) voorlopigw. Het is d0 nul der ratio­

nale getall·en: 

(5.9) l..:J. +o< == ex. 

·we n•cmen w -ex weer - 0( • 

(5. 10) Als (a, b )£ 0( , dn.n (-a, b) E - o(. 

Opgave 14. Bewijs (5.9) en (5.10). 

-We noemen o( > t,J, als voor (a, b) ~ C\' geldt ab > o. Deze def'initie 

wordt gerechtvn.nrdigd door: 

(5.11) Als (8.,b)N(c,d) en ab >6, d8.Il cd) O. 

Bewij s: ad = be en ab > 0 zijn gegeven. Daar d /-: 0, is d > 0 o:f 

d<O. Als d > 0 is abd) O, dus bbc >Ot maar bb > 0 altijd als b # O, 

dus c >0, dus cd>O. Als d <O, dan anq1oog c <0, dus cd >0. 

We noemen o<-• w nls - o(> w • 

(5.12) Als O<<w en (a,b) tf..0< d8.!l is ab < O; a.ls (a,b) cO< en ab< 0 

dan is o< < w • [Dit vol gt uit (5. 10) en (5. 11). 

We def'inioren Cl(>(:, n.1s ()l..,.A >tJ. 
(5.13) Tussen twee rationale getn.llen o<en/3 bestarit een en slechts een 
vnn de relnties 0< >;1 > ex=/,!>, ~ < 15 • 

(5.14) Uit ex< (3 en/3 < 0 volgt ot < tf .. 
(5.15) Uit o< < (1 volgt o(+ f < f-, + r . 



'We de:finieren het product Vf! .. n itwee r11tiomtl.e getallen representants-
' gewij ze door .-~" 

(a,b)(o,d) = (ac,bd) 

(5 .. 1.6} Als (a,b)N{a' ,b') en (c,d) N(ct ,d') dan (ac,bd)N (a'c' ,b'd'). 

Qpgave 12. Bewijs (5.16 ). 

(5.17) «/> = ft o< • 

( 5. 18) ( 0( /j ) f = «( f, '( ) • 
(5.19) «(~+r}=rxf.>+cx.r. 
(5.20) o<' (- /} )= - o(/>. 
(5. 21) Uit <X >p on r > wvolgt « t >/J,f. 
(5. 22) De paren (a,a) (a willekeurig, ma.A.r f; 1)) vormen een klasse. 

~ve 16. Bewijs (5.21) en (5.22). 

We noemen de klasse der (a;a) voorlopig f.. Hot is de een der ra.­
tionnle getallen: 

(5. 23) [.:x = o<. 

(5~ 2.4) Uit ~;-1 = •:?< d en (X/ V volgt /3 = r . 
(5. 25) Bij icd0re ot #w is een t te vinden, zodn.t o< ~ = L • We noemen 
deze oplossing .1:... 

0( 

Bewijs: Kies (a,b) e O< ; dan is, onrlf:l.t CX r/=w, a /- o. Neem voor .£ 
a( 

de klasse,· waar {b,a) in ligt, d,-~n is wegens (a,b)(b,a}= (ab,ba)= 

=(ab,ab) e !,., , o< ~ = l.. • 

(5. 26)Bij iedere o( en f-'.S ( G\:' # lJ) is een ~ te vinden, zodo.t « <! = /1, 
n" 1. ~ = f ~ . ·we schrijven da.'lrvoor cok j. 

Uit (5.26) volgt, d~t deling vnn ~door"( altijd mogelijk is, mits 
O< 1W is; uit (5.24} volgt, dat deze deling •p niet -mee~ dan een manier 

mogelijk is. 

Een commutatieve ring, waA.rin de ling door alle e lementen die niet 
nul zijn mogelijk is, hoet een lichnam. 

De gehelc getallen gc:drngen zich, wat optelling, aftrekking en 
t-rdening betreft, geheel hetzelfde nls de rationq,le getallen die p~ 

van de vorm (a, 1) bevn.tton. Tevens bevat ieder rational ge-ta.J. hoogstens 
,, d. oen pa.a.r van 1e vorm: 

Uit (a, /)N (b, t) volgt a = b. 

(a,1) ± (b,1) =(a± b,1). 
{a, 1) (b, 1)== (a.b, /). 

Als (a,1) ~ D< ,(b,1) e/3, dan is O<</~, dan en slechts dan ala 
a.< .b. Als (a,1) t£. 0( , dan {-n,1) '=.O( • 

We kunnen dus zomer bezwaar de rationale getall.en, die een paa.:r 
VRn de vorm <a, 1) bevatten, uit de verz::tmeling der rationale getallen 

verwijderen en er de tWereenkomstige gehele getallen voor in de plaa-ts 

ste1len. De verzame~*~ ,R dei' ra:ti,t?!},!3-le, ,S~~llep. r!)~,:~iP ~~B .111:tpreid ing 



van die der gehele get:\llen. Hicrbij is wJ = 0 on l= f • 
( 5,. 27) A ls ( :1 , b) e f>t , d ".tn is X = 7 , o n omgcke e rd.. 

Bewijs: ~- bcvat het p."> ",1" (1 , b) (a, 1 )= (r-. 1 'b). 

An 16 

We kunmm hct onderscheid in het gcbruik van Griekse tJrl T,a.tijnse 

letters nu li1ten vorvallen. Alles wat over de paren gehele getl:l.llen be­

wezcn is, gc ldt nu voor quotienten van gehele getnllcn. Wu noemcn zo'n 

quotient ~ vnn geh0le get'"'tllen •ok een breuk; 'l is de tell.£!:, b de 

n2.l.l!!£.£. 
We kunnen (5. 27) ook zo formulerem Iedcr ratiomr:1.l getal is te 

schrijven A.ls het q uotiont v~n twoe gche le getr.tllen. Dit is echt,Jr •P 

m~cr dnn e'en verschillende manier mogelijk, n. l. met iuder p:'l.nr uit 

hot rationale get"..l corrospondcart een quotient (brouk) .. Omer al dczo 

breuken kiezen we nu e'en uit, dio we de st:3.ndanrdschrij_fwijzc vnn bet 

r~tionr:i.lo gotal zullen noemm, n.ls volgt: Uit het feit, dat :r, = -,:7 , 
volgt, dr.t "nder de noemers, die in de breuken optreden,positievc zijn. 

De verz9Jl"loling vn.n de positieve g0hale getnllen, die als noemer in 0en 
breuh-voorstelli~~ vnn ecn bep~ald r1.tionn.~l gctnl kunnen optred1:m, is 

dus niot lccg en hcaft r1us volgons (2.12) e2n kli.;.;i:nste el•.::ment .. Dnnr uit 

-;r, = ~. volgt tt. = C. , bohoort bij dit kleinsto olcmant eon •3n slechts 

een ~ breuk. De st~md:::vtrdschrijfw:i.jze v·o.n ocm rationo.al getnl is nu de 

brcnlk 1 die gelijk is n.'l.n hot r'ltionn.lc get~l met de kleinste positiove 

noemer, 

Daar 1 hot klcinsto positiev<~ gohcle getal is, is de st'lndaard­

schrijfwijze mn oan goheol get?.l a juist T . Verder is cen rn.tionaal _ 

gt'.lt"tl dr.in en s lechts dnn positicf resp. ncg~tief' n.ls in do stn.ndaard­

schrijf7'::ij:zc de tollor positi~:f' resp. negatief is. 

( 5. 28) Stelling v11.n Archimedes. Bij ~~er rn.tionanl g0tn.l a is een 

natuurlijk gotf!.l te vinden dat grotor is. 

Bowijs: Als a~ 0 is, voldoet 1 .> 0 ~a. Als a > 0 is, kiezen we de 

stnndnD-rds.chrj j:fvdjzc a = t , d::1 n is b > 0, c > O. Dn.n is echter !<b+ 1 .. 
.QmuYQ._l?. Bowijs, dnt uit b enc g1;hccl, b )0, c>O volgt i < b +1. 

Twee gchclc gctnllen o. on b hcten opDenvo~nnd, als b = n + 7. 
We zoggen, dat hot rn.tion'.1le gotnl c tU,!t~ de rationale getallen 

a en b ligt nls use :Sb of bf c ~a. 

(5. 29) Ieder rationan 1 geto.l ligt t ussen twee opeenvolgende gehele ge­
tallen. 

Bewijs: Als a 2;0 is, is er vol gens (5. 28) een ne.tuurlijk getal > a, 
dus een kleinste natuurlijk getal n >a. Nu is n - 1 ~ 0 (;S.10). Als 

n - 1 = 0 ia, is n - 1 = O ~ a; a.ls n - 1 > O is, is n - 1 een mtuurlijk 

getal, dus n - 1 ~ a. In beide gevallen is n - 1 ~ a< n • Als a < O, is 

- e. > o, dus er is een natuurlijk getal n zode.t n - 1 _:::;: - a< n, dus is 
-n<a!(-n+7. 
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(5. 30) Tussen twee opeenvolgende gehele getallen ligt geen geheel getal, 

dat van beide verschilt. 

Dit volgt uit (3.10). 

(5. 31) Tussen twee verschillende rationale getallen ligt a ltijd nog een 

rationa.al getal, dat van beide verschilt. 

Bewi,,i§..: a 'f'· b. Laat a <b zijn. D·an is 

.,(._ CL+i = J~ci>o; dus a< o .... +i < b. 
1 1 

Stelling (5.3l)drukt men oak zo uit: 

een overal dichte verzarneling. 

--l-c-.... .>O en 
,l. 

de rationale getallen vormen 

Een verzameling V rationale getallen heet begrensd, als er een 

positief rationaal getal a {en dus ook een natuurlijk getal) te vinden 

is, zoda:t voor alle Y. ~ V geldt ... a s;: x .$ n.. 

(5. 32) Een eind ige verzameling ration1le getallen is begrensd. 

Het omgekeerde van deze stelling geldt niet; de verzroneling ratio­

nale getallen k (n willekeurig natuurlijk) is begrensd, want - 1 ~ ~ 5 l, 
maar aftelba:Rr oneindig, want, daar uit ,.:1 = ¼ volgt tn = 11 , is de 

afbeelding .i.--+ n een eenee:nduidige a:fbeelding op de verzameling der n . 
natuurlijke getallen. 

(5. :33) De verzame ling der rationale getallen is aftelbaar oneindig. 

Het. bewijs verloo:pt volgens het volgende schema: we "lel"len eerst 

de rationale getallen x a:f, die vo1d oen aan O < x.:s; l. In de standaard­

schrijfwijze van deze getallen is de teller positief en kleinor. dan de 

noemer. We tellen eerst de (eindig veel) breuken met noamer 1, dan die 

met noemer 2, die met noemer 3 enz., dus 

1 1 1 2 1 ) 1 2 2. 4 1 5 
t- ' 2 9 3 ' 3 ' 4 ' 4' 5 ' 5 ' 5 ' 5' 6 ' 6 ' •••• 

Dit geeft a:ftelbaa:t' Bneindig veel rqtionale getallen met O < x < 1. 
EvenztJ Vl or n < x $ n + 1 ( n willekeurig gehee 1). Dit ge eft aftelbaar veel 

aftelbare verzamelingen. Dus zijn volgens (2. 24) de ratienale getallen 

aftelbaD.r .. Eindig kunnen ze niet zijn, omdat ze N als deelverzameling 

bevatten~ 

We definie·ren de absolute waarde (.,)f ~ modulus) }aj van een ra-tio­

naal getal a als volgt: 

(5.34) 

(5.35) 

(5. 36) 

(5.37) 

I a I = a als a -~ 0 , 

/al --a" a<C'O. 

/-a/ = J a/. 
Jal~ 0 en dan en slechts dan = O, als a = O. 

fabl = Jal l bJ. 
J a + b} 5} aJ +.Jb f (driehoeksongelijkheid; de verklaring van 

deze naam kemt later). 
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~~ l§• Bewijs {5.37). 
Q]gave 19. Bewijs met behulp van (5.37): 

}a-bi< jaj+Jbl, 

lJal - )bl/ ~ J a - b/. 

§6, Algemene _.§_ommen en producten. Macht en. 

We gaan uit van een verzameling V waarop een operatie gelie:finieerd 

is, die we maar met + zullen aanduiden, hoewel het volgende ook geldt 

voor andere operaties, b.v. het product. Als we een afbeelding (niet 

noodzakelijk eeneenduidign a 4 hebben van een beginstuk [ i,1~] der na-
rt. 

tuurlijke getallen in V, definieren we L 4-.. door volledige induc-

tie als vo lgt 

i == 1 

~+1 

; 4.,,t'. 
i::: 1 

,·,._ 1 

1/4.1 ) 

J. 
~ 

- / CL. + ,__ {. 

('.= 1 ' 

(6.1) Als de operatie + associatief is, geldt: 
n..,. 

4... t 
(. 2-

c'=1 
u. ·= n +- • 

(algeme ne n.ssociatieve 

eigenschn.p) 

Opgave 20. Bewij s dit door volleaige inductie naar m. 
t,'l 
-r-. 

In plants van 2__ t'.ltl-+i schri jven we ook wel 
t":::: 1 

(6. 2) J\ ls de operatic + associatie:f en commutatief' is, en f(i) is een 

eeneencluid:Lge afbeelding van [1,n] •I> ziehzelf, dn.n geldt: 
n 

( algeme.ne .c emmutat i..eve ei g-o:o.­

sc hap) 

Men bewijst dit d~or volledige inductie naar 1:1. 

Als W een. niet-1ege eindige verzameling is en a(x) een afbee lding 

van W in een verzame ling V, wanr~p een ass ociatieve en cemmutat ieve 

opera.tie + gedefinieerrl. is, kunnen we E a(x) de:finieren door de ele­
w 

menten x van ~N te nummeren x. en te definieren (als n het aJ?.ntal e le­
\ 

menten van W is): -2.__ a(x)== 

w 
a(x.) • 

t 



,;A.'iJ4:l~ 
' .... ' . ' 

Wegens (6. 2) is deze d:efinitie ona.fhankei ijk van de gek~en 

mering. In pla.ats van W zel:f schrijft men ook wel betrekkingen die W 

bepalen onder het L -taken, b.v. 

~ L- a.i. 
1 Si.. <j-5. n 

(6. 3) .A.ls V een ring is, die de verzame lil'Jg der natuurlijke getallen 

omvat, geldt t'l 
,i;:--
L,_ a= n a. 
i:: 1 

Men bewijst dit met volledige inductie. 

Aa.."1. (6. 3) ziet men, dat voor na.tuurlijke getallen de vermenigvul­

dlgiDG een herha,'.1lde optelling is. 

Als de operatie een vermenigvuldiging is s chrijft men 7f i.p.v. L 
> 

dus 1 

T( l'.lz = a., , 
L::t 

Hiervoor gelden analoge stellingen als (6 .• 1) :en (6. 2). 

'We definie"ren nu een macht van a ala volgt: 

a. "= tr a. . 
i.:: f 

We noemen a het gx:ondtal, n de exponen~. 

(6. 4) A ls de vermenigvuldiging assoeiatief is, geldt:. 
•"" l"I ,.,., .,_ n 

a a = a 

( h,)·n - m n · a - a , 

(6. 5) Als Je vo:i.:-Ji,'.3nigvuldiging associatief en commu-tatief is, geldt: 
~1 n1 qJ 

a b .::: (ab) . 

Opgave 2¾_. Bewijs ~6.4) en (665) .. 

In een lichaam def'inieren we nu ook mac·1ten mat willekeur:ige gehele. 

exponenten, m:i.ts het gror.idtal -/=- 0 is, als volgt 

" 1 -11 1 a ;:;: : , ;;,i. -= -;:;- ( n een natuurlijk getn.1). 
·C\, 

(6.6) Als a en b elementen van een lichaam zijn (a :/= O, b ~ 0) en m en 

n gehele ge-~allen, geldt 
n~ n mt-n 

a a :;:: a ,. 
am b m = { ab ) ll"f , 

fll 

-~ = c;)n->, 
(a'~r: = a .-n\'\. 



Om_~~_g_s. Bewijs dat, al,.s de optelling a.ssociatief' en commutatief is, 
geldt: 

n z 
i=l 

.QEg_ave -62· Bewijs 
n 
Lk 
k=l 

a ... = 
l.J 

1 = 2 n (n+l}, 

n 
z= 
j=l 

-:f... k 2 = ¼ n ( n+ 1) ( 2n+ 1) • 
k=l 

n 
L. 
i=j 

Opgav(➔ 24. :De operRtie v toegepa,st op deelverzarnelingen van een vaste 

verzameling R is een 

wijs dit. Als we dus 

operatie 
l1 uv. 

i=l 1 

die associatief en comillutatief is. Be­
analoog als boven definieren (hoe?}, 

geldf:n analoge stellingen als (6.1) en (6.2). Analoge beschouwingen 

kunne :n voor I'\ gehouden word en. 

Met rationale getallen zijn de vier hoofdbewer1dngen onbegrensd 

uitvoorbaar. Ze vertonen echter toch nog tekortkomingen, wa.arvan ih de 

volgende stelling cen voorbeeld gegeven wordt. · 
{7. 1) Er is geen rationaal getal x, waarvoor geldt x 2 = 2. 

~ewijs: Daar x2 = (-x) 2 mogen we ons tot positieve rationale ge­

tall~n beperken, Stcl, dater wel een dorgelijk ra.tiona.al getal is, dan­

is er onder alle broukon waarvan het kwadraat 2 is een met een kleinste 
positieve noemer. _Noem deze ~, dan' is a 2 = 2b2 • Nu is· a> b, want uit-

a ~ b zou volgen 

r:,,.2~ ab~ b2<1'~..,,. b 2 = 2b2 , dus a 2 < 2b2 hetgeen niet'"t 

geval :!.s. Vo rd.er j_s a< 2b, want uiii" a> b volgt a 2> ab, en als- a 2: 2b 

was, was ab~ 2b2 , clus a 2 > 2b2 , he-:tgeen niet het geval is. VorIIBn we nu 
2b-•n 
;:;-·,. dsn ~~5 dit eon breuk met positieve noemer, waarvan het kwa-

drea·t:: 

4b2 - i+ab + a 2 __ 2------;,,;-~ 
a . •· 2ab + b.:.. 

602 - 4a_], = 2 2. 
3b - 2ab• 

Maar ~1u gcef'"G O < a - b < b een 

tegenspraak, omdat b ·de kleinste positieve noemer van de breuken met -
kv1ad raat 2 wi.1s. 

EGn ander bewijs van deze stelling kan geleverd worden met behulp' 
van het resu.ltaat van o:pgave 12. 

Welisw_aar k~r.nen we ge1;;n rationaal getal vinden, waarvan het kwa­

draat 2 is, maar we kunnen wel een 11benadering" vinden, Etls vo.lgt: 



-:) ,' 

,'""I; 

1 2< 2 
) 

22 >2 h 

' (1,4)2< 2 , ·(1,5)2 >2 
{l,41)2 < 2 '--

, {l,42)2 ::> 2 

(1,414}2 < 2 ) (1,415)2 >2 enz. 

Dezo opeenvolgende benaderingen komen hoe la.'lg'er hoe dichter bij el­

kaar te liggen. B.v. verschillen alle volgende "Iran 1~41 minder dan 

150~ Nemen we een ender voorbeeld van een dergelijke rij gctallen: 

0,9; 0,99; 0,999; 6,9999 enz., dan komen deze niet alleen willekeurig 

dicht ~ij elkaar te liggen, maar ook willekeurig dicht bij een vast 
rationaa.l getal, n.1. 1. In het eerste geval is dat niet zo en het 
zal het doel van de invooring van re~le getallen zijn, te maken, dat 
dat wol z·o wordt. We~ zullen nu de daartoe benodigde begrippen preci­

seren. 
Een riji elementon van ee n verzameling V is een afbeelding van 

de verzam3ling natuurlijke getallen in V. We kunnen dit aangev en met 
an als het element dat aan het natuurlijke getal n is toegevoegd. De 

af'beelding behoeft niet eeneenduidig te zijn. Zo is b.v. an· a v~•:zr­
alle n ook een rij (constante rij). Voorlopig beperken?~ns tot rij.en 

rationale getallen. 
Een rij an heet begrensd als er een ration.a.al getal B >0 bestaa,t, 

zodn.t tan!.$ C voor alle n. 
Een rij an heet convergent ,(anders uitgedrukt: een rij convergeert) 

met limiet a (schrij:fwi.jze~ lim a = a), als bij ieder posi'tief ra-
n➔ ~ n . 

tiOI'lt.'18.1 getal e een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor alle . ·_. 

natuurlijke getallen n met n > N geldt i a - anl < e~ 
Het feit dat N vane a:fhangt, drukken we wel ui~ door te schrijven 

N{e). 

Een rij an heet een fund.anentaalrij_, als bij ieder positief ratio_ 

naal getal e een nqtuurlijk getal N(e) te vinden is, zodat voor alle 

m.tuurlijke getallen m en n met m > N en n·> N geldt lam - anl < e. 

(7. 2) Een convergente rij is een :fu.nd.R.mentaalrij:. 
~Jl'li.ist S-t.o1 ~1~ an = a, dan is bij iedere e > 0 een N(!) ·b<> vim.en~ 

zod.at voor n > N geldt la - anl < ~. AJs dan m :> N en n > N, is 
l9m - anl =lam - n + a - an! ;;a I am - al +Ia - an) = I a - aml +Ia - a,:r}i.: 

e e _ < 2 + 2 - e. 

{7.3) Een convergente rij heeft niet meer dan een limiet. 

Bewijs: Stel lim an= a, lim an= b, a# b. Dan is la - bl> 0.Er 
l n➔ oo n➔oo 1 

is dan een N1 (2 la - bl ) zodat voor n > N1 geldt la - anl< 21 a - bl en 
oen N2 (½ la - bl) zodat voor n>N2 geldt lb - anl< ~la -bl. N~m de 
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grootste van N1 en N2 nu N (schrijfwijze N = 1I18.X(N1 , N2 )) dan is voor 

n> N zowel ia - a I< 12 1 a - bf als lb - anl< ½la -bl • Dan is ln. - bli 
n l 1 l ' t ~ I a - a.N+ll + I b - aN+l t < 2 l a - bl + 2lln - b = I a - b t , hetgeen een 

tegensprnak geeft. 

(7.4) Een fund~mentaalrij is begrcnsd. 

Bewij~,.: Laat an een :fu.ndr:unent.B.r-tlrij ziJn. D8.r'l is een N(l) te vind.en 

zodat voor m > N geldt I am - aN+lt< 11 dus lam[~ lam - n.N+ll + \ aN+ll < l+ 

+ laN+ll. De verzameling van de natuurlijke getallen m ~ N is eindig 
(aantal N}, dus ook de verzameling der nm voor m ~ N (n.antal :a N), dus 

deze is begrensd, -c1 < am< c1 , lam1 < Cr Noemt men C = max(c1, 1. + 

+ laN+lf ) , dan is 1 A.ml< C woor alle m. 

Stelling (7.2) kan niet omgekeerd warden; niet iedore fundnmentaal­

rij is convergent·. Neem 0,n = kn , waarin-kn het kleinstc positieve 
n 

gehele ~etn,l is, wnarvoor 
kn (k - 1)2 
----z->2 (dus n 2 <2). Dan is n<kn~ 2n en 
n n 

(kn - 1)2 
----- = 2 n 

2k 1 4 --~n;.....,,,. __ < -. 
n'2_ n 

k2 2 

I~ -2! + I:~ -21 kml J j- k~I 
'.) 

1 
,,, 
.... 

+- 2 2 n !L < < n m • Neem - = ..,. + 

1:1 
-

l~ 1: I 2 m I kn + n m 
- + 
n 

een e>02 en hierbiJ N>!, dan is voor n>N: ~<i<\ dus v1or n>N, 
N-. + 2 e+e D ·· · fud nt 1r·-m > is n iii < 2 f = e. e r1.J 1s een n rune a.a :i.J, maar geen con-

vergente rij, want voor de limiet a zou moeten gelden a 2 = 2 (hetgee~ 

we niet zullen bewij"zen). 

Opgave_25. Bewijs, dat 2n~ l + n voor alle natuurlijke n. 
· Opgave 26. Bewij·s, dat lim 1 = 0 en lim 2-n = 0. 

-- n-,.oc, n n➔oo 

Opgave 27. Bewijs, dat een constante rio convergeert. 
Opgave 28 .. Ga n'1 of de volgende rij en convergent zij n en zo ja met 
welke lireiet: 

a) an= (-2)-n (dus: l ¼, 1 ft,· ... ) 2' -8, ' 
b) = o, -n (dus: 0, 1 o, 1 

n.2n--1 a2n = 2 2' 4' ......... ) , 

c) = 1, = 2-~ (dus: 1, 1 1, 1 
a2n-l a2n 2' 4' •••..•.. ) , 

d) n-1 (dusr 1 2 
a.2n-l - 1 a2n =- 1, o, 1, I 3' .... ) . - ' n 2' ' 
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38. Reele getallen .. 
c. 

Voor de invoering van de reele getallen zullen we gebruik mken vnn __ 

fundamentanlrijen. We zullen d~nrbij, evenals bij de rationale geta.1-

len het geval was, nog identificaties moeten toepassen. 
Een convergente rij met limiet nu~ heet een nulrij (Bij iedere 

e > 0 is een N te vinden zodat voor n > N geldt fan! < e) • 
(8.1) Als an een nulr1j is, dan ook -an. 

(8. 2) Als an en bn nulrijen zijn, dan cok en = an + bn. 
Bewij·s: (8,1) volgt uit /-an/= lanJ· Voor (8.2) ncxncn we een will.e­

keurige e) O. Hierbij is een N1 (~) zodat voor n > N1 galdt Jan}< ! 
en een N2 (;) zodat voor n>N2 geldt fbnf < !· Voor n>lllc.-uc(N1 ,N2 } geldt 

fan+ bnlS JanJ + / 11nJ < ; + f = e. -
We beschouwen de verzameling van alle :f,funde.mentna.lrijen { an} ra-

tionale getalle n en voeren tussen deze een aequivalentie in volgens de 

def'initie: { anf ,..-v { >n} dan en slechts dan als { an - bn! een nulrij: 
is. 

(8. 3) De relatie 11 i an} ,..,_,, j bn) dan en slechts da.n ais / an - bn.1 
een nulrij is't is een aequivalerrtierelatie. 

Bewijs:- [a" j~Ja.,. t , want ia.11 - a,, { = f O} is een nulrij. Uit r 

/ a., } r.> { b~ I volgt { ~ J -..1 / a., } , warrt als f a,,_ - b •11 ee n nulrij is, 
d::tn oek [ b,,- a., f = { -(a,,- bt)) j . Uit } a-1 f"-'f b., f en b" J--v{c., f velgt 

(1.,i J- { c.,j want als { a,., - b,1 l en {b11 - c,.,.} nulrijen zijn, dan •ok 

{ a.\ - c"' t = { ( at\ - b.,1 ) + ( bl-\ _ cy) J · 
Ee n klasse aequi vn.le nte :fundame ntaalrij en noeme n we nu een reee 1 

get al. De reele getallen duide n we voorlopig aun mat Griek~e, de ra~ 

tionale met Latijnse letters. 

We def'inieren nu de som en het verschil VR.n twee fundamentaal­
rijen als volgt: 

{a~t + /b.~J= fa.~+ b., i, 
fa~ i - { b Vl J = { a~ - b_. } • 

Deze definitie wordt gerechtvaardigd door het f'eit, dat het resultaat 

weer een fundA.mentaalrij is: 

(8.4) Als [a"f en {b"' t fundamentA.alrijen zijn, dan ook {a.,+ b •. iJ en 
{ a - b ] . • 

- •'I .., 

Bewijs: Bij e > 0 is er een N,, zodat voor m >N,, n > N, geldt 

Ja.,_,- an/< T' en een N.t, zedat vo•r m>N-t, n>N.t geldt Jb""- b¥i/ <1. 
Neem N = max (N 1 ,N..t.), dan is voor m> N, n> N 

f(a+b.J-(a ... ±b,)l = l<a.-a) + (b-b )l~}a-a/+ 1b-b J'< 
,-.,- .,.. • .- w, ~ - '1'I ~ •n t't f n, I'\ 

< ~ +-:$; = e • 
...!. -<.. 
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Voo:ri reij'le getallen de:finiijreR we nu som en verschil represen-

tantsgewijze met behulp van bovenztaa.nde definities. Dit is geoorloo:fd 

wegens: 
+ b' t - .,., ,-.. 

(8.1) 
(8.5) Als {a.,.J-v {a'..ij en {b.,frv [b~J. dan is {an±. bn}rvf a~ 
. Bewijs: { a., - a!, J en {bVL - b~} zijn nulrijen. Volgens 

en (8.2) Zijn dan ook i(an+ b>1)- {a 1 "' + b\.,)I =/(a,.,- a', .. J+- · 
+~ n - b '11 }! e n {( a YI - b n ) - ( a \, .... b ~ } J = { { a vi ... a •vi J + ( b '.., - b ,)[ 
nulrijen. 

(8. 6) 

(8.7) 
(8. 8) 

(8.9) Uit 

o<+~:/3+::x. 
(ot + /J > + J" == ex+ ( IS .,-.r J · 
0( +-(/3- o<) = /J. 

o< + ,6 =- ex+ o volgt f> = r. 
Deze stellingen volgen direct uit de overeenkomstige · voor ra­

tionale getallen. De reele getallen vorlnQn dus een 001nnru·tatieve grmep 

t._o.v, de optelling. 

(8.10) De nulrijen vormen een klasse. 

·opgave 29. Bewijs dit. 
De kla.sse der nulrijen noemen we voorlopigw. Het is de nul 

der re~ le getallen; 

( 8. 11 ) w + o< = o( • 

We noemen w - o< ook - o<. 
' 

(8~12) Voor een fundamentaalrij {a.1 } geldt een en slechts ~en van de 

volgende drie mogelijkheden~ 

le. {a"~ is een nulrij; 
2e. er is een ·rationaal getal d > 0 en een natuurlijk getal N zodat 

voor n ·> N geldt a"" ~ d; 

3e. er is een rationaal getal d' > 0 en een natuurlijk getal N' zodat 

voor n > N' geldt a"' ~ -d'. 
Bewijs: Als {ari \ geennulrij is, is er een e, > 0 , zodat bij iedere N 

· een n > N te vinden is met Ja"I / ~ e 1 • Omdat fa~ J een :f'undamentaalrij 

is, is er een N1 zodat voor alle m > N1 , n > N1 geldt /a~ - a"ll < [ •­
Kies een vaste n > N1 zodat {a.., l ~ e,. Als dan a.., ~ e 1 is, is 

> e, > e, .> e, e, d d . . :-r. t • l a~ - a.,, - ~ , a !"I"\ a" - ~ _ e 1 - 2 = 2 , us e riJ ver.n.eer in geva 
2e met d~ en N = Nr Als a"' ~ - e, , dan is ar'>"'t- a 11 < ~', a..,, < a Y) + 

+~ ~ - er + ~' ::: - ~,, dus de rij verkeert in geval 3e met d' = ~• en 

N' = N1• Een fundamentaalrij verkeert dus in minstens een van de drie 

gevallen. Als een nij tegelijkertijd in geval le en geval 2e zou 
verkeren, was er een N2 zodat voor n > N2 gold {a.,/ < d. Voor n = -

1•'1A(N2 , N) + 1 go'l;d dan a., < d en a.,~ d, hetgeen een i;egens:praak geeft. 
niet 

Dat le. ~n 3e ~tegelijkertijd vervuld kttlmen zijn, bewijst men op ana-

l41ge wij~e .. Als 2e. en 3e. tegelijkertijti vervuld zouden zijn, zou 

voor n = max (N, N') + 1 gelden an~ d > 0 > -d' ~ avt, hetgeen een 

~gensp~. ~1!:~• 



(8.13) Twee aequi valente fundamentaalrijen verkeren in hetzelf'd.e 

van stelling {8.12). 
Bewiis: Voor geval le is dat al in (8.10) aangetoond,. Stel 

{ a~ f .,-,.., fa' .. , J , i a.,} in geval 2e. ~ {a~ J in geval 3e. Noem d1 = 

11:,.. 
".tL:.&..a.''• 

min (d, d') (d.w.z. di is de kleinste van den d'}. Dan is er, om:lat 

{a,, - a 1~J een nulri? is, een N1 zodat voor n > N1 geldt I all\ - a'n I< 
<di· Voor n = max (N, N', N1 ) + l is an>O, a',,, <O, dus a"- a'!'l >o. 
Dan is a1 > f an - a:, f = an - a ''1 > d + d ' ~ d 1 + ct1 > a1 , he tg een een 

~ 

tegenspraak gee:ft. 

Uit (8.13} volgt, dat de gevalonderscheiding van (_8.12) ook een 

gevalondersche:i.ding voor reele getallen oplevert. Het is dus gerecht-

vaardigd het volgende te definieren~ 

tX >tJ, als voor fa..,}t.(.-:v geldt, dat {a11 } 

o( < w, als voor ta., f ~~ geldt, dat {an} 

ex> fJ , als o<.-/3 >~. · 

in geva.l 2e 

in geva.l 3e 

van ( 8. 12) verkerirt 

van (8.12) verkeert 

{ 8. 14) Tussen twee reele getallen « en {J bestaat een en slecbts een van 

de rela ties 0(, = fl, ex.< (3, o(> (.3. 
Dit volgt nu makkelijk uit (8,12), (8.13) en de de:finities vantJen 

<-
(8.15) Uit o<<f!:, en/':>< :r volgt CX'<f • 

Dit volgt ui t het makkelijk te bewijzen fei t, dat uit v > tJ en 

T >1.~J volgt 0-+- 7: ) w • 
(8.16) Uit e<</J volgt o(+o< f!> +J. 

We definieren nu het product van twee :fundamentaalrijen als volgt: 

. {a0 ilbrt} = fa~b.,,J. 
(8.17) Als {a,, t en {br1t fundamentaalrijen zijn, dan ook {a1.,b11f • 

Bewijs: Wegens (7.4) is er een c1 zodat [a.,/< c1 voor ..alle n en 

een c2 zoda.t Jb,,.J::; e2 voor alle n •. Nu is f anbn ~ ambm J = 

= / a,., bt\ - a 0 bm + a,..1blY'\ - att1bwif < I an/ J bn - b.,,., J + Jaf"I - an, fJ b,.,/ < 
$ c1 f 1.>n - b,,, f + c2 I a..., - a,..,l. Neem nu een willekeurige e > o, dan 

is daarbij een N1 , zodat voor n > N1 , m > N1 ge ldt \a .. , - am I < ; 02 en 

een N2 , zodat voor n > N2 , m > N2 geldt fb., - b1"'.J < ~C • Noem N = 

mroc (NJ-, N2); v~or n > N, m > N geldt dan c1 / bn - b,J + c2 ja.,, - a,,,,/< 

< Ci 2C + 02. 2C = e, dus I ahba-1 - atvibl'Yl { < e. 
r .-- , .. l 2 

(8"18) Uit {an/rv /a~J en {bri}l'V {b~J vo}st (a.,b,,, r..-v f a~b:,f. 
Bewijs: (ar\[ < c1 , fb!,/ ~ c2 voor alle n. Dus \anbri - a~b~ I = 

= Janbt'\ - a1,b!i + anb~ - a'.,, b~ Js /all\f l bn - b~' + fa,1 - a•.,/ f b~/s 
< C 1 I b 11 - b !" l + C 2 f a., - a 'n f • 

Omdat ian - a~ f en [b., - b~ 1 nulrijen zijn, is er bij iedere 

e > 0 een N1t zodat voor n > N'l geldt /a~ - a'"}< re en een N2,- zo-
2 . 

dat _voor• n >N2 geldt lb 11 - b~{ < ~ 1• Vo•r n >max (N1 , N2) geldt 
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dus c1 }bn - b~ t + c2 I an·::::~· 1 < 01 . ;c1 + 02 . ;c2 = e, dus 
/ a.ll b.n - a:~· b:~ ) < e. 

Op grond va..'1 ( 8.17) en ( 8.18) is het &eoorloofd het product van twee 
reele ~.etallen rt1presenta11ts...:_,e,1ijze te r:cfinieren 111et behulp vu.n boven­
staE.'.nde c1efini tie v2,n het product van t,vee fundz.mentaalrJ j en .. 
( 8.19) o< t/j, ::: ,~ 0< • 

(8.20) (0</3)~) :.:· oc (.,~_y). 

(8.21) o<(j:>-+·5}== o<,~; oil . 
.Dit volL:,t makkelijk uit de overeen.1-:omstige stellinGea voor ratio­

nale ,_,etalle:n. 
( 8. 22) Ui t o< < /:> en y .) , . ., volgt -:x J < /.S ;J. 

Dit volgtuit het mnkkelijk te benijzen feit, dat uit v .> 1..J en 
T > lJ volgt rr r > w . 

( s. 23) ex I.,.) -: t,J • 

QJ?.gay_e_).Q. Be,;~;ijs (8.23) (gebru:i~·: hierbij (7.4)). 

( 8. 24) Di t o< p = w en o< /:. i..> volgt (J = 1..J. 

Bewij s . Ueem I a ri j £ ·:X , { b., } c /~ . Omdat ,X /:. t....;, verkeert 
{an} in geval 2° of 3° van (8.12). ln teder geval is er dus een d>O 

en een }l f , zodat voor n >li 1 geldt la,.. I 2 d. Omdat { a., b," 1 een 
nulrij is, is er bij iedere e >o een N.t zodat voor n > H,i e,eldt 

fa b 1 < ed. Voor n>max(N n ) is dan 1b 1 = lb.,I d < lb"l/ J a,.,J = 
t1 ., f 1 , i.., t ""'i cl _ of 

I b"TJ< 1- = e. 
(8.25) ils {art! . een fundamentaa.lrij is en {b.,J een riJ, waarvoor 
eeldt b n /: an voor eindig veel n en b ,.1 = an voor de and ere n, da.n jg 

[b," f een met {al"\} aequivalente fundamer1taalrij. (Men zegt dan, dat 
{bri] -nit {a.,t ontstaat door eindig veel term.en t.e veranderen). 

~;.;;tLs_. Ala b t1 = an voor alle n is er niets te bewijzen .. Ala 
er een n bestact, \7Sarvoor b;1 /:. a...,, dan ia er ook een grootste N 1 , 

waarvoor b n ;f a. I'\ is. VoQj:· n> :N 1 geldt dan a., :::: b .. 1 • Het is dan on­

middellijlt duidelijk, zowel dat i b .,1 f een fundamentaalrij is, ala dat 
{bn J""-; la,,f. men kieze bij e.>O in ieder geval N>N 1 • 

(8.26) Als D< /:. tv is, is er een {b .,1 t € .;:)(' , zodz.t b n /:. 0 voor alle n 
J1_e.R,i.;Ls: Heern ~en /a.,, r ~ ~ . Vol&ens ( 8.12) is a •1 = 0 voor eind.ig 

veel n. Defin:l..eer ( b .. J door: b tl = 1 alo a,., = 0 en b "'' = a • ., a.ls a,.,/:, o. 
dan is vol:-.,ena (8.25) {'b,,f ,-v(a$1 f1 dus /b""'t €-.::l( en verder is 
b ¥.l /:. O voor aJ.le n .. 

'7a dcfinii:fren nu het quotie'nt 
en f b., } , wa.arvan f , ... ,tseen nulrij 
volgt; 

/b~ I 
.i Q,.., i 

van twee fund8.!ilen-taalrijen f a.1f 
is en arif- 0 voor alle n, ala 
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(8.27) Als {a.,,\ en {b~1 f fundainentaalrijen zijn, {a.-.l geen nulrij 

is en a ·n /::. 0 voor alle n, is i b>1 ( een fundamentaal:rij. 
!3ewij§: c:;.t1 

I~".: - .,g•"'l- ! ::::: I ~• -~·~ '-I ~ I fat\,~ _ j" a.., + .(,n "-•1 - ,£,~ ti..,, $ 
t.,1 ttm A..,.,..4,,_'1 I a\,'\ t1. 1 .... 

< }-tV}I( c...l - t;_~~ I + 
I Ct~ Ii Un, 1 

Nu is / 1.)t'\ t < C voor alle n. Omdat { aVl f geen nulrij is, is er een 

d > 0 en een n 1 , zodat voor n>N1 geldt /a,1 J ~ d. Nu is bij iede-
re e > 0 een N_z, zodat voor m >Ni_, n >N.t geldt lari - a,,,../< ..R..ol.1.., 

en een N3 zodat voor m > N ~ , n > NJ geldt / bri · - bYYl I < -f!.!:! :i .. C 
-l 

Noem N = max(ti 1 , N Jv , NJ ) ~ voor m ~N, n >N geldt dan 

{, l 1 <:tn .... Ct=/ / l - £ / C :!i.JL ..(. d ! ./, /J · I + ., '•vi _ i C. + T = ..£. ~ { 2 _ ~ <4 . 
. I c.~ .. ti 4 •• , I I a. w. I < c<. ~ d.. ' 4 .... a...., 

(8.28) Als {a~ ]Nia~ f ,1bn ]"'--' {b~ ( ,ia..,J geen nulrij is, artf- 0 
voor alle n en a ~ /::. 0 voor alle n, is ['~ .... { ✓ [ {~ r , 

t. i l c...' ... ... 
Be1~1i,j s_:: Analoog als boven is / .l.,.., _ -t,,,,' / < I i.,,Jl q;" - 4 ~ / + / {,- -t,,,'/. 

t ei,., a~ - Jc..,./fc..,;/ /4~/ 
Nu is lb,,,/~ C voor alle n. . : 1 

Omdat - jah \ geen nulrij is, is er een d 1 >0 en ee.t:-. N 1 , zodat voor 
n >N 1 geldt ./ an f ~ d1 . Omdat fa..,} geen nulrij is en t q __ f,v{a~ f · , . : 
is {a~ f geen nulr:Lj en du-s is er een d ,t > 0 en een N -l. , zoa.o.t voar 

n>H.z. geldt /a;/:::.. dz. Omdat {af'l- aV:f en {b 11 - b;,f nulrijen 
zijn, is er bij iedere e .:> O een N-> zodat voor n > N3 geldt 

een N 4 , zod.at voor n > N 4 geldt jbV'\ - b~ / < -1..d.1., -z-· 

Op groncl. van het bovenstaaude 
tn-ee ree'le getallen met ot J. t...J 

omdat uit (8.26) valet dat D< 

geldt an/:. 0 voor alle n. 
( 8. 29) o( ./1. ::: /.,> • 

0( . 

van o<. 
representantsgewijze definieren, 

een representant 1 ain} bevat, waarvaor 

De reele getallen vormen dus een lichaam. 

De ree1.e getallen, die een constante fundamentaalrij {at-.~:··. 
bevatten stemmen wat hun gedrag t.o.v. optelling, aftrekking, ver­

menigvuldiging, deling en ordening betreft geheel overeen met 



d.e overe,~nkomf3_tige rat:torial.e e,etallen · a~ Verder 
getal hoogstens een constante funda11entaalrij • 

. oE~ave Jt. Ga dit na~ 

,, ,'• ' · .... i, An~$·. 

bevat '1~d~~ reeel 

"'Te Lunnen dus zonder bezv1aar de reele getallen, die een con-
stante fundamentaalrij bevatten uit de verzamelin.g der reele getal~ 
len verwijderen en er de overeenkomstige rationale getallen voor 
in de plaats stellen. De rcele getal.len vorme·n dan een ui tbreiding 
van de rationale getallen. tJ corres:pondeert · met Ot want i Of ia een 
nulrij. 

Evenals voor rationale getallen definieren wo~ 

I ex J = o( a1s C>(_ > o, 
/ o<l = -ex als o< < o. 

( 8.30) /ac- J ~ O en dan en slechts dan = O als « = o. 
(s.31) l°"fl = lodJ/ll. 
<s.32) Jot+ f.) I -5 Jo< I + l ;51. 

Dit wordt op precies dezelfde wi.jze bewezen als bij rationale 

getallen. 
~e kunnen nu ook rijen reele getallen beschouwen en definieren: 
Een rij 0(¥>i heet convergent met limiet 0(, al s bij ieder posi­

tief ree·e1 getal E. een natuurlijk getal l~ te vinden is, .zodat voor 
alle natuurlijke getallen n met n..> N geldt t o< - a(.., f < l. 

Een rij o<,1 heet een fundamE:mtaalrij, als bij ieder posi tie:f 
r0eel got al l een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor al.le . 
natuurlijko g0t.all0n m en n met m > N en n > N geldt / tx'h-t - 't'•-i I <: E.:. 

Voor rationale getallen stcmmen deze de~inities schijnbaar niet 
overeen met de vroegere, omdat hior een reelo E in de definitie 
staat i.p.v. een rationale e. Om aan te tonen, dat dit schijn is, 
be~·!ijzen we eerst: 
( 8. 33) Bij icder reettl getal E. > 0 is een rationaal get al e te vinden, 
zodat l> e· > o. 

Bcwijs; Kies { e 1-1 } e l . Er is een d > 0 en een N te vinden1 

zodat ~oor n > N ~eldt er\ ~ d,. dus 
1
e.., - l ·d _'?! z d. Hi~ruit volgt 

f - -z d > o. K10st men dus e = z d, dan 1s l'::: e > -~· 
(8.34) Als een rij rationalG getallen convergent is (;:P• een 
f'undamentaalrij is) volgens de e-definitie, dan ook voJJo-ens de (..- . 
defini·tie en omgekeerd. _ 

\ 

0p5av_0__3,.?.· Bcwi j s ( 8. 3 4) • ., 
(8.35) .Als {aV\} ~ o<, dan ia lim a,,= c:x. 

t'\~QO 

Bew;ijs.~ Ncem een willekeurige l > 0 en kies hierbij een e met 

E> e::> o- Er is dan een N zodat voor m>N, n>N gcldt la~- anJ<-:&.. 
Naern nu een willekeurige, maar vastc m met m >;N, en beschouw fl = -t 

9(' - a"" , dan geldt voor b n = an - an-\ , dat lb.,, / (E- (3 • Voor 



d.e ovel"eenkomstige ratiori~e e,etallen a. Vorder bevat i~d,r :et~.' 
getal hoogsten$ een constante fund~11entaalrij • 

.9:Egave 31.. Ga di t na. 
"'.Je Lum1en dus zonder bezyiaar de reele getallen, die een con­

stante fundam.entaalrij bevatten uit de ·verzameling der reele getal~ · 
len verwijderen en er de overeenkomstige rationale getallen voor 
in de plaats stellen. De rcele getallen vorme·n dan een uitbreiding 
van de rationale getallen. tJ correspondeert · met o, want { 0 f is een 
nulrij. 

Evenals voor rationale getallen definieren we~ 

I ot l = o( a1s o< > o, 
/cd=-0<. als o<<:O. 

( 8. 3 0) /lX J ~ 0 en dan en slechts dan = O als 0( = o. 
( 8.31 ) l O<f I = f °"' fl /1 J • 
<s.32) J()(+t61 -5 Jo<I + J;.>I. 

Dit wordt op precies dezelfde wi.jze bewezen als bij rationale 
getallen. 

~e kunnen nu ook rijen reele getallen beschouwen en definieren: 

Een rij o<.., hcet convergent met limiet 0( 1 al s bij ieder posi­

tief ree·e1 getal E. een natuurlijk getal M te vinden is, .zodat voor 

alle natuurlijke getallen n met n..> N geldt t o< - a<.., J < l. 
Een rij o<,,heet een fundamentaalrij, a.ls bij ieder positief 

ree0l gotal l een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor alle 
natuurlijke g0t.allen m en n met m > N en n > N geldt J Cl(',.._.. - .::v., J < E..·. 

Voor rationale_getallen stcmmen deze definities schijnbaar niet 
overeen met de vrocgere, omdat hior een reelo ( in de definitie 
staat i.p.v. een rationale e. Om aan te tonen, dat dit schijn is, 
beTTijzen we eerst: 
( 8. 33) Bij j_cder reetl getal ~ > 0 is een rationaal get al e te vinden, 

zodat l.;::: e· > o. 
Bcwijs, Kies i e t1 } ~ €.. • Er is een d > 0 en een N te vinden, 

zodat ~oor n > N ~eldt et'\ ~ d,. dus 
1
e., - l ·d _?.. f d. Hi~ruit volgt 

f - 1: d > o. Ki0st men dus e = z d, dan 1s l':> e > -~· 
(8.34)_ Als een rij rational~ getallen convergent is (;P• een 
£unda.mentaalrij is) volgens de e-definitie, dan ook vo~ryens de l-. 
de:fini·tie en omgekeerd. 

OJ25av_c__3.s.• Bewijs (8.34). \ 

(s .. 35) Als {a.,..} 6 o<, dan is lim a,,= ex. 
n-+o.,o 

pewj.j s, ~ Ncem een willekeurige ! > 0 en kies hierbij een e met 
E,, > e > 0, Er is dan cen N zodat voor m>N, n>N gcldt la~- an}<:!.. 
l-!ecni nu een willelrnurige, maar vastc m met m >:N, en boschouw (J = -t 

O< - a,.,, , dan geldt voor b n = an - a YYI , dat fb""I f ~ (3 • Voor 



f: "'i: / voor all0 { E' \_{ !!_e_gren~d; al~ tt eeJa It bestaat ,- zodfitft)~!(~; 
V'oor alle ~ ~ \/ • 
(8.38) Een verzameling V reele getallen, ~ie naar boven en naar 
bencden begrensd is, is begrensd. Een verzameling V reele getalien/ 
die begrensd is, is naar boven on naar beneden begren$d. 

Bet1i;);s; Kies l<= max( 0 , -- J); voor t_ e V en ~ ~ 0 geldt 

dan. / ~ / = ~ :'S a .! X , voor { c 1T: en { < 0 geldt / ~ / = - f 5 
~ - J $ >c: • Het omgekeerde is tri viaal. 

· Een reeel getal Cl( heet een bovapgre.I,!! van een naar boven be-­
grenade verzameling V reele getallen, ala voor alle ( ~ V geldt 

~ < 0(. 

Eon ree·e1 getal 0( heet de bovenste ~rens.. (o:f het §_u:grernum) 
w 

van een naar boven begrensde verzameling reele getallen als at' een 
bovengrens is, m.aar geen enkel kl.einer reeel getal bovongrons is, 
m. a. w. als o< de kJ..einste bovengrem is (Het is duidelijlc, dat 
hoogstens een reeelgetal bovenstG grens van een verzameling kan 
zijn, zodat hot b0paaldo lidwoord in de definitie gerechtvaardigd 
is). 

Analoog definieert men bene~en~r~..rut en benedonst~ gre~a (!!l­
fi.._fflq!!!). Do bovcnste grens van V wordt aangeduid met sup Y, de 
boncdcnste erens met inf v. TTe TTetcn nog nicts over hot bestaan 
van doze getailen. Hierovor zal de volgcnde stelli!lb ons inlich­
ten. 
(8.39) (§.,iI.£1.ling van de boV..£._XJ@_:t_q.J~.r~p._s) Icclerc niet-lege naar 
boven begrensde verza.meling V recle gctallen heeft cen bovenste 
grens. 

J3.~wij s.~ Omdat V naar bovon bogrensd is, b0staat er een bovcn­
grens G". 'Kies e0n geheel getal 1.1 ~ u, dan is I\1 ook ecn bovengrens 

van V. Omuat V niet leeg is, is er een ~ E V. Kies ecn geh66l ge-
t al m < j{- , dan is m < /A S M. Neem nu een willekeurig natuurlijk 
gotal n en besohouw de vcrzameling bestaande uit de gehele getal-, 

n "' ·n n 
len k die voldoen aan m2 $ k ~ 1JI2 • Omdat m2 <M2 , is deze 
verzamGling niet leeg; verder is zij begrensd en dus oindig. Voor 
dezo k geldt nu m < ..R, "fl( M. De verzameling van deze breuken 

' - ~..._ - rt. --i.. bevat zoker een bovengrens van V, n1. 1'1 ;t. · = M, en 
.Z"' . .Zn 

daar de vcrzruneling eindig is, bevat ze ook een kleinste element, 
dat bovcngrcns van V is, nocm dat element a., = -fl..,_ , dan is 
a ri - ~ n = -'- .. ~"l 1 geen bovengrens. -r:!e doen di t .2v~or iedc~ na-

.t ../, fl n. -11 
tuurlijk getal; als h ~ n, is a£ 5 an, want a,, =- -.'..!3..::: -n"l J. 

.,/.,_ ,Z f-. _ ~ _ 71. .; ,., -,<--=n,.....,<-,;:,..._ -_-..,- IZ# 

::: ,.,-t I. ice.mt voor in de verza.i."Ilcling brouken bij h en is . boven--
grens. Verder is a-'1.. wol en an - j-.;- geen bovengrens. Dus voor 



,-t: ,, 

. h ·-.·~ n is· a,,,- -~ •·~ a i ~ a r, , 0 ~ a..,,- a.1, < ; '(I , la~ .... a1, \· ( ~ - We 

bewijzen nu dat { ay,) een fundamentaalrij is. Bij iedere l.. > 0 is een N 
te vinden zodat voor 11 > N gelc.t ~ ~ f.. (zie opgave 26).,, Dus voor 

~, N l f I . I . 
h > N , n :> ge ldt fa 'l\ - a, I <. Tn < [. a.ls h -~ 11 en a 11 - a.11 < . 
< ~ < £ a.ls h < n. Volgens de stalling van Cauchy is dus {an} conver- · 
gent: lim a 1, =1':)(. We bewij zen da t o< de gezochte bovenste grens is. 

"tf"o/0':; I 

Stel eerst dat 1x geen bovengrens is, dan is er een Xe V, · zodat o( < X , 
dus )(' - ,:x >C. Er is een r te vinden zodat 1-:x - Cl \>I <. Jif. -0<, dus 

ti' J:t -{)( < k - ot , a. p <_x , in strijd met het fei t, dat O:~ bovengrens 

is. Dus vi. is een bovengrens .. Stel nu dat er .een kleinere bovengrens 
I 

/1 < 0( is .. pan is -rx- /3 > 0 , dus is er .een .z,, . zoa.at :¼:, < o<-f! · 
naar a?,,· - ~ geen bovengrens is, is er een ~ € V , zodat al/;- ~< 
< >. ~ /3. 2 Hieruit volgt at..< C( , dus ::)( :- 9.q_ > O. Er is een 

~' zods.t voor n > M geldt f Dt. - a vt J < o< - CLq,,,, , dus zeker 
':x - a,,, ( o( - a4.,. , - all. < -at,. , a q;_. <. a ·-n • 

Net~mt men nu r. i:: ma.:x: (M > 'I, ) + 1; wegens -n > M is dan a; < a'Vl , maar 

wegens '1'"l > rt,. Lf a..q_ ~ Ctn , hetgeen een tegenspraak geeft. Dus is« 

de bovenste grens van V , waarmee de stelling bewezen is. 

Uiteraard is6 tok een overeenkomstige stelling van de benedenste grens. 
Men verwarre verder niet de bovonste grens met het grootste element 

(het maximum: max V } • Zo heef't de verzameling der re~le getallen < 1 
als bovenste grens 1, maar geen maximum. Tussen beide begrippen baste.at 
het volgende verband: 

(8.40} Als de bovenste grens van t::ten naar boven begrensde verzameling \I 
reele getallen tot V behoort is ze het groots¾eit\\tV.Als de verzame­

ling V re·ele getallen een grootste· element bezit, is di t tevens de boven­
ste grans.(Als.sup Ven maxVdus beide bestaan,.. geldt_supV =17i<''.,Y.}. · 
Opgave 32• Bewijs (8.40). 

We noemen een rij re(7}le getallen {o<m} mo~otoon niet-dalend ( of iso­
toon)., a.ls uit "l'Vl <11 volgt ~1'>'1~ CX.,, monotoon niet stijgend (of antitoon). 

als ui t ·t·n < n volgt o<rm.) O(», monotoon stijgend ( of streng isotoon), 

als ui t . .-,.n < n volgt X,y;, < ~, monotoon dalend ( of' streng anti toon), 

als uit ?» < o/) volgt cx,m) (Xn• In alle vier de gevaJ.len heet de rij mQ.llQ.­

.!.22.!h in de laatste twee gevallen streng monotoon. 

(8. i\-1) Een rij { o<' 1,,} is isotoon als OC:-rn~ 4)( ')\')-It voor alle rn , en ana­
loo~ voor de andere gevallen. 

Opga.ve 34. Bewijs (8.41). · 
(8.42) Een monotone begrensde riJ is convevgent. Als de rij isotoon (resp. 
antitoon) is, is de limiet .4 (resp. ~ ) ecn willekeurig element van de 

rij; a.ls de rij streng isotoon (resp. streng antitoon) is., is de limiet 

)' {resp. ( ) een. willekeurig element van de rij. 
Bewijs: We geven het bewijs voor eon isotone riJ; voor een antitone 

rij ga.at het bewijs geheel analoog. ~n isotane rij is automatisch Mar 



beneden. begren$d,, ~a.iit '~ 'I'> )1X1 voor alle 11 • 'Omdat. zij' n'.u .ook naar 
boven begronsd 'is, is- er een J , z odat a< n ~ J voor a.lle ·n • · We besoho1 

wen nu de verzameling der c< r. ; doze is niet lc::;g en naa.r boven begren: 

en bezit dus een bovenste grens '')( • We bewijzen nu dat lim ,;;,(,11::: X • 

Neem. een £) 0 , dan is :.x -[,, geen bovenste grens, dustJ1s@ er ecn f-..1 ,. 

zodat o<-£ < D<Ni oc Voor ?ri> N is O<r,n~ O(J.I , ma.ar ookr.)(~~cic 

dus CX -£.. < o<.'r-1' f- ~ , dus _ O ~ o<- o<1-11 < £. , dus JQ( -~'r" f < ·E.} dm 

lim 0('V',1 = ?(. Tevens is blijkba.ar -:x -?'()(m voor alle 'i">7 • Als de rij 
'}'}1-1-,;.c) 

streng isotoon is gee:ft de veronlerstelling X: = at'M voor een of andere 

'),11 • direct een tegens-praak met :.~\y1 <.. CX , 11 f I en ,?(-m ~ .x. 
(8. 43) Bij ieder ::-eeel getA.l -X .2: 0 is een en slechts ecn reeol gctal 

_/!, ~- 0 te vinden zodat /J, ). - o< • We noemen di t getal .13 -= Vx; 
Bewijs: ~erst tonen we aa.nt dater niet meer dan een kan zijn. Stel 

/3 2 = •)( , /'3 /·::.. °' , 0 ~ (6 L /3, , dan is (J.l. .ef:. (3 (3i < (2;2' , het-

gecn een tegenspraak geef't. Voor c.>( == 1J voidoet ;2 :::: 0, voor ;:(, = I 

voldoet /b:::. f • Verder kunnen we ons beperkon tot ,y met O < :.x <I, want 
; I 

als het daarvoor bewezen is en ·'-1 > I , dan is ;:;r < I en er bestaat 
y 2 I ll I . r, 2. I - .J- ::o( 

een {J >Ozodat t:;;;oe . Stelt men dan 1 .✓ .:t- ¥ , dan is { :J = if)., - ~ 
Nu nog het geval O < 0< < I • Beschouw q.e verzameling der reele getallen 

{ , die / 0 zijn en waRrvoor geldt 5 ~ o< • Deze verzameling is niet 

leeg, want ::>{ -~ < rx , dus CX. behoort er toe, en naar boven begrensd, wani 

1 is een bovengrens ( immers uit ?J > I volgt J/1.> 1/ > I > D< · }. 

De verzameling he0:ft dus een bovenste grens (l, • We bewijzen, dat/]J._cx, 

Stel A 2>tx (resp. A 2 .Z: o< ) , dan geldt voor ~ =- ;;;<. t ~ , dat 'f < /5 r<" l- ~i ~2.< I+ 
(resp. t > {!; ) en t) >IX ( resp. (J o< ) • 
Opga.ve 35. Bewijs dit la.a.tste (Redeneer om het bewijs te vinden eerst 

r 
· vn.n achter naa.r "Iler.en, d. w. z. begin bij bet te bewijzen). 

Als nu /':/·· )0( is, is, wegens f-<. A , b geen bovengrans, dus is 
~ . t2,, . } ~ l;z ""'°" -::-z.. 

er een ';. met > ~ o< en :> > t , manr ) >!; <J > v > o<, hetgeen een teget 

spraak geef't. Als f/-< o( is, is o" >/3 en ~ 2..(tX d.il"Pc·t, i.n st.rijd met 

h0t f'e\ t dRt /J bovcngrens is. · 
:Dus /3 = ,x. 

Ui t (8. 43) en (7. 1. ) volgt nu, dat VI niet rationaal is. We noemen 

reele getallen, die niet rationaA.l zijn irmtionaal. We weten dus 1,1.u dai 

de rationale getallen een echte d~elverz~meling van de reele getallen 

vormen; hiermee is de invoering van de reele getallen pqs ten volle ge­

rechtvaardigd •. Anders uitgedrukt: nu is bewezen, dat niet iedere :fun­

damentaalrij rationale getallen in het gebied der rationale gctallen coI 
vergent is, b.v. een :fundamentaalrij die tot de klasse van V1. behoort. 

(d.w.z. een fundamentaalrij die naar VI convergeert) convergeert niet 
naar een rationaal getal. 

(8.44) Tussen twee verschillende reele getallen ligt een irrationaal 
getal, dat van beide verschilt. 



.tUl :JJ 

]ewijs: Stel X > /2 , dan is X--:- VT > (3- v:I •• Er is volgens (8. 37) 
een rationaal getA.l c, zodat r.Y ._ VJ> C ) /J - VX , duso<' > e.--1 v.r > /1 · 
Nu is c+ vr irrationaal, want als het rationaal was, was ( C, t v:f)-c • 

= VJ: ook rationr:i.al. 

(8.45) Als de verzameling der reele getallen in t~ee klassen Len R ver-

deeld wordt, zodat het volgende geldt~ 

1° ieder reeel getal ligt in een en slechts een van beide klassen, 
2° Len R zijn geen van beide leeg, 

Q C 

3 uit _> c Len 1)6 R volgt ;< -~-~ 
a.an heoft L een grootste of R een kleinste element en niet beide (snede 

v~,n Dedekind). 

Bewijs: Dat niet beide kan is duidelijk: stel -~,( het grootste eleme:nt 

van L en p het kleinste element va.n R, dan is 0:. < P , dus ::,(,( .x ~-/},<_/J, 
Zowel de veronderstelling ~ G. L als de veronderstelling 05.:;j-/'- c. R 

leidt dan tot een tegens:praak. Lis niet leeg en verder naar boven be­

grensd, omdat R niet leeg is en een element van R bovengrens van Lis. 

Dus heeft 1, een bovenste grens -x • Als X G L, is :;;{ het grootste element 

van L. Als o< f: L, is o( f:: R. Als er een 't) ~ R was, met JJ < ->( , 

was -~ ook bovengrens VA.n L, in strij d met het fei t dat o( bovenste grens 

VRn Lis. Dus is cl het kleinste element van R. 

We hadden sneden rationale getallen ook voor de definitie v~n de re­

ele getallen kunnen gebruiken. 
11<-

Als O( ~ /3 , nocmen we de vcrzameling der reele getallen t , die vol-
doen aan .-::;( ~ t -f (?, · het (gesloton) intervi:tl [x) 13] . We noemen f- o< 

de lengte v~n het interval. 

(8. 46) Als van een rij [p<. 11 l 0m] intervallen geldt '. 

1° uit ')'} < m volgt o<. Yi~ <)(' ')'h en j3 -ri ~ (3rr, ( we zeggen dan df'l.t de in-

tervallen in elkaar geschakeld zijn), 

2•1im ( /} .... r;IV\ )=O ( de lengt@..nconvergeren naar nul), 
-1') -:") ,'j.} J •\ 

dan is er een en slechts een reeel getal dat tot alle intervallen beh~ort 

(intervalschakeling). 

:Sewii§.: {'X'"' l is een isotone begrensde rij ( o(-..., /J-r1.f:.. t131 voor alle">'l), 

die dus convergent is: lim ·?( 'n = 'lf met ¥ ~ o< 'n • 'lwenzo geldt lim (>-r. == 6" 
met b ~ (3,y-,. Stel nu '(__ .;v , dan is I <f - ~ I > 0. Er is dan e:~;,,N·, zoo.at 
voo:r "l'l > N1 geldt I ~,..:-i'3"))1 <'... J l ?( - t J , een n2 zod.at voor m:;,, N.7... 

geldt I "'t ... <X ">'I I <11 0- <':I en een N..3 zodat voor '71;, N.) geldt 

I (J,.1 -- o<>'II < -~ /)5 - &} • Voor1}= max (N 1 ,Ni , N~ ) + 1 geldt dan· 

}'?{-ti~ 1)-~"'I + J,jyi-/\,.! + 113-0/< l~-~f> wat 
een tcgenspraak geef't. Dus O :::= b en ,:;,,( )'\ f ?( ~ (J71 • Dus o voldoet aan 

de eisen. Stel dat er een 01 was, die ook a~n de eisen voldeed en Oi-:/: )( 
Als Ot >'( dan o1-o > 0 dan is er een'l) war-i.rvoor (3-,,-'6 < )'1 - 0 
dus (?'11 <._A I hetgeen een tegensprall.k geef't .. , 't.<-:.1( gneft 1'P nnal.ogo·-wi~-
·izo eon tegenspraak. 



1:Jt~ hadde:n intervalschalrnlingen rationale getallen ook voor de 

def;Lnitie va.n dG reele getaJ.i.cn kunnen f;ebruiken. 

( 8.,4,-7) (§.t_e]J.J}'-1.&_Y.§.f~- J(~ __ Q_§lp.to_r:) ~ De verzar:1eling der reele getallen i& 

niet aftelbaar. 

JLe~:u_s_; -:Te tonen aan ,; als ,y.: <... /.> is de verzameling der reele ge­
tallen uit het interval [..:xJ?i] niet c:tf'telbaar. Gtel dat ze ,,el aftel­

baar WE'.ren, dun l."'las er een eenee11duidige toevoeging 1 "Yl va..Yl de reele -· ) 

getallen van [0<./JJ aan de :oatuurlijke get all en. "Je gaan. nu een inter-

valschakeling malr.en. ·.:e beschouwen de drie intervallen 

~ , L ~ t·1°' ] , [ .l o<3t fl , °' ~ 1JJ] , [ fX +. f 4 1 /3] . 
Ze hebben alle drie de lengte (3- °"'. Minstens een van de drie bevat 

het getal ;, niet. Neem zh: een afs («,, 1ft • Stel dat [o<...,: f.;-n 1 gevon-

den is, dan pas sen we op [a<: .,.,13 ..,..1 hetzelf de pro cede toe als zoeven 
op [ ol.J!i] E:11 kieze11 als [(}(.,.,, ~, 7 (2?HI] len van de drie intervallen, waar 

i= · niet in liP.:t. Het is dan mak 1•·eliJ.k te bewiJ"zen, da.t L?(,.... ,il ] een 
';>"f>f-1 - n >/jl\ 

in elkaar ge::1chakelde rij interva1len vormen, dat. voor alle n [e>< y,,,/:J ""'1 
t niet qevat en dat [ Dl..-i 13,.J de le1;1gte ~ heeft. Ma2.r -{-Y' <.. ±~, dus , n I )I J ., . 

lim 3,,-== 0 1 d.us lim fl --;;.et.. == O ( waarom?), dus convergeren de leng-
n ~~ ~~~ 3 
ten naar nul. Er is d.us volgens ( 8. 46) een getal 't dat tot alle in-

tervallen b0!1oort: QI.'\•) i- y ~ (3,,, voor alle n. Haar o(, )- X ~ (3, ~ r; , 
dus IX ~ '6f f3. Dus is er ee:a m, waarvoor '( = J "n. Di t leidt; echter 
tot ecn tege:nspraak, ·want 5'mligt niet in [ocm,(3,.,.Jen f wel. 

":Te ku11nen het be\'\"'ijs nog iets aanschouwelijl-rnr maL:en door deci­

maalbreukontwiJ;:kel.j.Jlgen van de reele getalleri te gebruike1·1. Een deci­
maalbreultont,;7ikLeling is n.l. niets anders dan een intervalschakeling 

13,672 • • • • bete1:ent het reele getal bepaald door de intervalschake­

ling [13,6 3 13,7 J, [13,67, 13,68 ], [13,672; 13,673.J enz., met 
lengten ;f;ff: Stel nu dat de reele getallen tussen Oen 1 als volgt 
afgeteld waren; 

1 

2 

n ...... <--) o, 8n1 an2 an3 • • ;ann - ... 
+ ...... - - ~ • 

waarin ai.n steeds ecn van de cijfers O, •.• , 9 is. YJ'e passen nu de 

diagonaalmethode toe : we vori"tien O, b1• b2 •••• , waarbij steeds ~ J: a"Yl 'tl 
is. Di t is weer ce:u ree·e1 getal tussen O 8n 1. Als het hct nummer m 

hecft, geeft ~ ..... )} p: a,yr;meen tegonspraak. Er trecdt bij deze vorm van 
hot b0·wij s nog een kleinc complicatie op, dchordat oen re eel getal 

meer d8.n een decimaalbrcukontYrik!'~cling kan bezitton (b.v. 0,5000 ... •== 
== 0,4999 ••• ). ··~e gaan daar nict verd.ar op in. 



An. 35 

We hebben in (8. 47) een nieuw bewijs voor het bestaan van irrationale 

getallen. Zelfs is de verzameling der irrati•~ale getallen niet af'telbaar. 

We laten nu de afspraak om rationale getallen met Latijnse en reele 

getallen met Griekse letters te schrijven vervallen. 
Als ~»een rij re~le gete..llen is, def'inieren we B{~Yl}als de verzame­

ling bestaande uit die en slechts die reele getallen xwaarvoor geldt~ 

bij iedere £ )IJ is een N te vinden, zoaat voor 7' >W geldt a'l1 - >< < £ , 

Het is duidelijk, dat B { d .,.J de verzameling is van die reele getallen 

)(waarvoor geldt~ bij ieder re~el getal_y,waarvoor lj) X , is een N te vin­

den zodat voor ?7 > N geldt 1,. z ~ • Verder is duidelijk dat als X €. B{ 4-..;J 
1 

en4;1)'f.., datefeBf(l..,,,,j. , 
{8.48) Als B { a.-n) niet-leeg en naar beneden begrensd is, is inf' B ja,,_J.f 

EB{D-n). 
B9-~ijs: N'oem inf' B {on J = a. Als a¢3{a--..1 , is er een b > a zodat bii 

j G<lere N eeu n..,. :r:r te vinden is met a ;11 ~ b. Nu is b gee n 

B ~~h1} , dus is er een c wa:-1rvoor c < b en ce B { 0...., f • "8:r­

zod.Rt v.2n ~lle 11 ;>N I geldt. a 'r'l < b. Dit is in strijd met 

er een n)N, is waarvoor a'Yli bis. Dus at B{Clnr. 
we definieren nu~ 

lim sup q>1 = + oo, als B {A)'\} leeg is, 

benedengrens van 

is dus een N 1 • 

het feit, dat 

lim sup a"l.1 = - a,, als B { a.-..lniet :p.aar beneden begrensd is, 
lim sup a"Y)= inf B{a.l'tt, als B {a.'Yl\nie-t-leeg en naar beneden 

begrensd is. 

Hierin zijn + CQ en - oo lout er symbolen, geen reele getallen. Er wordt 

1 niet mee gerekend. 1JJel def'inieren we er ordeningsre lRtje.s voor: 

+ 00 > X , voor alle re·ele X , 

- o<.--:. < X , voor alle re~le X, 
- «) <-1-~ • 

Het is duidelijk dat hierbij de trans:itieve eieenschap -van de ordeninl 
bewaard blijft. 

(8. 49) Bij ieder reeel getal X, wa:=trvoor )<. > lim sup a ti , is een N te 

vinden zodat voor n >N geldt a 11 < X. 

Dit volgt direct uit de definities en (8.48). 

(8.50) Als 91convergent is, geldt lim a-n = lim sup a"YI. 
'YI...;;, o<'.) 

:Sewijs: Noem .;~~ a.11 = a. Stel e0n reeel getal ;/, w7..arvoor ~ < a en 

'j E B[tt,.,J. :Jan is er eon N l -zodat voor n )N, geldt a.,.,< ';/+Cf en een . 2 
N 1. 'ZOdat voor n ) N t. geldt la - a "rl ( a.. - '::J dus zeker a - a . ..(__ a.- 'd 

(t..+4 2- ' "l') ,Lt 
0 t a ')1 > -r • Voor n = max (N 1, N2 ) + 1 gee ft da t een tegenspraak. 

Verder is a EB {a11}, dus a het kleinste element van B {~"1 , dus. a = lim 

sup a -n. 

(8. 51) Als er een reeel getal C bestaat, zodat voor alle n geldt a .,..11 ~ C 

(resp. a~ ) C), dan is lim sup a -n ~ C (resp. lim sup a~ ~ c }. 
PPB§!:Ve 36. Bewijs (8. 51). 



"· An 36 
Op geheel analoge wiJze defini~ren we lim in:f a 71 , .door uit te gaan 

van de vcrzameling Of a.~ l bestaande uit die .en slechts die reele getallen 

X , waarvoor geldt: bij ieder reeel getal fJ, waarv,,or ~ < X , .is een N 

te vinden zodat voor n > N geldt a 1'\ ) ~ • Dan is 
lim inf a 11 = -00, als o{~ ... )leeg is, 

lim inf a "l = + oe , als O { ll,i) niet naR.r boven begrensd is, 

lim inf a'n = sup o{a .. ,J, als o{o...,)niet-leeg en naar boven be­

grensd is. 

Voor lim inf' a 'YI gelden d2,n ovoreenkomstige stellingen als voor lim 

sup an. 
(8. 52) lim inf a _£ lim sup a'Yl . 

(8.53) Als lim in:f an:;:; lim sup a')\een reeel getal is (dus niet +oc, o:f 

1- ,x) ) , dan is an convergent en lim ay, = lim inf a 'Yl;::;: lim sup a"YJ • 
'n➔·:;:o 

Opgave 37. Bewijs (8.52) en (8.53). 
A ls lim sup a.t = lim inf a 'Yl = + 0::-1 , schrijven we lim a"Yl = + oa ,, even­

"Jlt -4,r,)10 

zo als lim sup a ... = lim inf a,,.1 = - <><-, schrijven we lim a-n = - oo. In a 
I! ' ~y~ 

d.ie gevallen zeggen we echter niett dat a 11 convergent is ! J'10n noemt a.,,, 

dan wel eigenlijk divergent. 
Opgave 38~ Formule•::r een voorwaarde voor a.,, , opdat lim a'l"I = + ro. 

rr,->OQ' 

Opgave 39. Bewijs, dat als lim a 11 = +00 , dan lim ,¾- = O, en als lim at1• 
~ ➔ 00 ,.,,., .;;.,o l'\ ,;, --:,,;a 

= 0, dan lim -r¾-1 = 
":'\-',)(X)• Vl 

+ (X) (Hierbij is verondersteld a'¥t--f O voor alle n) .. 

Opgave 40. Bepaal lim sup en lim inf van de volgend0 
o o • -n o 

1 a Yi= n; 2 a-n = - n; 3 ai~-/ = 1, aZb == 2 ; 4 
aftelling van de rationale getallen tussen Oen 1. 
'§9. Complexe getallen. 

rijen: 

a :>, is ee n of and ere 

Voor de invoering van de complcxe getallen verwijzen we naar de cur­
sus algebra. 

~en complex getal CXis te schrijven in de vorm 0( =a+ bi, met a en P, 
reeel. a heet het reele deel vano<' CiR·x. o:... Rex ) ,C-het ima_ginairc deel 

van r,,( (JI){ o:f Im,.?( ) • i 1 = -1. De complexe getallen vormen een lichaam. 

Als ·"JI. = a + bi (a en b reec 1) , dan heet het getal ?( = a-bi het toegevoegd 
1 ( f . d ) ,v . ,,.J ;:::; :t b:2. .. 1 comp exe o geconJugeer com£lexe van Vo,,. Dan 1SV\..,.,. = a + een reee 

getal ~ 0 en dan en slechts dan = 0 als 0( = O. Het is onmogelijk, de com­

piexe getallen zo te ordenen, dat de gewone ordeningseigenschappen Je 

voorschijn komen. Als het wel kon, was a 2 > 0 voor alle a.:;,,&O, dus i = 
,l 

= - 1 > 0 en 1 ::::: 1>o, maar dan ook O = l + (- 1 ) > 0 hetgeen een tegenspraak 

geeft. We definierenf al= v~. Omdat a a re<:lel en~ 0 is, is dat eon ge­

DOrloofde de:finitie; verder stemt het voor a reeel overeen met het vroeger 
gedefinieerde.(9.1) a= a. 

(9.2) a+b = a+b, a-b = a-b, 
(9. 3) 2~a = a + a , 2. i J'a 

(9.4)/IXal 4\a\, JJa{_~\al .. 

- -- {~ a ab= ab;_ 5-1= T~ 
= a - .i:t. 



(9. 5) la}~ 0 en dan en slechts dftn = 0 a.ls a = o. 
(9.6) fabf =lalJbJ. 
(9.7) fa+ bJ5·JaJ + }bf. 

Het nu volgende bewijs van (9.7) moet van onder na.ar boven gelezen 

warden. 

la+ bJ-s;. a + }bl, _ 
\ ( a + b) ra + b) < v.~ + Vb b' 

(a + b) (a + b) <{ Vaa + Vbb)~ -

aa ;. ab + ba + bb -S aa + 2 V aa 

ab + ba ::f 2 Va~ ~' 
?,_. 2 -- 2 -2 _ -

a-b + 2 ab a b + b - a ~ 4 aa bb, 
2 -2 -- 2 -2 < a b - 2 abab + b a _ O, 

( - -)2 .ab - ba $ O, 

t2i 'J (ao)l 2 s o, 

V bb + bb' 

- 4 { J (ab)} 2 < o. 
We vragen ons a:f 1 wanneer in (9.7) een gelijkteken staat. Dat is dan e 

en slechts dan het geval als in het bovenstaande bewijs ook overal gelijk­
tekens staan. Dat is als J (ab) = 0 en ab + ba >O, g,us 'J((ab) :'.'.>· o. Dus 

ab reeel en ?O. Als b-j:,O, dan is bb >O dus -{ = ~~ ~ o. Dus: 

(9.8) Ja + b} = }at+ )1:,j geld.t dan en slechts dan als a = O, o:f b = O, 

of als het quotient van a en b positief reeel is. 

In de cursus algebra is uiteengezet hoe complexe getallen voorgesteld 

kunnen worden als punten van het platte vlak. Hierbij wordt o.m. gebruik 

gemaakt van de functies sin x, cos x, tg:k en hun eigenschappen. We zullen 

·van deze functies voorlopig alJeon gebruik ma.ken in voorbeelden, daar wij 
1 in het kader van onze opbouw niet aangetoond hebben, dat dit werkelijk 

►functies zijn die voor alle reele waarden van x ged-efinieerd 7,ijn. 

We zeggen dat het complexe getal c tussen de complexe getallen a en b t 
ligt als la - c! + le + bf = la - b\. Het is duidelijk dat c dan ook tussen 

b en a ligt. 

(9.9) Dan en slechts dan ligt c tussen a en b, als er een reeel g~tal A 
bestaat, waarvoor O :SA$' 1 zodat c = Aa + ( 1 - A )b. 

Bewijs~ Stel eerst c = Aa + ( 1 -';\ )b, dan is a-- c = 0-?) · (a - b) 

enc - b =A(a - b), dus /a - cl+ Jc - b/ =/( 1-;\) (a - b)/ +/i!(a - b)/= 

== { 1 - It ) / a - b /+A I a - b} = ta - bl- Ste l nu fa - ct + le - bi = / a - b I= 
= \<a-e)+ (c-blAls c:=-b,.dan c = Oa + (1 - O)b. Als c f b, dan volgens 

(9~8)1 ~: ~ =;~reeel !n <. 0. Hieruit volgt c (1 +{~)= a +/lb, maar 

1 + f· ~ l > 0, dus c = 1 + ft· a + 1 t;:'- b. Nu is O < 1 < 1. Noem 1 1 = 
= A. 1 dan is c = J\ a + ( 1 - 'i\ ) b en 6_ < A ~ l. + f'- + j.J.~ 

Voor reMle getallen stemt het hier gedefinieerde begrip tussen overeen 
met het vroegere. Stel n. 1. c == Aa + (1 -A )b. Als .a = b, dan c = a. Als 

a ). b ? dan C ~ /\ b + ( 1 - 71 ) b = b en C ~ ;\ a + ( , _ ';\ ) a = a' d us b ~ C ~ a. 

;;,_:n~o voor a~b. Stel omgekeerd b :50 -::;_a, dan ja - cl= a - e, jc - bi= 
. t 
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~ - bl = a - b, aus ja .~ c I + le - bl = a - c + c - b = a - b = Ja ..:. bl. 

Een verzame ling V c omplexe gt~ tall en h;.;1::-I:; convex als ui t a € V, b c V, 

c tussen a en b volgt c €. v. 
~en convexe verzameling reele :<seta.llen heet een interval (in ruimere 

zin dan vroeger). 
(9.10) Tun verza.meling re'ele getallen is dan en slechts dan een •interval 

als bet ecn verzameling is van een van de volgende negen typen (hierin 
stellen a en b willekeurige, maar v~.ste re~le getallen voor H 
1° alle reele getallen , dit heet (- ro, + co), 

0 
2 alle reele getallen x, die voldoen a.an a < x, , , , , (a, + <>o) , 
3° ,, ,, ,, x, n ,; ,, a ~x, ,, ,, [a,+ ,x;,), 

4° ,, ;, ,, x, ,, ,, ,, X <b, ,, " {-Oc::), b), 

5 ° , ' , ' , ' X' ' ' ' , ' ' X $ b, ' , , ' ( - 00 ' b]' 
6 o < b d1.·t heet { b) ,, ,t ,, x, ,, ,, ,, a<x , a, , 
7 ° , , , , , , x , ~ , , , , , a :S x < b , , , , , [a , b) , 

g 0 , , , , , , :x: , , , , , , , a < x < b , , , , , ( a , b] , • 

9° ,, ,, ,, x, ,, ,, ,, a,sx-< b, ,, ,, {a, b], 
Bewijs: Dat deze neg~n typen convexe verzamelingen leveren is duide~ 

lijk. Om te laten zien, dat een convexe verzameling V re~ie getallen tot 
een van de typen beho-0rt, onderscheiden we gevallen, naar gelang de ver­

zame1ing ·wel of niet na.ar boven begrensd is, en wel of niet naar beneden 
begrensd, en als ze naar bovcn (resp. beneden) begro~Rd is, naar gelang 
de bovenste grens (resp. benedenste grens) wel 0£ niet tot de ~~zameling 
behoort. Laat b.v. V wel naar boven en niet naar·beneden begrensd zijn en 
sup V = b niet tot V behoren. Als x 2. b, dan x -f V. Als x < b, dan is er, 

omdat V niet na ... r beneden begrensd is, een y £. V met y c:::x, en omdat x geen 

Jbovengrens is, een z eV metz >x. Omdat V convex is, is dus x (!=V. llu.s 
V verkeert in geval 4°. Evenzo voor de andere gevallen. 

We noemen de intervallen, die in gevallen 1°, 2°, 4° of 6° verkeren 
op0n intervallcn, die in 3°, 5°, 1°, 0£ s0 halfopen intervallen, die ~n 
9° gesloten interva.llen, die in 6°, 7°, a0 of 9° begrensde intcrvallen. 
()-pgave 41. Als a en b oomplexe getallen zijn, heet de verzameling V der 

complexe getallen tussen a en b een lijnstuk. Bewijs dat een lijnstuk 
·convex is. 

t 

Opgave 42. Als a een complex en r een re~e 1 getal ~ 0 is, heet de verza-: 

me ling V der complexe getallen x, die voldoen aan lx - a\· $ r een cirkel­
schij£. Bewijs dat een cirkelschij£ convex is. 

§ :1.0. ~£.1l:£ische ruimte n. 

·We beschouwen de verzameling der n - tupels reele getallen (c:'.Xi), 

waarin i natuurlijk, 1 < i ~ n·. Deze verzameling heet de n - dimensionale -Euclidische (0£ Cartesische) ruimte. Een element daarvan heot ook een 
punt. We geven de punten aan met Latijnse, de re~le getallen met Griekse 
letters. We noemen de getallen <)'.: de component en ( 0£ coordinatar.') van (ot).: 
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de:finiijr~n de som van tweo -i;,unten a = ( o( t } en b = { (1 ~ ) door a + b = 
== { 1-.~ + f.,t }. Verder cle:finiijrcn ?ie het product van eon retiel getal l. en aen: 
-punt a = (1.Xt). Di t is ,reer een punt en wel .l. a = ( A <Xt). ijet '!)Unt {O) 
noemon we o • .lY~_dt3fini~ren de absolute. waR.rde van eon :punt a = ( <Xi.) V 'ri -:-.. 

door: la\= t":-~t . Dit is een re~el getal. _ . 
( 10 .. 1) lat~ 6 on = 0 da.n en sl,.:1chts dnn a.ls a = O. 

(10 .. 2) \0( a\ = lod•la\ • 
(10. 3) la + bf ~ l al + l b I. 

Hi,1rvan zijn (10.1) en (10.2) mi1.kkclijk te bewijzen. Om (10.3) te be• 

wijzen, hobben we 01?rst de volgende hulpstelling over re~le getnllen nodig: 
(10 .. 4) Als ,X, /j en 1 reele geta.ll(rn zijn, zoda.t voor alle retne getallen 

t geldt rx sJ.+l(iS+ ¥' -~ o, dan is 13 2
- ?.¥ ~ 0) (/..~ 0 J ¥ .> o. 

Bewijst l O ?( = O. Dan is gegeven. 2 (?, S + ~-~ 0 en te bewijzen (3 ~ 6 

(dus~= 0) en¥,) 0. Stel(.1+i O, dan is 0~ 2/J(- -\-+' ) +3' = -1<0 
hetgeen een tegenspraa.k geeft .. Dus /3 = 0 en '! ~ o. P v 

2 0 .,J (. t,, l 2 11 1 I ?,·' I t 2 ~ . • :; '· ;,,-. o. Noem 'L .=er + of- + 1, dan is tl + --;;-ztt- 'oc : ~ 
I/ )21- - \~ \ )t- lf-1) 11..L -{I ~l + f ~ I) 'L = Yl}- tl1.+ '2 = n.,;, 0, dus 

J, 2 )I' _ ,rv ( L1 ,Z 2 13 ~ 
o< VJ, + · /A. +iJ - ~ ri, + cic 1-+ 7) < O, hetgeen een tegenspraa.k 

geeft,. Dus 0( <. 0 is onmo~elijk. /3 (3 2. 

3° o(~O. Dan is o ~ex{- 9( 1:t./ 2(J{- -;;:-} + '{ = ott; , dus p 2 - Ol!'((o. 
Stel .'5 < 0, dan o<.'( ,t_ 0, dus '(!, - o<t{) 0, hetgeen niet zo is. Dus 4' ~ o. 

Nu bewijzen we (l0.3} .. Stel a= (tXi),. b = ({:i). Dan is voor een re~l 

getal .~ t O ~\a + A b 12 = t (0'-r + °)\f'i ) 2 = t c<t 2 + 2). t ex',. A( + 
. 2 ..;rJ.. 2 "'' ., .... , .,.,,, ,-
+ A ?- "'i • Nu volgt uit. (10. 4): , 

<,,: 1.._}.; 2 I .. J.. \ ( ~ ,f,) 
(10 .. 5) fl-. x't4) ~J;, o<i. ·'I f, /3t . · {oiyielijkhei~ van Schw~rz). 

Dus ia1·'!f! b} 2 = I.. •·x., 2 + 2,: • -::><..~ A· 1• + f At ~ 't- 'X / • • Y-,s::---· J • ~t' - •• I ,,l1. fr ~ (:t _f~-:__-- • ~ ,__ 1, 

+ 2 t=. :X.c.· .. v . .r.: ,tSt' + ?-- f.t t ivr..:.>(Lt_ +v·.J:C" R i) -= 
:.:{/al + lbl}i.. .'Dus {A.+ bl J==' ta( + (hf • .;::, f- (->i. 

(10.6) Als voor de re~le getallP.n x, (-.Jen J" geldt /.;, ~ -"'I( o = O, dan is 
t· r.. 2 "' ;: , , X = 0 of er is een re~d getal ::.. waarvoor ... <X s + 2,; ~ + 6 ~ •• 

:Sewijs :- Ale $11(;0, dan voldoet ~ = - ~..,. 

lpgave 43. Gana. onder welke omatandi~heden in (10.3) het gelijkteken 
staat. 

De verzameling der complexe getallen is op te vatten als een tweedi­
mensionale Euclidische ruimte. Denk a.an de invoering met getallen:pa.ren: .,.,, 
a = ( U1 a , 'j a ) • 
De definities van som, getallenveelvoud en absolute waarde stemmen over­
een ••~t de vrfiM3gere. We hebben in deze § dus een nieuw bP.wi~s gegeven 
voor de nrieboekeongelijkheid voor complexe getallen. Evenzo is de ver­
zameling der relle getallen een eendimensionale 'Euclidische ruimte. 

('" 
5:'ll. Hetriaohe ruimtenT Convergnte rijen. 

,e hebben hat begrip convergenti• van een rij tot nu toe v.-.or r•ll• 
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getallen gedcfinieerd. Dit is echter o,k moge1ijk voor comp).exe getallen 
o:f Euclidische ruimten, in het algemeen a.ls er tussen de elementen een 
af'sta.nd gedefinieerd. is. Da:trom zullen we nu het convergentiebegrip alge­
meen invoeren voor dergelijke verzamelingen. 

T:;en verzameling he0t een metrische ruimte als artn ieder tweetal elemen­

ten a en b een reeel getal y (a,b) toegevoegd is, dat de afstand van a en b 

heet~ zodat voldaan is a.ant 
1°(-(a,b))O en= O dan en slechts dan als a= b, 

0 '-
2 p(a,b) =f(b,a), 

0 '- \., 
3 f (a,b) ~ f(a,c) +( (c)b). 

( 11.1) Als men in de verzameling der reele o:f complexe getallen of in een 

Euclidische ruimte definieertf(a}b) = \a - bl, dan zijn deze verzamelingen 
~metrische ruimten. 

I (11. 2) Een deelverzameling van een metrische ru.imte is een metrische 

ruimte (t.o.v. hetzelfde afstand.sbegrip). 

Opgave 44. Als we in ee n willekeurige verzameling defini~ren t (a 1 b) = 1 

als a f b en f(a~a) = O, dan geeft dat een metrische ruimte. Bewijs dat. 
Een rij a i· :punten Yan een metrische ruimte he,1t cor:v.ergent me:t.\limi~t 

,I 

a als bij ieder re~el getal E.) 0 een N te vinden is 7 zodat voor n ) N 

geldt f (a, a r..) < L. 

Een rij a)')' punten van een metrische ruimte heet een fundamentaalrij, 
als bij ieder rc~el getal E:.. ')I O een N te vinden is,. zodat voor n >N en 

m) N geldt .P{a:,, a· ) <.£. 
\.. lh 1 "')j 

(11.3) Een convergente rij hee:ft niet meer dan e~n limiet. 

(11.4) Sen convergente rij is een :fundamentaalrij. 

De bewijzen van (11.3) en (11.4) zijn geheel analoog met die in ~7. 
· (11.5) Als in een convergente rij eindig veel termen veranderd worden, 

ontstaat een rij die convergent is met dezelfde limict als de oorspronke­
lijke rij.· 

Ongave 45. Bewijs (ll.5). 
(11. 6 )\ls (n) een e e-r{>erdui1ige afbee lding van de verzameling o.er natuur­
lijke getallen in zichzelf is, a., 1 een convergente rij met limiet a en b.,= 

= ay,1-n;,, dan is b11 convergent met limiet a. 

Bewijsi Necm een willekeurige i.. > 0, dan is d.aarbij een N zodat voor 

n)N geldt f(a , a.~)<£. De verzameling der natuurlijke getallen m, 
waarvoor geldt fJ(m) ~ N, is gelijkma.chtig met een deelverzameling van bet 

beginatuk[l,NJ der natuurlijke getallen en dus eindig. Als ze leeg is, 

geldt / (m)) N voor alle m; a.ls ze niet leeg is, heeft zo een maximum M 
en de.n geldt f (m) ) rsT voor alle m > M. In ieder geval is er dus een M zodat 

·n-t <>rm>· rr. geldt (m) N en dus fa - bYK ( ;::: /a. - af/h,,.} < £ • 

Als de afbeelding if (n) bovendien nog voldoet a.an: uit m < n volgt <f(m)< 

< tf (n), da.n heet b~n een deelrij van a;.;. A.ls f(n) een a:fbeelding van de 
natuurlijke getallen .2.J2 zichzelf' is heet b·. een verschikte rij van a-:' .• 

h, ------- b 
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Speciale gevallen van (11.6) zijn dus-: 

{11.7) Een deelrij van een convergente rij is convergent met dezelfde 
limiet. 

(11.8) ~en verschikte rij van een convergente rij is convergent met de­

zclf'de limiet. 

Als voor d.e rijen an en tn geldt, dat or een k is zodat bn+k= an voor 
s.lle··n dan zegt men dat bn· ui t a ontstaat door k elementen voor te plaat-.. n 
sen. 

(11. 9) Als ari convergent is en bn uit an ontstaat door k element en voor 
te plaatsen, is bh convergent met dezelfde limiet. 

O-pgave 46. Bewijs (11-9). Merk verder op, dat men door (11.9) en (11.6) 
te combineren ook kan komen t~t het toevoegeu van eindig veel elementen 

(niet noodzakelijk aan het begin van de rij). Formuleer dat. 

Dit alles geldt '\COr algemene mctrische ruimten. Nu s!'.>ecialiseren we 

tot een n- dimensionale TiJuclidische ruimte. Met een rij am punten, am= 
== (o<'im), corresponderen n rijen dor componenten «L,n , (liie:irin is i eerl 

natuurli_jk gt~tal· .,:;S n; m doorloopt alle n8.tuurlijke getallen). 

(11.10) Ecn rij punten van een Euclidische ruimte is convergent dan en 

slechts dan, a:2..s alle rijen der componcmten convergerGn en wel is dan de 

limiet van een componentenrij de overeenkomstige component van de limiet 
der rij punten. 

Bewij s: 1 ° lim a = a zij gege11ren •. Dan is bij ioderG £ > 0 ecn N te 
' - 11'•-.>QO ·ID 

vinden zodat voor m) N geldt \a - aml<£. Maar nu volgt uit de de:finitie 

van absolute waarde direct, dat. Joe - o(. I -ta - a l voor alle i ·,( n. Dus 
1 im .~1' m ._ 

-lim .. c< 1. m = {X1l voor al le i< n. 
~~~ . -

I 2 lim.:X... = o(. voor alle i ~ n ZJ..J gegev<,m. Bij iedcre E) 0 is eon 
'I)•~~ im 1. • .~ 

N. 
t0 Vind.en zod.at voor m) Ni geldt /o( i -C{ iml <. :-n • 
vo•r m) N en voor allG i~ n geldt dan (x. - 0(. ) 2 < 

1 1.m 
') ---------... 

Nocm 
,;., 2 

...t:.._, 
n 

N = max N.; 
h~iin J.. 

dus · 

J. 

°" 2 . .-L <. :::.:.. , 2 
}_(;Ji. - rx. ) < n .s.:._~<=,,. dusja - a f= ~ (.X. - ex. ) < !. ~ dus lim a = a. 
{:t 1 1m n · · m ,. , 1. im m->•-.'-' m 

(11.11) Ben rij :puntGn van cen "'w.clidischc ruimte in ~en fundamentaalrij 

dan en slechts dan, aJ.s allo rijen der com:ponenten fu ... '1damonto.rtlrijen zijn-t 

Het bewijs is gche0l analoog met dat van (11.10). 
(11.12) In eon Euclidische ruimte is een fund~rnentaRlrij convergent (m.a.w. 

in een !iuclidische ruimte geldt de convergentiestelling van C2.uchy). 

Opgave 47. Bewijs (11.12). 
(11.13) Als in een EucJ.idische ruimte geldt lim a :::: a, dfln · is lim I ['..i1/= 

. m '"rl'l -.:,,..,_, 
_1 I m-;,'"' ~,a. • . 

Dit volgt direct utt (,al -\hi/~ ta - b\ ~ hetgeen net zo bcwezen wordt 

als in cpgave 19. 

(11.14) Als in een ~1clidische ruimte geldt lim a = a en limb = b, dan 
,y>') -+«) m 'h, _ _.,:,o m 

zijn de riJ. en am + b en a - b ook convergent en lim (a + b ) -- a + b m m m ')-r1-,~ m m 



,,,, 
,If,,, 

J 

en lim . ( am - bm) . =/ a - b. 
-??'J--;;~. 

(11.15) Als in een Euclidische ruimtegjldtl~9rn=a en voor de 
ffl.,:j.CI) 

tallenCXm, dat ;;;'!!;~m =Oc' , dan is de rij ~m am convergent 

=(./.a. 

Opgave 48. Bewijs (11.14) en (11.15). 

en lim 0( a -=· 
,r,,->xi m m · 

Het voorgaande geldt ook voor complexe getallen en reele getallen 

(als twee- resp eendimensionale Euclidische ruimten). We formuleren 

(11 .. 10) nog even vror complexe getallen: 
(11.16) Een rij am com:9lexe getallen convergeert dan en slechts dan als 

de rijen der re~le en derirnaginaire gedeelten convergeren en er geldt 
(;J + . 1· .... , lim a = lim .-,1,a 1 im ,..J a • 

y·{\-».J m 'Yn-:-r>:, · m '}.-, -•;•.~- rn 
Voor complexe getallen (en dus ook voor re~le getalle~) geldt verder 

nog: 

(11.17) Als am en bm convergente rijen complexe getallen zijn (lim a 
..,,y,-7~, m 

= 

= a en limb = b), dan is de rij ab 
.-y.,, -v«l m m m convergent met lim ab = ab • 

•• ,,-.. ,,o m m 
a 

voor alle mis de rij -,;-_m_ convergent 
m 

met 

Opgave .1i• Bewijs (11.17). 

(11.18) Als am en bm convergente rijen reele getallen zijn met limiet a 

resp. b en am~ bm voor alle m dnn is a~ b. 

Bewij s: A ls a > b, dan is er een m te vj_nden zodat 

< ½ ( a - b) , dus a - b - am + b < ½ ( a - b) , b - a < m m m 
bm < am. Dus a. ~ b .. 

I (a - b) - (a -b )\< m m 
- ½(a - b) ( O, 

Opgave 50. In een E~.1c lidische ruimt.e definieren we I! an = miµ::jO(. I voor 
f._(.L ~h J. 

a = (0<i). Bewij s 1 dat //a/I ook Ean de e ige11scha:ppen ( 10. l), ( 10. 2) en ( 10. 3) 

voldoet. Hee ziet voor n = 2 se '1cirkel 11 1/X}t =)/ ( f ecn Constante) er 
uit? 

qpgave 51. Definieren we de afstana. p(a,b) door ,:J ,a?b) ::-: Ha - btf, dan 
,, .... ,. 

voldoet dit aan de axioma' s van een metrisd1e ruim-::;e. Toon aan dat het 

begrip convergentie in deze metrische ruimte hetzelt'de is a.ls iri di.e gede• . 
finieerd met de gewone absolute waarde, d.w.z. als een rij a convergent m 
is volgens de I I - dr;fj_ni tie nan oo~ volgens de H !l -- definitie en emge-
keerd. 

§12. Op0n en gesloten verzamelingen. Comnacte ruimten~ 

In eon metri8che ruimte verstaan we onder de £. - omgevir,g vs.r.. een punt 
a de verzameli:ng van alle punten x met e (a,x) < £ ~ Voor de reele getal­
len is <5.at het ini.e:rval (a - l..-, a + f ) • 

Van -:3en verzameling y· in een metrische ruimte R heet a e -g een ver­

di.chtingsi::,unt, als bij. iedere £ > 0 een x f:- V te vinden- is, zodat x f 
if- a en e,, (a,x_) < £. , m. a. w. in iedere f ~omgeving van a ligt 
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schillond uunt van\( • HBt "Y'\Unt a behoeft niet tot V- te behoren.. 

(12. l) Een punt a is dan en slechts dan verdichtingspunt van Vals er een 

rij an nunten van V- is, die van elkar-i.r en van a verschillon (d. w. z. uit 

m i- n volgt a j a Rn v«ur alle n is a I= a) t zo.dat lim an = a. m n n · ·;'I--"'""° 

Bewijs~ Dat uit het bestaan van een dergelijke rij volgt, dat a ver-

dichtingspunt is, is duidelijk. Laat omgekeerd a vcrdichtingepunt zijn. 
Kies a 1 , zodat a 1 6 V , a.1 f a en f (a .,a.1 ) < 1. Stel an gekozen, zodat 

an E '{ 1 an fa, t. (a~an) < ! en voor n > 1 bovendien e (a,an) ... < 
,,. ·c-(a a 1), kies dan a 1 zodat a +le V 1 a +l t- a, e (a a _._l) ( '- \.. ., n- n+ n n , n,-

<m.in/ 1 , e (a)an)}. Dat kan omdat wegens an -i a geldt f (a, an) ) O. 

DaR Is 1makke lijk te bewijzen dRt uit m < n volgt e (a> a]Jl.)<' e (a) an)' dus 

f zeker am:!: an. Verder is an =fa a en anf V,.. en ~ (a,an) < ; voor alle n, 
Daaruit volgt lim a = a. --,,-00 n f Uit (12.1) ·volgt ook direct: 

• 

(12.2) Een punt a is dan en slechts dan verdichtingspunt van\( als in ie­

der0 t - omgeving van a oneindig vee 1 punten van \r liggen. 
"B.:en verzameling V,,. in een metrische ruimte I{ heet gesloten (of a:fgeslo-

ten) als al1e- verdichtingspunten van V tot V- behoren. 

Een verzameling V-in een metrische ruimtef~ heet open als bij iedere 
a <;' V- een £ > 0 te vinden is, zodat de E - omgeving van a gr.ihecl tot 

V behoort·. 

De bcgrippen open en gesloten zijn relatieve begrippen. Of \r open 

(resp .. gesloten) is of niet hangt niet alleen van V zclf af, m::1.Rr ook 

de ruimte K waar Vin ligt. ~o is het interval (O, 1) open in de ruimte 

van 

der 
reele, maar niet open in de ruimte der complexe getallen. Om dezc relati-

' t ~i ~~it tot ui tdrukking te brengen zeggen we open in K (resp .• _., gesloten 
in K ) • A ls er geen geva.ar voor verwarring is la ten we "in Kn echt er weg. · 

Opgave 52. Rzij de ruimte der reele getallen. Zijn de volgende verzame­

lingGn al of niet open fresp. gesloten)? 1° de verzame1ing van alle rati~· 

nale getallen, 2° een eindige verzameling reele getallen, 3° de verzameline 
van alle reele getalleny 4~ de verz~meling der getallcn ! (n natuurlijk), 

5° de verzameling der natuurlijke getallen. 

~:y_§:_53. Dezelfde vraag als R de verzameling der positieve rcel0 getal­

len is. J)e gevallen 1°, 2° en 3° moeten d~n ook tot positieve getallen 
bepcrkt worden. 

(12.3) Het complement V8n een open verzameling is geslotcn; hot comple­

ment van een geslotcn verzameling is open. 

Bewij s: Stel (J' open in R • Neem een verdichtingsr,mnt a van'K/ fl • 
Als a r:: er, dan is er een·· l'JO, zodat de E - omgeving van a tot <Jbeho&rt 

in s"trijd met het f'ei t dat a verdichtingspunt v~n K ( fJ is. Dus a f O, 

a ,:f. l\Jcr, 1\ / <:f is gesloten. Stel A gesloten in I~ • Neem een punt a6 'R/ A 
S."tel dat in iedere l - omgeving van a een punt van A lag (drrt dan zeker 

wegens a ¢ A van a verschilde) , dan was a verdichtingspunt van A, dus 
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a E- At a {.. R/A, hetgeen een tegens:or~ak is. JJus moet er een £ - om..~eving 
van a bestaA.n, die geen :punten van A bevat, dus geheel tot R/A behoort. 

Dus R/A is open. 

(12. 4) Als van een niet - lege naar boven begrcnsde verzameling V re~le 
get~llen de bovenste grens a niet tot V-behoort, is a ve~dichtingspunt 
van V. 

B~wijs: Voor iedere f. > 0 is a - £ geen bovengrens van v-. Er is dus 
een x e.:- V, zodat a - £ < x ~ 13., en x / a omdat a¢ v. Dus ta - x I< [; 
~ is verdichtingspunt. 

Een direct g.cvolg VC:!.n (12.4 )is: 

{12. 5) Ben verzameling re·ele gctallen, die niet - leeg, naar boven begrer...sd 
en g0sloten is, heef't een grootste elemsnt. 

Een metrische ruimte heet compact, als iedere rij punten v~n die ruim­
te een convcrg(1ntc d0elrij bczit. 

Het bogrip comprrct is g0en relaticf begrip. Om dus b.v. te bGwijzen, 
, 

dat een deelver~R..meling V der rc~ele getall(,m eon com:pacte ruimte vormt, 

moet niet alleen ~qngetoond worden, dnt iedere rij uit Veen deelrij heeft 
die naar een reeol gc:;tal convergeeert,ms.ar z0l:fs een deelrij die ns.ar een 

element van V convergeert. 

(12.6) ~en metrische ruimte is dun en slechts a.an comp9.ct D.1s iedere on­

eindige deelverzameling een verdichtingspunt heef't. 
Bewijs: Stel de ruimte is compA.ct. Neem een oneinaige deelvcrzameling. 

Dr:taruit kan een rij met ves.chillende elementen gevormd worden. Deze heef't 
een convergente deelrij, die natuurlijk ook verschillende elementen heef't. 

De limiet is verdichti.ngspunt. stel nu een ruimte, zodn.t iedere oneindige 
deelverzameling en verdichtingspunt hee:ft. Neem een rij an uit die ruimte. 
Beschouw ae verzameling V der.elementen a. We onderseheiden twee ~eval-n 
len: 

1° Vis oneindig. Dan hce£t Veen verdichtingspunt a. ~r 1s eon b1 ~ V 

met bl r a on f (a }b,) <l. Dnn is b 1 = af(l). Stel bn zo gekozen~ dr.,_t bnG. V 
(dus bn = a"-°{ )}' b -/- a, P (a 1b ) < 1 en voor n > l bove ndien U'(n)) 

tP 7 n n (1 . .., n -r I r . >7 {n - 1). Noem5n = min n + 1 , f(bn>a) , dan is, wegens bn =f. a, .li-11>·.q 
Omdat de deelverZfl.meling der X € v, Wr:tR,rVOOr e(a x)<S"n' oneindig· ist is 
er Ben in> <f (n), zodat t (R.i , a) ( rn en ai fa. Noem deze in = y9(n+1) 

. ,.. n n 

en af(n+l) = bn+l' dan is bn+l (:- V, bn+l =J a, e (a ,bn+l) < !+l en S,,(n+l)> 
;,f(n). De rij bn is nu blijkbaR.r een de,:;lrij vRn de riil.j an. Verder is 

*-~~bn = a, dus an hee~t een convergente deelrij. 
2·• V is eindig. Dr-m is er een x t!- V, zodat de verzameling K dor natuurlijke 

getallen i, waarvoor a. = x, oneindig is (anders w~s de verzamcling der 
l. 

natuurlijke getallen eindig). We def'ini~ren nu: V(l) is het kleinste ele-

m0nt van K entj (n+l) is het kleinste ~lemsnt v~n K dat groter dant(n) 

is. Dn.n is bn = f\p(n) een deelrij van an en wel een constante, en dus 

convergente deelrij .. 
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{ 12. 7) (St0lling van ]3ol.zan9 __ - ~.:"eicrstrass). In oen r:uclidischc ruimte , 

hooft icc10ro bcgrcnsde onei:ndige d0elversameling V ecn verd.d.chtingspunt. 
Bo~·ijfI ~ Omda-~ V begrensd is, is er een J zodat fx/sJvoor alle xe V. 

(x == (,;1)). Dao.1"Voor is dan ook/~i/$f, dus ~iE[-j,J]• ·.-re vordelen elk der 

intcrvallen in ·t;,.:eeen, n.l, [-0)oJ cnfo,0]en }crijgcn zo een verdeling 

van de vorzumcling de:t :puntcn ,craarvoor }~i/S"o, in eindig veel ( e.n wel 2n) 

doelv0:::::"zal'.!1Glingen (die nj_et disjunct zijn). Minstens. ten er van moot 

oneindic; veal puntcn va:n V bevntten. Hoem de daarbij ho:bende intervallcn 

l·r:x .1 , ~ 1 7.ils fa. , fl.. _J govondcn zijn vcrdelen we deze ""!eor in :twee en 
1 1J L'"' J.m r' 11! _ 

en vinden ovcno.ls bove:n rcx. _ -1 1 , A . . + 1J, zodat do verzameling der _ L:1.,m · t"i,rn ;J 
punten wc1arvoor (. €. 10(. . + 1 , A. + 17met V oneindig veol punten 

1 C i,m ri,m ;.,, _ 
gemeen heeft. Eoud de i nu vast. De lenste Vfu."1. een in-tcrva1Laim, /Jim] 

is 2-m+10on convergeert dus naax nul. VcrJer zijn ze in elkaar gescha­
lrnld. Er is dus eon r:-t-; zodat r:71. E. 17x .. , /5 ~ J voor alle m. Beschouw het punt vi [ im , ... m 

s = (G;_). ":Te be,1'Jij zcn dat s een verdicb'tings:punt van V is. Ries een 

L>O, dan is danrbij ee11 Ni.1 , zodat voor m.>Hi 1 ~eldt ~ -C(im<~ 

en oen N. 2 zoda:b voor m >N. 2 g0ldt 1'. - ~ < ri~• Neem nu •m~max (N . 1 N. 2 1 1 r•"1m . i r .u , < ;_ < n i , i 

+1 .. danisereenx=(~1.), zodatx~V, xJ,. sen~.J«. ,fi.-rJ· du$ 
1 q_'"-im 1 n , .. , 

~--st fG'z-iXLh', <(Ji} t-~ '! ~L')l-0 <; )fUS }V:-(l<~, clu.s Is -xi~ t;_ (~- ~y < t. 
{" . ~-, 

( 12. 8) }Jen deelverz:ameling V van een J::;uclidischo ruimte is compact dan 

en slochts dan als ze begrensd en gesloten (in de Euclidische ruimte) 
is. 

BeY1ij s: Stel V is begrensd en gesloten • Neem een oneindige d8elver­
zameling van V. Deze is ook bcgronsd en heoft dus volgens Bolzano -

-eierstrass een vcrdichtin:spunt in de ~uclidischc ruimte, dat, omdat 
V geslot0n is> tot V behoort. nus volr;ons ( 12. 6) is V compact. Stel nu 
V compact. Stel dat V onbocrcnsd is, dan kiezen qe a 1 ~v w·ill0keurig 

en als anE V g0vonden is, a 11 + 1€V zodat /an + 1}>/an/ + 1. Voor i f j 

seJ_dt dan Ja1 - aj f > 1 (volleclige inductie naar Ji - jJ). Voor eon dec.lrij 

geldt hetzelfdc, dus geen enkele deelrij kan convergent zijn, in strijd. 
met het f eit dat V com::pact is. Dus V is begrensd. Stcl nu dGt a een ver­
dichti110spunt V&"l V is. D.::u-1 ·is or ccn rij on met bn c V voor alle n, 

die naar a convergecrt. Deze heoft, omdat V compact is, een deelrij, 

die near cen element van V convergecrt, maar een deolrij van on con­

veJ:-:2,oert naar a, dus a ~V. Dus V is geslo-ten. 

Bij intcrvallen hebben we ook de begrip~on open en gcsloten gehad. 
Deze stemmcn niet gohe0l ovcreen met de bcgrippen open en gesloten ver~ 

zameling. Voor open is het wel het geval~ 
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{ 12 .• 9).. :0en int~rval is dan en slechts dan eon open verzamialing in de 

ruimte dor r~elG getallcn als hot con open interval is. 
Voor de goslotcn vorzamelingen is de situutie wat ingowikkcldor: 

( 12.10) J::~en ihterval is dan en slechts dan con gc::sloten v.irzameling 

in ch., ruimte dor reele g0tallcn als het verkeert in een der govallcn 

1 °, 3 °, 5° of 9°va.n stellin6 ( 9.10). Den gGsloten interval is dus wel 
n.ltijcl 0cn geslotcn v.::rzameling, maar een interval dat een gesloten 
vcrzam0ling if~ hoeft geen gcslot.::11 'interval tc zijn. 

(12.11) Den intox·val is dan ,n1 slechts dan een gcsloten int::.rval, als 

he.JG 0e11 compacte ruimte is. 

p-p~avo_5i• Tiowijs (12.9): (12.10) en (12.11). 
( 12.12) Len niet-- loge compactc verzamoling V reele getallcn heoft een 
grootstc en 0cn kloinstG 0lument. 

I3e't;'fijs! ·~ug,:ins (12.8) is V bec;rcnsd. Dus V hoeit cen bovenste grens • 
.:Us St"!J) v/v, is rrc.g0ns (12.4), sup V verdichti11gs:punt van V, dus, we-• 
ge11s ( 12. 8), sup Vf V, hotc;een cun t0.;cnspracik g13oft. Dus sup V c V; 

V he; .f't 0cn c.;rootsto cl.Jment. ::Jvcnzo be~ijst .raon c1at V eon kleinstc 
clor;1ent ho oft. 

()pgav~~.I?.2.• Van con rij rcclc ~ctallen an is lim sup a 0 de g~ootste a 
(roecl g-:rctµ, +""9 of - ~), vrc.c,rvoor soldt dat er cen deelrij van an ·is 
mot lim = a. ( Bcv.rij s ec:!:-st <lat, als b limiet is Vfall eon deolrij van 

an, b { J.irn s~p an en dPn dat er ocn deelrij bostaat waarvan lim = 

lim su1'.l a ) • - n 

§13. Continue tuncties. 
Don functie hobbon ~e in §1 gedefinieord als een a.fbeelding van een 

verznm~lin& in oen andere (of dczolfde) verzameling; f{x) is hct boold 
van x ;Jij de a.fbeolding f. -:.re no omen het bee;ld ook v-1el de functievraardu, 

p.o·t orir:;im,_!31 .. ~1~::;:t_ ar011.t:.1e11.! vc:.n de functie. Als 8 de verzamGling is die 

af0ebcGld wordt (de s_~J_ini~t.i.~ .. Y,gyzameling) en T de vcrzai.ueling waarin 
afgebecld wordt(dc ~-e).dv .. 0:."zmi.1eling) schrijvcn we ook wel f(S)!t!T; als 
hot cen a~beelding op is f(S) = T. Als zowel S als T declverzamolingen 

der ve:rza.-::ioling reele getallon zijn s~. rcl•rnn we van een reolo functie •. 

Van een rccle functie kun.i.~en w0 ecn aanschouwelijke voorstelling ontwcir­
pen door or con grc:f iek van te m2..ken, dat is <bor in het platte vlak de 

:-:nntvcrzamoling tc tekcnen bestaande ui t die punton (x,y), was.rvoor 

y = f(:;i:). llct is duidelijk, da.t bij iederc roelo waarde van x hoogst3ns 

een y behoort, zodat (x,y)tot de grafiek behoort, m.a..w. iedorc lijn 

cvunvrijdic; met de 7Y. - as snijdt de grafiek: in ton hoogstc een punt. 
O-p··,;1;£1[_0 56. Hot grootst<.: goh0le gctal dat ~ een reeel getalO( is, schrijven 
r-re[-,()on noemen we ontierx. Schots con grafiek van cle functie [xJ en VB.J."'l. 

de functi<.: x - [x). 

·:aniieer ~1rE;, 4~,, vo,iic:n.dc _roele f'U!lctie ,..beschouwo,~J ~(:le}.;.,;=;, Q, 
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irration:s.r::.;l is en f(x) = 1, c..,ls x rc.tionac:l is, dLn is het bevred.igenq.. 

teJ:enen V8.n een :J,rafiet r.tic:d:; meer mo.::.,elijk. Da.t tomt omdat deze functie 

het nvloeiende" karakte:."' nist, d::,.t de fu,.1cties ~.-,a •. rv1:m ~;·re wel src:ifieken , 

kcnJ.en telrnnen, al thans bij 0ecleel ten, ~r;e-1 bez<--r'cen. Tii-t vloeiende lcarak-­

_ter,.. kom-'G. biero.JJ nee~,., .!.l.c1:li J:,},s .. ~le. 1ar[;_µrn0.n:'G,al1rden · dicht bij elka&r li,,:;:gen, :le 1.u.nct1.ew,.1.,:Tu011 o_o~'- u.ic:1-., DJ.J c1.xrc::tdr 1.1.2,0,en. v 

Voor een :cr:..::ciose iormulering hiervnn is het blijkba.::.:.r nodig, da.t in de 1 
~-\ 

doii:nitie- en in de beeldvcrzar.ieling een af' stand. 2,edefj,nieerd is. 

-·~e s:;rokc:n af, cL.::.t voorlopi.; voor a.lle to beschou·,;en functies ge1.r1.t dai 

def:initic- ._:;n be0ldverzru-:1elin6 beic1e me·c:,."ische ruimten z:i.jn • 

.,...o nocnc:n 00::1 functic f(S)~T.9_01:-;.."t-iJ.~ in het punt aE S, als bij iede:r 
.i ' · ' ,r--- . .... ,::, ·:,el r r.o-:•,?1 r. ) 0 ee···· re·01 c•l .--.+al ·:-- ') 0 +c- "'7 1.0 r1c1 ,_,.,., 1· c· r:-o-"' .-,•'- voo·~ alle "~ ,£; >-:t ..Lvv t;~'-'l"£-l i... .!...:. vv 1 .... -1V•J ,.,., v v r..VJ.J. 'iJJ LJ U ... <.:..~.V J. ...o •• JJt 

··,aarvoorf)(;.~x),(S-, gcldt{>(f(a), f(x))<E.(£-~- clefj_ni-t:lo v2.11 Q_Q_ntir..ui-._ . ...... ___ .,__,_ ... .. _...,.,-

t:d t) .. Als f continu is in c,llc :;:11..:.:n-ce;n van S, noemen wo f continu (zonder 
nad~re toovocging). 

- 'o kunnc:n nu con vo::•1Jamc1 loc.;3on ffiet hct begrip conv.ergcn-tie, door de 

Gic;....,:;.1sch2p, c1at continu.e functics dil functies zijn die convergante rij­
on in convur:_;cnt0 rijon ov0rvoo1"en; 

(13.1) :1~en ft.:.:nctio f(S)CTin dc111 en slechts a.an continu.in a GS, als voor 

icdoro rij a €S mot lim a = a, ~cldt lim f(a) = f(a) (limietdofini-n _ n _7 ty.,, n ·r·, ➔70 n -:~ 
tio Vfl..i.'1 8ontinu1toi t ). 

Bcwijs: Stcl ocrst dat f conti:au is in a on noer.1 con rij a 11 € S med; 

lim an = a. :Sij iedere f / 0 is nu eex:. <;" )' 0 te vinden zodcrc ui t x ES en 

f( a,x) < S volr;t f ( f (a), f ( x)) < £ • Le.21.r bij ~-;- )o is een IT te vt11de11 zodat 

uit n )'H volt:tf(a )an)<b, dus f_ (f(a) ,f(a11))<'£. Dus~~}~ f(an) = f'-(a). 

Stel uu c1o:t voor iedere rij an f S met lim an = a t;eldt lim f ( an) == f( a). 
'Yi-::>tt' . YI .,;,.:;;,::I) '" 

Stel er is een f 0 70 zodat bij iodere ~)' 0 een x f S met t, ( a x) < S te vi:n-

clen is, zodat (f(a) ,f(x))~£Q .. Dan ia er een rij xn t S met f (a,xn) < ~-, 

zod2tt r (f(a), :t(xn) )~t,, voor alle n. Dan io _;;~~:- xn = a, dns ~~~ f'(xn) = 

= f(a) hetc;een in strijd is met f:: (f(a) ,f(x11))~fcvoor alle n. Dus f is 

continu in a. 

~:e moe-t0n in het ooe:;. houc1en, riat de def:m~:tievc~~-:-~c:nelinr; VLl'1 de functie 
als metrische ruimte -:'.'o::;.:-dt 0:12:ev at, ~,oclat v1e voor een reele functie die 

niet voor allc reele getnllei.1. 0edefinieerd is (b. v. ¾), als ru.inrte 11.iet 

alle reele e:,etallen, m&ar alleen de clef j_ni tieverz<.:'lmeling nemen. ~::e zul­

len in de toe)-omst, als ·,--;-e "b.v .. !-;;BQ;t;en ctat •ae een :;_miTt x i.'leE1en, daarmee 

becLoelen~ uit de clefinitieverzameling vecn de bcschouwde functie. 
( 13. 2) Als S compact is en f( S) = -r continu, do.n is T compact. Als f boven-
dien oeneenduidig is, is de om;_·:cerfuncti0 V,;.ti:1 f oo:t: continu. 

~1.ijs: N0em een rij anE: T • Dij iedere an is ocn bnt- f:1 te vinden 
zodat f(b) =a. Omdat S compact is, heeft b een convargcnte dcelrij n n n 

!1! biP(n) == 0 .- ··:egens de continuitcit van f is lim f(bw(n)) = lim g,t;/.n}. = 
,. ;,' I -~~q;, f - =,,-~ 0-. '1' ,..,. I 

= f(b). Dus an bezit een convcrgcnte declrij, d.us Tis co1npe,ct, Stcl nu 
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t oonoenduidi,g mot omkeorfunotie g (dus f(g( y)}.:: y. voor alle y €:Ten g(f(:x:)) 

= x voor allo x ~S). S-tol o:..· is oon a e:-T t zodat :; nict continu in a is. · 

Dan is er 00n i,o')Q zoc1E.t er een rij ant:-Tts vindcn is,met e<a,an)< ¼ 
enf( g( a)11g( a ) )~'l,iu is lim a = a. Omdat S compact is, bezi t de rij g( a ) 

. n -Y,-::;.c n n 
een conver;.cnte dealrij ! lim g( an,r n}) = b. Omdat f continu is volgt hier-

·vH•'-"> 1 \ 
u.it f(b) =;~;1!'.}f(g(alf(n))) =,;.!~;at/(n) = a, dus b = g(f(b)) = g(a). Dit 

is.achtc~ in strijd mo-t f(g(a),g(af(n)))~E. 0 voor alle n. Dus g is conti-
nu. 
(13.3) Den reelc continue functie, eedefinie0rd op een niet - lege b0gren~ 
do .'._;,es~oton vcJ:-zarnelins he,;_,:f-t cen maximt1m en een mininmm. 

Dit vol~t uit (12.8), (13.2) en (12,12). 
( 13. 4) (MJddell:1aar~sJ..lii1A-Y_an :IeierstraEJJ!) Een roelc continue functie 
f ~cC8finiocrd op con gcsloton intorval [a,b] nee~t iodere gaardo tussen 
f(a) on f'(b} aan, d.r1.z. als c tusaen a en b ligt bcstaat er cen E.&[a,ij, 

j 

zodat i'{ r ) = C. 

B~wijs:., Als f(a) = f(b), dan is c = f(a) = f(b) en we kunnen <; == a 

:iezenu Als f(a) < f(b), dan f(a)-' c~ :f(b). Neem de verzameling V der 

reele getallen x, waarvoor geldt x E [a,~ en f(:x:)~ c .. V is ni-et leeg, 

want af.: V en begrensd, a.us Y heeft een bovenste grens t .. Stel Sf. V, 
dus f( .;, ) > c, dan is er een ::, > 0 zodat voor alle x f [a, b] met l x- ~1-< 
<b.geldt }f(x) - f(S )\ < f( ~) - c, dus f(t) - f(x)< f( ~) - c, dus 

f(x) > o. Verder is ~>a, dus voor x 1 = max(a, 5 - t; ) geldt x 1 f. (a 1 b], 
x1 < ; en f x -SI< f.", ( dus f(x)) c) voor alle :x: met x 1..{ x ~{ u Dus x: 1 
is bovengrens van V, h.etgeen een tegenspraak geeft Q Du.s ~ € V, dus f ( s )~ 
~ C::.)-

"Al; f( ~ ) < c, dan is er een 'bi>O, zodat voor alle xe, [a,~ met (x -ti< 
<'Si, geldt jf(x) - f(..5 )l < c - f(~ ), dus f(x) - f(~ )< c - f(S ), dus 

f(x) < c .. Verder is 5 < b, dus voor x2 = mip.(b, S +-1 c;_) geldt x 2 c: [a, 1J, 
x2 > ~ en {x2 - ~J< ~i., dus f(x2 ) < c, hetgeen een tege:r..n9ro.r-.~: ,:ce-:'t 
met het fei t dat ,; bovengrens van V is v Dus f (,; ) = c, hetgeen te bewij­

zen wa.s. Het geval f(a)) f(b) wordt geheel analoog behandeld. 

(13_5) Als van een reele continue functie f(S) = T de definitieverzame­
ling Seen interval is, dan is de beeldverzameling Took een interval~ 

_;Bewijs~ Neem twee getallen a 1 e T, a 2 E. T, a 1 < a 2 en een willek:eurit; 

reeel getal c tussen a 1 en a 2 :: a 1 ~ct a 2 .. Er is een b,t:: S zodat f(b1 ) = 

a 1 en een b2~ S zodat f(b2 ) = a 2 ; dan is zeker bt / b 2 Q Stel b 1< b 2 
(b1 )b2 gaat analoog)¥ Omdat S convex is, geldt Lb1 , b~ CS, dus f is 

in [b1 , bJ gedefinieercL Vol-gens ·ij7eierstrass is er een ~E ~ 1 , b~ ( dus 

zeker .; € S), zodat f( s, ) = c, dus c e T, T is convex, dus een interval. 

Een reele functie f(x) heet monotoon niet-dalend (of isotoon) aia 
uit x < y volgt f(x) ~ f(y) ,m.onJ)toon niet-stijgend (of antitoon) als uit 

x < y volgt f(x) ,)_f(y), m~notoon .stijgend (of s'trQng 
,,;:!iii'.li,!ii;t;,1;;:,1c\zd:t,•':.~£lt,,1,!iw, 
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x < y volgt f(x) < f(y) ,.manotoon dalend { of streng anti toon) als ui t 
x < y volgt f(x) > f(y). In de laatste twee geva.llen heet de functie 

streng monotoo~t in alle vier de gevallen monotoon., 

(13.6) Als een -reele functie streng monotoon is, dan is zij eeneenduidi@ 

de omkeerfunqtie is dan ook streng monotoon . 
.9Egave 57. Bewijs (13.6). 
( 13. 7) Voor een op een interval gedefinieerde eeneenduidige cmntinue ··. -­
reele functie f(x) geldt~ uit X<'Y·<·z volgt f(x)<'f(y)<f(z) of' f(x)> 

-,f(;tJ ):f (z). 

Bewi~~ Gelijktekens zijn ui tgesloten wegens de ceneenduidigheid. 
Stel f(x)<f(y). Als nu f(z) <f(x) is, ligt f(x) tussen f(y) en f(z), 
dus volgens ~Jeierstrass ligt er op [y,zj een }?UlJ.t ,t ~ouat f( t )=f(x), 

maar ~-fY) x, hetgeen een tegenspraak gceft~ Dus f.(z)>f(x). Als nu 

f(z)< f(y) is 1 ligt f(z) tussen f(x) en :f(y), dus is er op [x~yJ een 
,~ . (:,.-) i;. punt~ zodat f S =f(z), maar <-;,{y< z 1 :hetgeen een teg-ens:pra,:2.k geeft. 

Dus f(y) (f(z). Het geval f(x) >f(y) wordt analoog behandeld. 

(13.8) Voor een op een interval gedefinieerce eeneenduidige continue 

functie f(x) geldt: ui t x <: y < z < u yolgt f(x:) < f(y )..( f ( z) <f ( u) of f (x)) 
) f(y),) f(z) )'f(u). 

Dit bewijst men door twee maal (13.7) toe te passen. 

(13.9) Een o:p een interval gedefinieerde eeneenduidige continue func­
tie is streng monotoon_ 

~ewijs~. Neem twee getallen a en b in het interval met a< b. Stel 
f(a) < f(b). Neem nu twee willekeurige :punten x en y in het interval. 
Er zijn allerlei verschillende liggingen van x,y,a en b mogelijk, 

maar steeds geeft (13.7) of (13.8), dat f(x)<f(y). Dus is f(x) 
str-eng monotoon. Het geval f(a) > f(b) wordt op analoge wijze .hehandeld. 
(13.10) Een op een interval gedefinieerde reele continue streng mono­
tone functie f(x) heeft een omkecrfunctie 1 die ook reeel, continu, 
streng monotoon en op een interval gede:finieerd is. Als het definitie 

interval een gesloten interval is, is het definitie interval van de 
omkeerfunctie ook een gesloten interval~ 

J3evvij_s_~_ Wegens (13.6) is f(x) eencenduidig, dus de omkeerfunctie 

g(x) bestaat. Wcgens (13.5) is g(x) op een interval gedefinieerd, 
wegens {13.6) streng monotoon. We behandelen nu eerst he-t geval, dat 
de definitieverzameling van f(x) een gesloten interval is~ Dit is wegens 
( 12. 11) een compacte ruimte, dus we gens ( 13. 2) het be eld ook. De defi-­
ni tieverzar.o.eling van g(x) is dus een interval en compact, dus een ge­
sloten interval; verder is g(x) continu (alles wegens (13.2))~ Nu een 
willekeurig interval I. Het beeld is ook een interval K~ Nu bewijzen 

we de continuiteit van g(x).in een willekeurig punt aeK. Als a geen 

begin of eindpunt van K is bestaat er een reeel getal)) , zodat J = 



-'kri\ -•~r;- -.-
:: [ a ... ~ , a+ i\] geheel to.t le behoort, als a beginpunt van· K ia een. re eel 

ge:;tal II zodat J=~,a+11) gehe,;:l .tot:[ behoort en als a eiruipunt van­
is een r0eel getal ;\, zodat J= Ca-). ,a] geheel tot K behoort .. In alle 

- . -

guvallen correspGncforen :met be0 in- en eindpunt van J twae punten van I,~ 

die we c en d (c <:d) nocmen. :Jeschouvv nu do functie f(x) op [c,<D ,dan 

is, wc.~ens de monotonie van :f(x), J het beeld -van [c,rl:j ~ Volgons het 
reeds b0wezEme is dan_ g(x) , voor zover x. tot J bQhoort, continu in a.·-­

Haar can geldt he-tzelf'c1e ook voor 6 (x) in K, want als we in de£-:"$ -

definitie de "'( steeds kleinr_;;r dan )\ kiezen, li.1t de ~ -omgcving van a, 

voor zov:..:r ze in K ligt~ ook gohe:.:::l in J. 
Als f(S1)=T1, g(S2 )=T2 en T1 en T2 deelverzamelingen van dezelfde 

Duclidischo ruimte zijh f de.n v0rst,:;,.an we onder de ~ van de functies 

f'(x) en s(x) d.e functie h(x) grJdE:finioord op s1n s2 , zodat h(x)=f(x)+ 
. +g(x)_ Analoog hot ~?cl!_il. Als T 1 0n T2 deel verzamelingen van de 

complexe g0tallen zijn, analoog ~roctuc! en quotient (het laatste gede­
:finie,:,,rd in diB J;>unten van s1 n s2 , waar g(x)/O). 

(13.11) 1Us de functics f(x) en g(x) continu zijn, zijn hun som, ver• 

schil, product en quotient ook continu. 

Di t b:.:;wij st rJ.c=;n met de limietdef'ini tie en de ovGroenkomstige stel­
lingon ov8r convorgentc rijen. 
(13.12) Een constanto :functie (d.w.z. f'(x)=f(y) voor alle x en y) is 

continu. 
( 13. 13) De identielrn functie f( x) =x is continu. 

Beide stellinGen zijn cvid0nt. 
(13.14.) ~Je11A,ehele ruti,onalc j_unctie (of poly~10o..!Q) f(x)= 

n z. 
i=1 

( ai con111lexe cetEllen) , cede:i:inieerd voor alle cor,11-:ilexe ~otallen, is 
continn. 

:;)it vol&t met volledi0e imluctic uit (13.11),(13.12) en {13.13). 
p' ~~, 

(13.-15) ~:~en ;_,ebro.~·-:e11 r.::tioJ_1ale functie f(x)= (~{~:r· - (I'(x) en 1.Jx) poly--
c~ ,.(\,, 

uomen}, GCdef inieerd voor alle com1)lexe set all en x waar"tOor Q(:;c) f'!, is 
oontinu.. 

:)it vol,Tt 1..1j_t (13;11) en (13.14). 

( 13. 16) De -functie f(:~) =x11 (n 6eheel en f- 0), gedefinieerd voor reele 
x > O, is st1 .. eng monotoon en v-1el :i.sotoon voor n > 0 en Dntitoon voor 
n <o. 

Dit; b~wijst men voor n.:ctuurlij\:e n doo:i: vollediGe inductie en dam:•na 
di.:i:.oot·voor n0satieve n. 

( 13 .17) ~)G f1.mctie x.n ged0finieerd in ( o,oe) heoft een omlceerfunctie, 
' I - - I YI l ' 

die r~e x"ii noer:.ien ( dus (xiii) =X en (x 1)nr =X), r:.,edefi:nieerd op ( O,-:;16), die 

conti11u 011 streng monotoon is. 

;)~VIi__j..§_; Uit (13.14-),(13 .. 16) en (13.10) volgt alles, be}],alve he-c feit 

....... ·- . - \,. "'J 
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de:finitic .interval van x,;; bet interval (OPo)is._ Dit volgt echter uit 
bet feit 1 dat uit x> 0 volgt x)'':>o, uit n:, 0 en x;,-1 volgt xy'.,x, uit 

n) O en x <.1 volgt x% x, uit n< 0 en x;, 1 volgt xn~ ! en uit n< 0 en 

x < 1 volgt xn 4 ~. 
Past men (13.17) 

\J'": l vx::::x1: • 

toe voor n=2, dc:.n vind-'G men opnieuw het bestaan van 
£ 

•. Q 
;i2. ·~·e def{nieren voor p geheel, q natuurlijk, a reeel,? 0 nu. a door 

aq_ = (aP)t • Dit geef-'c; een definitie van ar voor rationale r, wegens: 

(13.18) i:.ls pens geheel zijn, q en t natuurlijk, a re'eel)i Oen pt= qs 
1) .).. s 1 

d an is ( a .1: yi· == ( a ): • 1 

Bewi j s ~ ( ( a:P) i) Cl t = ( ( ( a.P) q) q) t = ( aP ) t = a:Pt = a qs = ( a 8 ) q= 
- 1 1 

= (((a8 )t)t)q:::: ((a8 )t}q,t. Omdat.xqt ~en eeneenduidige funotie is, valgt 
1 1 

hieruit (aP) q = (a8 )t 
(13.19) Voor r ens rationa,::,l, a en b re·eel> 0 geldt~ 

ar as ar + s 
= 1 

ar br = ( ab)r, 

ar = (~)r, 
br 

9J?Bave 28. Bewijs (13.19). 
(13.20) De functie xr (r rationaal), gedefinieerd in (Opo), is continu. 

Bewijs: Stel r = £ (p geheel q natuurlijk). Stel verder een rij an q l 

met 4im a ::::a (a> O, 
'rf-yffio n n 

a>O}. uan is aP = (lim a ):P = lim a P en ar == 
1 1 '»-)w:) n ~n➔ oc n 

J 

= (aP)~ = (lim a P) q = liw (a_P) q = lim a r. 
·1"1 -,;.O(J n 11-::.00 J..I. ,.n__,-;,o n 

( 13.21) :Oe functie xr ( r rationaal -4: ·o), gedefinieerd in (O,<Xl), is stren 

monotoon en wel isotoon als r .> 0 en anti too.n als r < o. 

i 

0 ~;...c:::::_ ______ ___:.;;___ 

De grafieken van de iunctie 
xr ,10or diverse r zien er ui 

als hiernaast gescbetst. 
b We hebben nu a gedefi-· 

nieerd in de volgende ge­

valle/: b hnat1uurlijk_, a oom~­
plex; ge co, a ~on~ 
plex O; b rationaal, 

a reeel > O. de bekende rek.cnregels voor machten bevraard. 

We willen de definitie nu ook voor reele exponenten uitbreiden. Dit zai 
in de volgende parz ... graaf geschieden. 
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QefSaVe 6Q. Sohets van de functie r (x)= n1in (x- [xJ , (x) + 1- - x) de 
grafiek en gev:1ijs dat do functie continu is (Het is de· afstand van een 

reeel getal tot het dichtst bijzijnd0 gehele getal). 

O:pfarav:3 61 •. De functie 'f(x) = <((~), gedefi:nieerd voor x reoel -,. O, is 
continu, maar het is onmogelijk'f{ 0) zo te definieren, dat lf(x) in 0 
continu is. Definiecrt men echtor'j{(x} = xf(x)voor. x-/:. 0 en7l(O) = O, 
dan isj__ (x) continu voor alle- reele x .. 'Bei'!rijs dit. Schets grafiei:en van 
de functies. · 
Opsave ~- Bewijs, met gebruikmaking van het feit dat voor positieve 
reole x geldt sin x < x, en verder van de bekende goniomotrische eigen­
schappun van sin en cos, dat sin x en cos~ continue functies zijn. iils 

men \~(x) ;;: sin 1 en ~(x) = x sin 1 definieert, kan men analoge bewerin-· 1 t X fl1 X 

gen bet11ijzen voor r, (x) en1t,<x) als voory(x) en 1'_ (x) in opgave 61. Voer di 1i 

uit. 
0-pf;uve ~l• Als f( S) = ~L ee;i continue functie is en beT, dan ts de verza-
meling V d0:c :punten x €- St waarvoor f(x) = b, s_scsloten in s. liierui t 
volgt direct het volgende (hetgeen we dikwijla zullen toepassen). als 

-
f(f;) = ~ een continue functie is, a ES, be: T en f(a) f. b1 da.n is er 

een omgeving van a, ~aar f(x) ~ b. 
OE.save 64. Als f(S) = T, a f: S, a geen verdichti!lbSJ;nmt van s, dan is f 

continu in a. 
Opgave 65.~en aftelling van de rationale getallen tussen Oen 1 is een 

functie met ala defini tieverzamelingca. ~rtrcltrg;dct-:ri;iewrlij£ w,tt.'il..l;J.l;-8'-C~i;js 
dat deze functie continu en eeneen<.'.~uidig is 1 maar dat de omkeerft.mctie 
nie.t continu is. 
0Egave 6q. Stel Seen deelverzameling van een n-dimensionale Euclidische 
ruimte en T een deelverzameling van een m--dimensionale :Guclidische ruim­
te en een functie f(S) = T. Deze functie is te interpreteren als een 
stslael van m reele functies van n reele verantlerlijken als vol~t; laat 

y = f(x), y = (1li), x:::: (~k) zijn. Dan is~i =fi(Sk), 1,i~m, 1~lc(n 

zo 1 n stelsel.FormuleGr waar de E- ?>-definitie van continuiteit op neer 
l::omt voor de functies y1 • Men_ formuleert <le defir.litie ven co.ntinuiteit 
voor een reele functie van· n reele veranderlijken 1 (Si:), ( 1 -=' k 4 n) 1 ook . 
wcl als vol0t!fis continu in bet punt (tx.k) ala bij iedere· reele £)0 een 

re~le ~> 0 te vinden is, zodat voor alle ( $ k) met\~ k -!Xk I< E"", ( 1 , k ~ n) , 
e,eldt }f( §k) - f( o<. k)J(£ • :iJewij s, dat deze dofini tie toegepast op de func. 
tiES'f i ( 1 ~ i -t m) op hetzelfde neerl:omt, als onze algemene con-tinuitei ts 
definitie. 

§14. ;l1xponeptiele en lor~ari thmische functi§J!. 
-re willen nu a~ ook voor reele b gaan definieren. ~Te beschouwen daartcb 

de functie f (x) === ax voor vaste reele a) O. Di t is een reele functie, 

gedefinieerd. voor rationale x. 
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( 14.1) })c functie a.x is monotoon en ~1rel voor a> 1 str0ng isotoon, voor 
a = 1 consto.nt en voor O <a ,<'.1 streng anti toon. 

~j.jfi: llet ..:,eval a = 1 is evident. Stel a> 1, dan is an) 1 voor na­
tuurlijke n. Voor gehele m en n met m > n geldt am·-n > 1, dus an< am-~an= 

= am. neom nu rationale x e11. JT met x,< y; x = ~' y = ! , p en r geheel,, 
q_ en s natuurlijk, dus :ps <.qr. lfoem a'f =b(dus bq = a) en al :::: -
= c(dus c 5 = a), dan is aPS<ac:1.r, dus bqps<c8 qr. Da-ar g_s>O, volgt 

· n r -- t. 1"'1 r r y , 
hierui t, wegens ( 13. 21), br < c , d.us a~"' = a·,..= bJ:" < c ::: a--:t" =a • .Als O <a<. 1 

1 ·~ 1 1Y·1y 1 X y 
dan is ·a~ )1 _:, uit x <y volgt dan ·-::: = <a:)",( (a) = -aY' dus a ) a • 

a."'" 

Dat de functie a xcontinu is bcvlijzen we V'oorlopig 1106 n:i.et, omdat 
we .. di t later mGteen voor reele x zullen doen. ~-~e; zullen probe1. .. en <i.e de­
fini tic van ax voor reele x zo op te stellen, dat de functie continu 

X . ' ··crdt en verder voor rationale x met de boke11de a ov0:1eenstem·t. Daartoe 

n:Jnt::n v:re voor een reole x ,een rij xn rationale getallen met J.;..t~ :x:n = :x: 
(dit kan wcgens (6.35)) en definieren ax.= lim a~, waarin axn de bekend 

')'1....,,00 

ui tl:omst voor rationale mq,,one:nten is. Om deze defini tic evenwel te 
rcchtvc1ard,i.:,cn moeten er drie dinge:n .::..ancctoond norden: 
1 ° do limi,rli in de defini tic besta.2.t; 

2° de limict is onafhankelijk van d0 keuze van de rij; 
3 ° voor ratiol1alc A'. stemt de nieuw 2,edefiniecrde ax mc·t; c~o bokcnde over~ 

'7e zul..lon edt 1iu via onkele hul:pstollin[,on· bewijzen. 

(14.2) Voor reelo )\)- ·1 en natuurlijltc n gcldt: 

( 1 + )l )n} 1 + n ~ (QP{2olij1;:hoj,_c!.. v2~n Dcrnoulli}. 

~ve 61. J3ewijs ( 1.4. 2). .1 
( 14.3) Voor recle a) O gelcl.t lim a n = 1. 

,,;)J..,pOO 

1 TI_evrj_js~ Voor a= 1 is hct evident. Stel a)1, dam1 is,'t"rcgens (14.1), 

an oen s-!;rong anti tone naar b0ncden begronsde rij ( an > a O = 1), die, 

v.resen~ .(8.42), conver.;cnt is en, ':7c:.:._ens (11.18). met ecn lim.iet .4'1•. Stel 

lim a::;,;= b) 1; noem b = 1t~, dan is )\ > o, dus voor allc n geldt a~1+)) 1 
1\-"';00 a••1 · 
dus a) 1+nn, ma~r voor n) T is 1 + n~ > a, hctgocn een tegons~raak. 
geoft. Dus lim aYi= 1. Al.s O <a<1t dc:;.n is ¾>1, dus 1 = lim c!)Yl = 

'Vl-)o() -"I -;,..:::.<l() 

= lim 1 I , dus lim an = 1. 
1)\-»00 'Yl"-)oo 

an 
( 14, 4) .t:..ls de rij rationale ee·~allen xn convo:.:gemt is (met een reel.e 

limiet), dan is, voor rcele a> O, do rij a¾ convergent. 
~i.js: Het geval a=1 is cvidci1t. St0l a) 1. Omdat xn con-gcrgent is, 

is xn beC;,rensd, dus er is ecn rationaal gete.l c zod.:;_t xn < c, dus 
ax~<;ac voor al.le n. Bij eon ,E:)'Q kiozon 1NO N1 zodat voor k. >n1 gcldt 

- £ 1· 
O (. ak - 1 < c en con N2 zodat voor k )N2 geldt 5 1 - ; x :=: . · 

a 
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1 

:;:, 1 - (¼)t < £0 • Hoem K = mnx(l'ii'1 ,J:12 )+1, dan is or omdat xn een fundamen-
a 1 

taairij is, oen H3 zodat voor m )' N3 , n:> N3. ·boldt /:::::n·--:-:- xn· t<J:, du~ .. "· 
1 1 1 · -- .L'I.. 

-Ki JL_ ·• x . f x ·--x / · - K < E. x -x / a -'\.,,-'l -n P < a J.us .1 - a m n, 1 - a ---c· en a~ n n - 1 <.._ 
a t C l v. -:r I £. x x I x·. x...: x ,(t.· - 1< · '- 0 , dus 1-a~"'J.11 ·n <--. Llaar nu is fa man I =fa n;,Ja--w.- 1171 

a a 0 

/ a 0 £ :;:; 1-. Dus aXh is cen fundamenta&lrij, dus converscnt. Als 
' ac 

0 <a< 1, clan is 1 ) 1, dus _j_ = ( ¾)xn is comrcrgont met limiet -I O 
a a.X:n 

'V' 

1 -''--n 1 
(want(;) ) ( 8:)-c) 0 alslxnl< c), dus a?'i1. is convergent. 

( 14. 5) Als xn en }{n rijen rationale gctallen zijn, lim xn = lim y = x 
11 _;.:>~J YI-::,.,._, n 

en a rooel ) 0, dan is lim a.:;::;u = lim aY·n. 
IY)-"J,:;.J ,p·--;;o. 

Bowijs: Dcfinieor een rij zn door z 2m = xm, z 2m_1= Ym• Bij eon£> 0 
is v<..:n N1 zodat voor n) N1 geldt \x-xnl <€ en een N2 zodat voor n > N2 

gcldt ix-yn\<£. Stel N=2 max (N1 ,N2 ) ~ voor n>N en n=2m geldt dan 

m > N1 en Jx-zrr /X-xni l...l en voor n) N en n=2m-:-~ gcldt m) N2 enl x-zrJ= 

= x-y 1 {£. Dus lim z =x an lim azn bestaat. Omdat axn een deelrij is van 
, m '\ll--:>oo n ll -,r:>-'J 
z · x·· z y z Y a n is lim a n ::::: lim a n en omdat a h een de elrij is van a n is lim a n·:;: 

~~ ~~ ~~ n .. 7.n Yn 
: · ltn_,a_. · ~-;Dus 3nim a~ = lim a • 

.. ,➔Hi;;~6o zijn :f& en 2°''' ~f 6Chandcld. 3 ° is nu echter direct duidelijk, 

want als x_zelf rationaal is kan men voor de rij r2-tionale gotallcn xn 
die 11r:nr x convergcort, cenvoudig de constante rij xn = x nemen1 waarui t 
3 ° onmiddollijk_ vol gt .IIiermee is ab gedefinieerd voor b re eel en a ree'el>C 

( 14·. 6)Defunat:iesx gcdcfinicord voor reele x is .monotoon en wel voor 

a> 1 st:rcmg isotoon, voor a = 1 constant, voor O <, a < 1 strcng antitoon. 
B-:trijs :. Voor a = 1 is dit evident. Stel a) 1 1 en twee reele gotalle:n 

x en y met x ( y. Kies twee rationale get all en r en s, zodat x <. r < s < y 

on verdor cen rij rationale cetallen x met lim x = x en eon rij ratio-
. . . n -r,-«'l;l n r s -

nalo getallen y met limy ·= y. Dan is, wogens (14.1), a< a. Vcrucr n --n-'>oO n 
is er oen N1 zodat voor n)U1 geldt lx-xnt<r-x, dus :x:0 (r onron !~2 zodat 

voor n>N2 gcldtjy-yn\<'y-:-s, dus Yn> s. Voor n)max(N1 ,N2 ) gcldt dan 
x· r y· s x x r s y y a n<a on a nya, dus a = lim an/a <a <lim an= a. Als O(a(1, 

'-"'.'- '-= 1 1 
dan is 1a91. Vcrder volgt uit de dofinitic direct dat - (-)x. Als nu 

ax~ a 
1 ( 1 X 1) y 1 X) Y x (Yt dan - = -) < (- = -_- 1 dus a a • 
ax a a aY 

( 14. ?) De functie ax ·gedefinieerd voor re'ole x is continu; verder is 
X 

a > O. 

Bewijs: Voor a 
X . 

= 1 is di t evident.. Stol a) 1.. Dat a > 0 voor alle x 
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is duidelijk. 

kies een rationale s ( x, dan is O <a8 < ax. Hu de co11-tinu·i tei t in het 
1 

punt b. l\ij f) 0 is een n1 zodat voor k ) N1 geldt ak - 1 < · £._ b en N2 
_ 1 1 1 l a 

zodat voor k) N2 geldt 1 - a k = 1 - { a) k < 73' • Uoem K = max (N1 ,N2 )+ 
a 

- 1 
1 \'" ·- < b + 1 en kies b ::.r K ; voor Jx - b I< u geldt dan a i.. ax- < 

1 f_ -i /,6' 
dus ax·-b ,o# 1 < a K - 1 ( en 1 ··· ax-b < 1 - a , --S , dus 

~ a 

1 
a i , 

) Y·-b f / £ fa ~ -1 , b .. Dus 
a 1 

lab __ ax{= ab}ax-b_1 \ { ab £b =£.. 
·. X a 

~ Als O < a <1, dan a ;> 1 en L 
ax 

= ( ¾) . Ook dan is dus ax) 0 en conti11u. 

De grafieken van de fnhctie ax 

voor waarden vau a ')1, = 1 en < 1 

zien or uit als hierneast is 

a. ;:;J 1.:,eschetst. 

-----a,< I 

( 14-. 8) Voor a en b re'eel) C en c en d re eel geldt 

acad = ac+d 

= ( ab) c 

C 
( !!) = b 

(ac)d = acd. 

OJ?gave 68. Bewijs (14.8). 

Uit (14.6) en (14.7) volgt, datv\Gqpde functie ax voor a f 1 de omkecr-­

stelling (13.10) kunnen toepasacn. 7e gaan eerst na dat het definitie­

interval van de omkccrfunctic het interval ( 0, oo) ~.:.1Di t is .zo, ';',ant 

als a) 1, is voor K )1 en een natuurlij~~qtal n ) a-1, an ={1+( a-1) 11 n ~ 
\a.ls a· ?f. • 

). 1 +n( a-1)) r;: en verder a-m = ~ < f.: Yili a <·1, dan vol gt het ui t ax =( ¾) -x 
a 

(wanrom?). ~e noemen de omkc~rfunetie ax nu alog x ( de log__arithme van 

x bij gro..,!1Q,~al of baf?_is a). Hiervoor 601st dus~ 
(14.9) De functie aJ.og x gco.efiniecrd op (0,01 is eon strzng monotone, 

.. a 
ro·ole continue functio,, ·waarvoor gcldt a log :x: = x en a10g fi%- ==- :x:. 
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De 0 rafickcn van 8:1.og .x voor waar'."" 
den van a )1 en < 1 zien er uit 
alo hiornaG.st is goachctst. in. de 
practijk beperkt man zich steeds 

tot grondtallen· a > 1. In dat 
£.,eval is d(.l logari thmische functie .. 
stro:n& isotoon. 

( 14.10) Voor a en b rcael ) 0 Cl'l /= 1 en x en y reoel .> 0 e,n z rcoel geldt; 

¾og xy = 31.or;, X + alOb y 

alog xz = z 81.og x 

b 
a10g :x: = o.log x • 

lei% a 
Opgave 69. Dcmjs {14.10}. 

Histori.sch zijn de logarithmcn and....:rs ontstaan, n.1. uit het streven 
om vermenigvuldiging van gcta11cn te::::-ug tc br~ngen tot optplling van 

aan die gctallcn toegcvoegde hul:pgatallen ... -\.an 1 moet dan natuurlijk 0 
toesovo~gd t~ordcn. 

<1 2 ~ 4 8 
l ' 

, 
' Voegt men aan 2 nu 1 toe dan komt er/ 0nz. Om dit te 

1 . 2 3 .o ) ' 
verfijnen kan men het als volgt doen~ 

f1 ~ 1,1, 
f O , o, 1 ~ 

1 .21 1 331 , ; ' enz. 
0,2 ; 0,3 

. . ··r1 , 1,01 ; 1,0201 ; 1,0303 ••• , 1,0406 ••• 

Of ncgfiJner ~ 0 ; 0, 01 ; o, 02 , O, 03 , 

Door de mazen vcrdo~ to verfijnon wordt hot systecm 
De tocgevoegde gotallcn zijn logarithmon wa£irvan hct 
wordt uit alog ( 1+ ~) = 1 k, dus a,~. = 1 + 1 1,, 

10 10 10-

onz. 

steeds bruikbaarder. 
grondtal b0paald k 
dus a= (1 + ~) 10 t 

10 

Uit thcoretisch oogpunt is ~r gcGn r~don om do machtcn van 10 te be­
voorroohten, dus mon kan nomon a= (1 + t):n voor groto n. Hot ligt voor 

de hand als grondtal to ncmon lim (1 + -n1 )n.Danrtoo mouton we ecrst aan-
•'\-+60 

tonen, dat dczo lim.ict bestaat. 
( 14.11) 1)0 rij ( 1 + !)n is convor~cnt not C(,l~ limict die tussun 2 en 4 
1. if:~t .. ..... r..+1 

Bowij§~ Noem an= (1 + ~)n en bn = (1 + ~) , dan iB natuurlijk 

a ( b • :Tc bewijze;n nu dat an eon strcng isotono 011 bn ccn strong anti-n n J. 

tone rij vormt. Er gcldt namclijk. 
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1 n 
---2)), 1 - _n )1- n -
(n + 1) 7 (n + 1) 2 n 2+2n ... 

= 1 _ 1 n+1 = 
n+2 = n+2 

1 
1+ 1 n+1 

1 n 1 .. n+1 
, en hicruit volgt ( 1+ n) < ( 1+ I1+11 • 

Verden• i~-

! ~·t 
n+1-} 

= ((n+1)2 \ n+1 ~ (1 + 

n(n+2) } 

) 
n+1 

. (1+2) ~ 1 + 11+1 >1 + lli:.L = 
n n ~ n(n+2) {n+1)2 

1 1 n+1 1 n+2 D vormt = 1 + n+i .. en hicruit vol.at ( 1 + -) > ( 1 + -) • us 
# 0 n . n+1 

an ccn strong isotonc rij die begronsd is wogcns an< bn <. b 1 = 4. Dus an 
is convei"gcnt 0n_dc .limiot is)a1 = 2 on~b2 <b1 = 4. 

~e noemon de limiet e (hot grondtal van de a.atuurlijke logarithmen), 
dus 

1 :u 
c = lim {1 + -n) • 

-n~oo 
Bij do natuurlijkc logarithmcn schrijvon Tie do basis niot~ log x 

bctokcnt 0 10g x. Dus er geldt log ex = x on o10g x = x. Vordor is alog x = 
~ i~~ ~ , dus logarithm.en met willckeurig grondtcl a zijn in natuurlijke 

logari thmcn ui t te drukkcn. Bv(.mzo is ecn willokeurigo macht ax ui t te 

drukkcn als macht van c, ~ant uit a= clog a vol0t ax= (c105 a)x = 
= 0 x log a. 

-n 
Op?;ave 1Q, Bcwijs lim (1 - -n1 ) = c. 

• r"\ ➔ 00 . .. 

Opgavo-11. Van cen continue rcclc functio f(x) gedcfinioord voor allc 
rcolc x zij gcgcvon, dat f(x+y) = f(x) + f(y) en f(1)= 1. Bo~ijs dat 
f(x) = x (j)oo h.:;t achtcrconvolr;ons voor natuurlijkc, goholc, rationale on 
rcolo x). 
Qp~nvc 72. Van ccn continue rcolo functic f(x) 6cdofiniccrd voor allo ,, 
roolo x zij gcgovon, clat f(x+y) = f(x)f(y) on f(1)=o.- Dcvr.i.js dat f(x) = 
- ox - . 
§15 Uniformo convcrrz;cmtic on uniformc continu:i.toit. 

-:7c boschou·::;on oen rij functios f n ( x) on vo0r~n daarvoor hot begrip 

convergent in. Stcl allo functios fn(x) gcdofinicord op dozolfdo nwtri­

schc ruimto Smet als bocldvcrzarnclingon dcolvorzamclingon van dozelfdc 

mctrische ruimtc T, dus f n ( S) C. T. ~:·o zoggon, dat dezo rij fu.11cties in 

h~t pv.nt a~ S convergocrt, als de rij puntan fn(a) convcrgcort, d.w.z. 

als er eon b €; 1J: bosta.at, zodat bij icdoro L > 0 ocn H to vindcn is, 
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zodat voor allo n)N gcldt e(b,fn~a)) ({. lus do r~j functics in allo 

puntcn a6 S convergccrt, zoggcn we kortrycg, dat d0 rij functies con­
vorgoert. De bij iodoro a zo ~0vondcn limict be T goeft TTcer con functi~ 
f(a) = b, die do limiotfu!.!,9tio hoot~ 

Eon rij functios fn(x) hoot convorgcpt mot limictfunctic f{x) als 
bij icderc x E. S en iodcrG t ,> 0 0011 !! to vip.dcn is, zodat voor 11) N 
&cldtf(f(x), f 11(x))<£. De II in G.czc definitic hangt vai1 f;on x af! 
·:·c schrijvcn dit v10l U( £. ,x). 

r~en zou nu kunncndcnlcon, dQt als do functics fn (x) allo continu zijn, _ 
:f ( x) ook continu is·. 7/c zullon nu door con togcnvoorbeeld aantonen, dat 
dit niet hct gcval bohocf't t0 zijn. Daartoe bewijzen we eerst de volgende 

hul:pstelling: 

(15.1} Voor a reeel, o ~a <1, geldt 11m an= o. 
-V,400 

Bewijs,~ Het volgt direct uit hetgeen we in de vorige parai:,raaf over 

de functie axbewezen hebben, n.l. dat ax streng antitocn is en alle 
waarden 91> .( 0 1 cr) o.un.cee.c:t. 

~e besoh~uwe~ we nu ue.rij functies fn(x) = xn gedefi~~~er~ op1-0,1_) 
IA,.,______ Deze is voor ied0re x op dit interval conVdrgent 1_v.1 

en wel voor O -' x -< 1 met limiet O on voor x == 1 
met. limiot 1;d0 limiGtfui1ctie f(x) is dus 
f(x) = O voor O ~ x < 1 ~ 
f( 1) = 1. 

, (1,v) 
De functies fn(x) zijn alle co11tinu, maar f(x) is hot niet. Dit komt 
omdat, naarmate we dichter bij 1 komen, de rij weliswaar nog ~el naar 
0 convergeert, ma.ar steeds ns1echter 11 , anders gezegd bij geGeven t,. is 
het niet mogelijk N onafhankelijk T/ an a te kiezen ~ neem een £ met 
0 < E. < ·1, een natuurlijke n en a = n-~+f, dan is O < a < 1, en a11 = 

= {1 + (a-1)}n )1 + .n (a-1) =L ,_ :illr:isdusgxnN to vinden onafhankelijk 
van x zodat voor n ) N geldt xn<t voor alle x '° [ o, 1). 

~en rij functies fn(x) heet :Bali£!..~ conver~ent of BC~ijl~tig con­
yergen~ m~t limietfunctic f(x) als bij icdere l.. > O een N te vinden is, 
zodat voor alle n ) liT en alla x e S geldt e (f(x) ,fn(x)) < £ • De .N in 

deze definitie hangt niet van x a:f! -(15.2) ii.ls de rij functies fn(x) uniform convergeert naar f(x) en alle 
functies fn(x) zijn continu in het punt a, dan is f(x) continu in hot 
purt-'G a. 

~eyrijs: Bij een ~-~>0 is wegens de uniforme convergentie een 11. to vin­
den zodat voor alle n) N en alle x .. € S geldt e(f(x), :fn(x)) < f. Ki.es 
nu een vaste m met m )' N ei+ bcschouw de functie fni(x). Omdat d0ze 

continu in a is, is er een b > 0 te vinden zodat voor alle x E S met 

e(a,x) f,._ \ geldt e_ {fm(a), fm(x)) < J• Voor deze x mot t(a,x) ( ~ 
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geldt.dus 

e(f(a),f(x)).( e (f(a),fm(a))+ e<fn/a),fm(x))4- e (fm(x},f(x)) < 
( ~ + ~ + t == f;. • Hiermee is bij iedere E- ,>O oen r .> O gevonden zodat ui t 

e_ ( a,x} .( ~ vol gt e, ( f ( a) ,f (x) )< E , dus f ( x) is c.onti.nu in a, 

Voor het ge'\Tal in fn(S) ct: T T een Euclidischc ruimte is (of algemeen 
een rU:imto wac1rin de convers2ntiostelling van Cauchy g0ldt) bewijzen 

we nog de volgendo stclling~ 
(15.3) Een rij functies fn(S) C. T (in T goldt de convergentiestelling 
van Cauchy) is dan en slechts dan uniform convor6 ont als bij iedcre E.-,) C 
een N( £) te vindcn ·is, zodat voor alle m en n .met m > N on n '7 N en alle 

x f: S geldt e(fm(x), fn(x) )<l (mon zou kunnen zeggcn dat de functies dan 

t, een uniforme fundamontaalrij vorrncn). 

B.awij f:!_: 1 ° Stcl de rij functies is uniform convergent. Dan is bij 

f > 0 een N te vindcn zodat voor alle 11 ) N en alle x "= S geldt 

t(f(x),f11(x)) < t• Als m) Menn) U, dan goldt dus e<fm(x),fn(x)~ 

s~(fm(x) ,f(x)) + e (f (x) ,fn(x)) <. f + ~ -:• . = f_ • 

2 Stel nu dat de rij functi0s een uniforme fundamentaalrij is. Dan is 
bij · t) 0 eon N1 ( ~ ) te vindcn, zodat voor m ;? H1 , n 7 N1 ·. en alle x E,:" S 

gcldt e (fm(x) ,fn(x)) (. ~• Verdcr is voor iedere x E: B de rij fn(x) 

con fundamonta~lrij, dus volgens Cnuchy convergent, dus lim f (x)=f(x). . -n-.,oo n 
Moom nu een ,1ill0keurige x E_ s, dan is daarbij ccn N2( f. ,x) te vindcn, 

zodat voor 111 >N2 goldt t(f(x), fm(x)) < i. Kies nu n > N1 en m > . ::·. 
~ . 

max(N1 ,Ni), dr.m is e_(f(x), fn(x))~ e(f(x), fr/x))+ t (fm(:x:), fn(x))-4( 

• < f + :i' = L • Dij iederc E > 0 is dus oen n1 ( l..) gevondcn zodat voor 
n 7 N1 en allc x 6 s gcldt e (f(x) ,fn(x)) < l: . • Daarrnee is de unifor­
mc convcrgentie aangctoond. 

Bij do continuiteit doct zich con analoog vorschijnscl voor, als 
hiorbovon bij do convcrg~ntic is bosprokcn. ~en functic f(x} is conti­

nu als voor alle a E :3 en allo f. ) 0 ecn dJO to vinden is, zodat ui t 
€(a,x:) < t' volgt e_(f(a),f(:x:))< f... • De 'flcan hiorir. .. cchter,hehelve ... 

van£ ook van het beschouwde punt a afhangen. 
Neem b.v. de functi0 ¾ op lb,1]. Deze is, zoals we weten, continu: 

bij t.JO is een ';70 te vinden zed.at uit\x-a\<.6volgt\!- ¼\<f. 
Deze &' kan niotomfhankelijk van a gekozen wo~den;. bepaal .n.l. een y 

_,.1 1 c.._ 1+£n a fa 
zodau y = a +c. = a , y = 1+Ea' a-y = i+ t. a- • Dus moot zeker 

~( Ea2 zijn. Als men nu echter a ecn rij l2at doorlopen, die naar nul 
- 1+ E. a 

convcrgoGrt, doorloo~t ~ook een riJ die naar nul convorgcort; bet is 
dus onmogelijk bij eon bepaalde f_ de S- voor alle a gcrnoc,nschappclijk 
t0 lcmczen .. 

~en functie f(S) = T heat uniform continu als bij icdere .E. )'-0 een 

~ > 0 te vindcn is zodat voor alle x 6 S en y E: S 'met t(x.y)( 6 geldt 
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e (f(x) ,:f(y)) { £. 
(15.4) Als de definitievcrzamcling "tla.n ocn continu~ functi0 compact is, 

dan is de functie uniform continu. 
~eYQ-,;i.~: Stel dat de functie f(x) niet uniform continu is. Dani~ er 

eon t.0 ) O "01aarbij rijen xn €:: S en Yn c S bostaan met e(x11 ,Yn) < n' 
zodat. e_ (f(xn), f(yn)) )/S:0• Omd&t S compact is, bevat xn ecn convergc~~e 

dcolrij x,tn), Jl~ ~p) ~ x; vorder b0'[at Yr( n) oe~ convergcntc dGclriJ 
y . , , _ ., dus lim y ( . . = y, maar dan ook iJ.:;)~ '.\l,.o( n)) = :x. Omdat 

'!'1 fJJ/YI)) IY\-'Xlt, 'f ft:nJ) " d t ·"' ~ t· . . 
~l~ ~e(x,(f(n)) J Ylf((((r:-))\= o, G?ldt :x: = Y• um a j_ con inu is_i~-.:' 
is 1~>~ f ( x Y.,( <f( n))) = l:i.m I ( y 'f( f ( n))) = f (.x) , in strijd mot hot .1. ~1 t, . 
dat voor allo n geldt f ( f( x ye f(n))), f(y'f( f ( n))) )J£0 • Dus f{:x:) is uni­

form continu. 

§ 16. QQ.;itinue limieto.Y§J:',sanf·i~n. 
Als een functie f(x) continn is in l1et punt a dan is van iedere riJ 

die naar a convergeert de rij der beeldpunten convergent naar f(a). 

Men drukt dit ,.,.el ui t door te schrijven: 1~im ::f( x) = :f( a). llet linkerlid 
)C .,,. 12..-

hierv an kan cvenvrel zin hebben, zonder da; het gelijk is aan f( a), ja 
zelf' s z.ondar dat a tot de defini tievarzaaeling van f(x) bE\11.oeft te be­

horen. In bet laatst;e gcval moeten we eisen dat de elementen van de riij­

en die naar a convergeren alle 4 a zijn en dat doen we nu ook algemeen: 

Als f( S)(~·- T , SC:- R• a €. R, a ee:m vcrdichtingspunt van S. { dat tot S 

mac behoren, maar niet behoeft te behoren), dan definieren we dat lim f(:.-s:,s 
)( ➔Q... 

bestaat, als voor iedere rij a met lim a = a en a fi a voor al-n ,y,..,,w n n 
le n geldt dat lim f(a) bestaatt en wel is lim f{x) = lim f(a ). De-

')'l-?•.;0 n . . l(-"5'a ,,,->oo n It zc definitie wordt gerechtvaardigd, doordat er 'een dergelj_jke rij an 

bostaat (hetgeen zo i.s omdat a vcrdichtingspunt van S is) en doordat 

voor alle der,..;.:lijke rijen lim f(an) dezclfdG is (hetgeen wo nu zullen 
) ~~ . 

bewijzen. 
(16.1) !LS f(S)CT, ~R, a f= n, a verdic~r'cingspunt van s, en voor ie­

dere rij an. f::: S met lim a = a 011 a A: a voor allc n geldt dz: .. t lim f( a ) 
11 ..,,,'><) n n , · 11 _...,,:;io n 

besta!lt, dan is voor allo dc~-gelijko rijcn lim f ( a ) doz elf de. . ~~~ n 
~:j..js: (Het verloopt volgcns hctzol~de schema als h-~t b0~,1ijs van 

(14.5)). Stol rijen an en bn met lim a =limb = a, a /:: a en b f= a 
"Y'l-'>w n 'YI-">')() n , n n 

voor allc n. Nocm lim f( an) = s, lim f( b ) = t, dan moet s = ,t; bewozcn 
~-~ ~~~ n 

warden. Vorm cen nieuwe rij c door het voorschr.i.f't c 2 :;:: a , c 2 1 = b ,, n m m m- m· 
dan bewijst men analoog als bij (14.5) 1 dat lim c = a. Volg0ns hut ge­

~..->fa) n 
5cvcn bcsta2t dan lim f(c ), maar omdat f(a~) ocn dc0lrij is van f(c) 

'V'l-,-:iro n r.. n 
goldt lim f"(cn) = s on omdat f(b ) 00n dcolrij is van f'( c ) ,:.;;ldt -

tn-::.a.,, n n ° 
lirn f( o..) == t, dus. s = t. 
'i) _-,.,::io I,. 

:;en bodonke dat volger:s de nu geE.,cv:.:m dcfini tic t als f ( x.) gedefi-

nieord is op Sen b ~ S maar b goen vardichtingspunt van S (on dus f(x) 

continu in b; zic o:pc;avo 64) lim8 f(x) niet b0staat! 
X.➔.,u 
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"'Je kunnQ.'ltl.lnCor lim f(x) e0n a:i.1dcre karaktcriserine; gev0n, die over ... , 

){. .... ct. 

ecnkomt met de . t - 'S'" - dofini tic vnn continui tei t ~ 

{ 16. 2) ~us f ( s) CT , a:,n, <1,/j r110cfh ldJ .f ~ W~1if ¥ft1JlJ\°b ~¥bat'-t1 ¥Jl J'0~Jtaat 
lim f(x) dan en slechte dc:n als er een b ET bostaa·t zodatYuit x·G-S, 
x~~ . 

. x /: a, e<a,x)-< ~ volgt e<b,f(x))<[ ; dcLn is b = 1)(.~ f(x). 
&92;i,j_s: 1 °.stol dat de £ - S -- voorw-aarde vervuld is. Definieer een 

nicuwe functie g(x) met als dofini tievcrza.1neling ~, waarvoor geldt s1= 
= S als a ~ s on s1 bostaat ui t da puntcn. vc1n S en h0t punt a als a Ip. s, 
door g(x) = f(x) als x·E" Ben x ~ a en g(a) = b, dan is g(x) continu 
in a, want het g0gevcn is nu juist de €. .... ~ - defiiiti tie van co11tinul teit 
van g(:x), behoudens de voorwaardo x I= a, maar ala :x = a dan is 
e ( g( a) , g( a)) , = 0 < t. • Daar a vordichtingspunt van s1 is, . bostaat 

_lim g{x), dus ook lim f(x), want voor x I= a is f(x) == g{x). -y. -") 0. )(--u:.. 
2° St~l dat lim f(x} bestaat. Dcfinieer een niauwe functic h(x) metals x-.,1.A. 
dcfini tievcrzamcling s1 als bij 1 °, door h( x) = f( x) .. als x f.. S en :x f. a 
en h(a) = lim f(x), dnn is ll(x) continu in a. Het bewijs dat de E -S- -

)(. -'!>£. 

dofini tic vorvuld is:is @heeJ. ano.loog aa.n hct tweGde dcol van 11ct bewijs 

van ( 13 .1 h voor de daar gccons-crueordo rij xn geldt n. l. ::en f. a. Da.~r­
ui t vol gt do t0 bcwijzen f.. -:- 'i" • voorwaardc met b = lim f ( :x), want voor 
x I= a is f(x) = h(x). X->f>.. · 

Uit hot bcwijs van (16.2) volgt nog, dat als lim f(x) bcstaat, sr de 
volgcndc drio ~ogclijk:heden bcstaan~ X-?ct 

1° a~ s an lim f(x) = £(a); unn is f(x) continu in a. 
"f....--'.•O.. 

2° a ES en~~~ f(x) ~ f(a). Dan hoct a een -Y?rwijd0rbar~ discontinui -
ktl van f(x), want do fui1ctio ti(x) godcfinieerd door h(:x) = f(x) voor 
x E- S en. x I= a. en h{a) = lim f (x) is wel oontinu in a. 

"...,, 1-1,. 

3° a, s. Dan. kan de functio f(x) continu voortBczet ( of 
111.rordcm in a, want de 'functie h(x) @.Odcfinicord door h(x} 
:c E S en h( a) = lim f'(x) is continu in a. 

uitgebrei_g) 
= f(x) voor 

)f._...;.<:l_ 

Als lirn f(x) niot bostaat, hect a eon 0ssontiole discontinuitoit 
')(, ...... r., . 

van f(x). Het is dan niet mogelijk de definitie van f in a zo te vcr-
undoren ( als ·n s S) of ui t te broiden ( als a f S), <lat de fu11ctio in 
a continu wordt. Voorbccldcn van essentiele discontiI;n.ii tci ten vindt 
men in opgaven 61 en 62. 

I:cn voorboold van een fur...ctio die 
continu voortgezet kan worden is de --------+------------- . ' functio e-xL • Dezo is gedefinieerd , 
voor allo recle x /= O. Daar lime-~• 

x--.>o 
bC;staat en= 0 is do funti.c in 

, O voort te zetten .oct r:-t.:t.:rdo o. , 
~ -i 

,Qp,~ave 7j. Bewijs dat lime~ bestaat en= o. 
)t --t> 0 

Voor een reele functie f(x) gcdefinieerd op Gen verz~oling S die 
niet 11aar boven begrensd is. z0ggen we dat lim f(x) bcstaa"t, als voor 

X...➔~ 



AJ;l·62 

iodero ri -4 o. €. s met lim n = + oo geldt dat lim f( a • .J bestaat. Evonals 
" n -~ n ~--J:10$ ..... 

bovon bcwijst man dnn dat d~zu limict o:naf'hanl:.clijk is V8.Il do gokoze11 
rij on dat lim f (x) dar., on slochta da.n bcataat ala or ee.n b bostaat 

')(.~ ~ d t uit r. S .,,,. , zodat bij iadere E.;, O eon F.. tc;. vindon 1s zo a x ..-;:. en JC.:> .... 

vol...+ r b - f(x)I < c.: J ttcax i~ h = lim f(x). Analoog ga~t lim f(x). Vardor 
~" l .. )(-~ ')(-i>..UO 

- ~~n nu voor roole funeties ind~ dcfinitio van li~ f(x) bij hot be-
sta~n vun ~\~f(¾) oak + co on .. m als waardo toolaf;n~ HGt analos,on 
van ( 16.1) blijf't don .. goldig. 

_Qpr,avc 7.!• 1:1,,,,..,.,.:i.js het beatao.n en do waardo van lim ox lim ~-- "'~.ol .Log x. 
V ':"'t f t )( 'tOII J :,C->:i?:: ,1(.--i> O 

oor Dec.1.o uno l.1....,. "1ntinic'r0n we ook 11contin;; v.:m ., .1.n,15..a• in oen punt · 
a. door eenvoudig de punten x > .... •"-'!lo* 1'111'.'> 4 +.-.. t.v.1.lcn. 

:Den reole · functie f(x) e;O<!,,d'>; ni Aord o"O s j_FJ .£:Qntinu va,n J.:inks in het 
punt a E So.ls do func:tio g{:r:) godefinioerd op S()(-~aj en daar =f(x) 

oontinu is in a. 
Analoog dcfinicert mon eontinu van rochts. 

(16.3) Ron roole functie f(x) eodofini~crd ops is dan on sleohts da.n 
continu in a. f 3 ala zij in 1 zowcl continu vnn links cls van rochta is.· , 
Bowijs: Dat uit de continu1toit in a do oontinu1toit va.n links en van 
rcchts volgt is duidulijk. Stol nu f(x) continu van links on van rochta 
in a. Dan is or bij E )' O ccn <z,> O t;.; vi11don zodat uit :ice s,x < a en 

~ ~ 
\a - x\< b 1volgt lf(a) - f(x)l< £. en 00n 0-i_) 0 zodat uit x E s,x > a, 

fx-af < i'.'.z. volgt \f( a)- f( x)\{ e . Noom • = min ( o, > b ,_ ) dan volgt 
uittx·- n\ I.._ b dat \t(a) - f(x) l<E (ook voor x = a). 

Vcrdor kunncm wo ook continue limiotovcrgangcn van links on van rochts 
bcschouwen: als de roclo functio f(x) gcdefiniccrd op Sis, hat roole go-

1 tal a uon vcrdichtingspunt ia van s {\ ( -~ al, dan zoggon wo dat 11m :t(x) - x,a 
bc.sta.nt nls voor iodore rij an E s, mot J;;,m(ll:)an = o. E'.ln ~ { a voor al.lo 
n, lim f(a) bastaat. Hiorovor en over hot vorband mot continu1tcit van 

m~40 --n 
links zijn woor analogo stcllingon to bcwijzon als bovon over limnf(x) )(--
on hut vorband met continuitait. 
Analoog lim f(x) = f(a + ). 

0~ \ 

~. 

Men achrijft wol lim f(x) = f(a -). 
x.~a. 

1 
Ala voorboold l:unnon wo nomon f(x)=o";; 
dan ia f(O-) = O en .f(O+) = + <D. 

Ala voor de rcclc functic f(x) godcfinioerd ops on voor a verdioh­
tingapunt vv.n S BOldt, dat of a guon vcrdichtingspunt vm1 5 (\(-co, a) 
is of f( a.-) bcstaat en dut of ~~ gocn vcrdichti~apunt vo.n S n [1, +oo) 
is of f(ai) bestaat en dat els f(a-) en f(c+) beide boataa.n, f(a-) /::. 
~ f(a+), don zeggon we dct de funotio fin a eon spro~ vortoont. 
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( 16. 4) Eon re~no monotone functie hocft goon andere discontinulteiten 
dan s:prongen. 

~e~j~~ Stcl do functio isotoon. Noam oen a f s • .Als u vcrdichtings­
:punt is ven S /)(-co,. a} dan bcstaat er ceri rij an E: S met an < a voor 
alle n en lim. ·a = a. Dnn :ia crook 30n isotone rij b ? S met b < a 

~~ n n n 
voor allo n en lim bn = a (waarom?). Dan is f(bn) eon isotone rij dio 

'Yl-'>00 
bc::;ronsd is wegons f( bn) -:S f( a), dus conv-::rgcnt mot limiG-'G s .:$'.. f( a). 

Nu is f(x) ~ s voor allo x c S met x < a, want er is eon n -rm~:.rvoor 

a - bn < c ... x., dus x < bn dus f ( x) ~ f'( bn) ~ s. !{com ocn willckeurigo 
rij CnE S met C. <. n voor o.llc n un lim C. = n. ilij £;> 0 is eon m 

ll ,')')-;;>DO .L1 
te vindon zodc..-c O 4 s - f (b ) < t. , e:u hierbij een n, zodat voor n > N 

m 
goldt u - C n < c.-bm' dus C n ,.>bm dus f ( C n) > f( bm), dus O ~s-f ( C n) ~ s-
-f(bm) <[ , dus 1-f- f(Cn)\<~. Dus f(a-) bostaat en is £r(a). 

Anru.oog f(a+) bestaat en is ?f(a). Als f(a-) = f(a+), dan is dit ook 
= f(a), dus f is in a continu v~n inks 
Als f antitoon is, gaat hot hole bcwijs 

. . 1 
Sl.ll -0Egave 75. Bcwijs lim x = o, lim 

~~o 1 x~o 

en vo.n rech··;;s, 

nnaloog. 

dus continu. 

sin 1 
X bestaat niet. 

1 
ex+ 1 ex+ 1 

x3 + 6 . x3 - ~2 + x - 1 .QEp,ave 7!5• Berokcn l~.m ~ 2 t lim 2 . • 
)(.. ~ 3:x-' - X ~ ➔ l 2X - JI.. - 1 

·,7e willen 11u nog lim ( 1 + ~)x bcpaJ..on. ":!e netcn al, dat lim ( 1 + n1 )n= 
~-)'-IJO ..... 'Yl-.>-

= e. Neon ecn rij xk met lim x1,. = + co en t1eem ocn natuurlijk getal 
i-<-.,,00 ,. 

n1r mot n1,. ~ x1,.. < nk + 1. dan is blijkbaar ook lim nk=+ co. Nu is we3ens 
_,. ,. ,. L-(-;,~ 

de monotonic vnn do functies x 0 en ex: 

maur lim (1 - 1 2 ) 
y,, -, '?::.,Q nit: + 

= e., lim ( 1 + ..1.) = 1 , 
'-<-;:, oo n k 

X 
~ o, dus lim (1 + 1) 

X➔ t--0..::: X 
X 

0J2g2ve 77 .• Bewijs l~im ( 1 + 1) = e. 
;<-4"-oo X 

(16.5) Als lim f(x) bostaut, dan bcstaat 
~-">-ft\:, . 

= 

= e. 

lim f(l) en.= lin f(x); als 
lim f(x) be.staat, dan bestaat :;~,, f(i) 

)(.VO X x_~'> fotJ 
en = lim f(x), 

'i-._..;;J -(~ 1' I V 



-
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_Qps;ave 78. 13ewijs (16 .. 5).. 1 1 
Hieruit volgt da.t lim (1+x)x = lim (1+x):x: =- e. JJJs we een functie 

x4 o 1 )( to 
f(x) definieren door f(x) = ( 1+x)~ voor xf. 0 en f( 0) = 0 dan is dEtze 
continu van li:nks en rechts in O, dus continu in O, dus lim ( 1+x) >< = e. 'i.-,o, 
Ui t de continuilitei t van log x in e vol gt dan. lim log ( 1 +x) -,: = log e, 

dus 
J.40 

(16.6) lira J._og_ ~1+x) = 1. 
1--.0 X 

Op~ave 79. Bereken lim 1100- log =~ - log ( x-1 )\. 
- · -·-· 'f. YI "l ~ \ 
§17. [)i~ferentieer,be.re functies. 

:-;e gaan aan functies ve;rdergaande beperkingen oplegQ;en. Je beschou~­

wen do-:-\.romme, die de grafiek van een functie f(x) is en eisen dat die 

a., J( 

dit moe-t dus een limiet 

kromme in h;.;, t punt P::::( a, f (a)) een 

raaklijn heeft. l;en raaklijn is de 

linietitand waartoe een koorde 

door P nadert als het andere snijpunt 

met de kromme ook tot P nadert. De 

richtincscoeffici·ent van de koorde 
door P en (x f(x)) is ll~;)-f(a2 en , x-a 

hebbenvoor x ~ a. 
'::'e def inieren nu het be grip '1:"tat algemener, ook "\tlo.r complexe functies, 

t'J2:'1l:\0Jrd:.: rocct1nnd i g:; betekenis van di t begrip niet zo in het oog vallend is. 

-
Laat f(x) een complexe functie zijn (d.w.z. f(S)CT met Sen T 

verzarnelingen complexe getallen) en laat a een verdichtingspunt van 
S zijn,. dan heet f(x) diffcrentiecrbaar in a, als lim fl~- - f ~ a.). 

X _:;,a,_ ,..._ - a 

Uen kan di t ook zo ui tdrukken: f( x) is difforentieerbaar in a als 

f (x) = f~;~~f~_i:l._l (het differen;tieguo-ciGn!) · oontinu ui tgebreid kan 

worden in h3t punt a. 

Do limiet heet de afgeleide of het filffe:;:,entinalguotiep:t van f (x) 

in a. Eet wordt geschrevenid ,,"f'{x)lof [f '(x)} """-a of wat karbr, manr min-
3 n( \ QX A-

der duidelijk ad.r aL. of f I a). -~==ec, 
-X 

.P.ls f(x) overal in S differentieerbaar is, zeggon vve 

· f{x) differentieerbEar is; dan is de afgeleide weor oen 
die we dd;~x) of f'(x) schrijvon. 

kort""Teg, dat 
functie van x, 

7e kunnen op grond van (16.2) de diffc~cntieerbuarhcidsvoor~Jaarde 
ook in da E - 'b ... gedaante schrijv0n: Bij iedere t;, O is e0n ~) 0 te 

vindGn zod.at voor alle x_e S rnet_x fa a en 1x..;.akfgeldt \t'~x)x:af(4} -f•(r)t•; 

( ( • Hotgeen in dezo bctrekking tussen de absoluutstrepon staat is 

eon functie die tot nul nadert als x tot a nadert. ~en dergclijke func­

tio noemen we f (x ➔ a); als we de functie voor x = a gelijk aan O nemen, 
is dit cen functie die oontinu in a is met waarde o. Dan is dus 

' f{x2-f(a} - f (a)=£. (x--;;, a) voor x /=, a, en daaruit volgt.(en dat 
x-n 

voor x = a): 
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( 17 .1) :ill0n functie :f(x} is dan en alechts dan difforentieerbaar in a 

als er eon ge-tal f' (a) en een :functic E (x ➔ a) bcsta.at zodat 

f(x) = f(a) + (x-a) f'(a) + (x-a) t. (x->a). 

Met een analogc schrijfwijze kunncn we ook uitdrukken, dat f(x) 
continu is in a, n. 1. f(x) = f( a) + f (x ➔ a). 

(17.2} ils f(x) difforontieerbaur is in a, is f(x) continu in a. 
Bewijs: f(x) = f'(a) + (x-a) l,ft(a) + f(x->a)}. Nu is l~rg_{f'(a) + 

+ i, (x---,.. a)} = f' (a) en lim (x-a) = O, dus (x-a){f' (a) + £(x-;,a)} = 
x--::... 

= f 1(x ~a}. Dus f(x) is continu in a. 

Ret omgckeorde van (17.2) geldt niet, want voor reelc xis f(x)=\xf 
(hoe ziet de gra:fiek er uit?) continu in O, muar niet differentieer­
baar want voor x )0 is 1:'(x)-0f(O). = ~ = 1 en voor x( 0 is f.(_~Of(O) :: 

-X X- X X-
= x = - 1. 
( 17 .3) De som van twee in a diff orcnticerbare functies f( x) en g(x}, 
gcdcfiniecrd op dezolfdo vcrzameling s, is diffcrontiocrbaar in a en 
do afgolcidc is f'(a) + g'(a) (we schrijven dit d _l!(x)d~ g1~1l = 

= fl. f( xl. + d g(x) ) • 
dx dx 

~9:Wi,;L_~: f(x} :::: f(a) + (x-a) f 1 (a) + (x-a) f 1(A ~a), 
g(x) = g( a) + (x ... a) g 1 ( a) + ( x-a) f 2( x --,)a)• 

Door optcllen verkrijgt men 
f(x)+g(x) =f( n)+g( a)+( x-a) { f' { a)+g 1 (a)} +( x-a~ f 1 (x-. a)+ E 2(x -> u)} 

. =f(a)+g(o.)+(x-a) ~f 1 (a)+g' (a)} +(:x-a) t 3 (x -?2.) • 

( 17. 4-) Als f(x) difforentieerba.2.r is in a en c is o:::.m 0onstant comJ>lex 

getal, dun is cf(x) differentieerbaar in a met eft;o1eid3 tef'(a). 
(Dus d C fix) =Cd f(x~ ) 

dx dx • 
Bem.;js~ f(x) = f(a) + (x-a} f 1 (a) + (x-o.) E (x ---4c.) 

Dus: cf(x} =cf( a) + ( x-a)cf' ( a) + (x-a) cf ( x ~ a) 

=cf(a) + (x-n)cf'(a) + (x-a)t1(x-~a). 
Door combinatie van (17.3) on (17,4) vindt men; 

( 17. 5) Hct vcrschil van twee in a diffcrentieerbaro functios f(x) en 
g{.x), gedefini'cerd op dozelfdo ~orznmoling S~ is diff'0re11ti~erbaar '. 
· d f 1 ·d · ft ( ) 1 { ) (D d{f x)-o-(x)) d ff-x\ d g{x:•, in a en O a gc ei e 18 a -g a us dx ,c:;L-~~- cl~ - - dx ---· 

(17.6) Rct :Product van twee inn difforentieerbaro functies f(x) en• 
g(x), gcdcfinieord op dozelfde verzame1ing S, is differentioerbnar in 

u en dc_af!cl:ide is f(~) ~ 1 ~a)+f 1 (a)p(a. ). 
(Dus~ f(x;g~.,,.) = f(x) UW + £. f~x1 "·(x))· 

dx dx dx --> • 

J?ewijs~ f(x)=f(a)+(x-a) f 1 (u)+(x-:-a) c1(x-+ a), 

. g(x)=g(a)+(x-a) g• (u)+(x-a) e2(x ~a) •. 

Dus f(x)g(x) =f{a)g(a)+(x-a){f(a)g 1 (a)+t'' (a)g{a)} + 
+(x-a){(x-u)f 1 (n) f 2{x -~a)-t(x-n)g' (a)e-1(x ~a)+f(o.)B2(x-:> a)+ 

7:g( a) t 1 ( x -> a)+( x-o.):f:.' ( u) g' {a)+( x-a) , 1 (x ~ a) t 2 ( x""" a~= 
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=f(a)g(a)+(x-a)[f(u)g1 (a)+:f' (a) e,(a)} +(x-u) E. 3(x ~a). 

{ 17 .7) T.:.:cn constanto functie is diffcronticerban.r met afgeleide O, de 

idontioke functic ovcncens mot afgol.aidc 1. 
C-c ,r.-"' . 'f'" .J ' t ' " t . . 0 "'U ~ u 1 Bowi:is: Ih :i:0ron,;1cr:tu.o ,1.cn en ZJ..Jn rosp. -:;:-a = vL --··- = • ---~:;n '1 ~ ,A.- J::"•"'"[t 

( 17. 8) fld~-- == nx:n-i voor gchole n; voor n .:{... 0 moet x f. 0 zijn~ (Di t houdt 
~--

d 1 
in xm m 1 , 

d-:;:- ::: - 7n-Pf v-oor I;.::i.tuurlijkc m on x r O; • 
.A. x1 . 

r:cwij s. ~. Voor no:tuurlijkc n door volledigo inductie ~ Voor n==1 volgt hot 

ui t ( 17. 7). 

.,,.n 
"'"' . n-1 n dx0 

1 + n x .x = (n+1)x; dx d1 
= d± = o. 

tiave 11 stollon wen = - men passcn volledige inductie naar m toe: 
1 _ 1 
-z:. a = - j__ .,_,. - ,., 
J1. r ... ax en dit nndert tot - 12 voor x ➔ a; 

a 
~- d:x:-( m+1) d 1m+1 

dx-1 -2 
dus -dx = -x • 

.NU • • - = :X: 
dJc __,.dx--

d 
= di 

-'\'I ··,'· 

vindt man nu voor ecn polynoom: 9:-d ( L a1 xk) = :[ ka • .:x:k-i = 
X y.r.v ,{ j.{; o K~ 

Hieruit 
,y) - /. 

= ~ (k+1)ak+1 xk. 
;{:; 0 

(17.9) Als f(x) eene011duidig is en difforentieerb~ar inn en f'(a)J O 
en de omlrnorfunctio g(y) is continu in :f( a), dan. iz g(~r) differontieer­

bm:r in f(a) 611 do nfgole-ide is -f\--r;-1 • (Als wo ~;ct-rijvcn y=f(x) en 
. \ c;,,., 

~ x=g(y), dzin is i~ = k?· 
dx 

Bcwijp~ Nocm f(x) =yon f(a) = b, dnn is g(y) = x on g(b) = Q. 

Daar g continu iri b is volgt ui t y -)b da.t x 7 u er.. n;.ct de eeneonduidig­

heid volgt uit y fa b dnt x ~ a is. Dus 

1 .__,..,,.__..,1 X - ,:-, "''\ ,~ L-fi( b) r, {aJ = limf1~E-JTiu- = ¼~~ :f(xJ::f( a) = !-~~ lu.y .... -~ ·-'· , 
'/...-:>()., X - a 

7e merken op, dat de voorwaarde in ( 17. 9) dat E..,( y) continu :l.n f ( a) 

is uutomatisch vorvuld is als f(x) een re'cle func-~ie is, die op een 

interval godefiniccrd is. 

(17.10) (Eettingro~e;iJ. Als g(x) diffcrontioerbaar is in a en f(y) ge•~ 

dcfinieerd op do beoldverzameling van g(x) en difforentiocrbaar in g(a~~ 

dnn is f(g(x)) difforonticerbanr in a end fi~(a}l = · 

=fd ~i;y_).J !..~~n) • (Ius ~e schrijvon y = g(x) on z = f(y) :::: f(g(x)) 
y:::g( x) 

d is clz dz 
un a.":--2 = dy 



~;,i,~; rroem g{a) :. b, dan is 
g(x) = b+(x-a) g'(a)+(x-a) f./x~a), 
f(y) = f(b)+(y•-b) ft (b)+(y-b) f;. 2(y -:, b), 

Ari 67. 

:f{g(x)) = f(b)+(g(x)-b) f 1 (b)+(g(x)-b) i 2(g(x) ➔ b)=f(b)+(z-a)g1_(a)f 1 ('b). 
+(x·-a)f'(b) c. 1(x--~a)+(x-a)g'(a) f 2(g(x) ~b)+(x-a) E. 2(g(x) -'>b) £1{,c~a)-. 
=f(g(a) )+(x• 4 a)f 1 (b)g' (a)-i-(x-a} if' (b) ~ 1(x ->a)+g• (a) f, 2(g(x) ➔ b)+ 

+ £ 1(x ·--? a) f 2(g(x) -> b)}. 

Omdat g(x) continu in a is; volgt uit x ~ a dat g(x)~ b,dus: 

f(g(x))=f(g(a))+(x-a)f 1 {b)g 1 (a)+(x-a) £ 3(x ~a). 

(17.11) Als g(x) diff'erentieerbaar is in a en g(a) ~ O, dan is g{x) 

differentieerbaar in a en de afgeleide is - fJ-aJ 1 2 • 
,g( a)J 

Be'l'il'ijs: Omdat g(x) continu is:in. a anG(a) /; 0 is er esn omgeving van 
a, waar g(x) fa O (zie opgave 63)~ Door toepassing van de kettingregel 
met f(y) = i, volgt het gestelde rnakke1ijk. 
( 17 .12) Het" quotient· ~t~j van twee in a diiferentieerbnre functies 
f(x) en g(x), gedefi;nieerd op dezelfde verzameling 8 en wno.rvoor g(a)f. 0 ,. ( a2 f' ( a' .. -P ( ,., ) ""i r , 1 . is diff erentieerbaar in a met aigeJej_de ~. c • -':.t---::..~7 ,,;;_:,.~•. • 

t'z( a)·! - · 
9Egave_ 80. Bev.rijs ( 17 .12). 
{ ) d loo-: x 1 17. 13 - ·d~ .. _;_ = i voor x > o. 

~~ijs: Noem h =~;a, dan is 

= ¾ logti+µ2. Als x-;;,a, dan h-:.> O, 

dus lim log x - lOf, ~ = 1. 
x~(:t xx - a a 

( ) d e X ·• 17.1~ dx = e voor reele x. 

BewJJ .. 1[: De omkeerfunctie 
. · d · ex 1 1 
dus d x= d lo 0 • i, = 1 = Y - ~ -a. y y 

van x = log y is y 

X = e • 

X = e en. deze is coritinu 

· d ax 
(17.15) d X = ax log a voor reele x en a rec··e1 ui~ ) o. 

fl~wij,s. ~ ax ~ ex log a. Pas hieropde l;:ettingreg~) toe. 

( 17: 16) ·~ f'- =O: x (i{ - 1 voor reele x) O enc< ree'el. 

0pgave 8j. Vul het bewijs van ( 17 .15) aan en bevi:l.js ( 17 .16) 

~7e merken op, dat ( 17 .16) precies dezelfde form::J.e geef·b als bij 

gehele exponenten. Voor gehele exponenten ~add.en ·nr: het ech-f;er ook ·· 

bevtezen voor comple:;rn x f=. o. 
Qrut~y_e~J32_. Bev.rijs, utrt:rgaande van hei fei:t dat voor 0( x <¾ 7T geJ.dt sin x< 
< x <tg x, dat 11.m sin_l,£ ~ 1 (c1enk ook om de nega"tieve •.111a;rde11 van x). 

)(-'> o X 
n · · t b h l i·· d t d sin x. d cos x . .ueWJ.JS me e U p 11ervan, a dx- :::: cos X en -dxw--A :-: - sin x. 

~c1..~.ID~• Bewijs dat de funotie]_ (::{) van 0_Jgave 61 niet differentieer­

baar is in O, maar aat de functie x 2 Y(x) ~ xi_ (x) wel differentieer-
.... . •, 
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baar is in o. 
Opgaye ~4.. Be~"?ijs D.:rw.J.oe;e beweringe.!"~ vc01:-de :fur.rnt:f:es1..1(x)· en xt 1(x) 
van opgave 62. 
0. 85 -n l ~ .. , 1· 'd ·! • p!{ave _: __ e .uepaa Ct€ a.I,';e ei en vun -~-2, 

1+x 
\ rx• '"-!~: ' V ~rx tg 1 1 ~-J y j - .,., .,,. r ,., x, og V1-X".'." 1 J 

3 · Ai•·/ ,•0° x) log (-x), log log x, Gin x·- 3 sin x, log tg ~, eL ~,~ ~ • 
.. tls f(x) differentieerbaar is; dan is de afgeleicle f 1 (x) weer een 

functie ,ran x; als deze differentieerbaar is ( in een 1J1111t), dan zeggen 

we c1at f(x) twee maal differentieerbaar is (in dat pun~) en 11oe.01en we 
de ,d2,eleide van f; (x) de twe,ed~ afgeleid~ van f(x); f1 .. f 2(2c1 :::: f 1 1 (x). 

. dx 
e d_n_:_er x' _ (n) Analoog definieert men den afgeleide van f(x): \:£:..I.. f (x) door 

d:.i,:11- -

volledigo inductie, mi ts zij bes-taat. Als de n° a:f geleide va~1 :e(x) be­

staat vo_or alle natuurlj_jke n, heet f (x) YL~llel~'tg!g_vaak ( of' Q!l~ind.t..g 

vaal£) ~.l±J . .§!~T-~"1 ti~},§;f!l• 
a ~ 

.Qn&_~§...l~.~. :C3pa8.l de :nv nfgeleide van lo(s (1+:x~(1+x) · ~ sin x·r-cos x. • 
-re lrn.:1nen ons nu afv:cagen of ;L(Y.l::!.(;f}._ tot cl.e af 1::_;eleide f' ( a) nadert, ·· 

y-x 
als x en y beide -tot a. naderen. In hrd~ eJ.gemeen hc,ei't i:Jat l~.Let het geval 

te zijn. (VoorlJeAl<lcr.1. gi:~ven de functies x'ft (x) v,;-1.11 opgB.ve 83 en x J_1(x) 

van. opgave f..4-). 7eJ. goldt het als steeds a tuBSf-)11 x en y ligt: 

(17 .17) Als f(x) clifferentieerbanr is i:..1 a: lim x,. -= 1::.m .. . 'f ... = a~ en. 
~"l _..~,.v .L'. ,...,,, ...... ~..:, . J..' 

.1 y '"'tusso'. .... t:>n r 11 "'-:-11 1 ..,..:..,;,~ ,;r :f(:y- )- f(xn) en xn ,= . .., 1 ,.. ~1 ~'"n .., Yn voo a e n, a, . .t. Jes"'"---~ ...... .1 :n""----= 
J.J. !'If, . ..,<Al -~. -

n - xn 
( ) ( ~~ ( Y '; -f ( X) ( , = f' a . ·,le zoud0n dit als volgt lcu.nnen schrijven l:i:r. -----·---- = f' a,1; y-·X 

1 hierbj_j bohooven x en y niet I a te zijn!) ~-~:~ 
·~:-1y 

n , . .u cn::.n. J s ; -~-
1- ?\ n' Als nu xn /:. a en y n /= a, dun geld. t 

f(yn) - f(a). Yn-n . f(x_)· f( ,J.·i 
- 'fl (a) = ------• . +·• --... ~-•··•••·-

a-x n 
y - a · iT _.,,. x..,..•-;1 

n "n "'"n · .i. .. 

~ ------ -. Yr..··X:i 

f(yn) - f(a) f(xn) ~ f(a) 
=An ~-y--..~ a + (1-)}n) __ x ____ ... f'(a) 

"n n - a 

!f(y )-f(a) .... ) n 
= n n\ y - a . . n 

=A n 

f•t (a)= 

') 
- f' (a)~. , I 

.J 

{ f(xn)-f(a} ·; 
+ (1--;, ) .. - ---- •· f 1 (a)(. Bij n ..,. - a J 

(. > <... , 0 :is een ·· D- > C :~or] at ui t \ x-a \ < f' 
n 

en x /:- a volc;t/fi~~).~!~l}-)_ _ f 1 (ct) l<r ~ ';{ej_"QCr bj_j ";> 0 ·.:c-n N1 zoaat_VQO'.!'.' 

n ) N1 @,eldt \xn - a; ( b en een N2 zoda:~ voor n )- 1i2 gBlcJ.-{; \J\:;_-a / ( r .. 
r.::ies n = max (N11n2); voor n :>i:I, xn f. a, Yn /:. a g0lc1.t .:"' 3.!l: 
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lf(yn). ·-f(xn) i I ~f. (y )-f(a) 
------- - f (a) /'\. n -Y -;:;{ .~/Ill · -

r.i_ n _ Yn ··· a 
:f'(a)l+ (1-)t )I f(x:n)-f(n) .! 

n . -x---::-~ - fi {a)1<-
. n I 

<f hetzij -= a~ hetzij V 
"'n 

= a dan volst direct 
:f ( 'IT ) ,;.·'-' ( ~,. ) I •.' n -'• . •'-•1 l J.. . f'•1 .. I , ,.._ ____ ·-~----~-- ·- ·,·' ~ R \ \I / i' Y 'V" • • • c.., . • -

... .. J\. ':.._ .. 

n n 

( 17. 18) [tcil. C i8 ec~:i ''r.:.'Ji/OXO "\t::'."ZGJueling, f ( x) is g,~C.ef'in:ie0r·tl op C en diffe-

t f ( Y ~ -f ( V \ 1 

renti,:';0:tbuar, ch::n z:LJ. n de verzamelineen der -....:;.'---~--·'"'h lvoor x t:.. C y · 1(" C x-y I ' J 

x /: y on dot: ·; ( ct~ ) v0or S £. C of beicle onbogrer1sd of E:r 8eldt: 

-- sup ~' (-~) { •. 
~ ·c ::/:· . . 

Bew:i.J..?; No0m het linkerlid ( resp. rochterlid) va11 d0 ·tc 'le wi;j rrnn betrek-
-·- - • -r· . - • 'f ( X) -f 1 tl \ 

king als het b8Htaat L,resp. 11). Stel dat de verzam0l1ng d8r J-·-"-.. x--y \ 
begr2nsd. is en dio der }f 1 ( ~ )lhotzij onbcgi:tmsi hctzij mr.;ron,si metN>MDs.nz:ijl er 

een L > i'. en esn S ·t:. C te vinden zodat \f' ( ~ )\ ) K. V::ri"'! .. oi· is o:·:· een 

\t~x2_-:EJ .... ,~J- - f; c;: )\ < L-U. Dan is \f.Lx)~:J.':.L.f-2.) ~11: 1. ( t:- )l -(t.i~)-f( l ) -f' u:i:-x~- .$ 7 x·- ~ 1/1 J , x~· t. .1 • < 

) K-K-1+1 = :u, h0tgccn Gen te0enspraak g-so:l:'t, dus F ..{_ ~:I.. Stel nu 11r1.t do ' 
\

or ' ~., ) 
verzar;ieling c:G.r /:e· ( _;~ )l begrensd is G:i.1 d:i.e dor ".l.\,]~_--1.\;,: __ lr:,.etzij cnb..ot.'1'.'ensd 

-· ' .1. - y ' 
lia:zij 00gl."'CIX::1'!!T.crti:J:,:, N. I)ar.: zijn or 00n L) N en X ,f- C: ";/ ~ C r.,0-i; X ,f y zodat 

lf(x)-f 1 y1· _ -1 .., z--~ 1 !3-"~ 1 , - · '.\..,1-(-\). T 1-111 ·ochoort z == ..!.•r + '-y ')•11: tot 0 ,:,1: -·, -·· ;.:.: -· i:::.n __ ..i.. = -. x-y 4 '• · '· 2_;~.. 2 ~~-,.~, 2 _,_ x-:y 2 -
. f(x)-)':'(.,r'i f(x)-:f(z) ~-=-·z f(z) .. f(•,r'; _::_-~----v~ ,_ ·; f(:z:)--f(z) Vera.er is - ..... .,,.,;..J... =. •------------ • ·-·-- ·I-- --•----------•-- - - - ••• ,. ---------+ 

.1-"(z"' f(~r\ ·x-yf(..,.) I" 1 v)T-z11·"(--r'x;y"r,,\ l 1z·:_I:i(_,·.,~~~:t,- ";? {-;:-l::-?f 1 z') l 
~ L:.1..:::_ .. ...;-u.. d.us j--.f..':.....::.~...u...<-f {._ - .L __ ..,...; """.!.;_-,_2.L 1· + -;:;- / -"-:-.:.L.::~-=~ .. .v_:... ~ .Lls =- \-'-/-- ~--, 

,.,._y ' "'"-Y "- 2 -..-... ~ ,.._ -- ~, . z~-y , 
✓.J • ..e~ . - ...... ~· ,. c.::: .:J •·" \ 

j f(p}··.:fly)I b ·a < L l l 2:(:::)--f(,r); / T . J ~ • ..1 h t en -- ~-y\...J...J... ei e , 11\Turcn was oo i::: ---· x--y-•..:L..- i ·, _;__ s n8 cf,Gen nie i; e· 

geval is. I.I:instairn oen van beido. is dv.s :), L. Al;=; het d0 eorsto :Ln, noe-
mcn v,_ro "''" -x y-z alc,he-'-dot·7'·•cdo --i,,, x-?: •r-y H--t .. ,. y n•aan . '. . -'•1- I 1- , ' 0 1, ~·.,;; .. -.:>' 1--•' ""i .. ' ,. <:; ' -"--,i ' ' 1 b . 

t?!e nu o::.:.: <lczel:fdo ~"ijze ve:;:-der. Zo vir:i:'ion V!O m;:: t i:clled.ii;e ini.·11:cd;j_e 

x. en y_ zoc1at.:x3. tusscn xn. 1 n .;.1 r -
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xn+1 = ½ xn + J Yn ::: ~( A n+/n)x + { 1-1<) n+Jln)} Y, dus )n+1 = f<:11n4i':n) 
en O {.. II n+1-< 1, en Yn+1 = Yn, dua/n+i =-;Jin, dun ;J n+i ~ n+1 = ½<~r .. -)An)tj. 

1 . 
::= n+i , /ln+i ½• Omdat An ( resp_•)< n) een bcgrensde anti t< ne (resp. iso-

2 
"tone) :rij vormt, is deze rij convergent en 't"J'el, wegens i)n~·.Pn = 1n , voor 

. 2 . 
'i\ n en)! n me-t de~elfde limiet ;\ , die wegens O ~ ""J\ n ~ 1 ~voldoet aan 
0 ~ ,A ~1. Dus xn en Yn convergercn naar dezelfde limiet ;. = AX + ( 1- .A )y, 

die tusscn :::: en y ligt. Op dezelfde wijze bewijst men dat 5- tussen Xm 
en Ym. l:i.st voor alle m, door in plauts vv.n van x my "!Tan xm 0n vm, ui t te 

gaanf(:e)~~f;n)dus (17.17) toe~asaen en vinden dat\f(x )-f{y.) \ 

lim n ~y n == f • ( ~ ) • Omdat voor alle n gcldt ~ -y _ _.n,_ ~ L, geldt 
...,, ->oO xn n "" n · n . 

4lt ook \:r 1 ( ~ ) 1.-). L > N, hctgcen een tcgens:pruak gocft. Hiermeo zijn alle 
mogeli~ike g.cvallen af gchandcld ( ga dit na), en is de stollihg bewozon. 
( 17 .19) .Als eon functio f(x) ged.ofinicerd is op 0011 convexo verzameling 

en diff e::rcntioorbaa.r is m.::t con afgelcid0 dio overal nul is, den is 
f(x) constant. 

Bevrijs: m1p \f v ( ~ )l = 0, 
~EC 

dus sup /'f ( x)_ -f{.tl 1 = O clus 
x E: C x-y \ 
y~c 

# 

X fa; y 
voor s.llc x en y met x /;. y, · dus :f(x) = f( y) = 0 constant. 

( 17. 20) 1Us f(x) en g(x) gcdef'iniccrd zijn op con convoxc vorzaneling 
C en differontieerbaar zijn en fi (x) = g 1 (x) voor allc x i:: C, dun is 

er 0--.;n constnnta o zodnt g(x) :::: f(x) + ~ (Door zijn afgoleide. is con 

functiu O}_; eon uddi tievo constantc na bepa2.ld). 

BerL:iJ..§.; Pc::s (17.19) toe op h(x) = g(x) - f(x). 

( 17 .. 2i) Stcl C is oen conv0x-0 vorzameli:ng, f{x) i,:; god.ofiniaccd op C 

en diff -:.contioerbaar, a is eon coiu:ilox gotal, do.n z i.j n r~o vc.;;·z:..1i.i1elingon 

dcr F((x~:;<l) - a\voor xEC, y E c, x 7!- yen dor !f 1 ( S) - a)voor 

S € C of b0ido 011bo3rcnsd of er golclt ~ 

sup '\f1.xL:~(Y2 -~ a~sup \f'( ~) -- cil. 
x·2C ... ~ · ~.?C \ 
y~C . 
xf:.y 

Bewijs: Pas (17.18) 
= fl,x),- q,x - f(y) + .. aY. 

( ) ( ) • ,;• ( ·,.T' -r:!_ ( y '\ too op g\ x . = f x - ax; 1n1n:.crs t~- ~-'L..P...,.,J.../,.. = x-y 
f(""' -"'(-;r'\ 

=-'"/. -- .L_\ u.t - a •"'n g' (~--) - f 1 ( -..-) - a X-y X - y ,., -'" - .,_ • 

~o gebJ:-uiken ( 17. 1@) mcostal in de volgcnd.0 e:;0do.a11to ~ 

p=(x1 = ~(~{~ sup /f' ( S )f 
> tusscn 

x on y 
Als f(x) 0011 recle functie is en C dus eon i:nte1·val klLJ1 hot bev.rijs 

van ( 17 .18) ook zondcr absoluutstrcpen gGlevzrd vK•rdon en hot volgcnde 
v0rkrcc;cn v'!ordcn: 
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inf f· ( ~) ~ f!x):f{y) 4su:p fi_( ~ ). 
:S tusse11 x Y J tussen . 
. x en y x en y 

~e ltunnen (17.18) nog iets 0e11eraliseren als volgt; 
(17.22) Stal C is een convexe verza.m.eling, f(x) en g(x) gedefinieerd 
op C en differentieerbaar, g(x) eeneenduidig en dusdanig dat tussen­
~unten in tussenpunten overgevoerd worden (d.u.z. uit z tussen x en y 
volst dat c(z) tussen g(x) en g(y) ligt) en g~(x) ~ O voor alle x~C, 

dan zi jn de verzamelingen derl ~f ~~-;t ~~y) / voor x c: C, y <:: 0 1 x -1:- y 

en der £ ~ ~ ) voor 5 e: C of beide onbegrensd of er geldt 
g' ( s) 

sup lfJth:JrJ>/=sup l !: f ~ ~ 1 · 
x £- C S~C > 
y €. C 
x/; Y 

Het bewijs verloopt volgens hetzelfde schema als dat van (17.18). 
Immers 
f(x -f 
~ X -g 

l:J.s 

rnet 
het 

z = -~ x+ { 1- .i'l) y met a ~ A ~ 
0 ~ 1,1. ~ 1 en aus ~~x~--g(z~ ~ ,- "s: g X -c;{y 
be'"·'."ijs nict verder uit. 

§18. r~eele differentieerbare fup_q__tig. 

~7e bE;perken ons in deze pare.graaf ui tslui tend to·t ,1 ... ecle functies. 

:3en reele functie f(x) 3edcfinieerd op S heet ,e _ _t.L;jg€.!1,<?:, in a e s, als 

or een reeel get al 1 > O bestaat zodat ui t x c f5, \x-u I< '5 en x < a 
(resp. x > a) vole;t f(x) < :E(a) (resp. f{x) > f(a)). 

l~nalooc cJ.alend met f(x) > f(a) (resp. f(x) < f(a)) ~ &eJ _ _::.__d_alend met 
f(J::} ~ :f(a) (i--esp .. f(:,};;;;:, f(a)), Aiet-,stijgend m-s-t :f(x) ~ f(o.) (resp. 

:f(x) ~ f( a)). ~{o zeGgeri dat f (x) ee:n relatief ma.xir.11:!£! ( rE.:sp .. r~l .. ~tie_:t: 
minimtyg) in a f- S hoeft, als er cen reeel. getal ·t > 0 bostaat zodat ui t 
x 6- S ~n /x - al< l volgt f'(x) ~ f ( a) ( resp. :f(x) ~ f( a)). 
{ 18.1) li.lB de reele functie f(x) een maximum ( resp. minimum) heeft in 

a, dan h0eft f(x) danr ook ;::;en rclatiof maximum ( resp. rclatief' minimum)" 

DiJli is evident. 

(18.2) .Als de reele funotie f(:c) in a niet - dalend (resp. niet - sti·jge1'l 

en c1iffarentieerbaP....r is, is f 1 (G) ~ 0 (resp. f'(o.) ~ 0). 

Bo,-:rj.j~: Voor\:x: - a\<~ is J:(~:~(_& .f'O (resp.~ O). 
(1s.3·) .. Us de reele functie f(x) in. a differentieerbacr is en f' (a))O 
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(:resp.<'.' O) dan is f(x) in a stijgcnd (resp. dalend). 

~\-{;i.j_s: We beschom~1en hot geval f' (a) > 0 (h.Jt andere geval gaat ana-

lo(g~ : -~~r is een reele. ~ > 0 te vinden:. z.odat ui t \x~a \ < ~ volgt 

\f x -f..\10_ - f' ( a){ <. f' ( a) dus ~~) . f ( a) ) 0 dua voor- :;: < a is dan 
x-a ' x ... a · ' · • 

f(x) <f(a) en voor x)a is dan f(x) > f(a.). 

Het verschil in de voor1rvaarden van (18.2) en (18.3) {die in zekere 
zin als elkaar.s omkcringen te beschouvringon zijn) is essentieel; zo kan 

voor een functie f(x), die stijgend is in a, toch gelden f• (a) = O. 

B,v. x3 is stijgend in O, maar 3x2 is daar nul. 
( 18. 4) .!Us een reele functie f ( x) gedefiniecrd is op S, a E S is ver­
dichtingspunt van S /'I (- ro, a] en S Ii (a, + oo) (b.v .. als S een interval 

l bevat, dut a bevat, maar niet als begin - of eindpunt), f(x) difforcn­

tieorbaar is in a en in a oen relatief maximum of minimum heoft, dan 
is f'(a.) = o. 

Bcwij~~ Laat f(x) in a een r0latief maximum hcbben (relatief minimum 
gaat analoog). Dan is er 0en o > 0 zodat uit x 6 S en tx-at..( J volgt f(:x:), 

.(f(a), dus dan als x)a (resp. x<a) is f~xl=i..utl. ~O (res:r •. ..)0). Om­
dat a verdich-cings-punt is van S f) (a, + ro ) 1 geldt f 1 ( a) = lim fJ.xl-fa( a) 7 

- )(, IY{.t . -· 
maar dit is ~ o. :Jvenzo met x•.,,t- at dat f' (a)~ O. Dus f 1 (a) = O. 

Lvident is do volg~nde stalling: 

(18.5) Als een reele func-tic monotoon stijgend (resp. dalend, niet-da­

lend, niet - stijgcnd) is, is zij in ioder punt vru: haar definiticvcr­

zameling stijgend (resp. dalend~ niot - dalend, nict - stijgcnd). 
Door combinatie van (18.5) met (18.2) vindt men; 

(18.6) .Als de reele fnrwtie f(x) isotoon (resp. antitoon) en diffcren~ 

tieerbae.r is, is :f: (x) :;_, o (resp. ~ 0). 

Oo tG kunnen bewj_j zE::11, d.at ui t :t"• ( x) > 0 vol ,~.t t:J .. t f (-r:) strcng iso­

toon is, habbcn we niouwc huJ.1)middelon nodig: 

( 18. 7) ( St~;t;ting_ .Yill.l.11211..§.). ..U.s de roele functiEJ fr x ·, ;c'lc•Zir.deerd is op 

(a,b1 ,(Ia,::r continu is en op (a,b) dif'fcrentieerbaax-9 f(a) = f(b) = O, 

dan is er een 1 ~ E ( a, b), zodat f 1 ( s ) = o. 
Bev:.d_j_s: Daar (a, b} een compacte ruimte is en f(x) conti:.1n, heeft f(x) 

een maximur.11 en O0:n ninimum. l)aar f(a) = O, is het ::wximu.r1 .). O en het 

minim1.~m ~ O. Als ze b0ide = 0 zijn is f(x) = 0 overal op !;1! b], maar cl.an 

is ook f • (:::~) = 0 overal op (a, bJ, dus is 5 nog willokeuri1 te kiozen 

op ( a, b). Stel nu het maximt.un > 0 (hct mini1;:ium ( 0 gaat annlcog), clan 

is het pu .. nt 5 , waar f(S,) maximnal is, niet a of b v.rogon,J f(a) ·= f(b)= 

= O. Op ! mogcn we dus ( 18. 4-) tocpassen en concludcrcn dat f 1 ( S ) = o. 
( 18. 8) (i!.iddelvraa:::-d0stc!,linr.L~!l.-~.9 di:ff erentiaalrel;:q_11ini:;). i.l s de 

reele functie f ( x) gedefinieerd is op ta, bJ , dao.:r contir.1.11 iH on op ( a, b) 
diffe::.~cntieerbaar, d&n is er een 13_ t (a,b), zodat i' 1 (i) = f(bi::.f~c.). 

~ ;;, -a 
B0wijs: Noem g(x) = f(x)-f'(a)•- ~=: (f(b)-f(a)), dan voldoet 0 (:x:) 



aan de voorwaarden van 
zodat gv (t ) = O, maar 
= !.( b)-f ( a), • 

b-a 

de s-tclling van Rolle l. dus et' 
g' ( ~ ) = f' ( S ) - f( bt=~( a) t 
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is een ~ t (a,b), 
dus :f• (; ) = 

( 18. 9) Ji.ls een reele functie f (x) op cen interval r,ed0finieerd en dif­

f erentieer'baar is, en f 1 (x) -/ O voor alle x in het defini tieinterval, 

dan is f(x) eeneenduidig (on dus streng monotoon en dus heeft f•(x) 
overal hetzelfde token). 

Beyri_j_s: St0l dat er twee getallen a en b mot a ~ b zijn, zoda~ f( a)= 

= f(b) is. nu i~ f(x) _,..o?k ~: [a, bJ gcclefinieerd en vrogens ( 18. 8) is er 
ecn P zodat f 1 ( r.: ) = J.~ D£-f_La) = O, hetgeen cen t0gons1 raak gee:ft. Dua 

) 7 -a 
uit at b volgt f(a) t f(b}; d0 functie is eeneenduidig. De rest van de 
bei;rnring volgt ui t het feit dat f( x) continu is ( 17. 2), en vi:::rdor ui t 
(13.9) on (18.6). 

Uit (18.9) volgt no0 dat als f(x) op ecn interval gedefinieord en 

d.iff or;:mtieerb.:.ar is en de afgeleidc is orgens negatief en erscns po­

si tief, de afgeleide ook ergens nul mo8t zijn. Dit wijst in du rjehting 
van ccn middelwaardestelling voor de afgeleide analoog die VfJ,,n ·:;eier­
strass. Hen zou kunnen denkon, da-'c dit komt omdat eon afgc..Lcide altijd 
continu is. Di t is evenwel niet het gcval ( zie opgave 87), zolfs hoeft 
de af golo:lde in een gcal:oten interval niot eens bogrcnsd tG zijn ( ~de 

opgavo 88). 
QI2gave_ s7. Do functio f(x) = x2 sin ; voor rcele x .Jc O en f( 0) = O is 
diffcrcnticerbaar (zie opgavc 84). De afgeleide is ~iot continu in o. 
Qn~ave 88. De functio f(x) = x2 sin½ voor reele x f- O on f(O) = O 
is di:ffGTcntic~rbsar. De af 6olcio.o i~ niet bec_;ronsd. or) [o, 1] • 

L.ls 0011 fl."!.nctie diff :.:r•::n-tiocrb2.:;'.r is o:n do aigclotdc is continu dan 
heet dG functie cont:i.nu dif:f,J7_,0ntLJorbaar. --·-~-· .. ------ ..... --~ .. ~·-·-· ......... -

Onde.:nlrn hot foit do...,,.; de afgeloidc van een fur:wt:L,3 :.:p_c·" cmsi.;j_1n:: b0hoef·:, 

te zijn~ scldt toch do volgondc middclwaardestol1Ju~ voo1· ecu functie 
die e:.;;n a.fgeloido i§.~ 

( 18.10) (ptollinfa. v,0~1 Darbc,-,1,=f). J-J_s d.o rcele fu110·t:1 ·J ~>-1c~.ofini0erd is op 

[a, b} en diff orontiocTbaar e:n r iu con got al tussci.:. :E' ,: r:.:, ;-';J f; ( b) dan 

is or 00n §_ c::La,b], zodc..t f 1 { t) = r. 
~ 

Bo::::._-1'}J_f!: lfoem f~ (a) c~ :p, f 1 (b) = q. Stcl :P < q_ (i) )c_!. @,~::rt ai1aloog). 

Als r = p of r = q is de st ell1ng evident, Stcl: dr'..8 p < r :· q_-~ Bo schouw 
d0 fnnctie g(x) = f( x) - rx. ::Jan is g(x) ook gcdefini0erd o-p [a, 'e] en dif­

f orentio0rbaar met afgoloide g1 (x) = f•(x)-r. Dus g·(a) ::c :f' (a)- r:::: 
= :p - r < O sn_; 1 (b) = f 1 (b) - r = q_ - r > o. :Dus is er, v7('g011s (18.9), 00n 

ecn tE[a,bJzod8.t g'( t);;:: O, dns f 7 ( ;) = r. 
De stollingon van ·:.·oir:rscrass on Darboux zijI1 ccl1ccJ nnalotc stol-A 

li:ngen voor functies dio continu resp. ecn afgolcido z.ijn .. .lo za0on al 

dat ocn Etfgcloido niot continu hooft to zijn; dus omvat c1o stolling vari 
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Darboux gevallen, die die van Weierstrass niet omvat. In werkelijkheid 
is :1e stelling van Weierstrass een byzonder geval van die van Darboux; 
we zullen n.l. later in de integraalrekening bewijzen, dater bij ie­
dere op een interval gedefinieerde continue reele functie f(~) een 
fµnctie te vinden is waarvan f(x) de afgeleide is. 

Opgave 8~. J3epaal _het minimum van i p (x-at) 2 , waarin alle p .. ) 0. 
•.. y,. I V ;, JI 

Bewijs, dat het 11·erkelijk een minimum is. 

Opgave 90. Bepaal relatieve maxima en minima van x3 - x. 
Op ans.loge wijze als bij continulteit geschied is, kunnen w~ diffe­

rc:ntieer(>a.arheid van links en van rechts de.finieren. Een functie die in 

een punt van links en van rechts differ;entieerbaar is behoeft evenwel 
niet differentieerbaar te zijn. Zo is de reele functie \xlin O van links 
en van rechts differentieerbaar, maar niet differentieerbaar. 

§19. Uniforme en continue differentieerbaarheid. 
Ale een functie f(x) d.ifferentieerbaer is en er geldt dat bij iede­

re J ? 0 een b 7 0 te vinden is, zodat voor l x-y\ <. b en x ./ y geldt 

I f(y2-fi_& - f' fx)} < ?l-
f y-x ' 

dan beet f(x) ~niform differentieerbaar (d.w.z. Y hangt a~leen van 1 
en niet van x af). 
(19.1) Als f(x) uniform differentieerbaar is, 

Bewijs: Eij J > 0 is een 6) O te vinden 
x f. y volgt 

\ ili1-::f 1 !)_ - f I ( y) I < 0z, -,.~ ) 

I f.lx)-fii)_ 
x-y 

dus \f'(x)-f'(y)\( ?· 
maar ook - f 1 (x) \ ( -j ) 

is f'(x) uniform continu. 
zodat, uit \x-y\ < 'b, 

( 19. 2) A.ls f ( x) gedefinie:Grd is op :::en convexe verzai\101:L::-Jg C en diffE-:­

rent ieBroa)3,r en f 1 ( x) is uniform cont inu, dan ie f ( x) i.::nifo:.~m d iff eren-
t . ' ieeroe.::-;r. 

x en y ligt, 
f'(x)\zqz., 

ge l r1 J~ lx- ·i::. 1, - \.L l \ , 1 • ,, 

dus EU.I> \.f' ( 
~ tussi:::n 
'> 

We hebben nu nc:g en.:~e.1.e '1mr::.etkundige 0 hulpsteJ.lingr::-n c:vsr het O0m­

plexe vlak nodig .. 

:Jrie complexe g0talle.n b:ten c6llj_neair als 111::.1:Bt~n::-i t:c~r: '18l1 a-.:- d:!:'ie 

tussen de beide andere ligt. 

Als a en b comp1exe getallen zijn en a ! b dan beet de verzarneli.ng 

der complexe geta.llen x, die te schrijven zij,n x =~a+( 1- A )b met ';;\ 
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willekeurig reeel, de rechte lij~ door a en b. 
(19.3) Als a,b,c en d complexe getallen zijn, a f. b, c /: d en c en d 
behoren tot ( tjliggen op"} de rechte door a en b dan is de recbte door 

·o en d dezelfde ala de rechte door a en b. 

(19.4) Als a en b complexe getallen zijn en a f:. b, dan bestaat de re.ch­
te door a en b uit die en slechts die complexe getallen die collineair 

zijn met a en b. 

Opgave 91. Bewijs (19.3} en (19.4). 
(19.s)·stel C een eonvexe verzameling complexe getallen, ac c en noem 

D de verzameling die uit O ontstaat door a eruit weg te laten. Stel 
verder dat nook oonv-ex it; of dat C geen deelver~ameling van een recbte 
lijn is, Laat f(x) gedefinieerd ~ijn op D en differentieerbaar; verder 

, f' (x) continu uit ·te breiden in a, met waarde b., Dan is f(x) ook continu 
uit te breidn :in a en de uitgebreide functie is differentit:;3r'q,aar in a 
met afgeleide b. 

13ewijJp Ala x, n, y €:: D, a niet 
~sup ff'( ~)-b{. Bij iedere 1)0 is 

~tussen 
x en y 

tussen x en y, dan is l.f~x)-f(rl - bk 
x-y l' 

een 'S > 0 te vinden zodat uit ~€D 

en,~ -a\<o volgt \f 1 ( S )-b\<?. Als \x-a\<r, \y-a\<f, dan is vo-or $ tusaen 
x en y ook \5-a\<b (wae.rom:? ) , dus als bovendien x 6 D,y ~ D, x fi y 
en a niet tussen x en y ligt,ff~x):fi~l - bj<J6. Speciaal is er een 
o1 ), 0 metlf£x~:~CY.2 - b \ <.. 1 d~;\f(x)-f(y)\-< \x-y\ (\b\+ 1). Neem 

nu een rij xn E. D met lim x == a. Bij e.) 0 is een N1 te vinden zodat 
'h~ n 

. voor n 7 N1 geldt txn-a\ ,<. 01 en een N2 zodat voor m > N2 , n > N2 geldt 

ll ~-xn.\ .i 2( I bF + 7T . Noem N = max (N1 ,N2) en stel m -;,, N en n )" N; ale 

~ = xn' dan is jf(~)-f(xn)I = O<.£ • Als ~ f xn en a niet tussen 

~ en xn dan is /f(~)-f(x0 )t < l~-x0 \ (lb l+ 1) < t . Als ~ F xn en a tus~ 
sen~ en xn dan is D niet convex; er is dus een y CD die niet op de 
rechte c'l.oor ~ en xn ligt. Ieder punt y 1 /= a tussen :i en q, ligt dan 

ook niet op de rechte door xm en xn' want 
d.nders was de rechte door y 1 "=1n a dezelfde 
als die door ~ en xn e~1 y lag Yrel op de e.oe 

en niet op de andere reccte. Verder is y1~ C 
x"'t\ a. xr. ·-· en y 1 fa a, dus y 1 E D. Ki ee n:1 een re eel ge-

getal A zodat O <'. ,1 ,(__ minC-,;f1• -, J ··:rr-b~ 1) l}~- -> ·.1 h d~e :.s Y-1 ( t· /\Y)+·: -r.,, -a, •· 't. 1 + -a1 - -- ___ . 
+ (1--i\.) a··tussen y en;e en.y1·,t·avaro.aris/y1-a~~enr,y;1-, a\--<. 4(\'~+ 1) • 

Ten slotte ligt a niet tue3~n ~ en y1 (want de rechte door~ en a 
kan y1 niet bevatten) en evenzo ligt a niet tussen xn en y1• Dus is 

lt(~)-f(xn)f i ( f (¾i)-f(y1)j +ff(y1 } - f(xn)\ < (l¾i-Y11 +)xn-y1)· 

(lb1 +1) ~ (2\y1-a\ +\~-a\+ . jxn-aj)( lbl+1) = (2ly1-a\+ l~-xnl) • 

( lbt +1) <. €, •. Dus de rij f{ xn) is een fundamentaalrij, dus convergent. 
,,,,/·""' 
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Daar dit voor 41e dergeliJke rijen geldt, is f(x) continu uit te brei­

den in a; noem de wa.arde daar c. Dan is als y tussen x en a, y F x 
en y # a, dus zeker niet a tussen X en y ligt ~~w (fil~=~~ll - b)= 
~ f}c:l-9 - b. Dus uit x E D en tx-a l <.. ~ volgt f f.i~l;g - bl< 1( ., Dus de 
functie g(x) • = f(x) voor x E D en g(a) = c is differentieerbaar in a 

en g• (a) = 1>. 
Dat de eis dat C geen deelverzameling van een rechte lijn is niet 

gemist kan worden blijkt uit de reele .functie f(x) = O voor x <o en 

f(x) ;, 1 voor x '? O. Wel kunnen we, als gegeven is dat f(x) continu 

uit te breiden is in a, de bijvoorvraarden voor de definitieverzameling 
laten vervallen, daar die a.Ileen gebruikt zijn om te bewijzen, dat 
f(x) continu uit te breiden is in a. Zo vinden we de volgende stelling; 

(19.6) Stel C een convexe verzamel.:.ng complexe get;allen, a~ C, f(x) 
gedefinieerd op c, continu en, behalve eventueel in a, eifferentieer­
baa.r. Als f' (x) continu uit te breiden is in a met waarde b, dan is 

f(x) ook differentieerbaar in a met afgeleide b. 

Opgave 92. Voor reele c,( ~ 1 is x~ (gedefinieerd voor reele x > 0) 
uit te breiden in o, zode.t de functie daar differentieerbaar is. Bewijs 

dit. 

§ 20 gij en different ieerbare funct i~§.• 

(20.1) Als de functies van een rij fn(x) gedefinieerd z1Jn op een vaste 
convexe verzameling C en diffc1E.ntieerbaar zijn, dE:; rij convergeert in 

~ 

een punt a en de rij der afgeleiden comrergeert uniform ( lim f' (:x.) = -•~= n 
= g(x)), dan convergeert de rij fn(x) overal in C C:l,i~~fn(x) = f(x)) 
en f(x) is differentieerbaar met afgeleid.? g(x) (lim.ietovtrgang en dif­
ferentiatie mogen verwisseld warden: lim d fn~x) = Ld lim f (x)). 

'YI -.)Q() X "WI-> r,;,) n 
dx 

Bewijs: Eerst bewijzen we, dat fn(x) overal in C converge8rt. Voor 
a is dat gegeven, neem dus x I a, dan is \f (x) - f (x)\& tf (x) - f.(x)-

1 ,n m J~ I n m 
.. f 0 (a) + fm(a) f + fn(a) - fm(a)\~ tx-a\ sup Jf'n( ~ ) - f' ( ~) f + \f (a) r., .5 tussen m n 

a en x 
- fm(a) \ l Bij f_ > 0 is een N1 te vinden z;dat voor m _> N1 , n > N1 en 

alle Se C geldt \f\/ ~) .;.. f'm( ~ )! < 4 \xc _a\, dus suplf'n( ~ )-f'm(~;)I.~-
~ tusse;n 

a en x 
{. t ( 
-;;: 4 ,x-a·:\ < 2 lx-ai , en een N2 zodat voor m > N2 , -n >- N2 geldt\fn(a)-fm(a)\ 

t. ~- Noem N = max (N1 ,N2); voor m > N en n 7 N is dan \fm(x)-fn(x) \ < t:., 
dus de rij fn(x) is convergent. Nu bewijzen we de differentieerbaarheid 
in b f: c--met afgeleide g(b). Vorm daartoe de rij functies ~ ( x) gedefi­
nieerd door fn(x) = fn(x)-fn(b) voor x f b en {/) (b) = f 1 (~).Danis 

x~. /n n 

'fn(x) continu (ook in b). J3ij [ ) O is een N3 zoda:t voor m > N3 , 
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n_ > N3 en alle 5 E. O geldt lf1 n( ; ) - f' m< s, )I ( ½• Voor zulke m en · 

n en x l= b goldt dan \<fn(x} -" f m(x) l = 

=/·tfn(x)-fm(x)}-ffn(b)-fm(b)?I~. sup (:e• .(5)-f• <s>\' f: <E- en 
x - '6 Jtussen n n,. 2 

b en x . ~ 
voor x = b geldt If n(b) - 'f m(b) \ = \t'n'b) - ft m{b)\< 2 < E • 
Volgens ( 15.3) is de rij f n(x) uniform convergent en dac:i.~~ alle functies 

f_n(x) continu zivns is de limietfunctie y-' {x) ook con!i~u. Llaar voor 
x 1: b is lf(x) = ~ixx:t~b}, en. r<b) = g(b). Dus J1~ f(. ... {_~bl = g(b), 

dus f'(b) = g(b). 1 . 
01-ga.ve 93. Be~ ... cken lim n ( x n - 1) voor ree·1e x ;:, o. ( Beschouw de_ rij 

-w'->°" van de afgeleiden). 

§ 21. Reeksen • Absolute convergentie. Uachtreeksen. 
!]..s an een rij complexe getallen is•, vormen we daarbij de rij ~ = 

= j;, ak. "Je noemen dan de rij ¾ do reeks Lan.De 8n heten do termen·von 
de reeks, de An de partiele somm..l:!l• 1Us de rij ¾ convergeert met 
limiet A, dan z.eggen we dat de reek~"!:. an converfiaert met de $Ofil A. \Te 
sohl"ijven dan ook A = ~ a._. Dus :Z:- ak = lim ~ flit• Eigenl.i;jk is de 

~, · ~ y;;,., .. "h-,oe, I'{ .. , 

theorie van de reeksen dus in -r:ezen geen nieuwe tlieorie, daar doze op 
dio van de rijen (n.l. der particle sommon) terug te .. brengen ia ... 
Om.3olceerd is ook iodorc rij als ecn reeks op te vatten. Gaat men n.l. 
uit van ccn rij an ~n vormt men hicrbij do rij un als volgt: u1 = a1 
en ..!;n = an-an_1 voor n :> 1, dnn is u1 = ~ 1 = a1 en Pn = ¼., uk = u1 + 
+ ~ l. ~ = a1 + "#;,. ( ak - 8k-1) = a1 + ~ I. 8k - ~ ak = a1 + an ... a...,~ 
= a~· voor n -;> 1, dua an is juist de rij der partit}1.e somm.~n van un• 
Het eigen karakter van de theorie ontstaa.t, doordat we nu de kvresties 
samcnhangende met oonvergentie in aamenhang brengen met de termen van 
de reeks en niet met de partiele sommcn. 

Een reaks ,l:. a is convergent met som A als bij iedere £ > 0 een M n ~ 

te vinden is zodat voor n ~ N geldt fA - f--,~ f <. £ · • Maar een reeks 
ia ook dan en alechts dan convergent, als de partiele sommen een fun­
damentaalrij vormen, dus als bij icdere £ > 0 ecn N te vinden is zo-

dat voor m > N, n > N ge~dt t %,81~ - f:., 2k l < ~ • Is nu m > n {het ge-
val m = n kan buiten beschouwing blijven, omdat de verlangde betrekking 
dull.altijd ~ldt), d~~a m = n + p met peen natuurlijk getal en 

r, a._ = !: ak + a._. Daa.ru.i t volgt : ~- Ji K = I K-: .,,.,, - K 
( 21.1) Den reeks Z: an is dan en sleehts dan conve:. ~ent ala bij iedere 

€ ~ 0 ~e:. N te. vinden is, zod~t ~oor alle n > U en clle pgeldt f f:;.8k:J< f. 
Hieruit volgt dat evenals biJ r1jen de begintermen er voor de ~<frl-

ve:·.;entie niets toe doen. Dat is niet zo vanzelfspreltend als het lijkt; 
Hen bedenke slechta,dat als ip.en b.v. de eerste te::.~m van een reeks ver­
andert, daardoor ~ partiei.e sommen ve1~ c.nderen. De convergentie 
bJ.i~ft. clan w-~1 bewaard, ma.ar, anders dan bij rijen, verander-t de som • 

~ ~ .<;;: :._, <\;,,~:~' 
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( 21.2).Als m0;1 ve::..1 een conv,..n~;;ente reeks eindi::., veel te:rmcn verc.:nde~:·t, is de 

v.::ranei.·c:,~:de re.;ks ool: conve:-,.~.::,ent (maar de son Ii.an ee:.:i andezc sij.n dan 

-

t 

die van de oo:~spronk.0lijke 

lfeE}L.rt nen in ( 21. 1) 11 = 

\ant< E , <lus-

reets). 
1 d. .. ,n is ( an+1 l < € , dus. voor n > H+1 is 

( 21. 3) Lls de reel:s Z a conve:::gsert, i..:,eldt lim a = O .. n -.,~...:> n 
·.re be::t,i11nen een :reet:s i:n ~;lac::ts van me-t; de index 1 ook riel esns met 

- - co 

een n.nder :.:,eheGl i_:_;etal en defilliEtrsn r al_ = lim ± ..:7.:. ald het be•-. ~ ,0....., .. 1'1-7:10 .-(';:- VI" A,. 
st2,.::t. Ui t ( 21.1) vol gt rgeer, dat hot ~e::..n invloed 01, de convoI';;ent·. e ,., 

. l1eGft !~1G-'c nelke index ne 1.:)0 0innen. Ve:-der is voor ~11 < m2 ooL -;r: 2..1~= .,,..:a.., . "YI IC",,,,.,, .r .. 

= I: e:.,,. + ~ a._ 1 dus 00 v.:-'Y>I, ,,. !.(:::=, K ~ 

( 21. 4) __ 1.:; p en q gehelc ··. ctallen zijn met p < <.: daa bef.:-i; .. 1.an c::... a 
o,,:, ~ .<.,to k 

en ~ ,--::. bej.dc "7el of bsiC.e niet en als beide -qel bestar-.cu 6eldt 
K"'i, ~: ~ .,,c. 

~ .::-.,.. = . '- al,.. + Z: <.":.l,.. • i-;, .. ·. K~p ~~ -".,,t, ,. 
~ve~-'"~-::::;: \un:ilen ,,e de te-J:'men va:-a een conver~ente ra..:;!;:s i:n c:,roepjes 

bij 01>2,ar :;.1cmon; dit he...;;.i:t alleen tot __,evolg d.1t de rij der J_)artiele 

sonm?.n r.lco·· e,:n dcelrij vervangen pordt, l.i0 dus conve::.:;ent is m0t 
clczelfdc limii;:t. j)u~ 
(21.5) .·.1s I an co.nvcr,;c.::.:rt ,,.,.,.., 
0etalJ.en ei.1 bm = £ ~~ 1 clan is 
~ t<:.'n,4-1 .. 
L. an. 

en n is een it:i.j 2,ende rij natm..:rJ.ijke m 
Z b1_ conve:: ;.;.,o:rr'c met d.e zclfQ.,.; soi.'1 als 

.i .. 

r::0-~ omg0LeE.;::·da ._:.elC:.t niqtl i;o ·Lu d;,;: rv;;.Ls x,· 0 convo:,:....;,311 .. ti, niaa.r 

Z:. (-1)n nict en toch ontst2.2,t u::_t G.G la .t:.:,te :·c:. .1:s, Hls ·no .:,rocpjes 

vcn t,··o ✓ t-.:.nuen b:i;j c3:-1:.u2.r ncmen, }: Q., 1'.len me.,,_, d1::s "'~eoi:: te3:,.1cn ;ispli tsenu 

.,:'U.fJ voorb:;cld ve.n e.;u r0Gl.:s bo;;;chor_,..Jen ,.,e de i:i1e"tLund~L;.z0 ,:i..'0•Jk.@ 
"" ,J! .L _,;;J. k 1--c::.n+1 .,:. ..... Voor a F 1 .::,eldt "'- a = 1~-a (borrijz;.:;n r.1-:.,t voll0di,i:,C in~· 

) ·1 ~- 0 n -~ ductiu. • Ycrddr is ~~~ "'l = 0 voor t-sn < 1 (bE;denk ·dz..t \a \= t.::~1 u) ~n nict 
voor/;,.~.141. -:-:"ci::;ensj21.3) ~.:..:n de reeks dua allecnvoor1af< 1 conv0:.~geren. 
Dan ··.01clt ochter -=:- a = _,j_ - :f;., ~- 1-a " 
~ 3cschou·~ nu do r0oks ~ --, 1 11 • Nu is 1--{~ 1) = .?:,. - -=1- , d.us 
~ . 1 , . ~ 1 1 - ~Ji!. n+ . 1 .. + l, ('<) L. + 1 1 
~ ii(k+!O- ~{_lt - rn-} = 7 ~- · = 1- - n+i • Dus ~ k(i--+1 ~ = 1. 
(21. 6) ;ist\n en l: bn· co1n>"0r(:;..:~:on, o.D.n convc:;.,.,geert ook -= 1-c::" (; +b ) raet 

~ n n 
con som die de som is vo.n do sor.u11on van ~-- a11 en ~ b11 .. 

C 21. 7) /.ls ~ an convD. ·gcert e11 c is :-en com:•lex esctal, dan co11ve1--0cert 
~ c.:.:.:n ;;1.::.t c:n som die c mucl de som van Z::-an is. 

OE~nve 3_1• Bewijs (21.6) en (21.7). 
:.,c;n rcel:~s ~ _2.n hect a0soluut convcrge!tl, als -:Z l an\ conver[,e1J:rt. 

(21.8) ,.;ls e0n rc'-"ks cbsolu~·t: conver.-:-'Gcrt, convc:;:uee:c.'.'-'c hij. 
JtHP, ~♦t.> o 

2e·JJ§._ -~ l a1.;t ~ 2. lak\ = .::: I Z. \c"'-1,.) l • Pas hi0rop ( 21.1) toe. 
. . ~, •. \ ~~=l'lfl •·· V.1<""'H .t\.. I 

( 21 •.,) (L@jorZiptcri t .:.;:-cium) :: Als b 11 eon rij r0~la Vo tall on ~ 0 is, 

I b:..'1 c01wo:i::·.:.,0ort, -..:n voor_ de rij c.n :c:,eldt d2t er ,3en n is zodat 

voor allc n> n gcldttanl~ bn, drm :~-~~~~~~-~~-~~~: ..... f qn absoluut ( ~bn 
h0.-.. :t d<.1:;.1 eeu mc.jor.:mt van "- ci. ). • •n /Y\"f-J 

- .. n F z...1...-L 2.... 
k-1 K k .. 2 K 
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~Yri.~i§.; Voor n > N ....:,eldt )"'~ i a1_ l ~ 9-_*J=> bl:- = I ~ b;, • \ 

1 "'" -,.,-, , '"' f,;:.,,~ ! ~ 1 l " ,_,v,.. ,,___ 1 
Hieruit volgt dat .✓.f 2 conve:"'geert rrc:mt --·2 < n(n+1 J • De ?,&r-

n (n+i).11. ..,... !l.'' 
1 .. 1 -- ~-- _1 

monische reeks 2_ -1- even101el is d.i--.-er 0 ent, v::•ant ~ k = 1 + )_ .L-.--::-;- ,,.11 ): 

~ . 1 1 :t ")'\ 1 k'=.• . <1"'-' ,.,,,..,::.~- ✓ +1i'-
~1 + 4 2J- -:r = 1 + ,?- 2 = 1 + ~ en di t gaat naar + oo als n~ co. 

j"'-' 2" j''-1 

( 21.1 O) 0.i££11.ts'•ortelc:::i te:ri~n va:.. .. Caucl:,;t) ; Als vo:.:r een rij an geldt 

lim sup ·v ! an l-< 1, d211 is ·1:.. an ab::wluut convergent 1 als lim sup 1M1>1 . 
cla,.n is L a d:i.vergent. (rrit = 1 valt ni.ets te concluderen). 

n ~r,-
Be~:J.;L.s. ~ Noem lim su:p y l an\ = b. Als. b < 1, dail.! is er ~~n...:_ waarvoor 

z.0ldt 2 L-. c z 1. Daarbij is een n zodat voor a> N geldt Y\ an f z c of 
► \ a11l <. c".:._ :J2.~,.rdoor is de ree).rn Z. an gemajoreerd met de meetL:undi.;e 

recl:-s )_ c11 met c ,c(, 1. Dus J:_ a11 is absoluut conver0ent,. .Als b -;,- 1, 

cl..:-.r, is 8i:- e .. ;:n deelrij ui t ~\die naar b conve:.:'seert. Voor die deel-­

X'ij iD ii.1 iec~er gevnl van eei1 ze\ex-c index af \ an! > 1 .. Du.s kan niet 

lim an = 0 ·::.ij n, c.: U[3 d.e reGk3 L a.,. iG divergent. 
~~~ tl 
(21.11}(QJ:-1.otie~119_r_iterim11 vrn1 d 1 iUe.r:i1~t) ~ ).ls voor een rij an 0eldt 

Rn /Ovoor alle n en l:ln sup 'l a.11.. +1 } < 1, cl.:,n is I:. al'..., absoluu-'G conver..: 
1 an+1 \ _a.a - .i 

geJ"lt. aLJ lim infl1 a > 1, dun j_s > a ?iver.-·ent 
-. • . : ,.,. ~ 1 . . n l I an+1 '! b ., , ·---:;- . <n1 ~ k. G • 
bew:i.;:s: .1.~oom 1.m sup l~ -== • 1Lt.s o , .. iezen we een. c met b <_c < 1. 

Dan is cl~.arbij, ee:~ N1 zoda~ voor n > i:.;1 0eldt) a~+1 IL... c. Noer.a die n =.N1 + 
+ p, cL::111 iu \a \ ~ ~\'f cP ( volledi:::,e inductie). DE- reeks I_ a is 1...,us 

n 1 \ P ~ n 
Gemajo1"0erd met de reel-:s ; aN \ c = \ aN \ > cj/, di~ conve:.::geert. Dus 

~ an convecc3eert absoluut. Ji.a- 1:;_m inf 1 ) a~1 / > 1 , dan :is er een u2 

te vind Bn zodc; t voor n ) N 2 geld t] ~:11 / 1 en daarui t volgt \ an\;;,, ~ 2 +1)> 
) 0 vo~Jr n ;;, N2 .. Dan kan echtcr niet lim an = 0 zijn, dus :[ a is di-
vorg2nt. 

~➔m n 

r:re 'oe·,-rijzen nu, dat hct criterium van d 1 .AlerJ1bert zvmltker is dan dat 

van C2.uchy, d.T:~1.z. dat voor alle reeksen w;;.;..::rvan de conver_:_,..:::ntie met 

d' .A.le;.:1l1::3.:t tm1 norden ~,&nL>etoond ~ di t ook met Cauchy kan, en dat er 

resl~sen zijn 9aarvo,r het ~r,el uet; Cauc~y kan manr niet met d' Alembert°' 

geldt lim sup~~ ( 21. 12) Voi g~+~e\n rij an mst allo an /= O 
{- lim sup-;::--. 

Ccfl , a 
Be'.-1i.,j s: .Als lim sup) ~+1 \ = + a. 1 val t e:;:o nicts te bet!ij zen. Laat dus 

lim supl a~:11 = b een ree~l t;efo~ :ijn. Bij t ) 0 is dun een. N1 te 

vinden, zod.:.t voor 11 ) N1 geldt \ · ~ "11 L b + ~ • Hiorui t volgt 
aN +1,.. r~ ....1_ . . ..1.__ 

1 ...... c k-1 ] N + k "il' k b. (b + !;;.) (volledige inci.uctio), clus a..~ \ 1 ( \n . / .r.: 1+ .... 
81J, +j ~-k . 2 1\J1+k N1+1 

·(b+ f) •: i • • Het rechtcrlid van doze_ botrekkingen nadert voor k-:··HX> +-..ot 
(b +{- ) • :.s~r is dus oon N2 te vinden zode:t voor k > w2 geld t 

_j_ . 
~+k 
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Ho,:;m 1; = n1 + w2 ; voor n 7 H ;zoldt dan ~ < b + t_, duz lim su~ ~ b. 

Hie,.:,uit vol.st o.n.middcllijk dat .s.:_s van cc1: 1.~ecl;:;:;; de conver.zentio L.18"G 

d' lilcmbe:rt ka n TT~dc~n::'-'(·-·~r)~:•ioond, d~~/o~;-f:i ).£a1.,:ch~ ~e~ {9;i1,ral j_::-J. 
Neem nu de ,'.'eol'.s e:_ 2 • Hu is V 2 == 2 '\~ en dit 
n.:dcrt tot J voor n ~ oo, dus vol_;ens Cauch1 converg.Jcrt de rc;.:;L:s abso-

2-( n+1 )-(-1) n+1 -1+(-1) n - (-1) n+1 
luut. I.llal~r n--- = 2 en dit is ·i voor on-

2-n-{-1) 

even n ;::;n 2 voor ovci1 n. Hot d: .Alombert kan nic·t tot d ... convor6entic 

v2n dczc roots beslotBn wordon. 
( 21.13) Ju:s voor e..;n rij an met nllc e.n,f O scldt, dz,t 

converg-::ert, cl.:::.n convcrge-~rt ook d-:; rifyf;:_i en t:ol m0-'G 

. -\ 2'n+1 I als de riJ ~an·/* 

d(;. rij) a~+1 \ 
\ '--n 

dc~?..cl:f:dc limiot 

~iSayo_).5.• Ber1ijs (21.13) (op c;c:;.1eul analose TiijzB cl.s (21.12)). 
(21.14). liraf1;;1 

1-1 ➔ "9 

:Oi t vol;t direct ui t ( 21 .13) tocr;0~1.:.,._0t op <J.n = n. 
'":'"e laten nu a .. n voo:i. .. becldsn zion, tt'-.t 0r conve:;E:,:;_.n·te. en G.i v-::,r .:..,~nte 

reeL:scn bostc.2n ,.za.:.:rv2.n lim su1::/Y1u:J = 1. :Gen di v~rgentcre~ vcn cle.zc 
J.l 1 ~'/ 1 1 1 

soort is L 1, oc:n absoluut c1..i·.;.verbentc is L. 2 , '7C.nt V 2 =~-;::::-• ..,,/-
cu di t conv-:rge:::1"'t nac.:Ll"• 1 voor n _, co. n n 1,n "V'n. 

Ui t t;1eo:;:-ctisch 003,punt vordiont h~t cri t~rillia van. C..;;.uchy in alls 

o:pzichton tlc voorlreur boven dat van d 1 .Alembert .ro.nt in de c.:..rste: p4,a.:..--_ts 
is :h.c-t;. s·;;c~~Ler en in de twee .. ~ _pJ.aats hoQ:;':'t bet ook cc11 mCuiore vorm, 
....,ant bij Cauchy va1.1, a1H::30lute co~ver.:;cntic on div,:ir.:;:,cntic uiteen in a.e 

u.;;v2lle11 lin su:p < 1 en ) 1, macr bij d • .iu..Gnbort t:2.n pas bij lim inf > 1 

tot di vc::: _,cntie bcsloten worc1.cn { zie nogma.nls het voorbceld Qnder ( 21.12) . l Ci.n+1 l ···a,:.r voor o~:::.~ a.bsolutc convo:7e,ento re.~ks toch gcldt lim sup u · > 1). 
Iiot nut van hct cri tcriurn van d 1 .f.lembert is I do.t hct in vole 2,~2llen 

mal:l:cl ijl::0r toe to p.:::.sscn is en ons da2rdoor in u.G gevc.llen 1.1aarin het 
me·r~ t va . .lc in • tuat stol t de convcr~cntie r.1et minder i:1ooite aan te to­
ncn., Zo zien , ... ,0 :met -- 1 AlemoeJ:-t dirE.;ct clc.t de reeks L_ lT ( 0aarin n! 

i::;ec1cfinico:i:-d t:;ordt door O! = 1 on { n+1) ! = ( n+1) n!) conve;;:;:5011t is .. 

-:;c l{Unnen nu oot reel:sen v,.~11 :i.unctics bcschou· .. ,en L f (x) en hiorvoor 
.. . n 

conv0r__,011tis:: on uniform.a ci:,rP-!._~r:..;,entie definie:.."Gn met behul:p v,:,,n de rij 

dor po.rtielc sorJJ.J.on Ir (x) = L f 1.(x). Lu vol.:_;t; uit (15.3) en (21.1) n k:1 -... 

dir0ct. d.s.t h0t volc,cnde critcriura voor unif orme convc:-....,2,cnJGie ,_,cld t: 

(21.15) :..;.:::n re~ks L fn(x) convo:tgoert clan on slechts a.an uniform ala 
bij iede:,-e f. ) 0 con H te vinden is zodat voor n ) N, p natu.1.J.rl ijh: 

cm allc x in <l.0 clefinietiovc:..·zameling geldt \ L f 1/:x) \ I... £. • 
Het :.1z:jort.mto11cri terium necr.i1t de vol~cnde ~o'a.\~1-:.ate ca.n: 

( 21. 16) (H criterium v.:1.n ~ieiorstrass) ; PJ.s ej_" ecn rij ll reclo 6otal-n 
lon en oon M bcsta~·-- zodut voor n / H voor alle x in de dcfini tic ver-



zan:ieling van fn(x) geldt ll\1(x)f ~Mn en ::[ Mn 
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is conver~ent, dan con-
vergeert ~ fn{x) uniform. 

l ~+-t-1 

Bewi.1s ~ Voor n > N is ;f;..f1/x) l~ 
'Yl,-.p 

~ ~ M • l,,(.·m, n 
:Jen belnngrijk speciaal r:.;eval van reeksen van functiea vormen de 

::,:, 

macht_t.<?~J! 2 anxn. Voor x = 0 zijn deze altijd convergent met 
'""''" 0 som a . ., Passen ~"le op een mnchtreelr.s bet cri terium van Cauohv toe, dan 

0 ';'I~-, 
zien ~:e cl2.t absolute cdmver.;entie optreedt als lim sup V t anxn I= 

¥"1,- t'f-
= lim sup I ::c \ VI ant < '[ :i en di vo:r.geutie als lio sµp l x \ \t1aJ ) 1. .ii.ls 
lim s,.-i.p \)fat' een re0el gotal is {d1..1.s niet + cq, d·m1 is mal::kelijlr in te 

n ·,, - . ·y-'"' 
zie11, ci.,:::t lim sup \ x'\ \7/a \ = \xi lim f:up\ \ a..,,,~ Als bov0ndien 

n 1.u 
lim sup V'lanJ.~ 0 1 dc.n:is dus voor/xj< . -·-:-.;~ de rnachtreeks ab$0-

l1.m sup \1 1 an{ 
1 )} -lunt conver.;ent, voor fxl) --- divergent. Als lim sup \,o/\ant ::: 0 

lim sup \'7( art 
do.n is voor alle x ook lim su11 t x\ r;Yjz:..nj ::: O, dus de m.:tchtreeks absoluut 
conver2,ent voor alle :.-c. ils lin sup \?'In¼= + ro, dan is makk:elijk in 

n. .. -
te !lien dat voor alle x /:. O ook lim sup t x\ \/fan! = + co , dus cle macht-
ree~s is alleen conv0r6ent voor x = 0 en divergent voor nlle andere x. 

Ala ne nu R = 1 ~ noemen en r..ls we hierbij de afspraak maken 
lim sup \1 j ad 

dat uls lim sup (Yta0 1 = O, R = + m on als lim sup \Ji. a.J ::: + ro , R = 0 is, 
dan ;.:;cldt: 

( 12.17) E.;en machtreeks }: anxn is absoluut conve~cgcnt voortx\ < R en 
1 dive:e:;cnt voor Ix\> n, I-,ae.rin ~ bepaald :-1ordt door R = 1 --1:-m~·-;up \/\a~\• 

.(Hen noemt dcze ~ de qonve~:genticstraul van do maohtreeks)., 

Hot gobied van absolute convergontic : .:; dus hct binnengebied van een 
cirkel met straal :'1 (mot als grensgcvallon cen :punt en net hele vlak). 
E.oo d0 reeks zich gcdraagt voortxl = J. vnlt in het algemeen nietate 
zoc:.:,cn. · ;o me:;:>ken vcrd,n· nog op, dat r.,e, ~rcGGl13 ( 21. 13) , cls lim f-B±l \ 

an 
bestn2:t;, R ook kunncn be1)nlen ui t R 1 

-a \ • 
limf ~+i 

""n n Enkolc voorbeelden van machtroeksen; -S x .l, de meotkundige reeks, 
"\-"'..-a 

J. = 1, voor \x\ = 1 is de reeks di vergcnt ( de tcrmen conve::geren ni~t 
£,;.- "' 1 

nacr l'Ilu.). .2:_ ¾.::,, , Il = ---2 - = 1, voor \x \ = 1 is de reeks 
,..,...~, lim n 

absoluut cmnvergent, 

2. n!xn, R = o: 
1 {n+1)2 xn 

1:1ant 2 2 convergcert. Z nf , R = + ro • 
n 

·:e kunnen ook machtreeksen va11 de vorm 2 a (x-b)n bcschouwen. Het n 
convergcntiegebied nrordt dan "bepaald door een cirkel 1110t straal Ren 
met middelpunt b. (In het betoog vc1--vango men x door x-b). 
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Den, inachtreeks ·~ an(x-b)n bepaalt een functie A(x) = ~~an{x-b)n, 

gedefinieerd voor lx-bt< R.' -:c bowijzen corst de continuitcit en da~na 
dQ differentieerbaorheid van dezo functie. 
{21.18) .Al.s R de convergentiestraal is van I an(x-b)n en r een reeel 

getal. w;aarvoor 0- ~ r < R, dan convargeert de machtroeks uniform voor 
\x-b, 1' .. r. 

Be,Tllfijp: Voor·lx-bi~r geldt/an(x-b)nl = \un\ l:x:-bln~\an\ rn. De 
re(;l::s z ~an1rn oonvc~"geel't omdat r < R. Volgona ~Toiarstrass (21.16) 
convcJ:gecrt I:" ~(x-b)n dus uniform voor \x-bl <r. 

·.raarschuwing: -de .reeks behoeft niet uniform te• conve:;:gercn voor 

Jx-bt < n. 
OJ2f~nv~ 9_6. Toon oru1 dat ~ xn nict uniform convc:•:geert voor \x \ <: 1. 
(21~19) Jµs R de conve:·gentiestraal is van ~ a.0 (x-b)n, do.n is A(x) = 
= 1: an(x-b)n, sedefinieerd voor \x-b\ < R, een continue funotie. 

'11'!:S,. fl 

~:J;Ls ~ 1,[o beV!ijzen de continuiteit in een punt c met tc-b \ < R. Kies 
een reoel getal r, zodnt \c-bl < r < n is en bcschouw de functie eerst 
eileonvoor \x-b\~ r. Daar de m~chtreeks dan uniform convergent is en de 
partieie sommen ols polynomen continu zijn, is dus A(x) ook oontinu 
in c. lia<-.. r dan is A(:x:) ook oontinu in c als J\.(x) voor al.le·- x m.et Jx-bJ<R 
gedefinieerd is. Men kieze nrl• in de £ - S""- definitie de cf in icder 
geval < r -I o-b{ , dun geldt voor \ x-c l < S- zekor l x-b h;: \x-o \ + \c-b \<r­

- fc-b) + lo-bJ = r. 
Om differentieerbaa~·heid te be'Wijzon, willen re (20.1) toepassen. 

De rij functies is dan fn(x):, f 0 ~(x-b)k. D~_,e conve:;:geert zeker 

voor x = ~- Nu is f'n(x) = ~ 0 k8k(x-b)k-1 = I;,,. (k+1)8ic+1{x-b)t. liu 

zijn dit ~eer partic~e sommen van een machtreeks. Laat de convergentie-
. OQ 

atraal van doze machtreeks R1 zijn, dan is g{x) = *" (k+1)ak+1(x-b)k 

ccdefinieerd voor \x-b\ < R1• Laat R1 > O zijn. Kies eon reee1 getal 
r met O < r < R1 .. dan is voor Ix-bl ~ r de machtreeks die g(x) bepaaJ.t 
unifo2 .. t1 converg?nt. ".!e mog~n dus ( 20.1) toepo.ssen en vinden dat voor 
Jx-bl ~ r &eldt dat fn(x) convergent is, en d~ !, ak(x-b)k = 
~ ~o 

= ~- (k+1)a,.+1<x-b)k, dus dat de reeks termsgowijs gediffer~ntieerd 
I,{ • .) L\. 

mag worden. D~nr d~t voor iedere r < R1 geldt, is fn(x) convergent 
voor f :x-b 1 < R1 , d. w. z. voor do convergentiestraal R van :Z: an (x-b) n 
gcldt R ~R1 (dit geldt uiteraard ook voor R1 = 0). Verder kan men 
O:Q analoge rojze a.ls in het bcw:ijs van (21.19) inzien dat de-termsge­
vrijze diffe~entieerbaa.rheid geldt voor ru.lG x met lx-b( < R1• 

·.re bewij zen nu neg dat R = R1• Dao.r rye al ,1eten dot R ~ :n1 , is het 
. 11'1,r.-:-:\ 

voldoenda am te t=onen dat TI ~ R1, d. u •. z. lim sup v \ an\ ), · 
~ lim sup \/(n+1 J \ an+1f '• Als lim sup \/taJ = + oo , val t er niets te 
bc,rljzen. Stel dus lim sup \Ytanl = b ( een re5el getru. ~ 0). Bi·j. l.. > 0 

\'11,.f-- £. is er dan een u1 te .. vindon, zodat voor n > N1 goldt vian\ ~b + ?!• 



Voor n > N1 goldt da.n \l'{n+1) \ o.n+1l = 
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. n+1 n+1 
\ 1'1_r--:- /.. , ,\ - \ ,.,r-: .. - £ 

= V n+1 ~Jia.n;1l \/ l"l < V n+1 ( b+ 2') n • Di t laa·~ ate nudort tot b+ 2 
voor n -> (J), immers ddt lim \Yn+? = 1 bcwij:t men anuloog als (21.14). . 

' .,., -:,QQ "" _..., & ~ ,. 
~:r: is dus een I:~2 zode.t voor n > N2 geldt \/11+1(b + 2) < b~ £.. • Voor .. •.· 
n > m~:x(M11N2 ). g..:ldt ·duu ~·'tn+1) ) an:.,1r<b+ E. Dc.armoo io lim· aup \7 (n+1.).fnn+1f 
. ~ b b0~ozen en de volgende stelling vul"krogen: · 
(21.20) .Ala :a do convc.:.-genties-'Graul is van~e machtreeks :E a:u(x-h)n, . 
dan is voor }x-bt < ll de functio A(x) = -6-o an~x-b)n ee:n _di~ferenti0cr- · 
bare functic, waarvru1 do afgeloidc de ftmct:i.e ~ .. (n+1)n...,+1 (x-b)n is' ...... " ..... 
behorendc bij de maohtreoks, die uit de oorspronk.elijke mnchtreeks 
ontstaut door -~o::::msgowijzc diff-.rentieren. De la .. ,tstc machtrocks heeft 
ook convergentiestranl U. 

Het spreekt vnnzelf • d,.:;:t men op de afgeleide weer dozelfde stal-

ling ke..n toepasscn en uldus verkrijcen, dat Qo door een machtreeks 

voorges'i:ielde functie ,i:ril.lekeurig vaak differentj_eerbc:;ur is binnon zijn 

convergenti0 oirkel n1et 9ls n£ af goleid0 A ( n) ( x) = 1<~oi 1:f~ 8k+n (x-b) k. 
Als t1re nf spreken, dat do nuldo afgeleide van cen functi0 uclijk is a.an 

de funotie zolf, d~n aeldt dezc formule ook voor n = o. 
,.,c m0rl~e11 nog op dat -,a ons eigenlijk hot bev!ija va:.. {21.19) hadden 

lrunnen bespQrcn, om~t (21.19) diroct uit (21.20) volgt. 

OJ2f,/:WU.1• Bercke~~ n( n+15( n+2} ( nna.loog met do roGkS 

Opggve 9~• Bop&ru. de c.onvergentiestralen van ~ ~, ·J: 
n 

Qpsave 21• BeTTijs dat ocn reeks met reele termen 9 0 dan en sleohts 
dn~ convergent is rus de rij d0r particle sommen begrcnsd is en dat als 
hij nict convergent is, hij cigcnlijk divorGent is. 

§22 ReeJs~on van Taylor. 
-re willon proborcn 0cn functie f{x) ala ccn maohtroeks Lo. (x-b)n 

oo n 
to schrijven. ~e v-!8ten al, dat als dat kan, dus f(x) =~a (x-b)n, 

. ( n) ~ . {k+ \, l"" ( ) .,..=o n . 
er geldt f (x) = ) kft. 8k+ (x-b) .. , dus f n (b} = n! a , -dus 

(JO (k) -t;""~ • n n 
f(x) = L f fit ~b). (x- b)k ~ 

I. •v ... 

A.ls hot dus mogelijk zal blijken ec~ bcpaaldo functie als GGn macht-
rec:ks ·te nchrijvon, dnn zcl hot in die gedac.nte moetcn zijn. 

(22.1) 3t<;:l f(x) gcdofinioord oi: c~n convoxo vcrzameling, in do omge­
vipg van eon punj;b ( n-1) maul di~orfftjioorba.ar en in b . n maal diff e­
rcnticorbaur. Dan gcldt f(x) = ~ f k!(bl (x-b)k + (x-b)n c (x➔b) • 

. p_eTTijs: -c passen volledigo i'iiductie naar n toe. Voor n = 1 komt 
er de gcn1one diff crcntiecrbaLrheidsvoorwo.urde ( 17 .1). Stcl de botrok­
king bo.-11?:zGn voor n, dan gcldt lltat de afgelcido va11 f (x) -



~r' . (k)r l ~ - L f k' >b . (x-b)k gclijk is nan f' (x) 
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"n-1-/ f(k) (bY 

- ~ k!- :..t k(x-b)k-1 = 
~.. • ~ ..o( k+1 ) 'b} k . 

= f, (j[:) - L. t- *"' _, }, (x-·b) -on volgons i11ductievcrondcrstclling toe-
.J;<:-o- l..... . n - . 

gopr:.st op f 1 (x) is a.~t _r:·~li ;k af'..n (x-b} £ 1(x-;) b), l~u is echt0r 

f(x) - rf!~: t (!?)(x-b)k \ \ l 
volgons (17.18) v. .. v Jc. ~ sup \s-b\n .f 1( ~ ~ b} ~ 

x - b ~tuss0n 

~ } x-.. b) n sup \ £ 1 ( ~ -> b) \ , dus f ( x) = 
5tusr3on 

b ~n x 

b en x ( l-) ..,,,.s, i. '->- ( b) k 
· "\" · - (x-b) + 

L k! 

+ (x-b)n+1 f (x ➔ b). 
..,., -I .., ( k) ( b \ . k ' '"' 

....,.c noomcn nu f(x) - I" :i: l;:! .,._,;.J..(x-b) = Tin(x) dG n~ rosttcr:_m van f(x) 

in b. Houd nu x v.:-.st enK"v"o::onders-~01 do.t f ( s) godcfiniccrd on n maal 

diffc· e:mtia0rbaa.r is in allo punt0n tusscn b en x. Dc.n :i.s do functio 
..,_ I .,_. { J<J ( U) ,C 

mC:.-t·u c:.ls vario..bclc: f(x) - 2- .1. kt · (x-u)J diffcr~ntiocrbnc::r vool' u 
S<:.:t O ... 

tus:::;en n en x en de nfgoloidc is 

. ~' f ( k+1 ) ( u) . k 
- L 1--t (x-u) + 

~ f{lc) iU) k-1 f(n) (ul . )n-1. 
L- k! k(XTU) = - (i1'.-1}r tx-u ..• 

;~; komt orlRn(x)f~ (~=~~!' sup ~x -~\ n-1\f(n)(~)!, 
~tuas0n 

..,., ... 
'"'-=-- " Pas hio~op (17.18) toe 

.,;::,,b en x 

D:i t h00i; do rcstschat:ting vc.n Co.uchy. Dcze is 11Og in e ~n icts 2.ndere 

gcdnunte te b::."'cngon door to schri;jven $ = ffx + (1-i9')b = b + ~(i-b) 

mn+. () ~ /:I.,( 1,, iL'.Ul j.e :n: - S = ( 1- -:Y) (x-b), dus \Rn(x) \ ~ r~=~j1 · 
· sup (1-i')n-1 1f(n)(b+ 13(:x-·b))!. 
o.< ,!f ~ I • 

Voor rcele functios kc.n men door in placts vnn (17.18) de midaelwanrdo-

stelling v&n de differcntiaalr0kcning toe to passcn iots meor krijgen, 

n.1: Rn(x) = t~=~~7 (1-t.o/) 11- 1f(n)(b+ -J (x-b)) met O <. /j' < 1. Hi0rvoor 
hoeft f( ~)inde puntcn b en x slcchts (n-1) ma.::.l dii'fcrcntiecrbnar tc 

zijn, mi ts de (n-1) 0 nfgcloidcn duar continu zj_jn. 

( 22,. 2) (Restsch~tin9..§.:tclJ..ing v:an_Qg_uchz..J : .Als eon functic f ( :; ) 

gcdefinieerd is in allc punt.:::n gelegen tussen twee so_...,ovon punton 

b en x en n m21Gl ditfQrontieorba~r is on n (x) vrordt gcdofiniecrd door ...,._,fL..<'.iEl k n 
f(x) = ~

0 
k! (x-b) +Rn(:x), dnn galdt 

fn (x)t ,( \x-bl t suplx -5t n-1 l f(n)( ~ )\ 
n t n--1 ) · jtusscn 

b en :x: 

on (nn(x){ \( tx-bln sup (1-)J')n-1 jf(:1)(b+ -,9-(:K ... b))}. 
( n-1) t Of J'~ I 

JUs £( ~ ) oon rcole functie is, e;edrefinico::d op [b,xJ en (n-1) mncl con­

tinu dif'fs:.•__,nticcrbn:.r on op {b,x) n meal difforontieerba.ur en R (x) 

.-rordt 6odcfinicord als boven, d.::m is er. con reole 2/mot O < il< 1 



zodat Rn(x) = ~x·-b)n (1-.$\)n-1f(n)(b+ 9 (x-b)). 
(n-1) ! 
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· Om een andere restschatting te krijgen passen we (17.22) toe met 
"-1 k .. 

telier f(x)- ~t ½fl(x-u)ken_noemer (x-u)n, weer m~t_u als ve:and~rlijke. 
Voor u tussefl en x is di t inderdaad een eeneendu1d1.ge :funotie die -

tussenpunten in tussenpun-t:;en overvoert: stel u = Ab + ( 1- A)x; dan is 
x-u = A (x-b) en (x-u) 0 = 'A n(x-b)n = A 0 (x-b) 0 + (-:t- A n)O; als v = 
= F b .,. ( 1- f··)x an (x-u) 0 = (x-v)n, dan is A0 (x-b)n ~ j' n(x-b)n, dus 
;\ n = f-- n { voor x = b val t er niets "'ce bewijzen; we mogen dus x f. b 

veronderstellen) en 7\ = f-, dus u = v. l)a afgeleide van (x-u)n is 

1 -n( x-u) n--1 en di t is /: O voor u fo x. "'Te moeten zorgen dat u /= x; daar­

toe nemen we een hulppunt y ge1egen tussen b en x en passen nu op het 

lijnstuk tussen b en y (17.22) toe: 

,,_, ( k) 

f'(x) - ~ f k~y) (x-y)k,...Rn (x) f(n) ( f. } ( - f )n-1 
:r:;-o . !. sup _ s _ _ x ,. _ = 

(x-y)n (x-b)n U:~; (n-1)!n (x- ~)n-i. 

, - :k sup Jt(n)( $ )/ ~ ~ sup /f(n)( ~ ) /. 
!tussen ~tusaen 
o en y b on x 

De breuk in bet linkcrlid is een cmntinue functic van y. Door y tot 
x te latcn nade~en vindt men 

JR (x)I s lx!btn . sup Jt(n)( ·s )/. 
t n l n (tussen 

· b en x n . 
Een andcrc vorm hiervan is/R0 (x)f ~ fx~yJ ·. • su_p }f(n)(b+&{x-b))/. 

. • o s 'i;,;s 1 
Dit haet de restsc~atiing van LagiaE£:ie. Voor een reele functie f(x) 

~, :f(k) 'u' k {x-u)n~(x) 
beschouwen we f(x) - L k' !i J. (x-u) - __ ._..:;:::._ • Deze is nul 

~<> • (x-b)n 

voor u = b on voor u ~ x. Verder is de functie differentieerbaar met 

f(n}~u), n-1 n(x-u)n-1Rn(x) 
afgeleidc - _ (n-1 )1 (x-u) _ + n • Volgens de stalling 

(x-b) 

van Rolle is de.ze afgeleiJ.e nul voor een ~ tussen b en x en wel 

~ = b + -~:x::--b} met O < ~ < 1; dit gee:ft Rn(:x:) = !x-b}n f(n) (b+ i1i(x-b)) 
. n! 

( 22.3) {Restschat:t1ngsstelling van Lagrange_) : ils con functio f( ~ ) ge­

dcfiniecrd is in allc :punten gelegen tussen twee gegeven puntcn b en :x. 
en n maal differsntieerbaar is en Rn(x) wordt gcdefinieerd als in (22.·2), 
dan geldt 

}Rn{x)} ~_ lx~fln . sup f(n)( ~ ).I 



en JRn{x)J~ lx-bJn • sup lf(n)(b+9i(x-b))/. 
n! 0~~~1 

Ala fq) ee11 reele functic is 1 gedefinieerd op [b,xJ 0n {n-1) maal 
continu diffa.-cntieorbaar en op(b,x) n maal diffa-cntie6rbaar en Rn(x) 
wordt gedcfiniccrd als boven, dan is 0r eon ree1.e $-. met O <:: i7' < 1 

zodat 
R (x) = ~x-y)n f(n)(b+ $ (:~c-b)) • 

n n. 
. (~ . 

:Jen reeks L f ~b) (x-b)n heet ecn reeks van T_a:,:lpz:; als b = 0 n. 
ook reeks van hlao Laurin. 

Al.s f(x) willekourig vaak diffarontieerbaar is, is ILn(x) Godefini­
oord voor alle n. ils nu voor een waardc van x geldt lim R~(x) = O,dan 

ao (k) ri ➔ o0 ... ,. 

hooft dat voor die x tot govolg f(x)= L f k}bJ.(x-b}k, dus f(x) is 
. k~ ,; • 

door e~n maohtreeks voorgesteld. Om lim Rn(x} = 0 tc bcwijzen kunnen 
_.,➔~ . . 

do bovonstaande restschattingen soms gocdc dic;nston bc,,.djzen. 
Necm als voorbeeld f(x) = ex, dan is ook f(k)(x) =oxen de rocks 

!:.::_ I k 
van }/1ac L~urin geeft ax = ?:_ ~ 

xn ,ff,..,. -G. =v 
+ Rn(x) en volgens Lagra1-:...,e is Rn(x).= 

iod~r gcv!\l e ~x bcg.runsd on verder = ~• e l- """. Nu is voor vaste x in 
• ....,.n 

lim iiT' = O, dus ~im Rn(x) = o, dus 
¥1~oe-' • ~ • .,.le 2 3 4-
( 22. 4) ex= ~,[1'"=1+f+T+r+~+ ... • 
Speciru:ll is ~ 

e = b * = 1 + 1 + ; + ¾ + rt +.. . • 
..,.aarschu1e1ing. Opdat eon f'unctie door zijn reeks van Taylor voorge­

steld ,,.rordt, is net nict voldoonde, dat doze reeks convergeert; w0 

~ullcn daar binnenkort cGn toeenvoorb;:..eld van behande.len • .Ala we ccht .... r 
-~~ 7t~),,,g) t d b . . d t li .k t. 'd . .i.. d k ll«iunen a.an onen, an oviJzon we aa.rmee oge J or 1J , .. tau t.: .1.·eo s 
converg00rt en dat hij de functio voorstclt. 
Q:Egave. 100. Bcpaal de rock'sen van Hao.Laurin var.1 sin x en cos x: en be..­
wij s da1- de;zo de f\lllctica voorst0.l.lun. 
Qpge..vo . .J.Q1• Bepo.rJ. de reoks van Mac Laurin van 1~x. • V oor welke waar­
den vm1 x stcl t deze do funotie utoor'? 

§23. De stcllingen van l'Hospital. 

(23.1) .Als f(x) en g(x) difforcntio0rbaer zijn in a en f(a} = g(a) = o 
en g1 ~ o~ dan is lim fgfxxi = !: ! . (Dit batekent lim ~t~i bestaat 

x➔ ct x-Ht. g X 
on = g • Analoog in hot vervolg • 

Bcvnfs: Noom ocn rij xn fa a met lim x = a, dan is f'(a) = 
f x ) g(x ) ti~..o n ~ 

= lim x ~a,g!~)dim x ~a • Omdat g' ( a.) fa o, is ~ = 
n~oo n T1~c00 n 



f(xn) 
X -a n . 

= 1 im -g~ = 
h~<>J \All/ 

xn.-a 

Dus.~;~ ~t~j = ~~t~t . 
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( 23. 2) Als f (x) en g(tit) godefinioerd zijn op ecn convexe vcrzameling 

die a bevat en(n-1) maal difforcntic0rbaar en in a bovcndien n maal 

diffc:;:,:.11ti00rbaar, f(k)(a) = g(k)(a) = 0 voor O ~ k 5 n-1 en g(n)(a)f:. o, 
. • f~ f(n)(a\ 

dan 1s lim = --~ • 
x_-.,C\_ g x g(n) ( a) 

"° ( n) ( ) 
I3!3v.rij_s: Uit (22.1) vol0 t f(x) = J. n! a (x-a)n + (x-a)n t 1 (x ➔ a) 

on g(x)::: f!i.(~~(a) (x-a)n + (x-a)n e (x-,.a), dus !'psj. = 
11. 2 g X 

__ f ( n) ( a) + n! S. 1 ( x ➔ a) . f( n) ( a} = Tn)- en dit ,nc,dert tot · (n)' voor x ➔ a~ 
g (a) + n! t 2(x~a) g (a) 

Voorbccld: f(x) = x2 , g{x) = -1 + x + e-x, dus f(O) = 0(0) = o. 
Nu is ff (x) = 2x, g• (x) = 1-e-x , dus f 1 ( 0) = g' ( 0) =0, l Tenslotte is 
f 11 (:x) = 2, g"(x) = e-:x:, dus g 11 (O) = 1 f. o, dus lim x . _..,,. = 2. 

x➔ o -1 + :x: + e .A, 

(23.3) .Us f(x) en g(:x:) reele diffor~ntieerbarc functies zijn gedefi­

nici::rd op ecn interval met uitzondering v.:m eon punt a, lim f(x) = 
)\ --,) t\.. 

= lim g(x) = 0 on lim ~f xxJ bestaat, dan is lim fg~xx~ = lim ~-' ~ • 
X-yC• X➔ <7t. o X➔ C.. X"7' !'ii.. b ' 

J3e-;ijs: Noem lim ~:txt =Ken F(x) = f(x) - Kg(x), dan is F'(x) = 
X➔ c\.,:;, X 

= f'(x) - Kg'(x) Ftxj = ~fxt - K, P'(x) - f~txj - Ken lim !'1txxj = o. 
' g, X g X g'(xJ - g' X x➔ C\.. 0 

~egens hct bestaan v2n doze limiet is er oen omgevihg von a waar 

g'(x) fa O; voor do puntcn x > a, is in die orngcving g(x) dan eon 

eBneenduidige functie, die dus streng monotoon is. Indio omgevihg mo­

gen we voor twee punt en x en y ( y < x) beide > a ( 17. 22) toepassen: 

I'~f ~~=~f ~j} $" sup fit 1 j ~ sup ~: f i j • Laat nu y tot a naderen, t O · i tusson "l {tusscn S 
~yen X a~ef~X 

· . lL~l I \i11 < t: if t 
dan komt er tg("'x; J ~X1~~~~ g' ( ~ rj l • Hetzelfde kunnen we bewij zon ~oor 

X 5a. Bij l > 0 is ~r' eon 81 > 0 zodat voor )x-aJ < s1 geldt I~; fM/< 
< ~• Kies nu c) < S 1 en verder zo klein dat voor J:x:-a t<Sgeldt g 1 (x) /= o. 

Dan is voor lx-a]< J' pok/Fgf ~~ l < ~ < l , dus lim tt~~ = O, dus . . I X~A~ 
lim tltl = K. , 
X➔ c.t. gW 

Voorbeeld: f (x) = ex sin ( log x) _1, g( x) = v-; g0defi11icerd vo◊r 
x > o, lim f(x) :::: lim g(x) = o, f' (x) :;:: ex sin (log x) { sin (log x) + 

x.i.o xJo 
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+ cos (log x) J , g1 (x) = 2 y1,._ 

•{sin (log x) + cos(log x)} = 

' lim ~ txi = ~ 2 Vi ex sin { log x) • . 
x~o ,g _x ex sin (log x)_ 1 o, dus 11.m ,;:__ _______ ..;. =- o. 

X4-0 Vi 
Er is een sterke analogie tussen ( 2 J .1) en ( 23. 3) ; .. in de verondorstel .. 

lingen zit echter ecn essenticel v0rschil: in (23.1) wordt differentieer• 

:baurheid in a verondersteld, maar nict daarbuiten, in (23.3) wordt 
juist differonticerbaarheid bu:Lten a veronderstcld, en niet in a. 
(23.4) .Als f(x) en g(x) ree"le differentic.erbare func.ties zijn gedefi­

nieerd op een interval met uitzondering van een ~unt a, n m2al diffe­
rentie0rbaar, lim f(k) (x} ::: lim g(k) (x) = 0 vcor O < k -5 n-1 en 

f ( n) ( \ X ➔ Cl X 4, C(. :f(:x:) f ( n) / \ 
lim (n) XL bestnat, dan is lim gfiygfiy~ = lim Cn) 1x, • 
X➔4 g. (:::::) X ➔ei. X ➔ "-. g (x) 

Bewij~: rye passcn volledige induotie naar n toe. Voor n = 1 krijgon 
we (23.3). Laat de stelling voor n bewezcn zijn, dan mo.;;;.tGn -._:-,e h.:ar 
voor n+1 b0wijzen. TTe kunncn dan (23.3) toepassen cp f(n)(x) en g(n)(x) 

. f~-~~(~l f(n+1)< ) . 
en vin~en dnt lim -~ bestaat en= lim (n+1) x • Volgens induc-

x ➔ cig (x) X: ➔"-.. g (x) ( ) . ~fB f n w. tieverondarstelling bestant dan ook lim g· x en~lim tn) , dus 
X.+C\. X➔ ec.. g (x) 

...,.e kunnen nog opmcrkon, dat uit do go~evens van (23.4) en uit (19.6) 
dir~ct volgt, dat, als we f(a) = g(a) = 0 stollen, f(x) en g(x) in a 
(n-2) maal diffe:t0ntiee:.0 bnar zijn • 

.De tot nu toe in deze paragraaf behandelde stcllingen waren van het 
type i; ze gingen over d.e esrenswaardc waartoe een quotient vo.n:twec 
functies nadort, als beide in het kritieke.punt nul worden. Nu geven 
't:"C nog een stelling van het type~-~ 
(23,5) Als f(x) en g(x) reele differentiecrbare functies zijn gedefi-

nieerd OJ? een interval met uitzondcri1.· r.n een punt a, lim I g(x) 1 =· 
. f 1 (x) ~ .. f x _ . f 1 fxj x➔ c... 

+ m e~ ~~~ g, {x) bestaat, dan_ is ;~~ g x - ;~~1. gi x • 

Bcvrijs: '"-"e beginnen het bewijs gcheel analoog als dat van (23.3) en. 
vindon dat binnon eon zekerc omgeving van a ( v_~~r) x~a 1 < S 1) en voor 

x > y > a of x < y < a geldt/ ~t~~ : ~f~j/~.eu:p1~1 ( l 1/ en daarui t weer 
0 ~uss-n ~ 

a en x 

Jlf ~j : ~t~J} < ~ • ...,.c houd£n nu x vnat 0n latcn y varieren, dan geldt 

Ff x~ ,- Fiil -Im -rut " • - . g x _ g y - ~ _ 1 en di t is begrensd, ma'-<r dan is in een om-
g YJ 

geving van a ook Fg, tyyj begrensd omdat lim /g(y) l = + m. Maar 
;/➔ ("~ 

!t~j : ~~~~ - Jilyl - F(x) - LlYl ~(~{yJ . dus dit nadert ~ - ~(x) - g(y) ~~ • g(x) • 



An 89 -tot nul als y ➔a. Br is dus een f 2 ) 0 zodat voor l y~~a \ < b 2 geldt 

f Wx-f~,~~~ - ~f~j }< ~ • Voor I y-a I< min ( 01 , ~ 2) geldt dus / ~t~j }<£, 
dus lim :fxxt = o, dus lim ;txx~ = lim f1~;fxx~ • 

✓ ...,..,.., "' - ,,. .~ ,,,., ~ 
,'\. ., L"l- - -f:_ -/1 :_..t '-' -f._. ➔~:;l.. 0 . 

Ook (:eze stelling zo1.1.<1e11 ·-~~ 1.,;nne11 ui tbreiden door er hogere afge..:. 

le:Ldon in tc betrekken3 we gaan claar niet nader op in. Vorder merken 

we not, op, dat de veronde:-.:'stellinc; lim \ f(x) \ = + co , die we in ( 23. 5) 
.,.:.. -":>Gt . 

zouden V8;:,-acht.en, blij l:'b..:1a.r ove:-bod.ig is. · 

....,.e ]?robe:;:·en l!m x-. log x te be11alen. -re zouden het !::unnen ·proberen 

door f (x) = x e~ ~( x) = -1 · .: - ·t;e st ell en ( dat ge,::f"t Let geval -0° ) . 0 0 X 

. 1 f~x 2 Maar da.11 is f • (x) = 1 en c' (x) = - ---2 · , dus -::,~ · = - x log x, 
X log X 6 X 

dus dit helpt niets (ook niet met hogere sfgeleiden). Tiete:;:- gaat het 

als ..,re f (x) = log x en g(x) = ; atellen (dus het geval ~) 7 d.an is 

f' (x) = 1 en g' (x) = - _1_2 , dus ""'~-f ~j = ·- x, dus ~ 
. X x- £, .,,. 

(23.6) lim x log x = o. 
~~o 1 . 

Vervangt men hierin x door v dan is voor y -) + m weer x ,J, 0 en 
x Ior? x ::::: 1 log 1 = - ;tog Y • Dus lim log x = O. Vcrvari...gt rnen hierin x 

w y y y )(-:>+QC X 

door y °' ( ,-j.. ) 0), dan is voor y ➔ + co ook x-:.~ + ro en 10§ x = log Y-x= 
1 - y~ = 4_ 0 ~..X ~e vinden dus: .. A y~ • . 

( 23. 7) lim log;f t::: 0 voor .::;( > o. 1 
x-,+;)&· X · , ( lo O' x)~ .. 

"'regt;:ns lim x "5f' = 0 vol3t hierui t lim 12 - = o. Vervan;::;t; men 
'>("1 o I )l...--i>+e1> X a. 

Y ( lorcx)~ hier.in x d.oor c en~ door d.. dan is voor y ~+ ooc:ok .x ➔ +ro·cn ____ .....__, .... __ 
Y ~ ~. X 

_ ilQZ el - I-. Dus we vinden: 
- eY - eY 

:X 

(23.G) lim xx = O. 
'1--.--,-t JO e 

De beperking tot ;I., )' 0. is hier nj_et nodig, -nant voor ;,( ~ O is het 

evident. De stellingen ( 23·• 7) en ( 23. 8) zijn zeer belangrijk. ze zijn 

als volgt onder woorden te brengen: Voor onbegrensd stijgende positie­

ve :k "1dnt" ex het op de duur van iedere nog zo grote macht van x en 
11verliest 11 log x het OJ;; den duur van iedere nog zo kl_eine posi tieve 

naoht van x. 
!e kunnen het onde::.:-zoek van lim : ! ( en - CD evenzo) terugbrengen 

1 x..-~o, o ""e"n f:( l ) 
tot x -~ O door x door y te ve~vangen g(i) voor y "-' 0 to behande-

t · t d f (-1-) =Y_. f .' ( ¾) d ( 1 ) len mo l 'Hospi al. Daar echter - ..i.. en ~- g - = dy y 2 dy y 

. ,(1) (1)) · y 
~-• "1..:. ~ is hun quotiiint eenvoudig 1 • 'le hoeven de overgang naar 

y2 gt (y) 

y dus helemaal niet te rnaken en kunnen eenvoudig lim f' (x) nemen. Zo 
. X➔ ?'Oc)g 1 (x) 
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vi.nden we b. v. raohtstreeke lim 10~ 0 met i = ~ ...;,, O voor x "4' + oo • 

. . \ )(..;,jai) 1 .... j_ . 

Q:e~avp 102; Bosohouw du funotie f(x) gedetinieerd door f{x) = e- ~ voo~ 

raela x ~ 01on f(O) = O. Bowijs dat voor x~ 0 geldt f(n)(x) = 
P (x)e - 2 

= l'l ..,.3n x , wanrin Pn{x) een polynoom vooratelt. Bew.i.js da.t :f(x) 
.... 

oak in-0 ~itlekeurig vo.ak differontieerbaur is en dat :f(n)(O) = 0 voor 
allc n. Be,vijs dat de reeks van Mac Laurin van f(x) voor a.:l.le x conver­
gent isJ maar alleon voor x =Ode functie voorstelt. 
Qpgiwe, 10.J.. Bercken ~~~> 'b..±..2~_.ta+x (a reccl >- 0) en:-.;~ ;~;in x -. 
Qpr~ave 104. Lo$ opgavc 93 nogmaals op, ditmaal met .:;ebruikmaking van 
1 'Hospital. 

§ 24. lliuima en minima. 
(24.1) ils f(x) een reele functie i~, Gedefinieerd op een interval, , 
( 2n-1) maal diff crcnticerbaar, en in c 2n maal diff'oi•~nti~orbaar, f (k) ( a) 

= O voor 1~ k ~ 2n-1 011 f( 2n)(a) /:: o, da.n hecft f(x) in a ecn relatief . 
minimum {resp. relatict maximum), nls f( 2n)(a) > o (resp.~t( 2n)(a) < O). 

~o,yj.js~ Volgens (22.1) ia f(x) - f(a} = f( 2n)(a) 'f2~j 1 + 
j f(2n)( ) "' 

+ (x-a) 2n t (x -> a} = (x-a) 2n?.. ( 2n)f + e; {x -.>a) J • Kies een zo 

kf2':iin" omgevini; van a, dat I,. {x-,;, a} I < ½ If -~;~1 r> I d-un hccft dnar 

f ( 2n~f)+ t(:r. ➔a.) hotzolfdo i,okon al.s :e< 2n)(a). Aangezie'll bovondion· 

{::c.-o.) n) 0 voor x fi at hcc:f't daar f(x)-f(a) voor ::: I u ook h~.t~.wl:tcic t-o­
ken uls f( 2n)(a), ~a.nruit de bowaring van do stolling direct volgt. 
(24.2) iu.a f(x) cen roclc functie is, godefinieord op een interval, 2n 
mael diff~r~ntioorbaar, .)n in a (2n+1}. ma.al diffor.:ntiecrbaar, :r(k){a)u 
= o voor 1( k ~ 2n .:.n t< 2n+1) (a) /:: o, dan is f(x) ill a . 
stijgc:.:ld (r(jsp. dnlcnd), als f< 211+1)(u)) 0 {rrrnl). ;r\:::'.n+1 J(a) ( O). 

'"J:n+1 ( f( 2n+1) ( - ·· 1 · 
BeJ(l~fJ: Hu coldt f(x)-f(a) = (:;c--a)" ! 21141 , . -~ - + t.. (.x ➔ a)_r • 

liiormo-..; rcdunorcn vN op o.n~oGC wijzc v.:rde1, o.ls i;! ( 24.1), olloon ia 

:nu (x"'l"a) 2n+1 ) 0 voor x ). a ~n ,( O voor x ( a. 

~J.avo 1~. Ga het gcdrac:; in ho·\i 1/unt 1 na van 11.o functies x3-3x+} en 
X -6x2+8::+1 • 

§ 25. &_0 cxpoavnt;Lolc,, 13opiomct:..,ischu on lot;,"'.ri thpische :r_u_nctie~ • 
...,c hebbon ox godcfinieord voor reel~ x £in bewez~n dat danrvoor geldt 

·)O n . 
ox= 2. L. Doze reeks convorgo~rt cohter voor cl.le comi;lex~ x. ~ode-

·~~on! co n 
f inio'ron nu ex voor oomploxe x door ex = £" ~ • In de funotic·thuorie 

,-fl C.., 
wordt bowozon, dat dit de eni~o voor oomplt;;xo x sed~finieerda functio 
1,, die d1fterentie8rpar 1e, en voor roele x met ex overeenstemt. uo 
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schrijven nu een complexc -gcranderlijl{:c mot de letter 

JZ= y, dus z = x + iy. 
z en noemcn ,(K.z. = x.< 

. .\; 

Om de afgcloido van e2 1,~ bcpalon NO$en 

ronticren; we vintlon dan ~ J n+1) f n!fJT = 
' de3 z 

(25.1) dz= o. 
z -z · f t. . ..,_ t d De. af6Gloidc van o o 1s nul, dus doze unc ie is cons~an; oor 

z=O-te substituer0n vindcn wo dat dczo constante = 1 is, dus: 
(25.2) eze-z = 1. 

~ 1 -z Eieruit volgt dat c~ F O voor alle z en e 1 = ~. 
ez 

(25.3) ils f(z) gedcfiuie;ord ifi op ocn convexe v~1 .. zc't.m.cling, differen-

l tioerbaar is, en f'{z) = f(z), dan is I(z) = cez. 
QpfiaVo 106. Bewijs (25.3) (Beschouw de functie e-zf(z)). 

-.e kunnzn di t toepassen op di:: functie ez+a, -want hiorvan is de nfge­
lej_de oz+a. Door z = 0 te substi tueren vindc:n we da"'1> de consta1ri;e ea is~ 
dus; 
(25.4) oa k , - z· n -~ 

Als z de toegovoegd compl~::-rn van z is 1 is ez = ~ kf =-. lim~~ el = 
,1, It ~--- __ ~o . "l"'-"$10 ... -> ...... 

= lim L e,- = ~ ~~ = ez.Dit ge0ft~eZf == ·~ = \JN = ez = 
l1•,;,o-;2•·• ~ .i.C • \/-:-2.. ~~ ,.'- •. 
V'e <h% = e X. = ,?- 1 omdat ex> 0 voor allc reelc x. Dus : 

(25.5) \ozf = e l{z. · 

Hioru.tt volgt dat als z zuiver imaginair is: z = iy, }eiYl= e0 ~ 1. 
+. . I . Algemeer1 is ez .= ex iy = exeiy = ezl a1 Y. 

B~schouwen we ez als een af'beelding van het complc:xe vlak. in hot 
t o·omplexe vlak, dan "!10rden lijnen evon~ijdig mot de Y-as (x is constant) 

blijkbaar efgebeeld op stralen door de oorsprong o, gaande door het 
punt eiy op de e0nhcidsoirkel (de cirkel met s·traal 1 en middelpUt."lt in 
O) on lijr1en evenwijdig mot de X-as (y is constant) :Ln cirkels net rnid­
delpunt in O en stralen ex. De afbcc11ing zal dus gcl:1eel bopaald zijn1 

als we vastgcstQld hebbon hoe door e1 Y de reole yin de GQnheidscirkel 
i"rorden afgobeeld. Di t gaan we nu onderzoeken. Er docn zich daal'bij -twee 

vragen voor : 
1 ° Is de afbeelding ee110enduidig? Het antwoord luidt: ·neen.. 
2° Is de afbeelding con J afl:>eoldirig op de o,.;1.:h0idscirkcl? Hvt antwcord: j13 

'11'.Te voeren nu twee hulpfunctics in, die we sin z on cos z hoemen. 
In het voorafgaande dcel van dcze cursus hebben we deze funoties al be­
schouwd, ontleend aan de meetkunde. Van deze bcschou'Vl.ringen zullen we 
in het vervolg geen gebruik meer maken. Voor he·t; afleiden v2.n eigen­
schappen van deze functies mogen we nu geen oeroep me~r doen 0? aan de 
meetkunde ontleende konnis omtrent deze fun~ties. we definieren: 

cos z = f(eiz + e-iz) en sin z = i<eiz - e-iz). Hieruit volgen nu ge­
makkelijk de volgende eiger.1Schappon: 



(25~6) sin2z + cos2z = 1. 
(25.7) sin (z1+z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2 • 

(25.s) 
(25.9) 

cos 

sin 
sin 
cos 

( z1+z2) 
(-z) -
z1 + sin 

+ cos 

== cos z1 cos z2 - sin z1 ·, sin z2• 

sin z, cos (-z) = cos z. 
z2 = 2 sin½ ~z1 + z2 ) cos }1(z1-z2), 
z2 = 2 cos ' 2 (z1+z2) cos 2 (z1-z2},. 

cos z1 - cos z2 = - 2 sin ½ (z1+z2 ) sin ~ (z1-z2 ). 
z1 

( 25 • 10) d sin i = 008 .-, c1 cos Z = _ sin z. 
dz ~, dz 
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(25.11) ei:i == cos z + i sin z (form.ule van Euler}. 
012Bavej07. Berdjs (25.6) tot en met (25.11). 

Als z reeel is, zijn sin z en cos z ook reeel, omdat dan eiz en 
e-iz eoegevoegd complex zijn en cos y = ·J.s e1Y, sin y = J eiY. Voor 
re'ele z geeft de f ormule van :I:;uler juist de split sing van eiz in reeel 

en imaginair deel.. . oo . n ::x, • n n . 
_Verde::- geld t voor willekeurige z, e 1 z =. *v ~ :: ~ ->J.. z ! en e-iz = 
o\J { 1) l1. n n . . 00 • 2l:l' ~n (X;; ')- 1 t lr 2n . . :: I_),- 1 ,z , dus e1 z+e-iz = 2 ~ l. z , =2 L \_:- z 1 0neJ.Z-e-lZ1:: 
~::!, .2n~1 2n+1 O,} n 2n+r•l t2n) • .,..:CJ 2n) • 

= 2 ~ 1 z 21· ~ (-1 ) z · · en hi· eru"'t volgt di· r,•_,...,.,,._ • - :';;v (2n+1)! = ~., (2n+1)t' ... _..,.., 
~ < -1 > nz 2n z2 z 4 L . -

( 25.12) cos z c;: ""~'-' ( 2n) ! = 1 - 2 + 24 - 720 +. • •, 
ov (-1)nz2n+1 z3 z5 z7 

sin' z = J;<> ( 2n+1) ! = z - b + 120 - 5040 +. • • • 
1foem de verzameling der reele get all en y, waarvoor eiy :: 1 L,eldt, 

L • Dan is O E L. .tUs y E. L 1 d;::1.n ook ny E L voor t,shele n. Di t bewijst 

men voor natuurlijkc n met volledig,e inductie en voor negatiavc n = - m 
met behulp van e-imy = ...:1--. Verder is L gesloten in de reele gete.1-

einy 

l len.i..,Stel n.l. een :cJ..J y ~ L met lim y = y, dan ia aiy .... .:: im e ,... = , • n n 
+im iyn 

0 ~ ·-~ = 
dus y E L. Verder kan O geen verdichtingsp1mt van L zijn .. Stel n. l..,. een 
rij y_ e L met Yn I= 0 voor alle n en li:::-i1 y11 = O, C.,'D is· 0 = 

il iy . 
. e n -1 de1 Y . iy . 

= lim Yn = Ccry-)y=O = (ie )y=o==i~ hetgee11 ,--sr. tegenspraak geeft,. 

ils er dus een y fa O in Lis, dan is er ook een positieve y EL (met 

y is ook -y EL), en de onderste grens van de verzameling der positieve 
y E L lean niet nul zijn.. (omdat nul .. geer: verdichtings:punt van L is}, dus 
is een positief getal, dat een minimum is (omsat L gesloten is). Als 
er dus een y fa O in Lis, is er ook een kleinste positief getal in b~ 

i"Te z1,i.llen nu bewijzen, dat er inderdaad een y /::. 0 in L bes·taat .. Daar­

toe beschouwen we cos x voor reele x. Dit is een reele continue functie~ 

Nu nemcn we in de reeks die cos x bepaalt telkens twee o:peenvolgende 
te:tmen bij elkaar ( di t is geoorloofd wegens ( 21. 5)) en vinden co.s x = 

~ (-1) "x 2n_ _ ~ {C _1) 2n-1 x4n-2 ~ _1) 2nx4n }- ◄ 
= 1 + ,f;-, (2n) ! - 1 + ~ . {4n-~)! + {4n)! - · 
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. -~ x4n-2 

= 1 - L "1: 4n) ! { ( 4n-1) 4n-x2} • Als nu O ( x ( 3, dan be staat, we gens 
'Y} .. 1 

(4n-1)4-n ~12 voor alle natuurlijke n, de laatste reeks geheel uit po­

si t~eve terme11, 1,•aarui t volgt dat de som grater is dan een partie;le 
x2 ( 2J x2 x4 .. 

·S•m. Daaruit volr;t: cos x ( 1-rr1_·12-x = 1- 2 + '24, Vullen_we hier-

in voor x de ·waarde 1, 6 in, dan vinden we cos ( 1, 6) < -o, 00693 ••• < O. 
Verd er is cos. 0 = 1. Er is dus een posi tief re·eel get al :x: gelegen tus­

sen O en 1 ,6 waarvoor cos x = O. 

Opgaye 1 OJ~. Bewijs, dat de kleinste posi tieve x, waarvoor cos x .. = O, 
tussen 1,4 en 1, 6 ligt. (Neem. in de reeks op een ··andere wijze twee op-

eenvol,ge11de termen bij ellcaar). 

V d O geldt e ix + 8 -ix O d 2ix 1 oar ex, waarvoor cos x = , - , use = - , 
dus e4 i,x = 1, dus 4x E.. L. Daarmee is het bestaan van een y j:. 0 in L 

bewezen~ 

""Te noemen nu de helft van de kleinste y waarvoor y €_ L is JT , dan 
2 ::rt i iy is e . = 1. Stel nu e = 1 en bepaal h. :t gehele getal n zodat n ~ 

~ ~ ( n+1, dan is 2 1'T n ~ y < 2 -in ( n+1) ,. du~ 0 ~ y-2 11' n < 2 'Ji ... Verder 
is 1=eiY = ei-~ 7: n ei(y-2 rr n) = ei(y-2 1T n). Omdat 2 n- tlt:f kleinste 

positieve x fs waarvoor ei:x = 1, is dus y = 2'i7' n. L 1)estaat dus ui t 
/,.,l- .. 

al.le sehele veel vouden van 21T • Als nu voor willekeurige complexe 
z1 z2 z2-z1 

z1 en z 2 _geldt e = e , dan ia e = 1, dus z 2-z1 = 277' ~i, dus 
"'+2 7T • z 0 7T · z2 = z 1 + 2 JT in. Omgekeerd is steeds e:t:. 1 = e .a'- 1 1 = ez .. Deze 

laa.tste eigenschap drukken we uit door te zeggen dat oz de periode 

2 rr i heeft. ( In het algemeen heeft f( z) de :periode (.i;,;J als geldt 
f(z~~) = f(z)). 

We vragen ons nu af voor "7elke comple:xe waarden van z geldt sin z=O. 

Als 1. 0 1· s eiz e-iz 2 iz 1 2 · 2 7T · s n z= , = - t e = , 1z = J.r., z = n11 • Omgekeerd 
1 . ...,,.. . . -in rr 2 . 

is sin n rr = --:- (ein,, -e-in 77 ) = L "t (e in77 -" ') = 21 2i ,, o .. Dus: 

(25~13) sin z = 0 dan en slechts dan als z = n77 (n geheel). 

we doen nu hetzelfde voor cos z. Als cos z = o, is eiz = -e-iz, 

e 2iz = -1, e 4iz = 1,4iz == 2n 7T i, z = in TT , maar als n even is, n = 2m, 

z = m;rr 1 e 2iz = e 2im7T = 1, maar di t 
gesloten. Er blijft over n oneven, n = 

1 . i :·.~1'-7i+m7T)i 
is cos ( 2 7f + m 7f ) = ½< e 2 

moet -1 zijn, dus n even is uit­
'i 2m+1, 1 z. = 2· 7T + m 71 • Omgekeerd 

-(2 ff+ ID. r✓ )i 
+ e ) = 

1-,.r• -· 1'71". . - 2 ,, l. ·- m ,, J. - 2 tr l. - m 7T J. 

= §.__ • .. ( e ff i + 2 7T mi + 1 ) = e (e 7Ti + 1 )., 
2 2 

Als a 2 = b 2 , dan is O = a 2 - b2 = (a-b)(a+b), dus a= b of a== - b. 
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. Nu is (e ffi) 2 = e 2 7T i = 1 = 12 , maar e 1T i = 1 is uitge!loten, omdat 

2if het kleinste positieve getal y is, waarvoor ~iy = 1i dus e 711 = 
= - .1, dus cos ( ~ 7T + m Tr ) == O. 

(25.14) cos z .. = O dan 011 slochts dan als z = ½TT+ n 77 ( n geheel) • 
rye b~schouwen de :functio/3 sin x on cos x voor reel,o x nog vrat nader. 

Ui t ( 25. 6) volgt dat als sin x = o, dan cos x· = ± 1 en als cos x = O, 
dan sj_n x = + 1~ Nu is sin O =Oen cos O = 1. Uit (25.10) volgt dan dat -. 
sin x in O stijgend is• dys is sin x) O ~oor O (x ( Tf • Nu is 
cos.!.;r= o, dus ed.nlii:: 1;, U:Lt ~25.10) volgt dim ~noer, dat cos x in.½7T 
dal~nd ir; d1.1s cos""x < O voor - T[ ""x ~ Tt • nu is oin TT=O, dus 
cos tc = .;..1. Dus neemt · cos x v6or :x: t1~ssen 9 en ·rt. al:1.c l,va.::r~leJ? · tusgen 
+1 en -1 aan. Uf t ( 25. 8) 1 vol st dat si11 ( - °? Tr) = -1, dus sin x .ne$mi; 
voor x tuo!3e:n - 2 rr en + 2n: alle waarden tusoen ~1 en +1 aan. . 

Neem nu een willckeurig complex getal w, met I w I = 1, dan is ( ul w) 2+ 
+ ( ~/ w) 2 = 1, dus -1 ~ CJt w ~ 1. Er is een reecl gctal x te vinden .. 
zodat cos x = '01.,w. Voo~ die x is. sin2x = 1 - cos2x = 1 .... ( 'Otw) 2=( 71 w) 2~ 

Dus sin x == 7 w of sin x = .. - J w. Als sin x = - J w,. kiezen we x1 =-x 
dan is cos :x:1 = cos x = 'otw on sin :x:1 = -. sin x = ;J ;!• .. In ieder gevel 
iH er dus een recal gotal y tc vindon zodat cos y .. = i"Jl w en sin y .. = 
= ,Jw1 dus e1Y = cos y + i sin y = o-i w + i J w = w. Do recle as wordt 
sus door de afbeelding e 1Y inderdaad £l?. de eenhoidscirkel afgebeeld. 
~aarmeo zijn de twee bovenstaando vragen boantwoord. 

N{,m(m we nu eon willokourig complex gc~al w /: o, dan is w = ) wl \!£\ 
enlTTJ=:: 1. ~r is dus eon rc0le y ~odat oi~- = .. 1Jr 1; v0rder is er ocnw 

• W X X J.Y X+l.J W reele x zodat e =I w (, dus w = e o = e • :no afboclding, dio tot 
stand gebracht wordt door ez ovcrdckt dus hot goholc complexc vlak be­
halve hot punt O. 
(25.15) Bij ied~r 

d t z . 1 zo a . e = w; o 
heel). 

com~lex gctal wt O is cen complex getal z te vinden, 
= e 2 dan en slechts dan als z2 = z1 + 2 ~ in (n ge-

1 ( 25 .16) sin 2 7r = 1; 'cos n = -1. 
TTe nocmen oen rieel getal y, zodat eiY = l~I eon argum0nt van w, 

geschroven y = arg w. Dit is niGt ccn functio van~ volgons de door 

ons gogovon dofinitic ~an functie, want y is niet ondubgelzinnig door 
,-, bepaald. Het arsiumcnt is slechts bepc.ald op voelvoudcn van 2 11 na. 
Vcrdcr gclut ''-7:;:: /wl ei arg w =} wl {cos (arg w) + i sin (arg w)}. 
Mcctkundig is .. arg w de hock die de vocr:1traal van w maakt m0t de posi­

tiovo rcolc'as.~e-zouden door zokere afspraken van arg w wel con functie 
I 

kunn<~n mukon, b.,v. door voor to schrijven O ~ arg Yv < 2 Tr • 
z \fe noeme11 nu ecn a, zodnt c = -r:-r, oon logar±t:tme van w: log w .. = z. 

Ook doze io -Di(;lt Jondubbolzinnig bepaald. Als er; = w, dan e 'tfl. z = tw I 
dus'oi z = Log w (de van vroeger bekcnde reelc logaritbme, die w~ nu ter 

onderscheiding met een hootdletter schrijven) • .Verder is ei 0 z = 
= ..:iL. dus J z = ru:-i:t w, dus !Wl' ...., 

-~," 



An 95 

(25.17) log w = Log Jwf + i arg w voor w f:. o. · . _ 
De logarithme is dus op veelvouden vnn 21f 1 na bepacJ.d. \Te noemen 

die waa.rde van de logari thme waarvoor - 7T <. arg . w ~ 7T wel de hoofd­
waarde van de logarithme; deze stomt voor ~eele w met de van vroeger 
bekende reele logarithme overeen. Ook de.hoofdwaarde van de logarithme 

word-'G ·vrel met een hoofdletter gesohreven. z .. · 
Neem een willekeurige w0 fi Den kies daarbij een z 0 zodat e O = w0 • 

Kies verdor een re·eel getal C( zoaa.t o( < 1 z 0 < d + 2 7T • '!'Je beperk­
en ons nu tot waarden van z waa.rvoor 0( ~ J z < o< + 2 7f • Voor die z 
is er een eeneenduidige betrekking met het w-vlak; m~t ui tzondering .. van 
w = O volgens ez = w •. Di t is oen continue afbeelding. V!e willen bewijzen, 
dat de omkering log w =-z continu is in w0 (en dan ook in alle punten 
waar arg w /= o( + 2 7T n). Kiezon we een reeel getal (f > 0 en een ree·e1 

getal /: E [CX , o( + 2 7T ) en beperken vve ons tot die z waarvoor - o ~ 
~:ff! z .:{. o en o{f d z ~ (J 1 dan vormen. die z een compacte ruimte en 

dan is de .. omkering log w = z dus continu. N~em nu een rij v,n met 
lim wn = -w0 en de bijbehorende punten zn ( e n = .. wn) .• Stel dat ZRzn. naar 
bovonan'btg:mnsd was, dan bevatte zn een declrij waarvoor o17- ~ + co. 
Voor de corrcsponderelildc deelrij van wn gold dan- \ wl ➔ + ro, in atrijd 
met lim wn = w0 • Dus ·02_ zn is naar boven begrensd. Stel dat J1zn near. 
beneden onbegrensd was, dan bevatte zn een deelrij waa.rvoor o-l. z ➔ - en, 

Voor .. de corresponderende deeJ.rij van wn gold dan ) w 1-., 0 in strijd met 
lim wn = w0 fi o. Dus &2,zn is naar boneden begrensd,. 1:!!r is dus een ree'el 

get al y > o, zodat - 'f ~ Oi zn ~ "f voor alle n(> TJe bewij zen nu dat 
er een reeel getal /3. < :.J( + 2 7T bestaat, zodat vocr alle n geldt 
J zn ~ 113 • Als dat niet zo is, is er bij iederc 1-;, Z o( + 2 71 een n, 

zodat /J <.. .1 zn < c< + 2 71 , maar dan bestaat er ecn deelrij van zn 

waarvoor J z -"'!:i 0( + 2 7T en omdat deze deelrij beg1--onsd is, bevat deze. 
weer een convergente deolrij met limiet z* , waarvoor gcldt J z,,1,: = c< + .,.._ ' 

+ 2 1T. De corresponderendc deelr~j van wn convergeert dan naar oz, 
z·-J:. o · 

maar ook ne.ar w0 , dus e = o , . dus z~ - z = 2 TT in, dus ✓ z*-
J J ;,... '--t j 0 

- z :;:: 2 7T n, maar " z - , .J z 0 == (X + 21T - z Cl) :::l.aarvoor geldt 
0 · 0 

0 < o( + 2 - J z 0 -<. 2 7T • Di t geeft ecn tcgenspraak. Dus voor alle 

n geldt - <f ~ 1{ Zn~ a" t :x' ~ "J Zn~ /-3 < (>( + 2 71 • Voor zulke z 
is echter de continu:i.teit van de omkoring bewezen on geldt dus lim z == 

n 
= z •. Om de logari throe ondubbelzinnig bepaald en continu te maken kun-. o 
nen we.oen coupu~.aanbrcngcn bestaande uit een straal door de oorsprong 
,-,vaarvmor geld t arg w = CX + 2 Ti n. 

( 25. 18) .. ils voor een .ree·i1 get al .?( die complexe get all en w ui tgesloten 

v1orde11 .waarvoor arg w = oi; + 2 7T n benev.ons w = O en voor de ovcrigo 
w arg w zo gekozen wordt. dat o( < arg w < o< + 27f.· en log w met behulp 
van doze waarde van arg w gedefinieerd wordt, dan is log w aen continue 
f'unctie. 
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Bij dczelfde afspraak is log w ook diffe:rentioerbaar,.. want ez is ·dan: 

·eeneenduidig en diffo~ontiecrbaar en do omkeerfunctie is continu, dus 
volgens (17.9) is log w ook differentioerbaar end 10~~w 7 ~ = _J8 = 

. . ·~ e 
<iz 

1 = ~. 
W· 

(25.19) Onder dezelfde vroo:t'waardon ala in (25.18) is log w cen differe.n~, 
tieerbare f';lnctie en d 1g; w ... = ~ • 

Opsave, 102. Bewi.js dat log u1w2 .en log w1 + log w2 op eon veelvoud van 
2 ff" i nn aan elkaar gelijk zijn. 

rye lrunnen nu ook machten definieren met uillekeurige complexe exponen­
ten en willo.keurigc comploxe grondtallon /: O door o. b = e b 1.og a •. In he~· 

' . 
,rechtcrlid staat de al bekcndc macht vane met complcxc exponent, Door. 
hot o,trodon van log a is do waarde van ab niet ondubbelzinnig be~aald. 
Do vorschillende waardcn die ab.kan aanncmen ontstaan uit elkaar door 
vermenigvuldiging met e 2 7T in b .. · .,,Uleen als b geh0el is, is deze factor 

· al tijd 1 en is er dus maar een waul:.'de. We vcrgelijkcn de nu gcdefinieer­
de maoht in dio gevallen waa.rin. de vroogero defin::cio£ toc-passelijk zijn 
met do toen godefinieorde macht. Tcr ondorscheiding noomcn we de nu 
gedofinieerde macht oven a(b). Er zijn dan dric gcvallon waarvoor we al 
eorder machten gedefinieerd hobbcn • 

. 1 ° e-xpo11ent geheel, grondtal complex ft o; Nu is a(~) = clog a = a = a1. · 
Als a(n) = an, dan is a(n+1) = eln+1)log a= en log n + log a i; 

= en log aolog a= a(n)a ==- ana = c1n•:•J; o,(O) = ao = 1= 
o ( ) _ ... n log u · 1 · 1 1 · .,n . . · · 

= a ; a -n - C . = n log a = i:ith) -~ ""ii = a ,; Ill d::i. t 
e- . a 

geval is er dus volledige overconstemming. 
2° exponent recel, grondtal recel > o. Nu is a(b) = cb log a in het 
algemeen niot ondubbelzinnig bepaal4 (altijd. a.ls b n::.ct gchocl is), 
maar do oudc t.raarde komt vi7Cl ender .. do niouwe v.oor ,· n .. J.. al.s men. voor 
log a d0 hoofdwanrdo, dat is de go~one reelo wa&rdo Log a kiost. 
3° exponent complex, grondtal = e: o(b) = eb log 8 ,: 

= ebe2 TC in b, doze is in het algemoon niet 011du.b1/:-:lzinnig bepaald (al­

tijd als,b niet gcbecl is), maar de oude waardo komt "?Cl onder de nieuwe 
voor n.l. a.ls men voor log e de hoofdzruarde Log e = 1 kicst. 

In.het geval 3° lcidt dit tot do cigenaardigo mooilijkhcid, dat men 
niot weet, als mon e b ziot staun.1 c,fnhicrmoe de. in ~-iot begin van dezo 

?:::i b 
:pa.ragraaf gedefinieerde waardc ~l) n1 b~doeld nord t of de algemane 
waarde volgena de zoeven gcgcvcn ~$. machtsdcfini tio. rye maken de 
~aprBak, dat als niet hot tegonde·ol nordt vcrmeld met ob de waardo 
Z::. ~I bodocld wordt, In het nlgemeen is v0orziohtighoid met alle niet 
-M:::t 
onaubbelz nnig bepaalde 11functiesn gebode:o. 

ne kunnon az = ez log a bij vaste a en vcrandcrlijko z tot oen on­
dubbclzinnig ~epaaldc funotie maken door eon vaste kou~o van log a.; 
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dan is d:: = e 3 log a log a= az log a cvenru.s vroogcr. Bij zb lukt dat 

niet; er mootcn dan ovcrocnkomstigo afs:prakon gotnaakt wordon ala vreogo~ , 
bij log z; dun geldt 

dzh _ ~Pb l?g z = bob 18g z 
Tz - · d9 a · 

beb log z (b 1) log 
= , ~log z i = b e - . z = b 

. 
b-1 z • De 

b 
formule ~ = bzb-1 geldt uls in bcide lcdon van do macht dezelfde waar~ 
de van log z gokoz0n wordt. 

Men zou kunncn iragcn of de vroeger voor machten afgel~ide formules 
zeals a°b 0 = (ab) 0 , abac = ab+c, (ab)c = abo goldig blijvon. Nu zijn hier 

in hot al.gemeen zowel linker- als reohterlid van ocn gclijkheid niet 
ondubbelzil:lllig bepaald, maar men zou kunnen ve~ondorstollon, dat de vor-

·4lameling der waardon1 die hat linkorlid ka.n aannemen dczclfdc zoi,a. zi-g.n 

als d0 v0rzamoling dcr TTnardcn die hot rcohtcrlid knn n~nnemori. Voor da 
cerate der gonocmde formulas is dat inderdnnd hot govnJ., v~or de beido 
undcro bohoeft dnt niet zo to zijn. rye 
ga.nn danr niot vcrdor op in, TTol gevcn ixC enkolc voorbeolden, Kiest men 
in de t~ocde formule b = i, c = -i, dnn is b+c = O, dus eb+o ~ 1, Vorder 
is ai = 0 i log a.·-2 7T k, a-i = 0 -i log a + 2 7T 1, <ius a.ia-i ._; 0 2 7r (1-k), 

dus a.ia-i doorloopt a.lle TTUnrdon e2 7T n(n gcheol). Kiest m0n· in de derde 
formulo b =•0, c = i, dun is be= O, dus abc = 1. Vcrder.is a0 ~ 1 en 
1i = 8 2 rr n. 
(25,20) .. (ab)n = anb voor gohole n; dit is zo op to vntten dat do vorzn­
meling waardon die het· linkcrlid kan annnomen dozclfdo is al.s d~ vcrza-

.. eling waardcn die hct.rechtcrlid ko.n nannemon, 
~pgave 11.Q. Bem.js (25,20) • • 

Ops;av_o 111. Bowijs dttt voor con natuurlijk gcta.l n do n complexc gotallen 
?lfJ.k. I 

ti · '1- · ... .- (k gohoel, 0 t: k < n) in het complexo vlo.k de hoekpunton van een 
~~ ' 
&g~~~atige n-hoek 1 beschreven in de ecnhcidscirkeli vormcn. Berckcn de 
omtrck vun. deze n-hoek an bcpnru. de limiet '\7D.artoo dozo no.dert als n ➔ to. 

Opgave 112. Bepnai voor eon complex getal a fo Oen oen nntunrlijk getal 
n de complexe g'tallen z, t7Cd.rvoor z~ = a en bow~js do.t dit juist de vraar­
den zijn1 die a"!y; knn aann~men. Speciual necmt a :t tueo wnurden aan di.e. 

elkanra tegcngestoldo zijn. 

§26. De Jogartihmische reeks en de binomiuo.lrooks. 
"c TTillon log (1+z) in eon reeks.van Mac Laurin ontTiikkolen. ~e 

kiezen de hoofdTTaurde van log TT (d.-r,,.z. log 1 = o, -TT< 
(Jlog u 4 11 ) • De cig_el0idcn vo.n log ( 1+z). hobbon we al corder bepaald 

(zie o:p6ave 86; de rosul taten bl~j"~cn geldig omdnt de complexe logo.rithme 

dczclfdc.o.fgclcide heeft a.ls de recle). Dus 
1 . "fl-I k 

d.:1,Qe; !1+&) ;:; ~-1}n- (n-1 )! • _Dus Log (1+z) = :, (-1)k-1(k-1)! ff+ 
dzn (1+z)n . -,;;; 
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+ Rn(z) 7 ,t;;, (-1) - k + Rn(z). Hct is duidclijk do.t de reeks .LJ.-1) ~ 

convorgenticstro.c.l 1 heeft (ga dat na); we. behoeven dus alleen waar­
den van z met I z I ~ 1 te. onderzoeken. V oor t z \ < 1 doen we di t met de 
rests chatting van Cauchy.. Deze geeft \ R11 ( z) \ ..:s . 
-t_ I z l n) , s. up { 1- t') n-i { n-i) ! = )z t n sup _( i .- S- 2 n-_: • Nu is j1 + ~ z{ ➔ 
"" t n-1 · 0{(19'<1 }1 + lJ z In o ~ tt~ 1 \1 + tJ z I n 

?, 1-{1'!.z)V J; 1-1.J' en h+ 3 z I ~ d?R z}i7 ~ 1- iB. z, dus(~: ~~r~1 ~ 
1' n-1 · 

{ 1 en \i+ io- z/ ~ 1_1 {){ z dus0:~J1 ~~: "'I;\ n- is. begrensd. Verder is 

lim \zt 11 :::: 0 1 dus lim R,,,( z) = 0 1 dus de reeks stel t ·de functie voor • 
.,.., -)<:JJ ~ -'><JI ....... 

Voor lzJ = 1 proberen wie het met de restschatting ~an Lagrange. Deze 

} ( ) LI 1 ( n-1 ) ! 1 1 ,o .._ . 
gecft Rn z 1~ nT SUJ> H+--,. z 1 !'i = ii sup J "° . n • ilsu2 z 1/ O, is 

/J~ f4'-1 l' r I?~ »'t1 1 + /./ z' 
f 1+ 1f z) ~ 1+(2R z)fr ) 1, dus l-~1! Rn(z) = o, dus de reeks stel t .de 
functie voor. 

( 26.1) Voor alle complexe z, :J"aarvoor l z l ~ 1 0~ wa~rvoos lz\ =41. en. 
t,? z ~ o, geldt Log (1+z) =}: (-1)n-i ½ = z - ~2- + T'.;;. T + ••• 

( ) ,,,..,_ 
lo13ar:Lthmisohe reeks • ~ 1 • • • • 

·- -·-- ''":" ( -1 ) n- 1 1 1 . . 
Speciaal geldt Log 2 = L n = 1 - 2 + J - 4 + •••• Dit is 

'),, :ti/ 

een voorbeeld van een ree}-;:s die convergeert, maar niet absoluut canve:r--
geert. 

Met andere hulpmiddelen is het mogelijk aan te tonen, dat de loga­
rithntische reeks Log (1+z) ook,nog voorstelt voor alle complexe z, 
waarvoorlz!= 1, behalve z = -1. In het laatste geval is trouwens 
log (1+z) niet gedefinieerd en is bovendien de logarithmische re@ks 
divergent (het wordt het tegengestelde van de harmonische reeks). 

°" 1 n .o n 
Voorj z) L... 1 geldt Log (1-z) = ~ (-1)n-i ~-z2 . - = ... L ~ . 

,..,,,, «> 2n-1n 3 · 5 ..,.,,,,,. n · 
Door aftrekking vinden vve Log 1~~ = 2~~ ~~-1· = 2(z+·;-+ ~ + ••• ). 

rye merken nog.op.dat deze tormule door ons ook nog bewezen is voor z = 
= i en z = -1. Met deze formule kunnen we Log u bopalen voor alle reele 
u > O; stellen we n.l. u = ~~~, dan is z =~~~en dit is dan inder­
daad gelegen tussen -1 en +1. Overigens blijkt de reeks voor enigszins 
grote u slechts zeer langzaam te convergercn. 

In de numerieke wiskunde gebruikt men reeksontwikkelingen Vall functiE;< 
om benaderde waarden van deze functies te berekenen door een aantal. 
termen van de reet:s uit te rekenen. De vraag rijst dan, hoe groat de 
fout is, die men dan maakt, of hoeveel termen van de.reeks men moet 
gebruiken om een bopaalde nav.wkeurigheid te bere::U..:en. Om di t te be­
oordelen kunnen de restschattingen goede diensten bewijzen; deze geven 
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immers juist een schatting van de fout die men maakt ala me·n de :functie 
vervangt door een partmele som van zijn reeksontwikkeling.· Laten we.• 
ons b.v. de opgave stellen Log 2 te berekenen in tw~e,decimalen achter 

1 . 1 
de 1';:omma nauwkeurig. Omdat de reeks Log 2 = 11)<) - 2 + ! . . . zo slecht con~ 
vergeert nemen we lie~er - Log 2 = Log ½ ;;: - ?:_ -¾l , Volgens Cauchy is 

.')1:.:1 n2 
O n 1 ·· 

lRn(z)j < \zln sup !1 - v) - en voor z = - 1 word't dit .L sup 
---.: \1 + V z/ n 2 2n 

! 1 , n-1 . 1-•/l) . -< 
( 1-rlt)n " 

2 

{ ;;n sup 1 
1_ % ,< 2!-'1 , Om een nauwkeurigheid in twee deoimalen te 

n-1=8 dus .n=9 te ki · ·· ;·• ·- -...:l:,,,;: 9.;ijn. Het is voldoe. ndi daarvoor 
1 , 1 1 1 e~en. .!~ nemef dus voor l.io5 2. de som ~ -L. = 

~ ~ 2 + ~ + 24 + ~ + ToO + 3's4- ~ 896' + 2~48 = ~1~6~~ ~0,693:·. ~2~ De fout 
is kleiner da.n 256 = o. O{J4 • .. . Da'"'r de k . .. a ree s ,.,.; -'". 

""-'- 1... r0~:i.ti Pvo i..ermen be-sts.at is ecn partiol.e som kleiner a.a. ... .. 
. "' som, dus we kunnen zeggen dat 

Log 2· gelegen is tussen o,693 en 0,697. (Me1, . .., .. . 
1+z ... V~n ,do »ool-s:o VQL:)..,:-

Log 1_z was het nog iets makkelijker gegaan). 
Om een logar±thmentafel te maken moet men in een zekere bena.u..~ , 

~ - , 

de logartihmen bepalen van een stel rationale getallen. Op grond van' 
de eigenschappen van de logarithme is bet daarvoor voldoende de loga­
rithmen van de natuurlijke en zel~s van de ondeelbare natuurlijke getal­
len (z.g. priemgetallen) te kennen. Om de logarithme van een priemgetal 
p te bcpalen, als die van de kleinere priemgetallen al bokend zijn, 
kan men b.v. als volgt te werk gaan: p = ~ 1 dus Log p = Log (p-1) -

1- -. p 
- 1 . , .. · - Log ( 1- P-). Nu is p-1 eon product van priemfactoron < p en Log .(p-1) 1 . 

dus bekend; Log (1- P) bcrokent.men door in de reeks voor Log (1-z) 
z = ½ te substituoren. Voor niet te kleine p convcrgeert deze laatste 
reeks z0or goed. Voor p) 2 is dit procede nog iets to verbeteren, want 
dan is ook p+! oen product van priclnfactoren <pen men stelt dan p2 = 

= (p-1 l <y+i} • Voor kleino priomgetallen is dit procede nog niet z.o 
1- ·-p2 

bruikbaar (hot bovenstaandc voorbeeld lcert ons dat daar voor een mat'i­
ge graad van nauwkeurigheid al ocn groot aantal termcn van de reeks 
nodig is); voor deze bestaan echtor nog andere kunstgropcn om dB bere­
kening tc bek,orton, 

we geven nu nog con andere afleiding voor de rceksontwikkeling van 
Log (1+z) die eenvoudigcr is dan de bovenstaande, maar alleen voor\zl< 

. . en~ !-1)n-1z_.n < 1 goldig is. De functios Log (1+z) L- ... ~ ___ .... __ ....;;: zijn beide voor 
"Y)-:::..1 n 
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f z 1 ( 1 differentieerbare functiea •.. De eerste he.e.tt afgeleide 1!z ; van 
de tweede ka11Jie a.f'geleide bepaald r,rorden tl_~or t~rmsgewijs differentie-· 
ren, hetgeen Z: (-1)nzn levert. Maar 1+1;; = 'I: (-z)n (meetkundige reeks); 

~.,,() 41. Y?•ID 

de beide functies ,hebbe,n dus dezelfde afgelaide en zij_n dus op. een addi1il1 

ve consta.nte na aenelkaar gelijk. Door z = £ te S~!!liaueren ziet men 
dat die oonstante = 0 is, du.a Log ( 1+z) = L i-1 )n z, • voor\z I < 1. ,,,,,,_, 

Dat deze afleiding moeelijk is berm.st op bet feit, dat de afgeleide 
van Log {1+z) een zo eenvoudiga functie is, dat de geldigheid van de 
reeksontwikkeling daarvoor onmiddellijk duidelijk is. Bij andere funo-
ties zal de methode meestal niet tot vereenvoudiging leiden. . 

ue willen nu (1+z)F in een reeks van Mao Laurin ontwikkelen. ~e 
kiezen weer in eft 10g <1+z) do hoofdwaarde van log (1+z). Nu is 

n P- .....,._, JJ. - • 
51 <1+z}-=. TT ( JJ... -3)(1+z)I Yt. We definieren nu een binomia.a.J:coefficient, 

dzn . j-=" I m-t • 

voo~ complexe;fi en natv~:~ijke n door<~.)= r.c~t-jl. Verder c;;)= 
== 1. Dan is { 1 +z);,< = ~ ( /l: ) zk + Rn( z). Als Lt-_ een natuurlijk getal 

R:::,c, -· m /-
of nul is ( .JI- = m) 1 dan" btJvat voor k ) m (k) een factor m-m ~ o,. dua . 
dan. is {~) = o .. De reeks wordt dan een eindige som., Voor n. > m :ts Rn(z)= 
= o. De reeks stel-t dan voor alle complexe waarden van z de functie 

"l~l 

voor en we krijgen de uit de algebra bekonde formule (1+z}m -:- £., (~}zn 
(binomiaalformuie ·van Newton). ~e sluiten het geval dat~ natuurlijk 
of O is verder uit. Dan is~)~ 0 voor allc n. We bopalen nu eerst de 
conve:rgontiestraal van de rooks; nocm 01..Jl- = 'X en ··:J/A = A , dus /-" = 
= )( + i /\ 1 ~ en 71 rceol. Nu is - lJ..-.l iC£-i.1) I t.u -n t .. - '\T{( Y1 -n)2+ )I 2} - V{n2-2 )f a+ }f 2+ ~ 2J d ·tt..iQJad~~ 
· =:= n+1 · - n+1 -:-- • 11+1 en 1 n .er ii 1 

: ~) als n -~ oo • De convergenticstraal is dus 1 :h Voor l z l < 1 boschouwen 
we nu do restschatting van Cauchy.: JRn(z)/~ tnzL1 ; .... i su.:P (1- ·1J)n-1nt • 
• - · 0<1f~ 1 • \<~ )I J(1+ 1' z}/' -nf = n f zln \({)J sup (1- fj / 1··1 }<1·+ ff z)P -nJ= 

.0 r~ )}'( I . 
•= J,M-J !zin \<~ :~)ls,:( (1- // )n-1 J (1+ 17.z) f-n( 11 

Nu is ( c1+ {! z) .P- --:~\ '~fe( X -n+i~)(Log / 1+ 71 z! ~-~narg (1+ ri9 z)}.f= 
== 8 ( X -n) Log j1+ fl z] - ;, arg ~1+ '? z) = f 1+ .. -3 z(·· .e- J\ arg (1+ -8'z) 

maar e ..... A arg ( 1+ ?) z).£ e. (71\ i, • Vorder is ( 1- l~) n-11 1 + J.l zF~ -n = 

~ 71- ~ )n-~f /1+ -&.: f" ·1 en dit is -( 2 X - 1 als X).. 1 en {,. (1- /<l?:z I l• 
1+ ') zl~ o0 

ala .X < 1. Vordcr is voor /z I < 1 do rocks~ (~" :~) zn-1 absoluut con­
vergent, dus is lim lz)n-1 I<: :1>1 = O, ~us lim Rn(z) = O. 

<')'i "'7 CK_) ,-;, .!;x7;; •• 

Hiermco is do volgcndc stelling verkregen. · 
(26 .. 2) Voor ~le complexe z, waarvoor jzj < 1, gcld-t (1+z))A = 

0() 

= L (}')zn (binomiaalroeks). 
'°l',=o n '-M 

Het is mogclijk aan to tonon dat de binomiaalr~0ks de functio (1+zy · 

ook nog voorstel t als I z l == 1, z /= -1, ~ > -1. Vorder blijkt de 
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binomiaalreeks divergent voor tz l = 1 ,- 'o-1.)' ~ -1 en voor z = ~ 1, 
'O'lp '- .o, /.A p o. 

Opgave _ 111.. Bereken \1'3 tot op Trl'm5 nauwkeurig,. 

§ 27. Cyclometrisohe functies . 
.Als sin Z1 = sin z2,dan is O~ain z2-sinar=t2 cos ½ (z2 + Z1 ) .. 

; 1( ) 1( ) 1 ,;s:i.n 21 z2 - z1 • Dus 2_ z 2 + z1 - = 2 71 + n 71' , d. w. z. z2 == 7'T - z 1 + 2n 7T 01: 

-

~ z 2 - z1 ) = n ;r , . d. T>7. z. z 2 = z1 + 2n n • Als ,~re on.a nu be:perken tot 
die waarden van. z waarvoor - ½1r < 2f.L z < ½ ;r , of ai. z = } lT. , J z °' O 
of Ji z =:= - ½ ii , ✓ z ~ O dan is sin z blijk-· 
baar eeneenduidig; verder neemt sin z daar ook alle waarden aan die 
sin .. .z in het algemeen kan aannemen. Neemt men namelijk een vvillekeurig 

oomplex getal z, dan kan men daar, zonder dat de waarde van sin z ver­
andert, een dusdanig veel voud van 2 7T bij optellen dat - ½ IT ,<Ji z < -
< ½ rr ; als dan ½ 7T < Ot z < ½ 77 , nemen we JT- z, dan is daarvoor 
- ½ Tf < u1 z ,< ½ 7F ; als~ z = ½n , ~"7 z > O neme;p we ook 71 - z, dan 
is daarvoor Zflz = ½ 7r, Y z <. 0; als ?R. z = - ½ 77 , ✓ z < 0 nemen we 
7T - z - 2 77 = - 71 - z, dan is daarvoor ~ z =-½ ,, 1 ✓ z > ,O, Van de 

nu eeneenduidig gemaakte functie w = sin z vormen we de omkeerfunotie 
' en noemen de-ze arcsin w. We 1.1reten nog niet voor welke waarde van w 

deze gedefinieerd is; we zullen aantonen dat dit vnr. alle complexe 
~raarden van whet geval is. Blijkbaar is arcsin ~ = * 7T, arcsin (-1)= 
= - 12 Tf • Verder geldt: '" .. 1 · 

-I -
(27.1} Voor w f. 1, w fo -1 is .. arcsin w =·flog (i'iit + (1-w2) 2) 1 mits in 
het rechterlid zowel bij ( 1-w2f als bij de logarithme de hoofdwaarde 
gek-1zen ~-ordt. 

Bewi;js: We tonen eerst aan dat voor alle w I= + ·1 het rechterlid 
I •~ 

gede:finieerd is. Nu is (1-w2)" gedef·inieerd mi~s 1-w2 _/= Oi d .. w. ~· 

w /:; ± 1; de logarithme is gedefinieerd tenzij iw + (1-vl) '2' = o • .Als 
dat zo was, w~s -w~ =11-w2 en dit is on~og1lijk. Verder is · 

sin (f log (iw+(1-w2 )2)) = if (iw + (1-w~)2 - -1.- f ) = 

.. 1 .. 1 . . ... iw+( ·1 .... w2) 2 

-Jr (iw+(1-w2)2 - .. f1-w2 )2 + iw) i#·W• Voor deze w is dus arcsin w ged~:im.­
eerd;noom nrc sin w == z, dan is sin z = -r:r en we moeten bevlijzen dat onder 

de veronderstellingen ~an1 (27.1) g_eldt z = t' log (iw+(1,w2 ) -i ). Nu iE;J 

echter 11 log (iw + (1-w2)2)= -1! log (i sin z + (1-sin2z)2) ~ 
1 1 . 

=flog ((oos2z)2 + i sin z). Nu is (cos2z)2 = cos z of =:= - cos z. 
We zullen nu bevvijzen, dat het eerste het geval is. Daartoe.s:plitsen 
1.u-e eerst voor een willekeurige z sin z en cos z. in hun reele en ima-. 
ginaire. delen. Noem z ~ x + iy, dan is iz = -y + ix,oi~ c-0-Y(cos x + 

+i sin x)-,o-iz = .qi Y(-06s i ...,.·~~'11n: x)jtus 1 · .. 

1 • _ .i ~j),Y - e-'f. sin;.>:~::-~i~:~: 
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+ i f.(eY - e -y) cos x .. · We voeren nu twee nieuwe :functies in e;enaamd 
t:. 

sinus hy:pgrboliou~ en cosinus h.yperp_olicus (afk<brtingen sh en oh) gede-

finieerd door 
sh z = 1(ez - e-z) . 2 . 

1( z -z) ch z = 2 e + e • 
(27-2) sin z = ch (Y z) 

oos z = ch ( ,7 z) 

' 

sin ( 31 z) + i sh ( ✓ z) cos ( 7fL z) t 
cos ( 01. z) - i sh ( ✓ z) sin Cnz) •.. 

' Voor recle x is ch x .>, 1, want 
r z . )2 

ch z - 1 c:= _. e - ,,.. 1 •, ; voor rr:e·1e x 
2ez. 

heeft sh x hetzclfde teken als x, ___ __.,. ______ ...,_ _______ _ 
. e2z_1 . 

want sh z = z • De grafieken van 
2e 

sh x en ch x zijn hiernaast geschetst. 
9.Rgav0 114. Bewijs sin z = -1 sh(iz), sh z = -i sin (iz), 

cos z = ch(iz) , ch z = cos (iz). 
(Met behulp hiervan k§n men uit f.ormules- vt0r sin en cos f ormules voor 
sh en oh ma.ken) • 

O;e5ave 115- Bepaal de reelcsontwikkelingen van ah z en oh z. 
Keron ,ye nu terug tot ons oorspronkelijke bowijs, dan moeten we 

aanton~n dat de hoofdwaarde van (1-w2)i gelijk is aan cos z en niet 

aan - ooa z. Voor de .. hoofdwaarde is - rr < J (log( 1-~?)) ~ 7T, dus 

. - ½ 7l <:J<½ log (·1-w2))~ ½ lf, dus ~((1-w2 ).-!. ) = 
t . i .. 

= log I 1-w2 I __, 1 .. _ · 
:: e2 cos(J ( 2 log (1-w2))) ~ Q. Verder vclgt uit (27.2) en 

uit - ½ Tf <. Oi z ~ ½ Tf dat ook ?R. (cos z)~ o • .Als hct > 0 is, zijn 
.. .. 1 

we klaar. ils hot = 0 is, is 7 ( ½ log ( 1-w2)) ~ ½ 7:' en ✓- { ( 1-w2)2~ = 
½ log l 1-w~ I . 1 

= e .. > o. verdor is p.aar 1->t- cos z = o, due:: -::3Z z = 2 if of <ol, z :::; 
= - ½ Ti • In het eerste .. geval is J z < o., dus ✓ cos z = - sh ( :/ z) > 0 1 

in het t·weede geval is J z > 01 dus 7 coa z = sh( ✓ z) > o. Daarmee is 
.. 1 •· . .. 1 

- 1 -
beYrezen dat (1-w2) 2 = cos z en I log (iw + ( 1-w2) 2 ) = 

=flog (cos z + i sin z) ~flog ~iz = z bij de keuze van de hoofd­
waardc van de log, vrant ✓ (iz) = · i 'll. z ligt tussen - ½ 7T en ½ 7f • 

Hicrmoe is. ( 27. 1) bewezen. 
Uit (27.1) volgt nu dat voor w.p + 1 arcsin w ook di:fferentieerbaar 

is. De af geleido is ( noem arc sin w = - z) : d ardcsin w = d ~ · ··= 1 . = 
. . w . ~ . cos z . 

1 = -· __ .,.1 • -.. 2 
· ,c,_--w2) 



An.103 
1 

(27.3) ~- ar~:in ;lit=:= (1-w2 ) 2 (hoofdwaarde in het rcohterlid). 

Qpgavc 1,1P.· Bereken d ar~!ill..JL rechts:hreeks uit de formule in (27.1). 

Om d~ r:~~sontwikkeling ~an rcsi; wct1 )bepal~n, be:pale~ we eerst die 

--- --- ' -- 2 van ( 1:2) 2• 
1
ni t wo~~t; ( 1-vl) 2 = ,f::} ! , (,.-1 )¾ n voor l w) < 1. Nu 

t-) 2n+1 ·· , 
heeft L \ 2 · -1 )n ~ +i voor \wf < 1 dezelfde afgeleide als arcsin w 
" rn=o n .n 

en stemt elt" dus op een o.d.ditievo constantem IrJ;e overeen .. Maar arcsin 0= 
= 0 en de reeks wordt voor w = 0 ook o, dus de· re~ks stelt arcsin w 

v•or. v oor lw l < 1 • Verder geldt: -

~ ( 1) 
(27. 4) - ! = i2~!~ (n:1} voor n ~ 1. 

. 2 
fpgave .117..:. Bewijs (27. 4). .. oo_ ,~ ½J n 

(27. 5) Voor lwf <. i geldt arcsin w = ~ · n (-1) 
">f"I;'.~ 

.. 
w2n+1 
2n+~ ~ w + 

· ~ {2n-1 \ ~~2!1+✓! · · 1 :t · tf, .. 5 s 7 ~ 5 9 
+ L- I 1) -------- = w + b Yr' + 4· w + n-2 w + r1·.:::,rr w + •••• ~ ,=, n , (2n+·1; 22n-i .,,,c:;; 

Nu :is s111 J. 1f ;:: i .. want sin 3x = 3 sin x - 4 sin3x (ga dat na), en 
0 C.. 

dus als sin 7. :c: }, ,t a.an .. sin 3x = 1. Omsat sin O = o, sin f 7T ~ 1 is er 
een x met O < x < ~ ,7 waarvoor sin x = }; voor die~ x is ecbter o. < 3x< 
(. ½ 7T en de ei..ige ~ y met 0 < y < ½ "71.wa;rvoor s5.rJ, y = 1 1 is ½ 7T. 

D • 1- 1 d . 1 1...,...,. us_ s:.i.n .,,. If = -::·, . '0-S arcsin 2 = -::; " • 

( 27. 6) t 011 = J/ + 1:. ( 20- 1 ) , ' . = 1 + ...1. + : .. ;~n"i + 1· •43~_ b +~ • • • 
C '11-:.{ ll \ 2llf.1) 2•ll 2 48 I,:::.)\., 

. ' 
Do behandcling van de omkering van -cos z. brengori we terug op die VS+l 

sin z met behulp van cos z ~ sin <½ 7I' - z). 1Us -· ½1r < '7H <½ 7T- z)..c( 
<' ½ 7,: of o1 <i 71 ... z) = i ,,. ,J<½tf-2)( 0 of.~(½na,,z};: - ½tr, '1<½:ro-z)"» 0 
is sin ( ~ - z). eeneenduidig en neemt a3;.1e , .. a.>1upl0xc.-'! waarden aan. Dus 
als O <·'uiz <77 ofo-/z = o, ::fz);.O of;ff.z =Ti: Jz~ O is cos z 
eeneenduidig en naaut alle eomplexe waarden aan. Nc.1em de omkering 

arccoa w, dan volgt uit z =E.Pooos w, dat ~ 7T - z ::::. arcsin w dus: 
(27.7)arocos w = .. ½ 7T- arcsin w. 

1 
, 27 8·) d arccos w ( 2) - 2 ( \ . '· aw - = - 1-w hoofdwaarde in hot rechterlid). 

We definier0n tg z = sin z , gedefinioerd voor z /: -21 TT -1- n 'JT 1 dus cos z 

t 6 2iz~-i · 
tg z = 2' • 

. e l.Z+1 

(27.9) d ~~ z = 1+ tg2z. 
Er geldt .tg z1 :i..tg~~2als .sin z1 cos z2 == cos z1 sif z2, dus als sin (z2-z1). 

= o, z 2 = z1 + n 7T • Als we ons beperken tot - 2 rr < o{ z ~ ½ 7T ,· z f:. 
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:/.:. ½ ;r is tg z eeneenduidig en neemt al.le waarden a.an die tg z aan kan 
nemen .. We noemen de omkering van tg z nu arctg w. Er is geen z waarvoor 
tg z e: i of tg z = - i is. ( Ga dat na). 

( 27 .10) Voor w /= ±i is arctg w = 'ft log 1~i: , mi ts in .het rechterlid 
voor de logarithme de hoofdwaarde genomen v,ordt. 

Bevfi,js: Het rechterlid heeft zin waht 1-iw f= 0 en 1 + iw h, o. Verder 
is 

1+iw 
t { 1 l 1 +i 1K,,) i ~ - 1 

g ff og 1 :..i,~r = I 1""-i-Hv + 1 r,.:rv; 
== w. Voor deze w is arctg w gedefinieerd~ 

Daar voor .. de hoofdwaarde van 1 ---::-.;1 1 r:r 1+iw 1 
de log geldt - 2 Tf ( -I[ (23:' loo ~:...iw)~ 27Tf 

. . 1 1+i• 
1a arotg w = 21 log 1,;,;.iw • 

Verder· is P. arotg w = - 1 = dw u tg z 
dz 

Om de reel:scr:tw:lkkeling van areiig w te krijge:a., gebruil.:e11 we de reeks-
. ·· 2n-1 

voor z = iw, dus arctg w = -211.. 2 t: ~iwl , .. = 
-r,.-., . 2n-1 -

o:ritwikkeling van log {:: 

_ ~ i.::1l n+1 w2n-1 · 
- L. 2n-1 • .. .. ... .. 

")\:s:J . 

( 27. 12) Voor l w l < 1 
oo ( -1 }nw2n+! .. w3 +. w5 w 7 +· .. 

geld t arctg w = L. 2n+i = w - .,.- T - T •·· 
'n.:t 0 

We maken nu gebruik van het f Bit, c.at yre bewezen hebben dat de reeks-
ontwikkeling van log :_1, -t~ ook nog gela:t voo~ z. ::= :L De reeksontwikke-

-z 1 
ling van arotg w geldt dus ook nog voor vr = '!. Olndat sin 4 7f = 

. (1 -- 1 TT ) 1 7T . t 1 - ..., d + 1 1 7T D ;:: sin 2 I/ - 4 = cos 4 ' 18 g 4 il = l ;I us ::-.G .. C _.,g = 4 ,. us 
00 . 

< 21. 13) 1 u = I ~ -1 ) n = 1- 1 + 1 _ 1 ~ . . . . 
4 'i1-,,v i:::ll+1 . 3 5 'J 

Een go;d convergente reeks voor iT krijgt men door ¼ 11 = 4 arctg f ..... 
arctg 23~9 in een reeks te ontwikkelen. 

§28. pe hoofds.telling van de algebra. 
"Yi • 

(28.1) Als f(z)= f,.ajzJ, n?-1,. aj complex, anf. 0 1 dan:isa."<On oompl.ex 
getal z0 waarvoor :f(z0 ) == o. <'V\ a. . )? • • 

Bewij,s: Stel g( z) = t": f(z) = L ~ zJ = _L bJ.zJ ,· bn =:= 1. Het is 
-n .f-=• --n J,,. \5) 

voldoende te bewijzen1 dater een z0 is waarvoor g(z0 ) = O, want dan 

is ook f(z) = o . .Als b 0 = 0, dan is g(0) = o, a.us kunnen we z 0 = 0 
0 ~~ 

kiezen. Stel nu b 0 I=- 0. Noem R:::: ~ /i., .. j+ 1 + 11:i I, dan is R > 1. 

Voor I zf =~ R geldt dan \g( ,:;2,1 = I zn ~' ~>jzj l ~)z~n - flbi I izl j ~ / zt n ~ 
-Jzjn-1 ~ \b.J =lzln-1 ( ~ {bJ·t + 1""+\b01- ~\bjl)=/it11- {1.+fb0 /)~ . . J~ o ., ~-o J-'"I> 
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~ 1 + Jb0~>J~lVcoi·\~\ ~ R is \g(z)l een oontinue functie, gedefinieerd 
op een 9ompaote ruimte, die.uitsluitend reele waarden aanneemt en dus 
een minimum heeft .. taat z 0 een punt zijn waar \g(z)i minimaal ia. Voor 
:I ti= R .<·;, even~el ia 1g(z)\ > \b0 \; ~erder is lg(O)\=\b0 1, dua\z0 l "- ll. 
Voor al.le comple:x:e getallen. z, i"raarvoorv\z-z0 1 ( R -\z0 \ is dus \g(z)\~. 

i·· \g(si0)\ . We willel} b!wijzt:ntda! g(z0 ) = 9• l~m z-Jo = .w, d~a.,z = · 
= w+z01 dan ia g(z)_ = ~ bjzJ = ~ bJ.(z0 +w)J = ~ bj L {~)z j ~ll1 = 
~ ?\ • J;:.0 ~ J'" O· · J'::.(/ ~c) 0 

= !;:-c, ( {;, bj(!)z0 J-m)w171 = £-0 omv/11 =-h(w). Dan is h(O)~ = g(~0 ) ~n 
voor .twf < R - \z0\ is \h(-w)l ?3 \ h(O)\. Verder is o = L b.(J)z J-n = . n ;="t'>. J .n o • 

. = bn ~ o. "f:!'e moeten dus bewijzen dat h(O} = o. Stel ti(O) j. o, ma.ar h(0) 7. 
= c0 t dus c0 f. o. Onld_at en /.: 0 is er een l:leinste natuurlijk ge(i;al k, 

► ~"'aarvoor °le/.: o •. ns k < n, dan is h(w) = o0 + ckJt + f:_ c.wJ; ala 
k-= n, dan is h{w) = o + o .,;a. Omdat c /= O, is er eefn\!"~eei getalo< 

0 ii O . .. 
te v~nden, zodat o0 = Io \ e ; omd.at ck /:. o, J.s er een reeel getal (3 

· o I it& i oe-P.,,+,r 
te vinden, zodat ck = \ck t e • Neem nu w = r e • -~ · • f waarin r 
reeel > O nog nader te b;palen is. Voor die w is c + .. okwk = \ o \ eioL + • 

\ i{!t k i ( o<. - /3 +rt) ilX k o k \ . o k 
+tok\e re . e: e (\ 0 0 i-\ckj r ), dus lc0 +ck'(1 \ :::q\c0 \ .... l°k\ r l• 

Voor k ,t... n. kiest men r zo.i dnt O z r < min ( 1,R ... I z I , I c"~, 4te ~ 1 •) 
\C I O lt~1ef ~ le.ii '> 

voor k = n zo·:..dat O < r Z min(1,R-\z l , -1t:. 0 ! ). Dan is r :it::_ r'"<"~•, dus 
k · o k+1 ~ 1 - k \€.kf l 0 01- t !h~\ r > O .. Vero er is vc>or k < n :r ?--- l c ·\ ,z -2 f ck\ r • Voor 

ilt+•i kl k+1 .rn J"-k-1-r J k 1 k 
k < n:ts nu l h(w)\ ~ \ c + okw + r [.: 10., ~I c { - joklr + -2 toklr 7 

1 k O ' J :-. k+ I J O . . 

=\c0 I- 2 I ck\ r <.. fc0 J = jh{O)( ; voor k = n is lh(w) t =\c0 + 0 11~{=:= 
=\o0 \ - l ontrn < lc0 1= \h(O)I,, Omdat r~ R -I z0 \is, is echter (h(w) l . 
~ \ h( 0) f • Di t geeft een tegenspraak; dus h( O) = o, waarmee de ste_lling · · 

f be-r.rrezen is. · · 

929 Reelcsen. Voorv,aarde;t:i;l,ke conversentie. 

:men reeks heet voor11ram;:fl~J.~jk pqnvergent ala hij convergent, maar 

n:i.et aosoiuut donvergent i.a .. ~ti voorbecld is de reeks f ~ ··.1.1,n:.1 die 
,,..,.:::., ~ 1 

convergent is met som log 2, ma.ar niet absoluut convergent want,£;;-rr 
is divergent .. De tot nu. toe behandelde convergentiecri teria leverden 
steeds absolute oonvergentie en kunnen dus o~ voorwaardelijk convergente 
reeksen niet toegepast worden. Een hulpmiddel om oonvergentie v0-0r vooT­
,~aarde::jk convergente reeksen ~ te tonet:~a partiele so1Jllll8..1i.!!.• Stel 
twee r:i.Jen a en b en noem A = ;__ a-~ , dan is an=~ - An-i voor n> 1 en • n N D n /t: r 1\. N N-, 

a1=A1 • Nu is .L. a bn::::: A1b 1 + -f_ (A - A _ 1)bn = A1b1 -+ ~ 1nbn -2 Anb,,.~ "'-' "'=-' n ""',. n --n ,,,_~ ..,..,., -<; 

= £ An(bn - bn+1) + ~bN • .Als nu de rij An begrensd is en bn r~e~l, 

a~titoon en begrensd dan is de reeks 2._ An(b0 - bn+1> convergent, want 
. "" 

I AJ '('c,· bn>b en bn - bn+1 ~ o·dus tfA.ic(bk - bk+1})~ct,Cbk ... bk+1}• 

= C{b1 - b11+1) !f:.~(b1 ... . b) ... ,n dit is begrellSd d.us .de 
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reeks is absoluut convergent. Om te bewerkstelligen, dat ANbU convergeert, 
mooten we nog wat erbij eisen, b v. dat An convorgeert { dat bN conver­
gecrt volgt al uit de vroegere cisen) of dat AN bogrensd is en bN naar 

nul convergeert. Dit gecft de volgende criteria: 
( 29.1 ) (Convorgentiecriterium van Abel) Als 2... an convergoert en bn is 
reccl, antitoon en begrcnsd, dan convergeert I. anbn .. 
( 29. 2 ) ( Convorgcnticcri torium van Dirichlet) ila "I:. ~n begrensd ia ea bn 
is rocel, antitoon en convergent met limiet O, dan convergeert L 8nbn• 

Eon reeks l en hoot altcrnorond, als allc en rcclol zijn en c2n>- O, 
c 2n+1 ~ O., of c2n~ O, c2n+1.>-. O ( de reeks heeft dus om beurten cwn term ~ O 
on ocn term ~O). Uit het oritorium van Dirichlet volgt nu gomakkclijk: 

l ( 29.3 ) (Convorgcnticc~iterium van Leibnia_) Als Len altornorend is en 
l c.n l is antitoon on convergent met limiet nul, dan is 2_ en convergent. 
Bovcndion g0ldt, dat, als en ccn partiele som van 2- en voorstel t en C de 

som, uit on> O volgt en~ C 1 uit o0 <. O volgt en~ C en uit cn=O volgt Cn=C. 

!!£srijs: Noam hot gcval c2n~ O, c2n+1 ~O (het andere geval ~~a~-~naloog) 
Dan is cn=(-1)n1cnl-· Noc:m nu an=(-1)n en bn=\cn\ ,d.2.n is An=(. ~ 
dus An :::S, 1, 'dus An bcgrcnsd. Hot critcrium van Dirjchlot 2;oeft ons de con 

vorgcntie van Len. Als cn=01 dan is ook om=O voor~~>n, dus.Cm=C• Als 
en> O, dan is n=2m. Voor k> m gcldt dan c2k=Cn + ~cJ-=Cn +~(c2J._1 + 

k_ J = :/.t,,-1-1 J:::1'1+1 

+o2 j) = C0 -,L( \ c2 ;_1 I - \ c2 j t) ~ en , dus C ~en • .Als en<. 0 1 dan is n = 
J ,.,,,..,.,., ., -z.k+J ::L 

= 2m+1 Voor k>m geldt dan c2k+1 = en +?-cJ. = en +~<9 .. 2 J. + c 2J•+1 ) = J= 1,.u-1. ... I",...,.. 

"°n + j~, (I c2jl - ) o2j+1 \);?. en ' dus c,;;,.cn • "° . 
t 9:R5avc 118. Voor welke :r-~.ele waardcn van x zijn do reeksen 2- sin nx 

A ~I D 
on?° .£f>li..~ convergent ? 

-1t: I n 
Een reeks '2_ bn hcet een vcrsqhi~kine5 van de rooks 'J: an als or oen 

oonconduidigc afbeoldi.ng tp (n) van do ver.zamcling der natuurlijkc gotal­

lcn op zichzelf bcataat, zodat bn = ay( .... J .. (D,:; reeks~ bn bcstaat dus 
uit dozolfdo tcrmcn als de rocks La.n, maar 1·in oen andcro volgord~n) 

Hot is duidolijk dat dan ook omgckocrd L. an cen vorschikking van de 

reeks E bn is ( 8ni = b"f-'l'\'h}' lf{"tH= m, y(rt+v);: n). 
( 29. 4 ) Als Lan ·absoluut convergent is en 2... b0 is oen vo.rschikking 

van L a0 , dan is ""> bn ook absoluut convergent on de som van L bn is 
dozol:fdo als die van z_ a • n 

~c;vij_s.:: Bij () O i~ wcgcns do ab~luto convorgontic van 2- a0 ccn N1 
tc vindcn, zodat voor n> N1 gcldt z:=} 8kl ""'- -2c • Als A de som van Lan is, 

k,,..,.,+1 ) 'h c. 
is or (;On N2 t0 vinde:in, zodat voo;r n> N2 geldt A - [; 81r. f <... ~ • Laat nu 

bn :::: a .,.,, , am = b'l/'1"'"' zijn. Noem N = max ( N1 ,N2 ) +. 1 en M = f-=.-ivl1voo~ 
rp{: J \ ~ 'J ,Ji.. I - _£22_ I b ~ ~ N. 

n >M g0ldt dan l._ ok - L a I~ L. I a I~ L_ta'h\1<_f.nus voo.:r n>M gcldt 
",._ 1 .,.., ,. 1 m ,~ 1:- ~ 1i 'f'Ck) IYl't-= t11-1-, 2 

ft'fJ>-N 
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\A - L. ~I <. E, dua .L bn convcrgocrt mot som A • Om te bewijzen dat z:.. b . 
k=-• - n 

zcl:f'a absoluut covorgcert, bcdcnkcn wo dat2.. l bnl ook con vorschikking van 
z.. l an f · is on passon we hiorop hot reeds bcwezon gedool to van. onzo stol-­

ling too, hotgccn gcoft dat L l bnt convergent , dus 2- bn absoluu-t con­
vergent is ... 

Voor voor-irraardclijk convcrgontc rcckscn geld t deze stalling nict; 
zclfs goldt daarvoor do volgondo stelling, die in zekerc zin als het te­
gengestoldc van do vorigo stalling op te vattcn is: 
( 29-5) (Stallins van Riemann) Bij ccn voorwaardolijk convergento rooks 

. ' 

L an mot :reele . tormen is con vorschikking to vinden , die divcrgocrt, 
en is bij icdor willckourig reeel gctal c:r oen verschikking to vindon, die 

convcrgoort mot somcr. 
Jl_cvrl..is: We toncn ecrst aan dat Lan oncindig vccl posi ticvc en onoin­

dig vool nogatievo tcrmen bcvat. Stol n.l. dater slochts cindig vucl no­
gatiovc tormcn zijn, dan is or cen N1 , zodat voor n > N1 gg~dt 8n~ O. 
Omdat L a convorgont is, is or bij £ > 0 ocn N zod2,.t voor · n > N goldt 
~ n I .,.....i-t> ,...,±..P ~ 

\ ~ ¾: J-<£.. Voor n> max (N,N1 ) gcldt echtor· ~=-..,,+; ri.1,:( ,::. t~+.8:k = ~,\~\, 
maar hiorui t volgt dat ;_ an absoluut convergent is.- bot gee!~ niot hot go­
val is. Evcnzo bowijst men dat er onoindig vcol pos:L tiovo tormen zijn. 

We spli tscn nu de reeks L an in twee r€:ck:scn L bn on 2.... c11 bcstaande ui t 
die tormon vap Lan die . . . ~ O resp.. L_ O zijn, als volgt: b1 = atpti)' 
waarin lp{1) = :l.~ ~ ; di t minimum bostaat omda-t de vorzamoling dor k waar-

k _..., 

voo:' ~~ 0 nict lccg (en zolfs .. ono~ndig) is. Al~
0
blf = a4>(n). g~vondon is, 

dcf1.n1oron we b11+1 = a ( n+'l) , waarin'f ( n+1) = p_..,.'fJ""') ; di t minimum bc­
staat amdat do vcrzarneiing dcr k wa87voor ¥ O~onoindig is. Evcnzo vin~ 

don. we o1 == a'/J,I( 1 ) , waarir.t 1.Jr ( 1) = ~-~ ! , cn+1 = af,( n+i ) , waarin 
'f\n+1) = ~f~,tJ. Daa.ry,(n+1)><p(n) cnyr(n+1)>y--(n) , zijn bn en en dool-

rij en van &ta<. 0 • D aar b ~ 0 o ~ c z O voor a.1.l.e. n he b bon bn en en goon tor-n n n 
men -van an gcmoon. Vo.rdcr komt iodcrc term van an in bn o:f en voor, 
d v.r. z. bij icdcro n is con k tc vindon , zodat n = f(k) of .n ~y(k) is. 
Wo nomon hot gcval dat a ~ O (hot andorc gcval gaat anaJ.oog). Omdat n . ff (n+1 )> <p{n)? n , is or co1r1 klainsto m waa:rvoor 1f (m) > n ., Nu is m >1, 
~ant uitf(1)>n volgt an <O; vcrdcr isy0(m-1)6n. ·.ilsf(m-1)<::.n, 

dan volgt uit a.n~O , dat t.p(m) ='.:: an , hctgocn nict het go-val. i.s, Dus 
<f (m-1) =: n no bcwijzcn nu dat de rockson 5: bn en 'E. en divorgcn't ~i.jn. 

We gcvcn woor , zoals gov.u-oonlijk , do particle sotl van con rooks a.an 
met de corrcspondcronde b.oofdlottor , dus b. v. do particle som va.nI:.¾ 

• 'VI '11::- 1 * " .,. 
~ct An cnz. !order ~,la~l= ¾,.Danis En= 2 (Alf:(n) + ~(n) 1· _mmors 
2 (A ( n) + \,( n)) = 2 ·f, ( ¾:: + \ ¾: \). 0n hicrui t vallon allc tormen, 
~'"'aal¼oor ak..c::.: 0 , vmg en do tormcn., waarvoor ak~ o, zijn go1.ijk aan !\:• 
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Hot b<nvijs van de bctrckking is nu makkolijk met vollodigo inducti0 to 

lcvaron ( ga di t na). Wegons do voorwaardolijkc convorgentic van ~ a is 

A(p(n) convergent on A~n) divergent dus Bn divergent .. Op analo'ge wij~c . 

bowijst men do divcrgontic van i: on met de betrekking C11 = ½ (A~n) - A*(J 
We willcn nu oen vorschikll;ing van Lan construer0n, die naar o- convor-'tfli . 

gccrt. Daartoc kiczon we oerst zovcol to.rmcn uit X. bn dat de som ~ a­
wordt, daarna zovccl van L. en dat de som L:.. er- . wordt t daarna weer van 

r 'bn dat de som weer· ) o-wordt enz. Di t gaat als volgt: bopaal n1 =min n 
d ·t . · .....- b · "O 7.3,.,,_~cr-

i is mogclijk wcgens de divcrgontio van "- n •. Dan is .vn1 - v == 

=Bn ~1 + bn - 0-< bn (dit hocft nict to golden als n1 = 1 ) • Kies dn =bn · 
1 10 1 voor n ~ n", Bopaal nu m1 ~ min m ; di t is mogclijk ·,vogcns de divorgcntio 

:I• C .((T-i?, _, 

► ~ ..,. "'• van "- c ~ Dan is a- - B - C = er- - B - C -1 -· o 6 - c • Kies n n1 m1 n1 m1-, m1 m1 

dn =:= on-n1 voor nt::.ntn1 + m1 , dan is Dn = Bn1 + cn-n ! voor die n • Laat 

nu nk en mk govond on zijn , zodat B0 k + C~ <.er- on d 0 voor n ~nk + ~ 

zodat D n + ::-::: B + C • Bcpaal nk+i = min n ; ( d:i. ~ )':ar 1_1\Tcgons de di-
k mk: nk mk 13-h~cr-- c,,.,,, 

vorgcntic van I' b ) dan is n1,..+1 >- nk I want voor 11~nl-t is Bn + Cm if::-. · n 1- · · k 

'13n + e <. o- • v·order is Bn + Cm. - r:::r = Bn. -~ 1 + bn + Cm -tr< 
k ~ k+1 ·K -K+1 k+1 k 

<bn • Kies d ::::: b voor nk + mk..(. n~nk+i + ml: , dan is Dn = Dn +m t 
k:+1 n n-mk ,.._,,...I< .. k k 

-+ 2 --..- :: d. ;:: B + C + ~ b. = B + C voor dio n .. :Bcpaal vcrdcr 
j='" .. -+......_ .. , J . nk ~ /:•""'1-:"'' J n-mk ~ 

~+i = min m ( dit kan wogons do divcrgentic va1;1 I::.cn), dan is Inic+1 > mk , 
C__,"-.<T"- 13,.., 

t want voor m ~m':.,.' is B + C ~ D + C ~er. ~/r;1d0r is er- Bn -C ::::: 
. K nk+1 m llic+1 mk k+1 Ill:k+ 1 

= 0- - B - C 1 - o L... - c • Kios d :-~ c voor 
. · flit+1 ll\r+1- 11\:+1 - !l\c+1 .n ;n-nk+1 

n. + m _(: n ~ n + m. dan is D =: D + 2 ___ d • =B + 
··· K+1 l¼ k+1 K+1 , n nk+1+mk ;·,,,.., ... -, .. , J nk+1 

""-- .!!:,.-JI k-,.1 < 

+c + 2 c. == B + C • Hicrmoc is ocn r:;.j d. gcconstruoord. 
mk i"'-,.,,.,>c-t, J llk+1 n-nk+1 n 

Icdcro dn is ocn t.erm van "L b0 of -van L c 0 • OmgokoGrd komon ook icdcre 

bn. en c in de rij d voor ; immcrs ui t nk~ k volgt , dat min h = k be-ll n ,?, ,-,.i . A~ 

staat ; dan is nk_1 .t... n ~nk on dan :Ls dn+mk-i = bn. E-venzo voor on • 

Hicruit volgt di:rcct dat rd een V crschikking van Lan is ., !enslotto 
~ n 

i)\)111,iJ'zcn ,'\To dat £ d . = v• Omdat b on c dcclrijcn van an zijn gcldt 
,,..~ z n n n 

lim b = lim c = O • Bij E.. )0 is dus con N1 to vindcn zodat voor n> N1 
n.. ➔ tt> n 'h--).P n 
gcldt / bn\ = bn ~ E on \ en I= - en, e... Hierbij is eon k zodat nk > N1 en 
IIlk?'N1 (b,v. k = N1 + 1}.Noom nu N = nk + mk ,_ dus is bij n > N con l te 

vinden zodat n1 + m1 < n ~n1+1 + m1 cof n1+1 + m1 < :_~n1+1 + m1+1 t dan 
isl~ k. In hot corstc gaval is dn con term uit.2:~n, in hot twecde 
goval uit Lo . We ncmcn hot ocrste geval (het twoede gaat ana.1.oog}. 

(a,m- is lJn = JJ: v~;--i~0 
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Dr" .... 1·rt Dn _rr;:,.n -r,-=B + C -fT~C. >-Eon D -<T~ ~...... ~ v ., nl +ml v nl 11½. ~ ill n -

D _ + - 0-= B + O -o-<- bn <. £ , dus J Dn - a-\ L.... £., dus 
.,o 111+1 ml · n1+1 ~ 1+1 
L..d1 = u-. Door con analoge rodcncra.ng kan oon reeks govondon 1~rorden, 
J<:,., { . 

die nnnr + co of - ocdivorgeort of v-10.nrvan de particle sor:1t1on tusson 
t·poc v astc 0ronzcn hcon en weer oscillcron. . 

1 1 1; 1 1 1 1 1 Qpguvo 1~- Bcwijs da.t de reeks 1 - 2 - 4 + ! - ; - 'S ~· ; - 10 - 12 t• 
convcrgoert net som ½ log 2. 

§ 30. yet product van twee roekse~. 

Wo go.an uit van twee rookaen Lan en ?bn m::it partiele sommen Au 
resp. B gerekend van index O af. Nu is A Bn = i' aJ. ),,,, bk = f:. f:. aJ. bk. n --n .!"'-" ic;:"a ;=o X:.l) 

Dit bestaat dus uit allo productcn njbk net jGn en k~11. Wo willen 
nu con reeks vormen mot dezo grootheden ala termen. We oootcn ochter 
con afsprnak oaken in welke volgorde we zc zullen nomon. Dczo afspraoY. 
ontlenon we a.nn eon annlogio .cmt mn.chtreekson. Nocr.1 do no.ohtreckson 

,.,,, · ,,., k ~ AO:. ·+k ao..~ k - n ~b n d -.::::-- J-b =L-. Lab xJ :::'> L_tn.jb _. x::: 
29...,.nnx,,,,_,.:~x~ nx ' nn isJfunjx ~ k~ ~"" fo K~t, j k . -f;:;k=J· . k j 
~ ,;;: - l! .:!1.. ~ k - :h_ 1,. , 

=L- L u.b x;: =2- .li.-a..bk-jx .. +L _ u;bk_J.x1. ... lioc;;.i1ei1 we nu 
~,._., j=-""""'"{-,,K.,,.) J k-j lc.=o j"u J l<;;...,H )"'}( . ..,, d >-

Ck = t::_ o.. bk-J' t dnn is C1~ do coefficient Von xk in hc-'G product van 
, cc:> J - '.I. 

pnrt1ole s01:r:,1cn vun de twee nnchtroekson, o.l thans als 11~k. We noenon 
nu do reeks Len de productrook~ vnrt do reek.son Lan en Lbn. Ju.s 
L nn en 2... b11 . convorgercn, hooft do productreoks niot to convorgorcn, 

Hiorva.n govcn we cen voorboold. Neon a 0 = b 0 = a1 = b1 =:= O, o.n = bn = 
= t~!): voor n~2, dD.n zijn.La11 _en 2-bn_convcrgon~-~Loibn:tz). en=:=_ 
~ !!!.::1- .... -~~ {-1}n-J nr 1 

~-'>;; njbn-j = F ajbn-;j ~!;. logj iog(11-jJ = <-1) ./f;:-logj _ log(n-jJ • 

Opgnvo 120. Bci,,trijs, dnt voor j en n natuurlijk1 2 ~j ~n-2, goldt 

(log ½n) 2 ~ log j log(n-j}. 

( ) 2 1 n-3 Oudnt log j log n-j ~log 2n is \ cnt?log~n en di t ~ + 09 !1.l.s 

n-,), m • Dus knn "L_on nict oonv0rgont zijn, want als L. o.0 convergent 
wns, zou limo = 0 geldon. • 

11-1➔ n n 
,o~nvergentc, 

(30.1) Als de productrooks van,.il.rccYNHYkS-en convergent ia, is do som 

van do productrecks hot product van de somnen van de twee rookson. 
O:n dczo stalling to bewijzon, bewijzon we cerst de volgondc hulp-

Stelling: 

(30.2) Als 
.111 

de rij nn convorgcort on b ~ -n1 2~& (de rij dor rekon-. • n l<t 1 --K 
kundigo gcoiddoldon), dun oonvcrgocrt do rij b en limb = lim a. .. .. n ,.. ..... ~ . n • .......... o:l n 

Bpwijs: We b-oachouwen ecrst hot gevo.l dnt lim a.n = O. Bij €) O is 

dan. oon N1 to vindon zod.at voor n>N1 gcldt \ aJ.(.f. Verdor i~ <,,r- oen 

N2 te vinden zodnt voor n >N2 goldt fi f\81J ~f .. Voor n> max (.N1 ,N2) 
1/.,r.J 
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_geldt dan \b0 \-tf½ f,tak\ = ! t}3ict 
""'' . . 

+ 1.L]a.J<. ~ + ~ a:-:,1 (_• ½ + ~ ~ t.. 
llk .. Jol,-1,-'K ~ . 

Dus lii:1 b = o. Ala· lira an = n1 dan is lie (o. - a) = 0 on b = b .;.; 
. N>"':1'1c 'hn "" ~-.tc:11> ""' i1'1 ➔~ n . 11 Xl · . 
+ o. = 1z-o. - 1,La. + a = 1.L(a0 - a.) + a en dit-> a voor n-> c:::o • 

· · 0 k:.1 ll n k=-t llk .. , 

Be~djs_vpn(J0.1) , Lo.at do gogo-von rockson .L a11 cn[b11 zijn met _par- · 
tiel0 sommon A en B en sornocn A on B. Voor de ~roductrcoks geldt 

· 'Ir!·· •-n L ll ,,,,.. 11-1 M m-J th . ' ~~ -- ~ ~ ~ 
en = L Ok =2- .La.bk.,.' =4- 2- ajbk-j = L aj L_bk ::=~ a.jBn-j ·~ 

I<::• J(,:,lft j:::G J J j-0 k:j /::. f> f<='1 J~ 0 f- 1-1- • .. "°' u..._ N "l'i. JL .JL J 

=J: an-jBJ .• Vorder is)_ On ::::.Lr_ ~n-jnj =;::.. ~ a.n-jBj =.-;-Bj~ an 'I: 
J"-• -?'1..:-b """II# j"-O j:: 0 'I'\•) J C} ,.,.__0 

=f B .AN . = A f B. + f B .(~ . - J.\.). Ot1do.t do rij n convorgont is, 
j:.o J -J 1-:u J J=o J .-J /II ii. nN 

is doze rij b?gronsd: t Bnl .L.. x:. Dus I,!;; ell - A~njl = \ {; Bj(f~-j - li.~~ 

6:.KflA. - Al. Oodat iimlA. - 11. I= P, is volgcns (30. 2) ook 
r" J"' ✓-~~ J .!L . 4 

11m _i_+1 Z:\J ... - J .. \=O, dus lirn (N~+f-?-Cn - A 11!1 ~BJ.) = o. Volgcns 
Ii~ N+'fJ::• J N+cP m-:4t N 1-• 
(30. 2) is lin N1+-1 tB. = B, dus lira 1!1 L.Cn = .AB. i..ls lim CN boatn.nt, 

1/-J• J"' 0 J N·:UX> /)\;Q .. N-,i.a> 

da.n is doze volgona (30. 2) ook golijk c.nn AB, wo.a.rmoc (3/).1) bowozcn i$ 

(3 o. 3) ils twee rcokscn o.bsoluut convergent zijn, dLn is hun product- · 
roeks.ook ubaoluut oonvorgont. M m * - ,If( ~ . 

Bo\-:;rijs: Lant de reoksenI: °'n en .L.bn zijn en An = 2-bk~ on Bn. = L\-b,., .. ~: 
- • k::.O /l,p.o r, • !::- ....... , .. .,.. ,,.., ... J .., ..b-. 

dan is els bovon An~ =L: i o.J.jfbk-jl~ L ~ laj!lbk_J.\ • Lno.t 
k::.• J~'m••lO.k-'14) IC"O;•o -

L. on do productroeks van L °n en L..bn zijn en :E.o~ die van L \nnt en 
~ I ...!?l. r ~ ~- * ·* 11(--
L fbn\ dan is f onf = t;; 2kbn-k\~t;;lt=11dJbn-iJ = on on t;ock~ i~ Bn en dit . 

is bucrcnsd ooda.t 11.~ en Bt' boidc convcrgercn. Dus J:o: is oonyorgent 
on ocn nnjornnt van LI en( , dus I:. on is nbsoluut convergent .. 

. z1 z2 z1+z2 
Openvc 121. Bcwijs nogoacls dnt C e = C , ditm8cl met behulp van 
de stellingon over hot product van twoe rockscn. 

§ 31. Dubbclrijon en dubbg+¾ockscn. 

Eon g_ubbolrij is con o.fbeclding vc.n J.o vcrzaneling van. do parcn 1 

(m,n) nntuurlijko gotnllen in oen of o.ndoro vcrzooeling V. Wo kun11011 . , 
hot 1olet1ont dnt aa.n hot paur (o,n) wordt toegovoegd, aangovcn raot Oum•· 

Eon dubbclrij nnn olooonten van con r::iatris.che ruimto heed; oonvergor,i.'h 
mot limi0t o. ( in foraulc: l¼~ amn = n), nls bij 'icdcr reool getnl_ l._ :> O 

'. • fh+;lO 

con rw.tuurlijk actal N to vindo11 is, zodat voor m> N, n> H goldt 

e<at °mil>.( E. • 
Wu kunnen nu ook een index (b.v. de ecrate) vnsthouden; dnn vormt 

amn bij vnstc m o.ls functio van n con gcwono rij, die oolt eon lioiet 
ko.n hobbcn: }~ °inn = bti4 Dczo limioton b0 vorinen ala functio :vtu1 m 
·v.roer oon rij, die ook ecn limiot kan hebben: lim b,... = lim. lim a.._- • 

. ~~ ...,_ 4tt-rd' -ti -JOO -IJD 
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We noonen ecn b=. oen rijonlimiet.Evenzo c = lio n ocn kol01:rnonliraiot '" - n """-uc rm __ ......,......,_...,;;;,........,.,.... 

en lim on = li1~1 lir..1 nm. Al do gonocndo lit1iuton knnnen nrrtuurlijk al-
,.. +40 . /h:l, .t) M, .... o:> ~1: 

li:;Cn gcvornd morden a.ls ze bestaan, De narJcm rijonl::i.r.1iet en kolomrnonli­

mict zijn ontloond unn de schrijfwijzo van de dubbolrij in con recht­
hoakig schema nls volgt: 

0,11 a12 a13 • • • --+bi 

f.121 0.22 n.23 • ~ .. ~b2 

a31 . . . ' ' 
• 
¢ 

Er l-3:i.jn drin limioton die we uet clkc..a.r vorgcJ ijkon, n. 1. lir.1 a.... __ , 
A,,\ _ _,, qo - -:r.in 
m ~tl<:I 

lim lir.:1 ntm' 1iu lir.1 i:1r:in• We zcggon vrcl dr.:t de J_er,t-·:rtn twee 11:.i.:t elkn.ar 
tmttll ll-,.,d:t rr,-,,117.::, ~,>tn> • 

i 

ontst2.r'.11 c'i.oor vorv,issoling vun do li:r:1iotovere;m~eet:. io l.iuhoevon nict te-· 

gelijkcrtijd. te be st.::ru1, of nls zc besta.~n nnn clknnr e;clijl:: to zij rt• 

Hierv G.n enigu voorbeoldetl: Noem °'ran = (-1) n ¼ voor n > r:1. en °t.in =(-1) 0 ~ 
voor n~m (hoG ziet hct rechthookig schor.1a er dnn ui t?). Dun is lim amn:.: 

~-,!.oC> 
I'\,'\""' ti) 

= o. Do rijon- on kolormonlimieten bestno.n goon vi::n alle. Twuodo voor-
boeld: noc1:1 a, · = 1 voor n;:.. o en n = O voor :1-~ m ( hoe ziot het recht• mn ran 
hoekig schema or don uit?). Dan bes.tact lim n,...,._1 :;:,:;,.::ib, lir.1 n.-:1I:1 = 0 1 --.-..v, ,._ ""'1-::>tP ., 

/'\,\~~ 

lin b.,. n = 1, dus li.m J.im nmn = 0 + 1 = lim lim r:.,.,,,,, ~ Ann a.it voorbecld 
{'p ~~ ill /h ~ cl) ~-,UP ;')'n "3..0 ..... .,.. ~ J •., ••• 

zien wo dus dat verwissclins van limietovorgungen tiot D.ltijd gooorloofi 
is, zelf's niot als boide bestac.n. 
(31.1) .fl.ls van eon dubbelrij an de dubbellimiet bostaat (lim a = a) 

m -- ~ ,......-;oo 

bene,rens al.le rijcnlimieten (}j~ amn = bm), da:d co:uvorgeren de rijenli-

mieten nnar de dubollimiet (limb = a). _,,...-=,,.. Iil 

Bowi,js: Bij t)..Q is eon N1 te vinclon zodat voor m> N1 t n> N1 geldt • 

f!(o., nmn).( ½, vorcl0r bij m 00n N2 zodat voor n>N2 geldt e(bm, °wl)z1 
(N2 h~ngt vnn m nf ! ) • Bij ccn m >N1 nemon we n ::: mn:x: (N1 ,N2 ) + 1, dnn 

is e(c, 1 bm)tf{'(o.,o.nn) + (? (nmn, bm)<. [.. Dus,J;_~i1J,,bm = a~ 

Hot sprookt vnnzelf dnt er eon raet (31.1) overocnkomstige stelling 
ook voor kolonmcnlimieton goldt. 

Ui t ( 31. 1) volgt nu onmiddellijk: 



a.u· I 44 

(31.2) Ala lim a ., lim a.,,,.,,. en lim. a.,,~ ...... bestaan dan bestaan lim lim a.,....,., 
· · ...._ ... ,_ .1lln ·lth""'t!lfi> ...u._.., . m -+~ ......,,. """;CIP ,..-,1.0IJ ...,......._ 

en· l.im lim a:: en geldt lim liltt a...,.,.. = lim lim a= :;:· lim a-..... 
.l)>-M¥) -i,o. ,r.w.,. -~GO 1 -t./P .w.u. ,,,.. .._QI> ,w, -.,p ........... ,... ~,.. =.i. 

. . - - '""' .. t:P 
OJ:~ave 122. Bereken J.~ n ( e-~ - 1). 

We gaan ui t van ee~mdubbelrij amn en will en L amn vorm.en. We wete.n 
echter dat het resultaat in het algeme$n zal afhangen van de volgorde 

wa~.rin we · de termen nemen. A.ls echter I" I amn) in een of andere vol.gor­
de genomen convergeert, is de limiet in· L amn onafhankelijk van de 
volgorde der term.en; irn noemen die l~et dan de dubbelsom ~' amn van 
de absoluut convergente dubbelreeks .2:,_amn. '!le ku.nnen da<'..i.rnaast oak 
:orobercn te vormen f:: f!· amn en t::::,_ >ea a (herhaalde reeksen}. Dez& .-:::., .,,...., , ~:::., -=-• mn ~ 

vorra.en geen verschiklcingen van de dubbelreeks. . pQ co 
~ e,Q .., 

(13.2) Als amn reeel en~ O, bestaan z_ a.mn' L 5: an,.,,. en L L amn 
- ...... 1 """'"'. ,.,...... ........... ..,,_ ... l ,,,.,.. .. I 

alle drie en zijn aan elkaar gelijk o:f ze bestaan geen van drieen. 
:I1evyijs: Vorm. de verzwneling van alle eindige so:mmen van elementen 

a • Deze verzara.eling reeJ.e getallen? O is begrensd o:f nmet. 

1w:iDe verzameling is begrensd met bovenste grens:;:: A. Dan is in een of 
andere volgorde genomen~ a. = A, want iedere partiele som is~ A; ~,....,, mn , . 
verder is bij iedBre €. / 0 een som. van amn die > A - E. i.f;., due ~en 
r>artiele som die al die term.en beva.t is ook > A .... £ • Verder is L a_,r ~ 

~ ~ "° co ..._ /e.::.I Jun. 

~ 11., dus L.. a bes·taat en is ~A; 2- L.. a. = Z:.. ~ a.n = 
_,.. .,._;f llln ~ OW j"- I hi" I Jll l')'l.::.f ,r=· f J 

= lim.>" L a .k ~ A. lus 4- £.. a~ bes'taat en is -6.. A. :Maar 
; ... ~ a~ .. , >- Jt, r a. =-~· i~ ~ ~a = A dus ~Ea = A. 
L, ~ i~.- -.1 J.,,_/JQ. ► ;iA'. ~:t:; k•, ; .... ,. jk ' Mo,::.,"'"'' mn 
mrenzo beW1JSt men L. ~ amn = A. '""'' _,,, 
2~ De verzameling is onbegrensd. Bij iedere E ~ O is een som van termen 
amn te vinden .> :B. Iedere partiele som. die die term.en bavat is ook > B 

00 "° 
~us de dubbelreeks is divergent. N~ bewijzen we dat z .. :, ]; amn niet 
bestaat. Als voor eon of andere m ~ amh niet bes-ta.at zijn we al klaar. 

\ ">t= , • .-w- <>O 

ids ze YJel alle "betaan istan ~ d doend grote lI1 en n ~ L. a .k ~ 
A'"' ~ . ,13- o,;:, J::.t k::i J 

· .d L Li- -a "k > B, dus ~ .L. a _ bestaat niet. Evenzo bewijst men, 
r k:I J"'l<!/1 J -~· ,....,, . mn 
da.t ~ ~,amn nie-t. betaat. 
(3J;4)00Als een ~bbelreeks ,Lamn absoluut ?onverge~t, dan besbaan 

LE amn en > ~ amn en zijn bcide gelijk aan La • · 
l)'h::f ,... .. , ,,....,, _a, ~ (/I:, ,,..,, ..... , mn 

Bewi · s: u. it ( 31. 3) vol gt da t L £. \ a \ bestaa t. Uit het bestaan ,,....,, IJ"•I mn IYJ (>,i, 

van \ nl volgt he-'G bestaan van x= arnn, verder is\1: amn\~ E~ I• ,,._._, Ill! A<:o I • c0 00 . M>:1 n..•I Iiill 

Ui t di t laatste en ui t hc·t; bcstaan van ,,,!,,.; .&;\amn l vol~t het bestaan 
van T .t., amn. Evenao bewij st men het bestaan van f:: L a • Noe.m · 

oo '),,'I....M.. ""' ""::' ,.,..,., mn 
L L-- a = A. Bij .E. :::>- 0 is dan een M te vinden zoclat voor m> M 

;iar·, ~~ aj - Al= If 2- a 'n - A,~ f.2. Verder is er een N te vinden ,..a.. J=t • n . ;=t ,,..,, J J "" r1-.. 
( deze ka.n van M a:fhangen) zodat voor n> N g0ldt c L. a "k -

k:.t i"' t J .. 
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- i:.·.·· .. · ... ··· f::_ .. ~, a.k·. \·. <.. .£2• Dus 1•· £: f:a .. k·· AJ< f.. Kies nu cen anti tone nulriJ' 
lc.,.J J"'- 1 J . · .. f,e"-t J-: I J 

E..p ~ b,;,.:, !£ p = ~) Da- zijn d,aarbij stijgende rijen ~ en Np te vindeh 

zodatt 2-~ ?---,.a,k - ~0 ... l <.. £.'l..,. Neem nu in 2-. a.,,..n de ter-.m.en in een dusda-
k.: I J:. I .; N. . ff .l::' ,..,. 

nige volgorde dat r z_ a .1 ond0r de partiele sommen voorkoment dan 
k=~J~I J ... { 

volgt daaruit dat ~amn = A. 
~,¥1tf 

§ 33. N~& enke~e conver_gentiecriteria voor ree~~en. 
(32. 1) ( Convergentiecri terium van Kummer) Laa t a en b reeel en> 0 

- - •- . 1 n n 
zijn en verder L. bn .divergent. Als lim i-z1f ( 0 - :-'11+- - '6' 1 ) > 0 

n n+1 n+1 

is Lan convergent; als lim sup (J. a:i;i - - 1- .)~ oF dan is er een 
un an+1 bn+1 

1 an 1 
o<. > 0 wn een N zodat voor n> N geldt b a:-- - b > o< • Dus 

"" n a+1:a n.+1 
a <.. .! =--' ( an - ,::_n+.1) dus ~ a L 1 ( :1N.+ 1 - -1!) -l 1 !!1"..±..1. en hierui t 

n+1 c/.. b b 1 f;J:ii'1.. k o( b +1 bn c,1... uN+ 1 
volgt &at E a1 bij~:rensd en dus convcrgt}n"t is .. 

K,. :e a 
Als lim inf {; --1'!.... ·. - --s-1-) < O, dan is er een N te vinden zodat 

n an+1 n+1 
1 an 1 an 

voor n > N geldt O •= - - b- <. o, dus an+1> b bn+1' dus an~ 
n an+1 n+1 n 

8N+1 ,-._ "">" 
~ ~ bn. Daar 2.: bn di vergGnt is moet ~ an het ool.: zijn. 

-.N+1 

Door hierin b = 1 te substitueren vindt men het criterium van n 
d'Alembert terug. Door substitutie van bn = ~ vindt men: 

(32.2) (Convergentiecriterium van Raabe) Laat an reeel en ::> 0 en . 

lim. n ( a.,.., - 1 - ~) = 0 zijn. Als o-- > 1 is z:. a convergent, als 
.... ➔a> an+ 1 n n , 

0-< 1 divergnnt. 
(32. 3) ( Convergentiecri terium van Gaus~:) Laat an ree0l en) 0? zijn en 

- 1 - £:"'") n 1+~ ·n begrensd voor een J > o. Als 0- .>-1 is L. an 

convergent als q- ~ 1 is L an divergent. 

Voor het bewijs van (32.3) hebben we de volgende hulpstelling nodig: 

(32.4) L n l:g n is divergent. 

- ,,.,.,..'.] r i•q Le ~ Li -..J. 

B~wijsr= kt, :,: L. 2 _ 
- k:a. o9k j-:,..a k=[~J]"-1 k..Ro9k 

t'k 

1!_-¼) f:_ + ........ z::_ u-,J ~J+, n en dit ~co, als n➔m ,want 
. 1 j .. o J ' J"" 0 ' ne 1 
~ 1.s convergent·, omdat- · +1 __.. - L_ 1. 
ne (n+1)en e 

Bewijs van (32.4): ·VoorO--/. 1 volgt (32.3) onmiddellijk uit (32.2). 

\le behoeven dus alleen het geval 0-= 1 te beschouwen. Omdat lim log n = 
_ '" .. 40 ns f is L a.0 diver6;ent. 

'.?ewije: Stel eerst lim inf (~ c1-:,) > o, 
n+1. 



= O. Nu is (an - 1 - 1) m log n -
an+1 n 

( 1+ i). Verder is;:~ (} + 1) log ( t+x}= 

dus lim. (n+1) log (1+ -n1)= 1. Dus 
m~IO 

log (n+1)) = -1 en hieruit volgt door toepas-

sing van (32 .. 1) met bn : n f~gn dat Z::.. an divergent is. 

De in deze paragraaf behandelde convergentiecriteria zijn byzonder 

bru.ikbaar als er een functie f(x) bestaat die voor x a O zekere diffe­

rentieerbaarheidseigonscb.appen bezit, zodat f(~ ) = r Last eerst 
:f(x) continu in O zijn. Dan is lim an = f(O) en hct ~1-lterium. van 

. .,,.~a:, n+1 

d'luembert leert ons dat .Lan convergent of divergent is naar ge1ang 
:f(O) > 1 of f(O) < 1 (steeds is an> 0 veronderstcll!l). We behoeven dus 

alleen nog f(O) = 1 te beschouwen. Veronderstellen we nu dat •~t·~~­
ferentieerbaar is in O, dan is f(:x:} = 1 + :x: f 1{0) + x t. (x ~.,O ),If'p ·t1E$ 

criterium. van Raabe leort ons dat L an convergent of div:,ergent if 
naar gela.ng fl (0) > 1 of f' (0) <. 1 is. Als f 1 (0) = 1 kunnen we me\:;, 

het criterium van Gauss tot divergentie besluiten als b.v. t(x) op een 

interval gedefinieerd en differentie.erbaar en in O tweemaal. differen­

tiecrbaar is. Immers dan is f(.x) = 1 + x + :x:2f 11 (0) + x 2 c.. (:x: ~ O) en 

het criterium. van Gauss (met d" 6 1) geeft de div~rgentie van Z:.an• 
Als voorbeeld behandelen we de vraag van welke reelecx de reeks 

~ ~ n~ 
.L-n convergent is. Substitu~er in 

(n+1 )o<. 
nun 1 

= -X 
dan komt er f (x): 

(1+x)-b< • lfu is f(O) = 1 en f' (0) = - o(.; verder is f(x) 
~1 

=(t)o(= 
tweemaal di:ff erentieerbaar dus ~ not.. is conve::r:gent a.ls - o<.. > 1, du.s 

0( < - 1 en divergent als - o<. 6.. 1, duso<: ~ - 1. 

We merken verder no-g op dat de behandelde criteria. voor reeksen 

2::- an met an> 0 ook nog kunnen worden toegepast op resksen met wille­

keu.rige termen p O om absolute convergentie aan te tonen. Als het cri­
terium echter divergentie oplevert kan in dat geval alleen nog maar 

geconJludeerd wordGn dat de reGks niet abEoluut convergeert, maa.r nog 

niet dat hij divergeert. 
OJ?gave 123. Onderzoek de reeks L noiook voor complexe .:x • 
Opgav_:e 12.4:. Onderzoek de convergentie van de binom.iaalre:.:::ksL(~)x,.., 

voor x == - 1. Let voor /""- re eel ook op het teken van cle te:::·men ! 

OJ?s.,ave 125. Onderzoek voor welke ree~e waarden van oZ de reeksen 
- o:i- 1 c--( ( 2n) ! ) ~ 

£..... IIog n)~ en k-J 2~n(n! )~ convergeren.
00 
~ 

0;2gave 126. Ondorzoek de eonvergentie -van I:Z:. °' 1 ·. ex voor re~le 
~:• "':' m + n 
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§ 33. Eep st;lling van Abel. ~ . n ~ 
(33.1) Als.r;._ .. e.n convergeert, dan is limL-a. x =£-a. 

. •n ~ A"t ct:> X: 'ft ,ft :c> n -,.. .. o n -- ~ .. 
~£Wijs: :Hoem /-:-- e,k=A en /_a,= A, df!,n geeft purtiele sommatiei 

,n ,i.,-1 K-o n J,c:e"> ,K. M-l 

La xk~ ~ A {xk-xli;+1)+A xn=(1-x) 2-.A xk+A x0 • Omdat I,a0. convergent 
K=-t> k K'-t:I k n , k,. u- k n i;:.a 

is, beeft 2-..a xfl 0en convergentieatraal ~ 1 en is f(x) = ? anxn zeker n ~~o 

gedef.inieerd voor O ~ x ~ 1. Omdat An begrensd is, is l_¼m A0 xn=O voor 
o:;, ,:;,o, ,,-re oo 

,i:,;;:- -· n 
0~x<1,dus f(x)=(1-x)_t;:; Anxn en f(x)-A=(1Tx)2-; A0 x0 -A(1-x) Z: x = 

=(1-x) f:. (An-A)x0 • Bij f..> O is een N, zodat voor n>N geldt \An-A\~~. 
,.._,a N ""1:::> II 

Dan is I f(x)-A\ ~ {1-x) 2- J Ak-A \ +(1-x);:, ~ x0 -~ (1-x) >· \ Ak-Jd+ !::.. 
k•i> · ~ ~ k "" 2 

Voor 1 > x.>max(O, 1- t.- ~ I } is dan j f(x)-A j <'. L. Dus 
' 00 co 2 l 11.k -A +1 

,__ n ' :.o 
lim Lax=£..- a • 

)( t"l hl:c n l'\,\:;.O n 
Iets nieuws halen we uit (33.1) alleen als de convergentiestr~al R 

van]: a.0 xn gelijk aan 1 is. (Ala nl. R > 1, de.n volgt ( 33 .1) direct uit 

de continuiteit van een door een machtreeks voorgestelde functie..,} We 

kunnen dan uit (33.1) halen, dat als cen II18.chtreeks ergens op zijn oon­
vergentiecirkel convergeert, de limiet in dat punt continu e.ensluit bij 
de w~~rden binneo_de convergentiecirkel van de door de machtreeks voor­
gestelde functie bij re.di~ nadering tot de..t punt op de conv6rgentie­
cirkel (d.v:1.z. bij nf.'.dering lP.ngs dG rt::chte die het middelpunt van de 

oonvergentiecirkel met het punt i. q_. verbindt). In ( 33 .1) ste.nt deze be­
wering voor het punt 1. Voor E-en willekeurig punt L.. volgt het er echter 

00 

ook dir~ct uit; immers els Z a ~n conv0rg€.-0rt, dan geeft (33.1), da.t 
C,,:, U> /41."-G <Y.:>n 

/ a0 ( n=lim > o.0 I:.., ni\ n=lim;[: anC\~ ) 0 en AC. voor O +:: A~1 is juist het 
~uo A 11 llf=:o i\ 'f 1 .m~o 

11jnstuk tuc,sen O en l.. 
Met de stellina van Abel kunnen we b. v. opnieuw .,bewijzen dat log 2= 

=f- {-1)n-1 " ~ 
Ala, I ,ll 

We merken nog op, dat he~ orngekterde van de stelling van Abel niet 

g!;'dt. Zo is 1!xc.f(-1) 0 x0 voor\xl<:1·. Verder isJt1;1-11+x =½,- m.A.P..'.t' 

2- (-1)n is divergent. 
'hr• 
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