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Deel II. De ruimte,
.§1. Inleiding, punten, rechten en nlatte vlakken.

Wij gaan uit van een rechthoekiy assenstelsel, d.i. ecn stelsel van
3 door 1 punt O(de oorsprong) gaande onderlineg loodrechte rechten
{codrdinaatassen genaamd). Op elk dier rechten kiezen wij ecn positieve
richting. Wij kiezen deze 3 richtingen 0X, 0Y, 0Z zodanig dat men van
de richting ox uit de draaiing van QY naar Q0Z met de klok mee =iet. Men
krijgt dan een rechts assenstelsel., Vervangt men bij een rechts assen-—
stelsel één der positieve assen door de hijbchorerde negatieve, dan
ontstaat een links assenstelsel. Dit gebeurt ook, als men twee assen
van een rechts assenstelsel verwisselt. In het vervolg zullen wi] steeds
rechtse assenstelsels gebruiken. Da=rbij lette men er op, dat van de
positieve z-as uit gezien het cobrdinatenstelsel XOY niet het stelsel
is dat wij in de vlaklke analytische mectlunde gebruikten, maar dat dear
bev, uit volgt door x-as en y-as te verwisselen.

Naast de 3 codrdinaatassen treden nu ook de 3 door twee hunner bepgal-
de codrdinaztvliakken op.

Onder de rechthoekige codrdinaten van een punt P verstaat men de van
passend teken voorziene afstanden van dit punt tot de 3 codrdinaast-
vlakken, De x-codrdinaat vindt men uit de afstand tot het Y0Z-vloak enz,
Men schrijift P(x,v,z).

Opg. 1. Bepaal de vergelijkingen der codrdinaatvlakken en ook van vlak-
ken die ermee evenwijdig lopen.

Wenst men de vergelijking der x-as te vinden, dan merke men op, dat
elk punt hiervan codrdinaten cotdrdinaten bezit van de gedaante (a,0,0)
en dus voldoet aan y = 0, 2z = 0. Wij zien dus dat de verselijking van de
rechte OX gekarakteriseerd wordt door twec vergelijkingen, welke de
vlakken aangeven, waarvan @X de snijlijn is.

Opg. 2. Bepaai de vergelijkingen der rechie door het »unt (1,2,3), die
evenwijdig met de z-as loopt.

OpZe. 3. Toon aan dat een willekeurige rechte gelegen in het X0¥vlak
tot vergelijkingen heeft ax + by = ¢ z = O,

Opg. 4. De afstand van 2 punten Pl(xl,yl,zl) en.PE(xz,yg,zz) is

f 27
\xi(xl“"xz)g + (yl"'y2)2 + (Zl"zg} .
Opg« 5. De codrdinaten van het widden van het lijnstuk Png uit opgave 4
R R S 6 NP T
zijn ( 5 51 p) ) .

Opg._6. Bepaal de cobrdinaten van het punt dat het lijnstuk PP, uit
opgave 4 verdeelt in de verhouding Xz}a. Druk de codrdinaten van het
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zwaartepunt van het toetraéder ?1?QP3PA uit in die der 4 hoekpunten en
bewijs dat dit in het midden ligst

)

van de verbindingsrechte van de mid-
dens van twee kruisende rithen.

De vergelijkingen v_an een rechie door O bepalen wij als volgt. Zij
P(a,b,c) een ander punt der rcchte dan heeft, zoals men gemekkelijk
mectkundig inziet, ieder willekeurig ount der rechte codrdinaten van
de gedaante (ta,tb,tc) waarin t willekeurig is. Voor + = O kriigt men
het punt O en voor t = 1 het nunt T. Men kan dus onze rechite karakteri-
seren

1° door x = at; vy = bty z = ct.

2% door eliminatie der narameter 1 uit drie betrekkingen, hetgeen

onlevert bx - ay = 03 ¢cx - az = 03 bz - ¢y = O (slechts twee
dezer betrekkingen zijn onafhankelijk).

2 h ¢

o . X _¥V _ 2
37 als geen der grootheden 2, b en ¢ nul is, door Pl
Q . . o . s
47 door de eis dat de rang der matrix !X J ““ gelijk is aan 1.

De getallen =, b en ¢ leggen de richiing van onze rechte vast.
Ten rechte evenwiidigz san de gocven beschouwde, die in plaats van

door O door een punt (x ga~t iz te kearakteriseren door

0¥ or %)
1° x = Xy +at; ¥y = Yo ¥ bty = = Ty ¥ ct (parametervoorstelling).
2% twee der betrekkingen b(x~x0)~a(y~yo)= 05 clu-x,)-alz-z,)= 0;

o b(z-2o)-cly-y )= 0. n- Y=y 2-32
3° als geen der getallen z,b,c nul is door el - = .

4° door de eis dat de rang der matrix

HE O P17
1 el } }Q
is aan 1. !

0
a b c

Omgekeerd is iedere rechte in elk dezer 4 gedaanten te brengen, want
zij d een willékeurige rechte, kies dan op d een willekeurig punt
Po(xo,yo,zo); trek door O de rechte evenwijdig met d, die ons de getal-
len a;b en ¢ oplevert, dan vindt men bovengevonden 4 karokteriseringen.
Dat ieder punt van é dasresan voldoet is dus evident en als voorts een
punt P aan 1 dezer karakiteriseringen voldoet, houdt dit in dat er een
punt PO(xo,yo,zo) bestaat zodanig, dat PPO evenwijdig loopt met een
vaste door O gaande rechte en dus dat ieder dergelijk punt P een rech-
te door PO doorloont.

Opg. 7. Ga na of een =analoge beschouwing in twee dimensies mogelijk is
en in hoeverre getallen, die dan de richting vastleggen, samerhangen
met de richtingscoéfficiént van een rechie,

0ok als er onder de grootheden a,b en ¢ voorkomen, die nul zijn geld?t
de betrekking 30 als man afspre~kt, dat bij iedere breuk met noemerxr nul
bedoeld wordt, dat ook zijn teller nul is.
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De rechte door 2 punten Pl(xl’yl’zl) en Pg(xg,y?,zg) benalen wij als
veolgt. Z1i) is van de gedaante
X = x4 at 5 y = ¥y bty 2 =2+ ct .

Aangezien P2 erop gelegen is, bestaat er een tl met x, = Xq * atl "
X=Xq y=¥1 2-2q

Xp=Xy  ¥om¥y FpmEy

®

Stelt men &k dezer breuken gelijk aan X, dan vindt men de narameter
voorstelling uit opg. 6 terug met’}f/&z K :{1-K).
De laatste voorstelling is ook zo te formuleren, dat de rang der matrix
I x yzli
§
Xy ¥y 24 1
1o ¥p Zp 1]

gelijk is aan 2.
In het slgemeen stellen 2 willexeurige lineair orafhankelijke verge-
lijkingen van de eersie graad ax+by+cz+d=0 een rechte voor, want
: ' ’ g a'x+b'y+c'z+dt=0 ?
laat (xl,yl,zl) een willekeurig punt zijh, dat aan beide verg. voldoet,

dan heeft men na substitutie en eliminetie van d en d&'.
a(x-x1)+b(y~yl)+c(z~zl): 0
a' (x-xrb' (y=y{)+c' (z-24)= O,

waaruit voorstelling 2% direct volst door eliminatie van hetzi] X=X1,

hetzii y~y%, hetzij z-zy. Deze eliminatie 1s onmogelijlk als de reng der
a c

matrixxg, Bt ‘¥ gelijk is aan 1, welk geval loter tehandeld wordt.

C!

Zijn h=0en h=0 twee vergelijkingen van de eersie arnad, die niet in
het unitzonderingsgeval verkeren, dan stellen zii een raniite voor welke
o0k bepaald wordt dcor de vergelijkingen

A by + Ay, = 05Uy by # My By =0

mits (7yu)12 = O.

Opg. 8. Toon aan dat ook deze nieuwe verQTEIijkingen niet in het uit-
zonderingsgeval verkeren.

Een rechte is dus c¢p onéindig vele wijzen door twec vergelijkingen te
bepalen, evenals trouwens biijkens opgave 6 een rechte op oneindig vele
wijzen in parametervoorstelling te brengen is op twee willekeurige
harer punten.

Uit de voorstelling 1° kan men door eliminatie der parameter t veelal
de rechte in de volgende bruikbars voorstelling brengen: '

{ % Az + A',
gy Bz + B'.

ftu
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Opg. 9. Toon aan dat de e?rste dozer vers. de vergelijking der »rojec—
tie der rechte op het X02 voorstelt en een analoos resulta~t voor de
tweede vergzelijking.

Zoals uit de voorstelling 3° blijkt, sn»elen sclechts de verhoudingen
der getallen a, b en ¢ een rol bij het bevalen ener rechte d. Vermenig-
vuldigt men deze getallen nu met ecn modanige Tactor dat de som hunner
ouadraten gelijk is san 1, dan hebhen deze grootheden een eenvoudige
neetkundige betekenis., Zoals men nl, direct meethundig inziet is de
hoek ¥ tussen de rechte en de pogtieve ¥X-as te vinden uit cosx= a en
analoos heeft men cos 3= b,cos } = ¢, waarbij G“ £(a,0Y); N= /(4,02).
Men merke hierbij nog op dat men steeds heeft cos x-+ cos (1+ cos ZX = l.
De waarden die de grootheden a, b en ¢ na bovengenoemde vermenigvuldi-
ginz kregen, noemt men de richtingscosinussen der rechte.

Opg. 10, Pepaal de richtingscosinussen der rechte
ICx=2+T7; W0y=7z+ 1.

Eveneens van de rechte door de punten (1,1,1) en (3,3,2).

Wij bepalen nog de hoek tussen twec rechten met richtingscosinussen
(2,b,c) en {(a!',b?,c'). Daar zowel dc¢ hock als dezc cosinussen dezelfde
blijven, als men dc rechten evenwijdig aan zichzelf verplantst totdat
zij door dc oorsprong gsan, beschouwen wij dic twee rechteon door de
oorsprong. Kies op deme de punten P{a,b,c) resp. ¥!'{af,b',c').

Voor dc gezochtz hoek @ vindt men dan

~ L)
rp 2 = 0p° + OPPZ - 70P.0P' cos ¢,

dus wegens 0P = OF! = 1

. 2 2 2!
cos ? = p~§(a—a‘) +éb~b') +(C_C')—4 = an! -+ h! 4 cct .

Opg._1l. Voor de hoek tussen de rechten

- - - X= - AL
X=Xy V=¥,  2-Z, Xy Y-y, -7
a

= b = o en Fl‘ = b' TS e——— ’

2 2 2

2
waarbij a“ + b~ + ¢~ en 3'2 + b'" + 0‘2 niet noodzakelijkerwijze gelijk

behoev en te zijn asan 1, vindt men

' + bb' + cc!
cos (p = 22 ? 5
Vaf+b2+cﬂ EXFIENE-

Opz. 12. De twee rechten in opg. 1l =zijn loodrecht =ls aa'+bb'+oc'= 0.

*

Onder wcelke voorwasrde staan de rcchten

fx = Az + A? on x = 0Z + C!
¢
[ ¥

Bz + B! y = Dz + D!
loodrecht op elkaar?

11
il

i
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Opg. 13%. Bepaal do v&rgglijkjn~ln der rochte door hat punt (1,2,1) die
- vr_. ™

loodrecht staat on dc rechte == = h§i = ﬁmw en op de rechie x=3z+l;

¥y = 243,

Ir dc vlakke analytische mcetkunde bemat con rechie met vergelijking

X-X, ¥V, .
2~ n 7 die hocken ¥ ¢n/d rcsp, met X-as en Y- makte, eon riche
. : e .t COS -4
tingszocfficient tox= cos o ¢ omm resultant dus scheel overcenkomstig

awn het hier gcecvondenc.

De platte vlak en bezitten, zoals wij gsan cantonen, vergelijkingen
van de cerstc graad, ¥n zo'n vergelijking stelt reeds een plat vlak
VOOT.

Opz. 1%. Stel die vergelijking op voor de coordinsatvlakicn, voor daar-
mede cvenwijdige vlakkon on voor vlakken, die door &én der codrdinact-
assen gnan,

Wij heraleon nu de vergelijking van een willekcourig plat vlek V. Zij
P do projectic der novsvrong op V. Zij OFP = d en leat %,/ en ¥ de
hocken =zijr dic CF »eop, met de X~, Y- en J-as maakt. 7i] (x,v,2) ecn
willoekouris »unt van Ve 21 Q 4o projectie van Q op hot vlak H0Y en
Qy de projuectic ven O {cf Q') op O0X. Dan heeft mone

CP= Proj.van CG oo OF = Proj.van 0Qq on O pooi.van no0ton 0P+ proje.

van OWy on O,

dus

d =xcosw + ycos3+ zcosy.
Deze butrekking stelt dus de vergelijking voor van he't vlak V en wordt
de rormealvergelijking van Hesse genoemd, Het is ceon vergelijking die
van de cerste graad is in x, y en z.
Onz. 13. Go na hoe de gegeven afleiding verlooot “n o cscvallen dat V
evenwijdig loopt of gaat door 1 of 2 Ger codrdinaatassen.

Cwzokoeord stelt icdere vergelijking van de cerste Q*.ad armby+cz=
ean plat vlak voor, want de vergelijking is meauivalant met de verg.

?¥fb¥EC“6 =73 dg"é . Men kan zonder de algemeert:la te schaden, d% O
ta"+b+c” /

verorderstellen, duar men anders beide leden der verg. slechts ot ]
behoeft te vermgnigvuldigen. Stelt men nu % = CO8.X , % = CO8/3, % =cunly,
(waarin v = y%?+b2+c?) dan betekent de gevonden vergelijking niets
anders dan dat elk punt (x,v,2z) dat er aan voldoet; de eigenschap be-
zit, dat zijn projectic op de rechte X % = % in het vaste punt

a
(i?’%?’dc) dier rechte ligt, zodat alle punton dio ann de vergelijking

voldocn, in een plat viak limgen loodrecht op gaenoemde rechte aange-
bracht, dat een afstand % tot de oorsprong bezit.

il
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Opse 16. Bepaal de afstand van de corshrong tot het viak 8 x + 4 ¥y +3 =9,
Op#ra 17. Bowijs als in de vlnkke meetkunde dat de efstand van het punt
(x59¥532,) tot hot viak x cosa + y cos 3+ z cosy= @ luidt

s o Q 3 ~ —
}Xo cosw + ¥y, cosh+ z, oSy d

Cpz. 12, Toon aan dat do verselijking ven het vlak dot van de X=-, Y-~ resp.

.o Y
Z-as een lijnstuk tor lengte a, b recsn. ¢ afsnijdt, luidt : gt % = 1,
Opge 19. Iant =ien dat de varmelijking van het platte viak door de pun~

ten Pi(xi,yi, zi) (i = 1,2,%3) luidt x v = 1

. )

1
‘ |
I X ¥ % 1
(X2 V2 7%p L
Py ¥Ve Ue 1 i
i b I P

Lant hieruit zien dat voor een willckeurig punt P (x,v,7) ven dit vlek
de parametervoorstelling

M X+ fﬂxq+\3x3 . N +Aﬁy2+A,yﬁ . 1+)2 2#\3
x = Nyt Aot g y o= NF A FAL z = >\1+‘\2+f«-,
N1 Ao ; A3

(kortweg geschreven P = ﬁz?ﬁlxﬁ§ Pl + 5§:7EIT§ 12 + 7E;K;:XT z)

geldt. De hier optredende parametervoorstelling bevat drie homogene

¢

(of tweo niet homogene b.v, —%r en ;%f) porometers. Eliminatie van deze
beide uit de 3 parametervoorsf%llingéh der 3 coordinnten geeft ons als
resultant juist 1 vergelijking, de vergelijking van het gezochic vlak.
Bij dc rechte was de situatie anders; hier had men tc doen met 1 pa

meter die in de 3 fermules voor de codrdinaten opirad, wanruit na eli-
minatie 2 bhetrekkingen volgden, de vergelijkingen der rechte.

De betekenis der 2 vergelijkingen ener rechte d is nu duidelijk.
Elke vergelijking stelt een plat vlak voor en punten die in beide
vlak'ren ligeen, liggen o» hun snijlijn.

Wij merken nog op dat de coéfficiénten der normazlvergelijking van
een viak V tev ens de richtingscosinussen van een normaal op V zijn.
Hieruit velgt onmiddellijk

De hoek ?? tussen twee vlakken

ay X ¥ bl y+Cy 2= dl en . a, ¥ + b2 Y+ Cp2Z= dz

wordt bepaald door

al 2+b1 2+clc2

2. .2 2,
Val+bl+cl \'a 2+b e 2

cos ({>

Opg. 20. Wanneer zijn deze vlakken loodrecht en wanneer evenwijdig?
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Opsze 21. Bepaal de verrelijkingen der rechte, die evenwijdig loomt met

het vlak 3x + 2y + 4z = 1, door het »unt (1,2,3) g7°t en een hosk ven
0 "

607 met de positieve X-1s maalkt.

Opze 22. De vergelijking van cen plat viak door een nunt (xo,yo,ﬁo)

waarvan de normalen richtinescosinuceen o, b en ¢ hebban, luldt

alx-x,)+ b(y—ya}+ e Z~ﬁ0> =,
Opge 23. Bewijs dat de coordinaten van het snijmunt van 3 viaken

- 7 o= A I ot :
a; x+ by v 4oy d (i = 1,5,7) met {(abe) - 0

bepaald worden door

x - dbC) - Nr e %&@P_}_ - Fa %&d
~ {abc * v 7 (abe o7 {abe)

Ga ook het geval (abc)= O na.
Opg. 24. Alle figuren van de gedasnte 11 vy +.R9 Vo = 0, woarin V, = 0
en V? = O twee elkaar snijdende platte vlakken zijn, zijn platite vlak-
ken,‘die door de snijlijn van V4 en V2 gaan. De Lier ontredendc figumr
heet vlakkenbundel. Hoe luidt deze bewering als Vl en V,

L

evenwijdig zijn?
Generaliseer deresultaten voor het geval dat men uitgant van 3 platte
vliakken Vl, V2 en V3. De daarbij optredende figuur heet een vlakkennet.
Cpg. 25. Bepaal de vergelijking van het platte vlak door de rechte

3 + 2y = 2 =33 X -y - 2z = 1 en door het punt (1,2,0). 5

Opg. 26~ Beaéhouw 3 punten Py, P2 en Pj. Druk de oppervlaktézvanaiPngPB
uit in de ccordinaten van zijn hoekpunten door op te merken, dat

2 02, o2
0f = 0f + 05+ 03 ,

waarin 0y de projectie is van.‘dPlePs op het vlak ¥YNZ enm.
Cpez. 27. Bewijs dat de inhoud van het tetraeder PIF?P%P4, wa2rin

?i(xi,yi,zi) (1 =1,2,3,4), gelijk is aan de absolute waarde van

X3 ¥y %q 1
X0 Vo 22 1
XB y3 23 1
x4 y4 24 1

._:-,{...

Hoe moet men het punt P4 kiezen bij gegeven punten Pl,P2 en P3 ondat
deze oprnervlakte gelijk aan nul zij? Verklaar dit resultazt meetkundig,
Beschouw de willekeurige rechten bepanld door d e vergelijkirgen
vy = C, V2 = 0 resp. V3 = V4 = 03 hierin =i} Vi = aix+biy+ciz+di

(i = 1;2 ,3,4)-
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Opg. 28. Deze rechten snijden elkasr den on slechts dan als (abed)= O
en (abe)= 0. De rechten lopen evenwiidig dan en slechts dan als
(abecd)=(abe)= 0. Zo kruisen cl%aar derhinlve, modra {ahcd)z O,

Opg. 29. Bepaal de afstand dur rochten =x =7+l (X =2 -2

€

¥ =2~4z—1 (v = =b6o~1,
Opg. 3Q. Bercken de afstand van het »unt (a,b,c) toi de rechte

= A — Yo, B
X = XO +rohs ¥y o= Yo +(}’ti 7 oz ZO +{}H3.

Opg. 31. Bepaal de straal van de omgeschreven on van de inges-hroeven
bol van het tetraeder mgt hoekpunten (0,0,0); (=,0,0); (0,v,0); (0,0,c).
Bepaal tevens de coordinaten van het hoogtepunt hiervan,

¢ 2. Vectorsn.

De gevonden formules nemcn ean eenvoudiger gedannte aan indien wij
vectoren invoeren.

Onder een vector a verstaan wij ecen trivel getallen (ql,wq,a3) de
combonentbn de vctor genaamd. Men noemt tweec vectorern gelijk als hun
overecnkomstige componenten gelijk zijn.

Opz. 1. Bewijs dat het gelijkheidsbegrip een accuivalentiebegrip is.

Onder de som g + b van twee vectoren a = (31’32’33) en b :(bl'be’bB)
verstaat men de vector met componenten (a1 + bl, 8n + b2, 33 + b3)-

Opz. 2. Er bestaat slechts één vector O , die wij de nulvector noemen,
die voldoet asn a + 0 = a voor iedere a.

Onder de vector -a verstat men de vector die met a vermeerderd, de
nulvector oplevert.

Opz. 4. De verzelijking a + x = b, waarbij & en b regeven vectoren zijn,
bezit één en slechts &én oplossing x.

Onder ka , waarin k een getal en g ecn vector (ﬂl,a\, 3) voorstelt,

versteat men de vector ka = (kal,kaz,kCB).Men stelt «\n-<ak Aok %K);k_
Opg. 5. Laat zien dat -l.a = - a.
Opg. 6. Bewijs h(ka)= hka; (h+k)a = ha + ka ; k{atb)= ka + kb.

Onder de basisvectoren verstaat men de vectoren (1,0,0); (0,1,0);

(0,0,1), welke men resp. aanduidt met i, j, k.
Opg. 7. Bewijs dat voor iedere vector a = (ay,25,85) geldt

_a_=a1_§:+a21+a3_1_€.. ,

Iedere vector is dus een lineair compositum der 3 basisvectoren. Men

noemt n vectoren g(l), g(Z),..;,g{n) lineair afhpnkelijk, als er geba

len CysCoyenssCp bestaan (niet alle = 0) met Cy 2 1 teoet Cp é(n) = 0,
Opg. 8. Elk viertal vectoren is lineair afhankelijk. Hetzclfde geldt v

meer dan vier vechoren.
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Ope. 9. Druk at voorwasrde dat 7% veetoren lineeir afhankelijk zijn, uit
in hun compeancenten.

Opg. 10. Als twece vectoren 2 en b (geen van beide gelijk aan de nulvec-
tor) lineair afhankclijk ijn, beste~t or ecn getal k met a = kb,

Wij hebloen in het voorafgannde vectorcn ongeteld, afgetrokken cen
met gotallen vermenigvuldigd. Thans goan wij over tot  het invoeren van
producten van twee veetoren. ®ij =ullen tweo soorten prolucten van vec-
toren invocren.

1%: Het inwendige ofscglar product.
Onder het inwendige product der vectoren a = (aj,ﬂa,ax) en
= (bl,bo,b ) verstaat men het goetal - 19by + agb, + 8y b o Men sehrijft

b
B«b =2 b = ayby + asb, + a3 3

2% Het uitwendige of vectorpreoduct.
Hieronder verstaat men bij de vectoren 2 = (al,a?,ag) en b =(b1,b2,b3)
de wvector

Opg, 11. Bewijs ab=Dba; kab==k(abl;albrel=ab+ac;
]
(2+D) %= (2+D) (a+b)= 8% + 2 2 b + b3 (a+b)(a<h)= a° - b° .

a
Opgs 12. Bexeken i i, 3 i, kks;iisik enki,
Opg. 13. Toon aan det niet steeds geldt

albg) = (2 dle.

Laat zien dat deze relatie dnn en slechts dan geldt als a en ¢ lineair
afhankelijk zijn.
Opge 14. Bewijs a xb==-Dbxa; kaxb=%k (axDds;

QX(§+§)=§X}Q+§xg,1¥: =0 ,
Opg. 15, Bereken i x J 3 x k3 k«3io

Uit opgnve 14 on opgave 15 blijkt dat men hejw#itwendige product van
a = oq i+ a, i+ az kenb = by 14+ by 1+ b3 k door deze drie termen
termsgewijze te vermenigvuldigen en dacrbij gobruik te moken van de ge-
vonden w_aarden der producten i x i, i x j, enz. Men lette hierbi} wel
op de volgorde der factoren in de optredende producten. :
Opg. 16. Bewijs a.(b x &)= be(e x 2)= cula x B)= - 2lc x b) = - bla « ¢)=
= - ¢(b x &)« Druk de wanrde van dit product, dat men wel het eindoproduct
der vectoren 2, b en ¢ noemt en dat mon wel aanduidt met (g.b,c), uit
in hun comnoncnten.
Opg. 17. Bewijs g.{a x b)= 0 .
Opg. 18. Als a.b = 0 en a.c = 9, drn zijn 2 en b A ¢ lineair afhankelijk,
Opz. 19, Bewijs a x (b x ¢)= bla ¢)- cla b).
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Wij zicn dus nogma~ls, dat de associaticve wet (b n)c = ba ¢) nict
geldt want het verschil van boide leden a x(b x ¢) is niet identiek
nul, zoals uit esn e nvoudig voorbewld blijkt.

Opg. 20. Bewijs (2 x B)x(c x &)= c¢ln,b,d)-a(a,b,0);
a{b,c,d)= blg,d,8)+ gld,a,b)- {2 b g)= O,

Opg. 21. Bewijs (a2 x bl.(c x d)=(z ¢)(p d)-(2 ) (b o). —
Onder de absolute w aarde |al van een vector o verstaat men |al =¥a“.
Opgs 22: Bewijs |k a| =|kl}a] ; 8 b° = (2 B)° + (o x b)°.
Men ziet dus op grond van opg. 22, dnt la bl€lal |b] en krijgt hier—

uit na quadrateren de"ongelijkheid van de driehock®

la + plsle] +|e|.

a1 -l| 5 la+ 2zl Al

Opg. 23. Bewijs lg + b‘ P

Wij gaan dc gevonden resultaten nu gebruiken in de analytische
meetkunde der ruimte.

Hiertoc identificeren we (de verbindingsrcchic van de oorsprong met)
ecn punt P(pl’PQ’pB) mct de wctor p. Met de oorsprong correspondeert
dan de nulvector Q. Mcn spreckt ook wel ven de vector p = OF.

Opz, 24. Bewijs}@?}: D . .
Opg. 25. Bij de vector p + g behoort het 4e.hoekpunt van een parallelo-
gram met hockpunten P, 0 en Q, bepa~ld door de vectoren p, o en a.

e

Opgs 26. Bij 2 vectoren p en o (punten P en Q) heeft men

o= |z||ef. comp,

waarin.@ de hoek POQ voorstelt.

Opg. 27. Twee vectoren OP en 00 staan loodrecht op clkaar als p.o = 0.
Wij zocken nog naar de meetkundige bot-kenis van de vector p x g

Beschouw weer de corresnonderende bunten P(pl,nﬂ,¢~) en O(ql,az,QB).
Aongezien plp x g)= 0 is staat p x a loodrecht op D en evenzo loedrecht
op g. De lengte van {p x g) vindt men uit

lp » 3‘2 + \E . 942 :\Ejz;lg\z (verg.ovg.22),
dus als men wederom Z/POQ =s¥*stelt ‘

|2 x a| = 0P%.00%(1 ~cos”p )= 0PZ.00% sin"p

dus \g % ql = OP.OQ\sinqﬂ = 2 opp. & POQ .

- Rest ons dus nog de richting ven p g vast te stellen. Beschouw
daartoe de derde component pq0, - Doy Van p x g.Deze is positief als
(pq)12 0 is, dus van uit de positieve Z-as gegzien de drﬂﬂiing van OP
naar 0Q met het uurwerk mee is., Dat is den dus ook het gewval van de
- vector p¥ g uit gezien.
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Het is nu mogelijk d¢ in 31 cevondoen formules in vectornotatie om
te zetten.

Opg. 28.D¢ nfstand van 2 punten P(plypg,p3) en Q(ol,ng,QB) is
(R~ ﬂt (verg. opg. 4 van de vorige § Y.

Opg. 29. Het punt R dzt h2t lijnstuk PO verdeelt in de verhouding 3§Lx
behoort bij de voctor’ {{j'“‘ (verg. opg. 6 van de vorige ),

Opg., 3C. De punten X(xl,xﬁ,x3) ener rechte zlanhde narameter voorstel-~
ling x = p + & t te brengen, warrin P(pl,pQ,QB) ecen willckeurig punt der
rechte voorstelt en A1z de richtingsgetallen van de vectoren zijn.
Opze« 31. De rechte door de twee punten P o¢n O bezit dc voorstelling

x=Aip+(1-%)a .

Opg. 32. De hoc%fp der rechten x = p+ 2t on x = ¢ + b t wordt beponld
a

door cosy = T—~T—T (verg. opge 11 ven de vorige b ).
€~y »/
Twee rechten met richtingsgetallen ooon b zijn loodrecht als o b = 0O,
Opz. 33. De boewuste hock: f wordt ook beonnld uit
axbl

sing = Tgrrg* | (verz. opge 27)e
De rechten zijn dus evenwijdig als ax b = 0 is.
Opg. 34. De rechtc door 2 punten A en B is ook te geven door

xxa + axb+ bxx=0,

Lecid deze relatie ook af uit opg. 31 on omgekeerd opg. 31 hicruit.
Opg. 35. De som der zijden van een drichoek ABC, onguvat als resp. de
vectoren, b-c. ¢c~-2, a~b is nul. Een enaloge stelling bewijze men voor
dc som der zijvlakken van een viervlsk ABCD, evenecns opgevat als vec-
toren ((b-2)(¢c-2) enz.). Verg. opg. F4.

Opg. 36. De parametervoorstelling van ecn »lat vlak door de puntcen A,B
en C luidt x = o +Ab + Yo met A+a+v = 1
Ovg, 37. De vergelijking van dit vlak luidt

{(2,D,8) = (Bye,x) + (g,x,2) - (x,2,0)= 0
hetgecn men kon brengen in de gedaonte

x.{axb+ bxg + cxa) = (g,b,e) .

i

Opg. 38. Dc punten X met a2 x = 4 waarbij a cen gogeven vector is cen d een
scalar, liggen in een plat v ﬁff dat loocdrecht stant on dc vector o en
dezo snijdt in het punt x = (a;
Opg.39. Breng het vliak 2 x = d in de normmalvorm.

Opg. 40. Bepanl de hosk van twee vlnkken o x= d en b x = e,

Opge 41. Bepaal dc¢ hoek van een vliak o x = d en een roohte x = b + t ¢ &

*®
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Wij bepalen thans de inhoud van het tetraeder OABC.

“ij vonGen reeds voor de oppervlakte van O04AB de waarde %\§><Q\'
De hoogte h van dit tetraeder mackt met OC een hoek 7', waarvoor geldt
oC OOSfp- h. Verder ziet men in dat juist op grond van de oriéntering
van de veetor aX b, deze met de vector ¢ een hoek q>insluit, dus cos<F=

axb).c
= . De inhoud van het tetraeder OABC is gelijk aan
‘a><h‘.(9
In 1{1 bl= axbl. cosip= L (axb .g)= 1(2yb,0)
3 2 =X GII‘K ( B ‘&7 2 L)= PrE¥ZL /e

Opg. 42. Leiddit resultaat ook af uit opg. 27 van de vorige paragraef.

gggg 43. De afstand van de evenwijdige rechten x = a + bt en x = g + &%
|bx(a-g)|
luids -—-—FF‘—-—— .

Opg. 44. De afstand der evenwijdige vlakken ax = d en agx = e luidt ?a?
Opg&ie 5 De afstand van het vlak ax = d en de ermee evenwijdige rechte
(gb)~-a
= _.Q + S}:t luidt """‘"‘5‘"— .
Opg. 46. Bewijs dat dec vergelijking van het vlak door de rechten
x=g+Dbtenx=2a4+ctluidt (bxglx = (a,b,e):
E”' 47. Bewijs.dat hct voctpunt der loodlijn uit cen punt a op het viak
}Z_)'K ( gxp_) +l)_d
bx = d het punt 5 is.
' b
Opz. 48, Bow1gs dat het voetpunt der loodlijn uit cen punt g op de rech-
c(a~b)
tc X =b + ct het punt x = b + ¢ 5 ise
c

Opsgy. 49. De vergelijkingen der bissectrice vdakken van de vlakken

ax~b + gcx~d
2x = b ¢n gx = d luiden = = T T e

Opfie_ 50. Het middelloodvlak van de punten g en b luidt 2(g-blx = inhzo

Ops, Dbl. De middchloodlijn der drie punten a,b en ¢ luidt
alb-g)?+b(ga) 2+e(a-b)®

X = - + 1t u, waarin u = axb + bxgc + cxa .
Opg._52. Bewijs dat de afstand der kruisende rechtcn x = a + bt;
| (2=gs2,4) |
x =¢ + dt gelijk is aan : .
. | 2xg,
Opfie. 53+ Bewijs dat de rechten x =g + bt en x = ¢ + 4% elkaar snijden

als (g,b,d) = (g,b,4)-
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Opg.54. Bewijs dat de snijlijn der vliakken a x =b en o X
daante

"
u
o)
©
o
o
i

(b ¢ - d a)x(axg)

X = , - (axe) t
2 aXE
(a:c)

bezit.

Opg.55. Bepaal de vergelijking der rechte, die de kruisende rechten
X=2a+bt enx=c¢+dt locdrecht snijdt.

Men vindt een rechte van de gedasnte x = p + (bx d)t, waarbij
de vector p wegens ong. 53 dient te voldoen aan

p{bx{bxd))=2a (bx(bxd))= (axb).{xxd)

€n evenzoe aan

=(bx d)°

vindt men met behulp van opgave 54 voor de gezochte rechte

i (ax p) . (ax D} fax (x 0} - (ex @) (ax D)} fex(ax Yx (2x @)’

s oy - - o

(bx d)

+(bx d)t

- e e b

= ~4j(axb)(bx Q)ﬁ + :QE(-;E x4) (Qx:i_)}+ (bx d)t.
(bx 4)

§2. Codrdinatentransformaties.
Wij kunnen met vectoren op eenvoudige wijze trongformatieformules

L oEn N .
(verplaatsing) der ruimte afleiden.
Een verschuiving van het stelsel 0XYZ naar een ermee narallel stel-
sel OUX'Y!ZY, waarbij 0" in het oude stelsel de codrdinaten (al,ag,a3)

. . R zonder

bezit luidt x' = X - a ; hierin geven vectoren ggt accent grootheden
. oud vas .

aan, gemeten ten opzichte van het nieiwe coordinatenstelsel. De inverse

formules zijn samen te vatten in x = X' + 2.
Wij geven thans formules waarbi) overgegean wordt van het stelsel
OXY% op een stelsel OX'Y'Z' (het analogon der draaiing in het platte
70

2e punten i =(1,C,O);}(O,l,@);kdo,o,l), gelegen op de oude X-, Y-
resn. Z-as, bezitten in het nieuwe stelsel codrdinaten (al,az,a3),(b1,b2,b5
(c1’°2’03)‘ Neoem de punten (1,0,0); (0,1,0); {0,0,1) in het nieuwe stel-
sel i', i' en k', Dan heeft men dus
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i=a 1"+ a21'+a3_15' : ,1';1‘1_1.""’03.1""'033' H
k=cq i +cH i+ cy k',

zodat men voor een punrt P met oude coordinaten (Al,,ﬁ,“m) en nieuwe
coordinaten (xl,xh.ﬂﬁ) vindt

oy d - ~ 3 1 ]
X= % 1+ X 1+ x5Kk =(q0q + by + A3L1)3 +(x1a2+x2bg+x3c2)1
+(xl-a,3 + }‘:2‘.3.j + x%cj)g',

dus wegens x = x; i' + x5 i+ x% k?

\

Xi = 8, X, + by Xo + € X.
3 71 3 %3 5 73

De formules (1) geven dus de transformatieformules van OXYZ nsar
OX'Y'Z' weer. De ma'rix (sbc)der transformatie is orthogonaal, want de leng~

N

2

te der vector L is gelijk aan 1, dus heeft men ai + a5+ o = 1. Daar
i en j londr2nht op eikaar staan, heeft men alb1 + 8, b + q3 3 = 0, en.

Wij weten dat de determinant van een orthoucnale matrlx gelijk is
aan +1. Is deze -1 dan passen wij bv. noz de transformatie xg = - xé
toe, waardoor 4z nieuwz Z-as van richting verandert, de motrix ortho-
genaal DIIITE en een determinantwasrde +1 Erijgt. De overgang van het
stelsel CVYZ naar het zo gevonden stelsel OX'Y'Z! is dus vasigelegd
deor een orthogonale transformatie met determinant +1.

De teruggang van het nieuwe stelsel naar het oude vindt men door
uit (1) de grootheden X1sXpy Xz OD te lossen. Deze warden uitgedrukt in
xizxé,x% door minoren van (abc)l23’ welke omdat de matrix orthogonaal
is, juint de elemerten van de matrix zelf zijn. Men vindt voor de in-
verse transformatie van (1) als coefficiénten matrix de inverse matrix
van (1):

( ¥p = alxi + aexé + aax%

Ny = byXy 4+ boX) 4 bBX%

-
(‘L.?"

welke natuurlijk eveneens orthogonasl is.

*
v
n
|

it

1
Cy¥q + czxé + CBX%

Men kan zich afvragen of een transformeatie van het gevonden type
ook docr rotetices te bewerkstelligen is, of anders gezcgd, of er een
aantal rotatizeg te vindan is, waardoor het stelsel OXYZ in het stelsel
OX'Y'7!' wordt overgeveerd., Inderdaad kan dit bereikt worden. Beschouw
daartie het viak door 0%Z en Z' dat het XOY wvlak in oxl snijdt. Pas nu
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eerst uitgrands van het stelsel ONYZ
een rotatie om de Z-as toe,

{over een hoek a"{’), wairdoor

dit stelsel overgsa’t in het

ctelsel OXlle; verviisens :‘: v '
rotere men om de Yenn over Y k/ ’
een hoek W= L Z0Z', worrna
het stelsel QXIYJ_Z overgast in :
het stelsel OX,Y;Z' en tenslotte Y X'
rotere men over een hoek ’9 om de Z'-as totdnt het vlek ‘flo}(,a in de ge--
wenste eindstand Y'OX'is gekomen. Men heeft dan 2ls men de coordinaten
van een punt T ten opzichte van de stelsels 0XYZ, OXlle, 0X2Y1Z',
OX'Y'Z' resp., aanduidt met (x,y,z), (xl,yl,zl), (xz,vz,zg),(x',y‘,z‘}

,v\ Xy = xcos,(!'-l-y sn.ncf?
;jylz-—xsin(’p-l-ycosc‘o .
\ le b4

X = Xq cosk}t & Zq sinty.
; Yo = ¥y

Ty T Xy sn.n\})—i- Zq cos Y .

{ x' = Xp cos\g‘ + Vo sin&'
kY for
kY .
Yyt == x, sin J 4 Yo cOS J
{ Z‘ == Z2
dus . :
x! = x(coscp cosy cosx}-— sing Sin\q)-!- y(sin%‘. cos\y cos +coschim§

-G sint}/cos"&'
{ y' = x(-—sin(p cos\ sinw}«-sincp cosV) )+y(-.-sin(f cos \tjsin&rcos?cos&)
} ‘ + 7z sin\}fsina‘
( ~ |
x cosﬁﬂ s:.n\!) + ¥y sin(,o sin\’) + 2 cos wvl).

Opgs_ 1. Druk de hoeken C,o,i}' enwﬁL uit in de grootheden Bysese1Cy uit
formule (1).

Evenals in de vlakke meetkunde naast rechthoekige coordiraten ook
scheefhoekige kunnen optreden, is dat in de ruimte wcetkunde ook het
reval, Wij geven de overgang van een rechthoekig ascoustelsel OXYZ paax
een scheefhoekig assenstelsel OX'Y'Z', Beschouw de punten i = (1,0,0);
i= (0,1,0); k = (0,0,1) in het oude stelsel. Laten deze resp. de

5]
]
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scheefhoekige coordinaten (ql,aq,t,), (bl,bn,b s (cl,cm,c ) bezitten,
Ncem de punten met nieuwe coordinaten (1,0,0); (0,1,0); (O 0,1) weer i';
i's k'« Dan heeft men voor een punt P met oude codrdinaten (xl’XE’XB)

X=X 4+ %X i+ X3 k= xq(eq &' + 8, ' + o X
+ (b1 It by AT by k! )+ l3(cl i+ ocy it o+ ooy x') =
= (xlal + Xpby + 130111* +(xla2 + Z,b, + xBGE)i' +

4 (x133 + beS + XSCS)E‘ = x{ i' + xh i+ x

zodab .i2n voor d- nieuwe coordinaten Xy X5y x% vindt

1

alxl + blxﬁ + clx3

SXi
(1) / x} = 8y Xy + by Xy + C, Xy

PO

i

x a3 X4 + b:JS X5 + 03 X3 .

AW B

De matrix (abc) is nu echiter niet orthogonaal, omdat de nieuwe
coordinaatassen niet meer loodrecht op elkaar behoeven te staan. De de-
terminant {abc) is echter niet nul, want was dit wel zo, dan waren de
punten a, b en ¢ lineair afhankelijk, dus collineair,

De cmkering van (1) levert ons de overkang van het nieuwe naar het
oude stelsel.

Wij merken op dat de transformatieformules (1) lineair zijn in de
variabelen, zodat een figuur f(xl'XZ’x3)= 0 van een graad n in de
variabelen Xy1Xy €N Xz door de transformatie overga=zt in een figuur
f‘(xi,xé,xé)z 0, die in de nieuwe variabelen xj,xj; en xi eveneens van
de gracd n is.

Opg. 2. Toon =zan dat de in inhoud van het parallei%ipedum,bepaald door
. . . N 1

de dric ribben i', ji', k' gelijk is aan Teboy *

Opz., 3. Ben vergelijking px + oy + rz = s in schecfhoeckige coodrdinaten

X, ¥ en z stelt een plat vlsk voor.

Opg. 4. In scheefhoekige coordinaten luidt de vergelijking van een plat
7lak door de punten P, (x;,v;,24) (i = 1,2,3)

E y =z 1

le AR R
Yy, 2z, 1

{ ¥z 23 1
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en in parametervoorstelling heéft men weer voor cen willekeourig punt P
van het vlak P = N Dy + /0 Py + V Py met ')\+/U- +V =1,

Opg. 5, In schecfhockige codrdinaten luidt de vergelijking van ecn
rechte door 2 punton P, (%x;,¥4,2;) (i = 1,2

X~%q Y-y,  2-%q

e L — =

FomXy  YoVy o ZpEy

of in parametervoorstelling P =AP, + P, (Aept= 1),
Opge 6. Wat is de meetkundige plaats der punten
P=APy+MP,,

als Pl en Pz vaste gegeven punten zijn, mear ?vtb& niet langer aan de
bepaling A + AL = 1 gebonden is? Beantwoord de analoge vraag voor de
punten P = 7\P1 + JA P2 + VY P3.

Opg. 7. Het snijpunt van 3 vlakken mot vergelijkinguz + v y+ wy z =dy
(i = 1,2,3) in schecfhockige coordinaten luidt

_ %de) . _ (udw) |, _ (uvd
X = Toaw v = %uvwi 3= %uvw% *

Naast de rechthockige en schecfhoekige coordinaten treden nog an-
dere soorten coordinaten op. Wij nocmen de cylindercoBrdinaten'en de
poolcoordinaten,

De cylindercoordinaten (z,r,?) van een punt (x,y,2) vindt men door
de x- en y-coordinaten te transformeren in de poolcoordinaten r en ep
volgens de bekonde formules x = r cos?> 1y =71 sinQJ.

De cylindercoordinaten spelen een rol bij de bepaling van omwente-—
lingsvlakken, S

Beschouw in het X0Z vlak de vlakke kromme f(x,z)= 0 en laat ge-
vraagd zijn de vergelijking van de figuur te bepalen, die uit deze
kromme ontstaat door wenteling om de z-as. Ben willekeurig punt (x,y,z)
van het oppervlak heeft dan ezn afstand r tot z-as, dic gelijk is aan
de afstand wvan het ?unt (x,o,z) tot de z-as, waaruit het door wenteling
is ontstaan, zodat zo'n punt voldoet aan fr,z)= 0. In cylindercodrdi-
naten wordt dus een omwentelingsoppervlak om de z—-as gegeven door ecn
vergelijking waarin de poolhoek ¢ niet optreedt (en ogggkggrd!). In
rechthoekige coordinaten luidt de vergelijking dan £(\/x“+y“,z)= O,
welke zo nodig na quadrateringen in een rationale gedaante in x, y en
z te brengen is.

Opg. 8. Bepaal de vergelijking van de omwentelingskegel, ontsta~n door
de rechte % + % = 1 om dec z~as te laten wentelen,
Opgs 9. Bepaal de vergelijking der omwentelingsellinsolide ontstaar

de ellips 5;;+ 7' = 1 om de y-as te laten wentelen.
o AF |
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Opg. 10. Bepanl de VO””"‘&W?JHE der omw-ntclingshynerboloide, ontstann

& m'r'
door de hypcrhool —j -
a

A LD ¥ tz .
Toon aen dat do rochte ¥4 ﬁg - E =ty H - n o+ T E 1 (& willekeurig)

= 1 om dc z-as te laten wentcolen.

[ B
z‘.}!

geheel on dit opperrick ligt.

Opg. 11l. Bepa~l de woreelijking van de torus, ontstamn door de cirkel
ol ]
(x-2)¢ + 2° = r° (mus r<a) om de z-as to laten wentclen.

Opg. 12. Wat steclt in scheefhoekige (rechthoekige) coordinaten éen ver-
gelijking van de gedaante f{x,y)= O voor?

Opg. 13. Wat stelt in cylindercoordinaten cen vergelijking van elk der
g canten f(r,¢)= 0; £(z, %)= 0 voor?

Een punt P(x,y,z) is ook vast te leggen _ 2
door zijn 3 poolcotrdinaten (r,qm,’ ), T
waarin r = 0P, ?’“ de hoek tussen de
vlekken POZ en X0Z en 3= [ POZ.
Men heeft de volgende transformatie-
formules

X = I cos sin{}
y r sinq;sin
Z = I ¢08s~

en vindt voor de inversgse formules

T =m
tg({): ézc

tg&-—- \4..}5-_4:1__

Poolcoordlnaten worden veel gebruikt in de astronomie,

Opg.14. Bepaal in poolcodrdinaten de vergelijking vaen het platte
visk a2 x = b.

Opg.15. Bepeal de vergelijking in podlcodrdinaten van de torus in
opg. 11.
Opg.16. Bepaal de vergelijking in poolcoSrdinaten van de cylinder
met als as de rechte x=y=z en mel stresal 1.
Opg.17. De meetkundige plezats der punten P waarvoor de som der af-
standen tot twee gegeven punten E en F(brandpunten genaamd) constant
(=2a) is, noemt men een omwentelingsellipsofde. Bepeal de vergelij-
ling van deze ellipsoide in rechthoekige codrdinaten (stel EF=2c en
kies het midden van EF als oorsprong, de X-as langs EF enz.). Bepaal
ock de vergelijking in poolcotrdinsten met E als poocl en EF als pool-
as en in cylindercotrdinaten met EF als cylinderas.
Opg.18. Bepgagaﬁe snaloge meetkundige plasts der punten P met{PEwPFh
2a eveneens de vergelijking in het ansloge rechthoekige codrdinaten—
stelsel. Men vindt een omwentelingshyperboloide (vgl. opg;10).



- 114 - A.M.

815, Uitbreiding ven de Tuclidische ruimte.

De verzameling der punten (x, ¥y, 2), die wij tot dusverre
beschouwden, wordt de Buclidische ruimte genoemd, Evenals met het
Euclidische platte vlak geschied is, breiden wij deze ruimte op
tweecrlei wijze uit.

Allereerst wensen wij ook aan evenwijdige rechten (resp.
vliakken) een snijpunt (resp. snijlijn) toe te kennen. Hiertoe voe-
ren wij wederom nieuwe elementen in, die wij oneigenlijke punten
noemen. Dit geschiedt op analoge wijze als in de vlakke analytische
meetkunde. Een punt P (x, y, z) geven wij 4 homogene codrdinaten

(X, ¥, 2, ¥) = (Ax, Ay, Az, A), waarin )\ een willekeurig getal # O
voorstelt. We geven de homogene coordinaten ook wel met (X, X5, XS’
X4) aan. Elk punt (x, y, z) bezit dus oneindig veel viebtallen ho-
mogene codrdinaten. Is omgekecrd een viertal (X, Y, Z, 7, gegeven,
dan stelt dit indien W # O is, het punt (%, %, %) voor. De elementen
(X, ¥, Z, W) echter met '/ = O corresponderen niet met (eigenlijke)
punten (x, y, z). Deze elementen noemen wij oneigenlijke punten, be-
halve het element (O, O, 0, O), dat wij niet met een punt zullen i=
dentificeren., Een oneigenlijk punt is gekarakteriseerd door W = O,
dus door ecn eerste graadsvergelijiiing. Waar een plat vlak px + qy +
+ rz = S in homogene cofrdinaten eveneens aan een eerste graadsver-
gelijking voldoet (n.l. pX + q¥ + rZ% - s7 = O), zegt men dan ook,
dat alle oneigenlijke punten in een plat vliak (dat men het oneigen-
lijke vlak noemt) liggen.

Opg. 1. Een vergelijking pX + qY + rZ2Z - sW = O,waarin », g, r en s
niet alle nul zijn, stelt een plat vlak voor.

Wij laten zien, dat de oneigenlijke punten als snijpunten
van evenwijdige rechten ovtreden. Beschouw twee evenwijdige rechten

. 5___% _z X-p _ ¥y-¢ _ 2Z-T
a =g T3 b T ¢

In homogene codrdinaten luiden hun vergelijkingen
X _Y _2 X=oW _ Y—qW _ Z-rW
= S =

a B~ T a
dus na eliminatie van X, Y en Z vindt men
(pb - qa)¥ = 0; (qe - )W =0,
waaruit volgt W = O (tenzij&i%z“de rang 1 heeft, wat uitgesloten isy
(waarom ?) en het snijpunt is dus het oneigenlijke punt (&, b, c, 0).
Iedere rechte met richtingsgetallen a, b en ¢ gaat dus door het one:
genlijke punt {(a, b, c, 0)
De oneigenlijke punten van het platte vlak px + qy + rz =
vindt men door oplossen van het homogene stelsel
pX + qY + vZ - s = 0
i W = 0

»
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zodet 2P als snijpunten van twee platte vliakken (waarvan weliswaar é&én
oneigenlijk 1is) optreden, redcn waarom men zegt dat de gezochten
punten op cen rechte liggen, die de oneigenlijke rechte van het plat-
te vlak genoemd wordt. Deze rechte bevat slechts oneigenlijke punten.
Opg. 2. Door twee verschillende punten (al of niet oneigenlijk) gaat
één en slechts één rechte. Zijn de punten P1(X1, Yy, 24, W1,) en
Pz( Xg, Yz, 22, Wg, dan is de parametervoorstelling van een wille-
keurig punt P(X, Y, Z, V) dezer rechte
X=Xy +puXo; Y= MYy + Y, 220 2y +HEp; W= AT, +p 7,
of korter geschreven P =3\P1 +MP,.
Leid deze parametervoorstelling ook af uit de vroeger gevondene voor
het geval, dat de punten P, P, en P2 elgenlijk zijn. Als P, en P2
eigenlijk zijn, hoe moeten wij dan de parameter kiezen, opdat P on-
eigenlijk zij ?
Opg. 3. Door drie verschillende punten (al of niet oneigenlijk), die
niet op ¢één recchte ligzgen, gaat €4n en slechts één plat vlak, Zijn
de punten Pi(Ki, Yo, 2y, Ui,) (i = 1, 2, 3), leid dan de parameter—
voorstelling P =7\.P1 +/1P2 +\?P3 af voor een willekeurig punt
P(X, Y, Z, W) van het gezochte vlak. Toon ook aan, dat de vergelij-
- king van dit vlak luidt ‘
XYZW)|
XY, 2., |
Xp¥pZoW,
X3¥32375]
Vergelijk de resultaten met de vroeger gevondene voor cigenlijke pund
ten en vlakken.
Opz. 4. Door een punt en een rechte (beide al of niet eigenlijk),
die niet door dat punt gaat, gaat één en slechts één plat vlak.
Opzg. 5. Een plat vlak en een rechte (beide al of niet oneigenlijk),
die niet in dat vlak ligt, hebben één en slechts één snijpunt ge-
meen (ook in het geval dat de rechte evenwijdig is met het vlak).
Opg. 6. Twee verschillende platte vlakken hebben één en slechts
één rechte gemeen. Luiden de vergelijkingen dier vlakken U = O en
V =0, dan is de vergelijking van een willekeurig vlak door die rechte
WU+ MV = 0
Opg. 7. Drie verschillende platte vlakken, die niet door eenzelfde
rechte gaan, hebben &én en slechts €én punt gemeen. Zijn de vergelij-
kingen dier vlakken U =0, V=0, W = 0, dan is de vergelijking van
een willekeurig plat vlak door dat snijpunt AU + MV +V¥ = 0.
Evenals men in de vlakke analytische meetkunde 1ijncofrdinaten invoer-
de, vocren wij nu vlakcoardinaten in, Onder de homogene vlak-
codrdinaten van het platte vlek met vergelijking
PX + gY + 12 = s
verstaat men het viertal (p,q,r,-s) of een ermee evenredig viertal

=0
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(mits niet alle elementen nul zijn).

Wij vinden dan de volgende duale resultaten geldig in de
zojuist uitgebreide EBuclidische ruimte ( ook wel projectieve ruimte
genoend).

Een punt bezit vier homogene Een plat vlak bezit vier homogene
(punt)codrdinaten. vlakcodrdinaten.

Door twee verschillende punten | Twee verschillende platte vlakken

gaat precies één rechte. snijden elkaar volgens een rechte.
Door drie wverschillende, niet Drie verschillende, niet door één
op één rechte gelegen punten rechte gaande platte vlakken hebben
gaat &én cn slechts één plat één en slechts één punt gemeehn.
viak.

Door een punt en een rechte, dﬁ@}Een plat vlak en een rechte, die
niet door dat punt gaat, gaat niet in dat vlak ligt, hebbeR één
één en slechts één plat vlak. en slechts één punt gemeen.

Elk punt P der rechte door P1 Elk plat vlak V door de snijlijn

en PZ heeft de gedaante P = van twee vlakken V1 en V2 heeft de
=")\P1 + MP,. gedaante V = AV, +mV,,
Elk punt P van het vlak door Flk vlak V door het snijpunt der

P1, P2 en P3 heeft de gedaante | vlakken V
P = '/’\P.t +,,LP2 + VP3'

1 V2 en V3 heeft de ge-
daante V =AYV, *puV, +\>V3.

Een plat vlak is de verzameling| Een punt is gelegen in ieder vlak
der punten, die voldoen aan een| der verzameling vlakken, die vol-
eerste graadsvergelijking in doen aan een eerste graadsvergelij-
puntcodrdinaten. king in vlakcoOrdinaten.

Opg. 8. Toon dat laatste resultaat aan.

Het vlak door de punten met ver- Het snijpunt der vlakken
gelijking piX + qu + riZ + siW =0
PX; + Q¥ + rZ; + SV, = 0(i=1,2,3)} (1 = 1, 2, 3)

bezit in puntcodrdinaten (x,y,z,w)| bezit in vlakcodrdinaten (p,q,r,s)

de vergelijking de vergelijking
XYZVW Pgr s
L45M) =0 P121%184 0
SR Y AP PodpTo8)

X3¥323%3 | 23337383 |




Opg. 9. Toon ook deze resulbtnten acn.

Onder de dubbelverhouding van 4 collineaire vunten 4, B, C
en D, waarbij voor C en D de paramctervoorstellingen C =AA + 44 Bj
D =P Lo+ B gelden, verstant men de verhoudlng;F :;% . Ig dezc ge-
lijk can -1, dan liggen  de punten huTﬂOnluCh '

Onder de dubbelverhouding (UVHT) van 4 door &¢n rcchtc gaan—
d¢ vlaklten U,V,W,1, waarbij voor 7 en T de parametervoors telllnﬁcn

W =AU +/.(V, T =‘0U +V gelden, verstaat men de verhouding 'y '-‘-'-'-

Beschouw 4 collincairc punten A, B, C cn D en ccn rccnﬁgkm,

dic de rechte AB kruist. Dan is de dubbelverhouding der 4 punten 4,
By, C en D gelijk aan de dubbelverhouding der 4 vlakken X = Am,

/3= B, 3h= Cm en b= Dn. Immers zijn de codrdinaten van A (a1, 2o,
a3, a4), enz, cn zijn P (p1, Py Pys p4) cn Q(q1, dos 93 q4) twee
willok&urige punten van m, dan heeft het vlak & de vergeli jking
(2 p g x) =0, waarbij x = (xy, %, Xy Xy ) cen willekcurig punt
van dit vliak voorastelt. EBvenzo vindt nen voor het viak /3 de verge-
lijxing (b p g =) = O en voor N de vergelijking (e pgx)=0,
maar ccar C op AB ligt, heeft men C =3 A +f.B, dus (¢ pgzx)=

=2 (apaqgx)+m(dpag=z) =0, dus ook 2(:?\@ +/LL/§ cn evenzo
% Puq.myg waaruit dc¢ bewering volgt,

Vervolgens breiden wij de. projectieve ndmbe nog wit met niet
reddle elementen., ¥ij vocgen or n.l. ook alle punten (X, ¥, Z,7
aah toc, waarbij X, ¥, Z en W niet allen reeécl zijn, zonder dat het
mogelijk is zo'n punt 4 homogene reeele colrdinaten te geven,
Opz. 10. Bestaan er ook regéle punten met 4 niet reetle homogene
colrdinaten ?

Twec punten hetcen tocgevoegd complex als men hun homogene
cobréinaten zo kan kiezcn, dat zij twecaan twee toegevoegd complex
zijn, dus 2 punten (a,b,c,d) en &',b',c',d') zijn tocgevoegd com-
plex als men heeft a s at =b 2 b' =¢ 3 ¢' =4 3

Wij voeren voorts nog nict reefle rechten en vlaklien ing
ecn nict reddle rechtc is cen rechte, die ten hoogste één retel
punt bevat (iedere reglle rechic bevat oncindig vecl niet roﬁﬁle
en ook oneindig wveel ro¢§le punten); een niet rcéel vlak bezit
4 homogene codlrdinaten, dic nict zo te kiezen zijn, dat ze allen
recel zijn.

Opg. 11. De verblndlgrllan van twee tocgevoegd complexe punten is
recel. De snijlijn van twec toegcevoegd complexe vlakien is rcéecl,
Opg. 12, Als ecn regole rechte (vlak) een complex punt bevat, ligt
het tocgevoegd complex punt er ook op.

Ope. 13. Een niet rceeel vlak bevat gecn 3 regtle nict collineaire
~punten.
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Opg. 14. Als door ecn regilc rochte ocen niet recol vlak geat, dan
gaat ook hcet tocgevoepd comploxe vlak door dic rechte.

Opg. 15. Ligt evn complex punt op een complexc rechte (of vlsk),
dan ligt het toegevoezt complexce punt op de toegcevoegd connlexe
rechte {resp. vlak).

Bvenals in de vlakke mectkunde cen rechte é % isotroop
werd genocemd, als haar richtingscoéfficilnt gelijk isg aan + i,
dus als a2 + b2 = 0 is, noent mecn in de ruimte ecn rechic met

2 + b2 + c2 = 0 i3 en ecn

richtingsgetallen (a,b,c) iroircop, als a

viak px + gy + rz = s isotroomn, als 92 + q2 + r2 = 0 is,

De oncigenlijke punten van isotrope rechten liggen op de gcheel in
het oncigenlijke vlak gelegen kegelsnede met vergelijkingen

%% + yz + 22 = 03 w = 0, wclke“boleirkel®wordt genoend.

Opg. 16. Toon aan dat in clk isotroop vlak juist &én icotrope

rechte ligt en dat dezc voldoot aan de voorwaarde, dat zij loodrecht
op dat vlak staat.

Opg. 17. Zen raaklijn acn cen bol uit zijn middelpuns is isotrocop.:
Dit is ook het geval met ecn rackvlak aan de bol uit zijn middelpunt.

Opg. 18. Alle bollen gaan door de boleirkel.

$16. Oppervlakken en krommen.

Om het ged;ag van een willekeurig punt 0 van een algebraisch
oppervlak met vergelijking f£(x,y,z) = O,(waarin £(x,y,2z) en veel-
term in x,y en z ls van de graad n) te onderzoeken, verschuiven
wij het assenstelsel zo, dat de oorsprong in 0 valt. De bekende
term ontbreekt dan in de getransformeerde vergelijking. Leat deze
nu de gedaante

u1 Uy e bR = 0

n ,
hebben, waarin u, een homogene uitdrukking u, (x,y,2) van de graad

r is in x,y en zf Zij u, = kx + my + nz., Wij bepalen de snijpunten
van een rechte x = pt, y = gt, 2 = rt door QO met ons oppervlak,
dat wij met £ aanduiden. Substitutie levert

t(kp + wy + nr) + tguz(p,q,r) + t3u3(p,q,r) + oss = 0.
Wij vinden derhalve steeds één oplossing t = 0, dus de oorsprong,
zoals te verwachten was, terwijl verdere snijpunten gevonden worden
uit de vergelijking

kp + m3 + nr + tuz(p,q,r) + % u3(p,q,r) + v =0
Het 1is mogelijk, dat de oorsprong nog eens als snijpunt optreedt,
n.l. als p, ¢ en r zo worden gekozen dat kp + mg + nr = 0 is.
Alle rechten x = pt, y = qt, 2 = rt met kp + mq + nr = Q0 hebben
dus in O twee samenvallende punten met f gemeen en worden raaklig~
_‘nen in O aan £ scencemd. Rliminatie van b. a en r leert ons dat ..

[
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deze rechten alle door O geande rechten zijn, die in het platte
vlek met vergelijking kx + my +inz = 0 liggen. Dit vlak V wordt
dearom wel het raskvlak in O aan f genoemd. De vergcelijking hier—
van luidt dus kortweg u1(x,y,z) = 0. Wij merken nog op, dat de
snijkromme van £ en V in O een dubbelpunt bezit. Dit tonen wi}
het gemakkelijkst aan door het assenstelsel zo te drasien, dat
het x0y vlak samenvalt met V. D¢ vergelijing van V luidt dan

Z =0 ¢n die van £ ie dan

Z + uz(X,Y,Z) + e0e =0
De snijkromme voldoet dus aan

u2(X,Y,O) + u3(X,Y,O) + «oe =0
en dit is een veclterm in X en ¥, waarven slle termen van de
6% en 1° gread in X en Y ontbreken, zodat hiervoor de oorsprong
een dubbelpunt is, Al nasr gclang dearvan of

u,(%,7,0) = 8,455 + 28, X7 + 2,,¥°
reeéle verschillende, samenvallende,dan wel toegevoegd complexe
lineaire factoren bezit, is dit dubbelpunt een gewoon dubbelpunt
of knooppunt, ecn keerpunt,dan wel een geisoleerd dubbelpunt.

In het ecrste geval bestaat de doorsnijding van V en £ ult twee
reeéle door O geande rechten, en noemt men O een hyperbolisch
punt; in het tweede geval hect O een parabolisch punt; in het
derde gevael, dat bij elk reeel punt van een recle bol optreedt,
heet O een elliptisch punt.

Opg. 1. De doorsnijding van een reéle bol met zijn raskvlaek in
.een zijner reele punten bestaat uit twee isotrope rechten,

De gevellen werden onderscheiden naesr de aard van de ont-—
bindbaarheid van de vorm a11X2 + 2P12£V + a22Y2 dus naar het teken
van de determlnant =

,;,,11 5;12} = 2,480y = 2157
zij corrbspoﬁgercg met de gevallen D < 0, D =0 dan wel D > 0.
Opg. 2. Voor ecn QPPCTVluk met vergelijking z = g(x,y) heeft men

2 o

D = %&% . %y - (1-—E)2, ook wel kortweg geschreven
D = gxxgyy xy , waarblj elk der afgeleiden te nemen is voor de
waarde, die zij in de oorsprong aanncmen.’

Voor een oppervlak f(x,y,z) = O heeft men
Z, == fx/fz; zf - /fz. Het raskvlek in de oorsprong aan dit opper-
vliak heeft dus de vcrgeliaking

x(5D) + y(8D) + (£D), =
en het raakvlak in een unt (a, ,¢) van £ luidt dus

(x-a) 5— + (y-b) + (Z-c)gg =0 (hierin is §§ “éii%f%L§l>

genomen in het punt (a,b,cD.
Wij geven hierven nog een andere afleiding. Beschouw de
doorsnijding van f met het vlak x = a. Deze voldoet aan f(g,{{§}=0,A
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en de resklijn esn deze vliekke kromme in het punt P(e,b,c¢) luidt

dug z-o =[EZ (y-b), zodat deze wegens Of
fﬁ§)P ' dz _ _ &7 de 3 richtirge~
3y T T B

, e
getellen (O, - %g, ) bezit, Evenzo heeft de rasklijn in P

aan de doorsnijding vpn £ en het vliek y = b de 3 richtingsgetal-
len (32, Q, - ), zodat het raskvlak in P, dat deze beide raak-
lijnen bevat, aa” 3 richtingsgetallen (£.£,, £, £ 2 of
(fx’ fy, f ), te nemen in punt P, bevat, waarmede de gezochte
vergelijking is teruggevonden.

Voert men homogene codrdinaten (X,Y,Z,W) in, dan geaet bij

= % enz, de gegeven vorm f(x,y,z) over in de in X,Y,Z,V homogo:-
ne verm XY = , N \M\
(5, %) - e FON=Z )
waarin F homogeen is in X,Y,Z en V. Voor de homogene vorm

N

PX,Y,2,W) gel?’c voleens Euler XQ-»‘ + Ya\\' +Z45'~5"~ +Wi-, = n¥F
. AT

en verder 1is 5 W AF

Sﬂz) WEEY €nz., dus het reakvlak in het punt

(4,B,C,D) van het orpervlak MEL,71,2,W) = 0 luidt

(X A)'Q_E ( __,w))l’ (7__(... }"E"“‘O
P W D W v T 4Aag TV
us

OF U 0F IE 2F DF DF oF

X3A+Y§§+Z‘5“"~W(ABA B§R+O:‘;§)=-W‘b“jﬁ N
zodat men tenslotte %i?dt e

2F Q

X‘-i-Y\)T + 23 W:ﬁ;ﬁ:O.

Opg. 3. Voar het oppervlak f(x,y,z) = 0 heeft men .
{‘w 2{;{2‘{10["'*?‘ ;;{ W{Z - {};{y fnﬁ/ ,

-~

xS —~ .~-.-.......w__‘f§ ?Wt - 7. :
v {x P -.'{n?{f: "{‘fﬂfﬂf + {""{"{‘i
i =
F) 2 -
waarne men veor D = Syx ﬂfy zxy vindt na uitclgferen
fxx Xy fxz fx
£ _ £
_1¢ fyx Jy J& ¥
D==-Ile £ ¢ ¢
' X Tzy "2z TZ
fx fy fz 0

Opg. 4. Pes voor de bol (x~a)2 + y2 + z2 = a2 de juist gevonden

formule van D toe om vest te gtellen, dat de ocorsprong een ellip-
tisch punt is. |

Opg. 5. Laat zien dat bij het oppervlek %2 +y2 -2% = 1, slechts
hyperbolische punten optreden,

Opg. 6. Bepaal meetkundige pleats der parzcbolische punten (welke
meetkundige plaats men de spinodale lijn noemt) van het opy

x3 + y3 + z3 = 1.
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Het ie denkbaer, det icdere rechte door de corsprong het
oppervlek f(x,y,z) = 0 in d¢ oorsprong tcn minste twee meal
snijdt. Dit treedt op cls de bovenbeschouwde uitdrukking
kp + mg + nr = 0 is voor elle p,q,r, wet slechts kan cls k=m=n=0,
dus als fx = fy =fz = 0 in de ocorsprong. Men ncemt het punt O dan
een dubbelpunt ven het oppervlak. Die rechten, die in O drie of
meer gamenvallende punten met £ gemeen hebben, noemt men dan de
raaklijnen in O =2an f. Hun richtingsgetallen (p,q,r) voldoen in
het =algemeen aan uz(p,q,r) = 0, dus aan een homogene quadratisehe
uitdrukking in p,q en r. Al deze rechten door O vormen een kegel
met vergelijking uz(x,y,z) = 0.

Het ken cchter gebeuren, dat ook alle coefficienten van
uz(x,y,z), dw.z. elle afgeleiden £ ox? fxy’ eeey £, ven de 2°
orde in de corsprong de waarde nul asnncmen. Den is de oorsprong
een tenminste drievoudig punt ven f. In het algemeen: is een vorm
f tesamen met =) hasr efgeleiden van de 1%, 2%, ..., (n-1)% orde
in een pun®t 0 gelijk n2en nul, masr is ten minste eer der afgelei-
den van ¢e orde n niet gelijk =2an nul, den is 0 een n-voudig punt
van £ en de rasklijnen in O =an £ (d.w.z. de rechten, die in O
met f tenminste n+1 punten gemeen hebben) liggen op de ne~graadskegel
met vergelijking un(x,y,z) = 0.

Opg. 7. Bepaal de positieve wearde van c wearvoor het oppervlak
x2+ y2 + 2¢cxXz + zz + 2¢xX - % = Q0 een dubbelpunt heeft. Bepaal ook
de vergelijking ven de kegel der racklijnen in dat dubbelpunt,

In het geval ven een dubbelpunt is de raaklijnenkegel in
dat punt van de tweede graad, Zoals wij leter zullen zien, zijn
¢r 4 hoofdtypen van tweedegraadskegels: de reele kegels, d¢ ima-
ginaire kegels, de vlakkenporen en de dubbelvlzkken., De optreden—
de dubbelpunten noemt men in deze gevellen resp. conische punten,
geisoleerde punten, biplanzire punten en uniplanaire punten.

Opg._ 8. Onderzoek het karaekter van het beschouwde dubbelpunt ult
opg. 7.

Behalve de lasgste-grasdstermen van f£(x,y,2z) = 0 leren ons
de hoogstegrandstermen ook iets over het oppervlek f. Geat men
n.l., op homogene codrdinsten over, dan krijgt f tot vergelijking
F(X,Y4Z;W) = O en de oneigenlijkc punten van f voldoen dus aan

(PO X,Y,Z,W)Y) =0 {P(X,Y,2,0) =0 un(x,y,z}.-:«;
{ W =0 y dus aan i W =0 ,dus aaéi
De vergelijking un(x,y,z) = 0 is homogeen in x,y en z en stelt een
kegel van d%iﬁfgraad voor, die het oneigénlijke vlak volgens de-
zelfde kromme f snijdt,

Twee oppervliakken F en G snijden elkaar volgens een kromme
1lijn.Z2ijn de graden der oppervlakken m en n, dan is de snijkromme

3
wW=0 °
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in het algemeen van de gra=sd m n, d.w.z, een willekeurig viak
snijdt deze in m n punten. Immers zo'n vlak snijdt F volgens
een megraads-kromme f en G volgens een negraadkaromme g en de
krommen f en g hebben, zoals in de algebra werd bewezen, m n snij-
punten gemeen. Natuurlijk kunnen 2 of meer dier punten samenval=
len en dit kan zelfs optreden bij ieder der doorsnijdingen ven
f en g met leder snijvlek, In dat geval reken P en G elkaer in
het algemeen in zo'n punt, .

Een kromme k is dus voor te stellen door twee vergelijkingen
£(x,3,2) = 03 &(x;y,2) =0 -
(vgl, b.v. de rechte 1lijn). De snijlijn der raskvlekken san F en
G in een punt P der kromme noemt men de rasklijn ean k in P. Zij
P(a,b,c), dan voldoet die rasklijn aan ) S N
(x-a)ga + (y—b)gg + (z—c)') =0 en (x—a)5§;+ (y4b‘—ﬁ-+ (z—c);é = U,

dc '8 de
en is dus de rechte % y—4 ¥- C
T e T s

-

f9e-12gy  Fegatoge  Tadt—TrFe
fen ruilnte~kromme kan men in parametervoorstelling geven
door de belrekiingen x = x{t)s y = y(¥); 2 = z(t). Men kan dan
door eliminrtie ven t de kromme ook door de twee onafhankelijke
betrekkingen £(x,y,2) = 0; g(x,y,z) = O geven., Men vindt door
differentieeren naar t |

L fyyt+ f,z4= 05 B X+ E Y+ €,24= 0,
fx fy fz
dus Xy 3 Ve t Z. O .
b vt t -
23 Sy g, H
Hieruit volgen voor de rasklijn in het punt P(a,b,c) der ruimte-

kromme de vergelijkingen %igT = %597 = %%97 . Is de kromme in
t/P

homogene codrdinaten gegeveg Eooryt P

X =X(t); Y =Y(t); 2 =2(t); W =W(t),
don vindt men x = Sbu enz,, dus in het punt P(4,B,C,D) der
kromme luidt de raaklijn

X A I_B z_¢

¥ 5. = ¥¥~"5 W°3H ,

DAUfﬂ_‘DB“Bﬁ‘“JC-%D‘
wesrin A' = Qg L y genomen in het punt P, enz. Dit houdt juist
in,dat de rang van de matrix

X Y 2 W,

14 3 ¢ D

iar B: o D

gelijk is aan 2.
Opes 9., Bewijs dit.
Een reegklijn in een punt P van een kromme heeft in P ten

minste twee snijpunten met de kromme gemeen. BDit is bij de kromme
¥ = %x{tY: v = vit)e 2 = #z(t) en het ount Pla.h.e) ank 2la volet
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in te zien, 1) a = x(8); » ~ y{3); o = #(8), dus zij & de para-
meterwarrde, die b1ij P behoovi. Behoort bi} ver =nler punt Q de
perameterwaariec u, daon is de vergelijhing der reohie PQ

X =N _ v =-5b
Y(8)=aiu' T yisi-y(u)

5

~ C
%

EETE ATV

Todert 1 tot s, dus Q tot P, dan levert een limietovergang ons

=2 _ gt oz=c
X ¥ Tzl

Ieder plat vlak door de rasklign is een raskvlaek asan de kromme,
Een vlak door 3 punten der kromme met parameterwaarden s,u en v

heeft tot vergelijking
{

P ¥ ¥ z 11
z(8) w(s) z(s) 1 _ 0,
pz(a)  slw) z(a) 1
bz{v) wlv) z(v) 1]
dus
e v 1
{X{S) y(g) z{o} 1) _ 0,
;z(:)~r\*: y(s)=y(u) z (g} -z(u) 0
(e)=2x{w)+x(v) y(a)-2y(u)+y(v) z(c)-2z(u)+z(v) O
dus na limictovergang

i

X ¥ oz W

a4 B ¢c 1 | _
At BY o' D ]
{‘A.?' B', Cf’ Dl"

NDit levert ons dus de vergelijkirg ven het platte vliek, dat in
P drie s=menvalilende punten met de kromme gemeen heeft. Dit vlak
noemt nen het csculatievliek van de kromme.
Opg. 11, bepaal het ossuleticvlek van de cirkel x°+ y2= 1;
z = 0. Nveneens dat van de kromme x = t3 y = tz; zZ = t3.

De verzomeling der rasklijnen ven een ruimbe~kromme noemt
men het tangentencoppervlek der krcume, |
Opg. 12. Eepaal het tangentenop%ervlak van de kromme
(441}

L3

x:‘-t’V:tz’Z:‘-
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§ 17. Oppervlakken van de tweede graad,

Wij vonden reeds eerder dat een bol gegeven wordt door een
vergelijking van de gedaante

f(x,5,2) = %%+ y2+ 22 + 2ax + 2by + 2¢cz + 4 =0,
wearvan het middelpunt M ligt in (-a, -b, -c) en de straal R gelijk is
han \/52+ b2t o2 - d. 0ok als 2%+ b2+ 0= a < O, zeggen wij dat de be~
schouwde vergelijking een bol voorstélt. De vergelijking

P(x,y,2) = A(x2+ y2+ z2) + 2Bx + 20y + 2Dz + B = 0
stelt voor A # O een hol voor en veor A = 0 zeggen wij, dat dit ook het
geval is. De bol is dan ontaard in het platte vlak

2Bx + 20y + 2Dz + E = O, |
en het oneigenlijke vlak,

De bol door de punten P (xi,yi,zi), waarbij 1 = 1,2,3,4,
heeft de vergelijking

x° 1132 4+ 2% X ¥y z 1 1
X 2 + y 2 + z z y z 1
15 1o 1o 1 1 1
X"+ y5,° + 2, 5 Yo %p 1 = 0.
2 2 2
j x32 + y32 + 232 x3 y3 53 1
x4 + y4 + z4 4 I4 24 1

Opgs 1. Bewijs dit. Wat vindt men 2ls de 4 gegeven punten in 1 plat
vlak liggen 7 :

Door 3 punten gaan oneindig veel bollen, Immers aan de 5 ho-
mogene cogéfficienten van de vergelijking van een bol door die punten
worden 3 lineaire condities opgelegd, zodat tenmlnste \ 501 oples~
singen gevonden worden, welke als een lineair compositum van 2 willekeusi
rige verschillende oplossingen (die aanleiding geven tot 2 bollen £ =0
en f,1 = 0) te schrijven zijh, zodat men voor een willekeurige bol door
die 3 punten de vergelijking Af + pLEy =0 vindt, Men noemt bij twee
gegeven bollen f = O‘»en-f1 = 0 de verzaemeling der bollen met vergelij-
king Af + M £, =0 (%, willekeurig) een bollenbundel. Wij vinden
dus dat de bollen dcor 3 punten tenminste een bollenbundel vormen,

Alle exemplaren van een bollenbundel ’\ hid +Ipr1 = 0 gaan.
door de‘snijcirkel van de bollen £ = O f1 = 0 welke men vindt als door-
snijding van b.v, de bol £ = 0 en het viak f - f1 = 0 (mits in beide ‘
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vergelijkingen £ = Q en f1 = 0 de coéfficiént van x°+ y2+ 22 dezelfde
is). Dat een bol een plat vlak volgens een cirkel snijdt , is overigens
evident. Transformeer het assenstelsel n.l. zo, dat dit vlak de vergelij~
king z = Q0 krijgt. De bol

x2+ y2+ 52+ 2ax + 2by + 2¢cz + 4 =0
enijdt dit vlek dan volgens de kromme

x2+ y2+ 2ax + 2by + 4 = 0,
die inderdead een cirkel voorstelt,

Opg. 2. Laat zien dat cok de snijfiguur van een bol . +

26XV + ZEY[ + 2¢ZW+ AWZ = O
met een plat vlak een cirkel is.

%. Het vlak van de snijcirkel van de bollen £ = 0 en f1 = 0 heet
et machtvlek van deze bollen,

Ken onderscheidt weer 3 soorten bundels, al naer gelang één
(en dus alle) bol(len) dit machtvlak snijdef) volgens ecn reele cirkel,
een puntcirkel, dan wel ecn imaginaire cirkel.

Opg, 3. In het tweede geval raken alle bollen aan het machtvlak,

Dat de verzomeling der bollen door 3 gegeven punten een bun-
del vormen, is cok als volgt te zien. Door de 3 punten gaat 1 plat vliek
en in d%t vlek ligt 1 cirkel door die 3 punten. Kies het assenstelsel
zo, dat deze cirkel de vergelijkingen 24 ye = r23 z = 0 heeft, Een
willekeurige bol met vergelijking

%%+ y2+ 2%+ 2ax + 2by + 2cz + 4 =0
enijdt vlak volgens deze cirkel dan en slechts dan als a =b =03 d = ~r2,
zodat zijn vergelijking luidt

x2+ ¥o+ 22~ r2+ 2cz = 0,
waerin ¢ willekeurig is, hetgeen een bollenbundel f + 3\f1 = O oplevert
met

£ = x%4 y2+ 2°- r2; £, = 2 = 2c.

De figuur \f + M Ey+ Vv £, =0, waarin £=0,12,-= 0,
f2 = 0 drie willekeurige bollen vocrstellen, die niet tot één bundel
behoren, heet eer bollennet.

Opg. 3. De verzameling der bollen door 2 gegeven punten is een bollen~
net, Omgekeerd gaan alle bollen van een net door 2 veste punjen., Be=~
gschouw n.l. de 3 machtvlakken V1 = 0, V2 = Q, V3 = () resp. van .de bol~-
len f§= Q, f3= 0; f3: 0, f4=0; f,= f,= 0. Stemmen de coefficimten van
x2+ yo+ zz in f1, f2 en f3 weer overeen, dan heeft men b.v.,

Vy= £,- 235 Vo= £3- 45 Vy= £,- £,, dus V= =V,-V,

dus vlak ‘V3 geat door de snijlijn s der vlakken V1 en V2' Deze lijn,
die de machtlijn van het bollennet wordt gencemd, snijdt iedere bol van
het net in 2 (&l of niet samenvallende, al of niet reéle) snijpunten,
waardoorheen alle exemplaren van het net gaan.
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Opg. 4. Als 8 a=an één der bollen rackt, raski s san alle bollen.

De & machtvlekken van elk tweetal van 4 niet tot 1 net behorende bollen
snijden e¢lkaar in 1 punt, waardoorheen ook de 4 machtlijnen van elk
drietal dier bollen gaat,

De pocltheorie van de bol, die analoog verloopt aan de pool-
theorie van een willekeurig oppervlak van de tweede graed (welke opper-
vlekken quadrieken worden gencemd), behandelen wij bij het onderzoek
van die oppervlakken. Wij volstaan hier met enkele punten aan te stip-
pen, die ook bij de theorie van de cirkel optraden. Allereerst beschou-
wen wij de macht van een punt P(xo,yo,zo) ten opzichte van de bovenge-
noemde bol f(x,y,z) = O. Hieronder verstaan wij weer de uitdrukking

2 2
2 2
PM“ =~ R= (xO+ a)+ (yo+ b) + (zo+ 0)2- (a2+b2+c2—d)=f(xo,yo,zo).

Naast de corspronkelijke bol f(x,y,z) = O beschouwen wij ook nog een
tweede Dbol met vergelijking

f1(x,y,z) = x2+y2+z2+231x + 2b1y + 2c1z + d1 = 0,
met strzal en met middelpunt (-ai, —b1, -01). Men heeft dan voor de
hoek ?’ der beide bollen

2RK,cos = R+ R,%- 1, %= R, %~ (1, 2. R =

1

1}

1 1
2aa1+ 2bb1+ 2001—d - 4

(a12+ b 2+ e 2. d1) - f(-a1, -bq, -01) =

1}

1,

2&a1+ 2bb1+ 2cc1 -d -d
COS(;’J = - .

/2.2 2 2. 2. 2
Va“4b +ec-d .»/a1 +D, T+e, --d1
In het bijzonder vindt men dat die hoek recht is als

2aa1+ 2bb1+ 2cc1— d - d1 =0

is, Deze voorwaarde, die dus bilineair is in de coefficienten van de
vergelijkingen der gegeven bollen, drukt uit, dat de bollen elkaar
loodrecht snijden. Juist dit bilineaire karskter houdt in, dat de
voorwaardeaeen bol een gegeven bol locdrecht snijdt, een lineaire voor-
waarde oplegt aan de coéfficienten van die bol. Hieruit volgt, dat zo-~
wel de bollen, die 3 gegeven bollen loodrecht snijden; als de bollen,
die 2 gegeven bollen locdrecht snijden en door 1 gegeven punt gaan;
als ook de bollen, die 1 gegeven bol loodrecht snijden en door 2 gege-
ven punten gaan, een bundel vormen. Deze resultaten houden hetzelfde
in, als men bedenkt dat de voorwaarde, dat een bel door een punt P
grat, inhoudt, dat deze bol de puntbol met P tot middelpunt locdrecht
snijdt.

Opg. 5. Bewijs dit.
Opg. 6. De bollen die 2 gegeven bollen lecodrecht enijden, vormen een

dus
1 .
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bollennet, Dit is cck het geval met de bollen, die 1 bol loodrecht
snijden en door 1 gegeven punt gaan.
Opgs 7. De machtlijn van het bollennet der bellen B, die twee gegeven
bollen A1 en A2 leodrecht snijden, staat lcodrecht ¢p het machtvlak
van de bundel bepaald door A1 en Ae.
Opg. 8. De puatbellen van het net van opg. 7 hebben hun centra op de
snijeirkel van de bollen A1 en A2; er zijn 2 puntbollen van de bundel,
bepaald door A1 en Az, die hun centrs in elk der snijpunten van alle
bollen van het net B hebben.
Opg. 9. De meetkundige plaats der punten die gelijke mashten hebben
ten opzichte van 2 gegeven bellen, bestaat uit hun machtvlak. Onder-
zoek de figuur der punten, die gelijke machten hebben ten cpzichte van
3 resp. 4 gegeven bellen,

Een bol,is een oppervlask van de tweede grasd, maar niet ieder
oppervliak van de tweede gread, welke oppervlakken men quadrieken ncemt,
en wearvan men de vergelijking in hcomogene ccdrdinaten kan sangeven door

Ll
&

_ 2
(1) f(x)= 84X 2a12x1x2+ 2a, . X,X.+ 2a X5 ... +

13%4%3 14%1%4% 220

2
+a,,x,“=0
4474 *
is een bol,
Hiertoe is nodig en voldceende, dat 8, 0= a13= Bq 4= 03 844= 8p5= a33.

Lengezien de vergelijking (1) tien homogene coefficienten
bevat, is, een willekeurig coppervlak van de tweede graad bepaald, als
men aan zijn 10 homogene ccoefficienten 9 lineair cnafhankelijke voor-
wearden oplegt. Zo bestaat er steeds zo'n cppervlak, dat deoer 9 wille~
keurige punten gaat. De vergelijking hiervan kan men weer in deter-
minantvorm schrijven

2 2 2 2
x1 X1 XZ X,‘ X3 X1 X4 X2 X23C3 12x4 X3 13X4 x4 1
2 2
31 8.18.2 8.13.3 PR 8.4
2 2
b1 . s » LR ] b4 -
» L 3 n (”
T2 .2
{ 14 14

waarin de punten A(a1,a2,a3,a4), B(b1,b2,b3,b4),..., I(i1,i2,13,i4)

de 9 gegeven punten asangeven. Liggen die 9 punten zo, dat de rang van de
|

natrix 847 e a42 gelijk is aan 9, dan vindt men juist 1 quadriek.
: 2 . 2
‘11 e 14

Wij drukken dit zo uit, door te zeggen, dat decor 9 punten in het alge-
meen 1 quadriek gaat., Door 8 punten gaaﬁ dus meer quadrieken en men
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vindt, analcog san het gevondene bij de theorie van de bol, dat alle
quadrieken dcor 8 gegeven punten ecn quadrieerbundel vormen, d4.w.z.
quadrieken zijn woervan de vergelijkingen de gedsante Af1+ 38 f2 =0
bezitten, waerbij f1 = 0 en f, =0 twee willekeurige verschillende
quadrieken zfn en A en fi. twee variasbele getallen aangeven.

Voert men verder het berrip quadricknet in, dit is de verza-
meling der quedricken met vergeliiking

My HfLfy Y £5 =0,
waarin f1 = 0, f2 =0 en f3 = 0 drie niet tot één bundel behorende
quadrieken asngeven, dan ziet men voorts eenvoudig in, dat alle quadrie-
ken door 7 gegeven punten tot een quadriekennet behoren.

sengeande het quadriekennet zij nog opgemerkt, dat dit in het
elgemeen 8 verschillende basispunten bezit (volgens de stelling ven
Bezout;y de vergelijkingen der quedrieken zijn elk van de graad 2, zo-
det er 2 x 2 x 2 = 8 snijpunten optreden). Zijn dus 7 punten gegeven,
dan vormen alle quadrieken daddocrheen een net, wearvan die 7 punten
ulteraard basispunten zijn en weaarvan slle exemplaren nog door een
achtste vast punt moeten gaan, het g¢ basispunt van het net, Dit punt
is dus bepazld door door de 7 andere en wordt wel het ermee geassoci-
eerde punt gencemd.
Opg. 10. Bepaal het geassocieerdec punt ven de 7 punten

(1 1, e 1) (1, -1, * 13 (-1, 1, £ 1), (=1, -1, 1).

De verzameling der gquadricken 'Af1 + )4 £, 4V f3 + g f4 =0
(waarbij voor i = 1,2,3,4 de vergelijking £, = 0 een quadriek voorstelt
en elk drietal dezer 4 quadricken niet tot een net behoort) heet ecen
quedriekenkluwen, Geat men uit van quadrieken, wasrvan er géén 4 tot
één kluwen behoren, dan vindt men hieruit op =anasloge wijze een gquadrie-
kenlegioen,

Evenals bij de kegeleneden geschied is, kan men zich ten
doel stellen om de vergelijking 2{: aijxixj = 0 van een quadriek
door een orthogonale transformatiei’j van het assenstelsel in ecn
eenvouliger gedaante te brengen is en op grond van die eenvoudige ge-
daente ecn overzicht (classificatie) van de diverse soorten quadrieken
te geven. Wij kennenrceds een aental quadrieken, daar ons recds de be-
tekenls van elk der volgende vergelijkingen bekend is:

W2= 0; xw = 0; xy = 03 x2= 03 x2~ 1 =03 X2+ y2~ 1 =03

x°+ 32+ 2°= O3 x4 y2+ 2°- 1 = 03
Opgz. 11. Gea de betekend van elk dier vergelijkingen na.
Wij beschoawen dgg_ds algemene vergelijking

£f{x) = i% By 4%3%y = 0
en stellen desrin voorlepig x,= 1, zodet wij weer in niet-homogene
coUrdinaten werken. Stelt men X= xi’ + pi{waarin i=1,2,3; dus een
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~ verschuiving ven het assenstelsel oxyz naar een ermee parallel stelsel
o'x'y'z'), den kan men trachten om de grootheden Pys Pp» Py 20 te kie~
zen, det 1in onze getransformeerde vergelijking de.eerste-graadstermen
wegvallen, hetgeen inhoudt, dat daarin a14’ = a24’ = a34' = Q. De
substitutie uitvoerende ziet men dat de vergelijking gaat luiden:

2 ' 2 . . 1 2 t
a11x' + 2&12x'y + 2a13x?z'+ a22y' + 2a23y a'+ 83,2 "+ 8, = 0,
mits geldt
£4(p) = @44y + ByoPy + By3P3 + 8y, =0
' f3(p) = 331p1 + a3292 + 833p3 + a34 = 0.
Hieruit_zijn de Pys Pos p3 eenduidig oplosbasr mits ’a11aﬂ2a13
8 =|f548508p31 £ O
231732233

is. Onderstellen wij veoorlopig dat dit het geval is, dan vindt men
allercerst de plaats van O' en aangezien in de getransformeerde verge—
1ijking slechts termen van even graad in x', ¥' en z' optreden, is Q'
voor de quadriek een tmiddelpunt (d.w.z. ligt een punt (k,m,n) op de
gquadriek, dan is dat ook met het in O gespiegelde punt (-k,-m,-n) het
geval). Men kan de grootheid a44' uitdrukken in de oude coefficiénten
en de Pys Py p3, en vindt

4
t = T - ard —
44 ~f§:§;1 aijpi Py = f(p), (waarin weer Py= 1 te nemen is),

Men heeft echter
a44{ = f(p) = p1f1(9>

+ a

g

4

Pofo(p) + pyfa(p) + ay,py + 250, +

34P3 ¥ By

dus men krijgt
B44Pq + 2qpPp + By3Py + By, = 0
BoqPy + FpoPy * 8p3Py + By, = 0
834Pq + B3Py + 853D5 + =0
ByqPq * ByoPp * AyaDy By, = AT,

Deze 4 vergelijkingen in Pys Pos p3 kunnen alleen bestezn gsls hun de-=
terminant nul is, wearuit volgt

%12 213 B4q g

%21 P2z P23 P24 1:0’
831 P32 B33 B34 \
41 %42 243 244704

dirs LAe=n .. te = 0. dusa a..' = £. wasrin 4L de de orde determinantia..laane

11
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geeft, Op het nieuwe stelsel luidt derhelve de vergelijking van onze
kegelsnede

4 = 2 ’2 Yo d
£f(x') == 1 + 205Xyt 20y3x'2" + A,y % 2ngyytat 4

1
+ 2'2 -+ = 0,

33

Nu gaan wij een zodenige crthogoncle tronsformntie om O' uitvoeren,
dat in het nieuwe essenstelsel O0' = HZ de coéfficienten der gemengde
termen £7 37 en %) cntbreken. Stel dus

]k

3 p N
¥ - ol
x' = 1{2 + c127) + 013§
' = G, b 4+ Can™) + Can
o= Coqgy 22" 238

z! =

°3135 * °32") *+ °338 -
Deze trensformatie is orthogonasl dus
7= e x4 ooyt + 0312'

>
’)7:: CyoX' + Coo¥' + chz‘

= ' ¥ '
' ?; Cq3¥' + op3¥t + 0yy3t.
Zij de nieuwe vergelijking van onze quedriek

F(3) =858+ 5m° r 74 220,
Opg. 12. Waarom verandert de bekende term niet bij de lestate trans-~
formetie 7

Wij hebben dus f(x') = P( 3:) en wegens

x'2 + y'2 + 2'2 »-2

= +m +£?

“ Fl - ,2 ,2 ,2 - - ] 2 - 2
{2) f{x') s1(x + y'C 4+ 2'%) = (52 81)¥7 + (33 81);“
Het rechterlid is ontbindbeaar in twee factoren, die linesir zijn in
) en Z sy dus in x', y' en z', Deat is dus wmet het in x', y' en z!
homogene linkerlid ock het geval, Wij weten echter, dat zo'n in 3

veranderlijkenhomogene quadratische vorm den en slechts den ontbind-
basr is, als de discriminant nul is, wet in ons geval oplevert

244784 245 %3 |
i
224 B0p~84 p3 = 0.
"3 %32 #3375

Daer ock £(x') - s (x'2 + y'2 + z'2) en £(x') - 33(x’2+ y'2+ 2,2)

ontbindbaar moeten zijn, vindt men dus dat de geteallen §49 8, €N 8
de wortels zijn van de z,g, s-vergelijking

84478 842 843
a21 a22~s a23 = 0.
1839 32 B337®

3
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Wij merken nog op, dat de discriminent van de nicuwe vergelijking
v 2 -2 s B
s1>+327} +sf:’, 9."0

gelijk 1s ann 8182839 = L, omdnt het product der wortels der s-verge-
lijking gelijk is reon de determinant e,

Wenst men ock nog de richtingen der nieuwe assen, dus de getnl-
len €45 te weten, den ontbinde uen het linkerlid veg (2) en vindt dan
twee homogene fectoren in x%y' en z', dic beide , indien nulgesteld,
vlaekken opleveren dic blijkens het rcchterlid van (2) linenire compo-
site zijn van 7)= 0 en < = 0, dus gnan door de = - as, De richtings-—
getallen vnn deze os zign-dus te vinden £ls snijlijn der vlakken, be-
peald door het linkerlid van (2).

Voerbeeld, De vergelijking

f(x)=x2+ Xy + 33Xz + 2y2+ vz + z2+ 2x + ¥ + 32
stelt een tweede grasdscppervlek voor, waesrvan ket middelpunt (=,b,c)
voldoet aen i'2a + b + 3¢ = =2 ’

4 n44b + ¢ = -1

{3@+b+ 2 = =3
Dit is dus het punt (-1,0,0). Stel dus x' = x + 1; y'= y3 z' = 2z, Dan
krijgt de vergelijking de gedaante '

x' %4 x'y'+ 3x'zt + 2y’2+ y'z' + 22+ & 0,

Men heeft, 1 % % 4 1 % % o "
A,_, % 2 % -% % 2 % 0 T duaéc-—‘!.
3301 3=13 210
13 3 0l {13 3~

Verder luidt de s-vergelijking
1 -8 ] ;

2 2
% 2"‘5% = O,
31 \
dus §4= ~%; 8, %; 8= 3, zodat onze quadriek te brengen is in de ge-
desnte
SRR R AR R

De richt&ngsgetallen der — = &8 in het stelsel o'x'y'z' volgen ult de
ontbinding ven
x'24 x'y's 3x's'+ 2y' %+ ylat o+ 2' 24 %(x'2+ y'2 + 229)=

= % i(3x‘ syt 43208 4 14y'2}
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zodrt de = -es geat door de door de beide linenire factoren van het
leatste 1id amngewezen vlakken, dus ook optreedt als snijlijn der
vliskken 3x'"+y'+3z' = 0 en y'= 0 en bijgevelg tot richtingsgetallen

heeft (~3,0,3). Het is dus de rechte
L
%7 = %l = 5% of E;% = % = % , dus cde rechte y =0; x + 2 + 1 =
Op analcge wijze vindt men veor de H-es richtingsgetallen, die volgen

uit de ontbinding van

2 1012 1.02_ 21

2
*-%X + X'y + 3x'z'+ VAR y'z! __221 = —-é(x'—y'-3z‘)2-(y'+2z‘)

en dus de richtingegetallen (1,-2,1) bezit, Het is dus de rechte

De derdc ~s van het nieuwe stelsel stast lcoodrecht op de twee reeds
gevendene en heeft dus richtingsgetallen (1,1,1); dit is dus de

reghte x+1 =y = 2.
Le%ten wij nog even op het algemene gevonden regsultaat, dan
zien wij, dat de quadratische vorm f(x) = iE%L1 8y 4 %; %= 0 door ver-
. P
schuivingen en drasaiingen in het gevel, dat de determinant a van de der-
de orde niet nul is, te brengen is in de gedéénte
313;2 - 52~q2 * 83 .2 + g = 0.
Later bewijzen wij, dat de wortels der s-vergelijking alle reeel zijn,
(indien althans alle coeéfficiénten 25 rec¢el zijn) zodat wij als wij
§‘>.o onderstellen de volgende gerallen krijgen.
13: 31:> 0, 8,> 0, s3j> 0; imeginaire ellipsoide,welke geen enkel
reeel punt bevok,
gﬁ: s1<< 0, 85 < Q, 33<( 0; reele ellipsoide; deze bevat geen reele
oneigenlijke punten.
3%: Twee der wortels der s-vergelijking zijn positief, b.v. 5, > 0,
8,> 0, 83<i 03 tweebladige hyperboloide; deze bevat wel reéle on-
eigenlijke punten.
iﬁ: Een der wortels der s-vergelijking is pesitief, b.v. 8y > o, By < 0,
83-< Q; eenbladige hyperboloide of halsvlak; cok dit oppervlak
"bevat reéle oneigenlijke punten.
Verder krijgen wij de gevallen dat A = O is maar nog cteeds
2 £0 is. Wij vinden dan
5%: s,> 0, 8, 0, a3f\ 03 imaginaire kegel; deze bevat slechts één
reéel punt, n.l. de oorsprong, en bevat geen recle oneigenlijke punten.
6°: Bén der wortels der s-vergelijking is negatief, b.v. s > 0, 85> 0,
8, < 03 re€le kegels; deze bevat recle rechten door d, Qnﬂpevaqugﬁ

Y
Lty
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reele oneigenlijke punten, _

De overige gevallen, die kunnen optreden, zijn alle gekarakte-
riseerd door a = 0. Wij onderscheiden de gevallen dat de rang der bij
2 behorende matrix a gelijk is azn 0, 1 of 2. Als die rang gelijk is
aan 3, krijgen wi] de bovengenoemde 6 gevallen.

Wij merken nog op, dat door verschuivingen en draaiingen de rang van

de matrices A en a niet verandert.Is de rang van a gelijk zan 3, dan

heeft onze quadriek één middelpunt; is deze 2, den heeft hij een 1lijn
van middelpunten; is deze 1, dan heeft hij een vlak van middelpunten

en is deze tenslotte nul, dan is ieder punt der ruimte als middelpunt
op te vatten., In welk assenstelsel deze middelpunten bepazld worden,

is natuurlijk onverschillig; men vindt er steeds "evenveel®, ’

Is de rang van A gelijk san 4, dan heeft de quadriek geen dub-
belpunten; is deze 3, dan is er 41 dubbelpunt; is deze 2, dan is er een
lijn van dubbelpunten en is deze 1, dan is er een plat vlak van dub-
belpunten en kennelijk is dit aantal dubbelpunten cnafhaenkelijk van
de keuze van ona accenstelsel. )
Opg._13. Bewijs deze beweringen asangaande het verband tussen de rang
van A en het aantel dubbelpunten.

De cverige gevallen, die na de reeds gevcuden 6 gevallen kun-
nen optreden, zijn sllc gekarskteriseerd door a = 0. De rang van a is
dus in die gevallen Q. 1 of 2. (Is die rang 3, Gan krijgen wij de
bovengencemde 6 gevallen). Als de rang van a gelijk is =2an 2, weten
wij, dat het quadractische gedeelte van f£(x) te ontbinden is in twee
verschillende lineaire in x,y en z homogene factoren U en V, zodat
nen heeft

f(x) =0V + 2a14x + 2524y + 2a34z * 8y, = 0.

Kiest men de bisectrixvlakken van U = Q0 en V = 0 tot scordinatenvlak-
ken x' = 0, y' = 0, dan krijgt men )

x'° 4 aszy‘~2 + 2a],x' + 2a'24y' + 2a‘34z’ + a'44 = 0,

Onderstel eerst a',, £ 0. Wegens

V 0 0 a},

a=fo 8 Blo4f = - ary,%
! 0 0 0 a'34
| 2'qq 2'24 2'34 244

ig dan A £ 0. Omgekeerd volgt bij 8 £ 0 uit A = 0 de relatie a‘34 = 0.
In ons geval, dat 4 en a'34 van nul verschillen, passen wij de suvbsti-
tutie

al &
E=x' + alyyd *2=Y' + -5% =z +'§E;§Z’ (wasrin

%
2 H
) d
— 1 - - :“__
o =a'y, -0, ~§~>

toe en kfijgen dan
a : : N e TR
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toe en krijgen dan
2 2 >
g + o) + 20y, J =0.
Dit levert ons twee gevallen
lf: 8> 05 L £0; rang van a is 2; elliptieche parsboloide.
§fz 8 < 0; & #0; rang van 2 is 2; hyperbolische parsbolcide of zadel-
vlek.

Is echter a',, = 0 (dus 4 = 0) den krijgen wij ne de substitu-

34
tie at
§=X'+a'14; "’)=Y'+"§gﬁt §=z'

de vergelijking

?2+afwz2+c=o,

Di% levert cns de volgende gevallen:
t 82> 0; A =03 reng van a is 23 ¢ > 03 imeginaire cylinder.
ts » 0; A =0; rang van a is 23 ¢ < Q3 elliptische cylinder,
1ezs-<'0; A = 0; rang ven & is 23 ¢ £ 03 hyperbolische cylinder,
3 8Ny 03 A =0; rang van a is 23 ¢ = Ojimaginair niet evenwijdig
vligkkenparr.,
133:3 <0; 4L = 0; rong van a is 23 ¢ = 03 reeel niet evenwijdig vlak-
kenpear.
Opg. 14. In elk der laztse zeven gevallen 7° t/m 13° heeft men voor de
wortels der s-vergelijking 8y = 0; 8,8, = 8.
Opg. 15. Een quadriek raskt den en slechts dan aan het cneigenlijke
vlek als a = 0,
Opg. 16, Ga na of de oppervlakken 7¢ t/m 13e middelpunten bezitten,
Opg. 17. In de gevallen 96, 10% en 11° 18 de rang van de matrix 4
gelijk aan 3; 1n de gevallen 12% en 13e is deze rang gelijk
aan 2,

S Y
15
o

-

|

n
0]

1

Vervolgens beschouwen wij het geval, dat de rang der matrix
a gelijk is aan 1. Dan weet men uit de vlakke analytische meetkunde,
dat het in x,y en z homogene quadratische gedeelte van f te schrijven
is gls het quedraat van een in x,y en z homogene en lineaire vorm U,
zodat wij gan hebben

U + 2aﬁ4x + 2&24y + 2a34z 8, = 0.
Trensformeren wij ons assenstelsel zo, det het vliak U = O tot verge-
1ijking kriggt z' = 0, dan vinden wij

L] ' t 1] 1 t 1 t g
z'“ + 2a 141 + 2a o4+ 2a 342 taly, = 0,

dus, als men stelt

a', x'+a', y!
Vygl o 14 24 Vol 2~
z' +aly, E;; Yf:_uﬁ_gj,“é +aly-aly,S = T
8744 Y8 24 bor

!
"?221‘. +Quy 4 -,
‘fﬂ'z«}q 3 / 3

; o iy
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dan krijgen wij
T2 2a*14-"‘ =0,
Dit kan slechts als a' 14 €8 a' 24 niet beiden nul zijn., Wij krijgen dus

de gevallen

14%: Rang van a is 1; a‘14 £ O; het oppervlak is te transformeren tot

> 2 S~
g + 2&‘14 § = 0; parabolische cylinder,

Rang a is 1; a'14 = 03 a'24 # O; het oppervlak is te transformeren
tot :

g:z = 2&'247‘ » wat eveneens een parabolische cylinder oplevert.
Is echter de rang van a gelijk aan 1 en is a‘14 = a‘24 = 0, dan is ons
oppervlak van de gedaante

2
1 -—
Z + 23’342‘ + a"; = Oo

Men heeft dan de volgende 3 gevallen.
_gu Rang a is 1; a14 = a24 = 0; 334 - aa4 > 0; twee reele evenwijdige
vlakken,
_gf: Rang a is 1 a14 24 = 0; 334 - aA4 = 0; ftwee samenvallende
vliakken of een zzg. dubbelvlak.
123. Rang a is 1; a' 14 = 824 = 03 a§12 a‘44 0, twee toegevoegd
complexe evenwijdige vlakken.
In de gevallen 14° t/m 17% heeft men voor de matrix A

‘0 0 0 a'14§
N } 0 Q 0 a'24\

0 0 1 a'34

814 83y 83y &'y

De rang van A is dus ten hoogste 3. In feval 14% is die rang juist 3.
In geval 15% en 17% is die rang juist 2 en in geval 16° is deze 1.
Opg. 18. In de gevallen 14° t/m 17° zijn de wortels van de s-vergelijking
84 = 8y = O3 83 £ 0.

Rest ons nu nog het geval te beschouwen, dat a een rang O heeft.
Ons oppervliak luidt dan

2314x + 2a24y +2a34z + By, = 0.

éi4, a24, a34 niet alle nul, dan vinden wij dat f ontaard is
in twee reéle vlakken waarvan er één oneigenlijk is.,
133: Zijn 8440 a24, 534 wel alle nul, dan bestaat f uit het dubbelgetel-
de oneigenlijke vlak,
Opgs 19, In de gevallen 18% en 19° heeft de s-vergelijking 3 gelijke
wortels 8 = 0, en verder is de rang der matrix A in geval 18° gelijk
aan 2 en in geval 19° gelijk aan 1.
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Wij krijgen zco het volgende staatje:

Geval Rang A Rang a Type Standaardvergelijking
18248 4 3 imaginaire of redle ellipsoi- 8112+82Y2+5322=1
de, één-of tweebladige hyper-
boloide
e_ce oA .. 2 2 2
576 3 3 reele of imaginaire kegel s1X +52Y +SBZ =0
7°-8% 4 2 elliptische en hyperbolische 5 o
Paraboloide X“+8Y“+2t2=0
e_,.6 3 2 imaginaire, elliptische of 2, ve
9-,11 hyperboliséhe cylinder X"+sY741=0
12%-1F 2 2 reél of imaginair niet e- X24+8720
venwijdig vlakkenpaar
14° 3 1  parsbolische cylinder X2+42=0
Fa17% 2 1 reél of imaginair evenwij- X2+t=0
dig vlekkenpaar
16° 1 1 dubbelvlak y G
18° 2 0 é4n eigenlijk en één oneigen-
lijk viak Xi=0
19¢ 1 0O  oneigenlijk dubbelvlak We=0

Wij merken nog op,dat dan en slechts dan als de rang van A
kleiner is dan 4, onze quadriek dubbelpunten bezit en dat dan en slechts
dan als die rang kleiner is dan 3, onze quadriek onteard is in een vlak-
kenpaar, en dat dan en slechts dan als die rang gelijk is aan 1 de qua-
driek een dubbelvlak is, welke resultaten occk te vinden zijn uit het
Yaantal" dubbelpunten van f.

Opg. 20. Onderzoek elk der volgende cppervlakken: xy = zwy; Xy + yz +2x=0;
Xy ¢+ X2 + y2 + X+ y + 2 = 03 x°- 2xy - 2xz + y2~ 2yz + 2% = O3
212+ 3IXy - xz - 2y2-5yz - 3z2 = 60.

Wij weten reeds, dat op een quadriek echte lijnen liggen, n.l.
de snijlijnen van een quadriek met een willekeurige zijner raakvlakken,
Immers zo'n raskvlak snijdt de quadriek volgens een kegelsnede met
een dubbelpunt, dus volgens een lijnenpaar, Deze rechten behoeven -
niet reeel te zijn. De ecenbladige hyperboloide en de hyperbolische para-
boloide zijn echter de enige twee typen van quadrieken, waarbij A de
rang 4 bezit, welke reele rechten bevatten. Beschouw n.l. een eenbladige
hyperboloide, welk te schrijven is in de gedaante

2 2 2
X L. 2
'—?+ '--‘?:1-
a b c

Wij schrijven deze in de gedaante

E+HE-H =01+ PP
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en merken op, dat een rechte
2+ 2= N1+ %), x(g - g) =1 - g ( N\ willekeurig)

geheel op de hyperboloide ligt. De rechten van dit type, behorende
bij verschillende waarden van ‘%\, kruisen elkaar,
Opg. 241. Bewijs dat.

Er 1s echter rog een stelscl elkaar twee aan twee eveneens
kruisende rechten, n.,l. de rcehte

e Eop(1-§y M(ﬁ - 2) =1+ £ ( Mvillekeurig).

Een willekeurige rechtec van het eerste stelscl snijdt echter
een willekeurige rechte van het tweede stelsel, zodat het platte vlak
hierdoor een raskvlak aan de hyperboloide is.

Opg. 22, Bewijs dit.

Opg. 23. Bewijs eenzelfde stel eigenschappen voor de hyperbolische
paraboloide. ,

Beide typen oppervlakken worden regeloppervlakken genoemd, dat zijn op-
pervlekken , die opgebouwd gedacht kunnen worden uit rechte lijnen.

Door 3 elkaar kruisende rechten is steeds een regelvlak te brengen. Kies
n,l. op elk dier rechten 3 punten. Door de zo gevonden 9 punten gast, zo-
els wij reeds magen zeker één quadriek, dat met elk dier rechten 3 punten
gemecn heeft en deze dus bevat.

Ben willekeurig vlek door één dier rechten snijdt die quadriek
volgens een kegelsnede, die ontaard is omdet die rechte ervan deel uit-
magkt. De andere rechte wasrin die kegelsnede ontasrd is, is de verbin-
dingslijn van de snijpunten van het platte vkk en de 2 andere der 3 gege-
ven kruisende rechten. Die andere rechbe behoort dan tot het tweede stel-
sel rechten van ons regeloppervlak, waesrvan het eerste stelsel de 3 ge~
geven rechten bevat, Dasar voorts icdere onteards kegelsnede een dub-
belpunt bezit, is ieder vlgk door een rechte, die op ons regloppervlak
ligt, raskvliak aan het regelvlak. De doorsnijding ven r,ekvlak en regel-
oppervlsk bestzat uit rechten van verschillende stelcgels,

Tenslotte vermelden wij nog het begrip ombilicaalpunten. Bij
de ellipsoide |

2 2
P
+ 35 + =5 =1 (met 2a > b >¢)
b ¢

zijn een aantel door de oorsprong gaande vlakken = vinden, die de el-
lipsoide volgens een cirkel snijden.
Opg. 21. Bepaal die vlakken,
Opg. 22. Ieder vlak evenw1jdig met die vlakken snijdt.de ellipsoide ock
volgens een cirkel, .
Het roekpunt van de raskvlakken san de ellipsoiden evenwljdig
met elk der zZo julst gevonden vlakken heet een omblllcaalpunt




' § 18. De rechte lijn.

Def, Een punt is een getallenpaar (a1, a2)5 waarbij'a1 gnlaé niet beide
aul zijn. De getallen a, en a, heten wverheudingsgetallen van het punt.
Def. Twee getallenparen (31' az) en (b , b2) stellen hetzelfde punt veor

dan en slechts dan als}%1%2‘_ 0, dew. z. als de matrix van hun verhoudings-

172
getallen de rang 1 bezit.

Bij 2 verhoudingsgetallen behoort één en slechts één punt: bij een
punt echter onbevaald veel stellen verhoudingsgetallen.

Twee punten zijn verschillend als de matrix hunner verhoudingsge-
tallen de rang 2 bezit.

Beschouw 2 verschillende punten A(a ) en B(b 2). Dan zijn er
getallen %.en/M te vinden, zedanig, dat voor een w1llekeur1g punt
C(cqy0y) geldt

cy = Aa. +/Ab1, o =Aa +/\A’o2 (kortwegs: C =AA +/\B)

Immers de getallen % en/M\moeten worden bepaald uit een tweetal lineaire
vergelijkingen, waarvan de coéfficisntenmatrix de rang 2 bezit. Nu wor-
den evenwel de getellen A enjﬂlbepaald door de 4 verhoudingsgetallen
van A en B, maar niet door A en B zelf. Immers A verandert niet, als
men de verhoudlnn getallen van A met een factor % vermenlgvuldlgt maar’
daardoor verand rt Awel (wordt n.l. 1 keer Z0 groot) Ock worden >\en
M wel bepaaWQ door de verhoudlngsgetéllen van C, maar nlet door ¢ zelf.
A nog een vierde punt X(x1,x2) gegeven.{Dan 213n er getallen )
§> en G- te théen, zodanig, dat

...A_X'] _;331’4.(*“131, ?a +(Tb | (X = f’A +U’B)

4 De grootheldij ,- . heet de dubbelverhoudlng (ABCE ) der vier pun-
ten A,B,X en C. Deze wordt wel bepaald door de punten A,B,X en C zelf
want vermenlgvuldlgt men de verhoudlngsgetallen van A met t, dan woerd
zowel ) als F door t gedeeld en bllgft de &ubbelvernoudlng dus dezelfloq
Analoae beschouw1ngen gelden ten opz1chte van B, O en X.

Opg. 1. Ga dat na. :
Opg. 2. Bew1gs dat de dubaelverhouding (ABCX) van de punten A,B,C en X

gegeven wordt door (ABCA = % .~% waarin (ax) -2§}§gﬂenz,

Opge 3 Ga na Wanneer een &abbelverhoudlng (ABXG) nul of oneindig kanA_
zijne..

Opg. 4 Bew13s' (ABOA) (BAXC) (XCBA) (CXAB)

OpZe 5. Bew;gs, dat als geen tweetal der 4 punten 4,B,C en X samenvalt
(ABXC) (ABCK) = 1. | ' o ‘ i
OE;. 6. Bew1js, dat als geen tweetal der 4~ punten A,B, C en X samenvalt
(ABCX) + (ACBX) = 1. : : “

Uit oPgave 4 bliakt, dat de dubbelverhoudlng van een Wlllekeurige
der 24,permutat;es van de 4 punten A,B,C en X steeds terug te brengen is



tot zo'n permutatie, waarbij A als eerste punt optreedt. Zij verder
(ABCX) = d, dan is wegens de opgaven 5 en 6,

(ABXC) 35; (ACBX) = 1 - d; (ACXB) = -1-:1_-5; (AXBC) ={~- %;
d
d—

i}

S — . - ETRE -4

T -
Cpg. 7. Ga na, dat 2 dezer & dubbelverhoudingen samenvallen
le. Als d = -1, 2 of 7. Is 4 = -1, dan ncemt men de punten 4,B,C
en X harmonischy men zegt ook wel, dat A,B en C,X elkaar har-
monigch sehellan.
2e. als d =’ﬁ of ?,2, waarbij @ een complexe derdemachtswortel
uit de eenheid is. In dat geval noemt men de punten A,B,C en
X aequianharmonisch.
Opge 8. Bewijs: (ABCD)(.BDE)ABCE).

Mede in verband met het feit, dat 4 de waarde o zou kunnen aanne-
men, definiéren wij (ABCX) = (d1,d2), waarbi j d1 en 62 de colrdinaten Van
X0V, A,B en C worden genoemd en in het geval, dat (ABCX) de eindige
waarde 4 bezit, geldt 4 = %% . Is echter 4 = o0 (d.w.z. A =C of B = X),
dan definiéren wij (ABCX) = (d1,0), waarin d,

Evenals de verhoudingsgetallen zijn dan ook de cofrdinaten bepaald,
afgezien van een constante factor. De colrdinaat 4 = %% van A t.o0.v,
A,Ben C is gelijk aan oo, die van B t.o0.v. A,Ben C is gelijk aan O
en die van C is gelijk aan 1. Om deze reden noemt men wel A het onein-
digheidspunt, B het nulpunt en C het eenheidspunt van het stelsel
A,B,C.

Wij merken verder op, dat de codrdinaat van een punt X(x1,x2)
t.0.v. het stelsel $2(1,0), 0(0,1), B(1,1) juist gelijk is aan §%,
zodat de verhoudingsgetallen te beschouwen zijn als cobrdinaten t.0.v.

)

(AXCR)

willekeurig maar # O is.

l'heJG stelsel &1, 0, E. Het heeft dus verder geen zin om over verhou(ings~
getallen te spreken, daar men deze altijd kan beschouwen als codrdiratesn
t.0.v. een passend gekozen stelsel. Het verband der codrdinaten
(x%, xé) van een punt X t.0.v. bovenbeschouwd stelsel A,B en C en

(x1,x2) t.0.v. het stelsel .), O, E wordt wegens opgave 2 gegeven door

X}z x5 = (we) (ex) ¢ (be)(ex),

ofwel
(kX5 (ac) (bx)
kx5 (be) (ax). (k willekeurig # 0)
Dit is een verband van de gedaante
(1) {kx% = a99% T 8%,
kxé =

il

il

821%9 T 8p0%p,
waarin de determinant a =)aij\=“(bc)(ac)(ab) # 0 is als A,B en C ver-
schillend gekozen worden. Hieruit volgt door oplossen

Y

X4 = apoX) = 840%;

k
(2) 42 _ \ .
X Xp T8pqXq + By4X5e
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De transformatie (1) en haar inverse (2) zijn homogene lineaire trans-
formaties van (x1,x2) naar (xi, xé) of omgekeerd. Ilies nu 3 andere twee
aan twee verschillende punten A,B en C, die tot verhoudingsgetallen (of
codrdinaten t.o.v. fl, O en E) vezitten (a,,a,), (b4,b,),{c,,0,). & cobr-
dinaten (?1, 52) van X t.o.v. het stelsel A,B,T voldoen dan volgens (1)
aan

kx, = (@e) (Tx) (KX, = 8,,X, + 8,,%
{ "1 7 ofwel J 1 m11 1 “12 2
kx, = (b)(Tx) (kx, = By4%y + BppX,

zodat na gebruik maken van (2) blijkt, dat ook de codrdinaten (§1,§é)
homogeen en lineair in x; en xé worden uitgedrukt. De co&fficiéntende~
terminant van deze transformatie is, zoals men gemakkelijk inziet, gelijk
aan het product

——

841 2q2| {822 T840 2
a,. & +a =§.a}5-7;- £ 0.
21 Spp' Fapy 11 a”

Het verband der codrdinaten van eenzelfde punt t.0.v. twee willekeurige
grondstelsels A,3,C en 4,5,C wordt dus gegeven door een homogene lineaire
transformatie met van nul verschillende co&fficié&ntendeterminant.
Omgekeerd als (x1,x2) cobrdinaten zijn van een punt X t.o0.v. een
stelsel A,3,C en als men heeft
(3) {kx1 = 8qq%q ¥ Bqp%
KXy = 8p4% * 8p0%)
dan zijn x; en xé codrdinaten van hetzelfde punt X t.o0.v. een ztelsel
A',B',C', waarbij de oude codrdinaten van A' zijn (a11,a21), die van B!

\

zijn (a12,a22) en die van C' zijn (a11+ 840y Bpqt a22).

Wij merken thans op, dat de dubbelverhouding van 4 punten P,Q,H en
S onafhankelijk is van het grondstelsel, waarop de codrdinaten van F,Q,
R en S zijn vetrokken. Is n.l. P = (py,py), +-s, 3 = (51,s2) in aen of

ander stelsel ABC, dan is die dubbelverhouding gelijk aan
(PQRS) = ig p: . Pas nu een transformatie toe van stelsel A'LIC:, waar-
in P de codrdinaten (pl,p}) bezit enz. Het verband der cobrdinatsn vordt

dan gegeven door de formules (3), waaruit volgt

84407 T 34004 BqqT] + aqpT)

k% (qr') = = a(q'r');

2514 * 3pp%p o477 * 80T
dus vindt men voor de dubbelverhouding in het nieuwe stelsal
(g'r')(p's') _ %grggps)
(p'r')(q's') ~ (pr)ilgs) °
Men kan aan de formules (3) ook een geheel andere interpretatie
geven, en wel door op te merken, dat, als men het stelsel ABC vast houdt,

hierdoor aan een punt X met co8rdinaten (x1,x2) t.0.v. ABC een punt X'
net colrdinaten (x%,xé) t.0.v. hetzelfde stelsel ABC wordt toegevosgl

en omgekeerd.
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De formules (3), welke men de meest algemene projectieve transformatie
noemt, zijn dan geen cobrdinatentransformaties, maar punttransformaties,
Het is duidelijk dat 4 punten door de transformatie (3) overgaan in 4 pun~
ten met dezelfde dubbelberhouding. Omgekeerd, als van 3 punten 4,B en C
gegeven is dat zij door een transformatie van het type (3) in 3 willekeu~
rige punten A',B' en C' overgsan, is hierdcor die transformatie (3) be-
vacl1ld, NMen mag aannemen dat het codrdinatens¥elsel zo bepaald is, dat men
heeft A'(1,0), B'(0,1), C'(1,1), Zij Alaq,a5), B(b1,b2), C(c1,c2), dan wor-
den de in (3) optredende co8&fficiénten, zoals men direct door substitutie
inziet, gegeven door de matyix

a1(bc) b1(ca)

az(bc) b (ca)

waorvan de determinant (ab)(ic)(ca)#O is, omdat de drie pun¥en A,B en C
verschillend zijn. Het is verder duidelijk dat het verband’ tussen de beir
de puntendrietallen, ook in het geval dat A',B' en C' niet de grondpunten
van het codrdinatenstelsel zijn,ook door een stel formules van het type
(3) gegeven wordt, want de codrdinatentransformatie die A',B',C' tot
grondpunten meskt en nn cfloop degene, die A',B',C' weer hun corspronke-
lijke codrdimaten geeft (de inverse der vorige dus) veranderen weliswaar
d. coéffici¥nten van de betrekkingen (3), maar behouden het lineair ka-
rakter,

Wij kunnen de gevonden resultaten in matrixnotatie iets eenvoudiger
schrijven, Schrijven wij de nlgemene punt~ of codrdinatentransformatie in
de gedaante

*1=811%1 T 84272

) ¥p=8p1%q T B0
en noeme'r i
kY | S
i 11 22Y, 1 /1)
\ 2} < 820 Bz 1" T %)

dan hebben wij X=4X. Gesteld eens dat wij nog eens een transfornevi-
/ \ e
B _,b11 b12\ toepassen, wuordoor het punt met de cobrdinaten (x,,&.) ovir-
\P21 P2/ ’ e
gaat in {%,,%,), den vinden wij ¥=BX, dus X = AX = ABX, zodat wij een
transformatie van het type ¥ = CX vinden, waarbij C=AB, Uit de determiner—
1 -
tentheorie weten wij tevenc ?C§=l£HB}, In het geval dat X = X is C == I,

wazrin I de eenheidesmatri.:

B = A“1, zodat uit X = AX volgt X = A™'X, wat men ook karn vinden door bei-

de leden der oorsprokkell;jke relatie met A'1 te vermenigvuldigen,

dst
2 9) voorstelt, In dat geval ‘& AB = I, dus
-1

Is een transformatiec A gegeven don is door volledige inductle voor ie~
dere natuurlijke n elk de- transformaties A" en A~n=(A—13n te definilran.
Opg. 9. Bepacl A zo, dat A%=1.

Als in een of ander stelsel een transformatie X = AY werdt
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en men de codrdinaten transformeert met een transformatie B, dus X = BX,
Y = BY, hecft men voor het verband tussen X en ¥

T = B7'x = B"'AY = B™ABY,
dus als men hiervoor schrijft X = AY, wearbij X de transformatie aangeeft
die het verband tussen X en Y vastlegt, & = B~'AB, Deze laatste formule
laat ons 2ien hoe de transformatie & door dv transformatie B wordt getrans-—
formecrd, Uit de laatste relatic volgt nog BEK = AB, dus A = 333"1, welk
resultaat ook direct in te zien is.,

Wij vragen ons vervolgens af of er punten zijn die door een transfor-
matie ongewijzigd blijven, Dit treedt op bij de transformatie X = AX els
X en X hetzelfde punt aangeven dus als x1:§1 = X,:X,. Noemt men deze ver-
houdingck, dan moet het getal } 20 bepaald kunnen worden dat
(gy(B117 AVErT  Bqp Xp=0
{2 X, +(a,,-0)X%,=0,
'Wat voor (E1,§2}£(O,O) slechts kan als

:11")‘ aa@'\l—;o‘ Heeft.men A be-
21 22

paald uit deze vergelijking, die men ook in de gedaante A - AI =0 kan
schrijven (wat men ook inzict uit X = AX =X, dus (A - AI)X = 0), dan
vindt men de codrdinaten van het invariante punt door voor de gevonden
het stelsel (4) op te lossen, Bij cen bepaalde A vindt men dan steeds één
punt tenzij a12=a21=0, 7\=a11=a22, maar dan is A =a111 zodat ieder punt
invariant is, Is A gecn veclvoud vean I dan bezit de gevonden vergelijking
voor A

A= Mayqragy) + eqqapy = aqp8py = 0

twee reéle verschillende, twee samenvallende of twee tocgevoegld compielne

wortels alnzar de discriminant
(311"&22)2”4&11322*”4&12321:(&11‘322)2"4&12&21§ 0

!is. In deze gevallen noemt men de transformatie hyperbolisch, paruic.ineh

resp, e€lliptisch,

Opg. 10, Bepaal het type en de invariante punten der transformstle, he

raald door elk der matrices

11 0 1 ;o1
(O 1)‘; (1 O); L .__-1). '
Opg. 11, Laat zien dat als nicn de twen fnvariante punten tol grondpunten

(1,0) en (0,1) van het cobriinatenstelsel neemt, de hyperoolische ransio.:

matie de gedaante x=cX aanaw:it waarbij .
X_’Hg z_ 4
X3 *2

genomen is,
Opg. 12, Laat zien dat als men bij een parabolische transforwatis het punt
(1,0) als invariant punt necemt, deze de gedaante X = X + ¢ aannsent,
Opg. 13. Laat zien dat als men bij een elliptische transfornatie 4. puntza
(i,1) en (-i,1) als invariante punten neemt, deze de gedaante

X + C

X=T=%c
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In de 3 beschouwde gevallen vindt men dus voor de standaardvormen
log x = log X + legc, x =X+ ¢, resp, bgtgx = bgtgX + bgtgc.,
Definitie, Men noemt een stel punten F1,P2, e« « » projectief verwant met
een stel punten Pj, P4, . . . , als er cen transformatie van het type (3)
bestaat die P, in F! overvoert (i =1, 2, «..). Twee projectieve punten~
viertallen hetben dezelfde dubbelverhouding, en omgekeerd zijn twee puns »
tenviertallen met dezelfde dubbelverhouding projectief, want als A, B, C,
en D overgaan in A',B',(' en D' en als een transformatie van het type (3)
de punten A, B, C overvoert resp, in A',B' en C' dan voert deze D over in
ecn punt D" met (ABCD) = {A'B'C'I"), dus wegens (ABCD) = (A'B'C'D!) heeft
men dan (A'B'C'D') = (A'B'C'D"), waaruit volgt D' = D", zedat de gevonden
transformatie D in D' overvoert,

Opg, 14, Wij venden in opgave 4 o.a, (ABCD) = (BADC), Bepael de transfor-
matic die A,B,C en D overvoert in B,4,D,C, Men neme A = (a,,8,) enx,

Opg, 15, Laat I en J twee gegeven punten zijn en c een gegeven constante,
Bewljs, dat de transformatie die ecn willekeurig punt A in een punt A' o-—
vervoert zodanig dat (IJAA') = ¢, een projectiviteit is, Bepaal de transfor-
matiematrix in het geval I = (1,0)3 J = (0,1),

Als bij een projectieve transformatie een puntenpaar A,B verwisseld
wordt, is dit met elk paar het geval, Laat n,l. ecn punt C overgaan in D
en D in E, dan heeft men

(aBDC)= (BAED) = (ABDE),
dus C = E, zodat D inderdaad in C overgaat, Elk ander puntenpacr wordt .
door de “%ransformatic dus ook verwisseld,

Een transformatic als de bovenstaande, die dc eigenschap heeft dat
zij gelijk is aan haar inverse heet involutorisch, Uit het bovenstaande
blijkt dat een projectieve transformatie involutorisch is, zodra zij een
pacr elementen verwisselt,

Zijn verder I en J de twee verschillende elementen van een invelutn-
rische transformetie dan heeft men voor een willekeurig paar A,A' de relas’
tie (IJAA') = (IJA'A), dus in verband met opgave 5 (IJAA')%=1, dus
(IJAA') = *1, Derasrde +1 is uitgesloten, want wij mogen onderstellen,
dat geen dweetal der 4 punten samenvalt,

Opg. 16. Ga dat na,
Dus (IJAA') = =1, 2o0dat elk puntenpaar harmonisch ligt met de dubbelpun-
ten I en J,

Men noemt de verzameling der verwisselbare paren van een involutorie .
sche projectieve transformatie een involutie, Alle paren die tot een invo-
lutie behoren liggen dus harmoniseh met 2 punten, die de dubbelpunten der
invelutorische projec¥iviteit zijn, dic¢ de involutie definieert,

Beschouw omgekeerd allic puntenparen A,A' die harmonisch zijn met twee
punten I en J, Voor elk paar A,A' heeft men dan (IJAA') = (IJA'A) = -1,
zodat in verband met opgave 15 waarin mem ¢ = -1 neme, de¢ punten A en A?

R
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projectiel verwant zijn, Omdat de projectiviteit nict allegn A in AY,
maar ook A' in A overvoert, is zij involutorisch,

Er bestaan geen involutorische parabolische projectieve transforma-
ties, Zij nl, (1,0) het enige invariante punt van zo'm transformatie, den

wordt deze door c¢en matrix van de gedaante (g g} gegeven, Het quadraat de-

Zer marrix is evenwel (gh 22%) ¢n dit is slechts gelijk aan I als a = 21,

b = 0, maar dan wordt onze transformatic¢ de identische.

Zijn de¢ dubbelpunten van een involutie retel, dan spreken wij van een
hyperbalische involutie; zijn ze tocgevoegd complex, dan van écn ellipti-

che involutie,

Opg., 17. Bepaal de algemene gedaante der transformatiematrix behorende bij
de¢ hypertolische involutie met dubbelpunten (1,0) en (0,1). (Verg. opg. 9)
Oprg, 18, Hetzelfde voor de elliptische involutie met dubbelpunten (1,1)
en (1,-1) (Verg, opg. 9).
Opg. 18. Hetzelfde veor de hyperbolische involutie met dubbelpunten (1,1)
en (=1,1).

X
Stellen wij wederom !

= = X dan bezit een hyperbolische involutie

2
de standacrdvorm xx' = C, waarbij ¢Z 0 alnaar de involutie hyperbolisch
of elliptisch is, De meest algemene gedaante van een involutie vinden wij

t
uWlt die van de meest algemene perspectiviteit x:%%ng of cxx'+dx-ax'-b=0,

Van deze laatste billineaire betrekking eisen wij nl. dat zij bij verwis-
seling van x en x' dezelfde blijft, dus symmetrisch is in x en x',hetgeen
leidt tot a = -4, Wij vinden dan dus

ax'+b Xy = aXj+bx;
=== ©°f X, = cx}-ax}

De paren X,X' ener involntie kan men vastleggen door hun codrdinaten

X =

(x1,x2) en (x{,xé) of ook door de vierkantsvergelijking waaraan %% en -

X

Ei voldoen, Beschouwen wij een involutie met dubbelpunten (1,0) en (0,1)
2 X Xl

dan voldoet het paar X,X' aan Eg.ié = &, of xx' = o, zodat de bewuste

vierkantsvergelijking de eigenschap heeft dat haar wortels ecen constant
product hebben. Deze luidt dus mx2+nx+cm;0 of m(x2+c)+n.x=0, of niet ho-

mogeen m(x$+cx§)+n.x1x2=0. Daar elk der vierkantsvergelijkingen x$+cx§=0
en x1x2=0 een puntenpaar voorstelt, is een involutie dus pp te vatten als
¢en bundel puntenparen, Omgekeerd, als men een willekeurige bundel punten-~

paren bepaal door
m(axz+2bx x +cx2) + n(dx2+29x X +fx2) =0
™1 172 2 1 172 27 7

teschouwt, geldt voor de nulpunten X(x1,xz) en X‘(x{,xé) van dit paar
X x!
1 3

X1, ¥ _ —omb-2ne l _ me+nf
X, '5{'5 = “masnd ! X5 . -JEE‘ ~ ma+nd !

dus
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9(x1xé+x2x{) = ~-2mb-2ne

P x1x{ = mc¢ + nf
P szé = ma + nd,
dus
X1Xé+x2x§ ~2b 26
X1x{ c f | =0 R

xgxé a d !

hetgeen een bilineair involutorisch verband tussen de punten X en X' aan-

geeft, dus een involutie, “ .
Aan gezien een projectivitelt bepaald is door 3 paar aan elkaar toe-

gevoegde punten, is dat biJ een involutie door 2 paar het geval, Zijn

gegeven twee puntenparen A,A' en B,B!', dan is de involutie die A en A

en ook B en B' als paren bevat vastgelegd, dus ook de dubbelpunten daar-

van, zodat bij twee gegeven puntenparen één en slechts één puntenpaar te
vinden is, dat harmonisch is met beide,

Zijn’de puntenparen gegeven door de vergelijkingen
: 2 2_ _—
(5) 2 Xq+2b, X Xy+0, X5=0 (1 =1,2),
dan is de hierdoor bepaalde involutie
2 2 2 2y _

m(ajx1+2b1x1x2+c1x2) + n(agx1+2b2x1x2+02x2) =0
en dubbelpunten hiervan behoren bij die waarden van m en n waarvoor de
discriminant dezer vergelijking
(6) (mb1+nb2)2 - (ma1+na2)(mc1+n02) =0

is, Voor dergelijke waarden van m en n geldt voor een dubbelpunt (xj,xz)
de relatie X iXy = —(mb1+nb2):(ma1+na2) waaruit volgt

m:n = —(b2x2+azx1):(a1x1+b1x2),
waarna men na substitutie in (6) vindt

(ab)x§+(oa)x1x§+(bc)xg = 0,
Opg. 17. Als de wortels der vierkantsvergeli jkingen

ax§+2bx1x2+cx§ = 0 en Ax$+23x1x2+0xg = 0

harmonisch liggen, toon dan aan  aC+Ac-2bB = O,
Org. 18, Bepaal met behulp van het resultaat van de vorige opgave Oop-
nieuw de vergelijking van het gemeenschappilijk harmonisch puntenpaar
van (5). |
Opg. 19, Toon aan dat als de dubbelverhouding'van de pugtenparen (5) ne-
gatief is, dit ook het geval is met de witdrukking (ac)“+4(bvc)(va), zo-
dat in dit gevan die paren een niet reéel gemeenschappelijk paar bezitten
en dus tot een elliptische involutie behoren, Is genoende dubbelverhou-
ding positief, dan is die involutie hyperbolisch,

Opg, 20, Bij drie punten A,B en C bepaalt men de punten At',B' en C' zo-
danig dat A'A en BC, B'B en CA, C'C'en AB harmonigch zijn. Bewijs dat



ook A'A en B'C', B'B en C'A', C'C en A'B' harmonisch zijn.

Bij onze tot dusverre gegeven beschouwingen over de projectieve
rechte spelen alle punten eenzelfde rol, Dit wordt anders, indien wij
&én der punten een uitzonderingsrol laten spelen, en oneigenlijk gean
noemen, Laat dat in zeker coBrdinatenstelsel het punt (1,0) zijn, Aange-
zien door een codrdinatentransformatie ieder punt de codrdinaten (1,0)
“kan krijgen, is het volmaakt onverschillig welk punt men als oneigenlijk
gaat beschouwen, Wij onderstellen echter, dat men een keuze gedaan heeft,
De volgende beschouwingen gelden dus slechts met een of ander bij voor-
baat uitgekozen punt als oneigenlijk punt en in een of ander cobrdina~
tenstelsel, waarin dit punt de codrdinaten (1,0) bezit., Voor ieder an-

X4
der (eigenlijk} punt (x,,x,) is dan het getal x = §% een eindig getal,

72ijG2 het oneigenlijke punt. Dan is (ABQX):%E%H, zoals onmiddellijk uit -

<yg. 2 volgt: De dubbelverhbuding gaat hier over in een enkelvoudige
verhouding. Is (ABQX) = -1, dan noemt men X het midden van AB, Men

heeft dan x = Q%E .

Verder voert men voor re€le punten nog in het begrip afstand., De afstand
van twee punten X en Y is bij definitie gelijk aan XY =§x-y§. Is

(ABQX) = k (k ve¥el), dan is x = 2522 | qus £F = l%g;%PL =k| . De dub-
bel- of enkelvoudige verhouding geeft in dit geval dus aan de deelver-
houding der afstanden waarin het punt X het lijnstuk AB verdeelt, In
het byzonder blijkt het midden van een lijnstuk dus evenver van de uit-
einden verwijderd te liggen,

Wij beschouwen verder nog projectieve transformaties die het onei-
genlijke punt op zijn placts laten, Deze zijn van de gedaante

X, = 8,.%Xx} + a,,x}
{ 1 1 1272 of x = ax'+b,

Xp = 8p0%5
811 212 . :
waarin a = —— en b = —< eindige getallen zijn omdat a,,% O is. Is
Y 250 22

a = 1 dan heet zo'n transformatie een verschuiving, Deze is op te vam-
ten als een parabolische transformatie met het oneigenlijke punt als
invariant punt. Is b=0, dan hebben wij te doen met een dilatatie, Alle
afstanden worden la| maal zo groot,
Opg. 21, Bewijs dit.

De transformatie is dan hyperbolisch en bezit als invariante punten
het punt O en het oneigenlijke punt (mits a £ 1).
Opg. 22, Bewiljs dat ook als b # 0 de transformatie hyperbolisch is, Be-
paal haar eigenlijke invariante punt,
Opg. 23, Laat zien dat de transformatie dan en slechts dan involuto-
risch is als a=1 en bepaal ook in dit geval haar eigenlijke invariante
punt,
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Cpgave 24, Als de eigenlijke puntenparen AB en €D harmonisch liggen en
als O het midden is van AB, bewijs dan voor de afstanden dier punten

de relatie 04° = 0B% = 0C.OD.

Upgave 25, Zijn 2 willekeurige puntenparen AB en CD gegeven, bewijs dan
dat hun gemeenschappelijk harmonisch paar als volgt te vinden is:

Teken een willekeurige cirkel door A en B en een andere, die de
eerste snijdt, door C en D, De gemeenschappelijke koorde dier cirkels
snijde de rechte ABCD in O, Dan ligt het gezochte paar ST zo op ABCD
dat SO = TO0 = lengte raaklijn uit O aan een dier cirkels,

Wij zagen reeds dat een puntenpaar bepazld wordt door een homogene
quadratische vergelijking

f(x) = f(x1,xq) = 844X, 2y 22, X X+ agzxn =0

De beide punten vallen samen als de determinant

aﬁ!
a = aH 1‘%:0
21 22}

4
is, waarin a,, = &, genomen is,
b

-

Men noemt 2 punten P en Q poolverwant t.o.v., f(x) als

2
:;f P. ﬂbf = 0, dus als
i=1 - 41
(7) f(P;Q) = 311P1Cl1 + 8-12(131512 + P2q1) + 3-22172‘12 = 0
is, lien ziet dat dan ook geldt

o2 L 0,

i TN
dus de poolverwantschap is een symmetrische relatie,

Omdat (7) een homogene bilineaire verwantschap is tussen (p1,p2) en
(q1,q2) is het verband tussen P en Q bij vaste f een projectiviteit,

Daar (7) symmetrisch is in (p1,p2) In (q1,q2) is die projectiviteit een
involutie, De dubbelpunten ervan voldoen aan

210517 +281p% %y + Ayp%y” = 0
en zijn dus juist de door f bepaalde punten F1 en FQ. Bij gevolg liggen
deze harmoniseh met P en Q, Vallen de punten F1 en F2 gamen en kiest
men P willekeurig, dan is Q = F1. Kiest men omgekeerd in dat geval P = F1,
dan is Q onbepaald,

Wij formuleren nog het resultaat van pag, 145 over een gemeenschap-
pelijk harmonisch paar van twee gegeven puntenparen, iets anders door te
zeggen dat bij twee quadratische vormen sen puntenpaar bestaat dat pool-
verwant is t,o0,v, beide vormen,

Tenslotte geven wij de vorm f(p;q) nog aan in matrix notatle, Men vindt
hiervoor, als wij weer

811 212
81 %22
stellen, de waarde f(ps3q) = Q'AP, waarin Q' de gespiegelde matrix is van
Q.

P q
A= , P = (p), Q= (ap)
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Bij gevolg is f(x) = X'AX, Dat uitdrukking f(p;q) onveranderd blijft

bij verwisseling van P e¢n Q blijkt uit het feit dat deze quadratische

matrix van de orde 1 uitteraard geliljk is aan zijn gespiegelde, dus
QAP = (QYAP)! - PvA!(Qr)v = PT'AQ ,

cmdat de metrix A symmetrisch en dus 4' = 4 is,

§_19. Het vlatte vlak.

Zen punt is een stel van 3 verlcudingsgetallen, die niet 2lle nul
zijn. Twee stellen verhoudingsgetallen stellen dan en slechts dan het-
zelfde punt voor, als zij evenredig zijn. Men schrijft kortweg
A(a1,a2,a3), waarbij het de bedoeling is, dat 8418585 de verhoudings-
setallen van het unt A zijn.

Met C = A + B bedoelen wij weer, dat deze relatie voor elk der
verhoudingsgetallen geldt, dus ey = ey 4 bi (i = 1,2,3); in dit geval
yheet C lineair afhankelijk van A en B. De matrix der verhoudingsgetallen
van A, B en C heeft dan de rang 2. Een analoge betekenis heeft de schrijf-
wijze D=2A +MB +VC,

Indien A, B en C drie willekeurige verschillende punten zijn, zoda~
nig dat hun verhoudingsgetallen een matrix van de rang 3 vormen (de
munten lineair onafhankelijk zijn), dan is voor een willekeurig punt D

de schrijfwijze D =34 +M B + ¥C mogelijk. lMen neme nl. A= ggg

W = :%g {~ . Deze uitdrukkingen bestazn allen omdat (abe) # O.
Indien voorts 11npair onafhankelijk is, zowel van A en B, als van B
en C als ook van C en A, dan is noch ) , noch ¢, noch v gelijk aan nul.

De getallen %,f& en V worden niet volledig bepaald door de punten
A,B,C en D; =zij zijn pas benaald als gegeven is welke keuze voor de ver-—
houdingsgzetallen dier punten is gedaan. van

Zij bij hovenstaande keuze van A,B,C en D en hun verhoudingsgetallen
nog een punt X(x1,x2,x3) gegeven, Dan bestaan er, analoog aan het voor-
afgaande, getallen.e,w‘;t zodanig cat X = A + B + TC. Men noemt de

. - e A T e -
verhoudingen Ly == X2 = K3 = de cobrdinaten van X t.a.v. het
e\ "

coBrdinatenstelsel ABCD. len heeft

gxbo% _ %axcg‘ X _ %abx%
$ﬁbc - (ade)? - {abd)’

ercoé dinaten zijn onafhankellg daarvan wel'te keuze men doet voor de
verhoudingsgetallen der punten A4,B,C en X.

Het verband tussen de verhoudingsgetallen en de colrdinaten is dus
gegeven door formules van de Jedaante

xX1 z= aﬂx1 + 845X, + a13x3
(111X = 2p9%y + agp%p + 8p3%y
ZX3 = a31x1 + a32x2 + a33x3
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of korter geschreven

(1 x, = g%j 25 4% (i =1,2,3).

j=1
Tit wverband (1) is ho..ogeen en lineair in de verhoudingsgetallen en de
coéfficiéntenmetrix bezit de rang 3, want de co&fi 1c1éntendetern1nant

(bC)23 (bC)31 (bC)12

o . 1 ) (abc)?
& = ;aij\ = e Eae enay | (e2)py (ealyq (cala,y = (dbcf(:dg)(abd)

‘(ab)23 {ab)31 (a®)y,
{(verg. blz 42 bovensie regel) is niet nul.
Opg. 1. Bepaal de codrdinaten van A, van B, van C en van D t.0.v. het
codrdinatenstelsel ABCD.

' Allereerst merken wij nu op, dat de cedrdinaten van het punt
X(x1,x2,x ) t.0.v. het codrdinatenstelsel X, (1,0,0), X, (0,1,0), X (0,0,1),
X (1,1,1) juist gelijk zijn aan Xqy Xoy Xy, want men heeft in dit geval
A fA.~ v =T1;p= Xqy O= x2,7:— Xqe Het hocft dus geen zin om verder on-
derscheid te maken tussen codrdinaten en verhoudingsgetallen. De laatste
zijn codrdinatea t.o.v. een speciaal gekozen codrdinatenstelsel.

De retrekkingen (1) geven dus het verband der cobrdinaten van een-
zelfde punt t.c.v. de twee stelsels ABCD en X Kgx X4

Indien men uit (1) de grootheden X, X, en %y oplost, wat ..ogelijk
is wegens a # 0, v.ndt men de inverse transformatie

(2) Xi = o “‘g‘}‘ j:.; (i = 11273)'»
— 3
paerin Ao de miawr is van a_  in de matriz (aij).

Indien eznzolide punt t.o0.v. een grondstelsel A'B'C'D'  de colrdine—
ten (xi, x}, x ') besit, is het verband tussen de codrdinaten (xa, é,xé)
en de oorsyy onkal*JAe codrdinaten (x '2,x3) wegens (1) gegeven door

3
— ~ 1 5

x! = %é; 2l %5 (1 = 1,2,3),
waarin de coéfficiénten a{j net zo van A*,B',C' en D' afhangen als 244
van A,B,C en D. 3ij gevolg heeft ien wegens (2)

& 2 Ay
x! = & 2. al, —==lx (i = 1,2,3)
i j=1 k=1 ij a 7k TEr=
vourt het verband tussen de codrdinaten van ecenzelfde punt t.o.v. twes

willekeurige co3rdinatenstelsels cok gegeven wordt door een houogene
lineaire transformatie. Omdat zowel de determinant a =\a \ als de deterw

ij
minant a' ~\a‘3\ # 0 is, is dat ook het geval met de determinant
A 2
. < ki . . a a'
: 15,0 = ! S - 2 :
‘Dik\, waarbij bik p alJ 5 » went deze is gelijk aan a a3 a £0
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7ij beschouwen de homogene lineaire transformaties eens nader.

Zi
J 3 f%-
Xy = E ‘-:1;*15.: Xi = e bijz: (1 =1,2,3)
J-‘} v 3:—’} v
dan heeft men 8 3 3
é t“ -y i 3 i {4
Xy = L e aijbgkz” of x; = ;;' s ¥y (i=1,2,3)
3* j=1 k=1 - k=1
wazrin Cype = -Z ai4t4,. Derhalve ol cns het nroductthecrema van matricos
; . R AN
=1 "o \
geldt voor de matrices A = (aii), 3= (bijf, C = (ey;) juist de relatic
o
C = AB, wellie relatie men direct virdt door nog in te veoeren de matrices
[*1} 1) [ X
R i 1t T T
X = ‘12;, Xio: x2}, ' =1 x5 1,
VXA x!t/ Xi’/
3 O3 3

waarna men viudt
X = AT IV = BX"y dus X = A{BXT) = ABXY = XM,
wawrbij C = AB.

Ms X = AX' is ATX = Xr, woertij A~1 de inverse uwatrix is ven do
-1 1

matrix A; varge fomwle (2). 1Ten heeft verder A7 = A”'A = I, waerbi]
K"‘Z O O“‘
I \
I de eenbheidsnetrix tu 10 }is.
{
,‘O 0 1/
Uit het bevenstaande velgt, dat de horegens lineaire transformaties,

wacrven de determinant # O is, een groep vormen. Deze groep is niet commu-
tatief, zoi1lz Ccor cen eenvoudig vocrbezld aan te tonen is.

Indien Ce twee grondstelsels ABCD en A'B'C'D' gegeven zijn, was, zOe
als wi] hierboven zagen, dz raﬂSEO“Matl?ﬂu ix vastgelegd. Is omgekeerd

de trenzfomeatienztrix (ﬂ / met \a;j‘ cegeven, dan geeft de transe-
2 -—
;:" -

formatsie X, o= Tl a*jxs (i = 1,2.3%) het werband aan van de cobrdinaten

; X t.0.v. twesz stelsels 4,B,C,D en A',B',C',D', waarbij
“,D' onmiddellijk te bepalen zijn door hun co8rdinaten

t.0.v. A,B,0.0, want de nieuwe codrdinaten van A' zijn (1,0,0), dus de

cude codrdinaten vax A' zijn (311, 2541 331); analoog voor B! en C' ter-

wijl men voorr ¢e oude cobrdinaten van D' vindt (a11 +24p T 243,

8o F Bpp F lony Byq F 335 a33).

Zijn wan 4 ounten P,Q,R en o, waarvan de codrdinatenmatrix dc rang

P
v
van eenzelfde muw
de punten 4',3!

3 otesut, de oude en nieuwe colrdinaten bekend, dan is daardoor de lrans-
formotieratrix zvaucens bapaald.

7ij hebben dus het verband sussern de cofrdinaten van ecn punt Ta2.V.
de twee grondstelsels X1X2KﬂX4 en “3"5X3X‘ op te sporen. Neem verder
PQRS als derde cobriinatenstelsel en midi de cofrdinaten in dit steleel
aan met (x§, x3, xg)‘ In dit stelsel heeft men P(1,0,0), Q(0,1,0°



ALl 151

7(0,0,1), 8(1,1,1).

i

DY (pqr)x, = xyp.(sqr) + z3q,(psr) + x§r1(pqs)
(pqr)x = x1 2(sor) + xjq,(psr) + xir, (pas)
(pqr)x3 = xMr (SQr) + §q3(psr) + x" (pqs)

on evenzo

(par)x} = xipi{s'g'r*) + xjqi(p's's') + x"r1(p"’s )
vwaarult het geveiste verband tussen (x1,x2,13) en (x1,x2,x§) na elimina-
tie wvan xq, x§ en x3, d.wez. na oplossen van deze grootheden b.v. uit
ret eerste drietval vergelijkingen (wat kan omdat (pgr)enz.£0 i en mwallon
in het tweede stel gevonden wordt. Daayr bij de overgang van codrdinaten
X, enz. naar xq enz. en ook bij die wvan x; enz. naar x? enz, de co#ffi-

~ciéntendeterminant niet nul is, is dat ook niet het geval bij de overw-

e

3ang van x, enz. naar X; enz., waarmee de bewering bewezen is,

3

De formules x, = SE: a,.x! (1 = 1,2,3)
i j=1 ij™3

gaven het verband der cobrdinaten van eenzelfde punt t.o.v. twee ver-
schillende codrdinatenstelsels. Zij laten echter ook een andere inter-
nretatie toe, waarbij zij het verband geven in eenzelfde co¥rdina-
tenstelsel tussen twee verschillende punten X(x1,x2,x3) en X'(x%,x',xé).
ilen zegt in dit zeval, dat X door een projectieve transformatie overgaat
in een punt X'. Op grond van het bovenstaande is een projectieve trans-
formatie bepzzld, hetzij door haar transformatiematrig (mits die de rang
3 bezitte), hetzij door van 4 punten P,Q,R en S (mits elk drietal een
cobrdinatenmatriz van de rang 3 bezit) ook de getransformeerde

4 puanten P',Q',R' en S' te geven, waarin zij na de transformatie
overgaan. .

Indien de cofrdinatenmatrix van 3 verschillende punten A,B en C de
rang 2 bezit, is het niet mogelijk om een willekeurig punt D in de gedean-
te D =04 +f«B + V¥ C te brengen. lien heeft in dat geval echter wel
O =sA +07 (nl.g) = ab s T = Het schrijven van een punt D in

|
bovengenoerde gedaante komt er dus op neer, dat men heeft D =AA fﬁ;B 4

#Ye A+ YoB= (X +vp)h+ (M4 VOB,

Naf. Indien A en B twee verschillende punten zijn, dan heet de verzame-

ling der punten X met X =¢ A +C B (¢ ,0- variabel) een rechte.

Deze rechte AB is dus bepaald door haar twee punten A en B (A ea B
.igzea op deze rachte).

De rechte is ook te bepalen door 2 andere harer punten P en Q wans,
2ls P en Q or de rechte liggen,bestaan er getalleni(;} t}&,v met
F=rA+XB; Q =pA +¥Y3B, dus voor een willekeurig punt X ==()A +07B
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vindt men symbolisch geschreven

P k) R
= O =
2 g , ofwel X Kv.—,u;\P * v v qQ,

waarbij opgenerkt zij, dat vegens P £ Q geldt KV - /LO\ £ 0.

Heeft men 4 punten A,B,C en D gelegen ¢p eenzelfde rechte, dan be-
staan er dus getallen "r\,/& , £,9 zodanig, dat

C =MA +MB; D=pA +0L,

Men noemt dan de uitdrukiting -g: $ % de dubbelverhouding (ABCD) der 4

punten A,B,C en D. Op grond van de overeenkomstige definities van dubbel-
verhouding van 4 punten op een rechte in het platte vlak (§ 19) en 4 pun-
ten op de rechte lijn (§ 18) zelden de beschouwingen over dubbelverhou-
dingen uit de vorige § evenzeer voor de zojuist gedefinieerde dubbelver-
houdingen. In het bijzonder zijn dus ook harmonische en aequiharmaonische
puntenviertallen op rechte lijnen in het platte vlak gedefinieerd.
Door de projectieve transformatie X = AX gaat de door de 2 punten
P en Q bepaalde rechte X = AP o /A Q over in de rechte door de punten
F enQ , waarin P en Q door de transformatie overgaan. Immers men heeft
ook P = AF; Q = AQ, dus AX =2 AP +MAG, dus X =)\F + uQ, waarmede deze
eigenschap bewezen is. Een willekeurig punt ¥ =9 P +¢°Q op PQ gaat even~
zo door deze transformatie over in een punt Y met ¥ = P‘P +0Q, zodat te-
vens blijkt (PQXY) = (PQXY), waeruit volgt,dat bij de transformatie dub-
belverhoudingen invariant blijvena. 1.0
De omgekeerde stelling, dat een transformatie, die duboelverhoudma
gen invariant laat (wat tevens 1nhoud’c dat 4 collineaire punten ov.r-
L @?ggeé’ﬁevgg‘g’%{g}?gflrb Fle :.EJ13 1s niet juigt. er blijkt nog een ander
¥
soort transformatie met deze eigenschapoen te bestaan, Wij gaan dazrop
hier niet verder in.
Een rechte lijn werd hierboven gekarakteriseerd door de betrekking
X =AA +/AB waarbij A en B twee willekeurige harer punten zijn. Door
eliminatie van A\ en M uit de drie betrekkingen
x; =day +Mb, (1= 1,2,3)
vindt men dat ieder punt X(x1,x2,x3) van de rechte lijn AB voldoet aan

|%1 X3 %y

;a1 ay, a5 = 0 of kortweg (xab) = O. Omgekeerd als deze betrekking
i 0, b2 b3 l ‘

saldt, heeft men Xy 3)8‘1 +,ubi (i = 1,2,3) nits de rang der matrix
121 %2 83 .

m% bg b twee is.

Opz._ 2. Tat vindt men als die rang 1 is ?
Opg. 3. Bepaal bij gegeven X, A en B de bovenbeschouwde factoren A en/vk.
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#ij vinden dus dat alle punten van een rechte lijn voldcen aan een
betrekking van de gedaante WXy ¥ WX, + UsXy = 0 en een betrekking als
U SRR T toﬁ{ R s
deze leidt tot Ry Uy 0 = O dus tot een rechte door de punten
{ ~uq 0 U,

(=uy, 4, 0): (—uB, 0, u1).

Jvz. 4. Taat zien dat ook het aunt (O, 1, ~u2) op deze rechte ligt en

dat zeker 2 der 3 gevonden punten verschillend zijn, zodat men inderdaad

zen rechte lijn vindt. lMen noemt (abx) = 0 of U, X, o+ u2x2 + u3x3 = 0 de

vergelijking van de beschouwde rechte lijn.

Upg. 5. Bepaal de vergelijking der rechte door de punten P(e,b,c) en

Q(b,c,a). Aan welke relatie moeten de getallen a, b en ¢ voldoen, opdat
'ook het punt R(c,a,b) op deze rechte gelegen zij ?

7ij vinden verder dat 3 punten A,B en C dan en slechts dan colline-
air zijn als (abe) = O.

Een rechte lijn is bepaald door haar vergelijking d.w.z. door de 3
daarin optredende coé&fficiénten (u1,u2,u3), waarbij de rechte dezelfde
blijft als de 3 coéfficiénten nmet eenzelfde factor # 0 worden vermenig-
vuldigd. Men noemt deze getallen wel de (lijn)cobrdinaten van de rechte
lijn in tegenstelling tot de (punt)codrdinaten (x1, Xp 4 x3) van een punt
X.

Opg. 6. Bepaal de cobrdinaten der rechte gaande door de twee punten
A(a1,a2,a3) en B(b1,b2,b3).
Ovg. 7. Twee rechte lijnen zijn dan en slechts dan verschillend als
de matrix hunner codrdinaten de rang 2 bezit.

) Fr is 1 »unt te vinden, dat op twee ve schillende rechten u en v
ligt. Immers dit punt moet voldoen aan W Xy + WX, u3x3 = 0;
V4Eg + Vo, 4 v3x3 = 0, waaruit precies 1 punt met de gewenst eigenschep
te vinden is.
Opg. 8. Bepa.l de codrdinaten van dat punt.

Bij twee verschillende rechten u en v kunnen wij de rechte Au + ALV,
dat is de rechte met cobrdlnaten ()'u +/AV1, "ku + AV, Xu ATy ).

of met vergelijking Z (Xu +,W'1)x -'/\Z WX, +ou Z v;x; =0

beschouwen. Het is duldelljk, als S een punt is, dat op u en v ligt,
deze nieuwe rechte door S gaat.
Opg. 9. Bewijs dit.
ng omgekeerd: Als een rechte w door S(s1, 2,5 ) gaat, heeft men
%;1 uysy = O] %;n %%; WS o= 0,
aus (uvw) = O dus W = AU +MU Ve
De verzameling derrechten Au +va-('k¢M.variabel; u en v vast) heew
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ecn rechtenbundel. Alle rechten van een bundel gaan door 1 punt en omge-
keerd vormen alle rechten door 1 punt een bundel. Evenals een rechte te
karakteriseren is door een eigenschap, die de coSrdinaten van elk erop
gelegen punt bezitten, (de vergelijking der rechte), is een punt te ka-
rakteriseren door een eigenschap der codrdinaten van elke er door gaan-
"2 rechte (de vergelijking in lijncodrdinaten van het punt). 2ij
ECEIE 3) een gegeven punt. Dan voldoen de codrdinaten (u1,u2,u3) van
elke door X ga:xnde rechte u acn de betrekking UyXy + UpXy + u3 3 = 0,
cus een homogene lineaire vergelijking in lijncodrdinaten. Omgekeerd
stelt zo'n vergelijking in lijncobrdinaten al die rechten voor die door
net punt X gaan en is dus op te vatten als de vergelijking ven het punt
£,
Onz. 10. Bepaal de vergelijking van het snijpunt derrechten v(v1,v2,v3)
en w(w1,wg,w3).

Twvenals 4 op één rechte gelegen punten e n dubbelverhouding bezit-
ten, bezitten ook 4 door één punt gaandé rechten een dubbelverhouding.
Impers zijn u en v twez dier rechten, dan geldt over de overige rechten
wen t, dat w = Au tM V3 T =pu +0V en men noems dan% : /—,lde dubbel-
verhouding (uvwt) der 4 rechten. Ook hier gelden voor dubbelverhoudingen
eigzenschapnen als b.v. (uvwt) = (vutw) = Tﬁ%?ET = 1 - (uwvt), die wij
in § 18 vonden.

Hoofdstelling der projectieve meetkunde. Vier door een punt gaande
rechten bezitten dezelfde dubbelverhouding als hun vier snijpunten met
een willekeurige rechte.

Bewijis: Zij S het punt, waardoor de rechten u,v,w,t gaan. Op grond
van het bovenstainde heeft men dan w = Au +Mvs t =911-+¢W3 Zij U het
snijpunt van een vijfde rechte s met u; V dat van s met v, ¥ dat van

s enw, T dat van s en t. Dan vindt men b.v.
U((us)gy, (us) gy, (us)yp)s V((vs)yy, (ve)gy,(va)p);

W((ws)23,(ws)31,(ws)12) =

= (R(us)23 +/A(vs)23,'h(us)31 +/A(vs)31,-)(us)12 wpa(ve) o),
dus 7 =\T +/uv Evenzo T=9pU +0V, dus

(UWiT) = = (uvwt).
Opge 11, Bew13s éuée eigenschap ook in het geval, dat A of ¢ nul is.

ij vinden hier het dualiteitsbeginsel terug, dat zegt, @at een steli-
~ing in het platte vlak over punten, lijnen, "liggen op", "gaan door'.
dubvelverhouding juist blijft als men deze begripven resp. vervangt lour
lijnen, punten, "gaan door","liggen op", dubbelverhouding. Tevens werkt
dit dualiteitsbeginsel op het begrip codrdinaten en wel verwissele mel
bij toepassing ervan de begripren puntcoﬁrdinaten en lijncobrdinaten.
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Opg. 12. Formmleer n bewijs, indiem dit nog niet geschied is) de duale
bewering van elk der volgende stellingen.
1. Door twee verschillende punten A en B gaat 1 rechte.
2. Elk punt dier rechte heeft de gedaante NA +JA B.
3+ De vergelijking dier rechte luidt (abx) =
4. Elk homogene eerstegraadsvergelijking in puntcodrdinaten stelt
een rechte voor. .
T.B. Aangezien het dualiteitsbeginsel begripren invariant laat of ver-
wigselt, levert, twee keer dit beginsel op een eigenschap toege-
pasi, de oorspronkelijke eigenschep weer op.
’1j gaan nu na, wat het effect is van een projectieve transformatie

3
:i - jzzq aj Xy (1=1,2,3) of X = Ax °p een rechie u Xy UpEy + U3y
= 0. Na substitutie verkriggt men ZZ ;§: U,
i=1 j=1 * 1153
king van de eerste grazd :E :E'E = 0 in de nieuwe codrdinaten, waarbi]
tevens bllgkt J=1

EZ 8141

= 0, dus een vergelij-

Voeren w1j nog in de¢ matrices U = (uy 3, u3); T = (E1 32 33), den vinden
wij U = UA met als omkering U = ﬁ171. Oock de lijncodrdinaten worden 4dus

homogeen en lineair getransformeerd. Dit was ook direct als volgt in te
3

[ . et

zien. Men heeft UX =‘%;1 Xy
in UX = 0 wazrbij U = 5A. Omgekeerd als men een homogene lineaire trans-
formatie U = UB in cctrdinaten heeft, gaat hierdoor de uitdrukking
kf( = 0 over in UBX = O, dus in UX = O waarbij X = BX, dus X = B-'%. ,
Op grond van het duzliteitsbeginsel volgt hieruit, dat door eer pro-
jectieve transformatie niet 2lleen rechten in recliten overgaan, macr 00k
dat de dublelverhouding van 4 door &én punt gaende {concurrente) rech-
ten bij de transformatie dezelfde blijft. Verder leert ons het duali-
teitsbeginsel dat een projectieve transformatie vastgelegd is, als men
van 4 rechten, waarven er geen 3 door 1 punt gaan, gegeven 1s dat zij
in 4 andere eveneens aan die eis voldoende rechten moeten overgaan..
Bij de puntcofrdinaten trad het codrdinatenstelsel X122X3X4 op, waal
= (1,0,0), %, = (0,1,0), Xy = (0,0,1) X, = (1,1,1) =X, + X5 + Z,
en voor een willekeurig punt X(x1,x2,x3) gold X = x.X, + 7k, + x.7s

DR

dus uit UX = 0 gaat over in UAX = O, dus

1

Tvenzo treed bij de lijnco8rdinaten een stelsel U.‘U2U3U4 op, waarnot ]
in 1ijncofrdiraten geldt
U, = (1,0,0), U, = (0,1,0), Uy = (0,0,1), Uy = (1,1,1) = Uy Upr =

3
b

iy

«erbij voor ecn willekeurige rechte U(u1,u2,u3) geldt

<

= u1U1 + u2U2 + uj 3°
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Opxs 13. Bewijs dat Ui du vurbindingsrechte is van X:j un Xk’ waarbi j
(i,3,k) c¢on permutatic is van d¢ getallen 1,2, 3.

Opz. 14. Bewijs, dat X1 on X2 harmonisch lig:sen met het snijpunt van
AQX? en I3K1 onovan X1X2 on U4.

Cpge_ 15. Bewijs de¢ duale stelling rouchtstrocks.

Cp grond van d¢ rousultaten uit opg. 14 ¢n opg. 15 nocmt men wel
dc¢ ruchte U4 cn het punt X4 harmonicaal verwant t.o.ve. drichouk
L&y (of drichock U,U UB).

Zr is ste.ds cen projocticve transformatice te vinden, dic de pun-
tun van con gegeven rechite u overvocert in dic van cen gugeven rechte
E, zodanig dat ¢lk vicrtal punten van u dezelfde dubbelverhouding he £t
als het puntenviertel op u, waarin de eerste 4 punten overgaan. Immers
lnes ABC willekeurig op uj laat deze punten resp. overgaan in ARC oD U.
Kies twee willekeurige punten D en E op ecvn willekeuirge rechte # u
door ¢ en *twee willekeurige punten D en E op een willekcurige rechte
Z U door c. Dan is er juist &én pr03ectleve transformatle die A,B,D en
E overvoert in 4,8, en T dus DE in DE AB in AB derhalve C in C. Dezeo
projecctieve transformatie voert, zoals wij al cerder vonden elk viertal
punten van u over in vier punten van u met dezelfde dubaelverhouding.
Tevens zien wij wit dit bewijs, dat er één projectieve transformatie be-
staat, dic cen gegeven rechte en 2 er nict oo gelegen gegewen panten O-
vervoert in cen (anderc) gugeven rochte on 2 (andor.) o nict o0 golegen
gegeven punten.

Tenslotte vragen wij ons af, of or punten zijn, dic bij c¢c.n pro-

!ﬁmﬁdcve transformatic x; = :E: aij x, (i= 1,2,3) op hun plaats tlij-
J=1
ven. Voor zo'n mut mout gelden x; =A% ; (1= 1,2,3),
- s n _x X. = 0
(a4 ‘h)f1 - 2qpXo * a1353 -
(3) ap4%; +(ap= Nz, + 853%y = 0
234X, a30%, (a33~:\)x3 = 0.
Dit is slcchts mogelijk als
a1~ A A B3

#31 3“ BT'X i

waarulit in het algorecn 3 waarden vanl) volgen. Is c.nmaal zo'n waard:.
van ‘A gevonden, dan vindt men de codrdinaten van het invariante punt anvr
gubstitutic van d¢ 7¢ waarde vanlk in het bovenbeschouwde stelsel, wamr-
bij men dan met twee passcend gekozen vergelijkingen van dat dricetsl huav
volstasn. Hoet is nict uitgesloten dat na substitutic van dic waardoe

de rang der colfficilntinmatrix der vergelijkingen nict 2, maar 1 18 i
welk geval bij 1 wasarde van A oncindig ve.l inveriant. runton hehoron.
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Vraagt mun naar invariantce rochten, dan volgt voor zo'n rcchte uit

3
3 =/\u.i (1,2,3) n g = %1 245 Uy (1 = 1,2,3) dat

(a_],i—-\)u1 + Ryaly 3344y = 0
8, 5u, + (a22»>\)u2 + aqUy = 0
a3y * a3y + (333-'\)113 =0

zodat ook in dit guval het goetal A mout voldoun aan du cubische verge-
lijking (4). Is c.nmael zo'n waarde van A gevonden, dan vindt men de co-
ordinatin van de invariantce 1lijn door substitutic ven dize waarde

in het bovenstaandce stelsel, waarbij men we.r met twee passend gekozen
vergelijiiingen van dat drictal kan volstaan. Ook hicr is het nict uitgee-
sletin, dat de rang der colfficiintenmatrix van 4it stelsel na substi-
‘utie van zo'n waarde van A niet 2 maar 1 is,

Zij A#£ e en X het door '>\ bepaalde invariante punt ¢n U de door
F bepaclde invariante rechtce, dan heoft men

3

3
/\fi = 32;1 aiaﬁfj;/b( u; = % 2444, (i = 1,2,3)

dus

3 3 3
(}\,-—/.L) 2-1 ;{_iui = 5 S_ (a..Xx.u, - a..u.x.) =0
1= =

dus wegens )s;.‘/u ligt het invariante punt X op de invariante rechte u.
Voor A=pM bohouft dit nict t. gelden.
Buschouwen wij cons het geval, dat het stelsel (3) veor zekers
‘vortul N ven (4) dc rang 1 bezit. Alle duterminantun van de 2¢ orde,
dic¢ bevat zijn in het linkerlid van (4) zijn dus nul. Dat houdt in, dat
\ ook asn de afgcleide vergelijking van (4)

-1 212 243 an“r'\ G40 243 a11‘“{’\‘7‘12 843

821 2p0mA Bp3 ¥ |apy =1 33 Mgy agpmd ap3f =0
°31 832 S33mAl %3 ey ayyd|feyy By -
voldoct en dus e.n dubtele wortel van (4) is.

Wij gacn nog even d¢ verschillende gevallen na. .

due D¢ verg. (4) bezit 3 verschillende wortuls A1,'X2, A3. Tegens
dv voorafgaande stelling behoort bij olk dier wortels Sén invariant puad,
¢n Sén inveriante lijn, welke tezamen con drichock vormen. ij leggen
ons colrdinatenstelscel zo, dat de punten X4s¥py Xy de hovkpunten ven dic
drichouk zijn. Daar dan het punt (1,0,0) invariant is voor d¢ transfor.
matic heoft men a5, = Byq = O; c¢venzo 84p = B3y = O a4y = 89y = 0,

P
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zodat du transfrmatiambix L de gudaant%

[SRels

00
g O)buzit met p £ q; g £y
Cr

r £ p; par £ O.
8pz. 17. Buwijs dv laatste onzllijkheden.
e transformatic luidt dan

X1 = p}’:,}; JCZ = q_xz; K3 = I‘X3 ¢n *1 = pu1; u_2 = puz; u3 = pu3.
Cp d¢ invariantc rechte (0,0,1) of x3 = 0 gaat c¢.n punt (x1,x20) over
X
—2, 0), zodat op dcze rechte door d¢ oorspronkelijke
transformatic van hoet platic vlak ecn projecticve transformatic wordt

X
in het punt (E},

geinfuecord on daarbij zijn de punten (0,1,0) en (1,0,0) invariante

puntine e geinduce.rde projeetieve transformatic U ,»x?I
T
van d¢ rechte is dus nict parabolisch. X i: Y
AL

Opz. 18. Bewijs ecn duaal dergelijk resultant voor du'vcrzaﬁtling der
ruchtun door ¢.n hoekpunt van d¢ codrdinatendrichock.

2€. /\1 #/\2 = >\3. Bij /\3 behore slechts &én invariant punt. Men
kicze het door %\1, resp.)\2 bepaalde invariante punt als hockpunt X?’

TCSDe dme
- 2 { P O m
Onze¢ matrix A hecft dan d¢ gedaznte! O r. n,lwaarin p £ re pr £ Qs
n # 0. 0 0O r

Ong. 18. Bewijs deze relatics.
D¢ vne invariante rechte blijkt tc zijn de rechte X1X2 ¢n de andere

3

(p-—r)::1 + mx, = O. Kivzen wij het hockpunt X, hicrop, dan heuft men

nog m = 0. D¢ transformatic luidt dan

- “' — ot ot . P o x
Xy = PX; X, = rX, + nXy; x3 = rx3. Uu/ s

'Op dv invariantc rechte X1X2 wordt e¢un nicvt-parabolische ;2 78
transformatic geinduce.rd, mazr op dc rechte X2X3 m wel .0
cen parabolische.
Opge 20. Ga na hoe de¢ rechten door X1 en die¢ door X2 wordcn getransfor-
meerd.

3. A y #)\2 = )\3. Bij)\1 bchoort ¢én, maar bijA2 bchoren oncire
dig ve.l invariante puntoen.

Kiecs X, als invariant punt bepaald door)\1. Allc door;&2 bepaal-
de punten liggen op cun rechtce. Laat dat zijn de rechte X2X3. Omdat
X1, X2 en X3 invariant zimlaxlAQ =,A3 heoft de transformaticvmatrix do

500 « Xy

gedaantc ( O0roO \mut p#r; pr £ 0. . e Ay

00r )
Opg. 21. Bewijs deze laatste ongelijkheden.
S

Cpg. 22. Voor e.n willckeurig punt 2 en het getransformecrde punt -
goldt dan (X, SFP) = §.
Indien X1 0P Wy lag is het celirdinatenstelscl nict te kiczen on




Helle 1Y

bovengenoumde wijze. Laat dan het invariante punt zijn (1,0,0) ¢n ac
invariantc rechtoe uy = 0. L.un vindt dan cchter c.n transformaticmatrix
met dric gelijke wortels, woell geval straks bekceken wordt.

Op ¢lke roechte door xq wordt in het geval 3c. ven nict pargbolisch:
transformatic geinduceerd; on de rechto u, cchter d¢ idunticke transfor-
nmatic.

Lo A = A *,A . Bij deze wanrde van‘\ behoort maar 1 invariant
punt. 2ij dit hpt punt k1. D¢ pijbchorende invariante rechic (die ten-
minste eon punt boevat; wazron?) moct dus door X, gaan. Zij dit de¢ rochte

1
U.« Dan luidt de transformaticmatrix
3 i P a b
{0 p ¢ metape £ O.
I I o

Opze 23. Buwije dit.
pIn dit geval worden zowel du rouchte u3 als de verzancling der rechten
door X? parabolisch getransiormoecrd.
Opz._24. Bewijs dit.

_iu,g_ )\ 1 =)\ =)\ . Bij deze Waardg% behoren onuindig veol (uitcr~
maticmatrix luidt dan, indivn wij het punt waarvan clle crdoor gaandv Ei
invariant is,in X2 nemen,

[p 0 0
[0 c) net pe £ O.
0 0 p

Opg. 25. Buwijs dit.
1ij buewezen op blz. 156 reuds eun belangrijke stelling over de
vollecdige vicrhoek (d.i. d¢ figuur bestaande uit 4 punten 4,B,C cn D,
’waarvan ¢r geen 3 op &én rechte liggen en uit hun 6 verbindingslijnen).
Zijn 81, 52, S3 d¢ diagonaalpunten (dit zijn de snijpunten van over-—
staande zijden, waarbij twee overstaande zijden zulke verbindingslijnen
van hockpunten zijn, dat zij tezamen alle 4 hockpunten bevatten). Dan
liggen A c¢n B harmonisch mut S, = (AB,CD) c¢n het snijpunt T van 8283
en AB.
Ecn ander bewijs van deze stelling volgt uit de hoofdstulling dur
projceticve me.thkunde, dic ons lecrt
(A3DS,) = (DCUS,) = (DS,, €Sy, US,, §,8;) = (BATS,) "T"‘B’L‘T’
dus bij nict samenvallen van 2 der 4 punten A,B,T,S (zodat (AZTQ Y £ 1y
vindt men (ABTS1) = =1,
O»g. 206. Tormulu.r ¢n buwijs ruchtstrecks ¢ duale stulling.
Tenslotte bewijzen wij, dat bdij eun transformatic X = 4X de dutor
minaent (xyz) van 3 punten gutransforme.rd wordt volgens do formula
(xyz) = a(X§Z), waarin a du determinantwaarde der matrix A is. Mo vinld

dit uit d¢ welbikende transformaticformules x; = ) a.. T, (L= 1,2,3:,

L2y
3:__1 -
di¢ d¢ doeturpinant (xyz} omzutten in eun anderc, Gic volgeus de product-

w@talliﬁgﬂgan Gauahy juist gulijk is aan hut product der d»turmlnewﬁ
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§ 4. Dc affiene un metrische mectkunde.

' Bij onz¢ tot dusverre gegeven beschouwingen over het projectiuve
vlalk spelen alle punten cenzelfde rol cvenals alle rechten. Dit wordt
anders, indicen wij &in der rechten on twee der daaron gelegen punten

Lol ultzonderingsrol It spelaide rechte noemen wij oncigenlijk; die pun-
ten nocnen wij de cirkelpunten. Lazt in zeker obordinatenstelsel die
rechte de¢ rechte (0,0,1) zijn ¢n die punten de punten (1,i,% en (1,-1,0).
Aangezien door ecn projecticve transformatie c¢lke rechte en olk twectal
daarop gelegen punten de cobrdinaten (0,0,1) resp (1,1,0) en (1,-1,0)
kan krijgen, is het volmaakt onverschillig, welke rechte cn welke 2
damron gelegen punten men als oncigenlijke rechte resp. cirkelpunten
gaat beschouwen. Wij onderstellen echter, dat men een keuzce gedaan heeft.
)De volgende buschouwingen gelden dus slechts met e.n of anderc bij veor—
bazat uitgckozen rechte als oncigenlijke rechte en twe. bij voorbaat
dacrop gckozen punten als cirkelnunten, wa-rbij de codrdinatinsteisels
zo genomen worden, dat dacrvan do codrdinaten zijn (0,0,1) resp. (1,1,0).
(1,-1,0) Voor icder nict op die rechte gelegen punt (x1,x2,x3) is dan

Xy %XQ, zodat voor zo'n punt (dat mun dan cigenlijk noemt) de getallen

X
1 2 i as . . . Ce
X === nys= §£ cindig zijn. Ecn rechte hect eigenlijk, als zij nict &:
Ty

codrdinaten (0,0,1) bezit.

Beschouwen wij nu cerst de mectkunde, dic men in het projecticve
vliak krijgt door slcchts cen keuzce te doen voor de onelgenlijke rechts
en het codrdinatenstelscl zo te kiczen, dat deze dc codrdinaten (0,C,1)
bezit. Deze mectkunde hect de affiene mectkunde. Ecn afficne transfor-
Imatie is ecn projectieve transformatie, die de oncigenlijke rechte (0,0.1)
invariant laat.

Onze colrdimatcendrichock X1X2X3 bestazt nu bchalve uit de oneigen-
lijke rechte nog uit twee eigenlijke rechten X1X3 (met verg. y = 0) en
X Xy (met verg. x = 0), wclke men d¢ codrdinaatassen nocmty hun snijpan:
X3 heet de oorsprong.

Icdere eigenlijke rechte bezit ¢¢n oneigenlijk punt (haar snijpunt
met de oncigenlijke rechte).

D¢f. Twe. rechten, die clkacr ov de oneigenlijke rechte snijden heten
evenwijdig. Fen vierhoek met twec (8én) pazar cvenwijdige zijden heet ecn
varallclogram (trapczium). Het midden van ecn ecn lijnstuk AB is hoet
vicerde harmonische punt van A,B met het oncigenlijke sunt dex rechic AB.

Eun volledige vierhock wacrvan twee diagonazlpunten (dus ool hun
vorbindingslijn, dic men con diagonaal van de v crhoek noumt) oncigens
1ijk zijn, is dus ¢.n parallclogram, Op grond van doe stulling over o
vollcedige vierhock aan hoet cind van § 19 dolen de diagonalin v eon
parallclogram clkaar middendoor.
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Ovge 1. Trokt men door het snijpunt der diagonalen van oun trapezium cen
rechte cvenwi jdig met de cvenwijdige zijden, dan ligt dat snijpunt even—
ver af  van de snijpunten dier rochte met de niet-cvenwijdige zijden.
Opge 2+ Bewijs met behulp van de hoofdstelling der projecticve me.tkun-—
dc, dat de rechte, die de uidcoens van de opstaande zijden van ecn tra—
pcezium (of driehoek) verbindt, evenwijdig loopt met de basis wvon het
traveziwn (of de driehoek).
0g. 3. Van eon parallelogram ABCD verbindt men het midden M van CD en
{ met het midden N van AD, Bewijs dat AM/ NC en dat de snijpunten van
AT resp. NC met BD het lijnstul: BD in drie gelijke delen verdelen.
Beschouw twee punten A en B. Zij C willekeurig op AB. Dan kent
men in de affiene meetkunde weliswazr ge.n lengten tos aan lijnstukken,
maar wel verhoudingen van lengten. Men zegt n.l. dat AC ¢ CB = (ABC.L),
'.anrinfl het oneigenlijke punt ven AB is (verg. § 18).
Opz. 4. Bewijs AC : BC §$ 0 2l naar C tussen A en B ligt (dat is op dat
segment AB ligt, waar flnict op ligt) of niet.
Opge 5. Bewijs de stellings: Drie evenwijdige rechten snijden ven twee
snijlijnen evenredige stuklten af. Met behulp hiervan is de gehele gelijk-
vormighcidstheorie van homothetische figuren op te bouwen.
Een affiene transformatie is ¢un projcctieve transformetie, die
de oneigenlijke rechte invariant laat en dus de begripnen “evenwijdig"
cn verhouding van lengten® ook ongewijzigd laat. Op grond van vrocgere
beschouwingen wordt de mecst algemene affiene transformatie dcor de
211 %92 243
matrix| a5, 85, 25y }met 23q £ 0 gegeven.
0 0 agy !
Opz. 6. Bewijs dat het product van twe. matrices van did type we.r een
matrix van dit type is.
In x,y-codrdinaten luidt een dergelijke transformatie

X=b -}Z‘"b 3;+b'\ a. .
11” 12~ 3 (wearin by = 531 ).
¥ = b21x + b22y + b23 d 33
Op grond van de laatste eigenschap der vorige § gaat de determinant
x y 1
Ix' y' 1| van de¢ codrdinaten van de 3 punten (x,y), (x',y"),(x",y"
;xllyi!*l i __1 b 'b
over in B33 'y 1\, waarin B33 de minor\b11 b12\aangegft. De verhou-
"yt o1 21 22

ding ven dergelijke determinanten van twec puntendrietallen blijft dus
invariant bij transformatic. Deze verhouding noemt men de verhouding
der oppervlakiten der driehocken,gevormd door die twe. puntendrietallen.
Opg. 7. Bewijs dewelbekende stelling uit de vlakke mectkunde: de opper~
vlakten van twee driehoeken die ecn hoek gemecn hebben, verhouden zich
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als de producten der zijden om dic hoek.

77ij kiezen nu nog de cirkdpunten I en J op onze oncigenlijke recht
en verkrijgen dan de metrische Euclidische mectkunde. Hierin kunnen lijn
stukken zelf en ook hocken wordcn gedefinieerd. De hoekdefinitie is een-
voudig. Beschouw ecn hoek, gevormd door twee elkaar in A snijdende rech-
ten b en ¢ met oneigenlijkc punten B resp. C. Dan definiéren wij

1

L BAC = »r log (IJBC) (formule van Laguerre).

Aangczien dubbelverhoudingen cun projectieve betekenis hebben, die ongem

wijzigd blijft bij projccticve transformaties, is dat ook met het hock-

begrip het geval. Een hock is recht, als A = %, dus log (IJBC) =Tri,

dus IJBC = e "% = ~1, dus dan cn slechts dan als dc oncigenlijke punten

van zijn benen harmonisch ligien met de cirvkelpunten (verg. § 10, opg. 1
Dpag. 68).

Opg. §. Als dc hocken BAC c¢n CAD cen becn AC gemecn hcbben, dan is

LBAD =/ BAC +L CAD (vcrg. § 18, opg. 8).

Cpg. 9. Bewijs LBAC = - L. CAB.

Opg. 10. Ecn gestrekte hock is twece ke.r zo groot als eun rechte.

Opg. 11. Bij twoe evenwijdige lijnen gesncden door ecvn derde zijn tweco

overcunkomstige hoeken gelijk.

Opg. 12. Bewijs dat de hock dur rechten y = mx en y = 0 gelijk is aan

bg tg m.

Ook afstanden zijn te definiéren door middel wan dubbelverhoudinge:
mits van twee willekeurig gegeven punten A en B gegeven is, dat hun af-
stand gelijk is aan 1. Mcn definicert n.l. de afstand dPQ van twec pun-

.‘ten met de formule

@§Q,= a2 .(1J,1B,14,IP)(JI,JB,J4,JP)(1J,IP,IB,1Q)(JI,JP,IB,IQ).

Opg. 13. Bewijs dat hieruit velgt

2 . 42 _ ¥ 2 2] 2 _v.)2
dPQ H dAb = «‘L(P1‘q1> + (pz""qz) J’ H {(8.1-b1) + (azv—bg) j
Kiest men nu 4,5 = 1 voor 4 = (0,0), B(0,1), dan vindt men
2 2 2
dpg = (pq1=q4) + (pp-qp)°.
Opg. 14. Bewijs rechistrecks uit d¢ dubbelverhoudingsformule d%Q = ng'

Opg. 15. Buwijs dat als R zo op PQ ligt, dat R =AP +MQ, men heeft
PR H QR = -",.l-t:)\o
Ecn projectieve transformatic, die de punten I en J (dus ook hun onei-
genlijke verbindingsrechte) invariant laat, laat dus ook hocken en ver-
houdingen van afstanden invariant. Wij weten dat dc transformatlematrlx
zeker van affien karakter is, 4 s luidt
/’a a,
11 13
22 23 .- Dear (1,1,0) invarient is, hecft men verder a

\\ &2 ‘ 21 T %427



c ¢ d
Q44 = Qps, zodat d¢ matrix luidt( -s ¢ u}.
11 22 o 0 £/
Opge_ 16. Buwijs dat het product van twee matrices van dit type weuer cen

ametrix van dit typu is. In x,y~cofrdinaten luidt de¢ transformatic

§ +

el

- \~
Y+ ¥

D¢ transformatics van dit type zijn gelijkvormigheidstransforma-
tics. Allce afstanden worden met o nzelfde factor verncnigvuldigd. Is de-
ze zelijk acn 1 dan sproeckt men van e¢.n congruente transformatiec, len

.n;uft dan f = \/ ¢ +s .

D¢ congruwnte transformatic induce.rt op d¢ encvigenlijke rechte
cen ¢lliptische transformatic van de punten (1,m,0) in (1,m,0) met

= cn—-s

n s —

c+sm’
welke zich ook in de vrocger ro.ds govonden standaardgedaante
bg tgm = by tgm - bg t8 %
laat schrijven. Door dc transformatic draait de¢ richting ven eun rechte
dus over con hoek. hg, tg %‘ D¢ congrucente ¢n de gdijkvormigheidstrans-

formatics die op te vatten zijn, als resultaat van de achter clkaar toe-
gepaste transformaties.

x =%+ & X = % X o+ % b4
- .
' = 5] cn:—. 8 e C -
y=y¥+7F y=F X +FY
welke resp. cen verschuiving of (afgezien van spiegelingen) ec¢n draaiing

zijn.

et behulp der congrucnte transformaties is het nu mogelijk de con-
grucnte gevallen van drichocken te behandelen, waarna de gehele vlakke
mectkunde op de normale wijze op te bouwen is. Als voorbe.ld bewijzen wij
¢ens de stelling, dat twee drichodsm congruent zijn, als zij gelijk hoeb-
ben twee zijden ¢n de ingesloten houk. Zijn de drichocken ABC e¢n PQR met
LA =P, dan bepalen wij corst ecn verschuiving, dic A in P overvoert.
Hicrdoor gaat A ABC over in ¢ena PB'C', waarvoor PB' = AB = PQ; PC'=AC=PR.

Beschouw nu de projecticve transformatie. dic I,J.un P invariant laoat
e B! in Q overvoert., Daar deze I en J invariant laat ¢n PBY = PQ is,
is dit eun congrucnte transformatic. Deze voert C' over in C". Dus
L C"PCY =/ QPB' =£.RPB! ~ (RPQ =L RPB' - L C'PB' =£RPC', dus C" ligt op FR.
Wegens PCY = PC = PR valt dan"C' m¢t R samen. Daar de transformatie cun
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congrucnte 1s, is dan ook HQ = C'B' = CB; L PQR =<4 PB!'C' = £L.ABC;

L PRQ =/ PC'B' =/ ACB.

Opzs 18. Ga ook hut ni.t-buschou.d. geval na, dat de drichocken PQR cn
PQCY symmetrisch komen to lirgen t.o0.v. PQ.

521. Kegelsneden,
Wi} bas“houwbn thans in het projectieve vlak quadratische vormen

(1) f(x) = %"3 alax XJ = 0, kortveg 2;321 alaxlxJ = 0,

Hierbij wordt “13 = 31 genomen voor i,3j = 1,2,3. D¢ matrix A der cokf-
ficitnten 2y 4 is & s symmetrisch. Du Vanamcllng der punten (x1, s 3)y
die aan (1) voldOcn noemt men een kegelsnede, Voort men in de matrix

; X‘}
X = xz\dan luidt de vergelijking (1) in matrixnotatie X'AX = O, waarbi}j
\ x3j
X' de gespiegelde matrix is van de matrix X,
Vienst men de snijpunten van een rechte door 2 punten P en Q met de
kegelsnede (1) te bepalen, dan zockt men punten ?MP-+/uQ op de rechte,
die voldoen aan (1), hetgeen na substitutie leidt tot

(2) 2% 2y
1,3

Opg, 1. Bewijs dit.
Uit de gevonden vierkantsvergelijking volgen i.h.a. twee waarden

D:D. + 2)\&@2_ Piqy + HZEZ—

iP1P; 13P1%5 7, 133195 = O

J

van 7\:1(, waardoor twee punten op PQ bepaald worden, die ook op de ke-
gelsnede liggen. Deze kunnen re€el verschillend, samenvallend of toege-
voegd complex zijn, Derst vragen wij ons af of P en Q harmonisch kunnen
liggen met de snijpunten van PQ en de kegelsnede (1). Hiertoe is nodig
en voldoende dat de wortcls A « van de vierkantsvergeli jking (2) een
verhouding -1 bezitten, dus samen nul zijn, hutgeen necrkomt op

1yd

Opg. 2, Bewijs f(pjq) = flasp); f(p;p) = £(p).

Men noemt twee punten P en Q geconjugeerd of poolverwant t,0.v.
cen kegelsnede (1) als f(p3;q) = 0 is. In matrixnotatie hecft men dan
QAP = 0 of P'AQ = 0. Snifgt PQ de kegelsnede in twee verschillende pun-
ten S1 en 82 dan liggen P,Q,S1 en 82 dus harmonisch. Houden wij P eens
vast, dan he«ft de mectkundige plaats der punten X, die poolverwant zijn
met P t,0,v, (1) de vergelijking

Ei_aijpixj =0
en stelt dus een rechte voor, die men de poolrechte van P t.o.v, (1)
noemt; P heet de pool dier rechte t.o0.v. (1).
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Men heeft: Is P poolverwant met Q en R, dan is P poolverwant met elk
punt der rechte QR,
Opg. 3. Bewijs dit.
Opg. 4. Len punt P is dan en slechts dan poolverwant met zichzelf, als
het op de kegelsnede ligt.
Opg. B, Zijn twee rechten ¢ en r poolverwant met een punt P, dan is ie-
dere rechte door hum snijpunt het ook.
Opg. 6, Is P poolverwant met p en ligt Q op p, dan gaat de poollijn q
van Q door P.

Beschouw een variabel punt ﬁi=:15£>+-;4Q van de rechte s = PQ. De

poollijn =m wvan M heeft dan tot verg. /

A f-l._ =
)\z’ a, p xa +ﬁ a. Jq XJ 0,

zodat die een waaler doorloopt om het snijpunt S van de poollijn van P
en Q (het punt S id de pool van s); uit de vergelijking van m blijkt,
dat die waaier om S projectief is met de puntenreeks . M op s. In het
uitzonderingsgevel,dnt d¢ poollijpnen van P en Q samenvallen, bestaat er
een constante k zodanig, dat

S _
— &1 3P1%; k> a 13%4%;

voor alle (x1,x2, 3), us

:Ej alJ - kag ) = 0 voor j = 1,2,3,.

Omdat P en Q verschlllende punten ondersteld waren te gijn, 2ijn niet
alle getallen psi- kqi (i = 1,2,3) nul, dus moet de coéfficiéntendetermi-
nant a = }aijf van de laatste drie betrekkingen nul zijn. Een kegelsnede,
waarvoor dat het geval is, heet ontaard.

Beschouwen wij zo'n kegelsnede nader, Omdat \aij§ = 0, bestaan er
getallen (b 3) met Yﬁ 25505 = 0 (i=1,2,3), zodat dan voor ieder
elat S .

punt X(x1,x2,x3) geldt , 25 5C3%;
verwant met elk punt van het platte vlak (zodat omgekeerd een poollijn

= 0., Het punt C(c1c203) is dan pool-

van elk punt van het platte vlak door C gaat), dus in het bijzonder met
zichzelf en ligt dus op dc¢ kegelsnede, Zij D een ander punt der kegel-
snede en E een willekeurig punt van CD. Dan is D poolverwant met C en D,
dus met L, Ook C is poolverwant met E, dus het punt E van CD is poolver-
want met E, zodat E ( dus ieder punt van CD) op de kegelsnede ligt. Een
ontaarde kegelsnede bestast dus uit ten minste €én rechte,

Bezit de ontaarde kcgelsnede nog een punt F buiten die rechte,
dan ligt ook ieder punt van CF op die kegelsnede. Zij bevat dan twee
verschillende rechten en kan er niet meer bevatten, omdat anders haar
vergelijking van een hogere dan de twsede graad zou zijn, Bezit de ont-
aarde kegelsnede geen punten buiten CD, dan heeft haar vergelijking

:i:t = 0 de eigenschap, dat daarin wel een factor 2 _ p.X. = O
T3 13 X5 % J i im1
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(die de vergelijking der rechte CD aangeve) zit, mear geen andere line~
aire factoren optreden. Bijgevolg is danE ay x xj = C(ti plxi)

Opg. 7. laat zien dat dit dan en slechts dan optreedt als de coeéfficién-
tenmatrix Haiju der kegelsnede de rang 1 bezit,
Wij krijgen dus het volgende schema:

1. lla 13”bb21t de rang 1; de kegelsnede is een z.g. dubbelrechte;

2. 1 n " 2; " " bestaat uit twee verschillende
rechten;

3. " " ! " 330" " is niet ontaard,

In het laatste geval bevat zij geen rechten, immers bevatte zij er wel
een, dan kieze men hierop twee punten P en Q. Zij R een willekeurig punt
Z P op de poollijn van P; laat die poollijn verschillen van PQ. Dan is

! \ o — . i - .

P poolverwant met P,Q en R, dus aijpipj = O,;__aijpiqj = 0;

- - > e 3 — —
A By Py Ty O. Dus j ~ a;4P; = 0 voor j = 1,2,3, dus( aijk = 0, dus de

rang van [ ijﬁ was niet 3, Indien de poollijn van P wel samenvalt met
PQ kieze men op PQ in pleats van P een ander punt, waarvan de poollijn
niet met PQ samenvalt. Valt echter van ieder punt op PQ de poollijn sa-
men met PQ, dan zijn de rechten

zz:alaplxa =0 en Ez:aijqixj =0
dezelfde dus

Ei aijpi = kEl aijqi voor j = 1,2,3,
dus

S :

L a;5(p;= kay) =0 voor j = 1,2,3,

dus ook dan is |a = 0, want de getallen p,- kg (i = 1,2,3) zijn niet

alle nul omdat P éag is.

Hoewel het begrip poolverwant gedefinieerd is t.o.v. een eenmaal
gekozen codrdinatenstelsel, doet het feit, dat het in het algemeen sa-
menhangt met harmonische dubbelverhoudingen, ons vermoeden, dat poolver-
wante punten door een projectieve transformatie weer overgaan in pool-
verwante punten. Wij zien dit het gemakkelijkst in met de matrixnotatie.
2ij X'AX = 0 de vergelijking der kegelsnede., Pas de codrdinatentransfor-
matie X = BX toe. Dus X' = X'B!. Hierdoor gaat de kegelsnede over in
X'B'ABX = 0,dus in X'AX = 0, waarin K = B'AB. Wij zien hierbij tevens
dat de nieuwe determinant is

[ agst=lbyiliagsloyyl = laijtlbijjz
is, waarin ibijf de transformatiedeterminant is van de door B aangege-~
ven transformatie., Laat nu P en Q poolverwant zijn t.o0.v. de kegelsnede,
dus Q'AP = 0. Z2ij P = BP; Q = BQ dus Q' = Q'B', Dan is

Q'IZF = Q'B'ABP = Q'4P = O,
zodat inderdaad poolverwantschap behouden blijft bij lineaire transfor-
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matie, Niet allcen bij cen lineairc codrdinatentransformatie, maar ook
dus bij een projectieve punttransformatie blijft poolverwantschap behou-
den. Een pooldriehoek van een kegelsnede is een driehoek, waarvan elk
hoekpunt de pool is van de overstoande zijde.

Opg. 2, Laat zien dat er oo veel pooldriehoeken begtean van een niet
ontanrde kegelsnede, die één hoekpunt hetben in een voorgeschreven punt,

Als men het cobrdinatenstelsel zo kiest dat de grondpunten
(1,0,0), (0,1,0) en (0,0,1) in de hoekpunten van een pooldriehoek lig-
gen, dan neemt de vergelijking der kegelsnede de eenvoudige gedaante

Byq%q * Bpp¥Xp * "’"33% = C
aan., Is a33 = 0, maar 819855 A 0, dan is de kegelsnede ontaard in twec
verschillende door (0,0,1) gaande rechten, die retel of toegevoegd com-
plex zijn al naar gelang 294805 <0 of >0 is. Het geval dat a33 = 0 en
ay, = 0 (of ayq = 0) is, levert ons een dubbelrechte,

Is 333 4 0 dan kan men er steceds voor zorgen dat a33 > 0 is., Men
heeft dan de volgende gevallen (afgezien van gevallen, die analoog zijn
nan de zojuist genoemde):

1. 244 ) o, 855 > 0; imaginaire kegelsnede. Deze bevat geen enkel reéel
punt.
2. aqq ¢ o, €55 > 0; de kegelsnede snijdt twee zijden der gronddrichoeken
in reéle, de derde in toegevoegd complexe punten,
Dit zijn de enige twee mogelijke gevallen bij niet ontaarde kegelsneden,
zodat, omdat door een reéle projectieve transformatie een kegelsnede van
het type 1, weer overgaat in een kegelsnede van het type 1., ook een ke-
gelsnede van het tweede type moet overgaan in een kegelsnede van het
tweede type. Gevolg: Snijden twee der drie zijden van een reéle pool-
driehoek een re€le kegelsnede in re€éle punten, dan geschiedt dit bi]
iedere reéle pooldrichoek. Bij een reéle kegelsnede kan men onderscheid
maken tussen het binnen- en het buitengebied. Onder het eecrste verstaat
men die punten van het platte viliak, waarvan de poollijn de kegelsnede
in toegevoegd complexe punten snijdt; in het tweede gebied liggen de
punten wier poollijnen de kegelsnede in twec re€le punten snijden. Pun-
ten die tot geen van beide gebieden behoren, hebben de eigenschap, dat
hun poollijn de kegelsnede in twee semenvallende punten snijdt.

Een rechte q door een punt P van het binnengebied van een kegel-
snede snijdt die kegelsnede (in re8le punten). Immers zij Q de pool van
g en R het op g gelegen punt, dat poolverwant is met P, dan is PQR een
pooldrichoek, waarvan twee zijden de kegelsnede snijden, Aangezien zo'n
pooldriehoek maar €én hoekpunt binnen de kegelsnede bezit en P zo'n punt
is, 2ijn FPQ en PR de zijden, die de kegelsnede in re€le punten snijden,

Wij keren thans terug tot formule (2) en onderstellen eens, dat P
op de kegelsnede ligt, maar dat de rechte PQ verder geen snijpunten met
de kegelsnede gemeen heeft. Dan heeft dus de verg. (2) twee wortels



/Lz 0, dusjiiaijpipj = 0 en zz:aijpiqj = 0, d.w.2. elk punt van PQ is
poolverwant met P.

Een rechte, die maar 1 snijpunt met een kegelsnede gemeen heeft,
noemt men een raaklijn van de kegelsnede; het (en(ig)e) snijpunt heet
het raakpunt. Elk punt van een raaklijn is derhalve poolverwant met het
raakpunt. De raaklijn is dus de poollijn van het raakpunt.

Wenst men de raaklijn aan een niet ontaarde kegelsnede te vinden,
die gaat door een niet op de kegelsnede gelegen punt P, dan snijde men
de poollijn van P met de kegelsnede. De gezochte raaklijnen zijn dan de

“verbindingslijnen van P met die snijpunten Q en R, Immers P is poolver-
want met Q en Q is poolverwant met zichzelf, dus Q is poolverwant met

de door Q gaande rechte PQ. Derhalve raakt PQ de kegelsnede in Q. Omge-
keerd als P gegeven 18 en men 2zoekt een raaklijn PQ door P, die de kegel-
snede in Q raakt, dan is P poolverwant met Q, omdat P op de raaklijn
ligt, dus Q ligt op de poollijn van P.

Het aantal raaklijnen uit een punt aan een kegelsnede is dus ge-
1lijk aan het aantal snijpunten van zijn poollijn met de kegelsnede.

Iigt het punt buiten de kegelsnede dan gaan er doorheen twee re€le raak-
lijnen; ligt het er binnen, dan geen enkele reéle; ligt het op de kegel-
snede, dan is er juist een reéle raaklijn.

Laat men ook complexe rechten toe en telt men voor op de kegel-
snede gelegen punten de raaklijn dubbel (dit heeft zin, daar de snij-
punten van de poollijn van zo'n punt met de kegelsnede samenvallend
zijn) dan gaat er door ieder punt van het platte vlak twee rasixlijnen
aan een niet ontaarde kegelsnede,

Het aantal snijpunten van een vlakke kromme met een willekeurige
rechte noemt men zijn graad; het eantal rasklijnen uit een willekeurig
punt zijn klasse.

Wij zien dus, dat iedere niet ontaarde kromme van de tweede graad
van de tweede klasse is.

Opg. 9. Laat zien dat de bewering niet juist is voor een ontaarde kromme
van de tweede graad.

De graad van een kromme is tevens de graad van zijn vergelijking
in homogene puntcodrdinaten,

De klasse van een kromme is de graad van zijn vergelijking in homo--
gene lijncodrdinaten. Immers beschouw een kromme van de gedaante

%ﬂ(u1,u2,u3) = 0, waarbij y'homogeen van de graad m is in WqsUp Uy
Hierbij is het de bedoeling, dat de rechten (u1,u2,u3), die voldoen aan
deze vergelijking, raaklijnen zijn van de kromme, Zij X een willekeurig
punt en v(v1,v2,v3) en w(w1,w2,w3) twee verschillende erdoor gaande
rechten., Een rechte Av +(/&W door X is dan en slechts dan raaklijn
aan de kromme als

(/ (A V1+//7;(,W1 g /) v2+/,!/uw2 , A v3+/t/c w3) = 0,
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hetgeen leidt tot een homogene vergelijking in /) enjlcvan de graad m,
die m wortels éﬁu/u bezit, die ons de m raaklijnen uit X aan de kromme
opleveren,

Men kan bewijzen dat een kromme van de graad n, die geen dubbel-
punten e¢n keerpunten bezit, de klasse m = m(n-~1) bezit (formule van
Plucker ), In ons geval volgt uit n = 2 inderdaad m = 2 overeenkomstig
het hierboven gevondene,

'ij gaan thans de klassevergelijking, dat is de vergelijking in
lijncodrdinaten van de kegelsnede (1) afleiden, die wij niet ontaard
onderstellen,

Een rechte (uq,ug,uS) is dan en sleehts dan raaklijn aan de kegel-
snede 2ls deze door zijn pool X gazt, dus als er getallen (x1,x2,x3)
bestaan met

;A Uy = 299X, + Q95%X, 4 24 3%y
n Q Uy = 85qXq + 850X, 253%y
[ Uy = gy + AypXy + a33x3
i 0 = UqXy o UpX, 4 u3x3

Eliminatie van i\, Xq3%5,Xy uit deze betrekkingen geeft ons de gezochte
klassevergell jking )

91 B9 893 Wy
821 Bp2 B3 Y2 |l
|3 830 833 U
i u1 uz u3 o)
of
(3) 5 A..u.u, =0,
i, Tt

waarin A.. de minor van a. .
- ij 1]

in \aijl aangeeft.

Opg. 10. Bewijs de laatste bewering.

Opg. 11. Hoe luidt (3) als{;aijﬂ de rang 2 bezit? (Maak gebruik van het
resultoat van blz. 41 voor een determinant die nul is). Verklaar het
resultaat meetkundig.

Aanﬁizien de matrix {Aijl
is aan ah ', waarbij wcer A = |la
(4) us~'ur = o,

Nu is de poollijn van een punt P t.0.v. kegelsncde (1) Ae meet-
kundige plaats der punten X met P'AX = O, dus haar 1lijncobrdinaten
(u1,u2,u3) vormen een metrix U = P'A, Men heeft dan verder P' = UA—1.

Wij noemen twee rechten u en v poolverwant t.o.v. (1) als zij el-
kaars pool bevatten.

Opg. 12. Als u poolverwant is met twee rechten v en w is 2ij het met
elke rechte door het snijpunt van v en w,

in het geval dat a = laijl £ 0 is, gelijk

;4 » luidt vergelijking(3)in tnirimotetie

Opg. 13. De snijpunten van cen rechte en een kegelsnede zijn de snij-
punten van die rechte en de raaklijnen aan de kegelsnede door haar pool.



Twee rechten u en v zijn dan en slechts dan poolverwant t.o0.v.
de kegelsnede (1) als v door de pool van u gaat. Die pool is, zoals wij
zoéven zagen, een punt P met P' = ua™!. M gaat v door P als VP = Q,
dus P'V! = 0, dus UA—1V' = 0 en omgekecerd volgt hieruit dat v door P geat.
De verzameling der rechten, die poolverwant zijn met zichzelf
(dus door hun eigen pool gean, dus razklijnen zijn can (1)) vindt men
uit UA"1V' = 0 door u = v te nemen; het zijn dus de rechten u met
ey = 0, waarmce formule (4) teruggevonden 1is,
Is gegeven een kromme van de tweede klassse

(5) S by = 0

(waaruit nbij“ cen symmetrische matrix is), dn-is @it als\mijg £ 0 is
tevens een kromme van de tweede graad. Immers een punt X ligt dan en

slechts dan op de kromme 21s het op zijn poollijn ligt. Nu heeft de pool
egen rechte v t.0.v, deze kromme de vergelijking / ,ﬂ_bls ;v 3 = 0 en is
dus het punt X met codrdinaten

- = 3
/\\:xi =7 P45 (i = 1,2,3).
Derhalve i1s een punt X dan en slechts dan op onze kromme gelegen als

bovendien geldt ¥ VX o= 0.

Elimineert men uit bovenstasand e (4) betrekkingen de homogeen er-
in optredende grootheden ALEALTALY dan krijgt men

byq Byp Py3 Xy
P21 Pop P2y Fp o
Pyg DP3p P33 X3
X, x2 XB 0]
ofwel
—
‘;“; Bijxixj = 0,
aarin B. i3 de minor van bij is in de determinant {b }
Past men dit resultaat toe op de kromme (3) dan vindt men
A ‘
/o X . .x.x. =0
i,y 9t ’

waarin (X . ij de minor is van A, ij in de determinant fAi }, Nu weten wij
(zie blz. 42 tovenste gedeelte) dat X5 ey e, ji’ dus als aj # 0
is, vindt men uit (3) de oorspronkcllgke kegclsnede (1) terue.

Een kromme (5) van de tweede klasse is ontaard als haar determi-
nant ibij{ = 0 is. Analoog aan hetgeen bij ontaarde krommen van de
tweede graad werd gevonden, bestaat deze dan hetzij uit twee stralen-
waaiers met verschillende toppen, hetzij uit twee stralenwaaisrs met
dezelfde top. In het laatste geval heeft de matrix “biju de rang 1.

Wij merken thans wedér- een vorm van dualiteit op en wel dat cen
projectieve eigenschap over punten, rechten en krommen van de twcede
graad of klasse blijft gelden als men hierin niet alleen de begrippen
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punt en rechte, maar ook de begrippen 'kromme van de tweede graad" en
"kromme van de tweede klasse verwisselt. In het bijzonder kunnen die twee
krommen hetzelfde zijn (wat optreden kan zodra ze niet ontaard zijn);
dan correspondecrt met een projectieve eigenschap de duale, waarbij een
punt vervangen kan worden door zijn poollijn, cen rechte door haar pool
t.0.v, die kegelsnede,

Deze verwantschap is, zoals wij boven al zagen, te schrijven in
de gedaante

- < - .
(6) u; = {3 2y 5% dus x; = j Aijuj (i =1,2,3).
In het algemeen noemt men een verwantschap van de gedaante
‘<f*~ —
u. £ C..X. (i =1,2,3)
i 3 i

ven correlatie, Hierbij behoeft de matrix “cijﬂ niet symmetrisch te zijn,
Iaazt nl., verder «ecen punt P liggen op twee rechten u en v met beeldpun-
ten X en ¥ in het tweede vlak, dus voor i = 1,2,3 geldt ook nog

< —
Y17 Sy
dus
/\u /Lv =>___ cij(>\3€j +/,(.L?y"j);

doorloopt cen rechte de waaier om P, dan doorloopt dus het beecldpunt
hiermede projectief de rcchte XY. Men heeft verder, dat het punt P met

vergelijking } pyuy = 0 voldoct aan :L_. 13 b; j = 0, zodat hieraan
i i,
«e¢n rechte w in het becldvlak met llgncoordlnaten
W. =2_ c,.p. £ >
;T Sashn ° > - ©31P;

toegevoegd is, Vat men echter P op als punt van het tweede vlak, dan is
er een rechte t aan toegevoegd met
——

ti =/.._.i_.-. Jp ®
Die rechten t en w vallen dan en slechts dan samen (d.w.z. de correla-
tie is den en slechts dan involutorisch) els cij = Cji’ d.w.z, als de

matrix nc H synmetrisch is., Zo' 'n correlatie , die optreedt bij poolver-

2

wantschap t o.v, de kegelsnede e, = 0 heet een poolcorrelatie.

De involutorische correlaties zijn égslpgolcorrelaties.

De punten (racklijnen) van een kegelsnede zijn dus daardoor geka-—
rekteriseerd, dat zij op hun toegevoegde rechte liggen {door hun toege-
voegde punt guag Hierdoor kan men een kegelsnede ook definiéran en
daaruit de gehele kegelsnedetheorie afleiden.

Door de lineaire formules (6) gact een kromme f(x1,x2,x3) =0
van de graad n over in een kromme F(uq,uz,uB) = 0, die in (u1,u2,u3)
eveneens homogeen en van de graad n is., F i1s dus een kromme van de n®

klasse. Omgekeerd gaat door (6) cen kromme F van de n® klasse over in



AM, 172

cen kromme van de n® gracd. De krommen F en f noemt men wederkerige
poolkrommen t.0.v. de kegelsnede (1).
Opg. 14. Bepaal de wederkerige poolkromme t.0.v. de kegelsnede (1) ven

1): een rechtes

2): een punt;

3): van (1) zelf.

Opg. 15. Bepaal de wederkerige poolkromme van de hyperbool xy = 1 t.o0.v.
de cirkel x2 - y2 = 1, Ook t.0.v. de perabool y2 = 2X.

Wenst men de poollijn van een punt P t.0.v. een kegelsnede te
construeren, dan tekene men een volledige vierhoek, wazarvan de 4 hoek-
punten op de kegelsnede liggen en waarven een diagonaalpunt in P ligt.
De verbindingslijn der andere diagonaalpunten is dan de gezochte pool-
lijn. Dit volgt nl. onmiddeliijk uit de harmonische eigenschappen van
de volledige vierhoek, De niet door P gaande diagonazl ervan snijdt nl,
op twee koorden door P Juist de 45 harmonische punten uit van P t,o0.V.
de beide snijpunten van zo:n koorde met de kegelsnede,

Opg., 16. Construcer de pool van ecn gegeven rechte t.o,v. een gegeven
kegelsnede.

Op duale wijze is de pool van een gegeven rechte t.o.v. een kegel-
snede te vinden door gebruik te maken van een omschreven vierzijde van
die kegelsnede.

Laat ABCD e¢en ingeschreven volledige vierhoek van ¢en kegelsnede
zijn. Zij S het diagonaalpunt (AB,CD) ervan, Dan gaat de niet door S
gaande diagonaal van die vierhoek als poollijn van S tevens door het
snijpunt der raaklijnen in C en D (en ook dat van de raaklijnen in A
en B) aan de kegelsnede.

Voor de punten van een rechte vonden wij vroeger een lineaire pa-
rametervoorstelling x; :>xai + oy (i = 1,2,3). Wij laten nu zien, dat
een quadratische parametervoorstelling

. o
(7) x; = APay A b+ foy (i =1,2,3)

ons punten van een kegelsnede oplevert, Immers uit deze betrekkingen
volgt door oplossen
2 _ (xbc), Ny laxe), 2 _ (abx)
AZ = {abe) ! te= (abe)? /-
(zbe)(xab) - (xac)? = 0
hetgeen een homogene guadratische vorm in x1,x2,x3 dus een kegelsnede

dus

voorstelt., Omgekeerd bezit ieder punt van een kegelsnede (1) een gque-
dratische parametervoorstelling.

Dat ziet men het gemakkelijkste in door uit te gaan van de bij-
zondere gedaante, die (1) aanneemt a2ls men een raackdriechoek (d.i. een
driehoek bestaande uit twee raaklijnen en de raakkoorde d.w.z. de ver-
bindingslijn der raakpunten) tot gronddriehoek kiest, Zij nl. X1X2X3
zo'n drichoek, waarbi] X2X3 de beschouwde raakkoorde is, dan bezit (1)
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op dit stelsel de vergelijking x? + ax2x3 =0

Opg. 17, Bewijs dat
Eﬁ 18. Ga na hoe de raakdriehoek ligt bij de kegelsneden

y‘ = 2px en Xy = c.
Onze kegulsnedu bezit dan de quadratische paremetervoorstelling Xy = at:
Xy = t XB = -2 en bezit dus na willekeurige projectieve codrdinaten—

transformatie nog zo'n voorstelling, want zo'n transformatie voert een
formule van het type (7) weer over in zo'n formule.
Opg. 19, Bewijs dat.
Opg. 20. Iedere niet ontacrde kegelsnede is in parametervoorstelling
Xy = A%,%, :/A/é,x3 =08 te brengen.

Een algemenerx parametertransformatie

_ n \ n=1 n .
j. - alo\\ —} . {e T e ain/’l'{" (l 1,2,3)

levert een kromme van de graad n. Dat blijkt b.v., door het aantal snij-
punten van deze kromme met een willekeurige rechte u te bepalen, het-
geen leildt tot een vergelijking van de graad n in A;lb, die n wortels
bezit, die tot n snijpunten aanleiding geven. Omgekeerd bezit echter
niet iedere kromme van de gread n voor n z 3 een dergelijke parameter-
VOrm.

Wij bewijzen thans de volgende stelling. Zijn A,B,C en D 4 punten
van een kegelsnede en 1is P cen willekeurig punt dier kegelsnede., dan
is de dubbelverhouding (PA,PB,PC,PD) onafhankelijk van de keuze van P,

Bewijs: Laat de punten A,B,C,D en P door een parametervoorstelling
van het type (7) gegeven zijn, woaanrbij ze resp. door de parameterwacrden
*Y1,"¥2; g 1,;%2; }”1, Jé; 611, éE; 771,172 gegeven worden., Op de rechte
AP 1igt ook het punt
A = (a1(?éx1+ﬂ1 )+b 75 5 ag(yék1+jiqé)+b272ﬂ2,a3(ﬁ3x1+h X )+b w ) =

=CX1Q +x ,R,

2
waarin de punten
QlaqFy,8,05,85,) en RaTy + bylly, agly + bolly, agily + b40T,)
onafhankelijk zijn van A, De vergelijking van AP luidt dan
A4 (xpa) + X, (xpr) = O.
Evenzo luidt de vergelijking van BP
1(xpa) + By(xpr) = 0,
enz., zodat de dubbelverhouding (AP,BP,CP,DP) gelijk is acn de dubbel-
verhouding der getallen 21, Tii’ ';/1 en \‘,1
2 1z 2 ¢ 2
van de keuze van het punt P.
Omgekeerd, als men twee projectieve waaiers beschouwt met toppen
P en P', waarbi] aan een rechte u = Av + ALwW van P een rechte u' =
= Av! +£¢w van P' toegevoegd is (/\ U—varlabel) dan voldoet het snij-

en dus onafhankelijk is

punt van u en u' aan Nv +lw = O3 ;\v' ﬁ&w‘ = 0, waarult de meetkundi-
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ge plaats dier snijpunten volgt door c¢liminatie van A en {t, hetgeen

ons de twecde acdsbetrekking vw'! - wv' = O oplevert, zédat de snij-
punten van overeenkomstige rechten uit projectieve waaiers een kegel-
snede is,

Opg, 21. Viat gebecurt er als die waaiers perspectief zijn?

Opg. 22. Bepaal de m.p., der verbindingslijnen van overcenkomstige punten
van twee projectieve puntenreeksen. Onderzoek ook het geval, dat die
reeksen perspectief zijn,

Een gegeven heet enkelvoudig als het leidt tot één betrekking
in de coéfficitnten der kegelsnede. Leidt het tot n betrekkingen dan
heet het n-voudig.

Een kegelsnede 1s door 5 enkelvoudige gegevens bepaald, want in
zijn vergelijking treden 6 homogene coéfficiénten op, waardoor de kegel-
snede wordt vastgelegd. Uit de zoéven gevonden resultaten blijkt even-
eens dat een kegelsnede bepaald is door 5 punten. Kies nl., 2 ervan tot
top der waaiers, waarvan dan de verbindingslijnen met de drie overige
punten drie paar corresponderende rechten dier waaiers zijn, waardoor
hun projectieve verwantschap bekend is,

Duaal blijkt: Een kegelsnede is bepaald door 5 zijner raaklijnen.

Men kan in het algemeen 5 onafhankelijke eisen opleggen aan een
kegelsnede, Of er 1 of meer kegelsneden voldoen aan die eisen, hangt
daarvan af of zij aanleiding geven tot lineaire betrekkingen in de te
bepalen co€fficiénten of niet.

Zo bestaat er dus een kegelsnede, die door 4 gegeven punten gaat
en waarvoor 2 andere gegeven punten poolverwant zijn en dus ook 1 kegel-
snede, die gaat door 4 gegeven punten en raakt aan een gegeven rechte
door één dier punten.

Opg. 23. Bewijs dit.
Opg. 24. Het geven van een raaklijn met raszkpunt is een tweevoudig ge-
geven,

Als algemener geval bewijze men dat het geven van een punt met zijn
poollijn een tweevoudig gegeven is,

Opg. 25. Het geven van een pooldriehoek is een drievoudig gegeven.

Uit Opg. 25 volgt, dat twee willekeurige driechoeken i,h.a., niet
pooldriehoeken kunnen zijn van een kegelsnede. (Dat zou tot 3 + 3 > 5
gegevens leiden). In bijzondere gevallen kan dat echter wel., Kies nl.
de ene pooldriehoek tot gronddriehoek. Dan luidt de vergelijking der
gezochte kegelsnede in ieder geval 311x§ + agzxg + a33x§ = 0. Ziin de
hoekpunten P,Q,R der andere pooldriehoeken P(p1,p2,p3) enz,, 4dan moct
gelden:
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2112197 * 8ppPpdp * B33P303 = 0

819PqTq * 8ppPpTp * 233P3T3 = 0

811997y * 8ppGpTp + 833437y = 0,
dus

P4dq DPods r3q3§

P4Ty PpTy P3T3 = O,

ATy 4Ty 4yTy

hetgeen dan en slechts dan optreedt als de hoekpunten van beide pool-
driehoeken op een kegelsnede liggen.

Opg. 26. Bewijs dat.

Opg. 27. Hoeveel kegelsneden door 3 gegeven punten raken i.h.a. aan 2
gegeven rechten?

Tenslotte vermelden wij nog enige affiene en metrische eigenschap-
pen der kegelsneden., Wij kiezen weer eerst een rechte als oneigenlijke
en dearna twee punten dacrop als cirkelpunten.

Definitie, Een re¢é€le kegelsnede heet een perebool als zij raakt aan de

oneigenlijke rechte. Snijdt zij deze in re€le punten dn heet zij een
hyperbool, anders een ellips. Het middelpunt van een kegelsnede is de
pool der oneigenlijke rechte. Een parabool bezit geen eigenlijk middel-
punt. Een middellijn is een rechte door het middelpunt, dus een rechte
met een oneigenlijke pool. Toegevoegde middellijnen zijn poolverwante
middellijnen. Hun richtingen noemt men toegevoegd.

Opg. 27. Bewijs dat de middens van evenwijdige koorden van een kegel-
snede op een rechte lijn liggen, waarvan de richting toegevoegd is aan
die der koorden, Die m.p. gaat ook door de raakpunten der raaklijnen,
die evenwijdig lopen met die koorden.

Opg. 28. Kiest men twee toegevoegde middellijnen en de oneigenlijke
rechte tot zijden van de gronddriehoek van het codrdinatenstelsel, dan
is de vergelijking van een ellips resp. hyperbool te brengen in de ge-
daante

2 2 2
X X
+ % = 1 - = ]
: X1 *2
waarin a en b retle getallen zijn en X = —; ¥y = —.
*3 3

Opg. 29. Kiest men bij een parabool een raaklijn, de verbindingslijn
van het raakpunt en het oneigenlijke punt en de oneigenlijke rechte
tot zijden van de gronddriehoek, dan is de vergelijking der perabool
te brengen in de gedaante y2 = 2pX, waarin x en y geckczen worden als
in opg. 28.

Opg. 30. Kiest men bij een hyperbool de twee asymptoten c¢n de oneigen.-
lijke rechte tot zijden van de gronddriehoek, dan is de vergelijking
van die hyperbool te brengen in de gedaante Xy = ¢ met X en y als in
opg. 28.
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Wij vermelden nu nog enige metrische eigenschappen. Loodrechte toe-
gevoegde middellijnen van een kcgelsnede noemt men zijn assen. De onei-
genlijke punten van toegevoegde middellijnen vormen een involutie, De
oneigenlijke punten van loodrechte 1lijnen vormen de orthogonale involu~
tie, die elliptiseh is. Dan bezitten, zoals wij in ¢ 18 zagen beide in-
voluties een reéel gemeenschappelijk paar, dat de asrichtingen der kegel-
snede cangeeft en wacrdoor de assen bepeaald zijn.

Bij de parabool is de eerste der beide involuties parsbolisch en
dus ontaard, Hier verstaat men onder de as die rechte door het oneigen-
lijke punt, die optreedt als verbindingslijn van de middens van erop
loodrecht staande evenwijdige koorden.

Opg. 31, Bij ellips en hyperbool liggen assen en asymptoten harmonisch.
Definitie, Brandpunten van een kegelsnede zijn snijpunten der rasklijnen
uit de cirkelpunten aan de kegelsnede. Die 4 raaklijnen vormen een om-
schreven vierhoek EFE'F' van de kegelsnede waarvoor een eerder gevonden
stelling geldt, die ons leert, dat de verbindingslijnen EE' en FF'! van

overstaande hoekpunten elkaar in een punt O snijden, dat poolverwant is
met IJ, dus het middelpunt is der kegelsnede. Verder zijn EE' en FF'
loodrecht, omdat zij harmonisch zijn met OI en 0OJ en tenslotte is OE =
OE' want E en E' liggen harmonisch met O en het oneigenlijke punt van
EE'. Analocog OF = OF', Bijgevolg liggen op elk der assenh van een kegel-~
snede twee brandpunten.

Het is duidelijk, dat een kegelsnede geen 4 re€le brandpunten
heeft, als men I en J imaginair kiest, want anders was de vierhoek
EE'FF' redel en dus ook zijn snijpunten met de reéle oneigenlijke rechte.

Omdat I en J toegevoegd zijn, raskt de toegevoegd complexe rechte
van de complexe rechte EI ook aan de kegelsnede., leat dat JE' zijn.

'Dan is het snijpunt F van IE en JE' retel. Evenzo is het andere brandpunt
F' reéel.

Een re€le kegelsnede bezit dus 2 reéle en 2 toegevoegd complexe
brandpunten.

Zij F een brandpunt van een kegelsnede. Twee poolverwante rechten
door F zijn dan harmonisch met de isotrope raaklijnen uit F aan de kegel-
snede em dus loodrecht en omgekeerd twee loodrechte rechten door F zijn
poolverwant,

Opg. 32. Als PA en PB ecn kegelsnede zodanig raken, dat AB door een
brandpunt F gaat, dan is FP_I_AB.

Definitie. De poollijn van een brandpunt van een kegelsnede heet een
richtlijn.

Opg. 33. Zij ABC een raaskdriehoek van een kegelsnede (C niet op de ke~
gelsnede). Als F een brandpunt dier kegelsnede is, dan is / AFC = /Z BFC.
Opg. 34. Een parabool heeft één eigenlijk brandpunt, gelegen op de as.
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Definitie, Een kegelsnede is ecn orthogonale hyperbool als haar aympto-

ten loodrecht op dkaar staan. Een kegelsnede is een cirkel, als zij door
de cirkelpunten gaat.

Opg. 35. Bij de cirkel staan toegevoegde middellijnen loodrecht op el-
kazr, Bij de orthogonale hyperbool maken zij gelijke hoeken met de a-
symptoten.

Opg. 36. Een hoeveelvoudig gegeven is het voor een kegelsnede om te zijn
parabtool; cirkel; orthogonzle hyperbool?

Opg. 37. Als 3 kegelsneden elk door twee punten P en Q gaan, den gaan de
gemecnschappelijke koorden van steeds twee hunner, die niet door P en Q
gaan, door één punt (Stelling ven Sturm). Wat vindt men als P en Q cir-
kelpunten zijn?

Opg. 38, (Stelling van Pascal) Als ABCDEF een in een kegelsnede ingeschre-
ven zeshoek is, dan zijn de snijpunten (AB,DE), (BC,EF), (CD,FA) concur-
rent (Maak gebruik van opg. 37 met P en Q in A en D, waarbij 2 der 3 ke-
gelsneden ontaard zijn.

Opg. 39. Formuleer de duale stelling van die van Pascal, welke naar
Brianchon wordt genoemd.

% 22, Lineaire verzamelingen van kegelsneden.

1

Stellen Ky = 0 en K2 = 0 twee verschillende kegelsneden voor, dan
noemt men de verzameling
(1) N K, +fKp = 0
een kegelsnedenbundel of -schaar al naar gelang K1 en K2 beide quadra-
tisch zijn in puntcodrdinaten of in lijncodrdinaten. Wij ondarstellen
in het vervolg dat het eerste het geval is. Vergelijking (1) stelt on-
eindig veel kegelsneden voor, die men de exemplaren van de bundel noemt.
Is S een snijpunt van K; en K,, dan ligt S voor elke (A ,/L) op de
kegelsnede (1), dus op elk exemplaar van de bundel. In het algemeen be-
staan er 4 dergelijke punten S. Men noemt ze de basispunten van de bundel.
Opg. 1. De bundel (1) wordt ook gevonden door uit te gean van twee wille-
keurig verschillende exemplaren K' en K" van die bundel en dan de ver-
zameling
/\K' + K" = 0
te beschouwen. /
Opg. 2, De verzameling van de kegelsneden, die gaan door 4 punten, waar-
van er geen 3 collineair zijn, is een kegelsnedenbundel., Wat vindt men
als 3 der punten collineair zijn, maar het 4% hiermede niet collineair is?
Opg. 3. Door een willekeurig punt van het platte vlek gaat i.h.a. pre-
cies één exemplaar van de bundel, Voor welke punten is dat niet het geval?

Beschouwt men de kegelsneden K, =:§~aijxixj en K, =§E:bijxixj; den
luidt (1)

< , —
(2) d;~(}\aij +}Lbij)xixj = O.
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Wenst men te onderzoeken of er exemplaren van de bundel (1) of (2) zijn,
die raken aan een gegeven rechte v(v1,v2,v3), dan kan men (2) als lijnen-
kegelsnede opvatten, waarvan elke coéffici€nt als minor van een element
van de determinant p\aij ﬁ/kbijt gquadratisch is in A en/u,. Eist men dat
de rechte v op die lijnenkcgelsnede ligt, dan geeft substitutie van
(vj,vg,v3) in haar vergelijking een guadratische vergelijking voor A;;@,
zodat er i.h.a, twee exemplaren van een bundel raken aan een gegeven
rechte,

Die exemplaren zijn ook op andere wijze te vinden, Daartoe bewijzen
wij eerst dat ecn kegelsnedenbundel een rechte volgens een invalutie
snijdt, Zonder bezwaar mag men het grondstelsel zo kiezen, dat die rechtc
tot vergelijking heeft X3 = 0. De snijpunten van (1) en Xy = Q0 vindt men
dan u}t v
' A (a11x§ + 2a4,X X, + azzxg) +/u(b11x$ + 2y X Xy bzzxg) = 0.

Deze laatste betrekking is een bundel puntenparen, dus een involutie
(zie blz. 144).

Venst men nu de exemplaren van een bundel te vinden, die een gege-
ven rechte v raken, dan snijdt zo'n exemplaar v in samengevallen snijpun-
ten, dus in de dubbelpunten der op v door de bundel bepaalde involutie.
Zijn deze twee punten gevonden, dan zijn de gezochte kegelsneden door 5
hunner punten bepaald.

Opg. 4. Hoeveel exemplaren van een bundel raken aan een rechte door een
basispunt?

Zoéven zagen wij, dat een exemplaar van een bundel kegelsneden, ge-
schreven in lijncodrdinaten, een vergelijking bezit, die gquadratisch is
in A en lken dus niet een element is van een schaar, wearin A en M slechvs
.lineair ﬁogen optreden, Duaal is evenmin een kegelsnedenschaar dﬁ te vat--
ten als kegelsnedenbundel., Er zijn echter bijzondere gevallen, waarmdat
wel kan (bundelschaar).

Opg. 5. De kegelsnedey, die twee gegeven rechten in twee daarop gegeven
punten raken, vormen een bundelschaar,

Wenst men de ontaarde exemplaren van een bundel te vinden, dan moe-
ten A en M 2o worden gekozen, dat | 2\ 845 +/_‘ubijl = 0, hetgeen leidt tot
een cubische vergelijking in,A:}L, waaruit i.h.a. drie ontaarde bundel-
exemplaren gevonden worden. Bezit de bundel 4 basispunten A,B,C en D,
dan zijn die drie ontaarde exemplaren kennelijk de lijnenparen AB,CD;
AC,BDs AD,BC.

Opg. 6. Een volledige vierhoek snijdt een willekeurige rechte in 6 pun-
ten, die 3 paren vormen, die tot een involutie behoren.

De middelpunten dier ontaarde exemplaren zijn dus juist diagonaal-~
punten van de volledige vierhoek der basispunten. Die diagonaaldriehoek
is een pooldriehoek voor elk der ontaarde exemplaren en dus (zoals wij
straks laten zien) voor alle exemplaren, wat trouwens ook volgt uit de
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bekende volledige vierhoekconstructie bij een willekeurig exemplaar,
Wij worden hier gevoerd naar de pooltheorie bij bundels en gaan thans
de bundelpoolverwantschap onderzoeken. u
Allerecerst merken wij op, dat (1) in matrixnotatie te schrijven is

in de gedaante

A(X'AX) + 44(X'BX) = 0 of X' (A4 + MB)X = 0.

Zij P een willekeufig punt. De poollijn van P t.0.v. een exemplaar

van de bundel luidt dan

A P'AX + WP'BX = O,
Deze poollijnen vormeh dus een stralenwaaier gaande door het snijpunt P
van de poollijnen P'AX = O en P'BX = 0 van P t.o.v, twee exemplaren
van de bundel, Omgekeerd moet het 2o aan P toegevoegde punt weer in P
vallen, omdat de poollijnen van P t.o0.v. twee exemplaren door P gaan,
De verwantschap tussén P en P is dus involutorisch, maar het is geen
projectieve verwantschap. Dat blijkt trouwens daaruit dat er zodanige
uitzonderingspunten bestaan als niet bij een projectieve verwantschap
kunnen optreden., Het is nl, mogelijk dat de poollijnen van P t.o.v.
twee (en dus van alle) exemplaren samenvallen. De poollijn van P t.o0.v.
twee ontaarde exemplaren vallen dus ook samen, waaruit blijkt, dat
zo'n uitzonderingspunt P een diagonaalpunt is van de volledige vierhoek
der basispunten. Kiezen wij de diagonaaldriehoek tot gronddriehoek van
het codrdinatenstelsel, den moet een willekeurig exemplaar van de bundel
een vergelijking hebben van de gedaante

24Xy + azxg + a3x§ = 0,
iterwijl de drie ontaardingen gevonden worden door te nemen a, = o,
"ag = 0 of ay = C. De bundelvergelijking luidt dan
(3) (A a1+/u,b1):‘:‘:,2 + (A a2+/ub2)x§ + (A a3+!ub3)x§ = 0.
Van een punt P(p1,p2,p3) zijn de poollijnen t.o.v., de exemplaren de
rechten

(/"\'a.1+/m_‘t>1);_o,‘x1 + (?\a2+/4b2)p2x2 + (f\a3+/hb3)p3x3 = 0,
De top van deze waaier is het punt P met I

P, = (ab)y3popy; By = (ab)yqpypq; By = (8b)4op4Pp-
Hieruit ziet men dat inderdaad de verwantschap tussen P en P
niet lineair is, De verwantschap is wel omkeerbaar (afgezien van de zij-

den der diagonaaldriehoek, dus de punten waarvoor PqsPp of p3 = 0 is).
Men vindt dan

- - c - ¢ =g c

PoPy = 1abyos P13 P3P1 = TapyTs Poi PqP2 = TapyLs Pa
waarin 12 31 23

C = (ab)—lz(ab)QB(ab)31P1P2p3,
dus
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(P1yp29P3> = ((ab)23§2§31 (313)315351: (ab)125152).
De transformatie valt dus inderdaad samen met haar omkering.

. = 0 wordt door de transformatie toegevoegd

Aan een rechte Zm%fuixl
1=

eecn kegelsnede
(4) (ab)23u1§2i3 + (ab)31u2§3§1 + (ab)12u3i1i2 = 0,
gaande door de diagonaalpunten. Omgekeerd worden aan deze kegelsnede
toegevoegd de oorspronkelijke rechte en de drie zijden van de diagonaal-
driehoek,
Opg. 7. Verklaar dit laatste,

Deze kegelsnede (de elfpuntskegelsnede dier rechte genoemd) bestaat
niet alleen uit de punten, die in onze quadratische bundelpoolverwant-
schap toegevoegd zijn aan de punten der rechte u, maar ook de polen van

’u t.0.v, de exemplaren van de bundel, Immers de pool t.0.v. (3) is het
i

R

runt met codrdinaten

T, (i = 1,2,3) en na substitutie in (4)

ziet men direct in, dat dit punt op de elfpuntskegelsnede van (4) ligt.
De elfpuntskegelsnede dracgt haar neaam omdat zi] gaat:

1): door de 3 diagonaalpunten;

2): door een punt op een zijde van de basispuntenvierhoek dat har-
monisch ligt met het snijpunt dier zijde en u t.o0.v. de basispunten op
die zijde; zulke punten zijn er in het algemeen 6,

3): door de 2 raskpunten op u van de bundelexemplaren, die u reken.
Opg. 8. Bewijs 2) en 3).

Wij geven nu nog enige me$rische bijzondere bundels.

Bevat een bundel een cirkél, dan behoren de cirkelpunten I en J tot
de involutie, volgens welke de bundel de oneigenlijke rechte snijdt.

ij A1 en A2 de dubbelpunten dier involutie, dan zijn de asrichtingen van
een willekeurig exemplear harmonisch met I en J en met de oneigenlijke
punten der asymptoten van dat exemplaar; zij zijn dus Juist A1 en A2,
zodat alle exemplaren van de bundel cvenwijdige assen hebben,
Opg. 9. Drie der bisectrices van de diagonaaldriehoek van een koorden-
viarhoek zijn evenwijdig.
Opg; 10. De middens der 6 zijden van een volledige koordenvierhoek en de
3 diagonaalpunten liggen op een orthogonale hyperbool, waarvan de assen
evenwl jdig lopen met de bisectrices van de diagonaaldriehoek.
Upg. 11, Een kegelsnedenbundel bevat i.h.a. één orthogonale hyperbool,

Bevat een kegelsnedenbundel ten minste twee orthogonale hyperbolen,
dan is haar doorsnijding met de oneiﬁgenlijke rechte de orthogonale in-
volutie, zodat alle exemplaren van de bundel orthogonale hyperbolen zijn.
Wij vinden zo'n bundel door uit te gaan van twee stel loodrechte rechten
en zien en passant dat door hun vier snijpunten nog een derde stel lood-
rechte rechten gaat (zodat blijkt, dat de hoogtelijnen van een driehoek
door ¢én punt gaan). De elfpuntskromme van de oneigenlijke rechte blijkt
nu een kromme te zijn door de dubbelpunten I en J der bundelinvolutie op
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de oneigenlijke rechte, dus een cirkel, De overige 9 punten van deze cir-
kel zijn juist de 9 punten waaraan de negenpuntscirkel van de driehoek
van 3 der basispunten zijn naam dankt.

Analoge duale resultaten gelden bij scharen kegelsneden, Hier treden
vier basisrechten op waarnan alle exempleren raken. In het algemeen bezit
cen schaar dric ontaarde cxemplaren (puntenparen), die liggen in overstaan-
de hoekpunten van de¢ volledige vierzijde der basisrechten., Ook hier treedt
eecn diagonaaldrichoek op, die pooldrichoek is voor alle exemplaren,

Aan een rechte is nu in de schaarpoolverwantschap een rechte toege-
voegd, aan een punt een elfrechtenkegelsnede, dic raakt aan de 3 zijden
van de diagonaaldriehoek der basisrechten en a2an de twee rechten, die
razklijnen zijn van de twee schaarexemplaren door het beschouwde punt,
Opg, 12, Welke 2zijn de overige € raaklijnen van de elfrechtenkegelsnede,
pacreen zij haar nasm dankt?

Wij geven nog enkele metrische bijzonderheden,

De polen der oneigenlijke rechte t,0.v. de exemplaren van een schaar
Zzijn collineair. Bijgevolg liggen de middens der diagonalen van een vol-
ledige vierzijde op één rechte. Is die vierzijde een rasklijnenvierhoek,
dan goat die rechte ook door het middelpunt van hear ingeschreven cirkel,

£in twe. overstaande hoekpunten van de basisrechtenvierzijde de cir-
kelpunten I en J dan krijgen wij een schaar waarvan alle exemplaren de-
zelfde brandpunten bezitten (confocale schaar). De raaklijnen door ecn
willekeurig punt P aan de schaarexemplaren vormen ecn involutie; de dub-
belstralen ervan zijn de rasklijnen u en v der schaarexemplaren door P.
Tot die¢ involutic bchoren PF en PF' (waarbij F en F!' twee brandpunten
zijn) en ook PI en PJ. De rechten u en v zijn dus harmonisch met PI en

J dus loodrecht en verder harmonisch met PF en PF', zodat de rasklijn
in een punt P van een kegelsnede de hoek FPF' of zijn nevenhoek halveert,

De kegelsneden door 4 verschillende punten vormen zoals wij boven
zagen ecn bundel. Ook is dat het geval met de kegelsneden door 3 gegeven
punten, die in een dier punten aan een gegeven rechte raken, Zij nl,
dit laatste punt het punt (0,0,1) en de andere (1,0,0) en (0,1,0). Kies
het codrdinatenstelsel nog zo, dat de genoemde rechte tot vergelijking
bezit x4 + Xy = 0. lien ziet gemakkelijk in, dat iedere kegelsnede van de
bundel dan een vergelijking van de gedaante axqX, + b(x1+x2)x3 = 0 bezit
en dus tot de bundel behoort, die door de exemplaren X Xy = O en
(X1+X2)X3 = 0 wordt bepaald.

Opg. 12, Onderzoek de ligging van eventuele gemeenschappelijke pooldrie-
hoeken van alle exemplarcn,

De kegelsneden, die twee gegeven rechten in twee gegeven punten ra-
ken, vormen zoals wij al opmerkten een bundel (en cen schaar).

De kegelsneden, dile ecn gegeven kegelsnede k in 1 punt raken en er-
mee verder nog slechts ecn punt gemeen hebben, waar geen raking optreedt,



Vormen ook een bundel.

Kies het codrdinatenstelsel zo, dat k tot vergelijking heeft
X? - 2x2}c3 = 0, wearbij (0,0,1) het raakpunt en (0,1,0) het snijpunt zij.
Een kegelsnede met de gezochte eigenschap heeft dan zeker de gedaante

a11x$ + 2&1 oX Xy + 2a23x2x3 = O. Haar sni‘jpunten met k volgen uit

ay 1x2x3 By oX X, + a23x2x3 = 0 en zijn dus, behalve het raakpunt op
Xo = O en k, de punten op k en apqXy + aqp%y + ap3Xy = O. Het moeten de
punten (0,0,1) en (0,1,0) zijn, dus moet &,y = = a4 zijn, waaruit volgt,
da+t die gezochte kegelsnede de gedaante
811(X$ ~ 2x2x3) + 2a4,%X, = 0

bezit en dus tot een bundel behoort, die bepaald wordd door k en de rech-
ten X4 = O en X, = O« Men zegt, dat in dit geval de kegelsneden van de
bundel elkaar in het punt (0,0,1) osculeren en spreekt van ecen osculeren-
de bundel. Het punt (0,0,1) telt 3-voudig als snijpunt van een kegelsnede
uit de bundel met k; deze kegelsneden hebben aldaar een reking van de
2 orde., De cirkel, die een kegelsnede k in een punt P osculeert, noemt
men de kromtecirkel van k in P, Snijdt deze k ook nog in Q, dan is de
bisectrix van de hoek tussen PQ en de raaklijn in P aan k évenwijdig aan
een asrichting van k, waardoor Q bepzald is en de kromtecirkel ook,

Tenslotte bestaat nog een hyperosculerende kegelsnedenbundel, dat
is de verzameling der kegelsneden, die met een gegeven kegelsnede één
en slechts één punt gemeen heeft (waar'4 puntige snijding" d.w.a. een
raking van de 3° orde plaasts vindt).
Opg. 13. Ga dit na.

Ziin 3 kegelsneden K,(x) = 0, K, = 0, Ky = 0 gegeven, dan heet de
verzameling der kegelsneden

%AiKi(x) =0

een kegelsnedennet. Hierbij is ondersteld, dat geen der drie kegelsneden
lineair afhankelijk is van de beide andere. Duaal hiertegenover staat
een weefsel,

Een figuur, die op analoge wijze lineair opgebouwd is uit 4 puntke-
gelsneden heet een kluwen en een, die uit 5 is opgebouwd een legioen.
Hierop gaan wij niet verder in,

Opg. 14, Bewjjs dat de meetkundige plaats der dubbelpunten der ontaarde
exemplaren van een kegelsnede met een kromme van de derde graad 1is.
Men noemt dit de kernkromme van het net,

é’ 23. De ruimte.

e Een punt is een stel van 4 verhoudingsgetallen, die niet alle nul
zijn. Twee stellen verhoudingsgetallen stellen dan en slechts dan het-
zelfde punt voor, als zij evenredig zijn, Men schrijft kortweg
A(a1,a2,a3,a4), waarbij het de bedoeling is, dat ay,a5,235,8, de verhou-




dingsgetallen van het punt A zijn.

Met C = />\ A+ //(,B bedoelen wij weer, dat deze relatie geldt voor elk
der verhoudingsgetallen, dus cj =A as +/Lb1 (i =1,2,3): in dit geval
heet C lineair afhankelijk van A en B De matrix der verhoudingsgetallen
heeft dan de rang 2. Analoge betekenissen hebben de schrijfwijzen

=AA+#1B+vCenBE= AL+ B +VC + KD,

Indien A,B,C en D vier Wlllekeurlge punten zijn, zodanig dat de ma-
trix hunner verhoudingsgetallen de rang 4 bezit, dan is voor een wille-
keurig punt I de schrijfwijze E = /\_ A+ (/B + Vo 4+ KD mogelijk. Men neme

nl.
\ (ebed) v (aecd) - (abed) /i'_ (2bce)
1T Tabed)? T~ Tabed)® " T Tabed)? = {abcd)"

Deze ui’cdrukklngen bestaan allen, omdat (abed) # 0. Is voorts E niet
lineair afhankelijk van minder dan 4 der gegeven punten A,B,C en D, dan
is geen der getullen /i ; +,¥ en A gelijk aan nul.

De getallen A | /[z, J', i worden niet volledig bepaald door de punten
A, B.C,D en E; 2ij zijn het pas als gegeven is welke keuze voor de ver-
houdingsgetallen dier punten 1s gedaan.

Zij bij bovenstaande keuze van A,B,C,D en E nog een punt
X(xq ,Xz,X3,X4) gegevcn. Dan bestaan er, analoog aan het voorgaande,
getallen #,(, 7, U, zodanig dat X = TTA +@B +0C + TD, len noemt de

’

verhoudingen

7 _ _ 7
X1—jl"“’ Xz—/a_’ X3~y’ X4-K

de codrdinaten van X ten opzichte van het cobrdinatenstelsel ABCDE. De
verhoudingen der codrdinaten zijn onafhanmkelijk daarvan, welke keuze men
dnet voor de verhoudingsgetallen der punten A,B,C,D,E en X,

Het verband tussen de verhoudingsgetallen en de codrdinaten is dus
gegeven door formules van de gedaante

4
1 = X L L.X . i = 1
(1) 5?3 alaX:j (i 1 2,3,4).
Deze formules zijn homogeen en lineair in d¢ verhoudingsgetallen
(X1 R 2,x3, ) en de codfficiéntenmatrix (a:L ) bezit de rang 4, want
(1occl)234(bcd)134(abd)124(-90.30)123
y (acd) 34(aod)13 (abd)124_(a‘bc)123

a = (&a&. .|=

!_.13} {ebcd) (aced) (abed) (abce ) (abd) 234 (abd)134(abd)124(31100)123
(a}:)c:)234(3mc).‘34(81)(1)124(511)0)123

_ (abed)s
= T€bcd)(8ecd) (abed) (566E)

is ongelijk aan nul.

Opg. 1. Bepaal de cobrdinaten van A,B,C,D,E t.,0.v. het stelsel ABCDE,
Kiezen we nu esn cobrdinatenstelsel X1X2X3X4X5 met

X1 = (1,0,0,0); X o = (0,1,0,0); X 3 = (0,0,1,0); X 4= (01070’1);){5:(1’171»1)’

(verg. blz, 42 bovenste regel)




dan zijn de codrdinaten van het punt X(x1,x2,x3,x4) ti0.v, dit stelsel
juist gelijk aan Xq3%p X3 %y want men heeft dan A = pe= V=K =1;
T=x,0=%5,0= x3,“f= x,. Het heeft dus geen zin om verder onder-
scheid te maken tussen codrdinaten en verhoudingsgetallen. De laatste
zijn codrdinaten t,o.v. een speciaal gekozen codrdinatenstelsel,

De betrekkingen(1) geven dus het verband der codrdinaten van een-
zelfde punt t.0.v. de twee stelsels ABCDE en X1X2X3X4X5. Indien men uit
(1) de grootheden Xy Xp3 X3, %, oplost, wat mogelijk is wegens a £ O,
vindt men de inverse transformatie

A, .
(2) X, = = X5 (1 = 1,2,3,4),
J:
waarin weer A__ de minor is van a_ in de matrix (aij)‘

Bezit hetzelfde punt X t.0.v. een grondstelsel A'B'C'D'E' codrdina-
ten (x{,xé,xj,xi), dan is het verband tussen deze codrdinaten en de oor-
spronkelijke (XT,X2,X3,X4) wegens (1) gegeven door

x) :f‘ 2ly %y (i =1,2,3,4);
J=1
hierin hangen de coéfficiénten aij net zo af van A',B',C',D',E' als
a.. van A,B,C,D,E. Bijgevolg heeft men wegens (2)

1]
—_ S J _ 3 —
x} = ‘3:1 s aly 5 X% =2 b & (1=1,2,3,4),

zodat het verband tussen de codrdinaten van eenzelfde punt t.o.v. twee
willekeurige cobrdinatenstelsels ook gegeven wordt door een homogene
lineaire transformatie. Omdat zowel a = (ai.} als a'! = lai.}van nul ver-
schilt, is dat ook het geval met de determinant *bikl’ die volgens het
vermenigvuldigingstheorema van determinanten van Caushy gelijk is aan

bA L 2
avl\_._llg :a’%:%;—;éo.
De transformatie
4 _
X; = 2_3 25 %5 (1 =1,2,3,4)
3::

schrijven wij weer in matrixnotatie X = AX, waarin A de matrix (aij) en

A de matrix (ai.) en X de staande matrix

j aangeeft. Past men nu toe

MMM
BN =

de transformatie X = Bi, dan heeft men
X = A(BX) = (AB)X = CX,
waarbij C = AB.
Verder, als X = AX, dan is X = A-1X, waarbij A”' de inverse matrix
is van de matrix Aj; verg. formule (2)., Men heeft verder - A"t =
I, waarbij 1 de eenheidsmatrix

is,

[OoNOR_R®
O~0O0
—“00Q

1
0
0
0




Aagarag v g

Hieruit volgt, dat de homogene lineaire transformaties met determi-
nant £ O een groep vormen, Deze groep 1s niet commutatief, zoals door een
eenvoudig voorbeeld aan te tonen is,

Indien twee grondstelsels ABCDE en A'B'C'D'E' gegeven zijn, is zoals
wij hiertoven zagen, de transformatiematrix vastgelegd. Is omgekeerd
deze matrix (aij) met kaiﬂ # 0 gegeven, dan geeft de transformatie

ey

= aijxs (i=1,2,3,4) het verband aan van de codrdinaten van een-
i=1

zelfde punt X t,o0,v. twee stelsels A,B,C,D,E en A',B',C',D',E', Hierbij

is in nieuwe codrdinaten A'(1,0,0,0) dus in oude A’(a11,a21,331,a41);

analoog B'(a12,a22,a32,a42) enz. en E‘(a11+a12+a13+a14,321,+a22+a23+a24,uj

Zijn van 5 punten PQRST waarwan de codrdinatenmatrix de rang 4 bezit
de oude en nieuwe codrdinaten gegeven, dan is daardoor de transformatie
eveneens bvepaald, Immers beschouw ook nog de codrdinaten (X1,X2,X§,X4)

t.0.v, het grondstelsel PQRST. Wij bepalen nu eerst het verband

—

Xs =Ameinj tussen deze en de codrdinaten (xT,xz,x3,x4). Direct door

substitutie van cobrdinaten van P,Q,R en S ziet men in, dat
f.,p1 f2q1 f3r1 f4s1
o o |T1P2 ol f3Tp I
1] f1p3 f2q3 f3r3 f4s3 !
Tipy Ty I3Ty I8
terwijl T ons leert, dat
ti = f4p; + oy + f3ri + T8y (i =1,2,3,4),
waaruit wegens (pqrs) # O de getallen f, ,f5,f5,f, op ondubbelzinnige
wijze kunnen worden bepaald en niet nul zijn, zodat ‘bij\ Z 0 is, waar-
door de matrix (bij) is vastgelegd. Evenzo is de matrix (bij) vastgelega,
die het ondubbelzinnig bepaalde verband tussen de codrdinaten xi en Xi
aangeeft, waarna het gewenste verband tussen X; en xi onmiddellijk op
ondubbelzinnige wijze gevonden wordt,

De transformatie X = AX laat nog een tweede interpretatie toe, nl.
die waarbij in eenzelfde codrdinatenstelsel aan een punt X een (ander)
punt X wordt toegevoegd. Men spreekt dan van een projectieve transfor-
matie, die X in X overvoert, Op grond van het bovenstaande is een pro-
jectieve transformatie bepaald door de matrix A of door van 5 punten te
geven in welke punten zij door de transformatie worden overgevoerd.

De verzameling der punten X met X = A A + 4B, waarbij A en B twee
willekeurige verschillende punten voorstellen heet een rechte. Deze gaa?
door A en B en is door deze twec punten bepaald, Zij is trouwens ook
door 2 andere harer punten C en D bepaald, want is C = 7T A +¢~ B,
D=7TA4+ 7B, dan is een punt P =N\ C +!£CD te schrijven in de gedaante

P=(\W+¢M‘M~+(A(+ﬁtﬁ&
en dus gelegen op de rechte AB.



Opg. 2. Toon aan, dat elk punt van AB tevens op CD ligt.

Een rechte is dus door twee willekeurige harer punten bepaald, Zijn
A,B,C en D vier punten van een rechte met C ~>\A +4.B, D =( A +7 B, dan
noemt men (verg. 0 18 en 19) Lo, A de dubbelerhduding (ABCD) der 4
punten, Op grond van de overeénkomstlge deflnltles van dubbelverhouding
van 4 punten op een rechte in de ruimte ( f 23) op een rechte in het
platte vlak ( ¢ 19) en op een rechte (§: 18), gelden de beschouwingen
over dubbelverhoudlngen uit 5118 evenzeer voor de zojulst gedefinieerde
dubbelverhoudingen. In het blgzonder zijn dus ook harmonische en aequi-
anharmonische puntenviertallen in de ruimte gedefinieerd. Ook gelden
alle vlakke eigenschappen betreffende dubbelverhoudingen in ieder plat
vlak van de ruimte.

Zij op PQ een punt R gegeven met R =P + #Q, dan voert de projec-
tieve transformatie X = AX die drie punten over in punten P,Q,R met
P = AP, Q = AQ, R = AR, dus

AR =AAT +‘I,MA‘Q' = A(NP +/LLZ§), dus R = AP +/u6.
Bijgevolg voert een projectieve transformatie ecn rechte over in een
rechte. Zij nog S =P +0°Q, dan gaat S over in T =¢P + «Q, dus
(PQRS) = (PQRS), zodat blijkt dat een projectieve transformatie dubbel-
verhoudingen invariant laat.

Zijn A,B e¢n C drie niet collineaire punten, dan noemt men de verza-
meling der punten P met P = AA ﬁ/cB +¥ C een plat vliak, Dit vliak gaat
door A,B,C. Xiest men 3 andere niet collineaire punten A',B' en C' in
het platte dak dan is iedere linecaire combinatie van A,B,C tevens een
lineaire combinatie van A',B' en C' en omgekeerd, zodat een plat vlak
door 3 willekeurige Borer punten bepaald is,

Opg. 3, Bewijs dat. '

Als een rechte twee punten met ecn vlak gemeen heeft, ligt zij er
geheel in, d.w,.,z. al haar punten liggen in het vlak., Immers zijn die twce
punten A en B en 2zij C en derde punt van het vlak, dat niet collineair
is met A en B, dan is een punt P van de rechte AB te schrijven in de ge~
deante P =N A + B =] A ?L«B +0 C en ligt dus in het vlak,

Een rechte en een vlak hebben tenminste &én punt gemeen. Zij nl, AB
de rechte en CDE het vlak. Men noet dus punten S Y +/AB bepalen met

Ak +NB ={C +TD +1TE,
Dit leidt +tot een stelsel van 4 homogene vergelijkingen inj . ¢4¢y gen
T, die in het algemeen 1 oplossing hebben, die ons 1 snijpunt oplevert.,
Er zijn meer snijpunten als de rang der coéfficiéntennatrix é;} is, dus
als van A,C,D en E de codrdinatendeterminant nul is, dus als A een li-
neaire combinatie is van C,D en E en bijgevalg in het vliak CDE ligt.
Evenzo moet B in CDE liggen. Dan ligt AB dus geheel in het vlak CDE.

Het vlek door de punten P(py,PpsPy,Pp)s Qlaq,35,45,94) en
R(r1,r2,r3,r4) bestaat uit die en slechts die punten X, waarvoor geldt



X =AP +uQ + ¥R, hetgeen aequivalent is met (pgrx) = 0. Dit is een ho-
mogene linealire vergelijking in puntcodrdinaten. Omgekeerd stelt iedere
dergelijke vergelijking UqXy + UgX, + UqyXy + UyXy = O een plat vlak voor
daar een willekeurig punt ervan een lineaire combinatie is van b.v. 3
willekeurige niet collineaire erop gelegen punten.

Opg, 4. Ga dit na.

Vier punten A ;B,C en D zijn dus dan en slechts dan coplanair (dit
is: gelegen in één vlak) als voor hun codrdinaten geldt (abcd) = O,

Een vlak is ook bepaald door de 4 coéfficiénten van haar vergelijking.
Deze noemt men de vlakcodrdinaten van het vlak. Zij zijn op een constante
factor na bepaald, De vlakcodrdinaten van het zojuist beschouwde vlak ziin
dus de minoren van de derde orde van de matrix

Py Po Py PM

44 Qo Ay Gull.

v e 1 o]
Opg. 5, Bepaal de codrdinaten van het vlak door de punten A(a3,a
B(b3,b 0,10, C(03,02,o,1) waarin a £ b: b £ c; ¢ £ a.
Opg. 6. Er is één en slechts één vlak dat gaat door een rechte en een
punt erbulten. Twee vlakken zijn dan en slechts dan verschillend als de
matrix hunner vlakcodrdinaten de rang 2 bezit.

2,a,1),

Voeren wij nog in de liggende matrix U = (u1u2u3u4), dan luidt de ver-

gelijking van het vlak 5> u X = O in matrixnotatie UX = 0,
i=1
De punten dle in twee vlckken U en V gelegen zijn, vormen een rechte. Als

nl, A en B beide in beide vlakken liggen, ligt de rechte AB geheel in

U en in V en omgekeerd als X in U en V 1ligt, heeft men UX = O, VX = O,
Daar de matrix van dit stelsel de rang 2 bezit, id iledere oplossing cen
lineair compositum van 2 verschillende oplossingen, dus ieder punt in

U en V 1ligt op de rechte door twee punten, die in U en V liggen. Een
rechte lijn is dus te verkrijgen door lineaire combinatie van 2 punten

of van twee vlakken, Ieder vlak nl. van de gedaante A U +/{V is een vlieYy
dat ook door de snijlijn van U en V gaat en op deze laatste wijze wordt
de rechte niet gekarakteriseerd door de op haar gelegen punten, maar
door de door haar gaande vlakken,

Drie vlakken UX = O, VX = O, WX = O hebben, als zij niet door één
lijn gean, één punt gemeen waarvan de codrdinaten de minoren van de Gev-
de orde zijn van de matrix

/u1 s 113 u4
Ve Vo V3 vy
\ Wy Wo W3 Wy 4
Een eerste graadsvergelijkingié:: a;u; = 0 in vlakcodrdinaten stelt

i=1
al die vlakken (u1,u2,u3,u4) voor, waarvoor het punt A(aq,az,aB,a4) vol~



doet aan de vergelnakinp‘; Xy = 0, dus alle vlakken door 4., Men zeg:
daarom wel, dat ecrdgenoeéaz vergelijking de vergelijking is van het
runt A in vlakcodrdinaten, Haar coe&fficiénten geven dan juist de punt-
codrdinaten van A aan.
Opg. 7. De vergelijking van het punt, dat ligt in 3 vlakken V,W en T
luidt (uvwt) = 0, waarin (ui) de lopende vlakcodrdinaten zijn,

Hiermede hebben wi] het ruimtelijke dualiteitsbeginsel gevonden,
dat ons leert, dat in de¢ projectieve ruimte elke eigenschap van punten.
rechten en vlakken blijft gelden als men daarin de woorden "punt" en
"ylak" verwisselt; tevens moeten dan de woorden (punt)codrdinaten en
vlakcodrdinaten worden verwisseld.

dan 4 vlakken U,V,W en T, die door €én rechte gman, kennen wij als
volgt cen dubbelverhouding toe: Zij W = AU +,uV T=¢U+¢V, den is
de dubbelverhouding der 4 viakken (UVWT) = —f s L.

Snijden wi] de 4 vlakken met een rechte, die de snijlijn is van
twee vlakken R en S, dan vindt men voor de codrdinaten der 4 snijpun-
ten 4,B,C,D

a, = (urs).; b, = (vrs)i; cy

d4

dus C =X 4 +/:LB, D =£0A + #B, dus (ABCD) = (UVWT), waarmede de hoofd-
stelling der projectieve meetkunde van de ruimte is gevonden,

=(wrs)i=tﬁ(urs)it}o(vrs)i =) aiff%bi;

1

(trs). ._P(urs) -+Gers)i==(ai-+Tbi,

Opg. 8. Formuleer (en bewijs indien dit nog niet geschied is) de ruim~
telijk duale stellingen van die uit opg. 12 (blz 155), 1) en 2) en
vervang 3) en 4) door in de ruimte geldende analoge stellingen en for-
muleer (en tewijs zo nodig) ook daarvan de duale,

Langezien het dualiteitsbeginsel begrippen invariant laat of vaer .
wisselt, levert twee keer dit beginsel op een eigenschap toegepast, o.%
oorspronkeli jke eigenschap weer op.

Wij gaan het effect na van een projectieve transformatie X = AX
op het vlek UX = 0, Dit gmet over in een figuur U(AY) (UL)X = 0,
hetgeen weer een vlak UX = 0 is met U = UA, dus U = UA 1. Ook de vlial--
cobrdinaten worden dus homogeen en lineair getransformeerd.

Een projectieve transformatie laat dubbelverhoudingen van punten
invariant, want is R =\ P +/4Q, § =QP +7Q, dan is

R= o NP + Q) = A(ATTR) +p(a7T) =DT +/u:¢5
en evenzo | L d

5 =pF +00T, dus (PQRS) = (PQRS).
Opg. 9. Bewijs rechtstreeks de duale eigenschap,

Bij de puntcodrdinaten trad het cobrdinatenstelsel X1X2X3X4X5 op
waarbil j

X1=(1 +0,0,0) ;X2=(O,1 ,0,0) ;X3=(O:O;1 ,O);X4=(O,O,O,1);X5=(1 y1,1,1)

en wearbij voor een willekeurig punt X(x1,x2,x3,x4) gold



= x1X1 + x2X2 + x3X3 + x4X4. Evenzo treedt bij lijncodrdinaten een
stelsel U1U2U3U4U5 op, waarin
U1z(1,0,0,0); U2 =(0,1,0,0); U3=(O,O,1,O); U4=(O,O,O,1); U5=(?,1,1,1)
en wearbij voor een willekeurig vlak U(u1,u2,u3,u4) geldt U = u, Uy +
+ ugU2 + u3U3 + u4U4.
Opg. 10. Bewijs dat als i,j,k en m e¢cn permutatic vormen van de getal-
len 1,2,3 en 4 het vlak Ui gaat door de punten Xj’ Xk en Xm en duaal,
Opg. 11. Bewijs dat de snijlijn van U5 en U1 in U1 de harmonicealrechte
is van het punt van X1X5 in U1 t.0.v. driehoek X2X3X4.
Opg. 12, Bewijs hiervan rechtstreeks de duale eigenschap.

Men noemt het punt X5 en het vlak U5 harmonicaal toegevoegd t.o.v.
het viervlak X1X2X3X4.

Punten X, die bij een projectieve transformatie X = AX inveriant
blijven, moeten voor i = 1,2,3,4 voldoen aan

x. =NT%., dus A% =S5  a..X..
i i? i i
Sz7 “13%

-7

Dit is slechts mogelijk als

a2 a a a
11 12 13 14
(3) j4-21)= |Z21 322‘)‘ 223_y 224 kO,
531 232 233 234
41 42 43 44

waaruit in het algemeen 4 waarden van A volgen, Is eenmaal zo'n waards
van A gevonden, dan volgen daaruit de invariante punten. Hun codrdina-
ten zijn dan de minoren van de elementen van een rij van A - A I, Gehee’
als op blz 157 geschied is, ziet men in, dat als een wortel A =aanlei-
ding geeft tot verdere rangverlaging (d.w.z. als de rang van de matrix
!L-X I gelijk is 2an 2 of 1) en dus tot meer dan 8én invariant punt,
deze wortel A tenminste een dubbele wortel is (3).
Opg. 13, Laat zien, dat een invariant vlak van de beschouwde projectier~
transformatie, een vlak is waarvoor geldt ﬁi =,A Uy s waarbij 2\ ecn wor-
tel is van dezelfde vergelijking (3). De codrdinaten daarvan zijn de
minoren van de elementen van een kolom van A - AI.

Als A en {tverschillende wortels zijnvan (3) en X =A X en T =puT
dan ligt X in U want men heeft '

AUX = UX = UAX = OF = 4 UT,
dus (A - f)UY = 0, dus U¥ = © wegens ) %/ﬁ.

Als) = i bchoeft X' niet in U te liggen.

Wij gaah de diverse typen van projectieve transformaties van de ruinm-
te thans niet verder na.
Oég. 14, Beschouw 4 punten P,Q,R en S, Als deze door een transformatie
4 overgaan in 4 punten F,Q,R en T, dan geldt voor hun codrdinaten

(pars) = a(pars).

De projectieve ruimte wordt affien door één harer vlakken oneigen-
1ijk te noemen. Wij kiezen weer het codrdinatenstelsel zo, dat dit tot
vergelijking heeft Xy = 0 en stellen voor eigenlijke (d.i. niet in
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X, = 0 gelegen) punten X = ;i; v = fg; Z = fi.
Vlekken heten evenwijdig als zij een oneigenlijke snijlijn hebben.
Rechten en ook een rechte en een vlek heten evenwijdig als zij een

oneigenlijk snijpunt hebben.

Tal van c¢lementaire eigenschappen uit de stereometrie over evenwij-
digheid zijn nu onmiddellijk duideli jk.

Org. 15. als twee elkaar snijdende rechten van een vlak evenwijdig zijn

met twee elkaar snijdende rechten van een ander vlek, zijn die vlakken

evenwi jdig.

Opg., 16, Bij twee evenwijdige vlakken gesneden door een derde zijn de

snijdijnen evenwijdig.

De affiene ruimte wordt metrisch door het invoeren van een absolute
kegelsnede k in het oneigenlijke vlak. Men neemt hiervoor bij voorkeur
een imaginaire niet ontaarde kegelsnede en kan dan het affiene codrdi-
natenstelsel op reéle wijze zo transformeren, dat het affien blijft en
deze kegelsnede de vergelijking x2 + y2 + 22 = 0 krijgt.

Men noemt nu twee vlakken loodrecht als hun oneigenlijke rechten
poolverwant zijn t.o.v. k; twee rechten loodrecht als dit het geval is
met hun oneigenlijke punten; een vlak en een rechte loodrecht als hun
oneigenlijke rechte! resp. punt, poollijn en pool zijn t.o0,v. k.

Hiermede zijn tal van elementaire stereomctrische eigenschappen
over loodrechte stand direct .duidelijk.

Opg., 17. Als een rechte loodrecht staat op twee elkaar snijdende rech-

ten van een vlak, staat zij loodrecht op (alle rechten van) dat vlak.

Opg, 18. Er is één rechte, die twee gegeven kruisende rechten loodrecht

snijdt.

'Definitie. De hoek van twee rechten a en b is é% log(ABSS'), waarbi]

L en B de oneigenlijke punten van A en B zijn en S en S' de snijpunten

van AB met k. De hoek van twee vlakken U en V is g; log(uvtt'), wear-

tij u en v hun oneigenlijke rechten zijn en t en t' de racklijnen uit

het snijpunt van u en v aan k.
Opg. 19. De hoek van twee vlakken is gelijk aan de hoek (standhoek) der
snijlijnen van die vlakken met een vlek loodrecht op hun snijlijn.
Opg, 20. De grootte van een rechte hoek is %;.
In de projectieve ruimte voerden wij wel punt- en vlakcodrdinaten
in, maar geen lijncodrdinaten. Men kan dat als volgt doen, '
Zijn A(aj,az,a3,34), B(b1,b2,b3,b4) twee punten van een rechte AB,
dan noemt men de zes grootheden -
pyy = (@b)yy (4,3 = 1,2,3,45 1 # )
de lijncodrdinaten van de rechte AB. Vermenigvuldigt men deze alle 6
met een bepaalde factor, dan geven zij dezelfde 1lijn aan.
Opg. 21. Kiest men twee willekeurige andere punten C en D op AB en de-

finieert men pi. = (cd), dan hebben de 6 nieuwe lijncodrdinaten de-

J 137
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zelfde verhouding als de oude. De lijncodrdinaten zijn bijgevolg onaf-
hankelijk van de keuze der 2 punten 4 en B, waaruit zij werden bepaald,.

Zes willekeurige getallen zijn niet stecds lijncodrdinaten van een
rechte, want de 6 gevonden getallen voldoen aan (abab) = 0, dus wegens
Laplace =aan

P1oP3g ¥ P3qPpg * Po3Pyg = O-

Voldoen ze echter aan deze relatie, dan stellen zij inderdesad 1lijn~-
codrdinaten van een rechte voor,

Opg. 22. Bewijs dit.

Twee rechten p en g snijden elkaar dan en slechts dan, als er een
punt C op beide ligt, zodat als A verder op p en B op q ligt, geldt
(acbec) = 0, dus wegens Laplace

—

L _Pi3%m =
waarin (i,j,k,m) een even permutatie 1is der getallen 1,2,3,4. Voor
kruisende rechten is de laatstgenoemde som dus £ O.

Opg. 23, 41s C ligt op ecen rechte AB, welke betrekkingen gelden dan
tussen de codrdinaten van C en van AB?

0,

{
¢ 24, Quadrieken.
Een quadriek is de m.p. der punten X(x1,x2,x3,x4), die voldoen aan

(1) > . 234%i%y = 0 (wzarbij weer a;5 = aji)'

1, j=1
In matrixnotatie luidt deze vergelijking X'AX = O, waar weer evenals

in 4‘21 een accent wijst op spiegeling van een matrix in zijn hooddia-
gonaal,

Twee punten X en Y heten poolverwant t.o.v. de quadriek (1) als
Y'AX = 0, Dan is ook (Y'AX)' = O, dus X'A'Y = 0, dus X'AY = 0. Poolver-
wantschap van punten is dus een symmetrische relatie.

De m,p. der punten, die poolverwant zijn met een punt Y is de verza-
meling der punten, die voldoet aan Y'AX = O en dus ligt in een vlak v
met vergelijking VX = 0, waarbij V = Y'A, Dit vlek heet het poolvlak
van Y.

Opg. 1. Is Y poolverwant met P en Q, dan met elk punt van de reahte PQ.
Opg. 2. Is Y poolverwant met P,Q en R (waarbij P,Q en R niet collineair
zijn), dan is Y het ook met elk punt van het vliak PQR.

Opg. 3. Een punt is dan en slechts dan poolverwant met zichzelf, als
het op de gquadriek (1) ligt.

Opg., 4. Een punt ligt dan en slechts dan in zijn poolvlak als het op de
quadriek (1) ligt.

Wij onderstellen in het vervolg, dat a = 13131 Z 0 is.

Doorloopt een punt Y de rechte PQ (dus Y = AP +fLQ) dan luidt het
poolvlak v van Y

Vo= Y'A= (AP +Q)'A =A(P'A) +/4(Q'4) =S +



AM., 192

waarin s en t de poolvlakken zijn van P en Q, Bijgevolg draait dan v om
de snijlijn (s,t) van s en t en vier punten van PQ hebben dezelfde dub-
belverhouding als hun vier poolvlakken door (s,t).

Men noemt de rechten PQ en (s,t) poolverwant t.o.v. (1).

Men noemt twee vlekken v en w poolverwant t.o.v, (1) als w gaet
door de pool van v (dus ook v door de pool van w). Dit treedt dan en
slechts dan op als voor de pool Y van v geldt WY = O, dus Y'W' = 0, we-
gens V = Y'A, als va~lwr = o,

Opg. 5. Een vlak is dan en slechts dan poolverwant met zichzelf als de
pool ervan op de quadriek ligt.

Voor dergelijke vlakken (die men resakvlakken aan de quadriek noemt)
geldt VA°1V' = 0. ZiJ voldoen dus aan de tweedegraasdsvergelijking 1
lijnouodrdinaten 4 e
(2) ’i:::; Aijuiuj = 0,

i

J=1 .
de minoren zijn van de elementen 25 3 van A, welke immers af-

een factor a = 1&13‘ juist gelijk zijn san de ele-

waarin Aij
gezien van waﬁrin Aij
menten van A ',

Door projectieve transformetie blijft poolverwantschap behouden
went als X = MX dan is X' = X'M', dus de quadriek (1) gaat over in een
guadriek met vergelijking X'M'AMX = 0 of
(3) i'ﬁ = 0,
waarin K = M'AM, Twee punten X en Y met X = MX en ¥ = MY zijn dan en
slechts dan poolverwant t.o0.v. (3) als

YX = v ()" heam 'z = YAX = O,

dus als X en Y poolverwant zijn t.o.v. (1). Poolverwantschap blijft dus
behouden bij projectieve transformatie, 2ij S een snijpunt van een rechte

JYZ met de quadriek (1), den is S =AY + 2 met

(A Y+ u2) 'ACNY+208) = APY'AY + 2M 40 Y1AT + 472142 = O,

De beide hierdoor bepaalde snijpunten S liggen dan en slechts dan harmo~
nisch met Y en Z als het quotiént der wortels /) :At van de laatste vier-
kantsvergeli jking gelijk is esan -1, hun som dus gelijk is. aan nul, dus
als Y'AZ = 0 is, wat dan en slechts den optreedt als Y en Z poolverwant
zijn t.0.v. (1).

Wij beschouwen thans de raakvlakken u van de quadriek (1) nader.
Zij R het raakpunt van u met (1). Laat S een willekeurig punt zijn van
de doorsnijding van u en (1). Dan is R poolverwant met S, R poolverwant
met R en S met S, dus een willekeurig punt T van de rechte RS is pool~
verwant met zichzelf, dus T ligt ook op (1), De quadriek (1) snijdt dus
u volgens een zantal door R gaande rechten. Nu snijdt e<n quadriek een
willekeurig vlak volgens een kegelsnede,

Opg. 6. Bewijs dat.
Een raaskvlak snijdt de quadriek dus volgens een ontaarde kegelsnedsz,
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Omgekeerd, snijdt u een quadriek volgens ecen ontearde kegelsnede en
zij R het snijpunt der ontaardingsrechten dier kegelsnede. Was u niet
poolverwant met R, dan sneed het poolvlak ven R die onteardingsrechten
resp, in punten P en Q £ R en dan was R poolverwant met zichzelf , met
P en met Q, dus u wes toch poolvlak van R.

Vergelijking (2) geeft ons de vergelijking in vlakcodrdinaten van
de quedriek (nl., van alle vlakken van de quadriek, dat is van al zijn
raakvlakken).

Twee vlakken zijn geconjugeerd t.o.v, (2) 2l1s hun polen het zijn
t.o.v. (1). Gaat men uit van eecn quadriek UBU' = O en wenst men de ver-
gelijking in puntcodrdinaten terug te vinden, dan zoecke men die punten
X, die in hun poolvlak liggen t.o.v. UBU' = O, Nu is de pool X van een
vliek V t.o.v. UBU' het punt X waardoor alle vlakken W gaan, die poolver-
want zijn met V t.o.v, UBU' = O, dus voldoen aan WBV' = 0, dus X = BV',
Derhalve V' = B~ 'X en V = X'B—1, zodat X wegens VBV! = 0 voldoet aan
'3~ 'BB7X = 0, dus aan x'37x = 0; deze volgt geheel op duale wijze
wit UBU' = O als UAT U' = O uit X'AX = O, Geat men uit ven de vergelij-
king X'AX = 0, dan behoort hicrbij de vergelijking UA-iU' = 0 en daar-
bij weer X'(A-1)"1X = X'4X = 0, zodat men de oorspronkelijke vergelij-
king terugvindt. In determinantvorm is de vergelijking UA'1U' = 0 als
volgt te schrijven
849 Bq2 B3 gy Y
821 F22 823 %24 W2
°31 %32 %33 %3¢ U3 7
S41 Fq2 B4y T4 N
Uy Uy u3 u o)

}
Opg. T. Leid deze vergelijking rechistrecks af op analoge wijze als Dbij

de¢ kegelsneden geschied is.

Een poolvierhock van ecn quedriek is een viervlak, waarvan elke
zijvlak poolverwant is met het overstaonde hoekpunt.
Opg. 8. Op een poolviervlek als grondviervlek van het codrdinatenstsl-
sel luidt de vergelijking van een qugdriek

A us

N a.x? = 0, dus‘§£» < =0,
=1 PR =1 84

Dacr een raskvlak een quadriek volgens rechte lijnen snijdt, bevat
een quadriek dus rechte lijnen en wel in elk raaskvlak twee, die elkaar
snijden in het raakpunt. Beschouw? men een willekeurige rechte m op een
quadriek, dan snijdt ieder vliak erdoor de quadriek volgens een kegel-
snede, waarven m deel uitmaakt en die dus ontaard is in m en nog een
rechte n, die omdat zi] met m in eenzelfde vlak ligt, m snijdt, Er lig-
gen bijgevolg oneindig vecl rechten n op de guadriek, die allen m snij-
den, Als twee zulke rechten n en n' elkaar sneden, had de quadriek met
het vlak nn' drie rechten m,n,n' gemeen, wat onmogelijk is, zolang de



quadriek niet ontazrd is, Bijgevolg hoort m niet tot de verzameling N
derxechten n, die m snijden, Evenzo behoort n niet tot de verzemeling

M der elkaar twec aan twee kruisende op de quadriek gelegen rechten, die
n snijden. Zij m' een rechte £ m, die n snijdt., Daar n' de rechte n niet
snijdt, moet n' het vlek m'n in ecn punt van de quadriek, dat op m' ligt,
snijden, WiJ zien dus, dat twee willekeurige rechten van verschillende
stelsels elkaar snijden, maar van eenzelfde stelsel elkaar kruicen,

Beschouw nog een rechte a niet op de quadriek gelegen, die de gua-
driek in S en S' snijdt., Om de poolrechte van a te¢ vinden, tekene men de
reckviakken in S en S' aan de guadriek en bepale hun snijlijn. Die rask--
vlakken snijden de guadriek volgens rechten m en n resp, m' en n', Hun
snijlijn b is dan de verbindingslijn der snijpunten mn', m'n. Het vier-
vlak met ribben .a b m m' n n' is het ruimtelijke analogon van een raak-
driehoek van ecn kegelsnede. Neemt men zo'n viervlak tot gronddriehoek
ven een codrdinatenstelsel, dan krijgt de quadrick een vergelijking van
de gedeante CyXyX, + 02x3x4 = 0, welke door passende keuze van het een-
heidspunt luiden kan XX, = x3x4.

Opg. 9. Bewijs dit.

Wij geven nog enige affiene en metrische bijzondere gevallen, Aller-
eerst kiczen wi] een oneigenlijk vlak ., . De pool hiervan t.0.v. een qua-
driek heet het middelpunt O, In een poolviervlak, dat daardoor gaat, neent
men een ribbe a door O en een vliak V, V door O, dat die ribbe niet be-
vat, toegevoegd. Een vlak W evenwijdig met V snijdt de quadriek volgens
een kegelsnede waarvan het middelpunt als pool van de rechte wio= veu
ligt op de poollijn & van vi) t,o0.v. de quadriek. Bijgevolg is de m.p.
der middelpunten van de doorsnijdingskegelsneden van een quadriek met
evenwijdige vlakken een rechte,

Een quadriek heet cen paraboloide als deze aan & raskt, Bestaat de
doorsnijding uit reéle rechten, dan noemt men de quadriek een hyperboli-
sche paraboloide; bestaat deze uit toegevoegd complexe rechten, dan een
elliptische paraboloide. Reakt een quadriek de oneigenlijke rechte niet,
dan is het ellipsoide als de doorsnijding met .v een imaginaire kegel-
snede is en een hyperboloide als die een re€le kegelsnede is, De ellip-
soide kan geen reéle rechten bevatten.

Opg. 10. Bewijs dat.

Bevat zij geen enkel resp. ten minste &én re8el punt, dan spreekt
men van imeginaire resp. (reéle) ellipsoide. Op een hyperboloide kunnen
re€le rechte lijnen liggen, in welk geval men spreekt van eenbladige hy-
perboloide, anders van twecbladige hyperboloide.

Wij voeren verder weer een in «’ gelegen imaginaire kegelsnede in,
die wij een bolcirkel noemen., De hoofdassen van een hyperboloide of el-
lipsoide zijn drie loodrechte rechten door het middelpunt, die ribben
zijn van een poolviervlak. De oneigenlijke punten der hoofdassen vormewn
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dus een pooldriehoek t,o.v, de bolcirkel en t.o.v., de doorsnijding van
de quadriek met (. Snijden die beide kegelsneden in 4 verschillende
punten, dan vormen de diagonaalpunten van de door die 4 punten bepaslde
volledige vierhoek de gezochte oneigenlijke punten, Deze blijken zowel
voor ellipsoiden 2ls voor hypertoloiden relel te zijn.

Er is ecn uitzonderingsgevel waarin beide oneigenlijke kegelsneden
oneindig vedd gemsensdiorpelijke punten bezitten, nl, ols ze elkear dubbel raken.
Opg. 11, Bewijs dit,

Een guadriek, die deze eigenschap bezit, noemt men een omwentelings-—
gquadriek, Hiervan ligt één asrichting vast (nl, die waarvan het oneigen-
lijke punt de pool is van de verbindingslijn der reakpunten van de beide
oneigenlijke kegelsneden), terwijl de andere willekeurig gekozen kunnen
worden,

Opg. 12, Bewijs, dat als men het codrdinatenstelsel zo kiest, dat die
vaste asrichting de rechtc z = 0 is, een omwentelingsquadriek een ver-

2 2

gelijking van de gedeante ax2 + ay” + bz = 1 bvezit (de bolcirkel heeft

€
hierbij de verg. x° + y° + z° = Oy x, = 0). Wat gebeurt bij a = b?

Opg, 13. Bepaal de oneigenlijke rechten der i,h.a. 6“%%Ekken, die een
willekeurige quadriek volgens cirkels snijden.

Opg. 14, De m.p. der middelpunten van de doorsnijdingskegelsneden van
evenwijdige vlakken met ecn paraboloide is een rechte, welke gaat door
het reaakpunt van de paraboloide met (o,

Men noemt de as van ee¢n paraboloide die der in opg. 14 gevonden
rechten, die loocdrecht staan op de in die opgave genoemde evenwijdige
vlekken,

Wij gaan thans nog na, wat gebeurt met ecn quadriek X'AX = 0 als
de determinant a = \aij] nul is,

Een punt P is dan en slechts dan poolverwant met alle punten der
ruimte t.o0.v. eecn guadriek X'AX = 0, als a = 0 is, Immers, kies 4 wille.
keurige punten Q,R,S,T, die niet coplanair zijn., Dan geldt voor
elk punt X der ruimte, omdat het als %ineaire combinatie van Q,R,S,T

te schrijven is,P'AX = 0; dus geldtjifi 854P; = 0 (j =1,2,3,4), waar-
uit volgt a2 = 0 en omgekeerd. 1=1
Zij allerecrst de rang van de matrix 4 gelijk aan 3. Dan bestaat
er &én zo'n punt P. Ligt Q willekeurig op de gquadriek dan is P poolver-—
went met Penmet Q en Quet zidizelf,dus <lk punt van PQ is poolverwant met
zichzelf en ligt dan op de guadriek, die derhalve bestaat uit rechten
door P, Een vlak v niet door P snijdt de quadriek volgens een nlet ont-
acrde kegelsnede, want was dat wel zo, dan was het dubbelpunt diet ke~
gelsnede toegevoegd met alle punten van v en met P dus met alle punten
der ruimte in tegenstelling met het feit, dat slechts het punt P die ei~

genschap bezit.,
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In dit geval heet de gquadriek cen ibgal. Is zijn doorsnede. met v
evn imaginaire kegelsnede, dan is dic doorsnijding met elk vlak v niet
door P een imaginaire kegelsnede, Men spreekt van een imaginaire kegel,
Is diec doorsnijding reecl, dan van een reéle kegel,

Opg. 15. Laat zien, dat het cobrdinatenstelsel zo te kiezen is, dat eon

]
kegel de vergelijking a x5 + a x5 + a3x§ = 0 bezit.

Affien bijzondere gevallen zijn:

1) Kegels, waarvoor P oneigenlijk is, Dez¢ noemt men cylinders. Is
de doorsnijding met het ondgenlikc vink e imgimd linenpear dn heeft men een
imoginaire of elliptische cylinder; is die een reéel lijnenpacr, dan
ecn hyperbolische cylinder en is die een dubbelrechte, dan een parabo-

lische cylinder. In dit lactste geval raakt de quadriek aan het oneigen-
lijke vlak in alle punten van sen rechte, lMen zegt dat de guadriek aan
vliakken met die eilgenschap raccordecrt,

2) Kegels, waarbij P eigenlijk is, Snifit het oneigenlijke vlak de
quadriek volgens een re¢€le resp, imaginaire kegelsnede, dan spreekt men
van recle resp, imaginaire kegels,

Zij nu de rang der matrix A gelijk aan 2. Er bestaan dan 2 punten
P en Q, die poolverwant zijn met alle punten van de ruimte, Dat geldt
dan voor elk punt der rechte PQ.

Opg. 16. Bewijs dat.

Zij nu R een willekeurig punt niet op PQ van de quadriek. Dan is
ieder punt van vlak RPQ poolverwant met zichzelf,
Opg. 17. Bewijs dit.

De gquadriek bestaat dus uit tenminste €én vlak door PQ en is dus
ontaard. Kennelijk is de gquadriek ontzard in twee verschillende vlakken
poor PQ, want bestond de guadriek uit twee samenvallende vlekken, dar
was Jjuist de rang van A gelijk ean 1,

Opg. 18. Bewijs dit.

Ook in deze beide gevallen treden diverse mogelijkheden op al ncar
de keuze van het oneigenlijk vlak.

Hiermede zijn de 19 typen quadrieken, die wij in de Euclidische
ruimte ontmoetten in de projectieve ruimte teruggevonden.

Duaal tegenover de gquadrieken X'AX = 0 met a = 0 staan quadriekea
UBU' = O met b = lbiji = 0, die i,h.a. niet op te vatten zijn 2als punt~
guadrieken,

Opg. 19, De verzameling der raaklijnen door ecn punt P aan een gquadrieh:
X'AX = 0 is een kegel,

Zij R een raakpunt van zo'n raaklijn en X op PR, dan is X =\P + 4
P'AR = 0; R'AR = 0, Dus X'iAX = XEP'AP; X'4P = AP'AP. Derhalve /
(XUAX)(P'4P) = (X‘AP)Q. Dit is de vergelijking der gezochte kegel.

Tenslotte melden wij nog iets over de theorie der quadriekenbundels.
Zijn K1 = 0 en K2 = 0 twee quedrieken, dan is iedere gquadriek van de



gedaante X :) K1 +;MK2 = 0 cen exemplaar van de door K1 en K2 bepaalde
bundel. Volgens de stelling van Bezout liggen de gemeenschappelijke pun-
ten van K1 en K2 (en van alle exemplaren van de bundel) op een vierde-
graadskromme.
Zij K1 = X'4X en K2 = X'BX, Zij P een willekeurig punt en U en V de
roolvlakken van P t.o.v. K, resp. K,. Den is U = R'4; V = P'B. Het pool-
vlek W van P t.o.v. het excmplaar K is dan W = P*(A A f/AB) = N (P'4) +
+((P'B) =AU + WV en gaat dus door de snijlijn' . van U en V, Hier treedt
aus een verwantschap op tussen de punten P en rechten (U,V) derruimte.
Wij vragen ons af welke figuur verwant is aan een rechte. Zij P =N\Q +
f«R. Een punt X der aan P toegevoegde rechte voldoet dan aan P'AX = O,
P'BX = 0 dus aan A Q'aX + (IR'AX = 0 A Q'BX +#R'BX = 0, waaruit na eli-
minatie van A en M de quadratische betrekkiné
(QUaX)(R'BX) - (Q'BX)(R'AX) =0

volgt. De bewuste m,p. is dus een quadriek HPQ‘

Opg. 20, Deze guadriek bevat de rechte PQ geheel.

De bundel bevat kegels, welke men vindt door de determinant behoren-
de bij X gelijk nulte stellen, Die worden dms bepeald door\)\A +,uB!=
=fx aij +/<bijg = 0 te stellen, hetgeen een vierdegraadsvergelijking is
in A :}&. Er zijn dus i.h.a. 4 kegels c1,qzic3,c4 resp. met middelpunten

Mq,IVIZ,MB,MAr. My is poolverwant met M,, My en M, t.o.v. C; en C, dus

t.0.v. alle exemplaren van de bundel, zodat M14een uitzonderingspunt

is in bovengevonden verwantschap, want de poolvlakken ven M, t.o.v, al-
le exemplaren gaan niet alleen door een rechte, maar vallen zelfs samen,
Het viervlak M1M2M3M4 is een gemeenschappelijk viervlak voor alle exem-—
rlaren van de bundel, Neemt men dit als grondviervlak van een codrdina-

tenstelsel, dan bezit de bundel de eenvoudige vergelijking

4
R 2 (Na,. +,,£Lbi)x2. = 0.
i=1 -

1
Opg. 21. Bewijs dat de gquadriek HPQ door de punten M1,M2,M3,M4 gaat,

Wij viogen ans m tiog &f welke punten toegevoegd zijn in bovengenoemde
bundelpoclverwantschap aan een vlak V, Aen een rechte n in V is een hypcr-
boloide Hn toegevoegd; aan een n in S snijdende rechte m een hyperboloidc
Hm’
De verdere snijpunten van Hm en Hn zijn dan de punten, die poolverwant

die met Hn de rechte s gemeen heeft, die aan het punt S is toegevoegt.

zijn met V t.,o0.v., alle exemplaren, Dacr de doorsnijding van Hm en Hn
cen kromme van de 4° graad 1s en s daarvan decl uitmaakt, is die vierde-
graadskromme ontaard in s en een derdegreadskromme Kv' Inderdead snijdt
Kv een willekeurig vliak W in 3 punten, Immers die moeten poolverwant
zijn met de snijlijn van V en W t,0.v. alle exemplaren van de kegelsneder -
bundel volgens welke W de quadriekenbundel snijdt. Dat kan sleohts als
zo'n punt diagonaalpunt is van de volledige vierhoek der snijpunten der
kegelsnedn van die bundel,

Een cubische kromme als bovenstaande is ook te krijgen door twee
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speciale rechten m en n te kiezen zodanig, dat Hm en Hn kegels zijn.
Opg, 22, Laat zien, dat het deartoe nodig en voldoende is, dat m en n
liggen in zijvlakken van het viervlak M1M2M3M4.

\ Kiezen wij dus m en n als snijlijnen van V met twee dier zijvlakken,
dan vinden wij de kromme Kv als restdoorsnijding van twee kegels met
cen gemeenschappeliljke rechte.

Voor de theorie der cubische ruimtekromme verwijzen wij naar de
syllabus projectieve meetkunde., Wij volstaan hier met te vermelden, dat
als men het codrdinatenstelsel zo kiest, dat .de kegels Hm en Hn tot ver—
gelijking hebben xg = X1X3; x§ = x2x4, de cubische kromme de¢ parameter-
voorstelling

\ 2

2 3
"/{ = ( =
4 X3 /\ L ] X4 /& »
Opg. 23, Bewijs dat in een bundel quadrieken i.h.a, één exemplaar door
een punt gaat en twee aan een gegeven rechte raken en drie aan een gege-

fven vlak reken.



