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Deel II. De ruimte. 

§1. Inleiding, punten, rechten en ylatte vlakken. 

Wij gaan uit ve.n een rechthoekig assenstelsel, d.i. eon stelsel van 
3 door 1 punt O(de oorsprong) gaande onderling loodrechte rechten 
(coordinaatassen genaamd). Op elk dier rechten kiezen wij een positieve 
richting. Wij kiezen deze 3 richtingenOX, OY, OZ zodanig dat men van 
de richting ox uit de draa.i:ing van OY naar OZ met de klok mee ziet. Men 
krijgt dan een rechts assenstelsel. Vervangt men bij een rechts assen­
stelsel een der positieve assen door de bijbehoreride negatieve, dan 
ontstaat een links assenstelseI. Di t gebeurt ook, alE1 men twee assen 
van een rechts assenstelsel verwisselt. In het vcrvolg zullen wij steeds 
rechtse assenstelsels gebruiken. Da~rbij lette men er op, dat van de 
positieve z-as uit gezien het coordinatenstelsol XOY niet het stelsel 
is dat wij in de vlakke analytische mectku.nde 0ebruikten, maa.r dat daiar 
b.v. uit volgt door x-as en y-a.s te verwisselen. 

Naast de 3 coBrdinaatassen treden nu ook de 3 door twee hunner bepaal­
de co~rdinaatvla.kken op. 

Onder de rechthoekige co~rdinate~ van een punt B versta~t men de van 
passend teken voorziene afstanden v~.n dit punt tot de 3 co!lrdinaat­
vla.kken. De x-coordinaat vindt men uit de afstand tot het Y0Z-vlruc enz, 
Men schrijft P(x,y,z). 

OP$• 1. Bepaal de vergelijkingen der c0Brdinaatvlak1re-n en ook van vlak­
ken die ermee evenwijdig lopen. 

Wenst men de vergelijking der x-a.s te vinden, dan me:d{e men op, da.t 
elk punt hierv':3.n coordinaten coordimiten bezit van de gedaa.nte (a.,o,o) 
en dus voldoet a.any= 0 1 z = o. Wij zien dus dat de vergelijking van de 
rechte OX gekare.kteriseerd wordt door t~e.2, vergelijkingen, welk,s de 
vlakken aangeven, waarvan O;I.de snijlijn is. 

Opg. 2. Bepaal de vergelijkingen der rechte door het vunt (1,2,3), die 
evenwijdig met de z-as loopt. 

Opg. 3. Toon aan dat een willekeurige rechte gelegen in het x.oy;..vlak 
tot vergelijkingen heeft ax+ by= c; z = o. 

Opg. 4. De afstand van 2 punten P1(x1,y1,z1) en P2(x2,y2,z2) is 

~1xl-x2)2 + (y1-Y2)2 + (z1-z2)2. 

Opg. 2• De co()rdinaten van het midden van het lijnatuk P1P2 uit opgave 4 
Xl+X2 y l+y 2 zl+z2 

zijn ( ~ , . ~ , 2 ) ~ 

Opg.· 6. Bepaal de cotirdinaten van het punt da.t het lijnstuk P1P2 .uit 
opga.ve 4 verdeel t in de verhouding \ :r . Dru.k de eoiirdinaten van het, 
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ewaartepunt van het totraoder P1P2P3P4 uit in die der 4 hoekpunten en 
bewijs dat dit in het midnen ltc:t van de verbindincrsrechte van de mid ... 
dens van twee kruisende rib)en. 

De vergelijkingen v:an een rcchte door O bepalen wij als volgt. Zij 
P(a,b,c) een ander punt der rochte dan hecft, zo~.ls men gemakkelijk 
mectkundig inziet, ieder willekcurig nunt cler rach-te coordinaten va.n 
do gedae.nte (ta,tb,tc) waarin t willekeurig is. Voor t = 0 krijgt men 
het punt O en voor t = 1 het J')Unt P. Men kan dus onze rec~1te karakteri­
seren 

1° door x = at; y = bt; z = ct. 
2° door eliminatie der parameter t uit drie betrekkingen, hetgeen 

oulevert bx - ~Y = O; ex - az = O; be - cy = 0 {slechts twee 
d.ezer betrekkingen zi,jn ona.:fha.nkelijk). 

3° als geen dor grootheden a, b ~n c nul is, door!= f = ~. 

4 ° door de eis dat de rang der matrix I! ~ ~ \ gelijk is aan 1. 

De getallen a, b en c legge:n de ric1Yt:i.ng van onze rechte vast. 
Ben rechte evenwijdig n'ln a.e zocy-:,n. beschouwde, die in plaats van 

door O door een punt (x0 ,y 0 , z0 ) gs:0.t is te lw,r2.lcteriseren door 

1° x = x0 + at; y = y 0 + bt; z = z0 + ct (parametervoorstelling). 
2° twee der betrekkingen b(:x-x0 )-a(y-y 0 )= O; c(:~-x0 )-a(z-z0 )= O; 

b{z-z0 )-c(y-y 0 )= o. ..,. .,,. 
... -·"'o y-v z-z 

3° als geen der getallen a, b,c nul is door -·-;_- = :_ic.? = T • 
4 ° door de eis dat de rang der matrix '11x-xo y-y o z-zo ~ gelijk 

· a b c i\ is aan 1. 

Omgekeerd is iedere rechte in elk dezer 4- gedaantcn te brengen, want 
zij d een willekeurige rechte, kies dan op d een willekeurig punt 
P0 (x0 ,y0 ,z0 ); trek door Ode rechte evenwijdig met d, die ans de getal­
len a.~b enc oplevert, dan vindt men bovengevonderi 4 karD.kteriseringen. 
Dat ieder punt van d da~raan voldoet is dus evident en als voorts een 
punt Pa.an l dezer karakteriseringen voldoet, houdt dit in dater een 
punt P0 (x0 ,y0 ,z0 ) bestaat zodanig, dat PP 0 evenwijdig loopt met een 
vaste door O gaande rechte en dus dat ieder dergelijk punt Peen rech­
te door P0 doorloont. 

Opg. 7. Gana of een analoge beschouwing in twee dimensies mogelijk is 
en in hoeverre getallen, die dan de richting vastleggen, samer.hangen 
met de richtingsco~fficient van een rechte. 

Ook a.ls er onder de grootheden ~-, b en c voorkomen, die nul zijn geldt 
de betrekking 3° als m~n afspre~kt, dat bij iedere breuk met noemer nul 
bedoeld wordt, dat ook zijn teller nul is. 
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De rec~te door 2 punten P1(x1,v 1,z1) en r 2{x2,y2,?.2) bepalen wij Rls 
volgt. Zij is van de geda~nte 

:x: = x1 + at ; y = y1 + bt; z = z + ct • 

Aangezien P 2 erop gelegen is, besta;:i.t er een. t 1 met x2 -~ x1 + at1 , 

y2 =Yi+ bt1 , z2 = z1~ct1 , dus 

= 

Stelt men e!.k dezer breuken gelijk aan IC, dan vinc~.t men de :narometer 
voorstelling uit opg. 6 terug met) /t = K : (1-K). 

De laatste voorstelling is ook zo te formuleren, dst de rang der matrix 

Ix y z 1 

x1 Yl z1 1 
x2 y2 z2 l 

gelijk is aan 2. 

In het e.lgemeen stellen 2 wi11e,,;:eurige lineair ona.fhankelijke verge ... 
1 . 'k. d t d ~ax+by+cz+d=O iJ 1ngen van e eers e graa La'x+b'y+c•z+d,=O een reehte voor, want 
la.at (x1,v1,z1) een willekeurig punt zijh, dat aan beide verg. voldoet, 
dan heeft men na substitutie en eliminatie van d en d'. 

l a(x-x1)+b(y-y1)+c{z-z1)= 0 

a'(X-X:fb'(Y-Y1)+c'(z-z1)= o, 
waaruit voorstelling 2° direct vol:~t door eliminatie van hetzij x-:x:1, 
hetzij y-:r~, hetzij z-z1• Deze eliminatie is onmogelijk ctls de rang der 

matrix~: 1 b, ~ ,\l gelijk is aan 1, welk geval 1::-.ter beh:mdeJ.d wordt. 

Zijn hr=o en ~==O twee vergelijkj.ngen van de eerstB ~r~.ad, die niet in 
het u.i tzonderinq;sgeval verkeren, dan steJ.1-cn zij e•-m r·:.~1, ~e voo:!:' welke 
ook bepaald wordt door de vergelijkingen 

Al h1 + "?\ 2 h2 =:; 0 ; }A 1 h1 + ?-2 h2 = 0 

mits (¥) 12 = o. 
Opg. 8. Toon aan dat ook deze nieuwe verg-::=-elijkingcm niet in het uit­

zonderingsgeval verkeren. 
Een reehte is dus op oneindig vele wijzen door twee vergelijkingen te 

bepalen, evenals trouwens blijkens opgave 6 een rechte op oneindig vele 
wijzen in parametervoorstelling te brengen is op twee willekeurige 
barer punten. 

Uit de voorstelling 1° kan men door eliminatie der parameter t veelal 
de rechte in de volgende bruikbare voorstelling brengen: 

} x = Az + A' .. 
l y = Bz + B•. 
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OnPi .. 9. Toon a.an dnt de eorste <.fo:;:;er vorr;,. de vergelijking der J)rojec­
"i,.~ 

tie der rechte op het XOZ v00rstclt ~n een ~naloo~ result~~t voor de 
tweedo ver~elijkine. 

Zoals uit de voor8te11ine, , 0 hlijkt, S;_K}.,rn ~lechtr: de verhoudingen 

der getallen a, h en c efi'1 rel bij hot bc-:1a.J.eu r.~1:r:>r :.rechte d. Vermenig­

vuldir~t men daze e;etn.l1cn nu met eoi: :;';Od~.'.nt~e :·:ac 1:-::,r (st de som hunner 
ouadraten gelijk in aan 1 1 dan bi:b'·-::rn dezc grooth<:!rlen cen eenvoudige 

meetkundjee beteke:1iR. Zonls men nl. 1irect rneetkundig in~iet is de 

hoek 'It. tussen de rech t:0 en de -pos:tieve X-as te vinden uit cos a:·= a en 
analocv-: heeft men cos A= n,cos ) :.;.: c, we.arbij ~-c: /(d,OY); l'= L(d,OZ). 

1 • I " - 2 Q 2 
Men merke hierbij nog op dat men steeds he~eft COS ... o( + cos r + cos '~ ::;: 1 .. 

De wi:u.:1.rd0n die de eroothcden a, b en c n3, bovor1t?;cnoemi1.e vermenigvuldi­

gin0 kregen, noemt men d.a richti'.1gscosinussen der rechte. 

Ong. 10. J)epa.al de richtingscosinussen der rechte 

10 X = Z + 7 ; 10 y :::: 7 Z + 1. 

Ev:meons van de r(;:Chte door de punten (1,11 1) en Ci,3 1 2). 

Wij bepalen nog de hoek tussen tweo rochton met richtin{'.;scosinusscn 

{a,b,c) en (a 1 ,b 1 ,0'). Daar zowel do hock o.ls 0.07,c ,)os:i.nus.sen deze1lfde 

blijv,::n, a.ls men d.0 rc:chtcn evonwijc!ig aan 

zij doo-r. d(: oorsP:>:'0i-.1.t ga.an, beschouw0n wij 

oorsprong. Kies op deza d0 punte~ P(a,b,c) 

zichze1f vcr1;il~-~.tst totda.t 

dio t\:ce r~cht0n door de 
r "'SP.-• ·~--i (,i I bt c 1 ) .....,.__ -· .,.,,, 1 . ' ..... ~ .. 

Voor do g0zocht,:: hoek f vindt men dan 
2 '1 ,--, 

PP' = op'· + or1.1.c - zoP .. op' cos 91 , 

dus wegens OP= OP' = l 
I ':> ? 2) 

Cos (£:> = 2- !(a-a'} --+ 2(b-;l;l_~~J.c..::9..'J-...::_ = • I 9_,al 

Op~•-11• Vcor de hoek tussen de rechten 

x-x 
0 

a 

y-y 
0 

=l) 
z-z 

0 =-c 
en 

x-x1 y-y1 
rT:::~::; 

z-~ ... 
·'· -:::-r 

V 

cc' • 

waarbij a 2 + o2 + c 2 en a« 2 + bt 2 + c' 2 niet noodzakelijkorwijze gelijk 
r', 

behoev en te zijn a.an 1, vindt men 
'"·""" 

aa' + bb' + cc' 
·- ~,;.~2;~2:;~2·· \:,;;-,2;b~:-2+~;,2·- • 

01;lg• 1g. De twee rechten in opg .. 11 zijn loodrecht ?.1.s o.a'+bb '+oc •= o. 
Onder wclke voorwar-trde staan de rochten 

f x = Az + A' 
,! 
I y = Bz + B' 

loodrecht op elka.ar? 

en J x =. CZ + C1 

l Y = Dz + n• 
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O-pg._ 1~. P.epA.n.l d~, v,.:r~~t::l:ijk:lii-:',;n 
1 x-1 o::idr;:~cht stant on 10 r8cht0 1 :-: 
y =-0 z+3. 

-1~· 1,::;; punt (1,2 1 1) dio 
(,1"! 0p de roc1~te x=3z+l; 

Iri do Vl'lkkc analyti~che moetkundt:~ bc,-:nt ucn 1'uc·1t,• mut v,~rcelijking 

:x-x v-v o t]i.-o • - /' 

~ -= ~ , die hock,;::n '::x un,-j r~~:sp. m~~:t X-2~ 0r 1 Y-·i,.i ru:-1·Jd,1 1 e,:m rich-
t · . r.,· • •.. t t cos /j lt t d 1 J.n:f:r;·::O0·~J.·1c18n .'._'; '-'<= cos tx. , .. ~r1;1 :r.;su. an., u:: ::,:.~1 ... :e ~ ov .. 1rounkomstig 

am h:..'t hir:::r g0vond~m,.::,. 
De µlnttc vlak' en bezi tten, zonls wij gi;-,,.,_n ;.:~nt0;1,m, v,.:rJelijkingen 

van di:~ ;;;erst- graud. ,:1on zo' n v0rg-:: lijkinr.; si.c 1 t r•::rndt; oeu plat vlak 

voor. 
Opp-. 1 1 • St,'1 dio V<Jrgclijkinc; oµ voor tl.:1 coorcl.im.~.atvlak1: ... ~11, voor daar­

m,,d(1 (:;~r,mwi j (!ig.:, vlakk--n ,:m voor vlakke:-i, die door ocn dcr coort".in~Gt-

Wij 1.)~•-r-t'clvn nu :1 ... ) 1..,.;,rg01ijkinr: v::m eon wil1c!;:curig 'Plut vlnk V. Zij 

P d,..: r,:-o j c:ctic: (for 00::·snrong op V.. Zi.j 01' = d z.;,1 le.at .., , /1 en ,}( de 

hot:·kcq1 r:•-i•;1" ,1 ·'.··· C"J" ··-~ •. -~•·, m··.•t· de Y- "- .,,.,, :'-.-a.q m,·1~· .. •1_\ •. 1-,, ~\"ii (xv 17 ) e"'n 
11- • ., ........ V ....... t..i..~• .. ',"- ... '(,- '--• .... :1"'" l..,,.u_.., ·-~--tl..-1-~""tl \·,v1"', \J. 

willt'k,:urit "1.H~t. v 01•: ,; ~ Zij Q d-: n:rt."'j;:;c-ti.o Vfln Q. o.:- :11 .. i; Vl81I XOY cm 

Q1 d0 uroj::cti..:: v•,;_; C (cf Q') on OY... Da:.1 ho...:ft m•.:t,~ 

,..~·/": 1 iJ;> OP+ uroj • ... 

dus 
d = x cos t-,/ + y cos /1 + z cos i . 

Dezc bf. trDkking stcl t dus de vergcilijking voor vr:1.r, lL:·•~ vlak V on wordt 

de r..ormf'.a] y:~rgelijking van Hesse genoemi. Hot is <.·en vr:::i-'2::::]j_.iking die 

van d;J ,:ersto grna.d is i!l x, y en z. 

Onr, •. 13. Gri na hoe de gt!gaven !-.ti'lRiding vorloopt ~-n :t,:, r 1.. v::i.1len dat V 
uvcmrdj dig loopt of ga.at door 1 of 2 a.e-x:- co-ordj_n8.a:t'Sl.s!'i1..11 r 

Crr.:::,::kccra stult ic::dore vcrgelijking van de ccrstc: 0::;:•:c.:~d e.::;-by+c~:::=d 

ec:n plat vlak voor, want de vergclijking is t:te~,1:l.ival:rnt met de verg. 

a:'f;~;y5cz_ .. = : 0 ~:;:• . ,; • Men kan zondcr de algemeer.t · J.,~ .. -te scho..den, d~ 0 
-~a, .. + b'-+ c2 V2,'-+b-+c'~-

veror.dcrste llen, daar men 3.nders bei.de leden dcr vcrg. slechts hot, -1 
A "() ✓1 C' 

bohoeft te verm,;m:,i.gyu_lcigcn. Stelt men nu~= coB,.'(,:;; = COSi":11 v =e...,i:);y. 
,; ") " ') 

(waarin v = Yac+b".:+c') d.an r.etekent de gcvonden ver.,:;elijking niets 

anders dan dat e:lk punt (x,y.,z) dat -£r aan voldoet 1 de cigcnschap be .... 
zit, ds,t zijn projcctic O'P de rechte ! = 't = ~ in hot vn.ste pun-t 

(da db de) dier rechte ligt, zodat nlle punt~.:n di,: B,~.n de vergclijk:i.ng 
V' Vt V 

voldoe:-n, in ec:n p1s.t vlak liggen loodrecht op g,3noemde rochte aange-
d bracht., dat een afstand v tot de oors-prong bczi t. 
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Ope. 16. Bopa:1.l de a.fstand van d.J oorsn:r.ong tot het vlnk 8 x + 4 y +z = 9. 

Op,~ .. 17. 'Bvwij s nls in de vl-,Jckc meatkun.a.o dn.t de r.fstnnd v:,,n het punt 

{x0 ,y0 ,~0 ) tot hot vlnk x cos.x + y cos/3+ z cos.,,r= d luidt 

) x0 COS!X' + lr O cos,/\+ z0 cos.~ - d } • 

' Oy:y;. 18. Toon aan d~.t d,! ver{''.ulijkine,: v0 n het vlnk dn.t van de X-, Y- resp. 
Z-n.s e(~n lijnstuk t0r lcmgtc ~, b rcs:n. c afsnijdt, luidt ~ + f + ¾ = 1. 
Opg. l<J_. La~t ,;,;ien dat dl:: v12rr,clijk:i.ng V'.ln hJt plc,tte vlak door dd pun-

tt•n P1(x1,vi, :r.i) (i:: 1,2,3) luid.t Ix y 2 l 

j =~ ~! :~ ! = 0 

! X3 ;}':_i ~13 l 

Laat hieruit zien dnt voor een willokeurig :t;'Unt P (x,y,~) vr.n 11it vlnk 

d0 parametervoorstelling 

)1 xl+ ~2x2+ ~3X3 /\1Y1+A.2Y 2+A3Y3 )l z1+ )2z2+A3Z3 
X = !\1+ 'X2+ ii3 ; y = 'X1+ A 2+A 3 ; z = -");1+ i\2+11.3 

( '>.1 t\2 ';\3 p) 
kortweg geschreven P = ':\i+A2+~ 3 Pl+ Ai+i\2+,i 3 P2 + 5;1+"' 2+"X3 3 

gi.lldt. D~ hier optredende pe.r·1.metervoorstelling bovat drie homogene 
(of tweo niet homogcne b.v. -i:- en~) pri..rameters. Eliminntie van daze 

J. .. ~ .• 
b0ide uit de 3 pnrametervoorstollingen dcr 3 coordin~ten go~ft ons als 

rcsultn~t juist l vergelijking, de vergelijking van het gezochto vlak. 

Bij do rechto was de situatie nnd~rs; hier hnd men to doon met 1 pn.r~­
met(ir die in de 3 formules voor de coordinaten optrRd, wan.ruit na eli-­

minatie 2 bct:r.ek,dngon volgden, de vergelijkingen cl.or rechte. 

De betekerds der 2 vergelijkingen ener rechte d :i.s nu d.uidelijk. 

Elk .. j vergeli5king stelt een plat vla.k voor en punten die :i.n beid.e 

vla.k~.-:en ligp-en, liggen op hun snij lijn. 

'Ni_i merken nog op dat de coefficienten der normaalvergelijking van 
een vlak V tev~ens de rich'tingscos.inuR-s<m, van een normaal op V zijn. 

Hieruit volgt onmiddellijk 

De hoek r tussen twee vlakken 

a1 x + bl y + c1 z = dl en a 2 :x. + b 2 Y + c 2 z -= o. 2 

wordt bepaald door 

a1a2+b1 b2+c1c2 
cos 'f = . T 2 .. 2'T I '"-f*'"'2· 21 • 

Va1+b1+c1 \ a2+b2+c2 

Opg. 20. Wanneer zijn deze vlakken loodrecht en wanneer evenwijdig? 
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Qn.,; .. 21. Bepa.al de ver::elijkj nr,e.n der 1:•c1cht<~, die evenwi,idig loo:·t met 

het Vl!.-lk 3x + 2y + 4z ~ 1 1 ~oor het ·nunt (1, ~? 1 3) :r1. ·t en een hc-nk vz.,:n 

6('\o m.::.+ de o·""'"t1· ·,v1"' " ·· ~ .. -1 ••· ... ~ •. ,I \J U ,. V ~) .,._ I.,,. -. .,, ,,'\.-, ,;._ ;;_;'.) 1'lf.:t~~.__/\ tt W, 

Op,,;,;~_gz. De verg·::li.jk:i.n1; V~H, ;·,en rl:it y]:1k d~)O!' 00n T•U~1t <~lo,Y,;;,,;o) 

waarvan dn norm-•:\J .. 0n richtin'".f,cos:i •-:u::,.•~ 1~t·1 r·,, b 1•:~ n ht:b>r::i 1 luitt 

a X + b. \" + "' i J. .. '"'i 

Ga ook het g(!VS.1 (abc),:: 0 na. .. 

I • l :.t ., : '"'. \ 
,t' l. ' ' ,' 

~ ... ~0.b~ 
\ 1.bc: 

met 

Opg!.. 24. A.lle figuren V3. n de geda·=inte 
'\ 

).1 V 1 + A r:, V,., = 0 , waar:l.n V 1 = 0 

en V 0 c-:: 0 twee elkaar snijdende ple.tte vlnkken zijn, :::ijn -ple:tte vl,;;k-
,~ 

ken, die door de snijlijn van v1 en V 2 gaan. De l1ier oryt::·eaend.e :figunr 

heet vlakkenbundel. Hoe luidt deze be1i11erine als v1 en V 2 evonwijdie; zijn? 

Gcneralise,2r de resul tat en voor het geval dat mGn u:i.t,ga,:-i.t van 3 :i;:1atte 

vlakken Vl' V 2 en v3 .. De daarbij optredende figuur heet er:osn vlakkennet. 

Opr,. 25. Bepaa.1 de v,argelijking vnn het pla.tte vlak door de rechte 

3x + 2y - z = 3; x - y - z = 1 en door het punt (1,2,0). 11 
\.,• ~ 

Qug. 26T Bcsc:houw 3 punten P1 , P 2 en 1\;• Druk de 01-:,pervlaJ:te van t1 P1P~3 
uit in de coordinaten van zijn hoekounten door op te merkcn, dat 

2 ? .~ ? 
0 - o~ + n~ + o-

l'\ - 1 v?. 3 ' 

waarin o1 11€, proj0ct:ie is van ::) P.,I' 2P 7 o:p het vlak 'JOZ en:::;. ... - ) 

Opa. :?7. newijs dat de inhoud van het tetrai:-:idPr P.,f,):.:r4 , wa::1.rin 
J. '· .:) 

P.(x.,y. 1 z.) (i = 1,2,">,4), gelijk is a~m de absolute waar<le van 
J. J. J. 1 

x:l Y1 zl 1 
I X2 Y2 z? 1 - • , c. 

·.~ X3 Y3 Z3 1 

X4 y 4 z~. 1 

Hoe moet men het punt P 4 kiezen bij gegeven punten Pi,P2 en P3 opdat 

deze opnervla1de gclijk aan nnl zij? V,n~kln.fi.r dit resulto::<t meetkund:Lg. 

Beschouw de willekeurige rcchten bepaald door d_:e vergelijkirif';'On 
v1 = e:, v2 = O resp. v, = v4 = O; nierin zij v1 = aix+biy+ciz·H1i 

(i = 1,2,1,4). 
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2.r1h. 28. Dc•ze rechten snijrlen elka::jl' dnn en slechts dc.n als (abccl)= O 
en (abc)= G. De rechtcn lo-rcn ovem'li4<'1.ig d:'l.n ,3n. sloc11ts dan 8.ls 

(a.bcd)=(abc)= o. Z.:? kruisfJ'1 c1'<(3.•1r de;.,~1:1.lvo, r:o<lra (a.bcdht G. 

Op,c;. ?9. Bspa..'11 a.e afst'1"1d d"r rcchton }: = ,~~+1 , x = '.::iz - 2 
\ 

'Y = l-4·,;-l : y -= -6;;- l,. 

~10. BorGken de afstand van h,::t ')Unt (a,b,c) to~ ae rcchte 

X = X t /' 1 O + f, ; Y = YO + .. ) t t Z :::: Z O + J t • 
OJ;?i2:.. ?~• Bcpaal do straa.l va!"t do o!l'ge:;chreven ::,n van ch, inL~osdirovon 

bol van hGt t0traedor m~t hoekpunt•::n (O,O,O); (cr.,(1 10); (O,b,O); (o,otc). 
Bcpaal tevens de coord.inatcn v::tn het hoogl;el)unt hierv::~n. 

'< 2. .., Vectoren. ----- - -
De gevondon formulas nemcn e.zn eenvoudieer gedasmte aan indien wij 

vectoren invoeren. 

Onder ~'.?,~ ,;ector ~ verstaan wij ecn tri,;>el ectallr .. m (al'a?,a3) de 

componenten de "llctor genaamd,. Men noemt twee vectoren golijk als hun 

overeonkomstigc componenten gelijk zijn.,. 
Op;,; .. L Howijs de.t hot gelijkheidsbcgrip een ae0uivaLmtiebegri:p is. 

Onder de som §,_ + }2. van twee vectoren ~ = (a11 a 2,a3) en.£ =(bpb2,b3) 
verstaat mrm de vector niet comnon,mten ( a1 + bp v. 2 + b2, a3 + b3) .. 
Opg. 2. Er bestaat slechts ccn vector Q. , die wij de m1lvuctor nocMen, 
die voldoet aan ~ + Q = ~ voor iedero a. 

Onder de vector -a versta,t mon e.e vector di(~ nK1t .a. v•.n·meerderd., de 
nulvector cplevert. 

0-oR. 4. De vcr~~elijking a + x = :£, Wf!.e.rbij ~ ex1 P.. eogcv,;n. v;;ctoren zijn, 
bezit ~6n en slochts 66n o~lossing x. 

Ondi:r k.§.. , waarin k een getal en _l'..! ecn vector ( n17 a;~, a.3} voorste1 t, 
verste..;'.;lt men de vector k!!; = (ka11 ka 2,ka3). Men stelt i'"" (tt,h, r1..-:;k,.,,._/)J:·~­
Opg. 5,. La.at zien dat -1.~ = - §:• 

Opg. 6. Bewijs h(k~):::: hk!H (h+k)!!; = h~?; + k~ ; k(~+};;!_)= k~ + kh_ .. 

Onder de basisvectoren verst~'1t men de vectoren (1,O,O); (O,1 10); 

(0,0,1), welke men resp. aanduidt met i, i, ~. 
Oug. 7. Bewijs dat voor iedere vector~= (a1,a2,a3) geldt 

~ = al .! + a.2 j_ + a3 k • 

Iedere vector is dus eon lineair compositum dor 3 basisvectoren. Men 
noemt n vectoren ~ (l), §: ( 2), .... ·• ,.§: (n) lincair afb..'<nkelijk, als er gcina: 

len c1 ,c 2 , .... ,cn bestaan (niet alle = 0) met c1 §:(l)+ ••• + cn!(n} = o .. 
Qpg. 8 .. Elk vh~rtal vectoren is lineair afhankelijk .. Hetl,mlfde. geld.t v 

til<:H~r dan ·vier voctoren. 



- 1·14 - A.M .. 

Q:Q.e.!...-2• Druk dt voorwa''.rdo dat 7t v, .. iJt()t",.m linct::.:i:r afhankelijk zijn, uit 
in hun comp•nc-nt,.m. 

~ J:Q. Als twee vcctoron fl: t,:-n b (r;{;Cn vnn bi::idi:i gclijk ::tan de nulvoc­
tor) lin ... iair afhank..;lijk ijr: 1 b.J~~tD-.t -..r cc.:n gcttll k met g = k_h. 

Wij heb~•_::n in hot vo0rafc;an.ndn vc.;ci;orcn onc;utu 1d 1 afg<.:'trokk .... n un. 

t:11.;t p;ot-:lll,.:n verm,.migvuln.i,:~a. '~h,n:::; c··1:m wij ovvr tot hot invo0ren van 

producton van twc,:: vc:ctor~n. Wij ,,u1.l.on two:.') :rnt)rti::u :pro,~ucton van. vec­
toren invo,.1r,.:m. 

1°: Hct inw-.;ndigc ofe!(slar nro,'uct. 

Ondc,r hut inw;.:ndig0 product d:!r v,.:ctorer !! = (ap2.2,e.-:;) on 

b = (b1 , b 2 , b 3) v2rstaat mon hut g-.;t::1.l :·; 1 b1 + n2b 2 + a3 b.; ,. Men sc:1rijft 

~•B = .€: 1?. = a.1b1 + a2b2 + n3b3 • 

2° ~ Het ui twc.'ndigc of voctorproduct. 

Hierondor v0rstant men bij de vec·~orcn 8 = (a1,a2,a3) a~~ =(b1 ,b2 ,b3) 
de} vector 

_g x £ = ( a?b3 - a3 b:::a a1 b 1 - a1 t 3 , r,1 b2 - q·;~b1 ) • 

On,e;. 11.. l3,3wijs .9: ,h = E fl ; k !1•1?. - k(8. g); ~(12:+£)= .i:1 Q + ~ £ ; 

(a+b) 2= (a+b) (a+b) = a.2 + 2 a b + b2; (a+b) (a,.::b)= o.2 - b2 .. - - - - - - - - - - .. _ ,.,_ -- ---- -- .. ,... 

Ong. 12 .. Boreken 

Op~. 13. Toon nnn 

i i . . k k • i . -- '.l.J. t -~-' _.J. 
dot niet steeda geldt 

en 1~ i • 

Laat zien ds.t deze relatie d:tn en slocht.,s do.n geld·t Rls ~ en £ lineair 

afh~nkelijk zijn. 

OpR;. 14 .. Bewijs £2: ;x: 1?. == - 1?. x .3: ; k n. x h = k (.9: X' )?.) ; 

~ X (_Q + g.)= £1: X £ + §: X .9, ; j_-.C f:: ::: 0 • 

Opg. 15. Bereken ix i; ix k; k Li. 
Uit opgnvo 14 on opgR.ve 15 blijkt dat men het uitwendige product van 

v11••H 
~ = n,1 i + a 2 j_ + a.3 k en 12. = b1 i + b 2 i + t 3 !£ door deze drie:-_termen 
termsgewij ze te vermenigvuldigen en druirbij gobruik te mr.ken vrm de ge­

vonden w:a·1.rden der producten 1 x i, .=h x .1, 0nz. Men lette hierbij wel 

op de volgorde der factorcn in de o,tredende protucten. 

Opg,. 16. B,~wijs .s• (]2_ x .~)= £• (g x ,g)= .9.• (i::, x: :!=!)= - .f.:(Q x .Q) = - }2(.§: ~-< _g)= 
= - 2,(."Q x .:.f::). Druk de waP.rde van dit proc:.uct, OJ.Yt m0n wel het eind:9roduct 

der voctoron g, :!=! en Q noemt en dat mon wel Pnndui.d:t m,:t (~. h,.9.), ui t 
j_n hun comnononten. 

Opp;. 17. Bevdjs Q• {§: X g.)= 0 • 

012,B.. 18. Als .!?.:•.il ::: 0 en £•£. = 0 t drn zijn .9: en 12, ;,,. .Q. line!?.ir n..fhankelijk, 

Op.~,. 19 .. Bcwijs ~ x (,B :-< _g.) = !?. (!! _£)- ,q(~ £). 
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Wij zien dus nogmQ. ..... ls, dnt de f-l.ssocintiove wet (b .r).£ = b(.§1 .9.) nict 

goldt want het vorschil van b-.dde lo don ~ x (P-_ x .9_) is niet identiek 

nul, zeals uit een e nvoudig voorb0(;ld blijkt. 

0-pg. 20. :Scwijs (9; x }2,)x(g_ X d)= .~(rl 7b,.Q)-sJJ£,b,_c_)j 
g(b,£,~)- b(g,d,~)+ Q{d,9,b)- 1(~ ~ Q)= O. 

Opg. 21. Bcwijs (~ x b).(£ K d)=(g c)(b ~)-(n d)(~ ~). 
Onder de absolute w a~rde l~l van een-vector ~ vors~aat 

Opg4 22. Bewijs }k ~\ =lkf\gl ; ~2 ~2 = (g £) 2 + (g x ]?_) 2• 

'2' 
men I g \ =Y f.: • 

Men ziet dus op grond van opg. 22, dr:t fa bl~\aJ )b\ en krijgt hier­

uit na quadrateron de"ongel.ijkheid van de d riehoGk" 

\g + !?.}~l~} +}b \. 

Opg. 23. Bewijs l .§: ± b \ ~ \l.§:\ - \J?.1 \ ; f §: t B.\~ \g\ +\.'!1\• 

Wij gaan du gevonden rcsultat0n nu gehruikcn in do o.ne.lytischo 
moctkunde der ruimtc. 

Hiertoc identificcren wo (de vcrbindingsrcchto van do oorsprong met) 
een punt P{:p11 p 2 ,p3 ) mot de iector -p. Met de oorsprong correspondeert· 

dan do nulvector o. Mon spreekt ook wel van de vector£~ OP. 

Opg. 24. BewijsJoPj = ]: • 
Qpg.· 2~. Bij de vector I?.+ _g_ behoort het 4°_hoekpunt van een parr-t.llelo­
gram met hockpunten P, 0 en Q, bopa'.'.'1.ld door de vectoren P., o en .9.• 

QB_g. 26. Bij 2 vectoren I?. en Q (punten r en Q) hoeft'm~n 

11 • .2. = f 12:J I _g_\ .. cos 7''· 
waarin ~ de hoek POQ voorstelt. 
O:Qg. 27. Twee vectoren <YP en OQ staan loodrocht o-r;> ollmar o.ls P•,2 = o. 

Wij zocken nog naar de meetkund.ige bot·.kenis van do vector p x .9. • 

Beschouw weer de corresponderende punten P(p1 ,P2,:p3) en Q(q1 ,q2,q3). 
Ao.ngezien I?,(Jl x _g)= 0 is stnat 12, \, Sl loodrecht op p_ c-Jn evenzo loodrecht 

op S• De lengte van (:g ::,c _g) vindt men ui t 

l Jl Y, . .Q. \ 2 + \E- • .4..J2 = \12, J2 • \!1\ 2 (verg. opg. 22), 
dus als men wederom /POQ = <f stelt 

I \2 op2 OQ2( 1 2 ) op2 002 . 2. J2. X .9. ::: • -cos Cf = • -~ • sin 'f , 
dus \:A x q\ = OP.OQ \sin<p) = 2 opp.~ POQ • 

Rest ons dus nag 4,e richting VP.n 12, x .9. vo.st te stellen. Beschouw 

daartoe de der-de component p1a 2 - p 2q1 van Jl '/. .9..Deze ifJ :positief a.ls 

(pq) 12> 0 is, dus van uit de :posi ti;ve Z-as g:ezien, de dro..8.iing van OP 

naar OQ met het uurwerk mee is. Dat is dan dus ook het geva.1 van de 
. . 

. ,veotor. J?. ~ g uit gezien. 
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Hot ia nu mogelijk: d._: in ~1 1 t:ovcn,L:n fo""r.ulcs in vcctornotrrtio om 
te zettcn. 

Op£; .. 28.Do 1.1.fst'tnd. v-::i.n 2 :punt1:;n P(p1 ,o2,p3 ) fHl Q(0pr'?,,n3) is 

I 12- sl (verg. opg .. 4 V'1.n de vorige !; ) • 
~ 29. Hct punt R d~~t h~-:~ lijnr;tuk p:, verdoclt in de vorhou<ling 1:,u,. 

Al/;+\',. . I 

bchoort bij de vector· \-1- "·- (vorg. opg. 6 v::.n tic: vorige ~). 
iri 

Opft. ·;0. De nuntnn X(xpx;~~,x3) ener rochte zijn de 'P,'1rrtmeter voorstel-
ling .! = E. + ,Q; t t,zi br..::ngen, wrv•rin P(n .. ,n,,,p_) con vJilldrnuri,g; punt der 

"'J. ···~ ·_') -
rcchtc voorstclt en n.pr.i.2,'13 de richtingsget::-1.llen vnn do voctoro:n zijn,. 

Opg. 31. De rechte door de twee nunton P on Q bezit d(, voorstalling 

,e; = A :Q. +(1-'A ).9. • 

On;6.?;. 3 2,, D,:; hoek q.1 der r-.Jchtl;n x = J2 + _;,3: t on ;; = .r:. + ,h t wordt bcpc.'lld 
.Q; 12 

(vurr,. opg. 11 vri.n de: vorigc \ ) ,. 

Twee rachton met richtingsg~t~l]0n n ~n p_ zijn 

Opg. 3:,. De bowusto hook :.p wordt ook bo}r-r'.ld uit 

loodrucht n.ls !l ,£ 

I 1:: ~. :!?. I 
sin !f = I DJ I .hi (ver.:;. opg,. 27)" 

De rech-tcn zijn dus evcnwijdig 8.ls r:x. p_ = 0 is. 

Opg" 34. Do ro chtc door 2 puntun A en B is ook tc gaven door 

= o. 

Leid deze rolatie ook nf uit opg. 31 on omgokecrd opg. 31 hioruit. 
Opg. 35. Do som dor zijdcn van een driohoek ABC, O'l'.)guvnt nls rosp. de 

vectoren, ]2-c. Q.-E, g_-,h is nul. Eon r:>..nalogc stclling bewijze m.on voor 

do som dcr zijvlakken van een viervlP.k ABCD, cvonecns o:ogevo.t ~ls vec­
toren ( (Q-_g)x(Q.-.. 9) unz,.). Verg. opg. 34 .. 

O£g .. :;,s6 .. De pnr~metorvoorstelling van ecm p19.t vlak door de punton A1 B 

en C 1uidt z = ')1:; +,Vg_ + \J.Q met ;l+,n+v = l .. 

Qug._ 37. De vcrgolijking vo.n dit vl11.k luidt 

(g,~,Q.) - (~,£,!) + (£,~,B) - (~,~,~)= 0 

hetgeon mc:n kr'!.n br-:mgcn in de eodrn°·.nt0 

Opg. 38. De punton X m0t g ~ = d wearbij ~ cen g0gcv0n vector is on d een 
scr~hi.r, liggcn in oen plat vl2,k, dn.t loodrecht stc.fl.t or de vector n en 
d • • d4< • h t t c( l oz,· sn:LJ 1,1 in e pun ! :;.: r ctj•· • 

Ong. 39,. Breng het vlak g 2f. = d in de normnalvorm. 

Opg. 40,. Bcpanl de hoi::ik v::cm twee, vlrlcken g 2£= a en }2_ ,; = e., 

012g .. 4-1., Bopaal d.:; hoek vnn een vlak n ~ ,::., d on onn ro-0htc i;;. = Jl, + t ,£ ,, 
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Wij bepalen tho.ns de inhouc1 va:i.1 het tetraeder OABC. 

nij voncien reeds voor de oppervlakte van OAB de waarde ½\!! x £ \• 
De hoocte h van di t tetraedor maakt met OC een hoek ff , waarvoor geldt 
OC oos i:.p == h. Verder ziet men in dat juist op grond van de orienterine; 
van( de y0)...,ctor .§ X. £, deze met de vector £ een hoek ~f inslui t, dus cos Cf= 

CL X O • C 
= __::. .... - • De inhoud van het tetraeder O.ABC is gelijk aan 

I§ x 11\ ·I£\ 
th ½\.u '< b\= t\£1 · \!1~£)• cos/= t (~x £ •£)= t(,a",,£,Q). 

0£8·. 4g. Lciddit rosultaut ook af uit opg. 27 van de vorige paragraaf • 

.QJ?.S!-......1:i· De nfstand van de evenwijdige rechten ~=~+st en~=.~+ !t 
I£ xC .9:-s.) I 

luid-'G · - !lil • 
Opp.:.. 44~• De af stand dor evenwijdigo vlaltken ~ = d_ en ~. = e luidt ~;1 
O]r-~. 4!?,. De afstand van hot vlak .Q2£ = d en de ermee evenwijdige rechte 

( ab)-d -X = b + ct luidt • - - -
Opr.:._4,6. Bcwijs dat do vorc;elijking van het vlnk door de rechten 

2£ :::: ~ + !?,t en ;as = ~ + £,t luidt (£ >( £)~ = (g,!2.,£). 

QEfs· .4-1.• Bewij s, dnt hot vootpuJ:J.t der loodlijn ui t eon punt ~ op het vlnk 
b..,<( ax b) +bd 

~ ·~ d hot punt - - --=- is. 
!22 

Qp..£• 4.~. Bowijs dat het vootpunt der loodlijn uit ccn punt~ op de rech-
· c( a-b) - - -to~= g + .Q.t hct punt~= h + £ ---

£2 
is. 

Opg, __ 4,,9.• De vorgelijkingon dor bisscctrice vlakken vnn c1o vlakkon 

ax-1) cx.-d - +-· £:2£ = 1 en$~= d luiden ~- = - ~ • 

Q;w·;_._ 2.Q• Hot middolloodvlak van de puntcn .€1: en £ luidt 2(@r!?.)~ 

OJ2~•.2..1• De middouloodlijn der drie punte~ ~,£en£ luidt 
n(b-c) 2+b(c-a)2+c(a-b) 2 
....,. ___ ---..- -----

X = ------------ + t l:!: , waarin 
2 B 

QER• 52. Bewijs dut de afstand der kruiscnde rechton ~ = Q + !2,t; 
l <.s-s.,l?.,§J} 

x == c + dt gelijk is ann --------- ·• 
- .... - \ E}il 
.QJ?.C· 53.• Bewij s dat de re ch ten 2£ = fl: + ]2,t en 25 = £ + §.t elkaar snijden 
als (a,h,~) = (£,h,i) ■ 
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Opp;.54. 
da.snte 

Bewij a da.t de a nij lijn der vlakken ! ! = b en 2. ! = d de ge­

(b £ - d !)X(!K£} 
X = - (!lll£)2 

bezit. 

Opg.55. Bepaal de vergelijking dor reohte, die de kruisende rechten 
x = ! + ~ t en!=£+£ t loodre~ht snijdt. 

Mon vindt een recr:te ,r::.:1 (fo gedA.P7ite .! = J2. + (g_x g)t, waarbij 

de vector J2. weg8'11s orig. 53 dient te voldoP.n a~m 

en evenzo a.an 
£(£i<. (.QX~)) = (£i.:fJ~'!X£;) • 

Gebruik makende van 

t bx(g_x §) 1l( i d l< (}J. ><!3)] ~ d (~,£ x..sl,b x §)-{Q 'l<.9_) (]~,h ')( Q,£) 
... 

vindt men met behulp van opgave 54 voor de gezochte rechte 

4fu!!" J!) • (£"' Q) l l Q )( -(_~,cJj __ ·:JJ.'':"' -t~~:'- Q)l_L~".._(_ ~ ,c}_l 11'. (£ • Ql 3 

(QX g_) 
+(Q:ic:.Q_)t 

• -g) ( .@ x Q) ( £ -'\ £) 1 + .£ ~ ( .£ >( Q,) ( £ X §) ( 
- - ( L -2· ---·- - ~::J + (!2,K _g_) t. 

E. X ~1) 
§2. Coordinatentransformaties. 

Wij h-u.nnen met vectoren op eenvoudi&e wij ze tren:~formatieformules 

(verplaatsiri~) der ruimte afleiden. 

Ben verschuiving van het stelsel OXYZ naar een ermee parallel stel­

sel Ot!X' Y' Z', wa2.rbij ,o·• in het oude stelsel de coordinaten (al'a?., a3) 
b · · ., · dt t h · · t zoutler t th d ezrt .1.u1 !. = !. - § ; 1er1n geven. vec oren met accen - groo · e en 

oude ftan, gemeten ten opzichte van net nieuwe coordi:utte:nstelseJ.. De inverse 

formules zijn samen te vatten in.!= _;t + f:• 

Wij geven thans formules wa.9-r"i:lij overgegaRn wordt van het stelsel 

OX.YZ op een stelsel OX' Y' Z' (het analogon der draaiing in het platte 
.,,7 ",~) 
V - t.'\/0 l,;\. • 

::e :punten i =(l,C,O) ;j.,,(O, 1,0) ;k~(o,o, 1), gelegen op de oude X-, Y­

res~. Z-as, bezitten in het nieuwe stelsel coordinaten (a1,a2,a3),(b1,b2,b3 
(cpc 2 ,c3). Noem de ounten (l,O,O); (O,l,O); (0,0,1) in het nieuwe stel-

sel i', 1' en!'• Dan heeft men dus 



10«:-

zodat men vcor een nu..,t P met oude coord:~nrrtrm en nieuwe 

x = x, i + x 2 :i +· x,. k = ( ~: 1c: , + 
.I. - - :> - ' J. 

i . " l - :.J., x, + b, x2 + cl X~ 

\ 
,,I,, - ... ) 

( 1) ) vi - a-:i Xl + b,:;i x2 + c? X3 l,, ) .. (;,, .:;, "-

\ X3 = a3 xl + b3 X3 + C-z X3 • ) 

De formules (1) geven dus de transformatief'ormules van OXYZ near 

OX'Y'Z'w,::-er. Dema:rix(ebc)der transf'ormatie is orthogonaal, want de lens-
~ ~ • ~ • • ..a 2 2 2 _ 

tB cer vector :!:. 1.s gei:i.Jk aan 1, dus hee.J.. t men a 1 + 8.2 + v.3 - 1. Da:S1.r 

i en j lo1dr•3•1ht op elkaar stacm, hceft men a1b1 + a/) 2 + a3b3 = o, en:... 

Wij weti:m dr:;.:. de determinant van ee:1 orthogonale matrix gelijk is 

a.an ±,1 .. Is deze -1 dan pe.ssen wij lw,. noG; de tre.nsforma:tj.e :x3 = - x3 
toe, waardoo:r d•.; n:i.euwe Z-as van richting verr-mdert, de mo.trix ortho­

genaal bl~:;ift 1.:m t:f'll dcterminantwa8.rde +l ltrijgt. De overgang van het 

stelsel c:,s~·:i:z n?:.ar het zo gevonden stelsel OX 1 Y'Z' is dus vastgelegd 

deor een orthogonale transformatie met determinant +l. 
De teruggang van het nieuwe stelsel nnar het oude vindt men door 

uit (1) de grootheden :x1 ,x2,x3 oy te lossen,. Deze vmrd.on uitgedrukt in 
xi:x2,x3 door minoren van (abc) 123 , welke omdat de matrix orthogonaal 
is, jui:1t de elementen ,~an de matrix zelf zijn. Men vindt voor de in­

verse t:r".:'.r~sformatie van (1) a.ls coefficienten matrix de inverse matrix 

van ( 1) : 

f :,i:l = alXi + !:Ix' + S.3X3 '-?. •) 

\ ·- '-

'"'"2 = b1Xi + b0Xb + b ... x~ 
I e,:_. ·~- :J ,, 

l ~- ;::: clxl + 0 r;X 6 + c3x,\ ·3 
"'· C. 

we1 ke n8.tuurlijk eveneens orthogona'.",.l is. 

Men h:i zich a.:fvragen of een trans:Eorm£1.tie vrm het gevonden type 

ook doc•r :cc,t'.:~-1.;ies te bewerkstelligon is 1 of uaders gezcgd, of er een 

aRnt•1~- ::.·,,-tat:: Js to vin,_'L'l":1. ts, wA.rrdoor bet stelsel o:;~yz in het stelsel 

OX• YI j 1 ·.vord t ovcrgcvv .. ,:·:L Inderdui::i.d kan di t bereikt worden.. Tieschouw 

daa-::t,D het vlak door OZ an Z' dat hot X:OY vlak in o:·r1 snijdt. Pas nu. 
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eerst uitgno.nda vRn bet ~telsel 
een rotatie om de Z-as toe, 
(over een hoek {f), wi:virdoor 
dit stelsAl overeea·~ ~.n hot 

OXYZ 

dus 

\ Xl = X COSCj+ y Siner 

1 Y1 = - x sin <p + y cos <f • 
I 
'- z1 = z 

1 x2 = :x:1 cos 't' -10 z1 sin ~t'. 
,, 

; Y2 = Y1 
l 

: ... z2 ::;:: x1 sin f + zl cos 4' • 

( x' = x2 cos ..9, + y 2 sin J--
\ 

sin,)+ cos ,J ~ yt = - X2 Y2 I 

I z' z2 I. = 

A.M. 

( XI = x( coscp cosq> cosJ- - sinq> sin,h+ y(sinr CO"'-!' cos,, +cosps1n{i 

\ - z sin'j'co..J 

< y' = x(-sin<p cos4> sin~ -sin<[> cosJ )+y(~sin<"f cos 'f Sinlcosfcos~) 

( + z sin'f•in& 

z' = x cosy, sin f + y simp sin'l' + z cos f• 
Qm-L-1• Druk de hoeken Cf,4' en.J- uit in de grootheden ap•••,c; uit 
:formule (1). 

Evenals in de vlakke meetkunde naast rechthoP-k:i.ce coordi:rcaten ook 
schec-;fhoekige kunnen optredi;:n, is dat in de ruimte 111~ietkunde ook bet 
ceva.l, Wij geven de overgang van een rechthoekig e,se'.mstelsel OXYZ xi...aa:;• 
een acheefhoek:tg a.ssenstelsel 0X'Y 1 Z1 , Beschouw de punten i::;:; (110.0); 
.,t::;:; (0,1,0); j = (O,Oil) in bet oude stelsel. Laten deze resp. de 
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scheefhnelri{!'t:i roordinaten (o.1 ,n::i,n·); (b1 ,b2,b3); (cpc2,c3) bezitten. 
Ncem de punten ffiet nieuwe coordirn1.ten (1,0 10); (0,1 10); (O,O,l) weer 1'; 
j', 1£'• Dan h0eft men voor 1:en rmnt P met oude coordina.ten (xl'x2 ,x3) 

r~ :::: alxl + blx2 + 0 1 ,::3 

( 1) = a2 xl + b") x,, + c2 :x:.., '· x2 

(x3 
C, .... ) 

= 8.3 xl + b3 x2 + c" X3 .. ,, 

De matrix (a.be) is nu echter niet ortho:3onaal,. omdat de nieuwe 
coordinaatassen niet meer lcodrecht o:p elkaar behoeven te staan~ De de­
terminant {abc) is echter niet nul, want was dit wel zo, dan wa.ren de 

punten ~,~en£ lineair a:fhankelijk, dus collineair. 
De c'llkering van (1) levert ons de overgang van het nieuwe naar het 

oude steJ sel. 

Wij merken op dat de transformatieformules (l) lineair zijn in de 
variabelen, zodat een figuur f(x1 ,x2,x3)= 0 van een graad n in de 
variabelen x1,x2 en x3 door de transformatie overgaat in een figuur 
f' (Xi' x2, X3} = 0, die in de nieuwe variabe lcn Xi' x2 en ::c; eveneens vnn 
de grand n is. 

0 

Opg. s• Toon aan dat de in inhoud van het :9arallelpipedum, bepaald door 
d d . . bb i 1 • ' k' · 1 · · k · l e ric ri en_,~,_ lge.iJ is a.an {abc) • 

Opg. 3 .. Een vergelijking px + c1y + rz = s in scheefhoekige coordine.ten 
x, yen z stolt een plat vlak voor. 

Opg. 4 .. In scheefhoekige coordina.tcn luidt de verg0lijking van een plat 
7lnk cl.00r de punten P1 (x1,yi,zi) (i = 1,2,3) 

\ ,x y z 1 
' 

f x1 Y1 zl l 
= 0 

r2 Y2 z2 1 

X3 Y3 Z3 l 



- 112 -

en in pararnetc-rvoo::-sto11irg heaft mon woor voor oen willckourig punt P · 

van het vlak P = '\ I\ + /" P 2 + V P3 mo-t ) + f· + V = 1 • 

.Qpgs1 5. In scheefhookigo coordinaton luidt de vergeJ.ijking van ecn 

rechte door 2 punton P:i.(xi,Yi,zi) (i = 1,2) 

x-x1 ---- = 
1.:2-xl 

y-yl -----
Y2-Y1 

::= 
z-z1 
z2-zl 

of in parametervoorstolling P = A P 1 + j-l.P 2 ( A-t:)l = 1). 

Opg. 6,. Wat is de meetkundigo plaats dor :punten 

p = I\ pl +flP2' 

als P 1 en :P 2 vasto gogoven punton zijn, :maar ~ +/A .. niet langcr aan de 

bepaling I\ + j--t = 1 gebonden is? Beantwo ord de analoge vraag voor de 

punten P = l\P1 +))- P2 + V P3• 

Qpg. 7. Het snijpunt van 3 vlakkon mot vorgolijkine~ + vi y+ wi z =di 

(i ::= 1,2 1 3) in schecfhoekige coordinnton luidt 

x _ fdvw~ . _ fudw~ ~ _ fuvd~ 
- UVWJ 'y - UVW ~ z - UVW • 

Naast de rechthookige en scheofhoekigc coordinaten treden nog an­
dere soorten coordinaten op. Wij noomen de cylindcrcoord~natcn en de 
poolcoo·rdinaten. 

De cylindercoordinaten (z 1 r,r) van een punt (x,y,z) vindt men door 
de x- en y-coordinaten te transformeren in de poolcoordinaten r en <'p 
volgens de bekonde .. formules x = r cos({' ; y = r sing:;. 

De cylindercoordinaten spelcn een rol bij de bepaling van omwente­
lingsvlakken. 

Beschouw in het XOZ vlak de vlakke kromme f(x,z)= 0 en laat ge­
vraagd zijn de vergelijking van de figuur to bepalent die uit deze 
kromme ontstaa-t door wenteling om de z-as. Een willekeurig punt (x,y ,z) 
van bet oppervlak hee:ft dan ecm af'stand r tot z-as, die golijk is aan 
de afstand van het punt (x,o,z) tot de z-as, waaruit het door wenteling 
is ontstaan1 zodat zo'n punt voldoct aan f(r,z)= o. In cylindercoordi­
naten wordt dus een omwentelingsoppervlak om de z-as gegeven door eon 

vergelijking wa~rin de poolhoek Cf niet· optrecdt ( on o~~lf-~~rdJ). In 
rechthoekige coord.inaten luidt c'lc vergolijking dan f'(\;x +y .,z)= o, 

welke zo nodig na quadratering0n in een rationale gedaante in x, yen 
z te brengen is. 
Opg. 8. Bepaal de vergelijking van de omwentelingskegel 1 on-tsta0 ,n door 
de rechte !:. + ~ = 1 om de z-as te laten wcntelon. a C 

Opg. 9. Bepaal de verge lijking dcr omwontclingse llipsoldo ontstaar 
I(' y'-de ellips - + 7: = 1 om de y--as te laten wcnto len. 
0... 1- ·:c> 4 
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Ong .. 10. Bcp1:,,ril de vc'r"::::"!.ijk:l.ng dcr oww ntclingr,hyT)c:"'bolo1de, ontstarm 
__.,~-- t"1 " 

l~ 
•* r"l' 

door de h·•·iv ,.,1"\~01 .:: •. _ - .:~ -= l om de :::~-ns tu latt:Jn wi:intr::: len., ,Jr"'""'"' -V., ? ,,) 
n c· 

Toon a"'n d"'·:. ,~,.: r/.r.tc ;.; + ir - 1! = t: .t.I - Y.. + ~ ,:: 1 (t r;illekeurig) 
"~ ""~ - i'!. 'l C ' R ,:,. C 

gahcel o~ dit oppcr~1r~ ligt. 

0-og. 11. Bop~1.~.1 dr: •_rrrc:::~i;jkir.g vo.n de torus,. ontsta.-:,.n door do cirkel 
2 •·') "} 

(x-n) - + z'- ~-: r" (rr,:,.:·r, r,-.::· a) om do ~-3.~ to lntcn Wfi'"'tolon. 

0pg. 12. Wat stclt in sche~fhoekigo (rechthoekir,c) coordin~ten ocn ver­
gelijking van de gednrmte f(:x.,y)== 0 voor? 

Qpg .. 13., Wat stelt in cylindercoordinaten oon ve.rge1ijkif4:1 vnn ~lk der 

g •.'J.nten f(r, 'f )= O; f(z, 'f )== 0 voor? 
Een punt P(x,y,z) ia ook vast te leggen 

door zijn 3 poolcoordinaten (r,f,"J), 
waa.rin r = OP, 1' = de hoek tussen de 
vlakkan POZ en XOZ en .. 9. = L l?OZ. 

Men heeft de volgende transformatie-

en vindt voor de inverse formules 

r = Vx2+y2+z2 
tgro = y/x. 

1' f,:£.-2 
tg,3'= \ X +::£ 

2i 

J?oolcoordinaten worden veal gebruikt in de astronomie. 
Opg.1~. Bepaal in poolcoordinaten de vergelijking van het platte 
vlak a X = b. - -
OJ2g.1~. Bepaal de vergelijking in po&lcoordinaten van de torus in 
opg.11. 

0Eg.1?. Eepaal de vergelijking in poo1coordinaten van de cylinder 
metals as de recbte X=Y=Z en me~ streal 1. 

Qpg.17_. De meetkundige ple.ats der punten P waarvoor de aom der af­
standen tot twee gegeven punten E en F(brandpunten genaamd) consta~t 
(=2a) is, noemt men een omwentelingsellipso!de. Bepaal de vergelij­
ling van deze ellipsoide in rechthoekige coordinaten (stel EF=2e en 
kies het midden van EF als oorsprong, de X-as langs EF enz.). Bepaal 
oak de vergelijking in poolcoordinaten met E a.la pool en EF ala pool•· 

a.a en in eylinderooordinate!l met EF a.ls cylinderas. 
Opg .18. BepJ;1.a.YaRe analoge meetkundige plaP-ts der punten P met !PE-P]t:: 
2a eveneens de vergelijking in het analoge rechthoekige ooordinaten­
atelsel. Men vindt eea omwentelingahyperboloide (vgl. opg.10). 
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S1S-. Uitbreidint; va,n de 1-::u.clidj.sche ru.imtc. 

:De vcrzameling de.:.• runten (x, y, z), die wij tot dusverre 

beschou.wden, wordt de EucJlidi:Jche ruimtf.~ genoemd. Even;~ls met het 
Euclidische platte vlak i;ot>chied iu. breiden wij deze ruimte op 
twee~rlei wijze uit. 

Allereerst wense:1 ".Jij ook a,in evenwij dige rechten (resp. 

vlakken) een snijpunt (resp .. snijlijn) toe te kennen. Hiertoe voe­
ren wij wederom n.ieuv,e elementen in, die wij oneigenlijke pimten 

noemen .. Di t geschiedt op ans.loge wijze als i.n de vlakke ..::malytische 

meetkunde. Een punt P (x, y, z) geven wij 4 homogene coordinaten 
(X, Y, Z, W) = {~x, ~y, ?iz, ii), waarin A een willekeurig geto.l /. 0 
voorstelt. We geven de homogene coordinaten ook wel met (X1, x2 , x3 , 

x4 ) a.an. Elk punt (x, y, z) bezit dus oneindig veel viettallen ho­
mogene coordinaten. Is omJekecrd een viertal (X, Y, Z, '"r) gegeven, 
dan stel t di t indien W -f. 0 .is, het pu.nt (~, i, *) voor. De elementen 
{X, Y, Zt W) echter mot ',.: = 0 corresponderen niet met (eigenlijke} 
punten (x, y, z). Deze eleri.1enten noer.1en wij oneigenlijlce punten, be­
halve het element (0, O, O, O), da.t v,ij niet met een punt zullen i..., 

dentificeren. Een oneigenlijk punt is gekarakteriseerd door W = o, 
dus door een eerste graa::1svergelijking. Waar een plat vla.k px + qy + 

+ rz =sin homogene coordinaten eveneens aan een eerste graadaver­

gelijking voldoet (n~l. pX + qY + rZ - sTT = O), zegt men dan ook, 
dat alle oneigenlijke punten in een plat vlak (dat men het oneigen­
lijke vlak noemt) liggen. 

~- Een vergelijking pX + qY + rZ - sW = o,waa.rin J?, q, r en s 
niet alle nul zijn, stelt een plat vlak voor. 

Wij laten zien, dat de oneigenlijke punten als snijpunten 
van evenwijdige rechten optreden. Beschouw twee ev:enwijdige rechten 

· x x_ z x-.12 ,r-n z-r a= o = c en a = b = """"c"""· 
In homogcne coordinaten luiden hun vergelijkingen 

X Y Z X--;)V/ Y-qW Z-rW a = 1:i = c en ~ = -o = ~, 

dus na eliminati-e van X, Yen Z vindt men 
(pb - qa)~ = O; (qc - br)W = O, 

waaruit volgt W = 0 {tenzij \~%~\\de rang ·1 heeft, ·wat uitgesloten is; 
(waa.rom ?) en het snijpwit is dus het oneigenlijke punt (a, b, c, 0) .. 
Iedere rechte met richtingsgetallen a, b enc gs.at d.us door het one: 
genlijke punt (a, b, c, 0) 

Do oneigenlijke pu.."lten van het pla tte vlak px + qy + rz = 
vindt men door oploesen van he·t homogcne stelsel 

{IiI + qY + rz - sH = O 
l w = o 
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l!lddi •I ala snijpunten va.n twee platte vlakken (waarvan weliswaar &en 
oneigenlijk is) optroden, rodcn wRarom men zogt dat de gezochten 
punton op oen rechte liggen, die de oneigenlijke rechte van het plat­
te vlak genoemd wordt. Deze rcchte bevat slechts oneigenlijke punten. 
0J2S•-~~ Door twee verschillende punten {al of niet oneigenlijk) gaat 
een en slechts ~en rechte. Zijn de punten P1(x1, Y1, z1, w1,) en 
P2( x2, Y2 , z2 , W~, dan is de parametervoorstelling van een wille­
keurig punt P(X, Y, Z, TT) dezer rechte 

x =;\ x1 +µ.x2 ; Y = AY1 + JA.Y2 ; z =~ z1 +;tz2 ; vr = h11 +JA v,2 
o:f' korter geschreven P = ~ P 1 + /'--P 2• 
Leid deze parametervoorstelling ook af uit de vroeger gevondene voor 
het geval, dat de punten P, P1 en P2 eigenlijk zijn. Als P1 en P2 
eigenlijk zijn, hoe moeten wij dan de parameter kiezen, opdat Pon­
eigenlijk zij? 

Opg. 3. Door drie verschillende punten (al of niet oneigenlijk), die 
niet op e~n recht~ liggen, ge.at €en en slechts een plat vlak. Zijn 
de pu.nten P1 (x1 , Y1 , z1 , 77i,) (i = 1, 2, 3), leid dan de parameter­
voorstelling P = 'i\ P 1 + _pP 2 + \J P 3 af voor een willekeurig punt 
P(X, Y, Z, W) van het gezochte vlak. Toon oak aan, dat de vergelij­
king van dit vlak luidt 

XYZW! 
X1Y1Z1V/1 = 0 

X2Y2Z2W2 
X3Y3Z3W3 

Vergelijk de resu.ltaten met 
ten en vlakken. 

;t 

de vroeger gevondene voor eigenlijke punt 
Opg. 4. Door een punt en een rechte (beide al of niet eigenlijk), 
die niet door dat punt gaat, gs.at een en slechts een plat vlak. 
Opg. 5. Een plat vlak: en een rechte (beide al of niet oneigenlijk), 
die niet in dat vlak ligt, hebben een en slechts een snijpunt ge­
meen (ook in het geval dat de rechte evenwijdig ie met het vlak). 
Opg, .. 6. Twee verschillende platte vlakken hebben een en slechts 
een rechte gemeen. Luiden de vergelijkingen dier vlakken U = 0 en 
V = o, dan is de vergelijking van een willekeurig vlak door die rechte 
)u + µ.v = o 
Opg. 7. Drie verschillende platte vlakken, die niet door eenzel:f'de 
rechte gaan, hebben een en slechts een punt gemeen. Zijn de vergelij­
kingen dier vlakken U = o, V ~ o, W = o, dan is de vergelijking van 
een willekeurig plat vlak door dat snijpunt AU +ftV +\'JW = O. 
Evenals men in de vlakke analytische meetku.nde lijncoordinaten invo.er­
de, voeren wij nu vlakco~rdinaten in, Onder de homogene vlak­
coordinaten van het platte v1ak met vergelijking 

pX + qY + rZ = s 
versta.a:t men he-t vi~al {p,q,r,-e) of een e~ee e..-e~?i!t !1't_., . 
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(mits niet alle elementen nul zijn). 
Wij vinden dan de volgcmde duale resultaten geldig in de 

zojuist ui tgebrci.de Euclic.hsche: ruim"te ( ook wel projeo tiev-e ruimte 
genoemd). 

Eon punt bczit vier homo:;ene 
(punt)coordinaten. 

Door twee verschillende punten 
gaat precies een rechtc. 

Door drie vcrschillende, niet 
op een rcchte gelegen pu.nten 
gaat cen en slcchts een plat 
vlak. 

Door een punt en een rechte, 
niet door dat punt gaat, gaat 
een en slcchts een plat vlak. 

Elk punt P der rechte door P1 
en P2 heeft de gedaante P = 

= )P1 +P2· 

Elk punt P van het vlak door 
P1 , P2 en P3 heeft de gedaante 

p = 7'P1 +f p2 + YPr 

Een plat vlak is de verzamcling 

der punten, die voldoen aan een 
eerste graadsvergelijking in 
puntcoordinaten. 

Een plat vlak bczit vier homogene 
vlakcoordi.naten. 

Twee verschillende platte vlakken 
snijden elkaar volgens eon rechte. 

Drie verschillende, niet door een 
rechte gaande platte vlakken hebben 
een en slcchts een punt gcmeen. 

Een plat vlak en een rechte, die 
niet in dat vlak ligt, hebbeft een 
en slechts een punt gemeen. 

Elk plat vl'ak V door de snijlijn 
van twee vlakken v1 en v2 heeft de 
gedaante V == /\ V 1 + µ.V 2• 

Elk vlak V door het snijpunt der 
vlakken v1, v2 en v3 heeft de ge­
daan t e V = I\ V 1 + ,µ V 2 + \} V 3" 

Een punt is gelegen in ieder vlak 
der verzameling vlakken, die vol­
doen aan een eerste graadsvergelij­
king in vlakcoordina-ten. 

qpg. 8. Toon dat laatste re~~ltaat aan. 

Het vlak door de punten met ver­
gelijking 

pX. + qY. + rZ. + s\7. = O(i=1,2,3) 
J. l. J. l. 

bezit in puntcoordinaten (x,y,z,w) 
de vergelijlring 
X Y Z W 

X1Y1Z1W1 ::: 0 
X2Y2Z2W2 
x3Y3z3w3 

Het snijpunt der vlakken 
p.X + q.Y + r.Z + s.~ = 0 

1 1 1 1 
(i = 1, 2, 3) 

bezit in vlakcoordinaten 
de vergeli jking 
p q r s 

:P1q1r1s1 

Pil2r2s2 

· P343r3s3 

:::: 0 

(p,q,r,s) 
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QL?_g •• 9.'!. Toon ook doze rosul t~1.-lien arm. 

Onder de dubbQlverhoudincr van 4 collineaire punten A, B, C 
en D, waa.rbij voor C en D de paramctervoorstellingcn C =~A +,.,.v-.B; 
D = fJ :. +r:J" B gelden, verstaat men de verhouding f_ , .:, • Is dezc ge-

l ~ I'.(. 
lijk r-~an -1, dan liggcn de punten hr1rmonisch. 

Onder de dubbclvci:1:-houding (UVWT) van 4 door con rcchte gaan­
do vlak:rnn U, V, W, T, waarbij voor ·;, en T de parametervoorstellingen 

I ', 

W = ti U + ll V, T = f U + cr-v Geldcn, verstaat men de verhoudine; l, ~!.. • r ~- 1''--
Beschouw 4 collinoairo punten A, B, C en Den can r~~ate m, 

die de rcchte AB kruist. Dan is de dubbelve~houding der 4 pun.ten A, 
B, C en D gclijk aa.n do du.bbclvorhouding der 4 vlakkon ex= Am, 

(~ = Bm, >f = Cm en b = Din. Immcrs zijn do coordinaten van A (a1, a.2, 

a3, a 4), enz. on zijn P (p1, p2, p3, p4) en Q(q1 , q2, q3, q4) twee 
willckcurigc punton van m, dan heeft het vlak o< do vergclijking 
(a p q x) = O, waarbij x = (x1, x2, x3 , x4) con willokcurig :punt 
van dit vlak voorstclt. Evcnzo vindt men voor hct vlak /1 de verge­
lij!:inG (b p q :x) = O en voor X de vergc:lijking (c p q x} = o, 
maar daa.r Cop AB ligt, heeft men O =-1A +/U .. J3, dus (op q x) = 
= 'A (a. p q x) + fA,, (b p g_ :::t.) = o, dus ook ~ = AO< + f-/3> en evenzo 
b = pl)( + o-~ , waarui t de: bcwering vol gt. 

Vervolgcns brcidon wij d.e ~ proj ectieve IUimta nog ui t met niet 
redcle elementen. Wij vooGen or n.l. ook alle punton (X, Y, Z,W) 

I - ... 
aan toe, waarbij X, Y, Zen W niet allen reeel zijn, zonder dat hat 
mogelijk is zo'n punt 4 homogene reeele coordinatcn te geven. 
~-~ Bestaan er ook red~le punten met 4 niet re~ele homogane 

I • 

coordina·ton 7 

Tweo pun.ton hetcn tocgcvoegd complex als men hun homogene 
coordinaten zo kan kiezcn, da.t zij tweomn twee toegevoegd complex 
zijn, dus 2 pu.:nten (a,b,c,d) en ~',b',c',d') zijn toogevoegd com­
plex als men hceft a: a'= b: b' = c; c' =a: d'. 

Wij voeron voorts 
con nict ro¢6lc rcchto is 

' 

nog niot re06le recht0n en vlakkcn in; 
cen r0chtc, die ten hoogste 66n reobl 

punt bovat ·(iedcre rcfJlc rochtc bevat onoindig veol niot ropole 
en ook oneindig vcel ro~Jle punten); eon niet ro~!l vlak bezit 
4 homogene coordinaten, die ni0t zo to kiezen zijn, dat ze allen 
reccl zijn. 
O,E_g. _11.. De verbindi~lijn van twoe toogcvoeg{1 comple:x:e punten is 
reael. De snijlijn van twee toegcvoegd complexe vlak:ren is rcel;;!..L • 

.2.EJi~.12. Als eon re;c10 rcchto (vlak) aen complex punt bevat, ligt 
het toogevoegd complex punt er ook op. 
0RG• 1J., Een niet reeel vlak bevat ge~n 3 re,§le nict collineaire 
puntan, 
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.Ql>..G.• _1~b. Als door oon ro~ 1~Slr., r~,cht1.: oon nii:1t rC:t ... l vl..:.k gaa.t, dan 

gs.at ook h~t tocgcvoegd compl~xo vlak door di~ rcchte. 
~ Ligt o~n complex punt op een complexc rechte (of vlak), 
dan ligt het toegovoogtl complexc. punt op de tooc~~voogd com:,lexe 
rcchto (resp. vluk). 

Evonals in do vlakkc mcctkunde ocn rcchtc !. = Z isotroop a -15 
word gcnocmd, als ha.ar richtingscocfficicnt gelijk is aan ± i, 
du.a als a2 + b2 = 0 is, noomt men in do ruimte e~n rcchto met 
richtingsgctallen ( a, b, c) i::o :;roop, als a2 + b2 + c2 = O is en eon 
vlalc px + qy + rz = s isotroo-,, a.ls p2 + q2 + r 2 = 0 is. 
De onoigcnlijko punten v;;;.n iso·trope rechten liggen op de gcheel in 
hot oncigcnlijko vlak gelogcn kcgelsncde met vcrgclijl~ingcn 

x2 + y2 + z2 = O; w = o, 1irnlke 1;bolcirkel1:wordt gonoemd .. 

~g.. 16 ... _ Toon aan dat in elk isotroop vlak jaist &en iso·trope 
rechte ligt en dat dezo voldoot aan do voorwaarde, d~t zij loodrecht 
op dat vlak staat. 
~ •. J.7.-. Een raaklijn aeon oen bol uit zijn middelpun';; is i~otroop, · 
Dit ia ook het goval me·t ee:n raakvlak aan de bol uit zijn middelpunt. 

,O;pg. 1'1,. Alle bollen gaan door de balcirkel. 

~16. Oppervlakken en krommen. 
Om het gedrag van een willekeurig punt O van een algebraisch 

oppervlak met vergelijking f(x,y ,z) = O, (waarin f(x,y ,z) en veel­
term in x,y en z is van de graad n) te Qnderzoeken, versohuiven 
wij bet assenstelsel zo, dat de oorsprong in O valt. De bekende 
term ontbreekt dan in de getranaformeerde vergelijking. Laat deze 
nu de gedaa..nte 

u 1 + u 2 + • • • + un = O 
bebben, wa.arin ut een homogene uitdrukking ur (x,y,z) van de graad 
r is in x,y en z. Zij u1 = kx +my+ nz. Wij bepalen de snijpunten 
van een reohte x = pt, y = qt, z = rt door O met one oppervlak, 
dat wij met f a.anduiden. Subatitutie levert 

2 3 . t(kp + ~l + nr) + t u2(p,q,r) + t u3(p,q,r) + ••• = o. 
Wij vinden derbalve steeds een oplossing t = o, dus de oorsprong 1 

zoale, te verwaohten was, terwijl verdere snijpunten gevonden wordan 
uit de vergelijkiog · 

kp + mi + nr + tu2(p,q,r) + t2u3(p,q,r) + · ••• = 0 · 
Het ;i.a mogelijk, da.t de oorsprong nog eens ala snijpunt optreedt, 
n.l. ale p, q en r zo worsen gekozen dat kp + mq + nr = O is. 
Alle reehten x = pt, y = qt, z = rt met kp + mq + nr = O bebben 
dtta in O tw$e sam.envallende punten met f gemeen en worde.n r~!J-

:, ... :~,:fn,;/Q :C~i1..:,Jll.atll.Ht'illM'I,,_ ' In im.i.na:t ta , IUH!I:, .. &~ :,,a.1--.,.-:~il~,L '&~1~:,;;,ii,:111~~ 
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deze recht-0n alle door O gcande,reohten zijn, die in het platte 
I 

vlak met ve:rgelijking kx + my +lnz = 0 liggen. Dit vlak V wordt 
daarom wel bet raakvlak in O a.an f genoemd. De vcrgolijking hier­
van luidt dus kortweg u1(x,y,z) = O. Wij merken nog op, dat do 
enijkrom.me van f en V in O een dubbelp1.IDt bezi t .. Dit tonen wij 

het gemakkelijkst aa.~ door het aasenstelsel zo te dra~ien, dat 
het xOy vlak eamenvalt met Y. nc vcrgclijd.ni; van V luidt dan 
Z = 0 en die v1:m f ii:: dan 

Z + u2(X,Y,Z) + ••• = 0 
De snijkrornm& voldoet due aan 

u 2(X,Y,O) + u3(X,Y,O) + ••• = 0 
en di t is een vocl tE;rm in X 1;m Y, wal:l.Tvan a.lle termen van de 
Oe en 1e: graad in X en Y ontbrekcn, zodnt hiervoor de oorsprong 
een dubbelpunt is. Al na!:.r golang d,aa.rvan of 

( .. ,, y· o) ,.,. 2 2 r~ y2 
u2 A' • = a11A + a12 I+ a22 

reele versohillende, srunenvallende;da.n wel toegevoegd complexe 
lineaire factoren bezit, is dit dubbelpunt eon gewootl dubbelpunt 

of knooppunt, eon keerpunt, dan wel een ge1soleerd dubbelpunt. 
In het ecrste geval bestaat de doorsnijding van Ven f uit twee 

roele door O gaa.nde r~chten, en noemt men O een hyperbolisch 
punt; in het tweede geval heet O een parabolisoh punt; in het 
derde geval, dat bij elk reeel punt van een reele bol optreedt, 
heet O een elliptisch punt. 
O~g. 1. De doorsnijding van een reele bol met zijn ra.akvlak in 

.een zijner reele punten bestaat uit twee isotrope rechten. 
De; geve.llen werden ondersoheiden naal:" de a.a.rd van de ont­

bindbaarheid van de vorm a.11~~ + 2a12x:Y + a22Y2,dua naar het teken 
van de determinant = 

D l a11 e,12 l " r-1 ~ 0 2 =1c ~ a I= ~11-22 - ~12 ; 
zij corrcspoi~ere62met do gevr.:.llen n < O, D = 0 dan wel D > 0. 
Oim• 2. Voor B-.;n oppervlnk met vcrg(;;lijking z = c(x,y) heeft men 

2 ,,2. ··~ 2 
D = ~ • _~, ~ - ( ~) 2 ook wel kortwcg gesch:-even 

"t:X f'W 2 ..:x ,'Y , 
D = gxx?yy-g-xy , waerbij olk der afgcleiden te nemen is voor de 
waarde, die zij in de oorspronG aa:onemen. · 

Voor een oppervlak t( x,3, z) = 0 heeft men 

Zx=• f/fz; zy= -fy/f.i Het raekvlak in de oorsprong aan dit opper­
vlak heeft dus de vdrgelijking 

x(*t + y(*). + (*)0 = 0 
en het ra.akvla.lr in een ~i;nt (a,b,c) van f luidt dus . 

(x-a) ,M + (y-b)~ + (z-o)* = 0 (bierin is ~ _<lf~~~,z~ ~ 
genomen in het punt (a,b,o~. 

Wij geven bierva.n nog een and.ere ,atleiding~ Beechouw de 

dooranijd1ng van f met bet vlalt x = a .. l)eze vo;doet a.an f(~itt!l.~• 



en de doze 

) , 

- 1 

0 

A. 

in punt P(c,b,c) luidt 

3 riohtir.ga-

:\ f 
ellen (0, - ~' bezit. Evenzo heeft de n in P n:u 

aen doorsnijd van fen het vlelt y = b de 3 riohtingsgetel-
len z, 0, - ¥x), zodat bet raa.kvlak in P, dat z,, be e raak-
1 nen bevat, de 3 richtingsgatallen (fxfz, , fz 2) of 
(fx, fy' fz), te nemen in punt P, bevat, waarmedo de gezochte 
vergelijk is terugge • 

Voert men coordinaten (X.Y,Z,W) in, den gaa.t bij 
X x = W enz, de vorm f(x,y,z) over in de in Y,Z,W homog~•-

n(;/ vorm .. ) _ _, F (x 2 \,J )' 
) \./\/ I Y} . l I ' J 

w~arin F homogeen 
F{X,Y,Z,W) 
en verder 
(A,B,C,D) van 

( ,l(_ - I' 
'vJ 

dus 
f JF W ~F 

X + Z ~ = -· (A:::;$, 
zodat men tenalotte vindt :0 

'?JF Q..f '<l F 
X ,,,, + + Z :) C + W O j:) = 0. 

homogene vorm 
+Z F +W -~ F = nF 

?l\,,I 
in het punt 

luidt 
) = o, 

B F OF)- i::r~ 
+ '\l?i + c> C - - u 0 D , 

oi2~ ~ ~. r~~~ _'.';{,~~:~~:£: r: <; '. 1 ~z J ~= _ 0 l ~{ f- ;fu_&&Y:· &.1 • 

> Y'/ r ~ f:c:· ) 

~, [.,,_\Jf/ ... +\,;, frr~ ... fx~ :itf~ -~- 1;~ -{~~~ 
-< • ., ~ le - ---...I.~---·· --·rr--- ) 

waarna man voor D = sxxi~JY - zxy2 vindt na uitoijferen 

lfx:x fx;y fxz fx 

1 f yx fyy f yz fy 
D = - 'T""¢ ..i...~, f f f .,. zx zy z 

fx fy fz 0 

Oeg. 4. Pes voor de bol (x-a) 2 + y 2 + z2 = a2 de juist gevonden 
formule van D toe om V!!.at te atellen, dat de oorsprong een ellip­
tisoh punt ia. 
Qpg. 2Y:.. Laat zien da.t bij het oppervlek x2 +y 2 -z2 = 1, alecbta 
hyperbolische punten optredcn. 
Qpg .. 6. Bepaal meetkundige pleats der paro.bolisohe pun.ten (vv"elke 

meetkundige plaa.ts men de spinodale lijn noemt) van het OPP' 
x3 + y3 + z3 = 1. 
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Het is dt.:nkbnnr, d::::.t ie:dere rechte door de oorsprong hat 
oppf.'rtflr:k f(x,~1 , z) = 0 in d0 oorsprong ten miostc twee maal 
anijdt. Dit troodt op a.ls de bovenbcschou,1do ultdrti!!.king 

kp + mq + r..r = 0 ia voor ello p,q,r, wat alochts kan els k=m=n=O, 
dus als fx = f. =f = 0 in du oorsprong. Mon noemt !wt punt O da.n t1 2j 

oen dubbelpunt vc.n bet oppervlnk. Die rechten, dio in O drie of 
moer samenve.llende punten met f gemeen hebben, noemt men dan de 
reaklijnen in O aan f. Hun richtingegetallen (p,q,r) voldoen in 
het c.lgemeen ac.n u2(p,q,r) = 0 1 dus rum een homogene quadratiseho 
uitdrukking in p,q en r. Al deze reobten door O vormon een kegel 
met vergelijking u 2(x,y,z) = O. 

Hct kan £chter gebeuren, dat ook alle coefficienten ve.n 
u 2 (x,y,z), d.w.z .. e.lle afgeleiden f:u:, fxy' •• ., fzz van de 28 

or::l.e in de oorsprong de wuorde nul aanncmen. Den is de oorsprong 
een tenminste d:r.ievour11g punt ve.n f. In het algcmcen: is een vorm 
f tearunen met -:-i~. hae.r afgelelden van de 1e, i::, .•. , (n-1) e orde 
in een ptuJ+; 0 g~,J.ijk a.P.n nul, :ma.er is ten niinste eer. der afgelei­

den van 0.0 ord,c: n r,ict gelijk ae.n nul, de.n is O een n-voudig punt 
van f en de r~aklijnen in O aan f (d.v1.z. de reohten, die in 0 
met f tenminste n+1 punten gemeen hebben) 11.ggen op de ne-graadakegel 

met vergelijking un(x,y,z) = O. 
Opg .. 7. Bepaal d€: positieve w~.arde van c waarvoor het oppervlak 

x2+ y2 + 2cxz + z 2 + 2cx - ! = O een dubbelpunt heeft., Bepaal ook 
de vergelijking van de keg~l der rauklijnen in dat dubbelpunt. 

In het gevnl van een dubbelpunt is de rRaklijnenk~gel in 
dat punt van de tweede gra~d. Zoals wij later zullen zien, zijn 
~r 4 hoofdtypen van tweedegraadskegela: de reele kegels, de ima­
ginaire kegels, de vlakkenp~rcn en de dubbelvlakken. De optreden­
de dubbelpunten noemt men in deze geve.llen resp .. conisohe punten, 
gelsoleerde punten, biplaneire punten en uniplanaire punten. 
02g._8. Onderzoek het karakter van het beschouwde dubbelpunt uit 
opg. 7. 

Behalve de laegste-grne.dstermen van f(x,y ,z) = 0 leren ona 
de hoogstegrar.::.dstermen ook i.ets over bet oppervlak f. Gaat men 
n.l. op homogene eoordin~ten over, dan krijgt f tot vergelijking 
F(X,YtZ•W) = O en de oneigenlijkc punten ve.n f voldoen dus ann 

~F( X,Y,Z,\i} = 0 ,F(X,Y,Z,O) == 0 \un(x,.y,z)=C 
l W = 0 , dus aan t W = 0 ,due ru:tr.\ w = 0 • 

De vergelijking u (x,y,z) = 0 is hQmogeen in x,y en z en stelt een 
e n 

kegel van de ..n gra~d voor, die het oneigenlijke vlak volgens de­
als 

zelfde krotmne f anijdt. 
Twee oppervla.kken Fen G snijden elkear volgena een kromme 

li;jn.Zijn de graden der oppervlakken m en n, dM is de aniJ.k~<;>~e 
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in het algemeen van de grae_d m n, d.w.z. een willekeurig viak 

snijdt deze in m n punten~ Immers zo•n vlak snijdt F volgens 
e · e een m grae-as-kromme f en G volgens een n graaas~-kromrne g en de 

krommen f en g hebben, zoals in de algebra we1--d bcwezen, m n snij­
punten gemeen. Natuurlijk kunnen 2 of meer dier punten samenvalJ. 
len ~ dit kan zelfs optreden bij ieder de:r doorsnijdingen van 
f en g met ieder snij vlak. In dat geval re.ken F en G elkaar in 

het algemeen in zo•n punt. 
Een krormne k is dus voor tesliellen door twee vergelijkingen 

f(x,~,z) = O; g(x,y,z) = 0 
(vgl. b.v. de reohte lijn). De snijlijn der raakvlakken e,an Fen 
Gin een punt P der kromme noemt men de raaklijn aan kin P. Zij 
P(a,b,c), den vo~doet die-.rfaklijn aan , 
(x-g)~r( + (y-b)M + (z-c);C'_=O en (x-a);a+ (y-b)it+ (z-c)!! = u~ 
e~l :i.s dus de rechte x-{!_ t_J - b ·~- c. 

T---,::-- = -;;-· f' - . I . /' 
Ts,y,- fr•.}6 7 c J t:t_ - 7a_J r: ia} {, --r .t,J <# • 

.it:e1~i ruj_.11te-kromme ker~ men in parametervoorstelling geven 
doo;:' de 1:rntr.ek.\.,:ingen x = x(t); y = y(t); z -:.: z(t). Men kan dan 

door elimil1,,.tie ve.n t dB kromme ook door ae twe8 onafhankelijke 

betrekkingen f(x,y,z) = O; g(x,y,z) = 0 geven. Men vindt door 
a ifferent ie(➔1·en nae.r t 

dus 

Hieruit volg0n voor de raaklijn in het punt P(a,-u,c) der ruimte­

krorJ1IJ1e de vergelijkingen f~a) = f;b)" = (;tc)l?• Is de kromme in 
homogone coordinaten gegeveA ~oor t p 

X = X(t); Y = Y(t); Z = Z(t)J W =W(t), 
dan vindt men x = **+ enz., dus in het punt P(A,B,C,D) der 
kromme luidt de raaklijn 

X A'• Y B Z C 
w IT- "" w - D W - IT , 

TIA1 -JU)' = DB' -BDT = DC i -CD f 
dz(t) we.arin .A' == a.r- , genomen in het punt P, enz. nit houdt juist 

in,dat de rang van de matrix 

\
x Y z w :' 

! 

,!, :, ~. !,J 
gelijk is aan 2. 

QP.g. 9. Bewij s di t. 
Een raeklijn in een punt. P van een kromme heeft in l> ten 

minste twee snijpunten met de kromme gemeen. Dit is bij de kromme 
x = x(t)1 v = v(t)1 v. = ~(t.) l-in het mint "PfR~lLn) nnk Ali:: uo1a'ft 
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in te ~i~n. ~~:1.;} a= :;=(s), ·:; -~ ~·(1); c,;; ~(11), d·ta ~ij a de para­
metarwri.,..,rde, {!,1.•~ bij :p behc>o,:t •. ~J..:ihoort bq ver r:r:;:er punt Q de 
P•".1'~metervtr:.a':'·h, u, d .. ;.n is do i·c:rgelijl::1.ng :1cr ?.'!:,~Y,; 1J PQ 

X - _,_-~ 
--.... ~r.:-..,- = Y.( 8) -.{ l•t~, 

N::.,1 ,:;rt 1: to·:, c, dus Q tot P, dun h.:•;ert een l ir.;ietovergnng one 

Jt·.-;:;,. i,;.,¥ ... l· Z-C x::- = ~-:-+ = -;;-T• 
- .t' ..v:p "'P 

Ieder plc.t vh?.k door de raakli~n is een r~akvle.k nan de kromme. 

Een vlak door 3 punt en der kro:rmn.e met pe.rametcrwaarden s, u e:l v 
heoft tot vergelijking 

dus 

:r: 

:~( s) 
z(u) 
•?t V) . ,.,. ·~ 

; :r: 

' f y ! <:-:, \ t· •. . ~) 

y 

:;( s) 
• t,l) I, i,, 
(.· ' . 
iv ( \") 

z 1 
z( s) 1 o, ::::: 

z(u) 1 
z( v) 1 

y 

y(s) 
l.:-f '"')--,,.f ·1·.-._ r- : - ... ~ \ __ .. ,," 
):-: , E' ) - 2 ~~ \ n) + X ( V) 

dus na lj~i0tov8rgang 

y(s)-y(u.) 

y(a)•-2y(u)+y(1r) 

j ~- ] z 1 i 
! ..,."\. 

{ l 
1 10, I) 0 0 I = ' 

I 
i ~ ! b! er 0 
,i " I ·o l ~ Cr t 0 t /"':. j I 

en i:::i ho'!".og:;:;b~ · coordino.ten 
1 '"0 '11' z w l 
(A , ... \ ' iA B C 

D I o .. = 
' • t 13' C' D' \ .:1. 

\1i.' • B t' C'' D • • 

z 1 

I I ' 1 Z\2) = 
z ( s)-z(u) 0 

z(r.;)-2z(u)+z(v) 0 

Dit leve:rt 0~1a dus de vergelijking van het platte vlek, dat in 
P drie s:r.:,menv::l::aende punten met de kromme gemeen heeft. Dit vlak 
noemt uHn het osculetievlak van de kromme. 
Opg. 11.:.. Bepr.H".l het oe,:,ulD,tio'llak van de cirkel x2+ y2= 1, 

z = O. }~v0neons det van de kr-:nnmE;; x = t; y = t 2; z = t3 .. 
De v2,~:;j0meling der raaklijnen van een ruimte-kromme noemt 

men het. tf' ... ngentenoppervle.k der krc1:1•r1e. 

Qn,q:. i 2 .• Bepaa.1 het te.ngentenoppcrvlak van de krornme 
~:'---- . 2 . , 2 

X = t, y = t , Z ~ (t+1; . 

o, 
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§ 17. Oppervlakken van de tweede graad. 

Wij vonden reeds eerder dat een bol gegeven wordt door een 
vergelijking van de gedaante 

f(x,y,z) = x2+ y 2+ z 2 + 2ax + 2by + 2oz + d = O, 

11,aarvan __ bet _ middel_pun,t M ligt in (-a, -b, -c) en de straal R gelijk is 
~an Va2+ b 2+ c2 - d. Ook als a 2+ b 2+ c2- d ~ 0, zeggen wij dat de be­
schouwde vergelijking een bol voorst~lt. De vergelijking 

F(x,y,z) = A(x2+ y 2+ z 2) + 2Bx + 2Cy + 2Dz + E = 0 
stelt voor A f O een hol voor en voor A= O zeggen wij, dat dit ook het 
geval is. De bol is dan ontaard in het platte vlak. 

2Bx + 2Cy + 2Dz + E = 0, 

en het oneigenlijkc vlak. 
De bol door de punten P (x.,.y.,z.)t waarbij i = 1,2,3,4, 

l. 1 1 
heeft de vergelijking 

I x2 ++y2 + z2 

X 2 + y 2 + Z 2 
1 1 1 

x2+y2+z2 
2 2 2 

x32 + Y32 + z32 

X 2 + y 2 + z 2 
4 4 4 

X y 

x1 Y1 
x2 Y2 

:Z:3 Y3 

X4 Y4 

z 1 

z1 1 

z2 1 = o. 
Z3 1 

I z· 1 4 
9pg. 1~ Bewijs dit. Wat vindt men als de 4 gegeven punten in 1 plat 
vlak liggen? 

Door 3 punten gaan oneindig veel bollen. Immers aan de 5 ho­
mogene coefficienten van de vergelijking van een bol door die punten 
worden 3 lineaire condities opgelegd, zodat,....tenminste \ oo 1 oplos­
singen gevonden warden, welke als een lineair compositum van 2 willeke'llP.l 
rige verschillende oplossingen (die aanleiding geven tot 2 bollen f = 0 
en f 1 = 0) te schrijven zijn, zodat men voor een willekeurige bol door 
die 3 punten de vergelijking ;\ f + / . .L r1 = O vindt. Men noemt bij twee 

gegeven bollen f = O·en f 1 :::: 0 de verzameling der bollen met vergelij­
king /\ f + )A f 1 = 0 ( \, J--<- willekeurig) een bolleribundeL. Wij vinden 

dus dat de bollen door j punten tenminste een bollenbundel vormen. 
Jtlle exemplaren v:an een bollenbundel ), f + fl\-f1 = O gaan 

door de snijcirkel van de bollen f = O; t 1 = 0 welke men vindt als dOQr­
snijding van b. v <ii de bol f = O en het vlak f - f 1 = 0 (mits in beide 
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vergelijkingen f =Oen t 1 =Ode coefficient van x2+ y2+ z2 dezelfde 
is). Dat een bol een plat vlak volgene een oirkel snijdt, is overigena 
evident. Transformeer het asaenstelsel n.l. zo, dat dit vlak de vergelij• 
king z = 0 krijgt. De bol 

x2+ y 2+ z2+ 2ax + 2bJ + 2oz + d = 0 
snijdt dit vlak dan volgens de kromme 

x2+ y2+ 2ax + 2by + d = 0, 
die inderdaad een oirkel vooratelt. 
Opg, 2. La.at zien dat ook de snijfiguur van een bol ·. + 

2..XN' + 2bY I + 2oZW+ dW2 = O 
met een plat vlak een cirkel is. 
k Het vlak van de snijcirkel van de bollen f =Oen f 1 = 0 heet 
net me.ohtvlak van deze bollen. 

Men onderscheidt weer 3 soorten bundels, al ne.ar gelang een 
{en dus alle) bol(len) dit machtvlak anijdet>) volgens eon reele oirkel, 
een puntcirkel, da.n wel een imagimilre cirkel. 
OPS, J· In het tweede geval raken alle bollen aan het machtvlak. 

Dat de verzameling der bollen door 3 gegeven punten een bun­
del vormen, ia ook ale volgt te zien. Door de 3 punten_gaat 1 plat vlak 
en in dat vlak ligt 1 oirkel door die 3 pu.nten. Kies het e.asenatelsel 
zo, dat~deze cirkel de vergelijkingen x2+ y2 = r2j z = O heeft. Een 
willekeurige bol met vergelijking 

x2+ y2+ z2+ 2ax + 2by + 2oz + d = 0 
sni~dt vlak volgena deze oirkel dan 
~odat zijn vergelijking luidt 

en sleohts da.n ala a= b = 01 d = -r2, 

x2+ y2+ z2- r 2+ 2oz = o, 
waarin o willekeurig is, hetgeen een bollenbundel 
met 

2 2 2 2 ~ f = X + y + Z - r J f 1 = ZJ A= 20. 

f + '\ f 1 = 0 oplevert 

De f iguur ). f + µ. f 1 + v f 2 = 0 , we.ar in f = 0, f 1 == 0, 
t 2 = O drie willekeurige bollen vooretellen, die niet tot een bundal 
behoren, heet eer. bollennet. 
Opg. J• De verzameling der bollen door 2 gegeven punten ie een bollen• 
net. Omgekeerd gaan alle bollen van een net door 2 vcste pun1en. ~e­
schouw n.l. de 3 machtvlakken v1 = o, v2 = o, v3 ; o resp. van ,de bol­
len f~= o, r3= O; t 3= o, f 1= O; f 1= f 2= o. Stemmen de coeffio.imten van 
x2+ y. + z2 in r1, f 2 en t 3 vreer overeen, dan heeft men b.v. 

¥1= f 2- t 3; V2= r3- f 11 v3= r1- f 2 , dus v3= -v1-v2 

dus vlak v3 ga.at door de anijlijn a der vla.kken v1 en v2• Deze lijn, 
die de maobtlijn van bet bollennet wordt genoemd, snijdt iedere bol van 
bet net in~ (al of niet aamenvallenda., al of niet reele) anijpunten, 
waaraoorbeen alle exem.plaren van bet net gaan. 
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OI,?g .. 4. A.ls e a.an een der bollen rnc.kt, ra.akt s a.an alle bollen. 
De 6 machtvlakken van elk tweetal van 4 niet tot 1 net behorende bollen 
snijden elkaar in 1 punt, wna.rdoorheen ook de 4 ma.chtlijnen van elk 
drietal dier bollen gaat. 

De pooltheorie van du bol, die analoog verloopt aan de pool­
theorie van een willekcurig oppervlak van de tweede gracd (welke opper­
vlnkken quadrieken worden gene ), behandelen wij bij het onderzoek 
van die oppervlakken. Wij volstaa.n hier met enkele punten aan te stip­
pen, die ook bij de theor van de oirkel optraden. Allerecrst beschou­
wen wij de maoht van ee:n punt l:1(x0 ,y0 ,z0 ) ten opzichte van de bovenge­
noemde bol f(x,y,z) = O. Hieronder verstaan wij weer de uitdrukking 

2 2 
PM2- R2= (x0 + a)+ (y0 + b) + (z0 + c) 2- (a2+t 2+c2-d)=f(x0 ,y0 ,z0 ). 

Naast de oorspronkelijke bol f(x,y,z) = 0 beschouwen wij ook nog een 
tweede bol met vergelijking 

( ) 2 2 2 f 1 x,y,z = x +y +z +2a1x + 2b1y + 2c1z + a 1 = O, 

met straal en met middelpunt (-a1 • -b 1, -c1). Men he.eft dan voor de 
hoek r der beide bollen 

dus 

2RR1cosr,,·• = R2+ R12- IvIM12= R12- (NJ1112- R2)= 

2 2 2 = (a1 + b 1 + c1 - a1) - f(-a1 , -b1 , -c1) = 

= 2aP-1+ 2bb 1+ 2cc 1-a - d1 , 

__ 2aa1+ 2bb1+ 2cc1 -d -d1 
COS(p • 

V~2+b 2+e2-a · Va 2~b 2+c 2.;-' 
1 1 1 1 

In bet bijzooder vindt men dat die hoek recht is als 
2aa1+ 2bb1+ 2cc1- d - a1 = 0 

is. Deze voorwaarde, die dus bilineair is in de coefficienten van de 
vergelijkingen der gegeven bollen, drukt uit, dat de bollen elka..a.r 
loodrecht snijden. Juiat dit bilineaire karakter houdt in, dat de 
voorwaard~8 ien bol een gegeven bol loodreoht snijdt, een lineaire voor­
waarde oplegt aan de coefficienten van die bol. Hieruit volgt, dat zo­
wel de bollen, die 3 gegeven bollen loodreoht anijden; ale de bollen. 
die 2 gegeven bollen loodrecht anijden en door 1 gegeven punt gaa.n; 
ala ook de bollen, die 1 gegeven bol loodrecht snijden en door 2 gege­
ven punten gaa.n, een bundel vormen. Daze resultaten houden hetzelfde 
in, als men bedenkt dat de voorwaa.rde, dat een bol door een punt P 
g?at, inhoudt, aat deze bol de puntbol met P tot middelpunt loodreeht 
snijdt. 
Opg. 2: Bewija dit., 
02g. 6. De bollen die 2 gegeven bollen loodrecht snijden, vormen sen 
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bollennet. Dit is ook het gevnl rnot de bollen, die 1 bol loodrecht 
enijden en door 1 ge0cven punt gaa.n. 
Op5. 7. D~ machtlijn van het bollannet der bollen B, die twee gegeven 
bollen A1 en A2 lcodrecht snijden, staat loourecht op het maohtvlak 
van de bundel bepaald door A1 Em 1.2 • 

9PB• ¥3. De pu"ltbollen van hct net van OPE:• 7 hebben hun centra op de 
snijeirkel van de bollen A1 e:n 1~2 ; er zijn 2 pu.ntbollen van de bundel, 

bepaald door A1 en ~2, die hun centra in elk der snijpunten van alle 
bollen van het net B hebben. 
Opg. 9. De meetkundige plaats der punten die gelijke ma,hten hebben 
ten opzichte van 2 gegeven bollen, bestaa.t uit hun machtvlak. Onder­
zoek de figuur der punten, die gelijke machten hebben ten opzichte van 
3 resp. 4 gegeven bollen. 

Een bol,is een oppervlak van de tweede graad, maar niet ieder 
oppervlak van de tweede gread, welke oppervlakken men quadrieken noemt, 
en waarve.n men de vergelijking in homogene coordinaten kan a.angeven door 

2 ~ 
(1) f(x)= ~ 1x1 + 2a12x1x2+ 2a13x1x3+ 2a14x1x4+ a 22x2'+ ••• + 

2 
+ a44X4 ::::: 0,-

ia een bol. 
Hiertoe is nodig en voldoende, dat a.12= a13= a.14= o, a11 = a22= a 33 • 

Aangezien de vergelijking (1) tien homogene co~fficienten 
bevat, is, een willekeurig oppervlak van ae tweede graad bepaald, ala 
men aan zijn 10 homogene coefficienten 9 lineair onafhankelijke voor­
waarden oplagt. Zo bestaat er steeds zo'n oppervlak, dat door 9 wille­
keurige punten gaat. De vergelijking hiervan kan men weer in deter­
minantvorm schrijven 

2 
x1 x1x2 

a 2 
1 a1a2 

b1 2 •••••• 

• 
• 

• 

X 2 
2 

X 2 
3 

X 2 
4 

a 2 
4 

b 2 
4 

• 
• 

• 
• 
. 2 
l. 4 

vmarin de punten J .. (a1 ,a2,a3 ,a4), B(b1 ,b 2,b 3 ,b 4},. . ., I(i1,i2,i3 ,i4) 
de 9 gegeven punten aangeven .. Liggen die 9 pu.nten zo, dat de rang van de 

natrixl' f1: •.• e< lgelijk is aan 9, dan vindt men juist 1 quadriek .. 

. 11 • • • 14 

Wij drukken dit zo uit,, door te zeggen, dat door 9 punten in bet alge­
meen 1 quadriek gaat. Door 8 punten gaan dus meer quadrieken an ~n 
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vindt, analooc aan het gevondene bij de theorie van de bol, dat alle 
quadrieken door 8 geg&ven punten eon qundrif.kerbundel vormen, d.w.z. 

quadrieken zijn VTO.().rvan de verccli,ikingen do gedaante Af1+ fl t 2 = 0 
bezittcn, vmarbij r 1 = O en r 2 = O tvwe willeke11rige verechillende 
quadrieken z:t;.i en A en /'"' two~ variabcle ge~llen aangeven. 

Voert men verdor hot becr!.p quadricknet in, dit is de vorza­
meling der quadrieki:m met ver6elijking 

:>.. f 1 + lL. r 2 + v f 3 = o, 
waarin t 1 = O, f 2 = O on r3 = O drie niet tot een bUJ'ldel behorende 
quadriekon ae.ngeven, dan ziot men voorte eenvoudig in, dat alle quadrie­
ken door 7 gegeven punten tot een quadriekGnnet behoren. 

la.MBaande het quadriekennet zij nog opgemcrkt, dat dit in het 
algemeen 8 verschillende basispunten bosit (volgens de atelling ven 
Bezout; de vergelijkingco der quadrieken zijn elk van de grao.d 2t zo­
det er 2 x 2 x 2 = 8 snijpunten optreden). Zijn due 7 punten gegeven, 
dan vormen alle quadrieken dadaoorheen een net, wae.rvar.i die 7 punten 
uiteraard basispunten zijn en waa.rvan nlle exemplaren nog door een 
achtste vast punt moeten gaan, het 88 basispunt VW'l het net. Dit punt 
is dus bepaald door door de 7 andere en wordt wel het ermee geaeaoci• 
eerde punt genoemd. 
Opg. 10. Bepaal het geaasocieerdc punt ve.n de 7 punten 

(1 1, ± 1); (1, -1, ± 1)1 (-1, 1, ± 1), (-1, -1, 1). 
De verzameling der quadrieken )..f1 + J'· f 2 + 'v f 3 + f f 4 = 0 

(waarbij voor i = 1,2,3,4 de vergelijking t 1 = O eon quadriek voorstelt 
en elk drietal dezer 4 quadrieken niet tot een net behoort) heat een 
quadriekenkluwen. Gaat men uit vp..n quadrieken, waarvan er geen 4 tot 
een kluwsn beboren, dan vindt men hieruit op aneloge wijze een quadrie­

kenlegioan. 
Evenals bij de kegelsneden geachied is, kan men zich ten 

doel stellen om de vergelijking 2 a1jxixj = O van een quadriek 
door een orthogonale transformatie1,j van het assenatelsel in een 
eenvoudiger gedaante te brengen is en op srond van die eenvoudige ge­
dae.nte eon overzieht (clasaifioatie) v~n de diverse aoorten quadrieken 
te geven. Wij kenna'lroeds een aantal quadrieken, daar one re~ds de be­
tekenis van elk der volgende vergelijkingen bekend isi 

w2= O; xw = O; ~ = o, x2= OJ x2- 1 = Ot x2+ y2- 1 = OJ 

x2+ y2+ z2= o, x2+ y2+ z2- 1 = O; 
ORS• 11. Ga de beteken:EI van elk dier vergelijkingen na. 
Wij besobo1wen dus de elgemene vergelijking -f(x) =? a1;x1xj = O 

';:;} .., 
e~ stellen dasria voorlopig x4= 1, zodat wij weer in niet-homogane 
ootsrdinaten werka.n. Stelt men x1= x1• + P1(waari.n i = 1.,2,3; dus 0 8:en 
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versohuiving van het assenstelsel oxyz naar een ermee parallel stelsei 
o•x'y'z•), dan kan men trachten om de grootheden p1 , p 2, p3 zo te kie­
zen. dat in onze getransformeerde vergelijking de,eerste-graadstermen 
wegvallen, hetgeen inhoudt, dat daarin a 14• = a24 t = a34 • = O. De 
su.batitutie uitvoerende ziet men dat de vergelijking gaat luiden; 

a 11x, 2+ 2a12x•y•+ 2a13x'z'+ a 22y• 2+ 2a23y'z'+ 
mits geldt 

f1(p) = 8 11P1 + a12P2 + a13P3 + a.14 = O 

f2(p) = a21P1 + a22P2 + a23P3. + a24 = O 
f 3(p) = 8 31P1 + a32P2 + 8 33P3 + a34 = o. 

Hieruit zijn oplosbaar mits 

a. Z ,2+ a t - 0 
33 44 - ' 

de P1-, p 2 , p3 eenduidig 

a= ~21a22a2j PO 
8.118.1 28 13 j 
8 31F\32a33 

is. Onderstellen vdj voorlopig dat di t het geve.l is: dan vindt men 
allereerst de plaats van O' en aangezien in de getransformeerde verge­
lijking slechts termen van even graad in x', y' en z' optreden, is 0' 
voor de quadriek een middelpunt (d.w.z. ligt een punt (k,m,n) op de 
quadriek, <l8.n is dat ook met het in O gespie[;elde punt (-k,-m,-n) het 
geval). Men kan de grootheid e44 , uitdrukken in de oude ooeffioienten 

p3, en vindt 
4 

=«"S - a 1 .p. P; = f(p), (wa.e.rin weer p 4= 1 te. nemen is). 
1, j =1 J J. " 

Men beeft eohter 

844•. = f(p) = P1f1(P) + P2f2(p) + P3f3(P) + a14P1 + a24P2 + 

+ 8 34P3 + 8 44' 
dus men krijgt 

a11P1 + a12P2 + 8 13P3 + a.14 = O 

a21P1 + p•22P2 + a23P3 + e-24 = o 

a31P1 + a32P2 + a23P3 + a24 = 0 

a41P1 + R42P2 + a43P3 + 8.44 = a44 I 
• 

Deze 4 vergelijkingen in p1 , p2, p3 kunnen alleen best·e.an ala hun de­
terminant nul is, waaruit volgt 

1
1 a11 a1 2 8 1 3 8 1 4 l 

a21 8 22 a.23 8 24 \:::.-O, 

-1 8 31 P'3~ a.33 a34 

. 8 41 a.42 6 43 a44-B44 \ 
ifnA A-A ... 'A, = 0 ~ du..q R •. t = !. wn.a.rin A de !Le orde determi m=mt \ A. • .l a.~n .. 
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geeft. Op het nieuwe etclsel luidt derhelve de vergelijking van onse 
kegelsnede 

f(:x:•) = P..11x'2+ 2a12:x:•y•+ 2n13x'z' + o.22Y•2+ 2n2i''z' + 

+ n33zt2 + ~ = 0. 

Nu g,aan wij een zode.nigo orthogonr.le trr;,.nsformntie om o• uitvoeren, 
da.t in het nieuwe e.asenstelsel o• ":.:HZ c!e cocffioienten der gemengda 
termen ~''), 1_?; en '~/; ontbreken. s: ... ol d11s 

x' = 0 11~ + 0 121 + 0 13> 

Y' = c21 S + 0 22 '"} + 0 23 ~ 
' -..,... 'f) ;-z = 0 31 $ + 0 32 I + 0 33:, • 

Deze transform~tie is orthogonaal due 
':,,,. 

~ = 011:X:' + C21Y' + c31zt 

"t] = c12x• + o22Y' + o32z' 

~ = 0 13:x:' + 0 23Y' + 0 33Z'. 
Zij de nieuwe vergelijking van onze quadriek 

({ ( J) = 81 s 2 + 82 'Y) 2 + B3 s 2 + t c Q. 

Opg. 12. Waarom vero.ndert de bekende term niet bij de laatate trans~ 
formetie 'i 

Wij hebban dua f(x') -= ff> ( ~) en wegens 
:x:'2 + 1 ,2 + z'2 = 12 + '?2 +;2 

( 2) . f ( X t ) - S 1 ( X' 2 + y ' 2 + Z t 2) = ( 8 2 - S 1 ) '12 + ( 8 3 -s 1 ) ~ 2 • 

Het rechtorlid is ontbindbanr in twee f~ctoren, die linee.ir zi jn in 
·"Y} en S , dus in x', y• en z'. Dat is dus met het in x•, y• en z' 

homogene linkerlid ook het seval. Wij weten eohter, dnt zo•n in 3 
ver.-:mderlijkenhomogene quadr~tische vorm dan en alechts den ontbind­
ba~...r is, ala de discriminant nul is, w~t in ons gev~l oplevert 

8 11-8 1 8 12 e13 

a21 e22-8 1 n23 = o. 

a31 a32 a33-8 1 
Dn?..r ook f(x') - s2(x• 2 + y• 2 + z• 2) en f(x') - a3(x• 2+ y' 2+ z• 2) 

ontbindba.ar moeten zijn, v1ndt men dus dat de getallen a1, 
de wortela zi.jn van de z.,g. s•vergelijking 

e.11-s a12 a.13 

a21 a22-s a23 = o. 
. e.31 c.32 °'33-s 



Wij merken nog 
''r' 2 

81 ) 

op, dAt 

+ 82 Y)2 
I 
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de Giacriminr.nt vrm de nicuwe Vfirgelijk:ing 
72 I.. 0 + e 3 ~;, + ~ = 

gulijk is a.en s 1 s 2a 3~ = J .. , omdP.t hct product dE:1r wortols cer is:-ver[;e-
lijkinB gclijk is ~rm d~ dotcrminant ~. 

Wenst mt:n ook no£,; de richtingcn di:;;r nieuwe Ms{.m, dus de sotn.1-
len e1j to weten, dt>.n ontbinde men h.:.t linkerlid vP...g (2) en vin::3.t df'..O 
tw00 homogene fectoren in x\y' an z', rtie beide, indien nulgest~ld, 
vlakken oploveren die blijkcns hot 1·cchtcrlid vr>,.n (2) liner,ire compo-

,,... .,,,...,.. 

site. zijn vn:m '7= 0 en ~:: = O, dus £,".,!'.O uocr de :.: - i:\a,. Do richtinga-
getP..llen Vf".n doze cs zijn dus te vindcn E'.ls snijlijn der vlakkon, bo­
pe.nld door het linkerlid Vl'.'.'.n ( 2) • 

Voorbaeld. De vergelijkine;: 

f(x)=x2+ x,y + 3:x::::. + 2y 2+ yz + z?+ 2x + y + 3z 

atelt een tweede grnndocppervlnk vt1or, Vl!'.i:>.rvan hut miadelpunt (s:>.,b,C') 

voldoet ae.n / 2a + b + 3c = -2 
... 

; r>. + 4b + c = -1 

( 3P. + b + 2c = -3 
Dit is du.s het punt (-1,0 1 0). Stel dua x' = x + 1; yt= YJ z' = z. Dan 

krijgt de vergelijking de gedal' . .nte 

:x:*2+ x'y'+ 3x' z• + 2y. 2+ y. z f + z'2 + A 
a = o. 

Men hoeft, 1 1 ~ 1 l 1 1 ~ 0 I t ~ ~ 
" 

i 1 2 1 1 1 2 1 0 \ 
~ ~ ~ 2 ~ A 

A ==-

I 
= -n, dua ~. ::::: -1. 

~ 1 1 ~ ~ 1 1 0 ~ = ~ 

1 1 ~ 0 1 1 ~ -1 ~ l ~ i 
Verder luidt de s-vorgelijkine; 

( 1 
- s 1 3 I 2 2 

1 2-s 1 o, 

I 2 2 

\ 

= 

~ 1 1-s 
I 2 

dua s 1= 1 
-~1 82= ~; 83= 3, zode.t onze qundriek te brengen is in de ge-

de~nto -; 1 2 + ~ j 2 :_ 3 s" 2 = 1. 

De rieht!ngsgetellen der ..=. - r.s in bet stelsel o•x•y 1 z 1 volgen uit de 

ontbinding van 

xt 2+ x1 y 1 + 3x 1 z'+ 2y• 2+ y•z• + z• 2+ ;(x' 2+ y• 2 + z• 2)= 

== t 1 ( 3:x:' + y. + 3Z f) 2 + 14y t 2 l 
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zodr!.t de -as ge.P.t door de door do beide linc<1irs factorun v,in hut 

lantst~ lid a~..ngew~zen vle..kkon 1 dus ook optreodt ~la snijlijn dBr 

vlri.kk,:m Jx'+y'+3z' = 0 ~n y'= 0 en bijgevolG tot ricbtingegetn.llen 

heoft (-3,0,3). Hot is due de rechto 

~ = f = ~ of x~~ = ~ = 1' , dus de rechto y = O; x + z + 1 -· z.~, 

Op nnP.loee wij z1;; vir1dt men vcor de H-~s richt ingsget1;.llon, die volgen 

uit de ontbindin£ vnn 

-!x2+ x•y• + 3:x:'z'+ ;y, 2+ y'z' -~z 12::: .:..;(x'-y 1 -3z•) 2-(y 1 +2z•) 2 

en due de richtinge6etnllcn (1,-2,1) bezit. Het ie dus de rechte 

x-1-1 y z 
7~- = ~ == -=r • 

De derdc E".B van bet nicuwc stelsel sta.~.t loodrecht op de twee rGcds 

gevondcne on h0cft dua richtinGsgotnllen (1,1,1); dit ie dus de 

reohte x+1 = y = z. 
Le-!.:;ten wlj nog even op het algemene ijevonden reaul taat, daJJ 

zien wij, d~t de quadratische vorm f(x) = }:. a1 .x.x.= 0 door ver-
i,J=1 J l J 

sohuivingen en dra.aiingen in het geval, dat do determinant a. van de der­
de orde niet nul is, te brengen is in de gedaa.nte 

s ~ 2 + s n2 + s >- 2 + ~ = o 1''.::> 2 l 3~ a • 
Later bewijzen wij, dat de wortels der s-vergelijking alle reeel zijn, 

(indien althans alle coefficienten a1j reeel zijn) zodat wij ale wij 
i > 0 onderstellen de volgende gar allen krijgen. 

~: s 1 .? 0, s 2 > 0, s 3 > O; ima,einaire ellipsoide,welke geen enkel 
reeel punt bevct. 

g_:; s 1 < O, a 2 < 0, s 3< 01 reele ellipsoide; dezt1 bevat geen reele 
oneigenlijke punten. 

~: Twee der wort els der s-vereelijking zijn positief, b. v. s 1 > O, 
a 2 > O, s 3 < O; tweebladige hyperboloide; deze bevat wel reele on­
eigenlijke punten. 

£_: Een der wortels der a-vergelijking is positief, b.v. a1 > O, s 2 < o, 
a3 < o, eenbladige hyperboloide of halsvlak; ook dit oppervlak 

·bevat reele oneigenlijke punten. 
Verder krijgen wij de gevallen dat A= 0 is rnaar nog cteeda 

a /: 0 is. Wij vinden da.n 
.i:: s 1 > O, s 2 > 0, a3 > 01 ima.ginaire kegeli deze 'bevat slechts een 
reeel punt, n.L. de oorap:rong, en beva.t geen reele oneigenlijke punten. 
§..::. Een der vmrt~la de:r s-vergelijking is negatie:f', b.v. s > 0, s 2> 0~ 

s 3 < o, reele kegols; deze bevet roi;le recb~,~,n door ,d~,, .. ~~;.~$'Y!J1 • . ,1 ~J 
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reele oneigenlijke punten. 
De overige gevallen, die kunnen optreden, zijn alle gekarakte­

riseerd door a= Oe Wij onderscheiden de gevallen dat de rang der bij 
a behorende matrix a gelijk ia aan o, 1 of 2. Als die rang gelijk is 
aan 3, krijgen wij de bovengenoemde 6 gevallen. 
Wij merken nog op, dat door verscbuivingen en draaiingen de rang van 
de matrices A en a niet verandert.Is de rang van a gelijk aan 3, dan 
heeft onze q_uadriek een middelpunt; is deze 2,. do.n heeft hij een lijn 

van middelpunten; is deze 1, dan heeft hij een vlak van middelpunten 
en is deze tenslotte nul, dan is ieder punt der ruimte ala middelpunt 
op te vatten. In welk assenatelsel deze middelpunten bepaald worden, 
is natuurlijk onverschillig; men vindt er steeds 11 evenveel". 

Is de rang van A gelijk aan 4, dan beeft de quadriek geen dub­
belpunten: is deze 3, da.n is er 1 dubbelpunt; is deze 2, dan is er een 
lijn van dubbelpunten en is deze 1, dan is er een plat vlak van dub­
belpunten en kennelijk is dit aantal dubbelpunten onafhankelijk van 
de keuze van ons c,.,i::i::enst0lGel. 

Ope5. 13. Bewijs CC':?;e oeweringen aangaande het verband tussen de rang 
van A en het aa~rt1:tl dubbelpunten. 

De Oti~rigo gsvn..lle:n, die na de reeds gevc-nden 6 gevallen kun­
nen optr~den, zijn all,;:; gekare.kterise€:cd door a =-= o. De rang van a is 
dus in die gevallPn O • ·t of 2. ( Is die rang 3, c1an krijgen wij de 
bovengenoemde 6 gevallen) .. Als de rang van a gelijk if3 aan 2, weten 
wij, dat het quadrc.t:tsche gedeelte van f(x) te ontbinden is in twee 
verschillende li~E-aire in x,y en z homogene factoren U en V, zodat 
men heeft 

f(x) =UV+ 2a14x + 2a24Y + 2B34Z + B44 = o. 
Kiest men de bisectrixvlakken van U = O en V = 0 tot ooordinatenvlak-

ken x' = O, y' = O, dan krijgt men 
x•2 + ay'2 + 2a;4x• + 2a•24Yt + 2a134z' + a'44 = o, 

Onderstel eerst a• 34 fi o. Wegens 

\ 1 0 0 a14 
A = { 0 s O at 24 = ... a, 34 2s 

, O O O a' 34 

/ a'14 a'24 a!34 e.'44_ 

is dan A fi o. Omgekeerd volgt bij s fi O ui~ A= 0 de relatie a 1 34 = O. 
In ons geval, dat A en a• 34 v~n nul verschillen, passen wij de svbsti­

tutie 

s=x'+a'14i 

I '2 

O = 8t 44 - l\..l~ -

toe en kr1jgen dan 

t C. = z t + 2 i .. , (waarin 
a 34 



toe en krijgen dnn 

t2 + 8 

Dit levert ons 
i:_i s '> O; J,. f. O; 

~1 s < O; Ji. f. Oi 
vlnk .. 
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:::: 0. 

van a is 2; iacht3 para.bolo ,. 
vri.n a. is 2; hype:rboliache para.boloide zadel-

Is echter a• 34 = 0 (dusk= 0) dan krijgen wij oe de subatitu-
tie a' 

$ = x• + a• 141 ·ry = y' + ~-

de vergelijking 

12 + s172 + o = o. 
Dit levert one de volgende gevallen: 

i:,: a> O; A= Ot rang van a is 21 c > O; imaginaire cylinder. 
e jQ_:s > O; A= OJ rang van a is 2; c < 01 elliptiache cylinder. 

11 6 ts ~<· 0; 1~ = o, rang van a is 21 c f. O; hyperbolische cylinder. 

12e: B> O; J,. = Oi rang van a. is 2; c = O; ima.ginair niet evenwijdig 
vlakkenpae,r • 

.U,::s < O; J,. = O; 
kenpaar. 

van a is 2; c = Ot reeel niet evenwijdig vlak-

Opg. 14. In elk der laatse zeven gevallen 1e t; 138 heeft men voor de m 

9:pg,. 16. 
9pg. 17. 

wortels der s-vergelijking s1 = O; s 2a3 = a. 
Een quadriek raakt dan en sleohta d.an ne.n het oneigenlijke 
vlak als a= o. 
Gana of de oppervlakken 7e t/m 136 middelpunten bezitten, 
In de gevallen 9e, 108 en 11 8 ie de rang van de matrix A 
gelijk aan 3; in de geve.llen 128 en 1Je is deze rang gelijk 
a.an 2. 

Vervolgene besohouwen wij het geval, d~'i't de rang der matrix 
a gelijk is a.an 1,. Dan weet men uit de vlakke analytische meetku.nde, 
dat bet in x,y en z homogene quadratische gedeelte van f te sohrijven 
is ala hot quadra.at van een in x,.y en z h.omogene en lineaire vorm U, 
zodet wij dan hebben 

2 
U + 2e.14X + 2a.24Y + 2a.34Z + 8.44 = 0. 

Transformeren wij one aasenstelsel zo, dat het vlak U = 0 tot verg.e­
lijking krijgt z• = O, dan vinden wij 

z12 + 2a• 14x• + 2a• 24y• + 2a• 34z• + a• 44 = O, 

dus, ala men stelt , • , • 
s• - 't a 1:4:x +a 2~Y - ' s' 2 ..._ 

z• + 34 - ,,...; ; \f -. ----- + a 44- 34 = ~ 1 
fa• 2+a• 2 

14 ,24 , I ' I 
- ~";),; X +A141 ~'1 

...... _ "1'/" ,,,., .... 

\r11 ,'1_. ~ ;> 

~ ... ~. 4zy 
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dan krijgen wij 

?"- 2 + 2 ' 0 ;,,,, a 14· = ' 
Dit kan alechts ala a 14 en a• 24 beiden nul zijn. Wij krijgen dus 
de gevallen 
ti.:= Rang va.11 a 1; a.• 14 ~ O; het oppervla.k is te transformeren tot 

~ 2 + 2a' 14 } = O; paraboliache cylinder. 

Rang a. is 11 a• 14 = O; a 1 24 j O; het oppervlak is te traneformeren 
tot 

S 2 = 2a' 24 , wat eveneens een para.bolisohe cylinder oplevert. 
Is echter de rang van a gel1jk aan 1 en is a.• 14 = a 1 24 = O, dan is one 
oppervlak van de gedaante 

"'' 2 + 2a.' ' t - 0 "' )4z + a 44 - • 

Men heeft dan de volgende 3 gevallen. 
~: Rang a. ia 1; a14 = a.24 = O; a342 - a.44 > 01 twee reele evenwijdige 

vlakken. 
"6e• R"'-""g. a i"' 1, ' t O ' 2 ' 0 + all d , • ~~ "" , a14 = a.24 = ; a.34 - a44 = ; ,,wee sam1;3nv en e 

vlakken of een z.g. dubbelvlak. 
178 : Rang a is 1; a. 1 14 = a24 = o1 a.342 - a.1 44 o, twee toegevoegd 

camplexe evenwijdige vlakken. 
In de geva.llen 14° t/m 176 heeft men voor de matrix A. 

\ 
o o o a' 141 l 
o o O a' 24 \ 

A = ,1:14 :24 :34 :: :: 'l 
De rang van A is dus ten hoogste 3. In eval 14e is die rang juist 3. 
In geval 158 en 178 is die rang juist 2 eD in geval 16e is deze 1. 
O;eg .. 18 ... I.n de gevallen 148 t/m 17e zijn de wortels van de s-vergelijkinf 

s1 = s2 = OJ a3 F O. 
Rest ons nu nog het geval te beschouwen, dat a een rang O heeft ., 

Ona oppervla.k luidt da.o 
2a14x + 2a24y +2a34z + a44 = O. 

188 : !~{~ a 24 , a 34 niet alle nul, da.o vinden wij dat f ontaard is 
in twee reele vlakken waarvan er een oneigenlijk is. 

196 : Zijn a 14 , a.24 , a.34 wel alle nul, da.n bests.at f uit het dubbelgetel-
de o-neigenlijke vlak. 

Oi?8, 19. In. de gevallen 186 en 198 heeft d.e a-vergelijking 3 gelijke 
wortels a= O, en verder is de rang der matrix A in geval 188 gelijk 
a.an 2 en 1n geval 19e gelijk aa.n 1. 
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Wij krijgen zo het volgende staat,jei 

Geval Rang A Rang a Type Standaardvergelijking 

e e 1 -4 4 3 
,, 2 2 . 2 

i inaire of reele ellipaoi- a1x +a2Y +s3z =1 

3 
4 

3 

2 

3 

2 

1 

2 

1 

3 
2 

2 

2 

1 

1 

1 

0 

0 

dei en-of tweebladige hyper-
boloide 

reele of imaginaire kegel 
elliptische en hyperbolischo 
pa.raboloide 

imagine.ire, ellipti.schv of 
hyperbolische cylinder 

reel of imaginair niet e­
venwijdig vlakl{.enpaar 

pa.rabolische cylinder 

reei of imaginair evenwij­
dig vlakkenpaar 

dubbelvlak 

een eigenlijk en een oneigen­
lijk vlak 

oneigenlijk dubbelvlak 

a x2+s Y2+s z2::::0 1 2 3 

x2+sY2+2tZ=0 

x2+aY2+t=0 

X2+sY2::::0 

2 X +tZ=O 

Wij merken nog op,da.t dan en elechts dan ala de rang van A 
kleiner is dan 4, onze qua.driek .dubbelpunten bezit en dat dan en elechts 
da.n ala die rang kleiner is dan 3, onze qua.driek ontaa.rd is in een vlak­
kenpaar, en dat dan en sleohts dan ala die rang gelijk is a.an 1 de qua­
driek een dubbelvlak is, vrnlke resul tat en ook te vinden zijn uit hat 
•aantal" dubbelpunten van f. 

Opg. 20. Onderzoek elk der volgende oppervla.kker.n xy = zw; x..y + yz +zx=O; 
x.y + xz + yz + x + y + z: O; x2- 2:xy - 2xz + y2- 2yz + z2 = O; 
2x2+ 3:.x;y - xz - 2y2-5yz - 3z2 = 60. 

Wij weten reeds, dat op een quadriek echte lijnen liggen, n.l .. 
de snijlijnen van een quadriek met een willekeurige zijner raa.kvlakken. 
Immers zo'n ra.a.kvlak snijdt de quadriek volgens een kegelanede met 
een dubbelpunt, dus volgens een lijnenpaar. Deze rec ht en behoeven · 
niet reeel te zijn. De eenbladige hyperboloide en de hyperboliache para­
boloide zijn eohter de enige twee typen van quadrieken, waarbij A de 
rang 4 bazit, welke reele rechten bevatten. Beachouw n-l• een eenbladigc, 

hyperboloidot welk te schrijven is in de gedaante 

x2 ~. z2 
~ + ~ - ~ = 1. 
a b c 

Wij schrijven deze in de gedaante 

(25 + !)(.; - !.) = (1 + :l.)(1 -I.} a c··a o c o 
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en merken op, dat een reohte 

i + ! = )\ C1+ !>a \(i - ~) = 1 - $ ( A. willekeurig) 

geheel op de hyperboloide ligt. De reohten van dit type, behorende 
bij voreohillende waarden van /\, ~ruiaen elkaar. 
Opg, 21. Bewijs dat. 

Er is eohter r.og een stol~el elkaa:: tw~e a.an twee eveneens 
kruisende reehten, n.1. de ri::cht.:::n 

i + ~ = fA( 1 - ,t;)i f-l(~ - ~) = 1 + t ( p,>..will~k.eurig). 

Een willekeurige reohto van het eerate stelsal anijdt echter 
een willekeurige reohte van het tweede stelael,,zodat htt platte vlak 
hierdoor een raak.vlak aan de hyperboloide ia. 
Opg. 22. Bewijs dit. 
Opg, 23. Bewija eenzelfde stel eigenschappen voor de hyperboliaohe 
paraboloide. 
Beide typen oppervlakken worden regeloppervlakken genoemd, da.t zijn op­
pervlakken, die opgebouwd gedaoht kunnen worden uit reohte lijnen. 
Door 3 elkaar kruisende reohten ia steeds een regelvlak te brengen. Kies 
n.l. op elk dier reohten 3 punten. Door de zo gevonden 9 punten gaat, zo­
als wij reeds aagen zeker een quadriek, dat met elk dier rechten 3 punte~ 
gemeen heeft en deze due beva.t. 

Een willekeurig vle.k door een dier reehten snijdt die quadriek 
volgens een kegelsnede, die ontaa.rd is omdat die rechte ervan deel uit­
maakt. De audere rechte. waari11 die kegelsnede onta.ard is, is de verbin­
dingelijn van de snijpunten van bet platte vllk en de 2 andere der 3 gege­
vett kruisende rechten. Die audare rechte behoort dan tot het tweede stel­
sel rechten van ons regelopporvlak, waarvan het eerste stelsel de 3 ge­
geven raohten bevat. Daar voorts iedere ontaardt1 lr.egelsnede een dub­

belpunt bezit, is ieder vlak door een rechte, die op ons regi:Dppervlak 
ligt, raakvlak aa.n het regelvlak. De doorsnijding van rpakvlak. en ragel­
oppervlak bestaat uit rechten van verschillende stelEels. 

Tenslotte vermelden wij .nog het begrip ombilicealpunten. Bij 
de ellipsoide 

2 2 2 :"2 + 5 + ~ = 1 ( met a > b >o) 
a. b c 

~ijn een aantal door de oorsprong gaende vla.kken t~ vinden, die de el­
lipsoide volgene een cirkel snijden. 
Opg. 21. Bepaal die vlakken. 
Opg. 22. Ieder vlak evenvrijdig met die vlakken 1,mijdt ,Ae ellipsoide ook 
volgens een oirkel. 

Het raekpunt van de rae.kvlakken aan de ell1psoiden evenw13dig 
1net elk der zo juiat gevonden vlaklten heet EJten om.bilioaalpunt. 



' §_ 18. De reohte lijp.,J., · 

Def. Een punt is een getallenpaar (a1, a2), waarbij a 1 en a2 niet beide 
nul zijn. De getallen a 1 en a.2 heten verhnudingsgetallen van het punt .. 

Def. Twee getallenpare:1 (a1 , a 2 ) en ( b1 , b2 ) stellen hetzelfde punt v•or 

dan en slechts dan alsj~~~~{= o, d.w.z. als de matrix van hun verhoudings-

getallen de rang 1 bezit. 

Bij 2 verhoudingsgetallen behoort een en sleohts e~n :punt~ bij een 
punt echter onbe:paaJ.a veel stellen verhoudingsgetallen. 

Twee punten zijn ver-schillend als de matrix hunner verhoudingsge­
tallen de rang 2 bezit. 

Beschouw 2 verschillende punten A(a1,a2) en B(b1,b2). Dan zijn er 
getallen A en~ te vinden, ztdanig, dat v•or een willek:eurig punt 
b(c.1 ,c2 ) geldt 

c1 ::::Aa1+fb1 t c2 =Aa2+JA'b2 (kortwe~: C =AA +JE). 

Imm.ers de getallen A en jA moeten worden_,.bepaald ui t een tweetal li,~eaire 
vergelijkingen, waarvan de coeffici~ntenmatrix de rang 2 bezit. Nu wor­

den evenwel de getallen A en /A bepaa~d ~oor ~e· 4 verhoudingsgetallen 
van A en B, maar niet door A en B zelf' •· · Im.mere ·A ve:r·andert niet, als 
men de verhoudingsgetallen van A met een factor t vermenigvuldigt, maar· 

daa:hio(?r ver~na.ert A wel (worat n. 1. { kee1: zo gr()ot) ~ O.ok worderi. )\' en 
. ' ,· . . . . ' ._,,., . . ' ,' ' ',· ' . ~ ·;· 

fA. wel bepaald door de verhoudingsgetallen van C, .maar niet door C zelf. 
' 1;,( . 

. Zij nog een vierde punt X(x1 ,x2 ) gegeven~. Dan zijn er getallen 

f · en v te vine.en, zodanig,. dat 

.. x, ~ (-:\a1 + er b1; .• X2 :=:.f a2 +Cfb2 (X =_fA +(jB). 

► De Jootheid-g.: !.:.... . heet de dubbel verhoud:ing · (A:SCX) der vier pun-

ten .A, E,X en C .. De~_.e ~~rdt wel bepaald door de pun:ten At B~X en C zelf, 
' , . ' ' ' 

~vap.t vermenigvuldigt men de ver·houdingsgetallen van A met t ~ dan wor(lt 

zowe1 )- a.ls f' door t gedeeld en blijft de dubbel verhouding dus dezelfJe. 

Anal~g~ beschouwingen gelden ten opzichte van B, C en X~ 
0-pg .. 1 1. Ga dat na. ~, · . · ,~· 

I 

Q;gg. '2 ~ J3ewij s dat de duboel verhouding (ABCX) van d.e :punt en A9 B, C en X 
· ) 1 ucJ_Cbx). · · · . ) · ·1 a 1 a 2 {. ,. 

gegeven wordt door (ABCX . =:= TbcJTaxr waar:in (ax.: ~ ,x1x2. enz, 

9J?A•. 3, .. G-a .na wannee;r een dubbelver·houcling (ABXC) nul of oneindig kan . 

zijn. 
.· ' ' ; . ' ' 

Opg. 4-• .Be.wij s ~ (ABOX) = ( BAXO) = (XO:Bl\) = (OXAB). 
Ol?£.• 5. Bew:J.js, da-t als geen tweetal der 4 punt.en A,B,C en X:samenvalt 
(ABic){ABCX) = 1.- . 

_§)pg. 6,. Be-.vijs; dat ala geentweetal der.4'pu.ntenA,B,C en X ~amenyalt 
"'. '\ ' ., ' ·, 

{ABCX) + .. (ACFX) = 1. .,, 
. ' . . . 

Uit OJ?gave 4 blijkt, dat de dubbelverhouding van een willekeurige 

der 24 pe.rm.utaties. van d~ 4 :punten .A,B,C £i:Il X steeds teru.g te brengen is 



tot zo'n permutatie, waarbij A a.ls eerste punt optreedt .. Zij verder 
( ABCX) = d, dan is we gens de opga ven 5 en 6, 

(AEXC) = 1; (ACBJ{) = 1 - d; (ACXB) = 12d; (AX.BC) =i- -¼; 

(AXCB) d - a=r . 
~212&_..1.!.. Ga na, dat 2 dezer 6 dubbel verhoudingen samenvallen 

,.,, 1$ 

..1§.:. Als d = - 1, 2 of-:-. Is d = -1, dan noemt men de punten A,::8,Q 

en X han.1onisch; men zegt oo~;: wel, dat A, B en C,X elkaar har-
monisch s~:~a~tA~. ,., 

2EL!,. als a. = ,~ of f .-:: , wa.arbi j 9 een complexe derdemachtswortel 
I 

uit de eenheid is. In dat 
X aeq_uianharmonis ch. 

geval noemt men de punten A,B,C en 

Op '.1' 8 J3e · · s (A]"' . ...,\ t ' .,.,.,.,,.,..,w · BCE\ 0 ,. • W1J : vJJ}\.,~.O.t.':.',i'"\il. i• 

Mede in ve:rband met het feit, dat d de waarde oo zou kunnen aanne­
men, definieren wij (AJ3CX) = ( d1 , d2), waarbij a1 en a2 de coordinaten van 

-~•--t,.::,v,. A1 B en C warden genoemd en in het geval, dat (ABCX) de eindige 

•,vaarde d bezi t, geldt d = ~1 • Is echter d = oo { d.w. z~ A = C of B = X), 
~ 

dan definieren wij (ABC:() = ( a. 1 , 0), waarin d1 willekeurig maar j O is. 

Evenals de verhoudingsgetallen zijn dan ook de co~rdinaten bepaald, 
d 

afgezien van een constante factor. De coordinaat d =#van A t.o.v-, 
A,:B en C is gelijk aan oo, die van B t.o.v. A,B en C is gelijk aan 0 

en die van C is gelijk aan 1. Om deze reden noemt men wel A het onein­

digheidspunt, B het nulpunt en Chet eenheidspu.nt van het stelsel 

A 1 B, C .. 
1.Vij merken verder op, dat de coordinaat van een punt X(x 1 ,x?) 

--x~ 
t.o.v. het stelsel il{1,o), 0(0,1), E(1 1 1) juist gelijk is aan ri, 
zodat de verhoudingsgetallen te beachouwen zijn als coordinaten t. o. v. 

~het stelsel J:1, 0, E. Het heeft dus verder geen zin om over verho1J.c1.ing1::i­

getallen te spreken, daar men deze al ti j d kan beschouwen als co,':5:Y'r..i r a t2:i 

t.o.v. een passend gekozen stelsel. Het verband der coBrdinaten 
(x1, x2) van een punt X t.o.v. bovenbeschouwd stelsel A,B en C en 
(x1,x2) t.o.v. het stelsel ,.:}, 0, E wordt wegens opgave 2 gegeven door 

x 1 ;- x2 = (.;.c) ( b.x) ; (be) (ax), 

ofwel 

{ kx 1 = ( nc } ( bx) 

kx2 = (bc)Cax). (k wille:ceurig /. 0) 
Dit is een verband van de gedaante 

(1) {kx1 = a11x1 + a12x2 

kx2 = a21x1 + a22x2, 

waarin de determinant a =iaij\=-(bc)(ac){ab) / 0 is als A,B en C ver­
schillend gekozen warden. Hieru.it volgt do.or oplossen 

{
~a x1 = a22x1 - a12x2 

(2) 
k x2 =-a21 x~ + a11x~-
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JJe transforms.tie ('1) en haar inverse (2) zijn homogene lineaire tra.ns-

f o:rria ties van (x1 ,x2 ) near (x1, x~p of omgekeerd. I:ies nu 3 a.ndere twee 
aan twee verechillende punten A,B en C, die tot verhou.dingsgeta.llen (of 

coordinaten t .. o.v •.. n, 0 en E) bezitten (a,,a2), (b1,b2)f(opo2)· e cotJr­
dinaten (x .. , x-,) van X t.o.v. het stelsel X.I,c voldoen dan volgens (1) 

i .::. ' 

aan 

lkx .. = (e.c)(cx) {ki:-1 .. ~ a 11 :x 1 + a .. 12x 2 ~ 1 ofwel J 1 

- •~\("'"' ) I -kx2 = ( ... ~ ✓ Qr. i. kx2 :::: a2,:x1 + a22x2 

zodat na gebruik r.1s.ken van (2) blijkt, dat ook de coc:5rdinaten (x1,x2) 

homogeen en lineair in x1 en x2 worden uitgedrukt. De co~fficientende• 
terminant van deze tranaformatie is, zeals men gemakkelijk inziet, gelijk 
aan het product 

- -
\
a11 a12 

8 21 1!22 

-a I ,., 12 e:. - k . 
-ta = a.a-,,. /: O • 

11 a-

Het verband der cotirdina ten van eenzelf de pu.nt t. o. v. twee willekeurige 

gTondstelsels A,:B,C en A,B,C wordt dus gegeven door een homogene lineaire 
transforma:tie met van nul verschillende coeffici~ntendeterminant. 

Omgekeerd als (x 1,x2) coordinaten zijn van een punt X t.o.v. een 
stelsel A,B,C en als men heeft 

(3) Jkx1 = a.1.1x1 + a12x~, 
\kx2 = a21x1 + a22x2 

dan zijn x 1 en x2 co<5rdinaten van hetzelfde punt X t.o.v. eer. 2ti:;2.sd 

At ,B 1 ,C', waarbij do oude coordinaten van A• zijn (a117 a 21 ), dio ,_;an J3 1 

zijn (a12 ,a22 ) en die van C' zijn (a11 + a 12 , a21 + a22 ). 
J Wij merken thans op 1 da.t de dubbel verhouding van 4 :punt en P, Q,R e:1 

S onafhankelijk is van het grondstelsel, waarop de coordtn:::1. ten v2.n } r Q 1 

Ren S zijn betrok:lrnn. Is n.l. P = (p1,p2), .... , 3 = (s.17 s2) in'::(•~~ c,1 

ander stelsel ABC, 'dan is die dubbelverhouding gelijk aan 

( PQ..'R.S) = Pr ""s \ ?as nu een transformatie toe van stelae::i.. A' :F; • ·J • : ~•Sc..,~.·­qr rs1 • 
in P de coordinaten (:p~ ,::P1) bezit enz. Het verband der coordinat'.n ·:·o:r::l:t 

l 1 . ..., 

dan gegeven door de formules (3), wa~ruit volgt 

k2(qr') =) 8 1141 + a12'J.2 a11r1 + a12r2\= a(q'r'); 

a21q~ + a22q~ a21r~ + 8 22r~ 

dus vindt men voor de d1.1bbelverhouding in het nieuwe stels:i3. 

f g i r • ~ ~ P • s' 1 - L~J C1J.s) 
p'r'~ q's' - ~sT · 

Men kan aan de fcrmules (3) ook een geheel andere interpretatje 
geven, en wel door op te merken, dat, ale men het stelsel A:BC vast houdt, 

hierdoor aan een punt X met coordinaten (x1 ,x2) t.o.v. ABC een punt X' 

n~st coordinaten (:iq,x2) t.o.v. hetzelfde steleel AJ3C wordt toegevosgl 

en omgel{eerd .. 
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De formules (3), welke men de meest algemene projectieve trana:formatie 
noemt, zijn dan geen coi:trdinatentransforma.ties, maar punttransformaties,. 
Bet is duidelijk dat 4 punten door de transformatie (3) overgaan in 4 pun­
ten met dezelfde dubbeliierhouding. Omgekeerd, als van .3 punten A,:B en C 
gegeven is dat zij door een transformatie van het type (3) in 3 willekeu­
rige punten A1 ,B• en C' overgaan 1 is hierdoor die transforms.tie (3) be­
pacld. Men mag aannemen dat het coordinatens"ielsel zo bepaald is, dat men 
heeft A' ('l ,O), :B' (O, 1), c• (1, 1) .. Zij A(a.1 ,a2), B(b11b 2), C(c1 ,c2 ), dan war­
den de in (3) optredende coe:fficienten, zoals men direot door substitutie 
inziet, gegeven door dG matzix 

{a1 (bc) b 1(ca)) 

\ a2 ( b c ) b 2 ( ca)/ 
\ ' 

waarvan de determinant (ac)(\c)(ca)/0 is, omdnt de drie pun~en A,B en C 
verschillend zijn. Het is verder duidelijk dat het verba.nd·. tussen de bei; 
de :puntendrietallen, ook in het geval dat A1 ,B 1 enc• niet de gr6ndpunten 
van het coordinatenstelsel zijn,ook door een stel formules van het type 
(3) gegeven wordt, want de coordinatentransformatie die A1 ,B 1 ,C 1 tot 
grondpunten nae!rt en rv~ 1.floop de gene, die A' ,B 1 , C 1 weer hun oors:pron.ke:"' 

lijke coordimaten geE,ft ( de inverse der vorige dus) veranderen weliswaar 
d, coeff:1.8ienten van de ·b6trekkingen ( 3), maar behoudBn het lineair ka­

rakter .. 
Wij kunnen de gevonden resultaten in matrixnotatie iets eenvoudiger 

schrijven,. Schrijven wij de r~lgemene punt- of coordinatentransformati.s:: :i.n 
de gedaante 

• 
x1=a11x1 + a'i2x2 

+ a22x"' ,::;: 

en noe:me·1 , ·i j 

1 -~ .._ A - (·a11 ,-.,1? \ • """ :::f!1 \ X =t ~--. 1/'. ! - a ~ ... , • ~-.. . ) • 
\ - ' ri •') 8-2 . ., l ' I X0 ' ,,-·2 \ ,:.:.. .c.i '. f:../ 

dan hebbe,1 wij X·:::.I"'.!. Ges~r<:.a eens dat wij nog eens eeri -ti::.·ansf0rre \;j -: 

B =(~11 ~12 \ toep2..r::sen, wi:. ... 1·door het punt met de coordinaten C:Z.: ~:z 2 l .-i-.,•.,::._,~. 
\ 21 22/ 

gaat in fi1,X2), dan Vi;.1!1GL wij !=BX, dus X = /J,. = ABX, zodat wij ee:n 
transformatie van het ty;;c 7. = ex vinden, waarbij C:::AB. Ui t de de-termill2h­

tentheorie weten wij tev8ns d~t \cl= IAl~I, In het geval dat X = f is C ~ I, 

waar:i.n I de eenheidematri: .. ( ;: ?i voorstel t,. In dat geval ~ ~'. AB = It dus 

J3 = A-1 , zodat uit X = J..X ~·nlgt X = A-1x, wat men ook kar. ·vinden door boi­
de leden der oorsprohkel.ljkE:: rBlatie met A-1 te vermenigvuldigen. 

Is een transforma.ti.3 A gegeven doa is door volledige jnduc-t:.f.; vo,::>:r ie ... 
dere natuurlijke n elk de~ transformaties An en A-n=(A-1 ;n i:,e de:fi~~.:; . .:.;,,,J:r..• 

2 Opg,. 9. Bepa~l A zo, dat A =I. 
Als in een of antler steleel een transformatie X = AY wc,:·:lt 
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en men de cocSrdinaten tra.nsformeert met ee.n transformatie B, due X = BI, 
Y = BY, hebft men voor h~t verband tussen ! en Y 

! = B-1x = B-1AY = B-1.ABY, 
dus als men hiervoor schrijft? = 1..Y, waarbij I de transformatie aa.ngeeft 
die het verband tussen? en Y vastlegt, A= B-1.A.B. Deze laatste form.ule 
laat ons zi~n hoe de transformatie A door d~ transformatie B wordt getrans­
form~~rd. Uit d~ laatste relati~ volgt nog BI= AB, dus A= BAB-1, walk 
r~sultaat ook direct in te zien is. 

Wij vragen ons vervolg~ns af of er punten zijn die door een tro..nsfor­
matie ongewijzigd blijven. Dit trbedt op bij de transformatie X = AT. als 
X en 'X hetzelfde punt aangeven dus als x1:x1 = x2:x2• Noemt men daze ver­
houding ?i , dan moet het gttal A zo bepaald kunnen worden dat 

(~ ( a, , -\ ) x, + c.12 x2 =0 
( 4) - ( '\)-a21 x 1+ a22 -A x2=o, 
rat voor (x1 ,x2)t(O,O) slechts kan ale 1:11 - ). aa1g_ J =0. Hebft .,men ~ be-

~1 22 ·1 
paald uit 
schrijven 

deze vergelijking, die men ook in de gedaante A - AI =0 kan 
(wat men ook inzie:t ui t X = AI = 11 'X, dus (A - )I)? = 0), de.n 

vindt men de coordinaten van het invariante punt door voor de gevonden 
het stelsel (4) op te lessen. Bij een bepaalde /\ vindt men dan steeds een 
punt tenzij a 12=a21 =0, A=a11 =a22 , maar dan is A =a11 r zodat ieder punt 
J.nvariant is, Is A ge;.;;n v~clvoud van I dan bezit de gevonden vergelijking 
voor A 

A2- A(a,,+a22) + a,1a22 - a12a21 == O 

twee reele VGrschillende, twee sa.menvallende of twee toegc;;VO(~go ~;):,11::::i~ e::i;•J 

wortels alnaar de discriminant 

( a11 +a22) 2- 4811 a22+4a, 2a21 =( a, 1-a22) 2 +4a, 2a21 ~ O 

►.is. In deze gGvalleri. noemt men de transformatie hyperbolisl"!h~ pa~~~~H'. :l ::,c:, 

resp. elliptisch. 
0,I?g, 1 o. Bepaal het type en de invariante punten der tran,'3::'P:;-'"'J:,s.t i,;; ., •,c- · 

pai=,ld door elk der matrices 

(01 11)·, <01 1)· : : 1) 0 , '·; -1 • 

O:pg. 11. Laat zien dat als ::10n de twat1 1nvarif!l-'nte punten to~c grcndpunten 

( 1 , O) en ( O, 1) van het coo!',linatenstelsel neemt, dE:__ hype:r·oolische G:!'.'ans.C _.,_,·. • 

matie de gedaante x, 
X = - J 

x2 
genomen is. 
9pg. 12. Laat zien dat al,3 men bij een parabolische transfo:r:rr:i)ti a hot punt 

( 1 , O) als invariant punt neemt, deze de geda.ante x == i + c ~:,o.r..ns-.';;:::i.t _. 

Opg. 13. Laat zien dat als men bij een elliptische tran.sfo-r·r1?1.tie ch, :rur~t~ ... 1 

(i,1) en (-i,1) als invariante punten neemt,. deze de gedaanu-· -X + C 
X::: 1 - "XO 



aanneemt. 
In de 3 beschouwde gevallen vindt men dus voor de etandaardvomen 

log X = log i' + leg c, X = i + c, resp. bgtgx = bg tgx+ bgtgo. 
Definitie. Men noemt een stel punten P1 ,P2, ••• projectief verwant met 
een stel punten P1, P2, .•. , als er een transformatie van het type (3) 

bestaat die P1 in F{ overvoert (i = 1, 2, ••• ). Twee projectieve punten­
viertallen hebben dezelfde dubbelverhouding, en omgekeerd zijn twee pun~ 1 

tenvi1:.1rta.llen met dezelfde dubbelverhouding projectief, want als A, B, Ct 

en D overgaan in A',B',C' en D' en als een transformatie van het type (3) 
de punten A, B, C overvoert resp. in A',B' en C',dan voert deze Dover in 
ec.n punt D11 met (ABCD) = (A •B t C 'D 11 ), dus wegens (1113CD) = (A 'B' C 1D t) heeft 
men dan (A'B'C'D') = (A'B'C'D"), waaruit volgt D' = D", z•dat de gevonden 
transformatie Din D 1 overvoert. 
Opg. 14. Wij vcnden in opgave 4 o.a. (ABCD) = (BADO), Bepa~l de transfor­
mati~ die A,B,C en D overvoert in B,A,D,c. Men neme A= (a1,a2) en.a. 

Opg. 15. Laat I en J twee gegeven punten zijn enc een gegeven constante. 
Bewijs, dat de transformatie,die e~n willekeurig punt A in een punt A' o­
vervoert zodanig dat (IJAA') = c,een projectiviteit is. Bepaal de transfor­
matiematrix in het geval I= (1 ,O); J = (0,1), 

Als bij een projectieve transformatie een punt~npaar A,B verwisseld 
wordt, is dit met e1k paar het geval. La.at n.l. e~n punt C overgaan in D 
en Din E, dan heeft men 

(;.:BOO)= ( BAED) = ( ABDE) , 

dus C = E, zodat]) inderdaad in C overgaat. Elk ander puntenpaar wordt ~ 

door de transformatiG dus ook verwisseld. 
Een transformati~ als de bovenstaande, die do eigenschap heeft dat 

zij gelijk is aan haar invbrse heet involutorisch. Uit het bovenetaande 
blijkt dat een projectieve transformatie involutorisch is, zodra zij een 
pa2r blementen verwisselt. 

Zijn verder I en J de twee verschillende elementen van et:Jn inveluto•­
rische transformatie dan he1;-;ft men voor een willekeurig :paa.r A,A t de relet"~ · 
tie (IJAA') = (IJA'A), dus in v~rband met opgave 5 (IJAA 1 ) 2=1, dus 
(IJAA') = J1. De,ITa~rde +1 is uitgesloten, want wij mogen onder•tellen, 
dat geen iwee~al der 4 punten samenvalt. 
Opg. 16. Ga dat na. 
Dus (IJAA') = -1, zodat elk puntenpaar ha:rmonisch ligt met de dubbelpun­
ten I en J. 

Men nocmt de verza.meling der verwisselbare paren van een involutori~ ~ 

sche projectieve transformatie e~n involutie. Alle paren die tot een invo­
lutie behoren liggen dus harmonis•h met 2 punten, die de dubbelpu.nten der 
invtlutorische projeciiviteit zijn, di~ de involutie definieert. 

Beschouw omgeke~rd allu puntenparen A,A' die harm.onisch zijn mbt twee 
punt~n I en J, Voor elk paar A,A' hbeft men dan (IJA.A') = (IJAtA) = -1, 
zodat in v~rband m~t opgave 15 waarin me~ c = -1 neme,d~ punten A en A! 

I . ~ • 
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projbctibf v~rwant zijn. Omdat db proj~ctivit~it nibt all~en A in A•• 
maar ook A' in A overvo~rt, is zij involutorisch. 

Er bestaan gebn involutorisch~ parabolische projectieve transforma­
ties. Zij nl. (1,0) het bnige invariante punt van zo'n transformatie, dan 

wordt duze door e8n matrix van d~ g~daante (a 0 ) gegeven. Het quadraat de-
r O a 

zcr matrix is ev8nwel (~~ 2:B) 8n dit is sl~chts gelijk aan I als a= ±1, 
b = O, maar dan wordt onze transformatic de identische. 

Zijn d~ dubb~lpunten van een involutie reijel, dan spreken wij van ben 
hyp~rbalischc involutie; zijn ze to~gevo~gd complex,dan van Gbn ellipti­
sche involutie. 

9pg. 17. Bepaal de algem~ne g~daante der transfomatiematrix behorende bij 
db hyperbolische involutie met dubbtlpunt~n (1,0) ~n (0,1). (Verg. opg. 9) 

Opg. 18. Hetzelfde voor de elliptische involutie m~t dubbtlpunten (1,i) 
en (1,-i) (Vtrg. opg. 9). 
Opg. 19. Hetzelfde VQor d~ hyperbolische involutie mat dubbelpunten (1,1) 
en (-1 , 1). 

X 
Stellen wij wederom J = x dan bezit e~n hyperbolische involutie 

2 
de sto.nda.:::.rdvorm xx' = C, waarbij c~ 0 alnaa.r de involutie hyperbolisch 
of elliptisch is. De meest algemene gedaante van een involutie vinden wij 

it d . d t 1 t. . t . t ax• +b f ' d ' b 0 u 1b van e mees a gemene perspec ivi ,ei x-cx'+d o cxx + x-e.x - =. 
Van deze laats~e bilineaire betrekking eisen wij nl. dat zij bij verwie­
seling van x en x' dezelfde blijft, dus symmetrisch is in x en x',hetge~n 
leidt tot a= -d, Wij vinden dan dus 

x - ax°\ of 
- cx 1-a x2 = cx1-ax2 

, b j x1 = ax1 +bx2 

De paren X,X' ene~ involntie kan men vastleggen door hun coordinaten 
(x1 ,x2 ) en (x1 ,x2) of oak door de vie~kantsvergelijking waaraan ~en~ 
xi 
-:;;:T voldoen. Beschouwen wij e6n involutie met dubbelpunten (1,0) en (0,1) 
X2 X1 X1 
dan voldoet het paar X,X' aan x•xT = c, of xx•=~, zodat de bewiiste 

2 2 
vierkantsvergelijking de eigenschap heeft dat haar wortels een constant 
product hebben. Deze luidt dus mx2+nx+cmr0 of m(x2+c)+n.x=0, of niet ho­
mogeen m(x~+cx~)+n.x1x2=o. Daar elk der vierkantsvergelijkingen x~+cx~=O 
en x1x2=0 een puntenpaar voorstelt, is een involutie dus pp te vatten ais 
Gen bundel puntenparen. Omgekeerd, als men een willekeurige bundel punten­
~aren bepaal door 

2 2 ( 2 2) m(a~1+2bx1x2+cx2) + n dx1+2ex1x2+fx2 = 0 

dus 



14) .A.M. t fl (X1X~+X2X{) = -2mb-2ne 

p x1x{ ::::: me + nf 

p x2x2 = ma+ nd, 
dus 

X1X2+X2X1 -2b -2e 
x1 x1 C f ::::: 0 

' x2x2 a d 

hetgeen een bilineair involutorisch verband tussen de pu.nten X en X' aan­
geeft, dus een involutie. 

Aan gezien een projectiviteit bepaald is door 3 paar aan elkaar toe­
gevoegde punten, is dat bij een involutie door 2 paar het geval. Zijn 
gegeven twee puntenparen A,A' en B,B', dan is de involutie die A en A' 
en ook Ben B' als paren bevat vastgelegd, dus ook de dubbelpunten daar­
van, zodat bij twee gegeven puntenparen een en slechts een puntenpaar te 

' vinden is, da t harmonise:µ is met beide. 
Zijn de puntenparen gegeven door de vergelijkingen 

(5) aix~+2b 1x1x2+c1x~=0 (i = 1,2), 

dan is de hierdoor bepaalde involutie 

m(ajx~+2b1x1x2+c1x~) + n(a2x~+2b2x1x2+c2x~) = 0 

en dubbelpunten hiervan behoren bij die waarden van men n waarvoor de 
discriminant d2z~r vergelijking 

2 (6) (mb 1+nb 2 ) - (ma1+na2 )(mc1+nc2 ) = 0 

is. Voor dergelijke waarden van men n geldt vonr een dubbelpunt (x1 ,x2 ) 

de relatie x1 :x2 = -(mb1+nb 2):(ma1+na2) waaruit volgt 

m:n = -(b2x2+a2x1):(a1x1+b1x2), 

waarna men na substitutie in (6) vindt 

(ab)x~+(oa)x1x2+(bc)x~ = o. 
Opg. 17. Als ds wortels der vierkantsvergelijkingen 

2 2 2 2 ax1+2bx1x2+cx2 = t en Ax1+2Bx1x2+cx2 = 0 

harmonisch liggen, toon dan aan aC+Ac-2bB. = O. 
Opg. 18. Bepaal met behulp van het resultaat van de vorige o:pgave op­
nieuw de vergelijking van het gemeenscha:ppH!lijk harmonisch puntenpaar 

van ( 5). 
Opg. 19. Toon aan dat als de dubbelver~ouding van de puntenparen (5) ne­
gatief is,·dit ook het geval is met de uitdrukking (ac) 2+4(bc)(ba), zo­
dat in di t gevan die paren 1::en niet re eel gemeenschappelijk paar bezi tten 
en dus tot een elliptische involutie behoren. Is genoemde dubbelverhou­

ding positief, dan is die involutie hyperbolisch. 
Opg. 20. Bij drie punten A,B en C bepaalt men de punten A1 ,B' en C' zo­
danig dat A'A en BC, B'B en CA, c•c·en AB harmonisch zijn. Bewijs dat 



ook A'A en B'C', B'B en C1A1 , C'C en A'B' harmonisch zijn. 
Bij onze tot dusverre gegeven beschouwingen over de projectieve 

rechte spelen alle punten eenzel£de rol. Dit wordt anders, indien wij 
een· der punten een uitzonderingsrol iaten spelen, en oneigenlijk gaan 
noemen. Laat dat in zeker coordinatenstelsel hetpunt (1,0) zijn. Aange­
z·ien door een coordinatentrsns£ormatie ieder punt de coordinaten ( 1, O) 

··kan krijgen 9 is het volmaakt onverschillig welk punt men als oneigenlijk 
gaat beschouwen. Wij onderstellen echter, dat men een keuze gedaan heeft. 
De volgende beschouwingen gelden dus slechts met een of ander bij voor­
baat uitgekozen punt als oneigenlijk punt en in een of ander coordina­
tenstelsel, waarin dit punt de coordinaten (1 ,o) bezit. Voor ieder an-

x 
der ( cige~:i.li.jlr)- punt ( x1 , x2 ) is dan het getal x = x; een eindig getal. 

Zij Q het oneigenlijke punt. Dan is (AB~2X)=~='b •, zo~ls onrniddellijk ui t · 

c:·g. 2 volgt~ De dubbelverhb.uding gaat hier over in een enkelvoudige 
verhouding. Is (ABQX) = -1, dan noemt men X het midden van AB. Men 

a+b heeft dan x = ~. 
Verder voert men voor reele punten nog in het begrip afstand. De af8tand 
van twee punten X en Y is bij definitie gelijk aan XY =\x-y\. Is 

(ABQX) = k (k reeel), dan is x =a~=~, dus M = l~::~f\ =)kl. De dub­

bel- of enkelvoudige verhouding geeft in dit geval dus aan de deelver­
houding der afstanden waarin het punt X het lijnstuk AB verdeelt. In 
het byzonder blijkt het midden van een ljjnstuk dus evenver van de uit­
einden verwijderd te liggen. 

Wij beschouwen verder nag projecti9~e transformaties die het onei­
genlijke punt op zijn pla2ts laten. Deze zijn van de gedaante 

r1 = a11x~ + a12x2 
of x = ax'+b, 

x2 = a22x2 

waarin 
a11 a12 

eindige getallen zijn omdat a22_;£ 0 is. Is a = e:o. b =-
a22 a22 

a= 1 dan heet zo'n _trans£ormatie een verschuiving. Deze is op te va~­
ten als een parabolische trans£ormatie met het oneigenlijke punt als 
invariant punt. Is b=O, dan hebben wij te doe~ met eon dilatatie,. Alle 

afstanden worden \a\ maal zo groot. 
9.l?.g. 21. Bewijs dit. 

De transformatie is dan hyperbolisch en bezit als invariante punten 

het punt Oen het oneigenlijke punt (mits a/ 1). 
Opg. 22. Bewijs dat ook als b / 0 de transformatie hyperbolisch is. Be­

paal haar eigenlijke invariante punt. 
0,I?g. 23. Laat zien a.at de trans£ormatie dan en slechts dan involuto­
risch is als a=1 en be~aal ook in dit geval haar eigenlijke invariante 

punt. 
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OJJ&ave 2.~. Als de eigenli.jke puntenparen AB en CD harmonisch liggen en 
a.ls O het r.:idden is van A:B, t:ewi.j~J dan voor de afstanden die:r punten 
.:i e 1 t;: ''"'A2 OE.2 l"'I" OD ..... re a .i.e .. ., = . = ...,1,... • 

Ore,ave 25. 2ij:n ~2 willekeurii..ge p·,.m-tenparen AB en CD gegeven, bew:i.js dan 

is: 

Teker .. een wi.lidrnurit=;e eirkel door A er;. B en een nndere, die de 

eerste snijdt, door~ en~- ~e gemeenscha;pelijke kocrde dier cirkcls 
snijde de r8chte ABCI; in a. Ilan ligt het gc::ochte Faar ST zo op ABCI; 
dat SU = TO = 1engte :-aaklijn ui t O aan e,in c1ier cirkels .. 

~ij zagen r&sds dat een puntenpaar bepaald wordt door een homogene 
guadratische vergelijking 

~ 2 
f(x) = f(x1 ,x~) = a 1 ~x1~+ 2a 1 ~x1x"+ a2"x" = 0 

G ! I It:. I! ~. ,:. 

:De l:eide 

• 
pun-:en va.llen sam(,n als de determinant 

a = 

is, waarin a21 = a 12 g~nomen is. 
Men no-2:mt 2 pu:nten Pen Q poolverwant t.o.v. f(:x) a.ls 

(?) f(p;q) = a11P141 + a12<P1 42 + p2q1) + a22p2q2 = O 
is. Men ziet dat dan ook geldt 

t._ ti1 c,f = ot 
i=1 aPi 

dus de :poolve:nvantschap is een symmetrische relatie. 
Omdat ( 7) een homogene bilineaire verwa.ntschap is tussen ( p1 d'2) en 

1(q1 ,q2 ) is het verband tuseen Pen Q bij vaste f een projectiviteit. 
Daar (7) symmetrisch is in (p1 ,p2) an (q1 ,q2) is die projectiviteit een 
involutie. De dubbelpuntsn ervan voldoen aan 

2 • 2 
a11 x1 +2.8, 2X1 x2 + a22x2 = 0 

en zijn dus juist de door f bepaalde puntcn F1 en F2• Bij gevolg liggen 
deze harmonis•h met Pen Q. Vallen de punten F1 en F2 samE::.n en kiest 
men P willekeurig, dan is Q = F1• Kiest men omgakeard in dat geval P = F1 , 
dan is Q onbcpdald. 

Wij formuleren nog het resultaat van pag. 145 over e~n gemeenscha:p­
pE.:lijk harmonisch paar van tw~e gE-geven puntenparen, iets anders door te 
ZcJggcn dat bi j twee quadratische vormen bE-Il punt~mpaar bestaat dat poo1-
verwant is t.o.v. bE::ide vorman. 
Tenslotte g,,..ven wij de vorm f(p;q) nog aan in matrix note.tie. Men vindt 
hi~rvoor, als wij we~r 

A ::::: I a.11 
a21 

stellen, de waarde f(p;q) 

Q. 

8.12 T"l1 41 
( J:'. (n2) a 'p = P2), Q = ~ 

22 
= Q'AP, wa.arin Q' de gespiegeld1::: matrix is van 
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Bij gevolg is f(x) = X'AX. Da.t uitdrukking f(p;q) onveranderl blijft 
bij verwisseling van Pen Q blijkt uit het feit dat deze quadratieche 
matrix van de orde 1 uitteraard g~lijk is aan zijn gespiegelde, dus 

Q'AP = (Q'AP)' = P'A'(Q')' = P'AQ, 
omdat de metrix A symmetrisch en dus A' = A is. 

§-13...!....l{_~t ula tt_e__ylak. 
Ben :;:,unt is eon stel ve.n 3 ve:r-houdingsgetallen, die niet alle nul 

zijn. Twee stellen verhou.dingsgecallen stellen dan en slechts dan het­
zelfde ~unt voor, als zij evenredig zijn. Men schrijft kortweg 
A(a1,a2,a3), waarbij het de bedoeling is, dat a 1,a2,a3 de verhoudings­
getallen van het :,unt A zijn. 

Met C = A+ B bedoelen wij ~eer, dat deze relatie voor elk der 
verhoudingsgetallen geldt, dus ci = a1 + bi (i = 1,2,3); in dit geval 

~'!ieet C lineair afhankelijk· van A en B. De matrix der verhoudingsgetallen 
van A, B en C heeft dan de rang 2. Een analoge beteltenis heeft de schrijf­
wi j z e D = 'A A + ,u.. B + " C. 

Indien A, B en C drie •.,'illelceurige verschillende punten zijn, zoda.­
nig da.t hun verhoudingsgeta.llen een matrix van de rang 3 vorm.en ( de 
:,w,ten lineair onafhankelijk zijn), dan is voor een willeke1ig rnt D 

de schrijfwijze D =A.A +fA B + "JC mogelijk. Men neme nl. l\ = ~t~ · 
p., =~:~~j; ~ = ~~~j· Deze uitdrukkingen bestaan allen omdat (a.be) p O. 

Indien voorts D lineair onafha.nkelijk is 1 zowel van A en B, als van B 
en C als ook van C en A, dan is noch A , noch p,, noch ')) gelijk aan nul. 

De getallen ?I, f- en 'V worden niet volledig bepaald door de punten 
A,B,C en D; zij zijn pas be,aald als gegeven is welke keuze voor de ver­

.._houdin6sgetallen dier punten is gedaan. 

.. V~ll 
Zij bij bovenstaande keuze van A,B,C en Den nun verhoudingsgetallen 

nog een punt X(x 1,x2 ,x3) gegeven. Dan bestaan er, analoog aan het voor­
afgaande, getallen f, ~ ,'"t zodanig fat X =.: fA + o-B + "tC. Men noemt de 

h d . 7 p X .,- ·x "t d .. d. t -,. t h t ver ou 1ngen A 1 =.: i 1 2 =.: ,;:, 3 =.: v e coor ina en van A .a.v. e 

cotsrdine.tenstelsel ABCD .. Men heeft -· ._,.,_,.,""'~! .: ~; X2 = t~~j; X3 ~ t:~~l-
'Iie~ro.fnc.ten zijn onafhankelijlc daarvan wel'.:e 
verhoudingsgetallen der punten A,B~C en X. 

keuze men doet voor de ... ~.-·~· 

Het veI·band tussen de ve::choudingsgetallen en de cotirdinaten is dus 
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of korter geschreven 

( 1) x1 = i_ a; .//x 4 
j~1 J.,.,J ,J 

'j;i t verband ( 1; is hi'..'. ,ogeen en 11.r:c~~.ir in 

coefficienterni::,z,trix bezi t de rang 
de ve::r:houclingsgetallen en de 

de co§f:ficientendeteminant 

(bc)31 (bc)12 
__ I I 

a ,o. .. \ -
l l.J ( ca) j 1 ( ca L12 -

(ab)31 (ab)12{ 

{dbc) adc)(abd) 

(verg. blz 42 bovenste regel) is niet nul. 

Opg. 1. :Bepaal de coordinaten van A, van B, >tan C en van D t. o. v. het 
coordinatenstelsel ABCD. 

- Allereerst rnerken wij nu. op 1 dat de coordinaten van het punt 
X(:x:1 ,:x:2 ,:x:3) t .. o.v- het coordinatenstelsel x 1(1,o,o), x2 (0,1,o), :x:3(0,0,1), 

x4 ( 1, 1, 1) juist gelijk zi jn aan s:1 , x 2 , x:.,_, want men heeft in di t geval 

:, = f- = v = 1; p = x 1 , <:r.:: :x:2, 1:: = :x:3• Het h~eft dus geen zin om verder on-• 

1erscheid te nakeu tussen co6rdinaten en verhoudingsgetallen. De laatste 
zijn c0Brcl.inatet1 t. n. v. een s:9eci<;1.:J,l gekozen coorJ.inatenstelsel. 

De tet:i.·ekkingen ( 1) geven dus het verband der cotirdinaten van een-

zelfde punt t.c.v. c1e twee stelaels ABCil en x1x2x3x4• 
Indien men uit (1) de grootheden x 11 x2 en x3 oplost, na~ 

is ·we gens a -J- 0, v _ndt men de inve::r ee transform.a tie 
3 ! 
~ .I. •. 

- ./ _J.J,._ V xi - ~.. a ·-.; 
J= I ., 

(2) 

raarin Ars de •:~i,10:-.· is v·an ars in de inatri:z: ( 1.ij) .. 

• .. ogelijk 

Indien e,::~z0:1.e.e punt t.o.v. een g1'cndstelsel A1 B1 C1 D1 de coordinf-'­

ten (x1, x 2, x.v bc:t:it, is het vc:,:ba.nd tussen de coordinaten (x1,x2,x.v 
en de oorspronkelijke coBrdineten (x 1,~2 ,x3 ) wegens (1) gegeven door 

3 
X I - ~ ~ l v . - <:;:.... C., •-"·-t 

J. J=1 lJ .,1 

(i = 1,?,3), 

waarin de coefficienten a 1j ne·t zo van A:, J3 •,Ct en 'D' afhangen als aij 

van A,B,C en D. :35.j gevolg hee::et 11en v1egens (2) 
.l_ ,_;i. A 

,_)/ ,.:Js..ix 
xi - <:-- ·-.. ai ➔ a k 

J=1 k=1 ., 
(i = 1,2,3), 

>:0:.~_,t het verband tussen de coord:i..naten van eenzelfde punt t.o.v. twaa 
JiJ.lekcurige co::5rdinatenstelsels ook gegeven wordt door een ho1nogene 

lineuire trans:formatie. Omdat zorrel de detE:r·minant a = \aij\ als de deter ... , 

;,1lm:m t a 1 = \aij \ -/ 0 is, is dat; ook ~1e ~ geval met de deter:ninant 

)... A a2 a1 
lb.,\, waarbij b1.k = 2_ a 1!. · kai~ want deze is gelijk aan a• - 3 = - Io. 
, iit j=1 J a a 
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·:1ij beschouwen de homogene lineaire transform.a.ties eens na.der. 
Zij 

3 
:x: -i - = ~-... 

J= ( 
(i = 1,2,3) 

can heeft rv:m 

(i -· 1,2,3) 

3 
~ "'-+"~ 

wa:~rir: c.. .. >· a .. ~·., • ::):;lrt:.ri.l ve ·:01,_:cns l:F.>t :r.,rocuctt"heorema van 2j12tric,J::J 
1 ',,: ~-~:." 1 1 : ;·~ h 

geldt voor de~;~trices A= (a~ 1 ), J = (b1.i\' C = (~1~) juist de relatic 
~u o ~ 

O = A"B, v:el::e :.:.~e: 1.o.t:.e mtm direct •::r.Ct door nog in te voeren de matrice.ci 
/ •r I ,.. ... , \ 

X -- '.,. .• . ~-? 't 
I - : 
\X.., / _, 

wa.arna rren vi:ac. t 
X = ll ·•r : • ·,r I 

... .._~ " ..,;,o\ 

i -~ t -. 
. ./\. 1 \ 

(
X 1 \. 

2 I' 
Xii ._ 3; 

..::: A:BX 11 = CX 0 ' 

... 
YI .... ,-1 d . t. . ~ -· ,. , •;;.·\rr~: J 1. e :1.nverse jla r:ix :i.s van ,:;..J 

matrix A; -f',-, ....... ,., 1 e ( 2) 
.,_, .. ~-- ,tJ,.._ -- i). 

'.) 0 \ 
\ 

I~en 1·1ePft v.:;~:-a.er 4.!'- 1 :::. A- 1A = I, wa2.rbij 

1 0 I is. 
! 

0 1./ 

Uj:t h~·c bcv,::11s+a2nde vc 1 e;t, ct:.·~ ~e 11<:-,:i:0.c,gene lir.eaire tran.sformatins, 

vira-:.rvan de ·J.c+erin.inant -J O is, een groep vormen. Deze groep is niet com'!1".u­
tatief, zo,-:.·:__•:: c~cor een ee::ivoudig ,.,-oC'rbe,~ld a.an te tonen is. 

Indi ':;)1 (e ti;1ee grondstelsels ABCD en A I B1 C' DI gegeven .zijn, was, zo,.. 
I a.1 s ---1; ••. ,,.; ,;;,··•'",c,·i:, ..... ":"· eoe1° dr,, ·'•r,-,·-ns·Po-·n···•+i· eI"1 • ........ ~, v·astgel"'ad Is 0111.0-ekeerd ,J.. "'-- :,,l ... .1..a.. ,.,..._ •~".,,.. ~' --~ ~.1 ..J·::J.t:; ... , ,,,. lJ (;"...,4.l, 4,,. .;.,.J. C:.,. l,J • "",>,1,,-L 1.,:..1. .J.,A 'OQ • '•1t.:> 

de tr2r:2f0 .'.'::I1;::.··:1 e::l.,·tr-i.x (a;;) met \n .. , 4\ l O [;ep3vGn., can geeft cle t::cc..ns•-
J -u -w .., ...... ,, 

forlll2.·t;:i.E: x .. =: .. '.::_ s.. :;:~ (i :,.- 1 1 2:2) hc1; •r~n~·end a2.n van ne cotirr:ir:atea 
l "'=1 :q J .., 

van eenzelfd.e ::,•,unt X t.o.v. tv.1e:::: stelsels A,B,C,D en A',B',C',Il', waarbij 

de :punt en A 1 , B 1 , C 1 , D' or .... '1'.liddellij}c te bep-slen zi jn door hun coBrdinaten 

t.o.v. A,B,'.J::\ v.'ant de nieuwe coordinete:1 ,_,.an A' zijn (1~0,0), duR.de 

cude coordi:1aten 7a:! A• zijn (a 11 , a 21 , a 31 )~ analoog voor ] 1 en 0 1 ter­

wijl men voe::.· c\e oude coordinaten van D1 vindt (a11 + a 12 + a. 13 , 

8 21 + 2 22 + ~23' a31 + 3 32 + 8 33). 
Zijn 7-.1.r: t!. yU:.1t~m Pt 1~,R en f; 1 wa2.~.1"va.n ae coordj.nat~nmatri::c rl.r, rs..::,,<.:; 

3 o;;;;,:,2.t, de 01).c.e en Licu·,\/e coordi:nc.-r.cn b":JkencI, A..an is da.ardoor- de .1.;ran :::, .. ~ 

fOJ.'ffi~itie;re.a"trJ.): SV::UGen:" b3p:?.a11S" 

.'.'ij heb':)en dur1 het ver·banu t'.~aser: dE:- r::ocrdinat1::,n YR:O. e:.:.n :punt t .. o.v. 

de t 1:vee grondstelsel~3 x1x2x:?4 en ::1x2x3x4 op te sporen. Neem verder 
PQHS als derdf.: cotb.,J~.na.te:-nstc:lsel en 611 id·) tie c-ct>:rdina ten in di t stelsel 

aan met (x~, x~, x~). In dit stelsel heeft men P(1,0 10) 1 Q(o.1,n' 



A1J. 151 

!t(O, 0 • 1}, S.( 1 , 1 , 1 ) • 
.Ous 

(:,gr}:x:1 = :x 11 p 1 ( sqr) + x2q 1 ( psr) + x3r 1(pqs) 
(pqr)x2 = :,q : 2( sqr) + x2q2 (psr) + x3r 2(pqs) 
(:pqr)x3 = x:11P3 ( sqr) + x3q3(psr) + i:3r 3(pqs) 

'9n evenzo 
(pqrhq = x',"t>i(s•q•:r:- 1 ) + x2q1(p'sir•)-+ x3r 1(p 1 g,'s1) 

waaruit het geilP.i.1ste verband tussen (:x 1,x2 ,x3) en (x;,x2,:x3) na elimina­
tie van. x1, x2 en x3, d.w.z. na oplossen van deze grootheden b.v. uit 
b~t eerste drie·cal vergelijkingen ( wa.t kan omdat ( pqr) •~.,to i~ \l'l i'lwl.L..n 

in het tT1eede .stel gevonden wordt. Daar bij de ove:rgang van co8rd.inaten 
x 1 enz. naar x1 enz. en ook bij die van x1 •nz. naar x1 enz. de coitti-

, cilmtendeterminant niet nul 1e, is dat ook niet hat geye.l bij de over-
~~ng van x1 enz. natr x1 

3 
De formules x 1 = L 

j=1 
(1 = 1,2,3) 

gaven het verband der coijrdinaten van eenzelfde punt t.o.v. twee ver­
schillende coijrdinatenstelsels. Zij laten echter ook een andere inter­
,retatie toe, waarbij zij het verband geven in eenzelfie coHrdina­
tenstelsel tuss1-:m tv,ee verschillende punten X(xpx2,x3) en X1 (x;,x2,x3). 
I.'.ien zegt in di t geval, dat X door een p:roj ectieve transformatie over·ga.at 
in een punt X•. Op grond van het bovenstaande is een projecti~ve trans­
formatie bepaala, hetzij door haar transtormatiamatri~ (m.its die de rang 

3 bezitte), hetzij door van 4 :ptmten P,Q,R en S (mits elk. drietal een 
, col:irdinatenmatrix van de rang 3 bezit) ook de getranaformeerde 

4 p~nten P 1 ,Q•,R 1 ens• te geven, waarin zij na de transformatie 
overg~.:1n •. 

Indien de coordinatenruatrix van 3 verschillende pu.nten A,B en C dA 
rang 2 bezit, is het niet mogelijk om een vrillekeurig punt Din de ged~an­
te D = ii A + rB + V C te brengen. Lien heeft in dat geval eohter wel 

C =·>A +,Ctr (nl. r = ~~~j; "1 = t:~~) .. Het schrijven van een punt D in 
I 

bovengenoerr..t:.e gedaante komt er d.us op neer, dat men heeft D =AA +/~:.B -? 

+\If: A+ ya--B = (A+ vp )A+ (fl+ )la-' ):s. 
2~ Indien A en B twee verschillende pun.ten zijn• dan beet de verzame­
i.ing der punten X met X = p A + 0- B ( f ,<:t"' variabel) een reohte. 

Deze rechtia A:S ie dus bepaald door haar twee punten A en :B (A 8J.1 B 

: .:Lt:;et.c~'l. op deze ,~cchte). 
De rechte is ook t& bepalen door 2 andere barer punten Pen Q wan;;) 

•-,.ls P en Q op de reehte liggen, bestaan er getallen k ,)i ,JU-,, \J met 

.F :.: ~ A + A :8J Q =fA A + Y B1 dus voor een willekeurig punt X =~A + a-:B 
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v1nd; :en~symbolisch gescbreven 

t er- ','. 
Q /A \J = o, of'wel X = I;, - ~ 'P + 
X p KY- I"'' 

waarbij opgene~kt zij 1 dat ~egens P j Q geldt 

Ap -k'cs-
J<v ... 14-~ Q, 

KV- f-A Io. 
Heeft men 4 punten A,B,C en D gelegen op eenzelfde rechte, can ba­

staan er dus getallen 'A ,p.. , p , er zodanig, da t 

c = AA + f-B; D = p A + crn. 
Men noemt dan de uitdruk1cing f.. : A de dubbelverhouding (ABCD) d•r 4 

0- f'-
punt en A,B,C en D. Op grond van de overeenkomstige definities van dubbel-
verhouding van 4 punten op een reehte in het platte vlak (§ 19} en 4 pun­
ten op de rechte lijn {§ 18) gelden de beschouwinjen over dubbelverhou­
dingen uit de vorige § evenzeer voor de zojuiet gedefinieerde dubbelver­
houdingen. In het bijzonder zijn dus ook harmonisohe en aequiha.rmaonische 
puntenviertallen op rechte lijnen in het platte vlak gedefinieerd. 

Door de projeotieve transformatie X: AX gaat de door de 2 :punten 
P en Q bepaalde rechte X = °AP -f' /-l Q over in de rechte door de punten 
P en Q, waarin Pen Q door de trans!orm.atie overgaan. Immers men heeft 
ook P = AP; Q = AQ, dus il :s). AP + }A-AQ, dus X .=). 'P + f,-Q, waarmede deee 
eigensehap bewezen is. Een v1:i.llekeu.rig punt Y = f P + tr Q op PQ gaat even­

zo door deze transform.a.tie over in een punt Y met Y = f IS + O"'tf, zodat te­
vens blijkt (PQXY) = (PQXY), waaruit volgt,dat bij de transformatie dub-
belverhoudtngen invarignt blijven~ .. ~Jl.-,· · .. 

De omgekeerde atelling, dat een transformatie, die duboelverhoudin~ 
gen invariant laat (wat tevens inhoudt, dat 4 aollineaire punten ov~r-

f gaap. in 4 collint:&.ire P!llltvnJ 00n 
proJeotieve trans~orma~ie is, is niet jaitt• er blijkt nog een ander 
soort trans:f'ormatie met deze eigenschap,1en te bestaa.n. Wij gaan daarop 
hier niet verder in. 

Een rechte lijn werd hierboven gekarakteriseerd door de betrekking 
X =AA +f B waarbij A en B twee willekeurige harer punten zijn. Door 
eliminatie van A enr uit de drie betrekkingen 

x1 = ) a1 + }t bi ( i = 1 , 2, 3 ) 
vindt men dat ieder pant X{x1,x2,x3) van de rechte lijn AB voldoet aan 

\x 1 :x:2 x3 \ ia, a2 a3 = Q 

! b1 b2 b3 
,;aldt, heeft men :x:1 = A a1 +µ. bi ( i = 1, 2, 3) mits de rang der matrix 

of kortweg (xab) ~ o. Omgekeerd als deze betrekking 

\13.., a2 a3 U 
\ib~ b2 b3 fl twee is. 

_O:pg. 12. flat vindt men ale die rang 1 is ? 

Opg .. ,3. Bepaal bij gegeven X, A en B de bovenbeschouwde fa.c-t.oren A .enfl • 
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'.Vij Vinden dus dat alle punten van een reehte lijn volo.oen a.an een 
betrekking van de gedaante u 1x 1 + u2x2 + u3x3 :: Oen een betrekking a.ls 
l , . . . .,. ,., ... I V ... .... ! 
. ... .. ,. J..,,, .,,_,., ! .,,., .... 2 "'"'3 ,\ 

iiezo leidt tot! ~u2 u1 0 / = 0 dus tot een reohte door de punten 
-u3 0 u 1 , 

(-u2 , u 11 C); (-u3, O, u 1). 

)~3. 4. Le.at zicn dat ook het ,Qnt (0, u~, -u?) op daze rechte ligt en ., ... 
dat zeker 2 der 3 gevonden punten verschillend zijn, zodat l!ten inderdaad 
:::en r"echte lijn vindt. Hen nosmt (abx) = 0 of u 1x 1 + u 2x2 + uit3 ::;: 0 de 

ve:cgel:1,j:cing van de beschouv1d€: rechte li.jn. 

_0:gg. 5. :Se:paal de vergE;lijking der rechte door de pu.nten P(s.$b,c) en 
Q(b,c,a). Aan welke relatie moeten de getallen a, b enc voldoen, opdat 

► ook het punt R(c,a,b) op deze rechte gelegen zij? 
';7ij vinden •,rerder dat 3 punten A, B en C da.n en slechts dan calline­

air zijn als (abc) = O. 
Een rechte lijn is bepaald door haar vergelijking d.w.z. door de 3 

daarin optredende coefficienten (u1,u2 ,u3), waarbij de rechte dezelfde 
blijf'-c als de 3 coefficientcn m.et eenzelfde factor / 0 worden vermenig­
vu.ldigd. I,Ten noemt deze getallen wel de ( lijn) co<5rdinaten van de rechte 

lijn in tegenstelling tot de (punt)coordinaten (x1, x2, x3) van een punt 
x. 
Opg. §.•. Bepaal de coBrdinaten der rechte gaande door de twee punten 
A(a 1,a2 ,a3 ) en B(b1,b2 ,b3). 
Opg. 7. Twee rechte lijnen zijn dan en alechts dan verschillend als 
de :matrix hunner coBrdinaten de rang 2 bezit. 

► Er is 1 punt te vinden, dat op twee ve'schillende rechten u en v 
ligt. Immers di t punt moet vol do en aan u 1x1 + u2:x:2 + uJx:3 = 0; 
-v 1x1 + v2x2 + v3x3 = 0, wa.:,.rui t precies 1 punt met de gewenst eigenschP,p 
te vinden is. 
Ong. 8. Bepac.l de coordinaten van dat punt. 

Bij twee verschillende re ch ten u en v kunnen wi j de rechte A.u +J.i.. Y, 

dat is de rechte met coordinaten ()u1 +}Av1 , )u2 +,,v-.v2 Au3 +r,v3 ). 
3 3 3 

of met vergelijking Z ( "Xu1. + ~- )x. =AZ u.x:. + /A ~ v1.x .. = 0 . 1 f . . 1 1 . 1 1 1 ?-~1 .... 
i= 1::;: J.= 

beschouwen. Het is duidelijk, als Seen punt is, dat op u en v ligt, 
deze nieuwe rechte door S gaat. 
Q.m1!__9_.._ Bewi j s di t. 

Ook omgekeerd: 
3 
', . u 1. s 1. = 0; 
&1 

::il).!'3 ( U,'VW) ::::: 0 du$ W 

De verzameling 

Als ean rechte 
3 

Z: v.s. = O; 
i=1 1 1. 

= AU +f{.V. 

der :rechten )\u +f- v ( A f- variabel; u en v vast) hc(:t 



eon rechtenbundel. Alle rechten van een bundel gs.an door 1 punt en omge­
keerd vorm.en alle rechten door 1 punt een bundel. Evenala een reohte te 
karakteriseren is door een eigenschap, die de coordinaten van elk &rop 
3elegen punt bezitten, (de vergelijking der rechte), i8 een punt te ka­
~akteiiseren door een eigenschap der co6rdinaten van elke er door gaan­
~i:i :rechte ( de vereelijking in lijncotirdinaten van het pw1t). Zij 
·:c(:: 1 ,x2 ,x3 ) een gegeven punt. Dan voldoen de col.Srdinaten (u1,u2,u3 ) van 
ellce door X ga~nde rechte u aen de betrekking u1x1 + u2x2 + u3x3 = O, 
~us een homogeno lineaire vergelijking in lijnoo6rdinaten. Omgekeerd 
stelt zo 1n vergslijking in lijnco~rdinaten al die rechten voor die door 
net punt X gaan en is dus op te vatten ala de vergelijking van het punt 
X, 

Q.uz. 10. Bepaal de vergelijlcing van het snijpunt derrechten v(v1,v2,v3) 
en VI ( w 1 , w 2 , w 3 ) • 

:Cvenals 4 op een rechte gelegen punten e·n dub'belverhouding bezit­
ten, bezitten oak 4 door een punt gaande rechten een dubbelverhouding. 
Imm.ers zijn u en v twe3 dier rechten, dan geldt over de overige reohten 

"\ (' i\ w en t, dat w = "u +f-- v; t = f u + crv en men noem"t dan ~ : ;;.. de dubbel ... 
verhouding (uvwt) der 4 rechten. Ook hier gelden voo~ dubbelverhouding~n 
eigenschap,en ala b.v. (uvv,t) = (vutw) = (u~tw) = 1 - (uwvt), die wij 
in § 18 vonden .. 

~oofdstelling der projectieve meetlrunde. Vier door een punt gaande 
rechten bezittan dezelfde dubbelverhouding als hu.n vier snijpunten met 
een nillekeurige rechte. 

Bewi_j_s: Zij S het punt, waardoor de rechten u,v,w,t gaan. Op grand 
van het bovensta3.ncie heeft men dan w = Au + f- v~ t = p u + l"!"'v. Zij U het 
snijpunt van een vijfde rechte s met u; V dat van s met v, 'lf da.t van 
sen w, T dat vans en t. Dan vindt men b.v. 

U((us) 23 ,(us) 31 t(us) 12 ); V((vs) 23 ,(vs)31 ,(vs) 12 ); 

W((v.-s) 23 ,(ws) 311 (ws) 12 ) = 

= (A(us) 23 +,µ.(vs) 23 , ?\(us) 31 +p.(ve) 31 , )(us) 12 +,,U(vs) 12 ), 

dus :.7 ==/\ U +µv. Evenzo T = f U + r:rv, dus 

( UVi!T) = ; · : l = ( u vwt) • · 

Opg. 11. Bewijs Jeze eigensohap oak in het geval, d4t A of r:;-- nul is. 
1:lij vinden hier het dualiteitsbeginsel terug, dat zegt, iat een stE:J. ... · 

·.:.ing in het platte vlak over punten, lijnen, "liggen op 11 , "gaan door 11 , 

dubbelverhouding juist blijft ala men deze begrippen resp. vervangt .10,.:r 

l:!.jnen, pun ten, 11 gaan door", 11liggen op", dubbel verhouding. Tevens werk"t 
di t duali tei ts begins et. op het begl":ip . col>rdinaten en wel verwissele mei. 
bij toepassing ervan de begrippen pu.nteotirdinaten en lijnoo5rdinaten. 
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Q:pg. , 12. lerdlaleer ~n btndje, indie,s i1it nog n!et !\'flilued ie) de duale 
bewering van elk der volgende stellingen. 

1. Door twee verschillende punten A en B gaat 1 reohte. 

2. Elk punt dier rechte heeft de gedaante 'AA +/AB. 
J. De vergelijking dier reohte luidt (ab.x) = o. 
4. Elk homogene eerstegra.adsvergelijking in puntco~rdinaten stelt 

ee"'l rechte voor. 
?!.J3,, Aangezien hot dualiteitsbeginsel begrip!)en invariant lae.t ot ver­

wisselt, levert, twee keer dit beginsel op een eigensohap toege­
pas~, de oors~ronkelijke eigenschap weer op. 

'.hj gaan nu na, wat het effect is van een projeotieve transform.a.tie 
3 

xi= Z. a1jij (i = 1,2,3) 
j=1 -= O. Na substi tutie verlcrijgt men 

3 
king van de eerste 
tevens blijkt 

graad ~ ujiJ. 
j=1 

o, dus een vergelij-

= 0 in de nieuwe coijrdinaten, waarbij 

uj = ~1 ai{-'l.i. 
j- ( ) - c- - - ) Voeren wij nog in de- matrices U .:._ u 1 112 u3 ; U = u 1 u2 u3 , dan vin,ler. 

wij l1 = UA m.et als omkering U = UA- 1• Ook de lijr.ocoti:-din2.ten w,1:r.den 11t13 

homogeen en lineair getransformeerd. Dit was ook direct els volgt in te 
3 

z:ten: Men heeft UX: =c..'>- u1x., dus uit UX = 0 ga.o.t over in UAX = o, d:1□ r:1 J. 

1~1 UX = O wac?.r·bi j U = UA. Omgekeerd als men een homogene lineaire trans--

af'ormatie U = UB in cc6rdinaten ~~eft, gs.at hierdoor de uitdrukking 
~ = O over in UBX ~ o, due in UX = 0 waarbij X = BX, dus X = B•1x. 

Op grond van hen; du:3.li tei tsbeginsel volgt hic:r.'U~-t, Jat door eer. pro­
j ectieve trf'.nsform.atie niet :;.lleert rechten in recbten. overgaa.n, ma.;.r oak 

dat de dub':ielverhouding van 4 door een punt gaande (concurrentt:) rech-, 
ten bij de transform.atie dezelfde blijft. Verder leert one het duali­
teitsbeginsel dat een projectieve transformatie vastgelegd is, als men 
van 4 rechtt:m, waarven er geen 3 door 1 punt gaan, gegaven is dat zij 
in 4 andere eveneens aan d1e eie voldoende rechten moeten overgaan •. 

Bij de pu;ntco5rdinaten trad het · co.ordinatenstelsel x1x2x3x4 op, waa:~·-· 

bttJr, = ( 1, o, o), x2 ~ ( o, 1, o), x3 = ( o, o, 1 ~ x4 = ( 1, 1, 1) = x1 + x~- + x:~ 
en voor een willek?.Ur:tg punt X(x1 ,x2 ,x3) gold X = :x: 1x1 + :ir.2X2 + ::x:3.1. 3 • 

Evenzo tretd bij de lijnoo~rdinaten een stelsel u1u2u3u4 op 1 waart~j 
in ljjncoBrdinaten geldt 

u; = (1,0,0), u2 = (0,1,0), u3 = (0,0,1), u4 = (1,1 1 1) = u1+ u~-1 r\ 
~ .:.<;~rbij voor een willekeu.rige reohte U( u 1, u 2 , u 3) geldt 
U ~ u 1u1 + u 2U2 + u3u3• 
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Opg. 13. B1Jwijs dat u1 du vur-bindingsr-.,cht1,1 is van Xj un Xk, waa.rbij 
(i,j,k) u~n p~rmutatiu is van du getall~n 1,2,3. 
pp,·;. 14,._ Buwijs, dat x1 un x2 harmonisch lig'.:;...:n mut hvt snijpunt van 

x1x2 on x3x4 ~n van x1x2 ..:n u4 • 

Op~~~ B0wijs du du.alu stulling ruchtstr~uks. 
Op grond van d~ r~sultatvn uit opg. 14 ~n opg. 15 noomt mon wol 

de ruchto u4 ~n hut punt x4 ha.rmonicaal v..:rwant t.o.v .. dri1;.:houk 
~ 1x2x3 (of driohouk u1u2u3). 

Zr is stu~ds u~n proj~cti ... v~ transformati~ tu vindun, diu d~ pun­
t~n van c~n g0guvun ruchtu u ovorvourt in di~ van uun Jugovon rcchto 
u, zodanig dat 0lk viurtal punt~n van u duzclfdu dubbulvcrhouding hbvft 
als hct puntenviertel op u, waarin de eerste 4 punten overgaan. Immers 

lk1es ABC willekeurig op u; la.at deze pu.nten resp. overgaan in ABC op u. 
Kies twee willekeurige punten Den E op eun willekeuirge rechte / u 
door c en twe<:l willekeurige punten i5 en E op een Hillekeurige :rechte 
I ii door c. Dan is er juist e6n projectieve transformatie die A,B,D en 
E overvocrt in A,E 1 D en~ dus DE in DE, AB in AB, derhalve C in C. Dezo 
projcctieve transformatie vocrt, zeals wij al eerdcr vondcn,elk viertal 
puntcn van u over in vier puntcn van u met dezelfde dubbelverhouding. 
Tevcns zien wij uit dit bewijs, dat er eGn proj0ctieve transfo:rme.tie bG•• 

staat, die c ;;n gegeven rcchte en 2 t::1r niut cp golog, .. m g0g<.,•rcn punt En -:,*. 

vorvoert in oun (anduru) gvg .... v""n r0cht1; ... n 2 (antcr.~) u:i:· ni-.;t ".:>:_:) g.:::l0g,.,n 

gvguvun punt on. 
T0nslotto vragi..:n wij ons af, of ,;:,r puntvn zijn., 

3 
di0 bij o~n pro-

~0cti0ve transformati0 x. = ~ 
J. • 1 J= 

a .. x. (i = 1,2,3) op hun plaats 1::lij-
J.J J 

v1..:n. Voor zo'n :i;n:at mo0t gvldon " -x 1 = A x 1 ( i = 1 , 2, 3) , dus 

(3) a 21i 1 +(a22-). }i2 + a 23i 3 = o i. (a11 - A )i1 -1- a 12i 2 + a 13x 3 = 0 

a3,x1 + a32i2 +(a33-) )x3 = o. 
Dit is slochts mogulijk als 

a11-A a12 a13 \ 
(4) a 21 a 2~-A a 23 = O, 

a31 a32 a33 ... A 
waarui t in he:t alg0m.e1,;n 3 waarden van A volgun. Is u,..;nmaal zo' n waa.rd,. 

van 1
/\ govonden, dr.:n vindt me:n du coordinat1.1n van hi;;:t inYariant,.:: ~unt :}:),_:r 

su.bsti tutio van diJ '0-.: waard~ van A in h~t bovunb0schouv1do sto1sol, w,1.i·1.:··· 

bij nwn dan m .... t h7oG passund gulcozt::n vcrgulijking\,:n YS.;'1 cat drj.et::..l k-:t, 

~,olsta,?.n. Hi..,t is ni1,;;t "J.i tgwslotcn dat na substi tuti0 van div waa:::·d,.; 

du rang <for coGffici3nt,.m.m.atrix dur v1.1rge:lijking .... n ni.Jt 2, ma::ir "i 1::? .u~ 
wwllc guval bij 1 wa2.rd"- van'\ on\Jindig Vd .. 1 inVE.rian't,.J rm:tm1. buhoron. 
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Vraagt m~n naar invariantu r~chtun, dan volgt voor zo'n ruchtu uit 
3 

ui = A ui ( 1 , 2, 3) c.n ui = L_ aj i uj ( i = 1 , 2, 3) da t 
j=1 

(a.11-/\ )u1 + a21u2 + a.3,u3::: O 

a 12u2 + ( a22-). )u2 + a32u3 = 0 

a,3u3 + °'23u3 + (a33-r\ )u3 = O 

zodat ook in dit guval h1.,;t g~tal ~ mout voldoun aan du cubischu vcrgu­
lijking (4). Is u~nmaal zo'n waarde van A guvondun, dan vindt mun do co­
ordinat~n van de invariantw lijn door au.bstitutiu van d~zu waardu 
i.n hvt bov-.;nstaandG stulsel, wa2.rbij mt:;n wc ... r met twc..: passund gekoztin 
vu!'.'golij1:ingen van dat dri..~tal kan volstaan. Ook hior is hut niwt uitg(.:­
slotun, dat de rang dur coofficiUntcnmatrix van ~it stolsel na substi-

~utio van zo' n waarde van -~\ niet 2 maar 1 is. 

Zij t\"' /A- en X hvt door ) b~paaldt:.: invarianto punt un U do door 
}~ bopa~ld~ invariant~ ruchto, dan heuft mon 

3 3 
/\ x1. = 2 a . jxj ; ),{ u. = z aJ· 1· uj 

j=1 1 / 1 j=1 

3 3 3 

(i = 1,2,3) 

dus 

Ci\ -/l) L x.u. = ~ ~ (a .. x.u. - a .. u.x.) = 0 . 1 l. l. . 1 . J.J J 1 J 1 J 1 1= J.= J= 

dus wcgens ) ./= fA- ligt hot invariante punt X op dt.:: invariantu r0cht1J u,,. 

Voor A =f- buho1.,.;ft di t nL .. t t .... gulden. 
Buschouw-.:n wij uuns het gvval, dat het stelsi;;l (3) voor zoker0 

4'ortol A van (4) do rang 1 b~zit. Alle d0terminant0n van du 2u ord&, 
di0 bcvat zijn in hi;.jt linkurlid van (4) zijn dus nul. Dat houdt tn, d9."t 
A oak aan du afgGleidu vergclijking van (4) 

1-1 a12 a13 a11-A a12 a13 f a11-A a12 a13 

a21 a22-?i a23 + a21 - 1 a23 r a21 a22-A a23 = 0 

a31 a32 a33-A a31 a32 a33-)j 8 31 a32 - 1 

voldoot on dus e,~n.::dub'.::elu ·wort cl van ( 4) is. 
'Jij ga.::;,n nog (;)Ven de: vorschilll:lnd-.i giJvallen na. 1 

~ Du vorg. ( 4) bvzi t 3 versohilhmd1.: wortuls A1, A2 , A 3• rl-i..lguns 

du vooraf gaandiJ stulling buhoort bij 1-llk diur wort els .::6n invariant :9m1·l-., 

1..m ~on invariantu lijn, W1,,;lk0 tuzam1.:n uvn driwhouk vormon. ·.".'ij logg.J:n 
ons co6rdinat0nstulsul zo, dat du punts:in x1,x2 ,x3 a .... hoiJkpuntun ve.n d h, 
driohoulc zijn. Daar dan hot punt ( 1,0,0) invariant is voor du trar:u:>f0:~ ..... 
matio hu .... ft m~n a21 = a31 = O; uv~nzo a 12 = a 32 = O; a 13 = a23 = O, 



lac.tst,_; on,;"'liJkh1.,.d1.,.n. 

- - -x 1 = px 1 ; x2 = qx2 ; x3 -- rx3 ...:n u 1 cc:: pu 1; u2 = :pu2 ; u3 = pu3 .. 

Op d-.. invariant<.,; rs;cht...: (O,O, 1) of x, = O gaa.t ,._, .n punt (x 1 ,x20) ov1.;r 
x1 x2 .,, 

i:: h,~ t punt (-p, q' G), zod:1.t op d..:.ze: r~cht1.: door d...: oorspronk1.,.lijk-..: 

transfcrrn.ci.tio van h,.;t plat·t·\,.,, Ylak l:...:n proj ,..ctiL:V0 tr8.nsfoniatic wcrdt 

guinc.uc,.;, .. rd t..,r. daarbij zijn d0 punti,.;n (O, 1,0) 0n ( 1,D,O) in;.rariante: 

punt1...n. Ilo g;.;inducu---rdi.: 1_):-o:h,cti1.rv-:: transformati<J 'I _,.•-~3 
V (,,-y I, 1/j 

van d'-' r0cht" is dus nii:,;t parc:.bolisch. / 
_x, <,A) ,X2. 

~ Qp;::;. __ 18..!. J30wi j s G,.;n duaal d0rgi..:lijlr r0sJ.l ta .. t voor di.: 1vurz;;:,1:ling dvr 

rvcht..._n door '-' ~n hoeknunt v,s.n d'-- cocirdinat\,;ndrh.:hovk • 

.?_§.!. 1\ 1 :/. A 2 = I\;. Bij A 3 bt'.lhor~ slechts Jtn invariant punt .. M,.m 

kiw zc hct door /\ 1 , resp. I\ 9 b..:paalde invarianto punt als ho..:l{:punt X .. 1 

n /=. o • 

I ,::. I 

_,,.2 • I P 
Onz0 matrix A hevft dan d\.l gedaantel 0 

\ 0 

.Q_p.,g,_~~ 19~ :Suwijs d0zo rvlati1Js. 

De; ,.m'"' invariant'-- re:chtu blijlct tu zijn de r1;:cht0 x1x2 ... m d0 and..,;rv 

( p-r ):z: 1 + m:x: 2 = 0. Kiuz0n wij h..:;t hookpu.nt x3 hiurop, dan ho-.;ft men 

r;.og Ll = 0. Du transformativ luidt dan 

x 1 = p7; x2 = rx2 + nx3 ; x3 = rx3 • 

• Op di..: invariant..:, r1.:cht0 X/~2 wordt o-.;n niwt-parabolischc 

transformati0 gGinduc.:.krd, mac.r op di:.; rechte x2x3 nu wol . 

Gvn parabolisch0. 

Opg •. 20 ._ Ga nu hoe de re:chtcn door x1 en die door x2 wordon gutransfor-

.l9~ A 1 -,( ~ 2 = /\3• Bij /\ 1 bvhoort 0-::nt maar bij /\ 2 bohortin ond.r,­

dig vo .. l invariant~ !)Unton. 

Kies x1 als in,rariant punt bepaald door/\ 1• Alle: door 1\ 2 bq:iaa1-

de punton liggt:n OJ? c._,n rochtc. Laat dat zijn d0 ruchto x2x3• Omdat 

x1 , x2 un x3 invariant zijn on/\ 2 = 1\3 hu-:.:ft du transformatiumatrix d,_, 

:<:;1,,.,d8.fo.ntu ( 6 ~ g )met p /. r; pr/. O. ')(~---·· __ Jl-.1--
0 0 r . 

~~t,:. 21~ B0wijs d1,.;Z0 laatstu ong..;.:lijkhs.;d,.;n. 

l:1J?.Et'.•.-s2 •. Voor o,_,n willvki::Urig punt }? 1:,;n h.Jt g-:transf 0!':C:11.h,rd._; pur:.t 'i5 

-) D g\_;lat dan (X 1 SPP = r• 
Ipdi1;:n x1 op 1.l.i lag is h-.;t cotirdinat\,;lnstulsGl nL,t to ld-.;7d1 o:, 



bovi.;ng ... novm.d._ wi j zv. Ls.at d.an h ..... t invariant\,.. p1lnt zi jn ( 1, 0, 0) vn d._ 

invnriant,,; r ... cr.t,., u 3 = o. ; .,.;n vindt dan 1.:cht\.,;r u ~n transfcrne.ti._m,atrix 

m~t driv g1,;lijk~ wortuls, w~lk g~val otraks buk~k~n wordt. 
Op •,.lk'-.; r,..ct.t"' door .~ 1 r,;ordt in h'"'t g~val .l.~ .., .. :n ni..it par~bolisch., 

trar,ofcrmatit.:. _,.d:nduc...., ... rd: o~, d1,; r .. :chtw u ... 1.:chtt:r do;.;; id\_;ntiuk ... transfer-
- • ~ I 

rm tic. 

4.s.;. 1\ .. = A") = /\". 3i ,; d1.:z0 wa:1rdt] van A b'-hoort ma:1r 1 invariant 
---·- l ~ j v 

punt. :::ij di t r:.:. t :p~.mt x1• l\: 'bijb,_,-hor""'ndt.: it1.variant,J r0cht0 ( di0 ti:::n-

minst...: c .... n punt b1.. yat; wa:::.ro::?) mo1.:t dus door x.. go.an. Zij di t dt.. r\.:chte 

/ p 
~· iJ 
\ () '. , ..... 

lui~t a~ trunsformati~matrix 
a b \ 
p c I ~vt ape~ O. 
0 p / 

! 

► In d, t e;0val word1.;n 2.ow._1 dv r--cht<.: u 3 als de V\::rz:1:.1..::lin.; d0r r.;cht0n 

door X~ pc.rabolisch g.:itrans2orm.J"rd. 
i 

Opg • __ 2_4.!. B..:wi ,·j s di t. 
2.':i,.!_ 'A 1 :::: 1\2 :::: /\ 3. Bij d.,,;Z0 waara~ /\ b..:hor,.,n onuindig V1;,.:l (ui tvr­

aard collinuair...:) puntvn. I 2.,:',t dwz,...: lig_,un O'!) d..: r"cht1,, u3• D',,) tr:msfor­

no.tit..;m::.ttri:x: luidt dnn, i:ndh,n wi j h,:;t punt waarvan ._lk1.: '""rdoor ga1.:nd..: J-' .... j: 

inv2.riant is, in x2 n-.:m .... n, 

0 0\ 
n c j mu t pc / 0. 
6 p / 

.9J2&~._:~_5_._ B'"' w i j s di t • 
~ij b~lvZun 9P blz. 156 ruwdS 01.,Il bulangrijku stalling ov0r du 

vollc-dig1J viurho-.;k ( d. i. d.:. figu.ur b1.;staa.ndL ui t 4 :punt0n A, B, C 0n D, 

►wa;:\rvan 0r gt:_,n 3 op ..::~n rt:cht1..: ligJt;n i.m ui t hun 6 vurbindingslijn,:m) ,, 

Zijn s1 , s2 , s3 dl: diagonaul1mntt;n ( di t zijn du snijpuntcn van OY01,­

sta~nd0 zijd1,,n, waarbij twu" ovurstaande zijdun zulku vorbindingslijnc~ 

van hook])Untl.,;n zijn, dat zij t>.:zam.1,;n alli:..: 4 ho0kpunt1:m bi..:vatten). Dan 

ligg0n A 1Jn B harmonisch Lh,t s1 = (AB,CD) un hut snij1)unt T van s2s3 
C;:n AB. 

E0n ander buwijs van doze stulling volgt ui t do hoofdstulling c.,,I· 

projc.ctioV(.; r:10.tlrundv, diu ons 1~._rt 

(~TITS1) = (DCUS 1) = (ns3, cs3, us3, s1s3) = (BATS1) =(°:i.B~s 11, 

du.s bij ni...:t sam1.,;nvalli.:n van 2 der 4 punton A,B,T,s 1 (zoaat (A:DTS 1) /:: 

vindt mon (ABTS 1) ::: -1. 

_(},:ig ... 2.6 .•. Formulu"'r 1£.;n bewij s r1Jchtst:rt.:.,;ks d'-' dual" stvlling .. 

'r,mslottv bo;;:;wijZ1;;n wij, dat bij u0n transformati,_; X ::: AX du d0"t:,,1: ·· 

minant (:xyz) van 3 :punton g0transformo ,,rd wordt volguns d.0 forrm:1.) 

(xyz) 11:: a(iyz), we.arin a du dctorminantwaarde dur ma-trix A is. I-.\.'il ·,r .. :a..:•; 

di t ui t du wulbi.;k;,;nd,u tre.nsformativformul"8 X.; :::: "'1.· a') _.3::,: ( 4• ::-: '1, 2 ~ J:, . 
.,_ i:::1 --,' J 

dut1J!'ll)iJla.nt {xyz} omzvttun it.1 t.:i..,;n ander0 1 di"' vc,lGdl:l du .. J:'l'O:i,.tc·t· diu du 

v!!~~ van Cauchy juist gvlijk is aan hut product do:r dvtormina:n-t; ... "::. 



{'.· 4. D..;; affiene '"n mi.ltrischv r~~-· tkund•~ • .... __ ,.. _______ ," ___________ , ___ - .... ·--·-·-"·-·-""---
:B:.j onz1..; tot fr"4!lV,,,;rI'1,,; g-...g1..v1.1n b.Jschcuwing1.:n ov.._·. hvt })rojivcti.__v;.,; 

vl::i.1: ~1~~1...:L.n ::-~11-: punt1...;n (.•,.,n2,1.;:f d"' rol ...:v1.:nals all..: r1.:cht,.m. Di t wordt 
~ '"' a.· 'l:. s .: !1 o.· ~ l , , .. : .; " , ' d , ,.,., . '•t' l'I ~ ••• , - • •••• \.,; . ., .i. • .1.1.;r "'.i.J l;,.~r. 1.;! ;,\,CL ·-.;n '--•· :.~.e- aer 

~'"'r: uitzond, .. ringsrol htl:n sp<.:.a:.J):l.o r..::c!'.tt.;; noi:m;;.n wij onoige:nlijk; die pun-

t,_,!;_ :~Oc:i·ic:n h'ij di: cir1rlllpi.n;t,::n. L::i..: .. t in :::Lkl::r ..:,oordinatun::,tulsel di0 

re;cl::t1..• d0 r~;c1:te (0,0,1) ::::ijn ,2-:1 dit:: punt,,::;n d~ pu.nte:n (i,i,D)en (1,-i,O). 

Aangc2i0n door e~~ proj1..cti0v~ transformatie 6lkD r~chte on ~lk twe~tul 

l<.:2n kr:Ljgc~n, is h-;;t volr.:ito.kt onve:rschillig, v;elkc rt:chtc ..:n wwlke: 2 

d:1.:·.ro:9 g0leg0n punten men als Orlt..;ig(;mlij1c:: rechtcl resp. cirl-.:c·lpunti:.;n 

g3.a t b0schou.w,.,r1. \f ij or:.d C:::';3t""lL.:n echter, da t men i2Gn ki.:.:uzu &;1,.;d::ian h~cft. 

~D1-:: volg..:nd- l1 ... schouw·ingon f;eld,..:n dus sll:chts met e:_n of a!1d0r0 bij vcor­

bate.t ui tg..:.:kozL,n rectte els on-.;ig0nlijk0 rvcht;;:: 1:m twe_ bi:j voorb::1.t14: 

da.:·ro::,) ,;;;.;.koz(.;n punt8n als cirkel:puntcn, wa·rbij dt.:: coordinat:,;nstc:lflcls 

zo g0no~~n word~n, dat da~rvan a~ coardinat~n zijn (0,0,1) r'-'sp. (1 1 i,O). 
( 1,-i~O) Voor h.:der ni1.:;t 0:9 clh .. , r1:.Jchte g..:lug,.m punt (xpx2 ,x3) is clan 

x~ I- C', zodat voor zo'n punt (dat 111,. .. n dan ,,;:ig'-'nlijk no..imt) di..: g,./:-al:t.ln 
_, Y. x,.., 

x = ;1. ',.;n y -~ v c:. vindig zijn .. E0n r'-'ch tv hu1.::t Gigonlij!c~ als zij ni1.-t d :1 
'1 .,. '.l. 

..,/ ..,,, 

co~rdinat~n (0 1 0, 1) b~zit. 
13..:schom-Ln wij nu G;.;;rst d0 ::::10-- tkund1.;, di!.:) r:11.m in h1..:t proj -..:ctic:.:v~, 

vlalr lcrijgt door sL.:chts o, .. m keuze: t1:t doen voor d<::l oneig1:mlijk.J ri.::cLt,2 

en hc,t coordim:t,;;:nstelsE:l zo t,:; kie;zen, dat dezo d1.,.; coordin::it1..:n (O,C, 1) 

b..;;zi t. Dcze nc,._,tl;;:unde he._ t de affiene me,~ tkunde. E.::,n affiu10 tro.nsfor-

~atie is e,_n proj0ctievc trnnsformatie, die de on0ige:nlijk0 rechte: (0,;). 1 ,: 

invariant la2.t. 

Orn?:e coordin:3.t..:mc.ri0hoolr x1x2x3 besta::it nu b0ho.lve ui t de on0ig0'1•­

lijkc r8chte neg uit twe~ eigonlijkd rechten x1x3 (m0t verg. y = 0) en 
x2x3 (met verg. x: = 0), \7Gl1rn men d0 coordinaa tassen 110.:::r.at; nun sr-j.j pe . .:­

x3 hc0t de oorsprong. 
Ic:dere eigcnlijko r0cb,te bezi:t- l..'.:n on0igenlijk :punt (haar snij-pu:y~: 

:nE:.::t de oncig0nlijkc- r,.:::cht.:). 

De;f ._ Twc ... rechten, die ;:;P:::a:.r 0:9 d1:: oneigenlijkc rechtc snijden b:0te:n 

cvenr1ij dig. EGn vi<8rhoek mot twe<-= ( oon) pa3.r uvunwij dige zi;j d(m he,?t 0--::, 

r,o.rallologram ( trei,wzium). H.;;t 1:1.idden van ewn e""n li jnstu\· AB i,> h...;t 

vi urd0 h2.rrn.onisch1.: 1mnt van A, B m ..... t h,,:;t onl.!ig,mlijk'"" }tmt d(.;J:' rvcl:h:, A:J. 

Bvn vollcdigl,,; viurhodc wa;.rvo.n twu'"" diagona,;;tl:i;:iunt...:n ( dus ool'.'.'. h11:i 

it,.;:cbi r..dingslijn, di--: m0n u-n dio.gona.3.l van du v vrhodc no...:n:t) o:k:i.8t-'!'l" 

lij:i: zijn, is dus -.:..,n parallulogram.- Op grand van OL.. stulling ov,.:· c:...: 

volL.digv viurho1..:k a.an hvt c:ind van ~ 19 d'"'l..::n de..: di:.i(t::i::aL.1"J ·,.r:t~i ~- ,! 
parallvlogrum ~lkaar middundoor. 
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ppg. 1• Trukt m .... n door hut snijpunt d~r diagonalcn van oun trapuzium von 
r1:cht1,; c.:v, .. :nwijdig mut du 1..;v .... nwijdig1... zijdun, dan ligt dat snijpunt OV(;ln­

v ... :r nf van dw snijpuntvn di-..:r r .... chtu mut d1,.; ni1;;;t-1,;V1Jnwijdigv zijden. 

012g. 2.•~ Bowi j s mwt b1:hulp van d.:: hoof dstulling d~r proj 1..ctiuvu me-.-tku.n­
de:, dat dt: rt:cht1.., di\:! dG aid(vns van dv opstao.nd-.: zijdun van e.Jn tra­

pezium (of dri~hoek) verbindt~ eveDwijdig loopt met de basis vo.n hat 

~rapeziUll1 (of de driehoek). 

2]2,g • ._3._~ Van eJn parallelogram ABCD verbindt men het midoen M van CD en 

C' met het midden N van A:J. Be'v1ijs dat .AM// NC en dat de snijpunten van 
AJ! resp. NC met BD het lijnstul~ :SD in drie gelijke delen ver·delen. 

Beschouw twee punten A en B. Zij C willekeurig op AB. Dan kent 
men in de affiene meetkunde weliswaz.r ge.m lengten to• aan lijnstu.kken, 

maar wel verhoudingen van longten. Men z~gt n. l. dat AC : CB = (ABC~l), 

ea::irin fL het oneigenlijko punt van AB is ( Vt;l g. § 18). 

Opg. 4. Bewijs AC: BC~ 0 nl na~r C tussen A en B ligt (dat is op dat 
segment AB ligt, waar fl niot op ligt) of niet. 
ppg. 5. Bewijs de st~lling: Drie ev~nwijdige rechten snijden van twee 
snijlijnen evenredigi;; stukken af. Met behulp hiervan is de gehele g~lijk­
vorniighcidsthGorie van homothetische figuren op te bouwen. 

Eon affiene transformatie is o~n proj0ctieve transformatie, die 

de oneigenlijku rechte invariant laat en dus de b0grip;:,en :·evenwijdig 11 

on 11 vorhouding van 11::ngteni; ook ongewijzigd laat. Op grond van vro1;;:gere 
beschouwingen wordt de meost algemene affiene transforma.tie aoor de 

(
a11 a12 a13\ 

matrix a 21 a 22 a 23 \met a 33 t O geg~ven. 

e O o a33 J 
,9~_§..!... Bewijs dat h1;:t product van twe-.: matrices van diis type we,-r een 
matrix van dit typ~ is. 

In x,y-coBrdinnten luidt e~n dergelijke transformatie 

x = b11x + b12Y + b13 

Y = b21x + b22Y + b23 

a .. 
(waerin bij = aiJ ). 

33 

Op grond van de laatste eigenschap dar vorige § gaat de determinant 

!~ 1 ~ 1 ~1 van de coordinaten van de 3 punten (x,y), (x•,y•),(:x",y 11 

1:x: 11 y" 1 X - 11 \ b \ 
over in B33 !' i• 1 , waarin B33 de minor !11 b12 aangewft. De verhou-

x11 y 11 1 21 22 
ding van derg8lijk~ detenninanten van twe0 puntandrietallen blijft dus 

invariant bij transformatie. Deze verhouding noemt men de verhouding 
(1(:lr oppe::rvlak.ten der driehooken,gevormd door die twe ... puntendrietallen. 
_Opg .. 7_. Bcwijs dewe-lbekende stc.:lling uit de vlakke m1;;1;;tkundc; de opp~r­
vlakten van twed driehoe~on die e~n hoek gemean hebben, vorhouden zich 
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als de producten der zijden om dio hoek. 

\7ij kiezen nu nog d8 cirl{elpunten I en J op onze onoigenlijkti recht 

en verkrijgen dan de metrischc Euclidische me~tlcunde. HiGrin kunnen lijn 

stukken zelf en ook hoekon warden gedefinieerd. De hoekdefinitie is een­

voudig. Bcschouw e'-'n hoek, gevormd door twee elkaar in A snijdende rech­

ten b enc met oneigenlijkc punten B resp. C. Dan definieren wij 

L BAC = ti log (IJBC) (formule van Laguerre). 

Aang0zien dubbe1verhoudingen e'-'n pr◊jGctieve betekenis hobben, die onge ... 

wijziga blijft bij projocticve transformaties, is dat ook met het hook­
b,.::gri:p h< .. .:t ge_vt:-1· Een hook is rocht, als A= 1, dus log (IJBC) ==Tti, 
dus IJBC = e 111 = -1 9 du.s dan an slechts dan als d0 on0igonlijks;;.; punt0n 

van zijn b0nGn harmonisch lig2,on mt;;,;t d0 cirk0lpu..nten ( vvrg. § 10, opg. 1 · 

9pag. 68). 

0-pg. 8. Als d\,,; hovkt;;n BAC i.m CAD 12.__n be,.m "AC g0met.)n hubbcm, dan is 

LBAD =LBAC +LCAD (v0rg. ~ 18, opg. 8). 

Opg. 9. Bowi j s LBAC = - LCAB. 

Opg •. 10 .. Eon gestrekt0 hook is twou ke.r zo groot als e-.;n rechte. 

012g_: .11. Bij t·wvt3 evenwijdigu lijnen gosnoden door e'-'n derdo zijn twe" 

ovorovnkomstigu hoeken gGlijk. 

Opg. 12 .. Bcvvij s dat du hool{ d0r rechtGn y = mx en y = 0 golijk is aan 

bg tg m. 

Ook afstand1.m zijn t0 dofinisron door middi;;l van dubbolvcrhoudingm 

mits van twe~ willckeurig geguv0n punten A en B geg0ven is, dat hun af­

stand golijk is aan 1. M'"'n dofini(;t;;rt n.l. du afstand d-pq van twe\_; ;pun-
9ten mot du formule 

d~Q_= diB(IJ,IB,IA,IP)(JI,JB,JA,JP)(IJ,IP,IB,IQ)(JI,JP,JB,JQ) • 

.Ql?g• 13. Bowijs dat hioruit volgt 

2 2 ( ) 2 ) 21 f ( ) 2 ( ) 2) dPQ f dA'.ti = l (p1-q1 + (p2-q2 J t a1-b1 + a2 ... b2 J 
Kiest mon nu dAB = 1 voor A= (0,0), B(Oj1), dan vindt men 

aiQ = (p1-q1) 2 + (p2-q2) 2 • 

Opg. 14. Bewij s rdchtstrevks ui t du dubbel Vt;;Y'houdingsformule d~Q = d~p• 

Opg. J5. Buwijs dat als R zo op PQ ligt, dat R =I\P +fQ, men h00ft 

PR ; QR = - p : I\ • 
Ewn projoctievo transformati0, die de punten I en J (dus ook hun onei­

gunlijkc: verbindingsrechto) invariant laat, laat dus ook hooken en ver­

houdingon van af.staridcn invariant. Wij weten a.at de transformatiematrix 

z(.;ker van af'fien karaktcr is, a s ,luidt 

r :; ~ ::: :;~t: Daar ( 1, i, 0) invariant is, hecft men verder a 21 = -a12 1 \o o a33} _ 



a 11 = a 22 , zodat dv matrix luidt (-~ g i) · 
.OEr,•. 16_._ Bi.:Wi j s da t hut product van tw1,..:...- m,'.ltric1,;:s van di t ty:pu W1;ur 01,;:n 

:rmtrix van di t typ'"' is. In x, y-cotsrdinatwn luidt dt:., transf'ormo. tii.;; 

{ 

X = f X + ~ y + 1 
S - C - u y =-f X + f y + f 

.9.E.&.! • .17. Afstandun wordvn door d .... z...: transforma.tiu v\,rmunigvuldigd mut 
f -.---,,.--~ . 

Vc2+s2 

De transformatiws van dit typ~ zijn g~lijkvormighuidstransforma­
tius • .A.111.. afstandvn wordun mut w m~olfd...: factor Vt.)rt1unigvuldigd. Is do­

:=v ;;;ulijlc a8.n 1 dan sprw .... kt mvn van E.L.,;n congru1;;ntt.: transformo.tio. !-'tun 

l0uft dan f = V c2 +s2• 
Di..l congruuntu transformctiu induc\;lJrt op d-.: •n...:igonlijkv rucht-:: 

vun 0lliptisch0 transformatio van d~ punt~n (1,m,O} in (1,m,O) m~t 

- cm-s 
m = c+sm' 

W1.,;lk1,,; zich ook in dw vroogur rv ~ds gvvondun standaardgudaa.nte 

bg tg m = b;::; tg m - bg tg ~ 

laat schrijven. Door do transformatiu draait du richting van eun rechte 
dus ovor ovn hoek. bg, tg f• ]~ congruunte 0n de gaijkvormighcidstrans­

forn.atics die op tb vattvn zijn, als rcsultaat van de achtcr elkaar toe­
gupaste transformaties. 

d 
+ f 

e 
+ f 

en 

welke resp. Gen v~rschuiving of (afgezien van spiegelingen) e~n draaiing 

zijn. 
1<:ot behulp der congruont(.; transformaties is h\3t nu niogelijk d-= con­

gruontu g-::vall1;;1n van drioho0ki.:n tu behand0l1::n, waarna de gchell.:l vlakko 
muutlrundu op d~ normalu wijzw op tu bouwGn is. Als voorbc.ld bowijz~n wij 
ovns du stvlling, dat twuu drivhoJan. congru~nt zijn, als zij gvlijk h~b­
bvn t~;1uv zijd1..;n -.:n do ingwslott.:n houk, Zijn d.:.: drh.ihO,:;;kl!n ABC un PQR m1:::t 

t...A = LP, dan b~pal~n wij evr·st '=lvn verschuiving, di;a A in P overvoert. 
Hi..;rdoor gaat A ABC ov1;:r in cunA. PB' C', waarvoor PB' = AB = J?Q; PC '=AC=PR. 

Buschouw nu de projucticvo transformatie• ai0 I,J-~n P invariant l~at. 
vn Bt in Q ov~rvodrt. Daar dez~ I ~n J invariant laat on PB•= PQ is, 

is di t e1.;n congrucnte transformati~. D1::::ze voert C' ov~:: in C". Dus 

LCnPC' =LQPB' =LRPB' - 4 RPQ =LRPB• -LC•PB 1 =LRPC', du.s 0 11 ligt op P:FL 

Vfoguns PC 1 = PC = PR valt dan··c• m4t R samen. Ds.ar dt.i tra.nsform.ati~ o~n 
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congru1wnt-.; is, is dan ook HQ= C'B' = CB; I... PQR :LPB 1Ct =LABC; 

.L PRQ = L PC I BI = L ACB • 

.9...E.&L._Jlb. Gn ook hut ni ..... t-b..:schou,d,,,; g,.,val no., dat d\J driwhouk1:m PQR on 

PQC·' syr.:mi\,,trisch komvn t'- ligg1...n t. o. v. PQ. 

e21. K~gelsntden . .., 
\'/ij bcschouwen 

\'.....l .,....1 
f(x) = ).,..... L 

thans in htt projtctieve vlak quadratische vormen 
_ _J __ 

kortwt;g> a . . x.x. = O. ( 1 ) 
J.=1 j=1 r, j-; 1 1 J 1 J 

Hi6rbij wordt aij = aji gLnom~n voor i,j = 1,2,3. De matrix Ader cotf-­
ficitnten aij is d: s symm~trisch. n~ v0rzam~ling d~r punt&n (x1 ,x2 ,x3 )r 

di~ aan (1) voldobn, nobmt m~n t~n k~gt;lsned~. Vo0rt mGn in de matrix 

X =( :; ) dan luidt de vergelijking ( 1) in matrixnotatis X' AX = 0, waarbij 

\ Xj/ 

X1 d& g~spi6gelde matrix is van d8 matrix X, 

WGnst mGn de snijpuntbn van een rccht0 door 2 punten P 

kegE>lsnedc ( 1) tt bepal&n, dan zockt men punten II P + f- Q op 

di~ voldoen aan (1), hGtg&en na substituti0 leidt tot 
2 ~ · -- 2,:::-· 

",, t__ a. . . p . p . + 2 A ,"2. a . . p . q . + l < L_ a 1 . q . q . = 0. 
• J' l.J J. J - lJ l. J / - J 1 J 
1., ' 

(2) 

ppg. 1. Bewijs dit. 

en Q met de 
de recht~. 

Uit de gcvonden vierkantsvcrgelijking volgen i.h.a. tw~b waarden 
van /i : Lt, waardoor tWbEi punten op PQ bepaald worden, die ook op de kc­

gelsnede liggen. Deze kunnen reeel v~rschillend, samenvallend of toege­
voegd compl~x zijn. Eerst vragen wij ons af of Pen Q harmonisch kunnen 
liggen met de snijpunten van PQ 6n de kegelsnede (1). Hiertoe is nodig 
en voldoEmde dat de wort(;;ls /\: l{ van d1:;;; viE;rkantsvergelijking (2) een 
verhouding -1 bezitt0n, dus samen nul zijn~ hbtgeen neerkomt op 

f(p;q) =L a .. p.q. = o. 
i,j 1J J. J 

Opg. 2. Bewijs f(p;q) = f(q;p); f(p;p) = f(p). 
Men noemt twe6 punt€n Pen Q geconjugeerd of poolverwant t.o.v. 

ben k&gelsn8de (1) als f(p;q) = 0 is. In matrixnotatie heeft men dan 
Q1 AP = 0 of P'AQ = O. Snijlt PQ de kegelsnede in twGe verschillende pun­
ten s1 en s2 dan liggen P,Q,s1 en s2 dus harmonisch. Houden wij Peens 
vast, dan he6ft de meetkundige plaats d~r punten X, die poolverwant zijn 
met P t,o,v, (1) de vergelijking 

Laijpixj = 0 

en stelt dus een rechte voor, die men de poolrechte van P t.o.v. (1) 
no&mt; P he~t de pool dicr rechte t.o.v. (1). 
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Men heeft: Is P poolverwant met Q en R, dan is P poolverwant met elk 
punt der rechte QR. 
Opg. 3. Bewijs dit. 
Opg. 4. Een punt Pis dan en sl~chts dan poolverwant met zichzelf, als 
het op de k~gelsnede ligt. 
Opg. 5. Zijn twee rechten q en r poolverwant met een punt P, dan is ie­
dere rechte door hun snijpunt het ook. 
Opg. 6. Is P poolverwant met pen ligt Q opp, dan gaat de poollijn q 

van Q door P. 
Beschouw een variabel punt M = AP + « Q van de rechte s = PQ. De 

I poollijn !'l van M heeft dan tot verg. 

1\ )- a .. p. x . + .i c~ -·a. . q. x . = 0, 
-- 1J 1 J / 1J 1 J 

zodat die een waaier doorloopt om het snijpunt S van de poollijn van P 
en Q (h~t punt Sia de pool vans); uit de vergelijking van m blijkt, 
dat die waaier om S projectief is met d~ puntenreeks . Mops. In het 
uitzonderingsg1..;vr.l,d~.t dw :poollijmm van P en Q samenvallen, bestaat er 
een constante k zodanig, dat 

Sa1 jpixj = k2_aijqixj 

voor alle (x1 ,x2 ,x3), dus 

L- a .. (p.- kq.) = 0 voor j = 1,2,3k. 
:C lJ 1 1 

Omdat Pen Q verschillende punt8n ondersteld waren te z1Jnt zijn niet 
alle getallen pi- kqi (i = 1,2,3) nul, dus meet de coefficientendetermi­
nant a=/ aij/ van de laatste drie betrekkingen nul zijn. Een kegelsnede, 
waarvoor dat het geval is, heet ontaard. 

Beschouwen wij zo 1 n kegelsnede nader. Omdat \aij; = O, bestaan er 

getallen ( c1 , c2 , c3) met \. a. .. c. = O ( i = 1 , 2, 3), zodat dan voor ieder ,___ 1J J 
~J 

punt X(x1 ,x2 ,x3 ) geldt.1. aijcixj = O. Het punt C(c1c2 c3) is danpool-

verwant met elk punt van het platte vlak (zodat omgekeerd een poollijn 
van elk punt van het platte vlak door C gaat), dus in het bijzonder met 
zichzelf en ligt dus op d& kegelsned8. Zij Deen ander punt der kegel­
snede en E een willekeurig punt van CD. Dan is D poolverwant met C en D, 
dus met 1. Ook C is poolverwant met E, dus het punt Evan CD is poolver­
want met E, zodat E ( du.s ibder punt van CD) op dE; kegelsnede ligt. Een 
ontaarde kegelsnede bestaat dus uit ten minste een rechte. 

Bezit de ontaarde k~gelsnede nog een punt F buiten die rechte, 
dan ligt ook ieder punt van CF op die kegelsnede. Zij bevat dan twee 
verschillende rechten en kan er niet meer bevatten, omdat anders haar 
vergelijking van een hogere dan de tw~ede graad zou zijn. Bezit de ont­
aarde kegelsnede geen punt~n buiten CD, dan heeft haar vergelijking ,-- ~ 

4--.--a.iJ.xixJ. = 0 de eigenschap, dat daarin wel een factor L-- p.x. = 0 
1,J i 1 1 



( die de vergelijking dEir rechte CD aangeve) zit, maar 
nire factoren optreden. Bj_ j gevolg is den~ a.; .-X; X,; = 

.... J ..... \IJ 

On,9,;. 7. Le.fa:: zie:,n dat di t dan en slechts dan optreedt 
ter.Jnatrix /J a:. 4 lj der kegelsnede de rang 1 bezi t. 

'-' 

Wij krijgon dus het volgcnde schema: 
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geen andere line-
( ~ 2 

C 4-~ pixi) • 
,J. 

als de coefficien-

1. !la~ .,;lbt:zi t de rang 1, de k;;;gelsnede is een dubbelrechte; 

II II II 

II 

II 

besta~t uit twee verschillende 

rechten; 
is :ni0t ontaard. 

In het laatste geval bevat zij gt::;en :rechten, im:cers bevatte zij er wel 
een, dan kiE:ze men hierop twee punten P en Q. Zij R een ,'dllekeurig pun-~ 
-J. Pop de poollijn van P; laat die poollijn verschillen van PQ. Dan is 
7? poolver'hant met P.Q en R. dus ). a .. u.p. = 0: la . . p.q. == O; 

' , ' ._..,_ l J- l J ' •·-- 1j 1. J · 
""-✓/ ___ ai..: P..: r -i == O. Dus.~-- ai 4 P.; == 0 voor j = 1 1 2,.3, dus I aii\::::: O, dus de 

J .J. ,J ---r-·. J -'- \ V , 

rang van /i a., ;U was niet 3. Indien de poolli jn van P wel sa.."!lenval t met 
-'-v 

PQ kieze men op PQ in plaats van P cen ander punt, waarvan de poollijn 
niet reE::t PQ samenvalt. Valt echter van ieder punt op PQ de poollijn sa­
men met PQ, dan zijn de rechten 

~ ~ ,t__ a . . p . :x . = 0 en L- a . . q_ . x . = O 
lJ 1 J - lJ l J 

dezelfde dus 

L a .. p. = kLa .. q. voor j ::: 1,2,3, 
i 1. J l J. 1J 1. 

dus 
~ a .. (p. - kq.) G voor j 1,2,3, ,t._ :::: :::: 

i lJ l 1 

dus ook dan is ja141 = O, want de getallen pi- kqi (i = 1,2,3) zijn niet 
alle nul omdat P fvq is. 

Hoewel het begrip poolverwant g8definieerd is t.o.v. een eenm.aal 
gekozen coordinatenstelsel, doet het feit, dat het in het algemeen sa~ 
menhangt met harmonische dubbelverhoudingen, ons vermoeden, dat poolver­
wante punten door een ~rojectieve transforma-tie weer overgaan in pool­
verwante punten. Wij zien dit het gemakkelijkst in met de matrixnotatie. 
Zij X' AX = O da vergEdijking der kcgelsnede. Pas de coordinatentransfor­
matie X = BX toe. Dus X' = X1 B!. Hierdoor gaat de kegelsnede over in 
X1 B'ABX = O,dus in X1 AX = O, waarin A= B'AB. Wij zien hierbij tevens 
dat de nieuwe determinant is 

- • I' I I l 2 / a. -1=\b .. j ia .. t jb .. .;J = a ... 1b .. J.J JJ. { 1J• +.J· ' J.J l.J 

is, waarin jbijf de transformatiedeterminant is van de door B aangege­
ven transformatie. Laat nu Pen Q poolverwant zijn t.o.v. de kegelsnede, 
dus Q'AP = o. Zij P = B'P'; Q = BQ dus Q1 = Q'B'. Dan is 

Q'AP = Q1 B 1 AB'P' = Q1 AP = 0, 

zodat inderdaad poolvervilantschap behouden blijft bij lineaire transfor-
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matie, Niet allcen bij ~en lin~airt coordino.tentranaformatie, maar ook 
dus bij een projectieve punttransformntie blijft poolverwantschap behou­
den. Een pooldriehoek van een kegelsnede is een driehoek, waarvan elk 
hoekpunt de pool is van d~ overstn.ande zijde. 
Opg. 8. La.at zien dat er oo VEael pooldriehoeken be.staa.n van een niet 
ontaarde kegelsnede, die een hoekpunt hebben in een voorgeschreven punt. 

Als men h~t coordinatenstelsel zo kiest dat de grondpunten 
(1 ,o,o), (0,1 ,o) bn (0,0,1) in de hoekpunten van een pooldriehoek lig­
gen, dan neemt de vergelijking d~r kegelsnede de eenvoudige gedaante 

2 2 2 
a11x1 + a22x2 + e33X3 = 0 

aan. Is a33 = O, maar e11 a22 ~ O, dan is de kegelsnede ontaard in twe0 
verschillende door (0,0,1) gaande rechten, die reeel of toegevoegd com­
plex zijn al naar gelang a 11 a22 < 0 of > 0 is. HE::t geval dat a33 = 0 en 
a22 = 0 (of a 11 = 0) is, levert ons een dubbelrechte. 

Is a 33 IO dan knn men er steeds voor zorgen dat a33 ) 0 is. Men 
heeft dan de volgende gevallen (nfgezien van gevallen, die analoog zijn 
nan de zojuist genoemde): 
1. a11 ) O, a22 > O; imaginaire kegelsnede. Deze bevat geen enkel reeel 

punt. 
~ a 11 < O, e.22 ) O; de kagelsnede snijdt twee zijden der gronddriEahoeken 

in reele, de derde in toegevoegd complexe punten. 
Dit zijn de enige twee mogelijke gevallen bij niet ontaarde kegelsneden, 
zodat,omdat door een reele projectieve transformatie een kegelsnede van 
het type~ weer overgaat in een kegelsnede vnn het type.:!..:.., ook een ke­
gelsnede van het tweede type moet overgaan in een kegelsnede van het 
tweede type. Gevolg: Snijden twee der drie zijden van een reele pool­
driehoek een reele kegelsnede in reele punten, dan geschiedt dit bij 
iedere reele pooldriehoek. Bij een reele kegelsnede ka'i'l. men onderscheid 
maken tussen het binnen- en het buitengebied. Onder het eerste verstaat 
men die punten van het platte vlak, waarvan de poollijn de kegelsnede 
in toegevoegd complexe punten snijdt; in het tweede gebied liggen de 
punten wier poollijnen de kegelsnede in twee reele punten snijden. Pun­
ten die tot geen van beide gebieden bbhoren, hebben de eigenschap, dat 
hun poollijn de kegelsnE::de in tw8e samenvallende punten snijdt. 

Een rechte q door een punt P van het binnengebied van een kegel­
snede snijdt die kegelsnede (in reele punten). Immers zij Q de pool van 
q en R het op q gelegen punt, dat poolverwant is met P, dan is PQR een 
pooldriehoek, waarvan twee zijden de kegelsnede snijden. Aangezien zo'n 
pooldriehoek maar een hoekpunt binnen de kegelsnede bezit en P zo'n punt 
is, zijn PQ en PR de zijden, die de kegelsnede in reele punten snijden. 

Wij keren thans terug tot formule (2) en onderstellen eens, dat P 
op de kegelsnede ligt, maar dat de rechte PQ verder geen snijpunten met 
de kegelsnede gem~en heeft. Dan hecft dus de verg. (2) twee wortela 
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) -'--= O, dusL a .. p.p. = 0 en L._a .. p.q. = O, d.w.z. elk :punt van PQ is - lJ 1 J lJ l J 
poolverwant met P. 

Een rechte 1 die maar 1 snijpunt met een kegelsnede gemeen heeft, 
noemt men een raaklijn van de kegelsnede; het (en(ig)e) snijpunt heet 
het raakpunt. Elk punt van een raaklijn is derhalve poolverwant met het 
raakpunt. ne raaklijn is dus de poollijn van het raakpunt. 

Wenst men de raaklijn aan een niet ontaarde kegelsnede te vinden, 
die gaa-t door een niet op de kegelsnede gelegen punt P, dan snijde men 
de poollijn van P met de kegelsnede. ne gezochte raaklijnen zijn dan de 

=-:viiroTudingslijnen van P met die snijpunten Q en R. Immers P is poolver­

want met Q en Q is poolverwant met zichzelf, dus Q is poolverwant met 
de door Q gaande rechte PQ. nerhalve raakt PQ de kegelsnede in Q. Omge­

keerd als P gegeven is en men zoekt een raaklijn PQ door P, die de kegel•' 

snede in Q raakt 9 dan is P poolverwant met Q, omdat Pop de raaklijn 
ligt, dus Q ligt op de poollijn van P. 

Het aantal raaklijnen uit een punt aan een kegelsnede is dus ge­
lijk aan het aantal snijpunten van zijn poollijn met de kegelsnede. 
Ligt het punt buiten de kegelsnede dan gaan er doorheen twee reele raak~ 
lijnen; ligt het er binnen, dan geen enkele reele; ligt het op de kegel­
snede9 dan is er juist een reele raaklijn. 

Laat men ook complexe rechten toe en telt men voor op de kegel­
snede gelegen punten de raaklijn dubbel (dit heeft zin, daar de snij­
punten van de poollijn van zo'n punt met de kegelsnede samenvallend 
zijn) dan gaat er door ieder punt van het platte vlak twee raa~lijnen 
aan een niet ontaarde kegelsnede. 

Het aa.ntal snijpunten van een vlakke kromme met een willekeurige 
rechte noemt men zijn graad; het aantal raaklijnen uit een willekeurig 
punt zijn klasse. 

Wij zien dus 1 dat isdere niet ontaarde kromme van de tweede graad 
van de tweede klasse is. 

Opg. 9. Laat zien dat de bewering niet juist is voor een ontaarde krornme 
van de tweede graad. 

ne graad van een kromme is tevens de graad van zijn vergelijking 

in homogene puntcoordinatcn. 

ne klasse van een kromme is de graad van z1Jn vergelijking in homo-­
gene lijncoordinaten. Immers beschouw een kromme van de gedaante 

~ ( u1 , u2 1 u3 ) = 0 1 waarbi j f homogeen van de graad m is in u1 1 u2 , u3 • 

Hierbij is het de bedoeling, dat de rechten (u1 ,u2 ,u3), die voldoen aan 
deze vergelijking, raaklijnen zijn van de kromme. Zij X een willekeurig 
punt en v(v 1 ,v2 ,v3 ) en w(w1 ,w2 ,w3 ) twee verschillende erdoor gaande 
rechten. Een rechte Av + 1u w door X is dan en slechts dan raaklijn 
aan de kromme als 

l..f ( ;\ V 1 + /r,;.. W 1 1 /) V 2 +/~ W 2 1 11 V 3 +1
j.l( W 3 ) = 0 1 

I , , 
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f1c tgeen le i.-d t tot ecn hcmog~ne vergelijking in /1 e:1 .4. van de 
i 

graa.d m, 
die !n worttls .11: /t. bezi t. die: or:s de r:: rae.k.li.inen ui t X aan de kromme 

I ' ¥ 

ophiverc:n. 

!,~en kan btwijzcn dn.t OL-n kror..im~ ven de grand n, die goen dubbel­

runtcn ~;r: ket:n-runtcn l:::czi t I de klc:sst :r: = m(n-1) bczi t (formule van 

:Plt:.ckt.r ~. I:: c:::12 r~vn.l V:)lgt ui t :r, = 2 indcrd::\nd m = 2 ovLrE:E:nkomst::..g 

~ij gaan tha~s de kl~sseverg~lijking, dat is de vergelijking in 

lijncoordinc.ten van de kegolsnede (1) nflsid;;;n, diE:: wij niet onta2.rd 

onder·stGllEn. 

Een re ,::!h te ( lL , u,., 1 u"-1) is dv.n en sl;;;:e.1:ts dan rc.akli jn a.an de kegcl-
1 C. _, 

( \ snede ~'l-.13 dezc door zi jn pool X gH~-t, dus a.ls er getallGn x1 , x2 , x 3 , 

best[1t1n met 
)\ U1 ::: 

I 

> u" = 
\ C. 

fl U,. = 
j 

0 :::: 

0.1 1 x~ 
I 

0 '-·~2, X1 
I 

a31 x ... 
I 

u x1 ~ 
i 

+ C.. 1 0 X.-, + a1 ~ x,. 
' .;: c:.. j -' 

-1- a22x2 + 2.23X3 

+ a32x2 + n33X3 

+ u2x2 + U3X3 

Eli.minatie van 1) 
' 

x1 ,x2 ,x3 uit de::ze betrekkingen geeft ons de gezochte 
klassevergElijking 

of 

( 3) 

a1 
,::, ,., 

1 u.1 •'l ''1 ., 
.::. _') 

8 21 a .. ..,," 
C. C. 

.2.J"""'I ") 
C.) 

a3i a -- "' a:i3 ..)C.. _1 

u u u ') 1 2 .) 

L A .. u.u. = o, 
.. lJ l J 
l' J 

u., 
I 

u,, 
0 c::. = 

u 
3 

0 

wac>.rin A-;.., de minor van a .. in \a_,·\ aangeeft. 
~<l 1J I ~J 

Opg. 10. Bewijs de 

Opg. 11. Hoe luidt 

laatste bewering. 
( 3) E~ls iii a .. /I de rang 2 bezi t? flVlaak gebruik van h8t 

- ' 1 J ,' \ 
resultnat van blz. it 1 voor een determinant die nul is). Verklaar het 

rE,sul taa t me etkundig. 

Aangezien de matrix 
-1 .. ' is ae ... n aJ.... 1 vv 21r~r bi J Vi(;: t.;r 

(4) "A-1 .. , ..... 
U U :::; \..) e 

I A ! . h .. + . 1 d . + I I .L " . 1 . . k 1 ijl in ~u geva~ av a:::: aij F ~ is, ge 1J 

A = II a1 j1/ , luid t vergeli jking (3) ili :t.atcixnote '::ie 

Nu is de poollijn van een :punt P t.o.v. kegelsncde (1) r\e meet­
kundige plaats der punten X met P'AX = O, dus haar lijncoardinaten 
(u1 ,u2 ,u3 ) vormen een matrix U = P 1A. Men heeft dan verder P' = UA-1 • 

v:i j noemen twee re ch ten u en v poolverwant t. o. v. ( 1) als zij el­

kaars pool bsvatten. 
Op,g;. 12. Als u poolvervvant is met twee re ch ten v en w is zij het met 

elke rechte door het snijpunt van v en w. 

Opg. 13. De snijpunten van een rechte en een kegelsnede zijn de snij­

punten van die rechtt: 8n de raaklijnen aan de k0gelsnedt door haar pool. 



Twee rechten u en v zij:r. dan E:n alechts dc.n poolverwn.nt t.o.v. 
rool van u gnat. Di0 pool is, zeals wij de kcgelsned1:: ( i \ als y do;:)r de I 

zoeven zngen, ~en punt :p ~ "'":', + ,;.J,;,:.t;.., P' = UA-1 • Nu gaat V dOO!' p nls VP = 01 

omgekcerd volgt hierui t d::i.t v door P gr-. .ar. 
~ 

dus p11/l o, dus UA-'V' :::: ·" er: -·· \ .. , 

De verza.'Tieling der rechten 1 die poolverwant zijn m!;;t zichzelf 

( dus door hun "'igen pcol g:..:.r:n, dus raakli jnen zijn nan ( 1)) vindt men 

uit UA-1v• = O door u = v ta nemen; h~t zijn dus de r~chten u met 

UA-1U1 = C, v11a::rmc,e for:mul0 (4) te:ruggevond~n is. 

1 s gegeven een kromr:ie van di'.= tw1:;ecl0 klasss8 

L bijuiuj = 0 

(wanruit 1\bij\i een sym.mi;::trisct1.:; r:m:.trix is), drn:is d:i:t ail,s \\bij\\ /. 0 is 

tever:..s een krom.me van de tweedE: graad. I:mrn6rs eEo::n punt X ligt d~n E:n 

slechts dnn op de.: krommE: 2-ls hE::t op zijn poolli jn ligt. Nu heeft de yoG:. 

E-en rechte v t.o.v. dE:ze kromme de vergelijking L bijuivj = 0 en is 

dus het punt X met coBrdin&t8n 
~ 

1\x. ::::-,:_"""._ '"' 
1. <-----· '-'~.,VJ. 

j=1 ~,.; 
(i::::: 1,2,3). 

])erhe.lve is ee:n punt X d2-n en slechts dnn op omrn kromme gulegen t"'.ls 

bovendie,n geldt ~ v.x. = o. , .. ,..,~ 1 ]. 
l = i 

Elimine8rt men uit bovenstaande (4) betrekkingen de homogeen er-

in optrE:::dende groothE;den '\ ,v 1 ,v2 ,v3 , dan krijgt men 

b11 

b21 
h 
'"'31 
X 1 

ofvvel ~-/ __ _ 
i,j 

b 1 r, h x1 I C:. --13 
b22 b'°'3 X 

c:. 
b-f") 

jc.. b33 X 

Xri X 0 
c.. 3 

B .. x.x. = 0 1 
1J 1 J 

2 

.3 
= 0 

waarin B d · .. · in_ dG det:erminant 11 b1. ~I. _.J..j e minor van c1.J. is . _ , 
....., .. d r 

Past rr;en di t resul taa t toe op de kromme (3) dan vind t men 

~~ o< .. x.x. = o, 
J. J J. J i,j 

waarin t>( .. d8 minor is van A .. in de determinant /A .. / , Nu wet:en wij 
lJ J.J lJ 

( zie blz. 42, bovenste gedeE:l te) da t (),( ... = a .. l a. -l, dus als a .. /. 0 
1J 1J 1J 1J 

is, vindt men uit (3) de oorspronkslijke kegelsnede (1) terug. 

Een krom:me (5) van de tweed8 klasse is ontaard alo haar determi-

nant b .. ! = O is. Analoog aan hetgeen bi j ontaardG krommen van de 
J..J 

tweede graad werd gevonden, bestaat deze dan hetzij ui t tw(je stre.len-

waaiers mE::t verschillende toppen, hetzi j ui t tweo straler,waa-\. e::.·s :met 

dezelfde top. In het lae.tste geval heeft de matrix \'\b .. 1\ (3-E· ranp; 1. 
lJ' -

Wij merken thans weder.· 8en vorm van duali tei t op en wel dat E,~i:n 

projectieve eigenschap over punten, rechten en krorr.men van de twcede 

graad of klasse blijft gelden als men hiE:rin niet alleen de begrippen 
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punt en recht1:J, 1m1ar ook de bE:gri:nJen 'kromme van de tweedEJ gra.ad" en 

"kro.:r.me van de twel:lde klast1c1 vcrwiss(;l t. In het bijzonder kunnen die twee 

krommen hetzelfdc zijn (wat optreden ka.n zodra ze niet ontaard zijn); 
dan correspondecrt met een projt:ctii::ve eigenschap de duale:, waarbij een 

:punt vervangon kan word-2::-. door z,i,jn poollijn, 0cn rechtE: door haar :pool 

t.o.v. di~ kbgelsnedt. 
I)E;zE: VE;;r"\ivantschap is, zoals wij boven al zagen, te schrijven in 

de gedaantE: 
( ~ ' b) u. - J 

l -~ 
J 

-' -a .. x. dus x~ ::::: ._ A~ ,-u~ lJ J~ . , .J. j J...., ,J 

(i = 1,2,3). 

Ir. hct algemeen not::rnt men eE::n verwantschap van de gedaante 
'---

u. ::: / C. ,X. -, ---j lJ J 
( ; 1 ? 3) . ..... = ~,~, 

...:E-n corrc:la tie. Hierbij behoeft de me.trix !le . . U nhit symmetrisch te z1Jn, 
1 J 

La.at nl. v,srder cen :punt P li.gger.. op twe,;;; rechten u E.:n v met beeldpun-

ten X en Yin hGt tweede vlak, dus voor i = 1,2,3 geldt ook nog 

dus 

~ 
V. = / . 

1 -:;­
,J 

C .. ( \ X. + lt.Y . ) ; 
1J J / J 

doorloopt ~en rechte de waaier om P, dan doorloopt dus het becldpunt 
hiermede projtctief de 

~ vergelijking /.:...-. P; u1 

rcchte XY. Men heeft verder, dat het punt P met 

= O voldol-t aan L: _ · c . . p. x. :::: 0, zodat hieraan 
. . J.J 1 J i ~ 

"'(;n rechte win het beeldvlak met 
1,J 

lijncoordinaten 

of 

toegevoegd is. Vat men echter Pop als punt van het tweede vlak, dan is 
er een rE:.'chte t aan toegevoegd mE;t 

-,:;::-·-·--

ti = L .. C; .:P;. 
i ~J ~ 

Die rechten ten w vallen dan en slechts dan samen (d.w.z. de correlr.­

tie is dsm en slE.:chts dan involutorisch) 2.ls c .. = c 3.1., d. w. z. als de 
I lJ 

matrix I cij ij s;y11m16trisch is. Zo ~ri __ corrBlatie , die optreedt bij poolver-
wantschap t. o. v. d,;;; kE;gelsnedc;; <:_ __ cijxi x j = 0 heet een poolcorrelctie. 

De involutorische correleties zijn dus poolcorrolaties. 

De punten (;rac:klijnen) van E:en kegEc:lsnede zijn dus daardoor geke.­
rakteriseerd, dat zij op hun toegevoegde rechte liggen (door hun toege­
voegde punt gaary. Hierdoor kan men een kegelsnede ook definiernn en 

doaruit de gahela kegelsnedetheorie efleiden. 

Door de lineaire fonnules (6) gaat een krornme f(x1 ,x2 ,x3) = 0 
van dE. gread n over in een krorome F(u1,u2 ,u3 ) = O, die in (u1,u2 ,u3 ) 
eveneens homog1:Hm en van de grand n is. F is dus een kromme van de ne 

klasse. Omgekeord gaat door (6) ~~n kromme F van de n6 klasse over in 
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een kromme van de n8 grand. Do krommen Fen f noemt men wederkerige 
poolkrommen t.o.v. de kegelsncde (1). 

Opg. 14. Bepaal de wederkcrige poolkromme t.o.v. de kegelsnede (1) van 
1): een rechte; 
2): 6en punt; 
3): van (1) zelf. 

Opg. 15. Bepaal de wedcrkerige poolkromme van de hyperbool xy = 1 t.o.v. 
de cirkel x2 + y 2 = 1. Ook t.o.v. de parabool y2 = 2x. 

Wenst men de poollijn van ~en punt P t.o.v. een kegelsn~de te 
construerbn, dan tekene men een volledige vierhoek, wnarvan de 4 hoek­
punten op de kegelsnede liggen en waervan een diagonaalpunt in P ligt. 
De verbindingslijn der andere diagonaalpunten is dan de g~zochte pool-

1 

lijn. Dit volgt nl. onmiddellijk uit de harmonische eigenschappen van 
de volledige vierhoek. De ni~t door P gaande diagonaal ervan snijdt nl. 
op twee koorden door P juist de 4~ harmonische punten uit van P t.o.v. 

I 

de b~ide snijpunten van zo'n koorde met de kegelsnede, 
0Eg• 16. Construcer de pool van etn gegeven rechte t.o.v. een gegeven 
kegeisnede. 

Op duale wijze is de pool van een gegeven rechte t.o.v. een kegel­
snede te vinden door gebruik te maken van een omschreven vierzijde van 
die kegelsnede. 

Laat ABCD ~en ingeschreven volledige vierhoek van een kegelsnede 
zijn. Zij S bet diagonaalpunt (AB,CD) ervan. Dan gaat de niet door S 
gaande diagonaal van die vierhoek als poollijn van Stevens door het 
snijpu.nt der raaklijnen in C en D (en ook dat van de raaklijnen in A 
en B) aan de kegelsnede. 

Voor de punten van een rechte vonden wij vroeger een lineaire pa­
rametervoorstelling x1 :::: >i ai + /"-bi (i = 1,2,3). Wij laten nu zien, dat 
een quadratische parametervoorstelling 

(7) ,2 '- 2 
X • ::::: /\ a . + r, ll b . + / (. c . 

1 1 / 1 , J. 
(i = 1,2,J) 

ons punten van een kegelsnede oplevert. Immers uit deze betrekkingen 
volgt door oplossen 

A 2 = fx~cj. /\Lt- (axe). 
a c ' - ( ab c)' 1._2 = ~a~x~, a C 

dus 
(xbc)(xab) - (xac) 2 = O 

hetgeen een homogene quadratische vorm in x1 ,x2 ,x3 dus een kegelsnede 
voorstelt. Omgekeerd bezit ieder punt van een kegelsnede (1) een qua­
dratische parametervoorstelling. 

Dat ziet men het gemakkelijkste in door uit te gaan van de bij­
zondere geda.ante, die (1) aanneemt als men een raakdriehoek (d.i. een 
driehoek besta.a.nde uit twee raaklijnen en de raakkoorde d.w.z. de ver­
bindingslijn de? raakpu.nten) tot gronddriehoek kiest. Zij nl. x1x2x3 
zo'n driehoek, wo.urbij ¾X3 de beschouwde raakkoorde is, dan bezit (1) 
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,.., 
op dit stelsel de vergelijking x~ + ax2x3 = 0 

0PR:. '1 ..., . I • Eewijs dnt. 

Opg. Gn. na hoe de ra~kdriehoek ligt bij 
2 " Y = i::.:px 

de kegelsneden 

Onze kegelsr,ede tezi t ds.n ,1E, qur.l.dre.tischt pt..r? ... 'TIE. tervoorstelling x .• = at; 
0 I 

x~ = +~. x - -~ en be?~T duo n& willekcurige proj8ctieve coBrdinaten-,-=. ..__, ,, 3 -- "'"' , .... ,.,,_, ,,.L, ... u 

traru,for::,u tie n.og zo I n voorGt~ll:ing, wo.nt zo' n transfor::natie voert cen 

f ormule vr:n het type ( 7) Wh,r over in zo' n formule. 

OD~. 19. Bewijs d~t. 

Opg. 20. Iedcre niet onta~rde kegelsnede is -----.... ~-,- ~ ~ 
in pir::unetervoorstelling 

x1 = .\ '- ,x? = / 1 /l ,x 3 = ,· . .._,:- te bren,gen . 
.._ I • 

Een ulgemenem i:c.ro .. nietertrnnsformatie 

·\ n , \.. n-1 
X . = a.; r,, + I:-.; ~ : . t 1. J.. ..L. l._1 j_ ) 

+ • Ill • 

n a. l~ 1Il; --.. 
I 

(i 1,2,3) 

levE:rt een kro:nme vt1n de grr.c~d n. Dat blijkt b.v. door r.et aantal sn1J­

punten va:i deze kromne met f;8n willtkeurige rechte u te be:palen, het-

1 · ·+ t t 1 · ·k · d d · ,/i,, .· r. -- di' e n "'orte1s 01e1., o eEc,n ve:rge.Ll J 1ng van e grc..a n in 1 , _ " -

bezit, die tot n snijpunten aanleiding geven. Omgekeerd bezit echter 

niet iE::dere k:romme van de graad n voor n j 3 een dergelijke parameter­

vorm .. 
Wij bewijzen th.ans de volgende stelling. Zijn A,B,C en :D 4 ptmten 

van een kegelsnede en is P een willekeurig punt dier kegelsnede·,, drm 

is de dubbelverhouding (PA 1PB,PC,PD) onafhankblijk van de keuze van P. 

Bcwi ;is: Lac-tt de punt en A ,B, C, 1) en P door een parametervoorstelling 

van het type (7) g86 6ven zijn, vv~:-;rbij ze r.ssp. door de pa.r2Jneterwa.:::.rdcm 

r>1 1, .,:,< 2; f2' 1, ,·~2; )' 1' J'zi c. 1 , ~. 2 ; 7T 1, if 2 gegeven worden. Op de rechte 
AP ligt ook het punt 

Ai = ( ai ( T2,:< 1 + 171 ;(2) + b 17f2 '.~ 2 ' a2 ( f'2 X 1 + .11 J'2) +bi' i"' 2 'r'. 3 (Tf 3 )( 1 + li' 1X3)+b3 11] x3) = 

= ,)I,. 1 Q + ."' 2R' 

w~arin de punten 

Q(a11 2 ,a21r2 ,a3112 ) en R(a1V 1 + b/f2 , a2111 + b 21i 2 , a3 111 + b 31T2 ) 

onafhankelijk zijn van A. De VE:rgE:lijking van AP luidt dan 
~, 1 (xpq) + x2 (xpr) = O. 

Evenzo luidt de vergelijking van B? 
} 

,':: 1 (xpq) + f 2 (xpr) = O, 

enz. 9 zodat de dubbelverhouding (AP,BP,CP,DP) gelijk is ar:n de dubbel-
o< ~ ':! 1 J 

h d . d : 1 7 I '.;) 1 ' 1 . 1 d fh. l .· 1 .. k . ver ou 1ng er ge"t;a .;.en 7°' ~, -y-- en _ en us ona anre_J.J. is 
2 ~, - 2 ~l 2 Li 2 

van de keuze van het punt P. 
Omgekeerd, als mE:n twee proj,2ctieve warders beschouwt met toppen 

P en P 1 , waarbij a.an een rechte u = /I v + (:.. w van P een rechte u 1 = 
I 

= ~v' + itw I van P I toegevoegd is (/\ , li.. variabel) dan voldoet het sni j-

punt v:n u en u' aan /\ v + ttw = O; /\ v 1 + J<JJv' = O, wr:.arui t de me etkund~--
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ge plo.ats dier snij1mnti:n volgt door Lliminntie vnn J en lL, hE:tgeen 

ons de tweode graa.dsbetrekkir.g vw' - v.rv' = 0 opl€vert, zodat de s:n.ij­

punten vc.n overebn.komstige rE:chton ui t pro je ctieve waaiers een kegel­

snede is. 
Opg. 21. Wat geb~urt sr als die waniers persp6ctief zijn? 
0,1: g. 22. Btpanl de m. :p. der vertindingslijnen vcm overcenkomstige punter: 

van twee projectieve puntenreeksen. Onderzoek ook het geval, dat die 
reeksen perspectief ztn. 

Een goge\tdn heet E;;nkolvoudig n.ls het leidt tot ~en betrekking 

in de coijfficiknten der kegelsnede. Leidt het tot n betrekkingen dan 
heet het n-voudig. 

Een kegelsnede is door 5 enkelvoudige gegevens bepaald 1 want in 
zijn vergelijking treden 6 homogene coijfficiijnten op, waardoor de kegel­

snede wordt vestgelegd. Uit de zo~ven gevonden resultat~n blijkt even­
eens de.t et:n kegelsnede be:paald is door 5 punten. Kies nl. 2 ervan tot 

top der waait:rs, waarvan dan de VE:rbindingslijnen met de dri8 overige 
punten drie paar corresponderende rechten dier wae.iers zijn, wa.ardoor 

hun projectieve verwantschap bekend is. 
Duaal blijkt: Een kegelsnede is bepe..ald door 5 zijner raaklijnen. 
Men kan in het algemeen 5 onafhankelijke eisen opleggen o.an een 

kegelsnede. Of er 1 of meer kegelsneden voldoen aan die eisen, hangt 
daarvan af of zij aanleiding geven tot lineaire betrekkingen in de te 
bepalen cJijfficiijnten of niet. 

Zo bestaat er dus een kegelsnede, die door 4 gegeven punten gaat 
en wao.rvoor 2 andere gegeven punten poolverwant zijn en dus ook 1 keg0l­
snede, die gaat door 4 gegeven punten en raakt aan een gegeven rechte 
door een dier punten. 
0_:pg. 23. Bewijs di t. 
Opg. 24. Het geven van een raaklijn met raakpu.nt is een tweevoudig ge­
geven. 

Als algc:mener geval bewi j ze men da t het geven van een punt met zi jr,. 
poollijn een tweevoudig gegeven is. 
Opg. 25. Het geven van een pooldriehoek is een drievoudig gegeven. 

Uit Opg. 25 volgt) dat tweL will8keurige driehoeken i.h.a. niet 
pooldriehoek£n kunnen zijn van een kegelsnede. (Dat zou tot 3 + 3 > 5 
gegevens leiden). In bijzondere gevallen kan dat echter wel. Kies nl. 

de ene pooldriehoek tot gronddriehoek. Dan luidt de vergelijktng der 
2 0 0 

gezochte kegelsnede in ieder geval a 11 x1 + a22x~ + a33 x~ ~ 0. Zijn de 

hoekpunten P,Q~R der andere pooldriehoeken P(p1 ,p2 ,p3) enz. 1 dan moct 
gelden: 
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dus 
I 
I P1 q1 o,.,.q .. , r n 

I ~ I:. c: 1..!3 ~i 3 
P1r1 P,1 r.: '"' ..,., = 0 

! 
... '- 1-y· 3 I 

q1 r a ..... ,1~.,") q-:zr~ 1 ~.::. c:. -' j 

hotgaen dan en sled:t.s dr:m optrt:cdt a.Ls de hoekpunten van beide pool-
drieho~ken op uen kegelsnede 
Ong. 26. Eewijs dat. 

., . 
_._1ggen. 

Opg. 27. HoeveE:l kegelsneden door 3 gegeven punt en raken i. h. a. aan 2 
gegeven rechten? 

Tenslotte vermelden wij nog enigE: affiEme en metrische eigenschc~:;,­

pen der kegelsneden. Wij kiezen weer eerst een rechte als oneigenlijke 

en daarna twee _punten <las.rep als cirkelpunten. 

Defini tie. Eei: rl;;;'ele kegE!lsnede heet een po.rcbool als zij raakt aan de 

oneigenlijke rechte. Snijdt zij deze in reele punten ctn heet zij een 

hyferbool 1 anders een ellips. H8t middelpunt van een kegelsnede is de 
pool der oneigenlijke rechte. Een parabool bezi t geen eigenlijk middel•­

punt. Een middellijn is een rechte door het middelpunt, dus een rechte 

met een oneigenlijke pool. Toegevoegde· middellijnen zijn poolverwante 
middellijnen. Hun richtingen noL:mt men toegevoegd. 
Opg. 27. Bewijs dat de middens van evenwijdige koorden van een lrngcl­

snede op een rechte lijn liggen, waarvan de richting toegevoegd is aan 
die der koorden. Die m.p. gaat ook door de raakpunten der raaklijnen, 

die evenwijdig lopen met die koorden. 
Opg. 28. Kiest men twee toegevoegde middellijnen en de oneigenlijke 
rechte tot zijden van de gronddriehoek van het coordinatenstelsel, dan 

is de vergeli jking van een ellips. resp. hyperbool te brengen in de ge­
daante 

2 2 
X ½ -:,--
a"- b. = 1 ' 

x1 x2 
waarin a en b resle getQllen zijn en x = xi y = x• 

.3 3 
Opg. 29. Kiest men bij een parabool een raaklijn, de yerbindingslijn 
van het raakpunt en het oneigenlijke punt en de oneigenlijke rechte 

tot zijden van de gronddriehoek, dan is de vergelijking dsr perabool 
te brengen in de gedaante y 2 = 2px, waarin x en y gokczen worden ala 
in opg. 28. 

Opg. 30. Kiest men bij een }-1..y:perbool de twee asyrnptoten en de oneigen•· 

lijke rechte tot zijden van de gro:nddriehoek, dan is do VElrgelijking 
van die hyperbool te brengen in de geda.ante xy = c met x en y als in 
opg. 28. 
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V!ij ,rermelden nu nog enige motrieche eigenachappen. Loodrechte toe­
gevoegde middellijnen van een k~gelsnede noemt men zijn assen. De onei­
genlijke punten van toegevoegde middellijnen vormen een involutie. De 
oneigenlijke punten van loodrechte:i lijnen vormen de ?rthogonale involu­
tie, die elliptisah is. Dan bezitten, zeals wij in·~ 18 zagen beide in­
voluties een reeel gemeenschappelijk J)aar~ dat de asrichtingen der kegel­
snede ~ange&ft en waurdoor de assen bspaald zijn. 

Bij de perabool is de eE:rstf; der beide involuties parabolisch en 
dus ontae.rd. Hier verstaat men ond.er de as die rechte door het oneigen­
lijke punt, die optreedt als verbindingslijn van de middens van erop 
loodrecht staande avenwijdige koorden. 
Opg. 31. Bij ellips en hyperbool liggen assen en asymptoten harmonisch. 
Definitie. Brandpunten van een k8gelsnede zijn snijpunten der raaklijnen 
uit de cirkelpunten aan de kegelsnede. Die 4 raaklijnen vormen een om­
schreven vierhoek EFE 1 F 1 van de kegelsnede waarvoor een eerder gevonden 
stelling geldt, die ans leert, dat de verbindingslijnen EE' en FFt van 
overstaande hoekpunten elkaer in een punt O snijden, dat poolverwant is 
met IJ, dus het middelpunt is der kegelsnede. Verder zijn EE' en FF' 
loodrecht, omdat zij harmonisch zijn met OI en OJ en tenslotte is OE= 
OE 1 want E en E' liggen harmonisoh met O ~n het oneigenlijke punt van 
EE'. Analaog OF= OF'. Bijgevolg liggen op elk der assen van een kegel­
snede twee brandpunten. 

Het is duidelijk, dat een kegelsnede geen 4 reele brandpunten 
heeft, als men I en J imaginai~ kiest 1 want anders was de vierhoek 
EE'FF' reeel en dus ook zijn snijpunten met de reele oneigenlijke rechte. 

Omdat I en J toegevoegd zijn, raakt de toegevoegd complexe rechte 
van de complexe rechte EI ook aan de kegelsnede. La.at dat JE' zijn. 

1Dan is het snijpunt F van IE en JE' reeel. Evenzo is het andere brandpunt 
F• reeel. 

Een reele kegelsnede bezit dus 2 reele en 2 toegevoegd complexe 
brandpunten. 

Zij F een brandpunt van een kegelsnede. Twee poolverwante rechten 
door F zijn da.n harmonisch met de isotrope raaklijnen uit F aan de kegel­
snede sn dus loodrecht en omgekeerd twee loodrechte rechten door F zijn 
poolverwant. 
Opg. 32. Als PA en PB e~n kegelsnede zodanig raken, dat AB door een 
bra.ndpunt F ga.at, dan is FP ,....L ... AB. 
Def'initie. De poollijn van een brandpunt van een kegelsnede heet een 
ricl;!.tlijn. 

Opg. 33. Zij ABC een raakdriehoek van een kegelsnede (C niet op de ke­
gelsnede). Als F een brandpunt dier kegelsnede is, dan is L.AFC = LBFC. 
Ope; •.. 34,. Een :parabool heeft een ei genlijk brand punt, gelegen op de a:s. 



Definitie. Een kegelsnede is ecn orthogonale hyperbool als haar aympto­
ten loodrbcht op a.kaar staan. Een kegelsnede is een cirkel, ala zij door 
de cirkelpunten gaat. 
Opg. 35. Bij de cirkel staan toegevoegde middellijnen loodrecht op el­
kaar. Bij de orthogonale hyperbool maken zij gelijke hoeken met de a­
symptoten. 
Opg. 36. Een hoeveelvoudig gegeven is het voor een kegelsnede om te zijn 
parabool; cirkel; orthogonale hyperbool? 
Opg. 37. Als 3 kegelsneden elk door twee pu.nten Pen Q gaan, dan gaan de 
gemetnschappelijke koorden van steeds twee hunner, die niet door Pen Q 
gaan, door een punt (Stelling van Sturm). Wat vindt men als Pen Q cir­
kelpunten zijn? 
Opg. 38. ( Stelling van Pascal) Als ABCDEF een in een kegelsnede ingeschrb·• 
ven zeshoek is, dan zijn de snijpunten (AB,DE), (BC,EF), (CD,FA) concur­
rent (Maak gebruik van opg. 37 met Pen Qin A en D, waarbij 2 der 3 ke­
gelsneden ontaard zijn. 
Opg. 3~. Formuleer de duale stelling van die van Pascal, welke naar 
Brianchon wordt genoemd. 

22. Lineaire verze.melin en van ke elsneden. 
Stellen K1 = 0 en K2 = 0 twee verschillende kegelsneden voor, dan 

noemt men de verzameling 
(1) t\ K1 +fK2 = 0 

een kegelsnedenbundel of -schaar al naar gelang K1 en K2 beide quadra­
tisch zijn in puntcoordinaten of in lijncoordinaten. Wij ond~rstellen 
in het vervolg dat het eerste het geval is. Vergelijking (1) stelt on­
eindig veel kegelsneden voor, die men de exemplaren van de bundel noemt. 

Is S een snijpunt van K1 en K2 , dan ligt S voor elke (/\ , /<...) op de 
kegelsnede (1), dus op elk exemplaar van de bundel. In het algemeen be­
staan er 4 dergelijke punten s. Men noemt ze de basispunten van de bundel, 
Opg. 1. De bundel (1) wordt ook gevonden door uit te gaan van tw~e wille­
keurig verschillende exemplaren K' en K" van die bundel en dan de ver­
zameling 

A K' + /.l K" = 0 

te beschouwen. I 

Opg. 2. De verzameling van de kegelsneden, die gaan door 4 punten, waar­
van er geen 3 collineair zijn, is een kegelsnedenbundel. Wat vindt men 
als 3 der punten collineair zijn, maar het 46 hiermede niet c~llineair is? 
Opg. 3. Door een willekeurig punt van het platt& vlak gaat i.h.a. pre­
cies een exemplaar van de bundel. Yoor welke punten is dat niet het geval? 

Beschouwt men de kegelsneden K1 =>a. jx. x. en x:2 = ~ b . . xix.; den 
-- J. 1 J L lJ J 

luidt (1) 
(2) 



J 
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V.'cnst men te onderzoeken of er exemplart:n van de bundel ( 1) of ( 2) zijn, 

die raken aan een gegeven rechte v(v1 ,v2 ,v3 ), dan kan men (2) ale lijnen­
kegelsnede opvatten, waaritan ~lke co~fficient a.ls minor van een element 
van de determinant II\ a . ., + f lb 1 ..:; \ quadrs:tisch is in t\ en '1 -· Eist men da:t f' l.i . -,, r-
de rechte v op die lijnenk.:gelsnede ligtj dan gEieft substit:..i.tie van 

(v 1 ,v2 ,v3 ) in haar vergelijking een quadrctische vergelijking voor A:,!,(,., 
zoda.t er i.h.a. twee exe:nplaren van een bundel raken aan een gegeven 1 

rechte. 
Die exemplaren zijn ook op andere wijze te vinden. Daartoe bewijzen 

wij eerst dat EH:.n kegelsnedenbunde:l eon rechte volgens een invnlutie 
snijdt. Zender bezwaar mag men het grondst0lsel zo kiezen, dat die rechtc 
tot vergelijking heeft x~ = o. De snijpunten van (1) en x3 = 0 vindt men 

j 

dan uit 
\ ( 2 2 2) ,, r, 2 2b ,.,_ 2' 0 
~ a11X1 + a12X1X2 + a22X2 +r\011X1 + . 12X1X2 + u22X2J = • 

Deze laatste betrekking is een bund.el puntenparen, dus een involutie 
(zie blz. 144). 

Wenst men nu de exemplaren van een bundel te vinden, die een gege­
ven rechte v raken, dan snijdt zo•n exemplaar v in samengevallen snijpun­

ten, dus in de dubbelpunten der op v door de bundel bepaalde involutie. 
Zijn deze twee punten gevonden, dan zijn de gezochte kegelsneden door 5 
hunner punten bepaald. 
Ops. 4. Hoeveel exemplaren van een bundel raken aan een rechte door een 
basispunt? 

Zoeven zagen wij, dat een exemplaar van een bundel kegelsneden, ge­
schreven in lijncoordinaten, een vergelijking bezit, die quadratisch is 
in A en t,., en dus niet een element is van een schaar, waarin A en ,M slech·cs 

tlineair fuogen optreden. Dua.al is evenmin een kegelsnedenschaar o·p te vat-­
ten als kegelsnedenbundel. Er zijn echter bijzondere gevallen, waari11dat 
wel kan (bundelschaar). 

Opg. 5. De kegelsnede!~ die twee gegeven rechten in twee daarop gegeven 
punten raken, vormen een bundelschaar. 

Wenst men de ontaarde exemplaren van een bundel te vinden, dan moe­

ten A en /t,. zo worden gekozen, dat \ (\ aij +,Hbij\ = O, hetgeen leidt tot 
een cubische vergelijking in /\ /<- , waarui t i.h. a. drie ontaarde bundel­
exemplaren gevonden worden. Bezit de bundel 4 basispu.nten A,B,C en D, 
dan zijn die drie ontaarde exemplaren kennelijk de lijnenparen AB,CD; 
AC,BDJ AD,BC. 
0:pg. 6. Een volledige vierhoek snijdt een willekeurige rechte in 6 pun­
ten, die 3 paren vormen, die tot een involutie behoren. 

De middelpunten dier ontaarde exemplaren zijn dus juist diagonaal­
punten van de volledige vierhoek der basispunten. Die diagonaaldriehoek 
is een pooldriehoek voor elk der ontaarde exemplaren en dus (zoals wij 

straks laten zien) voor alle ex8mplaren, wat trouwens ook volgt uit de 



' 
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bekende volledige vierhoekconetructie bij een willekeurig exemplaar. 
Wij warden hier gevoerd naar de pooltheorie bij bundels en gaan thane 
de bundelpoolverwantaohap onderzoeken. 

Allereerst merken wij op, dat (1) in matrixnotatie te schrijven is 
in de gedaante 

/\ (X-'AX) +.,,u(X 1 BX) = 0 of X' ( i\ A + fB)X = o. 

Zij Peen willekeurig punt. De poollijn van P t.o.v. een exemplaar 
van de bundel luidt dan 

~ P'AX + .tlP'BX = O. 
I 

Deze poollijnen vormen dus een stralenwaaier gaande door het snijpunt P 
van de poollijnen P'AX =Oen P'BX = 0 van P t.o.v. twee exemplaren 
van de bundel. Omgekeerd moet het zo aan ~ toegevoegde punt weer in P 

vallen, omdat de poollijneh van~ t.o.v. twee exemplaren door P gaan. 
De verwantschap tuss~n Pen Pis dus involutorisch, maar het is geen 
projectieve verwantschap. Dat blijkt trouwens daaruit dater zodanige 
uitzonderingspunten bestaan als niet bij een projectieve verwantschap 
kunnen optreden. H~t is nl, mogelijk dat de poollijnen van P t.o.v. 
twee (en dus van alle) exemplaren samenvallen. De poollijn van P t.o.v. 
twee ontaarde exemplaren vallen dus ook samen, waaruit blijkt, dat 
zo'n uitzonderingspunt Peen diagonaalpunt is van de volledige vierhoek 
der basispunten. Kiezen wij de diagonaaldriehoek tot gronddriehoek van 
het coordinatenstelsel, dan moet een willekeurig exemplaar van de bundel 
een vergelijking hebben van de gedaante 

2 2 2 a 1x1 + a 2x2 + a3x3 = O, 

~terwijl dEJ drie ontaardingen gevonden worden door te :nemen a1 = O, 

-a2 = 0 o~ a3 = o. De bundelvergelijking luidt dan 

( 3) ( ?-i a1 + f-b 1 ) x~ + ( A a2 +1
µ. b 2 ) x~ + ( A a 3 + /-<.. b 3) x~ = 0. 

Van een punt P(p1 ,p2 ,p3) zijn de poollijnen t.o.v. de exemplaren de 
rechten 

(i\a1+fb1 )p1x1 + (Aa2+fb2 )p2x2 + (/\a3+,hb3)p3x3 = o. 
I 

De top van deze waaier is het punt~ met 

P1 = (ab)23P2P3; P2 = (ab)31P3P1; P3 = {ab)12P1P2· 

Hieruit ziet men dat inderdaad de verwantschap tussen Pen P 
niet lineair is. De verwantschap is wel omkeerbaar (afgezien van de zij­
den der diagonaaldriehoek, dus de punten waarvoor p1 ,p2 of p3 = 0 is). 
Men vindt dan 

waarin 

0 C 
P2P3 = ('ab)12 P1; P3P1 = (ab) 31 

e = (ab),2(ab)23(ab)31P1P2P3, 
dus 



De 

toegevoegd 

ecn 

gc~ande door de diagonnali;unton. Omge:ke8:rd worden ann deze kegelsnede 

toegevoegd de oorspron.kelijke rechts en do:: drie zijden van de dio.gonaal­
driehoek. 
0-a ~, v~rkla0 ~ a·~t la~+a+o ~ _ ,,.,....1. . .L. ..... v...,;ivv 9 

Deze kegelsnede (de elfpuntskGgelsnede dier rechte genoemd) bestaat 

niot alleen uj.t de punten 1 die i.n onze qur-.dratische bundelpoolverwant­

schc.p toegevoegd zijn nan de punten der rechte u, maar ook d.e polen van 

lu t.o.v. de exe:mDlaren van de bundel. In1ners de 'Dool t.o.v. (3) is het 
r • u • • 
punt met coordinc.ten >a. 1 + .u.b. ( i == 1 , 2, 3) en na substi tu tie in ( 4) 

. J. / J. 

ziet men direct in, dct dit punt op de elfpuntskegelsnede van (4) ligt. 
De elfpuntskegelsnede dra~,gt haar naam omdat zij gaat: 

1): door de 3 diagonaalpunten; 
2): door een punt op een zijde van de basispuntenvierhoek dat har­

monisch ligt :met het snijpunt dier zijde en u t.o.v. de basispunten op 
di& z:.jde; zulke pu:nten zijn er in het algemeen 6. 

3): door de 2 raakpunten op u van de bundelexemplaren, die u raken. 
Opg. 8. Bewijs 2) en 3). 

Wij geven nu nog E.;nige me'h"ische bijzondere bundels. 
Bevat ec.:n bundel een cirkel 1 dan behoren de cirkelpunten I en J tot 

de involutie, volgens welk0 de bundel de oneigenlijke rechte snijdt. 
~ij A1 en A2 de dubbelpunten dier invnlutie, dan zijn de asrichtingen vru. 

een willekeurig exemplac.r harmonisch met I en J en met de oneigenlijke 

punten der asymptoten van dat exemplaar; zij zijn dus juist A1 en A2 , 
zodat alle exe:mplaren van cle bundE;l evenwijdige assen hebben. 

Opg. 9. Drie der bisectrices va!1 de diagonaa.ldriehoek van een koorden­
vi~1.rhoek zijn evenwijdig. 

_O,l?g. 1 O. De middens der 6 zijden van een volledige koordenvierhoek en de 
3 diagonaalpunten liggen op 8en orthogonale hyperbool, waarvan de assen 
evenwijdig lopen met de bisectrices van de diagonaaldriehoek. 
O;pg. 11. Een kegelsnedenbundel bevat i.h. a. een orthogonale hyperbool. 

Bevat een kegelsnedenbundel ten minst0 twee orthogonale hyperbolen, 
dan is haar doorsnijding met de oneirtgenlijke rechte de orthogonale in­
volutie, zodat alle exemplaren van de bundel orthogonal~ hyperbolen zijn. 
Wij vinden zo 1 n bundel door uit te gaan van twee stel loodrechte rechten 
en zien en passant dat door hun vier snijpunten nog een derde stel lood­
rechte re ch ten gaat ( zod2.t bli jkt, da. t de hoogtelijnen van een driehoek 
door t':en punt gaan). De elfpuntskromm.e van de one:igenlijke rechte blijkt 

nu ee:n kromme te zijn door de dubbelpunten I en J der bundelinvolutie op 
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de onbigenlijkc reohtt, dus een cirkel. De overige 9 punten van deze cir­
kel zijn juist de 9 punten waaraan d6 negenpuntscirkel van de driehoek 
van 3 der basispunten zijn naam. dankt. 

Annlog~ duale resultaten gelden bij scharen kegelsneden. Hi~r treden 
vier bnsisr1;;chten op waaraan alle exemplaren raken. In het algemeen bezit 
een schaar dri~ ontnarde exemplaren (puntenparen), die liggen in overstaan­
de ho8kpunten van de volledige vierzijde der basisrechten. Ook hier treedt 
een diagonaaldriehoek op, die pooldriehoek is voor alle exemplaren. 

Aan een rechte is nu in de schaarpoolverwantschap een rechte toege­
voegd, aan een punt een elfrechtenkegelsnede, die raakt aan de 3 zijden 
van d~ diagonaaldriehoek der basisrechten en aan de twee rechten, di~ 
raaklijnen zijn van de twee schaarexbmplaren door het beschouwde punt. 
Opg. 12. Welke zijn de overige 6 ruaklijnen van de elfrechtenkegelsnede, 
►,aaraan zij h~ar naam dankt? 

Wi j gevem nog enkele mt=trische bi j zonderheden. 
Db polen der oneigenlijke rechte t.o.v. de exemplaren van een schaar 

zijn collineair. Bijgevolg liggen de middens der diagonalen van een vol­
ledige vierzijde op een rechte. Is die vierzijde cbn raaklijnenvierhoek, 
dan gnat die rechte ook door het middelpunt van haar ingeschreven cirkbl. 

;$ijn twe-.. overstf',and8 hoekpunten van dE:: basisrechtenvierzijde de cir­
kelpunten I en J dan krijgen wij een schaar waarvan alle exemplaren de­
zelfde brandpunten bbzitten (confocale schaar). De raaklijnen door een 
will0keurig punt P aan de schaarexemplaren vormen edn involutie; de dub­
belstralen ervan zijn de raaklijnen u en v der schaarexemplaren door P. 
Tot di1;; involuti0 bchoren PF en PF' (waarbij F en F 1 twee brandpunten 
zijn) en ook PI en PJ. D6 rechten u en v zijn dus harmonisch met PI en 

~J dus loodrecht en verder harmonisch met PF en PF', zodat de raaklijn 
in een punt P van een kegelsnede de hoek FPF' of zijn nevenhoek halveert. 

De kegelsneden door 4 verschillende punten vormen zoals wij boven 
zagen ecn bundel. Oak is dat het geval met de kegelsneden door 3 gegeven 
punten, die in een dier punten aan een gegeven rechte raken. Zij nl. 
dit laatste punt het punt (0,0,1) en de andere (1,0 1 0) en (0,1,0). Ki~s 
het coordinatenstelsel nag zo, dat de genoemde rechte tot vergelijking 
bezit x1 + x2 = O. Mt.n ziet gemakkelijk in, dat iedere kegelsnede van de 
bundel dan een vergelijking van de gedaantb ax1x2 + b(x1+x2)x3 = 0 bezit 
en dus tot de bundel behoort, die door de exemplaren x1x2 = 0 en 
(x1+x2 )x3 = 0 wordt bepaald. 
2.E.£! 12. Onderzoek de ligging van eventuele gemeenschappelijke pooldrie­
hoeken van alle exemplar~n. 

De kegelsneden, die tw~e gegeven rechten in twGe geg~ven punten ra­
ken, vormen zeals wij al opmerkten e~n bundel (en een schaar). 

D0 kegelsneden, die een gegeven k~golsnede kin 1 punt raken en er­
mee verder nag sleohts ecn punt gemeen hebben, waar geen raking aptreedt, 



vormen ook een bundel. 

Kies het coordinatenstelse~ zo, dat k tot vergelijking heeft 

x~ - 2x2x3 = O, waarbij (0,0,1) het raakpunt en (0,1 ,o) het snijpunt ziJ. 
Een kegelsnede met de gezochte eigenschap heeft dan zeker de gedaante 

2 
a 11 x 1 + 2a12x 1x2 + 2a23x2x 3 = O. Haar snijpunten m8t k volgen uit 

a 11 x2x3 + a 12x 1x 2 + a 23 x 2x3 = 0 en zijn dus, behalve het raakpunt op 
x 2 = 0 en k~ de punten op ken a 11 x3 + a 12x1 + a 23 x3 = O. Het moeten de 
~unten (0,0,1) en (0,1 ,O) zijn, dus moet a23 = - a 11 zijn, waaruit volgt, 
dat die gezochte kegelsnede de gedaante 

2 a 11 (x1 - 2x2x3 ) + 2a12x 1x 2 = 0 

be zit en dus tot e8n bundel behoort ~ die oepaald wordt door k en de rech­
ten x1 = 0 en x2 = O. Men zegt, dat in dit geval de kegelsneden van de 
bundel elkaar in het punt (0,0~1) osculeren en spreekt van een osculeren­
de oundel. Het punt (0,0,1) telt 3-voudig als snijpunt van een kegelsnede 
ui t de bundel met k; deze kegelsneden heoben aldaar een raking van de 
2° orde. De cirkel, die een kegelsnede kin een punt P osculeert~ noemt 
men de kromtecirkel van kin P. Snijdt deze kook nog in Q, dan is de 
bisectrix van de hoek tussen PQ en de raaklijn in P aan k evenwijdig aan 
een asrichting van ki waardoor Q bepaald is en de kromtecirkel ook. 

Tenslotte oestaat nog een hyperosculerende kegelsnedenbundel, dat 
,. , 

is de verzameling der kegelsneden, die met een gegeven kegelsnede een 
en slechts een punt gemeen heeft (waaru4 puntige snijding" d.w.a. een 
raking van de 3 8 orde plaats vindt). 
O;pg. 1 3. Ga di t na. 

Zijn 3 kegelsneden K1 (x) = o, K2 = o, K3 = 0 gegeven, dan heet de 
verzarneling der kegelsneden 

► j 
""5 /\.K.(x)=O 
.:-i=T l l 

een kegelsnedennet. Hieroij is ondersteld, dat geen der drie kegelsneden 
lineair afhankelijk is van de beide andere. Duaal hiertegenaver staat 
een weefsel. 

Een figuur, die op analoge wijze lineair opgeoouwd is uit 4 puntke­
gelsneden heet een kluwen en een, die uit 5 is opgebouwd een legioen. 
Hierop gaan wij niet verder in. 
S)pg. 14. Bew~s dat de meetkundige plaats der dubbelpunten der ontaarde 
exemplaren van een kegelsnede met een kromme van de derde graad is. 
Men noemt di t de kernkromme van het net. 

_{ 23. De ruimte. 
Een punt is een stel van 4 verhoudingsgetallen, die niet alle nul 

zijn. Twee stellen verhoudingsgetallen stellen dan en slechts dan het­
zelfde punt voor, als zij evenredig zijn. Men schrijft kortweg 
A(a1 ;a2 ,a3 ,a4 ), waarbij het de bedoeling is, dat a 1 ,a2,a3 ,a4 de verhou-



dingsgetallen van het punt A z1Jn. 

Met C =AA+ )cB bedoelen wij weer, dat deze relatie geldt voor olk 

der -verhoudingsgetallen, dus ci =t'\ai +/Lbi (i = 1,2,3); in dit geval 

heet C lineair afhankelijk van A en B. Tie matrix der verhoudingsgetallen 

he e:ft dan de rang 2. An2-loge betekenissen hebben de schrijfwijzen 

]) = ).. A + l 1 B + v C en E = :'\ A + l · B + V C + K D. I f . 
l 

Indien A,B,C en D vier willekeurige punten zijn 9 zodanig dat de ma-

trix hunner verhoudingsgetallen de rang 4 bezi t, dan is voor een wille­

keurig punt E dE::: schri jfwij ze E = 1\ A + /IB + l,'C +ff]) mogelijk. Men neme 

nl. 
,\ _ ( ebcd) t,l _ (aecd) J.' _ ( abed) /\. _ (abce) 
' - (abed}'.· - ~abed)' - (abcd)Y - (abed)· 

Deze uitdrukkingen bestaan allen, omdat (abed) / O. Is voorts E niet 

lineair afhankelijk van minder dan 4 der gegeven punten A,B,C en TI, dan 
., 

is ge en der g8tallen /\ , /i, V en f-; gelijk aan nul. 

_ ])e getallen /, , lt, /, f; worden niet volledig bepaald door de punten 
I 

A.B.C,D en E; zij zijn hGt pas als gegeven is welke keuze voor de ver-

houdingsgetallen dier punten is gedaan. 

Zij bij bovenstaande keuze van A,B,C,D en E nog een punt 

X(x1 ,x2 ,x3 ,x4 ) gegev8n. Dan bestaan er, analoog aan het voorgaande, 

getallen 7t, C (i', T, zodanig dat X = Tr A + t" B + v C + ITI. Men noemt de 

verhoudingen 

X - .![_ 
1 - 1l ' x3 = L 

\/ r 

de coordinaten van X ten o:pzichte van het coordinatenstelsel ABCDE. _De 

verhoudingen der coordinaten zijn onafhankelijk daarvan 7 welke keuze men 

doet voor de verhoudingsgetallen der punten A,B,C,TI,E en X. 

Het verband tussen de verhoudingsgetallen en de coordinaten is dus 

gegeven door formules van de gedaante 
4 

( 1 ) Xi = ];-- aijxj (i:;:: 1,2,J,4). 

Dez e :formules zijn homogeen en lineair in d,.- verhoudingsgetallen 

(x1 ,x2 ,x3,x4 ) en de coefficientenmatrix (aij) bezit de rang 4, want 

(bcd)234(bcd)134(abd)124(abc)123' 
= 1 (acd)234Cacd)134(abd)124(abc)123 

a f:ij/-== (ebcd)(uGcd)(c.b0d)(ubc0) (a-bd) 234 (abd) 134 (abd) 124 (abc) 123 = 

(abc)234(abc)134(abd)124(abc)123 

== (abcd) 3 
(°ebcd) (aeca.) (abeaHabce) (verg. blz. 42 bovenste regel) 

is ongelijk aan nul. 

Opg. 1. Bepaal de coordinaten van A,B,C,D,E t.o.v. het stelsel ABCDE. 

Kiezen we nu ae~ coordinatenstelsel x1x2x3x4x5 met 

X1 = ( 1 , 0, 0, 0) ; x2 = ( 0, 1 , 0, 0) ; x3 = ( 0, 0, 1 , 0) ; x4 == ( 0, 0, 0, 1 ) ; x5.:: ( 1 , 1 , 1 ~ 1 ) , 



dan ziJn de coordinaten van het punt X(x1 ,x2 ,x3 ,x4 ) t.o.v. dit stel~el 
juist gelijk aan x1 ,x2 ,x3 ,x4 , want men heeft dan A = r = V = ~ = 1; 

7r = x1 , 8 = x2, v = X3, T = X4. Het heeft dus geen Zin om verder onder­
scheid te maken tussen coordinaten en verhoudingsgetallen. De laatste 
zijn coordinaten t.o.v. een speciaal gekozen coordinatenstelsel. 

~e betrskkingen(1) geven dus het verbund der coordinaten van een­
zelf~e punt t.o.v. de twee stelsels A:BCDE en x1x2x3x4x5. Indien men uit 
(1) de grootheden x1 ,x2 ,x3 ,x4 oplost, wat mogelijk is wegens a/ O, 

vindt men de inverse transformatie 
A .. 

x. = --2:.J. x. 
l a J 

J 
( 2) 

waarin weer Ars de minor is van ars in de matrix (aij). 
Bezit hetzelfde punt X t.o.v. een grondstelsel A'B~crD 1 E 1 coordina­

ten (x19 x2,x3,x4), dan is het verband tussen deze coordinaten en de oor­
spronkelijke (x1 ,x2 ,x3 ,x4 ) wegens (1) gegeven drnor 

x! = ~- a!. x. (i = 1 9 2 9 3,4); 
l J=7 1J J 

hierin hangen de coefficienten aij 
aij van A,B,C,D,E. Bijgevolg heeft 

net zo af van. A' , B' , C 1 , D' , E' als 

_L ~ Ak. 
x! = L ""--' a!.~ 

l j=1 k=1 lJ a 

( 2) 

(i = 1,2,3,4), 

zodat het verband tussen de coordinaten van eenzelfde punt t.o,v. twee 
willekeurige coordinatenstelsels ook gegeven wordt door een homogene 
lineaire transformatie ... Omdat zowel a :::: /. a . . J als a 1 = I a! .j van nul ver-

lJ lJ 
schilt, is dat ook het geval met de determinant !bik l, die volgens het 
vermenigvuldigingstheorema van determinanten van Cauchy gelijk is aan 

I A 1 2 
a' \ ~j ( = a 1 : 3 = ~• ;6 O. 

De transformatie 
,L. 

x. = L- a .. x. 
l j=1 lJ J 

(i = 1,2,3,4) 

schrijven wij weer in matrixnotatie X = AX, waarin A de matrix (a .. ) en 
lJ 

A de matrix (a .. ) en X de staande matrix { ~;;.· aangeeft. Past men nu toe 
lJ · XJ 

- X4 
de transformatie X = BX 5 dan heeft men 

X = A(BX) = (AB)X = ox, 
waarbij C = AB. 

Verder, als X = il, dan is X = A-1 X,. waarbij A-1 de inverse ma.trix 
is van de matrix A; verg. formule (2). Men heeft verder AA-1 = A-1A = 

I, waarbij I de eenheidsmatr~x 

0 ~ ~ n is, 



Hierait volgt, dat de homcgene lineaire tre.nsformaties met determi­
nant/. 0 een groep vormen. Deze groep is niet commutatief, zoals door een 
eenvoudig voor'tee1d aa.n te tcnen is. 

Indien twee grondstelsels ABCDE en A'B 1 C'D 1 E 1 gegeven zijn, is zoals 
wij hierb~wen zagen, de transfo:rmatiematrix vastgelegd. Is omgekeerd 
deze :nat:rix ( a.; , ) met \e . .; ) /. 0 gegeven, dan geeft de transformatie 

4 ~d • ~JI 
X ~ a x' I~ -- 1 " ::_ ~ \ n· e+ e .... b d O d ·· d1·"' t "' n ..; == ,,.,.. .. _ _ .., i ~ , ... -• i , ... , ~,,"'; " v • an ac..n van e coor •• a en van ee .. -

..L i-·1 ,..1,.-u \., 
V ·~- l 

zelfde punt X t.o.v. twee stelsels A,B,C,D,E en A•,B',C',D•,E 1 • Hierbij 
is in nieuvve coordinaten A1 {1,0,0,0) dus in oude A'(a.11 ,a217 a 31'a41 ); 

analoog B 1 (a12 ta22 ,a32 ,a42 ) enz .. en E 1 (a11 +a12+a13+a.14 ,a2p+a22+a23+a24 ~H' 

Zijn van 5 :punten PQRST waarwan dE.; coordinaterunatrix de rang 4 bezit 
de oude en nieuwe coordinaten gegeven, dan is daardoor de transformatie 
eveneens bepaald. I:rri.zers beschouw ook nog de coordinaten (X1 ,x2,x3 ,x4) 

t.o.v. het grondstelsel PQRST. Wij bepalen nu eerst het verband 

xi =Lbijxj tussen deze en de coordinaten (x1 ,x2 ,x3 ,x4). Direct door 

substitutie van coordinate:n van P,Q,R en S ziet men in, dat 

terwijl Tons leert, dat 

f2q1 

f2q2 

f2q3 

f2'14 

f3r1 
f3r2 

f3r3 
f3r4 

f 4 81 

f4s2 
f4s3 ' 

f4 84. 

ti= f1pi + f2qi + f3ri + f4si (i = 1,2,3,4), 

waaruit wegens (pqrs) JO de getallen f 1 ,f2,r3 ,f4 op ondubbelzinnige 
wijze kunnen warden bepaald en niet nul zijn, zodat f bij \ -J. 0 is, waar-

, door de matrix ( b.: . ) is veBtgelegd. Evenzo is de matrix (b ! . ) vastgelegc 1 ~J 1J 
die hE::t ondubbelzinnig bepaalde verband tussen de coord:inaten xi en Xi 
aangeeft, waarna het gewenste verb and tussen xi en xi o:ri.:middellijk op 
ondubbelzinnige wijze gevonden wordt. 

De transformatie X == AX laat nog een tweede interpretatie toe, nl. 
die waarbij in eenzelfde coordinatenstelsel aan een punt X een (ander) 
punt X wordt toegevoegd. Men spreekt dan van een projectieve transfor­
matie, die X in X overvoert. Op grond van het bovenstaande is ee:m pro­
j~ctieve transformatie bepaald door de matrix A of door van 5 punten t~ 
geven in welke punten zij door de transformatie worden overgevoerd. 

DE, verzameling der punten X met X = )\ A + .✓-u..B, waarbij A en B twee 
I 

willekeurige verschillende pu..'l'lten voorstellen heet een rechte. Deze gae:'~ 

door A en Ben is door deze twee punten bepaald. Zij is trouwens ook 

door 2 andere harer punten C en D bepaald, want is C = Tf A +f B, 
D = tT A + TB, da.."'1. is een punt P == 1'. C + l.:..D tEJ schri jven in de gedaante 

p == (.\ iT + )tC-- )A + ( Fl ( + )'1,:t' )B, 

en dus gelegen op de rachte A.B. 



Opg. 2. Toon aan, dat elk punt van AB tevens op CD ligt. 
Een rechte is dus door twee willekeurige harer punten bepaald. Zijn 

A,B,C en D vier punten van een rechte met C =AA 1/.t..B, D =f! A +1" B, dan 
noemt men ( verg. J 18 en 19) ·t : 1L de dubbelverhouding (ABCD) der 4 

'> ,) f<:-
punten. Op grand van de overeenkomstige definities van dubbelverhouding 
van 4 punten op een rechte in de ruimte ( / 23) op een rechte in het 
platte vlak ( ( 19) en, op een rechte ( § 18)~ gelden de beschouwingen 
over dubbelverhoudinge:n ui t i; 18 evE:inzeer voor de zojuist gedefinieerde 

> 
dubbelverhoudingen. In het bijzonder zijn dus ook harmonische en aequi-
anharmonische puntenviertallen in de ruimte gedefinieerd. Ook gelden 
alle vlakke· eigenschappen betreffende dubbelverhoudingen in ieder plat 
vlak van de ruimte. 

Zij op PQ eE-n punt R gegeven met R = 11 P + f,LQ, dan voert de projec­
tieve transformatie X = AX die drie punten ove; in punten P,Q,R met 

P = AP, Q = AQ, R = AR, dus 
AR = /\AT! ~_,t<.AQ = A( A Ii 1/l.Q), dus R = )\1' + j<-0. 

Bijgevolg voert een proj0ctieve transformatie een rochte over in een 
rechte. Zij nog S =(vP +(TQ, dan gaat S ov~r in 'S' = ~15' +/--0, dus 
(PQRS) = (PQRS), zodat blijkt dat een projectieve transformatie dubbel­
verhoudingen invariant laat. 

Zijn A,B bn C drie niet collineaire punten, dan noemt men de verza­
meling der punten P met P = /\A +/'-B +)IC een plat vlak. Di t vlak gaat 
door A,B,C. Kiest men 3 andere niet collineaire punten A',B' en C' in 
het platte iilak dan is iedere lineaire combinatie van A,B,C tevens een 
lineaire combinatie van A',B' en C' en omgekeerd, zodat een plat vlak 
door 3 willekeurige hnr~r punten bepaald is, 
9pg. 3, Bewijs dat. 

Als een rechte twee punten met e~n vlak gemeen heeft, ligt ziJ er 
geheel in, d.w.z. al haar punten liggen in het vlak. Immers zijn die twc6 
punten A en B E-n zij C ffin derde punt van het vlak, dat niet collineair 
is met A en B, dan is een punt P van de rechte AB te schrijv-en in de ge­
daante P =/I A +/l.B =,1 A yB +O C E:n ligt dus in het vlak. 

Een rechte en een vlak hebben tenminste een punt gemeen. Zij nl. AB 
d8 rechte en CDE het vlak. Men noet dus punten S =)\A +7B bepalen met 

J\ A + j"tB = f: C +,TD + 7. E. 

Di t leidt tot een stelsel van 4 homogene vergelij.kingen inA ·,f'- ,f·: o-Bn 
t, die in het algemeen 1 oplossing hebben, die ons 1 snijpunt oplevert. 
Er zijn meer snijpunten als de rang der coefficientennatrix f 3 is, dus 
als van A,C,D en Ede coordinatendeterminant nul is, dus als A een li­
neaire combinatie is van C,D en E en bijgevalg in het vlak CDE ligt. 
Evenzo moet Bin CDE liggen. Dan ligt AB dus geheel in het vlak CDE. 

Het vlak door de punten P(p1 ,P2 ,~3 ,p4), Q(q1 ,q2 ,q3 ,q4 ) en 
R(r1 ,r2 ,r3 ,r4 ) bestaat uit die en slechts die punten X, waarvoor geldt 



X = /1 P +1~ Q ~ 'i R, hetgeen aequivalE:nt is met (pqrx) = 0. Di t is een ho­
mogene l1nea1re vergelijking in puntcoordinaten. Omgekecrd stelt iedere 

dergelij~e vergelijking u1x1 + u2x2 + u3x3 + u4x4 = O een plat vlak voor 

daar een willekeurig punt ervan ecn lineaire combinatie is van h.v. 3 
willekeu:rig0 niet colline'aire erop gelegen punten. 
Opg. 4. Ga dit na. 

Vier punten A,B,C en TI zijn dus dan en slechts dan coplanair (dit 
is: gelegen in sen vlak) als voor hun coordinaten geldt (abed)= O. 

Een vlak is ook be:paald door de 4 cogfficienten van haar vergelijk:!.ng< 
I)eze noemt men de vlakcoordinaten van het vlak. Zij zijn op een constant,,:., 

factor na bepaald. De vlakcoordinaten van het zojuist beschouwde vlak zijn 
dus de minoren van de derde orde van de matrix 

P1 P2 P3 P4\ 
q1 q2 q3 q4 \ . 

I 

r1 r2 r3 r4\ 

Opg. 5. Bepaal de coordinaten van het vlak door de punten A(a3 ,a2 ,a,1), 

B(b 3 ,b2,b_,1), C(c3 ,c2 ,c,1) waarin a/ b; b / c; c / a. 

Opg. 6. Er is sen en slechts 8en vlak dat gaat door een rechte en een 

punt erbuiten. Twee vlakken zijn dan en slechts dan verschillend als de 

matrix hunner vlakcoordinaten de rang 2 bezit. 

Voeren wij nog in de liggende matrix U = (u1u2u3u4 ), dan luidt de Ter-

geli jking van het vlak t.- ui x1 = 0 in matrixnotatie UX == 0. 
1=1 

De µ;trrte:i die in twee vJ.Bkken U 0'.l V gelegen zijn, vor1nen een rechte . .Als 

nl. A en B beide in beide vlakken liggen, ligt de rechte AB geheel in 

U en in Ven omgekeerd als X in U en V ligt, h~eft men UX == O, VX = O. 
►Daar de matrix van dit stelsel de rang 2 bezit, is iedere oplossing G8L 

lineair compositum van 2 verschillende oplossingen, dus ieder punt in 

U en V ligt op de rechte door twee punten, die in U en V liggen. Een 

rechte lijn is dus te verkrijgen door lineaire combinatie van 2 punten 

of van twee vlakken. Ieder vlak nl. van de gedaante )\ U + /,1__ V is een vl£'!{ 

dat ook door de snijlijn van U en V gaat en op deze laatste wijze wordt 

de rechte niet gekarakteriseerd door de op haar gelegen punten 1 maar 

door de door haar gaande vlakken. 

Drie vlakken UX = o, VX = O, WX = 

lijn gaan, een punt gemeen waarvan 

de orde zijn van de matrix 

( u1 u2 

1 V 1 
\ w, 

Een eerste 

al die vlakken 

de 

0 hebben, als zij niet door een 

coBrdinaten de minoren van de ~rr-



,!-L 
doct e.an de vcrgeli j kir.g L---- n.; X..:; = C, du.s aJ..le vle.kken door 11.. Men zeg: 

,l ., .,i.. ..... 

daarom. wel, da t ee.rctge:noethaE: verge 1.i. jking de ve:rgelijking is van het 

punt A in vle.k~oordinaten. Haar coef'ficienten geven a.an ju.ist de 1nmt­

c-oordina:tt:n van A a.an. 
Oug. 7. De ve:rgeli;jking van het punt, dnt l:igt in 3 vlakken V,W en T 
luid ~ ( uv·wt) = 8, we.arin ( ui) de lo;:ende vlakcoordinaten zi jn. 

Hiermede hebbon wij tet rui:mtelijke dualiteitsbeginsel gevonden, 
dat o:::,s luert, dat in de ;:re j €1Ctieve rui.mte elke eigenschap van pu.ntei:. 

recr. ten en vlakken 1: li ~ ft gr;;lden e.ls men dan.rin d.e woorden 11 punt 11 \Sn 
"vlak" verwiss€lt; tev8ns :moeten dan de woorden (punt)coordinaten en 
vlakcoordinaten warden verwissE;2.d • 

.tt.ar: 4 vlakken U,V,W E:n T, diE: door ..;6n rechte gaan, kennen wij ~-ls 

volgt sen dubbelverhouding toe: Zij W ==AU + /LV; T == l' U + (j V I dan is 
. l'-

de dubbelve:r:t:.ouding der 4 vla.kken (UVWI') = f: ~-
Sr.ijden wij dE: 4 vl11kken m8t een re-:!hte, die' de snijlijn is van 

twEc8 vlakken Ren S, dan vindt m\;;:n vocr de coordinaten der 4 snij:.9un­
ten i~,B,C,L 

ai == (urs)i; bi = (vrs) 1 ; ci =(wrs) 1= ~ (urs)i~}<..(vrs)i = ,\ ai+1/-tbi~ 

di = (trs)i = e(urs) 1 + (f(vrs)i = ( ai +T bi' 

dus O ::::)t...b. +/,1:B, D ==fl1. +Ir:B, dus (J\.BCD):::: (UVWT), waarmede de hoofd­

stelling der :projecti.eve meetkunde van de :ruimte is gevonden, 

Opg. 8. Fo:rmuleer (en bewijs indien dit :r:og niet geschied is) de ruin­
telijk duale stellingen van die uit opg. 12 (blz 155), 1) en 2) en 
vervang 3) en 4) door in de ruimte gE:ldende analoge stellingen en for­
mule8r (en 1:::ewijs zo nodig) ook daarvan de duale • 

. li.angezien het duali tei tsbE:ginsel begrippen invariant laat of Y':JJ:: 

wisselt, levert twee keer dit beginsel op een eigenschap toegepast, ~~~ 

oorspror..kelijke cigenschap weer op. 
Wij gaan het effect na van een projectieve transformatie X = LX 

op het v.lak UX = CJ. TJit g'.:'.e.t o,,.er in eE:n figuur U(AI) = (Ub.)X == O, 
hetgeen wee:r een vlak UX = 0 is mE::it U = UA, dus U = UA-1 • Ook de vlnt­

coordinaten worder. dus homog8Em 1;;:n lineair g0trr:.nsformE.erd. 

Een projectieve transformatie laat 

invariant' want is R = II p + P-Q, s ::::; e p 
- - 1 -1 f \. . .I) --,. ( . ...1 ) R = .b. ' R = A \ I\ p -+ JA...Q = I\ A p . 

en evenzo 

E = e 15 + 1J" -cr, d us c PQRs ) = c PQR s) • 

dubbelverhoudingen van punte~ 

+ TQ, dan is 

+t{.(A-1Q) 
/ 

; 

Opg. 9. Bewijs rechtstreeks de duale eigenschap. 
Bij de puntcoordinaten trad het coordinatenstelsel x1x2x3x4x5 op 

waarbij 
X1 = ( 1 , 0, 0, O) ; ~ = ( 0, 1 , 0, 0) ; x3 = ( 0, 0, 1 , 0) ; x4 = ( 0, 0, 0, 1 ) ; x5:::: ( 1 , 1 , 1 , 1 } 

en waarbij voor een willekeurig punt X(x1 ,x21 x3 ,x4) gold 



X = x1X1 + x2x2 + x3x3 + x4x4 • Evi:,nzo tre~dt bij lijncoordinaten een 
stelsel u1u2u3u4u5 op, wanrin 
U -(1 n fl t"l)• Tur -IC"! l'i f"I)• U -fr': O 1 f'l 1• TT -(0 0 ri 1)• U ·-(1 1 1 1 ) 1·- . ,v,-..,., I 2 -, , , ,•.,;,v ' 3-, ..... ,· '' ,'~1 > "4- ' ,• .. , J 5- ~ ''' r, 
en we.arbi j voor €H,l';. willakeurig vlak U( u'1, u2 , uJ' u4 ) geldt U = u1 U1 + 

+ u2u~ + u,U~ + uAu4 . .-:: .) j '+ 
Opg. 10. Bewi j s dat als i, j, k E.:n m {,,:;;n pennute. ti8 vormen van de getul-

len 1, 2, 3 en 4 hE-t vlak Ui gaat door de punten Xj, ¾: en \i em duaal. 
Opg. 11. Bt.:wi j s dat de sni j li jn van u5 en u1 in u1 de harmonice.alrE:chtG 

is van het :punt van x1 x5 in U.. t. o. v. driehoek L,X~X" 
I ~ j 4 

Opg. 12. BE:lwijs hiervan rechtstreeks dE; dualt: eigenschap. 
Men noemt het punt x5 i::n hGt vlak u5 harmonicaal toegevoegd t.o.v. 

het viervlak X1x2x3x4• 

Pu.."1ten X, d:Le bij een projectieve transfor:matie X = 1'J. invariant 

blijven, moe:ten voor i::: 1 ,2,3,4 voldoen aan 

xi = f\ ii, dus l\ i 1 = t a1 jX j. 

Dit is slechts mogelijk als 

a1 1 - II a1 2 \ a, 3 a1 4 } 
a.21 8 22-/1 8 23 \ aa24 - 0, 
a31 !32 a33-~ a34_ 
a41 c..42 a.43 44 

(3) 

waaruit in het elgemeen 4 waarden van A volgen. Is eenmaal zo 1 n waardG 
van A gevonden, dan volgen daaruit de invariante pu.nten. Hun coordina­
ten zijn dan de minoren van de el&menten van een rij van A - I\ I. G-ehe,-:i ·· 

als op blz 157 geschied is, ziet men in, dat ale een wortel ~ aanlei­

ding g1.;eft tot verdere ra.ngverlaging (d.w.z. als de rang van de matrix 
A - A I gelijk is aan 2 of 1) en dus tot meer dan een invariant punt, 

► deze wortel A tenminste een dubbele wortel is ( 3). 
Opg~ 13. La.at zien, dat een invariant vla.k van de beschouwde projeci,iFH•·· 

transfo:rmatie, een vlak is waarvoor geldt ui = A ui, waarbij /\ eon woY.'­
tel is van dezelfde verg6lijking (3). De coordinaten daarvan zijn a€ 
minoren van de elementen van een kolom van A - ~,I. 

Als )\ en l t verschillende wortels zi jn van ( 3) en 

dan ligt X in U want men heeft 

/\ UI = UX = UU'. = ui = l<. UI, 

dus (A -J1...)UY. = O, dus UI ~ 0 wegens A f. f· 
Als ;{ = U b"'hoeft X · niet in U tb liggen. 

I 

X = I\ '! en U = 11 .,.: 
/ ' 

Wij gaan de diverse typen van projectieve transformaties van de rui:'i­
te thans niet verder na. 
Opg. 14. Beschouw 4 pun.ten P,Q,R ens. Als deze door een transformatie 
A overgaan in 4 pu.nten P,ij,R en 'S', dan geldt voor hun coordinaten 

(pqrs) = a(pqrs). 
De projectieve ruimte wordt affien door een harer vlakken oneigen­

lijk te noemen. Wij kiezen weer het coBrdinatenstelsel zo, dat dit tot 
vergelijking h6eft x4 = 0 en stellen voor eigenlijke (d.i. niet in 



x1 
x4 = 0 gelegen) punten x = x; y 

4 
Vlakken hetE:-Jn evenwijdig als 
R~chten en ook een re~hte en 

oneigenlijk snijpunt hebben. 

= x2. z - ~ 
X4, ~ - X4 • 
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zij een oneigenlijke snijlijn hebben. 
een vlak heten evenwijdig als zij een 

Tal ,tan 1;.;le:c.entaire eigenschappen ui t de stereometrie over evenwij­
digheid zijn nu onmidd&llijk duidelijk. 

O:r:g. 15 •. i~ls twee elkaar snijdende rechten van e1:n vlak &vanwijdig zijn 

met twe1;;: ~lkaar snijdEmde rechten van een ander vlak, zijn die vlakken 

ev.:;nwi.jdig. 

O:pg. 16. Bij twee evenwijdig1;; vlakken gesnedi&n door een derd1:; zijn de 
sni j li jnen evenwi j dig. 

De affiene ruimte wordt metrisch door het invoeren van een absolute 
kegelsnede kin het oneigenlijke vlak. Men neemt hiervoor bij voorkeur 
een imaginaire niet ontaarde kegelsnede en kan dan het affiene coordi­
natenstelsel op reele wijze zo transformeren, de.t het affien blijft en 

... . . . 2 2 2 deze kege.Lsnede de vergel1Jk1ng x + y + z = 0 krijgt. 
Men noemt nu twee vlakken loodrecht als hun oneigenlijke reohten 

poolverwant zijn t.o.v. k; twee rechten loodrecht als dit het geva.l is 
met hun oneigenlijke punten; een vlak en een rechte loodreeht als hun 
oneigenlijke rechte: resp. :punt> poollijn en pool zijn t.o.v. k. 

Hiermede zijn tal van elementaire stereomctrische eigenschappen 
over loodrechte stand direct .duidelijk. 

Opg. 17. Als een rechte loodrecht staat op twee elkaar snijdende rech­
ten van een vlak, staat zij loodrecht op (alle rechten van) dat vlak. 
Opg, 18. Er is een rechte, die twee gegeven kruisende rechten loodrecht 
snijdt. 

,Definitie. De hoek van twee rechten a en bis if log(ABSS'), waarbij 
A en B de oneigenlijke punt6n van A en B zijn en Sen S 1 de snijpunten 
van AB met k. De hoek van: twee vlakken U en V is ft log(uvtt'), ~aar­
bij u en v hun oneigenlijkE- rechten zijn en tent• de ra.e.klijnen uit 
het snijpunt van u en v aan k. 
O;pg. 19. De hoek va.."l. twefi vlakken is geli jk a.an de hoek ( standhoek) der 
snijlijnen van die vla.kk:en met een vlak loodrecht op hun snijlijn. 
Opg, 20. De grootte van een rechte hoek is,:;-. 

In de projectieve ruimte voerden wij wel punt- en vlakcoordinaten 
in, maar geen lijncoordinaten. Men kan dat els volgt doen. 

Zijn 1:1.(a.1 ,a2 ,a3 ,a4 ), B(b1'b2 ,b3 ,b4 ) twee punten van een rechte AB, 
dan noemt men de zes grootheden 

Pij = (ab)ij (i.j = 1,2,3,4; i p j) 
de lijncoordinaten van de rechte JJ3. Ve:rmenigvuldigt mE.sn deze alle 6 
met een be:pa.alde factor, dan geven zij dezelfde lijn aa.n. 
Opg. 21,. Kiest men twee willekeurige andere punten C en D op .A.J3 en de­

finieert men pij = (cd)ij' dan hebben de 6 nieuwe lijncoordinaten de-
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zelfdG verhouding als de oud0. De lijncoordinat(.n zijn bijgevolg ona.f­
hnnkelijk van de keuze dtr 2 punton A en B, wacruit zij werdtn bepaald. 

Zes willE:ikeurigEi getallen zijn niet stEi~de lijncoordinahm van een 
rechtti, war.t dE: 6 ge:Vonden getc.llen voldoen uan (abab) = o, dus wegens 
Lapla.ce a.an 

Voldoen ze echter arm deze relatie, dan stellen zij inderdaad lijn­
coordinaten van een rechte voor. 
Opg. 22. Bewijs dit. 

Twee rechten pen q snijden elkaar dan en slechts dan, als er een 
punt Cop beide ligt, zodat a.ls A verder opp en Bop q ligt, geldt 
(acbc) = O, dus wegens Le.place 

~ 
) p. ,(lkm = 0, ..._ 1J 

waarin (i,j,k,m) ,een even permutatie is der getallen 1,2,3,4. Voor 

kruisende rechten is de laatstgenoemde som due IO. 
Opg. 23. i~ls C ligt op C::en rechte AB, welke betrekkingen gelden dan 

tussen de coordinaten van C en van AB? 

{ 

{ 24. Quadrieken. 
) 

Een 

( 1 ) 

quadriek is de m.p. 

Ca .. x.x. = 
1,j=1 lJ l. J 

der punten X(x1 ,x2 ,x3 ,x4), die voldoen aan 

O (w~arbij weer aij == aj1 ). 

In matrixnotatie luidt deze vergelijking X1 AX == O, waar weer evenals 
inf 21 een accent wijst op spiegeling van een matrix in zijn hooddia-
gonaal. 

Twee punten X en Y h~ten poolverwant t.o.v. de quadriek (1) als 
.Y'AX = O. Dan is ook (Y'.U)' = 0, dus x•~ 1 Y = o, dus X1!Y = O. Poolver­
wantschap van punten is dus een symmetrische relatie. 

De m.p. der punten, die poolverwant zijn met een punt Y is de verza­
meling der punten, die voldoet aan Y'AX = 0 en dus ligt in een vlak v 
met vergelijking VX = O, waarbij V = Y'A. Dit vlak heet het poolvlak 
van Y. 
Opg. 1. Is Y poolverwant met Pen Q, dan met elk punt van de reahte PQ. 
Opg. 2. Is Y poolveriivant met P,Q en R (waarbij P,Q en R niet collineair 
zijn), dan is Y het ook met elk punt van het vlak PQR. 
Opg. 3. Een punt is dan en slechts dan poolverwant met zichzelf, als 
het op de quadriek (1) ligt. 
Opg. 4. Een punt ligt dan en slechts dan in zijn poolvlak als het op ·de 
quadriek (1) ligt. 

Wij onderstellen in het vervolg, data== iaiji /= 0 is. 
Doorloopt een punt Y de rechte PQ ( dus Y = j\P + f-Q) dan luidt het 

poolvlak v van Y 
V = Y•A = ( }\ P + ,uQ) 'A= l)(P'A) +Jt.(Q'A) = f}S + }',:f., 

/ I I 



A.M. 192 

waarin sent de poolvlakken zijn van Pen Q. Bijgevolg draait da:n v om 
de snijlijn (s,t) vans en ten vier pu.nten van PQ hebben dezelfde dub­
belverhouding ala hun vier poolvla.kken door (s,t). 

Men noemt de rechten PQ en (s,t) poolverwa.nt t.o.v. (1). 
Men noemt twee vla.kken v en w poolverwant t.o.v. (1) als w gs.at 

door de pool van v (due ook v door de pool van w). Dit treedt dan en 
elechts dan opals voor de pool Y van v geldt WY= O, dus y•y• = O, we­
gens V = Y'A, als VA-1W• = O. 
Opg. 5. Een vlak is dan en slechts dan poolverwant met zichzelf als de 
pool ervan op de quadriek ligt. 

Voor dergelijke vlakken (die men raakvlakken aan de qundriek noamt) 
geldt VA-1V' = o. Zij voldoen dus aan de tweedagraadsvergelijking in 
lijnooordino.ten 4 
( 2 ) L..:._ A1 . u1 u . = 0 , 

i j=1 J J 
waarin Aij de ~1noren zijn van de elementen aij van A, welke immers af-
gezien van waarin Aij een factor a= 1aij\ juist gelijk zijn aan de ele­
menten van A-1• 

Door projectieve transformatie blijft poolverwantschap behouden 
want als X = MI dan is X' = I'M', dus de quadriek (1) gaat over in een 

quadriek met vergelijking I•M•AMI = 0 of 
(3) X'AX = Ot 
waarin I= M'AM. Tweb punten X en Y met X = M! en Y = 'MY zijn dan en 
slechts dan poolverwant t.o.v. (3) ala 

Y11i = Y'{M1 )-1M•.AMM-1x = Y'IJ.. = o, 
dus als X en Y poolverwant zijn t.o.v. (1). Poolverwantschap blijft dus 
behouden bij projectieve transformatie. Zij Seen snijpunt va.n een rechte 

~Z met de quadriek ( 1), . dan is S = f\ Y +/~Z met 

(/\Y+ 1t...Z)'A(AYj1-lZ) =}/Y'AY + 2A/t Y'AZ +JiZ•AZ = O. 
De beide hierdoor bepaalde snijpunten S liggen dan en slechts dan harmo­
nisch met Yen Z als bet quotient der wortels 7) :fa.- van de laatste vier­
kantsvergelijking gelijk is aan -1, hun som dus gelijk is. aan nul, dus 
als Y'AZ = 0 is, wat dan en slechts dan optreedt als Yen Z poolverwant 
zi jn t. o. v. ( 1 ) • 

Wij beschouwen thane de raa.kvlakken u van de quadriek (1) nader. 
Zij R het raakpunt van u met (1). La.at Seen willekeurig punt zijn van 
de doorsnijding van u en (1). Dan is R poolverwant mets, R poolverwant 
met Ren Smet S, dus een willekeurig punt T van de rechte RS is pool­
verwant met zichzelf,.dus T ligt ook op (1). De quadriak (1) snijdt dus 
u volgens een aantal door R gaa.nde rechten. Nu snijdt ecn quadriek een 
willekeurig vle.k volgene een kegelsnede. 
Op~. 6. Bewijs dat. 

Een ra.akvlak snijdt de quadriek dus volgens een ontaarde ke.gelm:i.ed3. 



Omgeket-:rd, snijdt 1J. b(:n quadriek volg1ms u,n onta.a.rde keg(;tlsnede en 

zij R h~t snijpunt dtr ontaardingsr~chten dier kbgelsn~de. Was u niet 

_poolv1:;;rwant m~t Ri drm snc-sd het poolvlak van R die ontaardingsrechten 
rbs:p. in puntti::n P vn Q JR t-n dan was H poolv&rwnnt :mf..t zichzelf , met 
Pen m't,t Q, dus u wr:,s tech poolvlnk van R. 

V tJrgl-li jking ( 2) g .... ~ft om.~ de Vt:rge:lijking in vlakcoordi:ri..n. ten van 
db quadriek (nl. vnn ~llu vlnkkun vcn dB quadri~k, dat is van al zijn 
rr1.akvlf.~kk1;;n). 

Twt.c vlakke.n zijn geconjug(H:,rd t. o. v. ( 2) als hun :pol en hE::t zijn 

t.o.v. (1). Gaat mon uit van Eh::n qur.:!.driE-k UBU' = 0 en wenst men de ver­
gE:lijking in puntcoordinat<-n terug te vindtm, dan zo1.:ike mt:n die puntbn 

X, die in hun poolvlnk liggen t.o.v. UEU' = o. Nu is de pool X van een 
vlak V t.o.v. UBU' het punt X wnP.rdoor alle vlekken W gaan, die poolver­
want zijn met V t.o.v. UBU' = O, dus voldobn aan WBV 1 = O, dus X = BV'. 

-1 -1 DorhalvG V1 = B X E:n V = x•B , zodat X wE::gens VBV' = O voldoet a.an 
1 ... -1 

X1B-'BB- 1X = O, dus nan x•E X = O; deze volgt g8heel op dual& wijze 
1 

uit UBU' = 0 als UA-'Ut = 0 uit X'.b.X = O. Gact m~n uit van de vergelij-

king X'AX = o, dan behoort hiGrbij de verg~lijking UA-1u• = 0 en daar­
bij 1.Yc8r X' (A - 1 )-1 X = X' i,..X = 0, zodat men dE:: oorspronk8lijke vergelij­

king terugvindt. In dc-;tE-rrninantvorm is de vergelijking UA-1U1 = 0 r.ls 

volgt te schrijven 

a11 ['.12 U13 8 14 u1 

3 21 £1.22 a23 a24 u2 

a31 0..32 a.33 a34 u 
3 = o. 

.... 
E:~42 2,43 

,,., 
U4 "-41 '"44 

ui u2 U3 U4 0 

Opg. 7. Leid dE:ZE: verg1.;lijking rechtstreeks af op analoge wijze als bi~ 
d~ kegelsneden geschied is. 

Een poolvierhoLk van e~n quadriek is eGn viervlak, waarvan elke 
zijvlak :poolverwant is mGt het overstarmde hoekpunt. 
Opg. 8. Op een poolviervlak als grondviervlak van het coordinatenstel­
sel luidt d~ vergelijking van een qu~driek 

'\::.A. - 2 t: ui 
/ e.x. = O, dus - = o. 
--. - " J. l. ,·---:.- a . 
1=1 1=1 1 

De.er een raekvlak e(;;n quadriek volgens reahte lijnen snijdt, bevet 
een quadriek dus rechte lijnen en wel in elk raakvlak twee, die elka2.r 
snijden in het raakpunt. Beschouwt men een willekeurige rechte mop een 

quadriek, dan snijdt ieder vl~k erdoor d6 quadriek volgens een kegel­

snEJde, waarvan m dE;;el uitme.akt en die dus ontaard is in men nog een 

rechte nj die omdat zij met min eenzelfdc vlak ligt, m snijdt. Er lig­
gen bijgevolg oneindig veGl,rechten n op de quadriek, die allen m snij­
den. kls twee zulke rechten n en n 1 elkaar sneden, had de quadriek met 

het vlak nn' drie rechten m,n,n• gemeen, wat onmogelijk is, zola.ng de 



quc.dri&k niet ontae.rd is. Bijgevolg 'hoo1:t m niet tot de verzameling N 

dtir re ch ten n, die m snijd4::n. Evenzo behoort n niE:lt tot de varzam&ling 
M der elkaar twe8 ri.nn twee kruis~nde op de quadric:k gelegan rachten, die 
n snijd~n. Zij m1 eGn r&chtG j m, die n snijdt. Daar n' d& rechte n niat 

snijdt, moet n' hi:t vlt> .• k n:'n in e.:.n punt van de quadriek, dat op m• ligt, 

snijdtn. Wij zien dus, de.: tw,,3i:., willbki;,urigt;.; r8chten van verschillende 

stels~ls elknar snijdon, macr van eenzelfda stelsel dlkaar kruictn. 
Bcschouw nag ~bn recht~ n nict op de quadriek gelegen, die de qua­

dritik in S 8n S' snijdt. On dL poolr&chte van a tG vinden, tekene men de 
rP..t·kvlakktn in S en S' nan dE; quadriek E:n bt.pale hun snijlijn. Die re.o.k-­
vlnkken snijden d8 quadriek volgens rechtan men n resp. m' en n•. Hun 

snijlijn bis dan de verbindingslijn der snijpunten mn', m'n. Hit vier­
vle..k m.st ribben a b m m1 n n' is h;;;t ruimt&lijke analogon van een re.ak­
drieho0k vrm e.:;;n kbgclsnede. N"'6mt men zo I n viervlek tot gronddri(:lhoek 
van ecn coordinatli:;nst;:;lsels dan krijgt de quadri1:.;:k een vergelijking van 
d8 ged8..c.nte: c1x1x2 + c2x3x4 = O:i WE:;lkb door passende keuz1:; van bet een­
hsidspunt luiden ken x1x2 = x3x4 • 

0~e• 9. Bewijs dit. 

Wij geven nog enige affiene en metrische bijzondere gevallen. Aller­

eerst ki(.zen wij een oneigenlijk vlak w . De pool hierva.n t. o. v. een qua­

driek heet het middelpunt o. In een poolviervlak, dc~t daardoor gaat, nee:.1t 

men een ribbe a door Oen een vlak V, V door 0, dnt die ribbe niet be­

vat, toegevoegd. Een vlak W evenwijdig met V snijdt de quadriek volgens 

een kegelsnede waarvan hct middel:punt als :pool van de rechte wt..J = vi-<.> 

ligt op de poollijn e van v~J t.o.v. de quadriek. Bijgevolg is de m.p. 
der middelpunten van de doorsnijdingskegelsneden van een quudriek met 
evenwijdigb vlakken een rechte. 
~ Een quadriek hcet ;.;en paraboloide als deze aan .;.,.) raakt. BE:staat de 

doorsnijding ui t reele rechten, dan nocmt men de qua.driek een hy:perboli·-

sche paraboloide; bestaat deze uit toegevoegd complexe rechten, dan een 

elliptische pe.rabolo:ide. Re.Q.kt een q_uadriek de oneigenlijkc rechte niet. 
dan is het ellipsoide e.ls de doorsnijding met .:v een imaginaire kegel­

snede is en een hyperboloide als die een rt:l:.ne kegelsnede is. De ellip­

soide kan geen reele rechten bevatt&n. 

Opg. 10. B~wijs dat. 
Bevat zij gecn enkel resp. ten minste een reeel punt, dan spreekt 

men van ime.ginaire resp. (reela) ellipsoide. Op een hyperboloidE: ku.n:nal'.1 
reele rechte lijnen liggen 1 in welk geval men spreekt van eenblc:'..dige hy-• 

perboloid6) anders van twe~bladige hyperboloide. 
Wij voeren verder weer e€n in c,...) gelegen imagine.ire kegelsnede in, 

die wij e1:::n 'bolcirkel noemen. De hoofdassen van een hyperboloide of el•­

lipsoide zijn drie loodrbchte rechten door het middelpunt~ die ribben 
zijn vo.n 8en poolviE:rvlak. Do ont::ig~nlijke puntE::n der hoofdassen vormer~ 
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dus etn pooldrieho&k t.o.v. db bolcirkel en t.o.v. de doorsnijding van 

de quadri&k ~bt ~'. Snijden dit beidt kegelsneden in 4 verschill~nde 

puntt:n, dan vormen dt: dingonaa.lpunttn vnn d& door die 4 punten bopaelda 
volJJu'.1~.ge vierhoek de gezochte oneigenlijke punten. ]eze blijken zowel 

voor ellipsoiden als voor hyperboloiden r~OO te zijn. 

Er is eLn uitzonderingsgevel waarin beide oneigenlijke kegelsneden 

au.dn:li.g V!:ll:J. ga:r.~nsdlr.P'f)f:;li.)k1::: p.mt~n b:zitt&n, nl. o.ls zt- elka.ar dubbel raken, 
Opg. 11. Bewijs dit. 

Een qucdriek, die deze eigcnschap bezit, noemt men een omwentelings­
quadriek. Hiervan ligt een asrichting vast (nl. die waarvan het oneigen­
lijke punt de pool is van de verbindingslijn der raakpunten van de beide 
oneigenlijke kegelsneden), terwijl de anders willekeurig gekozen kunnen 
wordE.n. 
O:pg. 12. Bewijs, dat als men het coordinatE:.nstelsel zo kiest, dat die 
vaste asrichting de recht€ z = 0 is, een omwentelingsquadriek e~n ver­
g~lijking van de gedaantc ax2 + ay2 + bz2 = 1 bezit (de bolcirkel heeft 
hierbij de verg. x2 + y2 + z2 = O; x4 = O). Wat gebeurt bij a= b? 

. . sk!kn 
0£g. 13. Bepaal de oneigenlijke rechten der 1,h.a. 6 vlakken, die een 
willekeurige quadriek volgens cirkels snijden. 
O:pg. 14. ]e m.p. der middelpunten van de doorsnijdingskegelsneden van 
evenwijdige vlakken met e~n paraboloide is een rechte, welke gaat door 
het raakpunt van de paraboloide met (1..). 

Men noemt de as van een paraboloide die der in opg. 14 gevonden 
rechten, die loodrecht staan op de in die opgave genoemde evenwijdige 
vlakken. 

Wij gaan thans nog na, wat g~bcurt met ecn quadriek X'AX = 0 als 

de determinant a=\ aij I nul is. 
Een punt Pis dan en slechts dan poolverwant met alle punten der 

ruimte t.o.v. etn quadriek X1 AX = o, als a= 0 is. Immers, kies 4 willP-
keurige punten Q,R,S,T, die niet coplanair zijn. Dan geldt voor 
elk punt X der ruimte, omdat het als 4ineaire comeinatie van Q,R,S,T 
te schrijven is, P'AX = O; dus gE:ldt !:": aijpi = 0 (j = 1,2,3,4), waa:r--
uit volgt n = 0 en omgekeerd. 1 =T 

Zij allere~rst de rang van de matrix A gelijk aan 3. Dan bestaat 
er een zo•n punt P. Ligt Q willekeurig op de quadriek dan is P poolver­
Vl).llt m:;t P t:n net Q t.;ll t.m:it z:i<:hZtilf, dus 1::;lk. punt van PQ is poolverwant met 

zichzelf en ligt dan op de quadriek, die derhalve bestaat uit rechte~ 
door P. Een vla.k v niet door P snijdt de quadriek volgens een niet ont­
aard~ kegblsned~, want was dat wel zo, dan was het dubbelpunt diet ke­
gelsnede to~gevoegd met alle punten van v en met P dus met alle punten 
der ruimte in tegBnstelling met het feit, dat slechts het punt P die ei­
genschap bezit. 
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In dit gcval heet db quadri~k b~n k~gcl. Is zijn doorsnede.met v 
bwn imaginairb kbgclsnE:!dti, d~.n is di~ doorsnijding mbt elk vlak v niet 
door Peen imaginairc ktgelsncd~. M8n spr~bkt van een imaginairb k~gel. 
Is di~ doorsnijding r~~~l, dan ven e~n rtbl~ kbg~l. 
Opg. 15. Lo.~t zien, dat h8t coordinat~nst~lsel zo t~ kiez0n is, dat Obn 

k~gel db vergblijking a1x~ + a2x~ + u3x~ ~ 0 b~zit. 

~fficn bijzonderc gbvallen zijn: 
1l Kbg~ls, waarvoor P oneigenlijk is. Dez~ noemt mon cylinders. Ia 

d1:;.. doorsni j ding IIJ:;t het ontdgcnlijk (. vL"'.k ~ i.Irr.gi!I'.:h li.]1'1li:fil:p~.r, ®J. h1:;t:lft mE:!n t::;E:1n 
imcginnir~ of elliptischb cylind~r; is die 0E:!n reeel lijnenpa~r, dnn 
e~n hyperbolisch~ cylinder en is die e~n dubbelrechte, dan een parabo-
lische cylinder. In dit lantstc geval raakt db quadriek aan hGt oneigen­
lijk~ vlak in alle punten van oen rechte. Men zegt dat de quadriek aan 
vlakken met die eigenschap raccordebrt. 

gJ_ Kegels, waarbij P eigenlijk is. Snij:lt het oneigenl~ke vlak de 
quadriek volgens een r~ele resp. imaginaire kegelsnede, dan spreekt men 
van reele resp. imaginair8 kegels. 

Zij nu de rang der matrix A gelijk aan 2. Er bestaan dan 2 punten 
Pen Q, die poolverwant zijn met alle punten van de ruimte. Dat geldt 
dan voor elk punt der rbchte PQ. 
Opg. 16. Bewijs dat. 

Zij nu Reen willekeurig punt niet op PQ van de quadriek. Dan is 
ieder punt van vlak RPQ poolverwant met zichzelf. 
Opg. 17. Bewijs dit. 

De quadriek bestaat dus uit tenminste een vlak door PQ en is dus 
ontaard. Kennelijk is de quadriek ontaard in twee verschillende vlakken 
fOOr PQ, want bestond de quadriek uit twee samenvallende vlakken, dar 
was juist de rang van A gelijk aan 1. 

Opg. 18. Bewijs dit. 
Ook in deze beide gevallen treden divers8 mogelijkheden op al n~Q~ 

de keuze van het oneigenlijk vlak. 
Hiermede zijn de 19 typen quadrieken, die wij in de Euclidische 

ruimte ontmoetten in db projectieve ruimte teruggevonden. 
Duo.al tegc:nover db quadrieken X' AX = 0 met a = 0 staan quadriekE.,1 

tJBU' = 0 met b == lb .. \ = O, die i.h.a. niet op te vatten zijn s.ls punt-
I 1J, 

q_uadrieken. 
Opg. 1 9. D~ verza.meling der raa.kli jnen door e1;:;n punt P aan een quadri•.:?1~ 

X'AX = 0 is &E:ln keg~l. 
Zij R een raakpunt van zo 'n raaklijn en X op PR, dan is X = ;\ P + -~ :Il; 

P'li..R = O; R'.b.R = O. Dus X'AX = \ 2P'b..P; X'AP = )p•J~P. Derhalve / 
(X'lJC).(P'li.P) = (X'AP) 2• Dit is dE:l vergelijking der gezochte kegel. 

Tenslott~ m~lden wij nog iets over de theorie der quadriekenbund~]s~ 
Zijn K1 = 0 en K2 = 0 twe1:; quedrieken, da.n is iedere quadriek van de 



gedunnte K =) K1 +;~K2 = 0 c&n ~x~mplaar van de door K1 en K2 bepaalde 
tundel. Volgens de stelling v::rn Bezout ligge:r. de gemeenschappelijke pw1-

ten van K1 en K,, ( ,m v:"l!'l all1;;: e;xemple.ren van de bundel) op ee11 vierde-
'­

grnadskromme. 
~,, -M •• K 
t..1lJ i - X'l.X en K2 = X'BX. Zij P een willekeurig punt en U en V de 

f~Oolv"l:-~kk·en \7 f:tn 1) t.o.,.,,. 1{ 4 :rcsJ: .• K?. De~n . .is TJ = Ft'~; 1l = P'B. Het pool-
' ... 

vlck V: van P t. o.v. hBt cx~rr:1:,laar K :i.s d2.n W = ? 1 (;\ A 1-_rB) = I\ {P 1 J.) + 
+-ll(P'B) =A tJ -i- •'-Ven gaat dus door de snijlijn·. van U en V. Hier treedt 

dus een verwnn-:sche_p o.r tu.2se~1 de ,runten P E:n rechten (U,V) derruimtl3. 
Wi j vrcge:n ons nf W8lke fi guur verwant is nan een rechte. Zi j P = ?1 Q + 

,~R. Een punt X der Q~n P toegevoegde r6chte voldoet dan aan P'AX = O, 
P I BX = 0 dus aa::-i )1 Q 1 .11.X + u R 'i1.X = 0; -~ Q I BX ••)<-R I BX :::. 0, wne.rui t na eli-

, I 

min~tie van A en f de quadrntische betrekkini 
f Q 1 ' y \ ! -.;: I 'R y- \ I r·, I 1< Y ) 1 R I • .r ) _ I"-
\ b.•-)\"''""-'"l../ - \-.,; _..,,,~,,\~ ,,~.1.., .,- ~' 

volgt. D8 tewuste ::n.r. is dus e~n q~adr~ek Hn,• I 4~ 

Opg. 20. Deze quadriek bevat ib recht~ PQ geheel. 
DE:: 'tundel bENe.t kegels j welke men vindt door de determinant bel:oren­

dE: bij K gelijk nulte stellen. Tiit warden d~s be:pe.ald door\1\l.. + J(B! = 

::::I\ a ..... )1.b . . : = O ti,.; stellen, hetgeen 1::en vierdegraadsvergelijking is 
' lJ 1J: 

i1: 1\ : /'-. Er zijn dus Lh. a. 4 kegcls c1 ,~2 ic3 ,c4 resp. ::net middel:punten 

Iv:1 ,M2 ,M3 ,M4 • M1 is poolverwant met M2 t M3 en M4 t. o. v. c1 en c2 dus 

t.o.v. alle exenrpla:ten ve.n de bundel, zodat M1 een :1itzonderingspunt 

is in bovengENOnden verwantscha:i:, want d1o poolvlakken van M, t. o. v. al­
l& exemplaren gaan niGt alleen door een rechte, maar vallen zelfs samen. 

Het viervlak !t.1M2Iv13:tv\ is een geme0nschappelijk viervlak voor alle exem­

plaren van d8 bundel. m:,6mt men di t als grondviervlak van een coordina­

tenstelsel, dan bezit de bur.del de eenvoudige vergelijking 

' 
4 r_·· ( ~ a. + /4{. b . ) x~ ::: 0. ~=-1- . . l l 1 ... -

_0_p_..g.._._2_1_. Bewijs dat de qu2-driek HPQ door dE:: punten M1 ,M2 ,MyM4 gaat. 

Wjj v':lngefi ens ru :r.i}g 2..f 'Nelke punten toegevoegd zijn in bovengenoemde 

bundelpoolv8rwnntschaI-J aan een vlak v • .h.e.n een rechtE> n in Vis etn hyper-

boloide H toegevoE:::gd; a.an een n in S snijdende rechte m een hyperboloid(., n 
H , die met H de rechte s gen::een heeft, die aan het punt S is toegevoegf,. m n 
De verdere sni,jpunten van H en H zijn dan de punten, die poolverwant 

:n n 
zijn met V t.o.v. alle exemplaren. Daar de doorsnijding van H en H m n 
een krmnme van de 4 e gread is en s daa.rvan detl ui tmaakt, is die vierde~• 

graadskromme ont2ard ins en een derdegreadskromme 1\r· Inderdaad snijdt 

¾ een willeke-urig vlak Vl in 3 :punten. I:rmners die moeten poolverwant 

zijn met de snijlijn van Ven W t.o.v. alh: exemplaren van de kegelsneder• 

bundel volgens wEJlke W de quadri.ekenbundel snijdt. Dat kan sle,ohts als 

zo'n punt diagonaalpunt is van de volledige vierhoek der snij:punten der 

kegelsned:n van die bundel. 

Een cubische kromme als bovenstaand6 is ook te krijgen door twee 
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speciale rechten men n te kiezen zodanig, dat Hm en Hn kegels zijn. 
Opg. 22. Laat zien, dat het daartoe nodig en voldoende is, dat men n 
liggen in zijvlakken van het viervlak M1M2M3M4• 
, Kiezen wij dus men n als snijlijnen van V m~t tweedier zijvlakken, 

dan vinden wij de kromme Kv als restdoorsnijding van twee kegels met 
ben gbmeensohappelijke rechte. 

Voor d~ th6orie der cubischb ruimtekromme verwijzen wij naar de 
syllabus projectieve meetkunde. Wij volstaan hier met te vermelden, dat 
als men hbt coordinatenstelsel zo kiest, dat,de kegels Hm en Hn tot ver­
gelijking hebben x~ = x1x3 ; x~ = x2x4 , de cubische kromme de parameter­
voorstelling 

X1 = ✓\ 3' X2 = )\ 2 l,{ t X3 = 1\ fl 2' X4 = rJ • 
Opg. 23. Bewijs dat in een bundel quadrieken i.h.a. 

, ., 
een exemplaar door 

een punt gaat en twee aan een gegeven rechte raken en drie aan een gege-­
(·v-en vlak raken. 


