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MATHEMATISCH CENTRUM, RR 1
2de Boerhaavestr. 49,

Amsterdamn-o0,

1952-1953

Colloguium Recurrente Rijen f“V;Z/qz

Hoofdstuk I, Algemeen overzicht
door
H,J.A. Duparc.

%1. Inleiding.

In dit colloguium onderzoeken wi] het gedrag van bepaalde recurren-

te rijen. Een recurrente rij is een rij van getallen UgsUgslosess , WaAT-

bij elk element Uy der rij op een voorgeschreven wijze is bepaald door

de elementen UgsUyseee sy q der rij. In het speciale geval dat elk ele-
ment U, door de waarden der elementen Upqseeeasly g wordt bepaald, waar-

bij k een vast natuurlijk getal is, is de rij eerst vastgelegd als de

waarden der eerste k elementen Ugslys e,y 4 g8gEVen zijn. Iedere keuze
dier k gegeven waarden levert een recurrente rij op. In het vervolg zul-
len wij ons vrijwel steeds bezighouden met rijen van gehele getallen.,

Voorbeelden:
1. u, = O3 Uy, = Uy q 1. Dan is u, = n. Hierbij is het bovengenoemde ge-

tal k = 1,
2. u,=a; u, =u, 4 +v. Dan is u, :na + nv (rekenkundige rij).
3.v,=28; u =ru _,. Dan is u = ar (meetkundige rij).

n-1
4, u_=1; u_ = > _u.. Hierbij is het bovengenoemde getal k niet vast,
o] n o400 h
Men heeft u_ = 2n—1 voor n > O, n
. o2 o C s YA

5.u, =25 u, = u,_q. Bij deze rij is u =27 .
6. u, =13 u, =nu _,. Hier is u = n!
Teuy =0, uy =15 u, =au, 4 + bun—Z‘ Hierbij is het getal k = 2., len

2

heeft Up = &85 uy = a + b, uy = a3 + 2ab, ... . Een algemens voorstel-

ling
8.U. =

O
<
il

}O. u =

Bij

van u, als functie van n geven wi]j later.

23 u
2; u
23 u

ee

n

n

n
n

2 - 2., Hierbij is u,_ = 2 voor alle n,

En—T n
—u "7'. De rij luiay 2,4,256,22048 |

=2 %1 _ 1, De rij luidt 2,3,7,127,2'%01,...

aantal der opgesomde rijen is lim U, = ®. Wij hebben in
n—-o

het vervolg speciale belangstelling voor het karakter der rijen mxd m,
waarbij m een vast gegeven natuurlijk getal voorstelt, Hieronder verstaan
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wij de kleinste niet negatieve rest, die ontstaat bij deling der elemen~
ten der rij door m. Men zegt ook wel, dat de oorspronkelijke rij geredu-
ceerd is tot mod m. Aangezien een mod m gereduceerde rij van natuurlijke
getallen slechts uit de getallen O,1,...,m-1 kan bestaan, moet ten minste
cen dezer m getallen oneindig vaak in de gereduceerde rij optreden. Dat
niet elk der elementen O0,1,.,.,m-1 oneindig vaak optreedt, blijkt o.a.
vij de 8% rij, waarbij voor iedere natuurlijke m > 2 de gereduceerde

rij slechts uit elementen 2 bestaat, Voor m = 2h (h vast) is van zekere
door h bepaalde n iets dergelijks het geval bij de 10° rij. Bij reductie
mod 7 levert de 5° rij de oscillerende rij 2,4,2,4,... OD.

Wij merken op dat als k vast is en elk element U, der rij alleen
door R R L bepaald wordt, maar verder niet van n afhangt en als
een rij van k opeenvolgende elementen zich in een recurrente rij herhaalt,
dit ook het geval is met alle elementen die op de eerstgenocemde k elemen-
yten volgen; precieser geformuleerd, als 84c = 3 Voor h=20,1,...,k-1,
dan is 8 1o = 8, Voor alle natuurlijke h, De bewering volgt door volle-
dige inductie naar h onmiddellijk uwit de definitie volgens

) = w .

u = f(un_»],.uu’un_k) = f(u n+c

n+e~-19° " s%nic-k

5‘2. Enkele opmerkingen over bepaalde rijen.

In it colloquium beperken wij ons bijna steeds tot zeer speciale
rijen en wel zulke waarbij Uy, homogeen lineair en met constante coéffi-
clénten afhangt van Upqseee Yy g dus

Yn :‘%Zj ®n¥n-n*
Speciaal zal worden onderzocht hetgeen bij k = 1 en bij k = 2 optreedt,

Bij k = 1 krijgen wij cen rij van het type 3 uit het hierboven ge-
geven lijstje van voorbe.lden. Gaat het om deelbaarheid van de elementen
der rij door ecn getal m, dat geen factoren met a gemeen heeft, dan kun-
ne wij zonder de¢ algemecnheid te schaden ons beperken tot het geval dat
a =1 is. Is de G.G.D. van a en m, die men met (a,m) pleegt aan te duiden
niet gelijk aan 1, dan is dat geval gemakkelijk terug te brengen op het
voorafgaande, zoals wij in hoofdstuk III zullen zien,

Wij beschouwen dus de rij 1,r,r2,... . Z1) m een gegeven al of niet
samengesteld getal, Om na te gaan of het getal 1 optreedt in de mod m
C(m) = 1(mod m),
gaat men uit van de ondubbelzinnig bepaalde priemontbinding m = p?i..pit
van m en onderzoekt het karaskter der rij modulo elk der priemgetallen

gereduceerde rij, dus of een getal C = C(m) bestaat met r

pq,...,pt en modulo de hiervan vereiste machten. Dit geschiedt nader in
hoofdstuk III.
Hier zij reeds de (kleine) stelling van Fermat genoemd, die zegt
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dat voor cen priemgetal dat niet op r deelbaar is, geldt rP-1 = 1(mod p).
Zo heeft men bij de rij 3 met a = 1, r = 2, dus bij de rij 1,2,4,8,...
210 = 1(mod 11), zodat de rij zich mod 11 zeker na 10 stappen herhaalt.
Inderdaad luidt de gereducecrde rij 1,2,4,8,5,10,9,7,3,65 1,2,4,8,... .
Het kan zijn dat de rij zich eerder herhaalt, zoals b,v, blijkt bij be-
gschouwing mod 7. Weliswaar is 26 = 1(mod 7), zodat de rij zich zeker na
6 stappen herhaalt, maar omdat ook 2352 7(mod 7) herhaalt de rij zich al
na 3 stappen. De mod 7 gercduceerde rij luidt dan ook 1,2,4; 1,2,43 ...

Wij geven thans een voorbeeld van een recurrente rij met k = 2, en
wel de rij gedefinieerd door
Uy = 0, uy = 13 Uyio = 2un+1 U
De rij luidt

0,1,2,5,12,29,70,169,408,985,2378,... .
Zoals hierboven reeds werd opgemerkt, herhaalt deze rij zich mod m zeker
yodra het paar 0,1 wecer optreedt, dus als
us = O(mod m); Uayq = 1(mod m)

is. Beschouwt men de rij mod 5, dan is weliswaar HBEE O(mod 5), maar
, # 1(mod 5), zodat C(5) # 3 is.
Definitie. De kleinste index waarvoor u, = O(mod m) is, noemen we de klei-
ne periode c(m) van m. De kleinste index waarvoor zowel uczz.o(mod m)
als un, 4= 1(mod m) is, noemen wij de grote periode C(m). Om iets naders
over de getallen c{m) en C(m) te weten te komen, blijkt het merkwaardi-
gerwijze van voordeel te zijn, om, hoewel in het bovenstaande slechts ge-
hele getallen optreden, bepaalde irrationale getallen te beschouwen,

Wij voeren in de wortels « en co van de bij de betrekking u

n+2 <
= 2un+1 oy behorende karakteristieke vergelijking x2 -2x - 1 = 0., We-
gens - = 2@ + 1 is elk polynoom in «w met rationale coéfficiénten dan

%p ondubbelzinnige wijze te schrijven in de gedaante A <o+ B, waarbij A
en B rationaal zijn. Wij maken van deze opmerking slechts gebruik voor de
mononomen «w * en bewijzen dat de genoemde voorstelling hiervan luidt

n .
(:AJ) = u.nbl/ + un_‘]‘

Om deze relatie die voor n = 1 evident is te bewijzen, merken wij
op, dat uit de relatie voor n volgt

. on+1 _ 2 _ D
‘o __wh%@+%kﬂ = Uy +um4A)_ud2wH)+1%4¢ =

= (2un+un_1)CJ +u, = u o+ ou,

n+1 n
waarmee de relatie door volledige inductie bewezen is.

De getallen A c+ B (A en B geheel) vormen een commutatieve ring
zonder nuldelers, waarin bepaalde deelbaarheidseigenschappen gelden, die
wij in het vervolg nodig zullen hebben.
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Ven definieert, dat Aco + B= C ¢o+ D(mod m) dan en slechts dan als

A = C(mod m) en B = D(mod m); verder m| A(> + B als AtJ+ B = 0(mod m),
Als danm | Aw + B, dan m | (A« +B) (Ew+F) voor alle gehele E en F, Im-
mers m ‘Azd + B is aequivalent met ml A enmj B, zodat er gehele A' en
B' bestaan met A = mA', B = mB', dus A 3+ B = m(A'w+B'). Dan is

(Aw +B)(Eco+F) = m(A'w +B'")(Ew+F), waaruit de bewering volgt.

Dat gewone deelbaarheidseigenschappen niet gelden voor de getallen
van de gedaante A (v + B blijkt uit het volgende voorbeeld., In de ring der
gehele getallen volgt voor ecn priemgetal p uit de relaties p}ab, ) X’a
dat p{b is, Dit geldt niet voor het geval a en b van bovengenoemde gedaan-
te zijn, zoals b,v, blijkt uit

T (022)(043) = 0P w506 = Tk T,
Echter 7%{ w2 en T i+ 3, In hoofdstuk VI wordt dit nader onderzocht
om in hoofdstuk VII waar nodig te worden toegepast.

Zonder op dit alles hier in te gaan, kunnen wij hier toch recds ge-
bruik maken van het invoeren van het bovengenoemde getal ¢v. Men heeft

¢ = uc(mod m); ol = 1(mod m)., Hieruit volgt

nl, bij gegeven m dat w
reeds dat ¢ een deler is van C. Zij nl. C=qgc +rmet Osr £c -1,
dan heeft men

1= cw>C = VoY = (cuc)vm,r?z ch~?(mod m),

zodat a;rzs ugv(mOd m) en T dus rationaal is (mod m). Daar c de

kleinste positieve exponent is waarvoor QJC rationaal is mod m, volgt
dan uit 0 g rg ¢ - 1 dat r = 0, dus C = ve,

Over de getallen C(m), c(m) en v(m) worden in hoofdstuk VII belang-
rijke eigenschappen afgeleid. Voor een bijzonder geval nl. het geval dat
de recurrente rij gegeven is door
u, = O3 Uy = 13 Uy o= W g
geschiedt dit reeds in hoofdstuk V.

In de hoofdstukken II en IV wordt datgene uit de getallentheorie

behandeld, dat voor de volgende hoofdstukken onontbeerlijk is.
Hoofdstuk II

H.J.A., Duparec.
Elementaire deelbaarheidseigenschappen van natuurlijke getallen.

+u, o, (rij van Fibonacci)

In dit hoofdstuk houden wij ons, tenzij anders vermeld wordt, steeds
met natuurlijke getallen bezig.

Een priemgetal is een getal, dat geen andere delers bezit, dan het
getal 1 en zichzelf, Men is echter gewoon het getal 1 niet onder de
priemgetallen te rekenen,

Teder natuurlijk getal m is in priemfactoren te ontbinden. Men ziet
dit het eenvoudigste in door achtereenvolgens te onderzoeken of de getal-
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len 2,3,5,... declbaar zijn op m. Gaat de deling op dan behoeft het onder-

zoek slecht voor een getal « m te geschieden, waarvan bij inductie de

mogelijkheid van priemontbinding bekend mag worden ondersteld. Gaat de

deling voor gecen enkel getal < m op, dan bestaat de ontbinding uit de

¢ne factor m zelf. In de praktijk beschikt men nauwelijks over andere

methoden om de ontbinding of het priem zijn van een getal te onderzoeken.
Dat cen getal slechts op één manier in priemfactoren te ontbinden

is, volgt uit de volgende

Hulpstclling 1. Als voor cen priemgetal p geldt p| ab, p 4 a, dan is

p| b. Stel nu dat een getal m twee verschillende priemontbindingen

beczat, dan was qu} m, dus herhaalde toepassing der hulpstelling lcert
dat a, met &één der priemgetallen Pqseees Py moct samenvallen, Als m dus
twee verschillende priemontbindingen bezat, was dit ook het geval mct

een getal my = fl, dat «<m 1s. Zo doorgaandc komt men tot een contradic-

. u
tie,

Wij schetsen nu het bewijs der hulpstelling 1.

Allercerst is het duidelijk, dat ieder natuurlijk getal slechts ein-
dig veel delers bezit, dus dat twee natuurlijke getallen slechts eindig
veel gemecnschappelijke delers bezitten en dus juist één grootste ge-
mcenschapprelijke deler, Is deze = 1, dan noemt men die twee getallen on-
derling ondeelbaar. Voor het bewijs van hulst. 1 behandelen wij eerst de

volgends
Hulpstelling 2. De G.G.D. d van twee natuurlijke getallen m en n is te

schrijven als een lincalr compositum dier getallen, d.w.z., dat er gehele
X en y bestaan met d = mx + ny, Wij bewijzen de stelling door volledige
inductic, Voor m = 1, n = 1 is d = 1 en de¢ stelling dus juist. Onderstel
nu dat m en n willekeurig gegeven zijn. Zonder de algemecnheld te scha-
den, mogen wi] aanncmen m=2 n. ledere gemeenschappelijke deler van m en
n is ook e¢en gemeenschappelijke deler van m-n ¢n n, en omgekeerd zodat
de greootste gumeenschappelijke deler van m en n dezelfde is als die van
m-n en n, Dus 4 = (m-n, n). Bij inductic mag men aannemen, dat er gchele
x' en y' bestaan met d = (m-n)x' + ny'. Dus 4 = mx' + n(y'-x'), waarmee
de hulpstelling 2 bewezen is.

Dit resultaat nu gecft ons onmiddellijk het gewenste bewijs van hulp

stelling 1. Immers zij 4 de GG.D., van p en a. Daar p priem is, is

d =1 of d = p. Daar pq a, is d = 1. Volgens hulpstelling 1 bestaan or
gchele X en y met 1 = px + ay, dus b = pbx + aby, Wegens p|ab, is het
rechterlid der laatste betrekking deelbaar door p, dus p| b, waarmee de
1€ hulpstelling bewezen is en dus de ondubbelzinnigheid van priemontbin-
dingen van natuurlijke getallen vast staat.
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Wij sommen nu nog <en eantal cigenschappen op van congruenties, Bij

definitie betekent
a = b(mod 4)

dat d|a - b,

Men ziet onmidde¢llijk in dat dan voor natuurlijke n geldt
a2 = p™(mod d). Verder volgt uit a = b(mod d) en e = f(mod 4) dat
a +e=Db+ f(mod d), a = ¢ =b -~ f(mod d), ae = bf(mod d). Uit
ac = be(mod d) volgt @ = b(mod 4') met @' = 4 = (e¢,d4). Gevolg: als
(c,d) = 1, dan is zelfs a = b(mod 4d).
Hulpstclling 3. Als (a,b) = 1, dan bestaat cr 1 natuurlijk getal ¢ met

!

0< ¢ b~ 1 waarvoor geldt ca = 1(mod Db).
Bewijs: Dat er niet meer zulke getallen ¢ zijn, is duidelijk, want had
men twee verschillende dergelijke getallen c en ¢!, dan was c'al=ca (modb).
Wegens (a,b) = 1 volgt dan uit bovenstaande opmerking dat c' = c(mod b),
wat echter uomogelilk is wegens O ¢ « b-1 ¢n 0 < ¢' <« b-1,
Dat er inderdaad ¢én oplossing te vinden is, blijkt als volgt. Uit
a,b) = 1 volgt wegens hulpstelling 2, dat er gchele x en y bestaan met
1 = ax + by, dus ax = 1(mod b). De rest ¢ bij deling van x door b vol-
doet dan aan de gewenstc relatie.
lien schrijft wel C'&:a_1(mod b) en bedoclt dan met a “(mod b) het
getal ™,
Uit e = f(mod b) en (e,b) = (£,b) = 1 volgt dan ¢! = £~ (mod b),
dus ¢ % = £ P (mod b).
Hoofdstuk III
H.J.A. Duparc.

51, De rij u_ - = ru

n n-1-=
Wij beschouwen thans de rij Uy = TUy_q- ITaat m een willekeurig vast
gegeven natuurlijk getal zijn. Wij onderstellen twee gevallen:
19; (uo,m) = 1. In dit geval is u = uo(mod m) als r" = 1(mod m),

zodat in plaats ven de oorspronkelijke rij even goed de rij 1,r,r ,...
kan worden beschouwd.
2% (uo,m) A 1. 2ij (uo,m) = d enu, =dul; m=dn'. Dan is

(ué,m') = 1. - ¢lcment u, der gegeyen rij is dan declbaar door 4, 2zo-
u
dat slcchts het karakter van de rij 7%, 7}, eoo dus van de rij ué,rué,...

mod m' dient te¢ worden onderzocht, Wegens (ué,m') = 1 leidt dit tot het
onderzoek van cen rij van het type 10, zodat wij ons in het vervolg daar-
toe kunnen beperken.

Wij bewijzen nu allerccrst dc stelling van Fermat, die zegt dat voor
icder getal r dat niet door een priemgetal p deelbaar is, geldt
rP~1 L 1 (moa D).

Wij bewijzen ¥ = r(mod p) cen relatie waaruit het genoemde resultaat
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volgt en die voor clke natuurlijke r geldt.

Voor r = 1 is die bewering juist en als zij geldt voor r = n, dan
heeft men wegens de binomizolformule van Newton (n+1)P = nP+1-21+1(mod D)
wogens inducticonderstelling, waarmee de bewering bewezen is.
Stclling. Als r%* = 1(mod p) wn rv . 1(mod p), dan is r(u V)>5-1(mod ?).
Immers volgens hulpstelling 2 bestaan or gehele X en y met (u,v)

= ux + vy, dus r(u v) o VY e X (VY = 1(mod p).
Definitie. Zij (r,p) = 1. Dan nocmt men de exponent van r mod p het

kleinste natuurlijke getal ¢ waarvoor r° = 1(mod p).
Als verder r¥ = 1(mod p), dan is ¢ e¢. Immers zij e = gqc + t met

i
0 itc\'i‘-—
Y

P $

-t

dan is 1 = r° = (rc)qrt;g rt(mod p), dus in verband met de

d@finifin van ¢ is t = O, derhalve ¢ = qc.
Gevolg. In verband met rP =1 = 1(mod p) hecft men ¢l p-1.

Definitie, r hect primiticve wortel van p als ¢ = p-1.
. PN ) . .
Tocrassing, Om 2 -1 in factoren te ontbinden, merken wij op, dat als

P 42111, dus éﬁ = 1(mod p), hct getal 11 de exponent van 2 mod p is. Uit
op-1 < 1(mod p) volgt dan 11 ip—?.

lien bchoeft dus slechts priemgetallen p te proberen die een
22=voud + 1 zijn. Indcrdaad voldoet p = 23 ¢n hceft men 2"-1 = 23,89,

Is cenmaal de exponent ¢ = c{p) van het getal r mod p bepacld,
dan kan het gebeuren dat r°-1 declbaar is door p2 (b.v. r =7, p = 5).

7Zij n d¢ grootste cxponent met pni r-1. Dan is c(ph) =« p) voor

h £ n., Om c(ph) voor h » n te bepalen, bewijzen wij de volgende
H 1lpste L?lng 1. Als p cen oneven priemgetal is c¢n als pk {rc—1, maar
; + { r°-1, den gcldt pk+1f rP°1 en pk+g+ pe_1,
§pw1gs. Uit het gecgeven volgt r¢ =1 4 pkw met p/f w. Dus rP° = (1+pkw)1%E
=1 4+ pk 1w(mod pk+2), waarult wegens p,{ w volgt, dat pk+1[ rPCo1 en
2 *‘ P\""‘] °
s . - . . .. h h-n n
Hicruit volgt nu onmiddellijk voor h > n, dat c(p”) = p~ c(p’) =
h-n -

=D ¢ voor e¢lk oneven prismgetal p.
Om ook voor het geval p = 2 een dergelijk resultaat te verkrijgen,
merken wij op, dat de hulpstelling 1 ook geldt voor p = 2 mits k;z_Z zij.
Voor p = 2 vinden wij dan het volgende:
zij c(4) de exponent van r mod 4. Zij n du grootste exponent met 27| rC-1
Dan is c(2 ) = c(4) voor 1< h<nen c(2 ) = oh-n c(4) voor h > n.
Uitcraard is de waarde van c(4) ommiddellijk uit het karakter van
r t¢ bepalen., Is nl. r = 1(mod 4), dan i; c(4) = 1; is echter r = 3(mod 4),
den is c(4) = 2.
Nu de¢ exponent van samengestelde getallen van het type ph bepaald
is, kunnen wij ook gemakkelijk die van een willekeurig getal m bepalen.
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1 S . . 51 e Sy
Zij m = Py «eePy - Als ¢ de cxponent e{m) is, is Py T -1, dus c(pi )Ie.
g S, ‘
Kennelijk is dus ¢ het K.G.V. ; c(p11),...,c(puu); der getallen

] S ¢ J
c(p11),,,,,c(puu). Len echte deler d van e voldoet nl. niet omdat daarbi]

S . s. ‘
cen getal J te vinden is met c(pja) *’d, dus pjl %'rd-1, dus m i’rd_1,
Keren wij thans ter g tot de rij '

u::1,U.

rua_ .
o]

n+l T *¥n
Het is duidelijk dat voor een m met (r,m) = 1 uit Uy Eauj(mod m) volgt

u

i+1'?:uj+1(m0d m) e¢n omgekeerd,

Zij nu ¢ het kleinstec natuurlijke getal Waarvoor u, = 1(mod m)., Het
getal e is dan het kleinste getal met v~ = 1(mod m), dus e = c(m) in de
zolven gebruikte notatic, Het 1s verder duidelijk, dat wy = uj(mOd m)
dan ¢n slechts dan als 1 = j(mod c(m)). De rij heeft dus de periode c(m).

Het geval dat (r,m) # 1 is, brengen wij op het voorafgaande terug,
IStcl (rym) = 4, r = dr', m = dm'; dan is (r',m') = 1. Alle clcmenten
u1,u2,..ﬁ zign din deelbaar door 4., Het gaat dus slechts om het gedrag
der rij El’ Eg’ Eé’ ... dus van de rij r', rr', rzr’, ... mod m', Wegens
m'«. m mogen wij bij inductie dit bedrag bekend onderstellen en bepalen
dan daaruit het gedrag der oorspronkelijke rij mod m,

Wij kunnen het gevondene ook anders verkrijgen. Zij weer d = (r,m).

Inat d slechts door de priemfactoren PysPoyeensDy deelbaar zijn. Stel
t

T = p:1...pjur" met (d,r") = l; m = 211.°.puum" met (d,m") = 1, Zij f het
kleinste natuurlijke getaly%zgl,...,gg. Het is dan duidelijk dat voor
ntéif d% elementen w, = ' derqoorsprgnkclijke rij deelbaar zijn door
p11...puu. Rest dus te onderzoeken hoe de rij UpyUp 190 zich gedraagt
mod m"; wegens (m",r) = 1 is dit gedrag direct uit de stelling ven Fermat

en de daaruit getrokken conclusies af te leiden.
Tenslotte beschouwen we een recurrente rij van het type
Yo = 8§ Upyg 4
41j m een willekeurig gegeven natuurlijk getal van de gedaante p’, waar-
bij p priem is. Zij (r-1,m) = 1. Zij q = s(r—1)"kmod m). Stel v, o= u ta
(n=0,1,..,). Dan is

Q= oru 4 s + s(r--'i)—1 = ru, + sr(r-‘l)'f1 =

= + .
I"U.n S

v =
n+1 v

n+1
= r(u+s(r-1)"") = rv_(mod m),
zodat het gedrag der u-rij op dat van een v-rij van een reecds eerder be-
schouwd type is teruggebracht.
Is echter r = 1(mod p), dan heeft men W =, ¢ s(mod m), dus

n T U, * ns(mod m). Het getal n is mininmaal met uh_g_uo(mod m) als ns

u

i
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het XK.G.V, is van s ¢n m, dus ns = TEE%T , dus n = TEEET' In dit geval
b b

gaat de oorspronkelijke rij over in cen mod m rekenkundige rij.
t t

In het geval dat m = p11.. puu, vindt men de perloge van d% rij
mod m als K.G.V, der hicrboven afgeleide perioden mod p1t,...,p
Voorbeelden.

19, u, = 13 Wo,q = 0u,;; m = 27. Men heeft c(3) = 1 en 32 1100(3)-1.

Dus c¢(27) = 0(33) = 33’20(3) = 3,
2%, u_ = 3; Up,q = 10w ;s m= 168 = 23.3.7. Voor alle n is 3 | u,; voor
>3 is 8, u,, dus voor n . 3 is 24 | u, . Verder is c(7) = 6. Dus
0(168) = 6 en U6 a.un(mod 168) voor ullu n > 3.

39, u = 23

o Vo, = 6un+1; m = 10, Voor de factor 2 van m beschouwe men
de rij vn+1=6v5 met v, o= ug o+ 1T = 3, Dus voor n 22 1 is U :—un(mod 2).

Verder heeft men voor de periode 0(5) wegens (5,10) £ 1 dat
I R —
c(5) = 3T = 5. Bijgevolg is voor n = 1 steeds u,, 5 ::un(mod 10).

O

neq = Tu,. Men heeft o *4 inderdaad 1s c(5) = 4 en ook
r,

u )
= 4. Echter is c(R5) = 20 en in het algemeen c( k)

= 4.5k*2 voor
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Colloguium Recurrente Rijen

Hoofdstuk IV
C.G, Lekkerkerker,

Kwadraat-resten

Zij m een natuurlijk getal. Een geheel getal a is op één manier te
schrijven als a = gm+s, waarbij O ¢ s ¢ m-1. De getallen, die congruent
zijn met a modulo m, zijn ook de getallen, die bij deling door m dezelfde
rest s laten., We zeggen dat ze een restklasse vormen; er zijn m van zulke
klassen,

Een getal a heet (kwadraat-)rest modulo m indien geldt:

,10. (a,m) = 1.

29, de vergelijking x2 = a(mod m) bezit een oplossing, d.w.z. de rest-
klasse waarin a voorkomt, bevat een kwadraat, Is (a,m) = 1, maar niet vol-
daan aan 20, dan noemen we a een (kwadraatdnietrest,

In het vervolg onderstellen we steeds, dat m een priemgetal, zeg p,
is. Legendre voede het symbool (%) in, vastgelegd als volgt:

(8) = 1 als a kwadraat-rest modulo p is.
(4.1) P
(%)::-1 als a kwadraat-nietrest modulo p is.

Voorbeelden. (%) = 1 wegens 5 = 82(mod 7, (%%) = 1 wegens -1 = 82(mod 13).

Stelling 1. Is a kwadraat-rest modulo p, en is b = a(mod p), dan is ook b
kwadraat-rest modulo p. En omgekeerd. Is a nietrest, dan ook b,
‘Bewijs. Allereerst is (b,p) = (a,p) = 1. Verder voldoet het getal x, waar-
voor geldt x255 a(mod p), ook aan X2E b(mod p). Hiermee is het eerste
deel der stelling bewezen. Het laatste deel volgt onmiddelli jk.
Conclusie. Voor het onderzoek, welke getallen rest en welke nietrest zijn,
kunnen we ons beperken tot de beschouwing van de getallen 1,2,...,p-1.
Stelling 2. Is p > 2, dan komen onder de getallen 1,2,,..,p-1 evenveel
resten als nietresten modulo p voor, nl. &(p-1).
Bewijs. Wegens (x+v§2 = x2(mod p) is elke rest congruent met een der kwa-
draten 12,22,...,(p-1)2. Ook 1is elk van die kwadraten een rest, We laten
nu zien, dat die kwadraten juist 4(p-1) onderling incongruente getallen
voorstellen. Ten eerste geldt:

(p-1)% = 1%(mod ).
Ten tweede geldt:

1% # j%(mod p), indien 11 L5 < B
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Want wit i2 = 32(mod p) volgt o= i° = (j-i)(j+i) 7= 0(mod p), dus p/ j~1

of p/ j+1 (wegens hulpstelling 1, pag. 5), wat onmogelijk is wegens
0 < J-i, j+i<p.

Als toepassing nemen we p = 11, Dan geven 12,22,32,42,52 aanleiding
tot de verschillende mogelijke resten. Dus 1,3,4,5,9 zijn resten en 2,6,
7,8,10 zijn nietresten mod 11,
Stelling 3. Het symbool van Legendre is multiplicatief t.a.v, de teller,
d.w.z. er geldt (25) = (%).(%)
Bewijs. We mogen p > 2 onderstellen, We moeten verschillende gevallen
onderscheiden, al naar gelang a en b rest of nietrest zijn,
1%, a en b zijn beide rest. Dan bestaan er dus x en y, zodat x25§ a(mod p,
;ggg b(mod p). Daaruit volgt (xy)ezz ab(mod p), zodat ook ab rest is.
Dus in dit geval (%)(%} =1, 1 =1 en (%?) =1,
gg. a is rest en b is nietrest. Er is een x, zodat thg a(mod p); daarbij

is (a,p) = 1, dus ook (x,p) = 1. We kunnen dus de inversen a_1, X
beschouwen; wegens (x-1)2zzza_1(mod p) is 2~ rest. Was nu ab rest, dan
wegens 1° ook b = a—1(ab). Dus is ab nietrest en

& =1, (&) = -
;S. a en b zijn beide nietrest. Bij vermenigvuldiging van a met de E%l

resten ontstaan wegens 20 juist de E%l nietresten., Dus is ab een rest,

Dus
ay,b ab
(5)(5) ==-1, =1 =1, (Er) = 1.

Criterium van Buler, Het symbool van Llegendre voldoet voor p > 2 aan de

volgende congruentia:
i(p=-
(4.2) () = a#(P=1) (noq p).
Bewijs., We merken op, dat wegens Fermat en (a,p) = 1 geldt:

(a%(p—”)2 - &P = 1(mod p),
dus

(a2~ 1) (a%(P=) 1) = o(moe ),
dus (hulpstelling 1)

a%(p—1> = 1(mod p) df a%(p—1) = -1(mod p).
Is (%) = 1, dan is er een getal x zodat a:z_xz(mod p), dus a%<p_1égﬂ?15h
voor d4it geval is dus (4.2) bewezen, Tevens kennen we 5(p-1) onderling
incongruente getallen a, zodat a%(p_1)55 1(mod p). Evenals een kde graads~
vergelijking niet meer dan k wortels bezit, geldt ook dat aan de laatste
congruentie niet meer dan $(p-1) onderling incongruente getallen voldoeny
bij het, niet nader uitgevoerde, bewijs maskt men uitvoerig gebruik van
hulpstelling 1. Is dus (%) = -1, dan is noodzakelijk a2 0-T) < -1(mod p).
Zodat (4.2) ook in dit geval geldt,
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We zouden graag een methode bezitten om in elk concreet geval zo
snel mogelijk het symbool van legendre te berekenen, Taartoe leiden we
ecrst m,b.v, het ~ =>~"im van Euler, het zg. ‘emma van Gauss af., Dit luids

els volgt:

Zij p een oneven priemgctel, (a,p) = 1 en Ty de rest bij deling
van ha door p (h = 1,2,...,%2(p~1)). Zij «whet aantal getallen r,, waar-
Voor #p < ry < p is. Dan is '

2
Bewijs. Is h £ k en 1 £ h,k & $(p-1), dan is rhfgﬁrk(mod p) ex ook
T, F p—rk(mod p). Anders was nl. (h-k)a’l O(mod ») resp. (h+k)a = O(mod r),
wat een tegenspraak oplevert, Noemen we nu die getallen Ty s waarbij
0 <y < #p is, Cq4y.00y fA en die getallen r,, waarbij 3p < r, < p is,
UyseeesTp (N.B. 0 en #p komen niet voor als rest). Dan is A\ + «=
F #(p-1). De getallen fi (i =1,...,4) en de getallen p -0y
(k = 1,..., (&) zijn onderling incongruent, dus blijkbaar in een of andere
volgorde de getallen 1,2,...,2(p~1). Door vermenigvuldiging ontstaat dan
. B o - @ - - 07 - (D=
@1 fp vee Py (Pm T (= T) v (p=Th) = (F(e-1))!
Dus ook
/‘l/v = .y 1
("‘1); r1r2 o I’%(p_,]) = (2(13—7))-
Wegens
3(»-1)
= (& e 21
N I’1I'2 cos r%(P—1)—(2\p1))! a
krijgen we
, 2Hp-1) (2 e (s =
(2(p-1))t a* = (3(p=1)) 1 (=177 = (F(p-1))1 (=1)/.,
Nu is %(§—1)! onderligg ondcelbaar met p, zodat i.v.m. hulpstelling 1
volgts a® p-1 =(-1): (mod p). Door toepassing van het criterium van
Euler ontstaat hieruit (%)jf’(—?)‘“(mod p). Deze congruentie is zeker ecn
gelijkheid, daar p, 2 is en beide leden +1 of -1 zijn, dus minder dan p
verschillen.

Als toepassing volgt meteen de berckening van (%) en (-':l .
Berekening van (%l. We moeten dus nu beschouwen de getallen 2, 2.2,2,3,...
eeoyb=T3; het zijn tevens de resten modulo p, Het aantal f4~hiervan, dat
tussen #p en p in ligt, is gelijk aan [%ﬁf - ($p] . Nu komt het alleen
gp de p?riteit van/M.aan. We maken even een lijstjec om te zien wanneer
201 - [4p] even is, en wanneer oneven.

P ‘ [3pl "t l3p] Vu idpl - (%0
=1(mod 8) \ even | even x gven
=3(mod 8) | oneven 2 even | oneven
= 5(mod 8) even | oneven |  oneven
=7(mod 8) oneven l oneven { even
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Het getal p2~1 = (p=1)(p+1) is als product van twec opeenvolgende even
getallen zeker door 8 deelbaar, en wel is %(p2—1) onder dezelfde omstan-
digheden even t¢n oneven als_ﬁ‘. Hiermee is bewezen:

1 22.1)
(4.4) 2 = (-n°

We kunnen het resultaat ook aldus aangeven:

2y - [ +1 als p= + 1(mod 8)
P’ 7 | -1 als p: + 3(mod 8).

Berekening van (:%i. Nu is/&;kennelijk gelijk aan #(p-1). Dus hebben we
-1 -1

(4.5) () = (-nEeT,

Anders gezegd:

( _ ¢ +1 als p = 1(mod 4)
= 1 -1 als p 5 3(mod 4) = ~1(mod 4).

De kwadratische reciprociteitsstelling. Deze luidt als volgt: Zi]

Jala-t)

twee verschillende oneven priemgetallen, dan is (%)(%) (-~ 1)%(:‘9"1
Bewijs. We voeren de beide volgendc sommen in

3(p-1) o 5(g-1) )
S __gs‘g S - (—.—- r —E.f.
T Ty I p-’ 2 T3y - oad
Zetten we kg = p \_‘1:%9‘ + rk (k = 1921"-9%(13_1)7
(1+ ene T+ f‘/)\, B: 6‘1+C§2+ v e +J—«’

waarbij Py, Fg,...,fb\ diegene onder de getallen ry (k = 1,2,...,3(p-1))
zijn, die inliggen tussen O en 2p, en 53,572,...,€}k diegene, die in-~
liggen tussen Zp en p. Dan volgt:

3(p-1)

> kaq = g(p°-1)a = pS; + A + B,
k=1

In verband met 5ﬁ1+f32+ cee + Aq +(p*<T1)+(P—(T2)+ eoo H(p- /u)

=1 +2+ ... + &p=-1) = g(p -1) hebben we ook A +4~p - B = 3(P -1), dus

1,2
g(p -1)q = pS,f + 24 +A,xp - g(p -1), Dus

( w+8,)p = 8—(p -1)(q+1) - 24 = 0(mod 2),
en wegens p = T(mod 2) dus ook 4z 8, (mod 2). Hierbij is « het aantal
getallen kg met k = 1 2,...,2(p 1), dat bij deling door p een rest > 3D
heeft, Evenzo geldt, als VY het aantal getallen 1lp is (1 = 1,2,...,%3(a-1)),
dat bij deling door g een rest > #q heeft, V= Sy(mod 2).

Toepassing van het lemma van Gauss levert

@ = 0" =07 o= (- 12,
Het gaat er nu nog om te laten zien, dat S;+5; en #(p-1).%4(q-1) dezelfde
pariteit bezitten. We zullen zelfs aantonen: S,+5, = #(p-1).%4(g-1). Daar-

toe beschouwen we in een (x,y)-vlak de rechthoek R met zijden x=0, x=3p,
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y=0, y=#q en tellen op twec manieren het aantal roosterpunten, d.i. punten
met gehele codrdinaten, dat binnen R gelegen is.

Ten cerste kunnen we zecggen, dat er +(q-1) horizontale rijen, ieder
van #(p-1) roosterpunten, binnen R zijn. Het genoemde aantal is dus
#(p-1).4(g-1).

Ten tweede verdelen we R in twee driehoeken door de diagonaal van
(0,0) naar (Zp, #q) te trekken. Op deze diagonaal liggen geen roosterpun-—
ten, behalve (0,0). Want uit 0 x s,%p, % = %& volgt xq = py, dus p/x,
dus x = O. In de onderste driehoek tellen we de roosterpunten op de ver-
ticale rechten x=1, x=2, ..., x=3(p-1); op x = k liggen blijkbaar[i%?i
roosterpunten, in de hele driehoek dus juist S1. In de bovenste driehoek
tellen we de roosterpunten op de horizontale rechten y=1, y=2, ..,,y=3(g-1)3
op y = 1 liggen blijkbaar [%Fjroosterpunten, in de hele drichoek dus So.
In R liggen dus S1+S2 roosterpunten. In verband met het bovenstaande volgt
lhicruit de stelling.

Met behulp van de laatste stelling kan men snel een willekeurig
restsymbool uitrekenen.

Voorbeelden.
(£2) = (=13 13D = =55 = ). D) = (D). (1) = 1.

i}

(29 = (7). (53) = (72 = (D23 = B =1,
We beschouwen nog enige speciale gevallen,

voor (2) vinden we (2)(B) = (-nDFaus (B = (-1F2 (@),
In het rechterlid is de eerste factor +1 of -1 voor p = 1 resp.

= ~1(mod 4) en de tweede factor +1 en -1 voor p = 1 resp.=~1(mod 3), Um

de waarde van het product te kennen, moeten we p modulo 12 bekijken. En
wel komt er +1 uit voor p= + 1(mod 12) en -1 voor p= + 5(mod 12)3 ande-
re mogelijkheden voor p hoeven niet bekeken te worden omdat p een priem-
getal £ 2,3 is.

Lvenzo (%) = (%), dus +1 als p= + 1(mod 5) is en -1 als
P # + 2(mod 5) is.

Door combinatie van de uitkomsten voor (:l) en (%) kunnen we (:i)
algemeen berekenen, Voor p = 1,-1,5,-5(mod 12) is opvolgend (:i) =
= 1,-1,-1,1. Dus 1 voor p = 1(mod 6) en -1 voor p= -1(mod 6). We vatten
de verkregen resultaten in het volgende schema samen; in de tweede kolom
staan de gevallen opgesomd, waarin het betreffende restsymbool gelijk is
aan +1 en in de derde die waarin het -1 is.

-1 3 ‘f -3 5
(3 () | 2 | (P (2)

i
(4.6) +1 1 p=1(mod 4)! =+1(mod 8)1 =+1(mod 12) ' = +1(mod 6) =x1(mod 5)
* ~11 p=-1{mod 4)} 7+3(mod 8)§ =15(mod 12)  ==T(mod 6) =+2(mod 5)
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Colloquium Recurrente Rijen
Hoofdstuk V

qu_ De rij van Fibonacci

W.Poromans

We gaan uit van de vergelijking xe—x-1=0 met de wortels « =i(1+75)
en 7 =4(1-1 5). Omdat 3 %=i41 en L =21 is, voor ieder geheel getal n,

s

]

B ote schrijven in de vorm w0 ne

i n+1 n 2 , .
Nu is up, W g =W =ww' = u Wt W W= un(ux+1)+ w W= (un+wn)ul+
+ U, - Als echter aw+b = cw+d met rationale a, b, ¢, d, dan geldt a = ¢
en b = d. Was n.1l. a # ¢, dan was W = d-b rationaal, hetgeen niet het

c-a
geval is, dus 1s a = ¢ en dan ook b = d. Past men dit toe op u W+ W

u W met ‘gehele raticnale u, en w

n+1"

n+1~%n n-1

n+1

=(un+wn)u,+un, dan volgt hieruit dat Wopq = Up VOOT alle n en u

voor alle n. Verder is W = u1u)+uo, dus Uy = 0, u, = 1.
We noemen de rij u,, bepaald door uy = O, u, = 1enu, = U, gt o
de rij van Fibonacci. Voor deze rij geldt danw @ = unu)+ U,_4 en evenzo

ﬁjn = un£7+ U Hieruit volgt direct

10
n_-n n .n
W -t -t
(5-1-1) un = Y - _75:.
Dit geldt zowel voor positieve als voor negatieve n, maar daar
=N --n ~n ,.n n -n _ N
v . =b(.r !:i) - W -r(:.) _ - (_)n-—’] ! :_.,i - (_)rl 1 un (immer'st-l)[/»*;'-: __/i) Zijn
- V5 @)™ 5 V5
de elementen van de rij met negatieve indices niet interessant.
. o Kn kK
Verder 1s voor natuurlijke k en n u  w+ u . 4 =W = (unuz+un~1) =
k . s k ) K .
- ky K-3 3.3 2 s Ry Kk-d 3 = ky k-3 .3
= ;; (j) uTg oupwe = (?f‘ (j) us Ty ug uj)u)+ Z (j) Upoq Yp Yyoq- Om-
J=0 j=0 3=0
dat Ug =0 is, volgt hieruit
(5.1.2) u, = gﬁ: (k) WEd ud oy
kn =1 J n-1 n 7 j°’
(5.1.3) u = - (k) w3 wd oy
o kn-1 "~ & j n-1 n “j-1°
%;b J J
Uit (5.1.2) volgt dat un;ukn’ of anders uitgedrukt:
(5.1.4) Uit njm volgt un’“m'
Nemen we in (5.1.2) en (5.1.3) k = 2 dan vinden we Uy =2u, au S en
5 n n-1m n
Unp_q = U g + U, dus
_ i _ .2 2
(5.1.5) Yon T un(un—1 + un+1)’ Yon_q = Ypoq T Upe

We beschouwen nu de elementen van de riJ van Fibonacci, gereduceerd
modulc een of ander priemgetal p. Daar er slechts eindig veel restklassen

mod p zijn moeten
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¢r verschillende natuurlijke getallen m en n zijn zodat U, E Uy (mod p)

en Uy 4 = Upgug (mod p). Dan geldt blijkbaar voor iedere k, dat W= Uy
(mod p). Stel m > n; dan is u, =0 (mod p) en o g =7 (mod p). Er
is dus een natuurlijk getal k, zodat W, =0 (mod p) en U q =1 (mod p).

Noem C(p) het kleinste natuurlijke getal met deze eigenschap; we noemen
C(p) de (grote) periode modulo p van de rij van Fibonacci. Als we met een

vaste p werken schrijven we ook kortweg C. Naast de grote periode beschou-
wen we ook de kleine periode modulo p dat is het kleinste getal c(p) (of
kortweg c) waarvoor geldt u, = 0 (mod p).

We beschouwen nu de verzameling R der getallen aw +b, waarin a en b

alle gehele (rationale) getallen doorlopen. Som, verschil en product van
twee getallen uit R liggen ook in R (we zeggen daarom dat R een ring is).
We zeggen, dat het getal X in R deelbaar is op het getal ﬁ in R (ge-
schreveno({/?; ), als er een getal % in R 1is, zodatxx% =/5 . Als K een ge-
woon geheel getal m is enﬂ = gw+b, dan is er een% = Xw+y, zodat
aw+b = m(xW+y) = mXxW+ my, dus a = mx en b = my, dus m‘a en m\b.
(5.1.6) Als X ,/5,5 , A en// in R liggen, ¢ | % en 51/3 , dan geldt
Sl awx R
Immers <X =§' ¢ s /3 =7 C&‘, dus A& +/1A/5=()\§ +/L4f7) dJ.
AlsX //5‘ en J in R liggen heet o congruent met modulo 4 (geschre-
ven X = A (modf )), als Jlax-/a. Dan geldt blijkbaar
(5.1.7) X = (mod & ).
(5.1.8) Uit x = /3 (mod ) volgt /3?:'0( (mod & ).
(5.1.9) Uit o(z/é (mod § ) en /5:—:‘/ (mod § ) volgt o(:—‘-:/ (mod & ).
Verder kan men met congruenties rekenen op grond van de volgende
stellingen.
(5.1.10) Uitcx,lgﬁ,] (modd ) en EE,ﬁE (mod $ ) Volgt0<,]+0<25/3,}+/52(mod1§).

(5.1.11) Uit = /j,] (mod &) en 2;/32 (modcy) volgtuq—ugiﬂ,]-ﬁz(modg).
(5.1.12) UitO<,1:—:='ﬁ>,1 (mod &) endzafe (mod &) volgt O(qugzﬁq/}g (mod § ).

De laatste stelling wordt als volgt bewezen: uit 5‘0(,\—/5,1 en
5\ g g volgt F X (X - B)r (X = o) =%y pm o fig.

De vraag onder welke omstandigheden uitJ’Oﬂ Z——EJ//é (mod 4 ) volgt
O<=?ﬂ (mod ¢ ) is hier moeilijker te beantwoorden dan in het geval van de
gehele getallen, omdat we hier nog niet over een stelling over eenduidige
ontbindbaarheid in priemfactoren beschikken. In hoofdstuk VI zal hier
dieper op in worden gegaan. Voorlopig volstaan we met de opmerking, dat
een gewoon priemgetal ontbindbaar kan zijn in R. Zo is Db.v.

11 = (2w +3) (-2 W+5) . |
(5.1.13) Als m een geheel getal is, geldt a,]w-l— b,'E agu)+b2 (mod m) dan
en slechts dan als a, = a, (mod m) en b, = b, (mod m).



RR 17

Omdat u, = 0 (mod p), geldt w = U, 4 (mod p), d.w.i. wC is con-
gruent met een rationaal getal modulo p. Als omgekeerd W congruent is
met een rationaal getal r modulo p dan is u w+ W 4 =7 (mod p),

W, = 0 (mod p). Het getal ¢ kan dus ook gedefinieerd worden als het
kleinste natuurlijke getal waarvoor w c congruent is met een rationaal
getal modulo p.

(5.1.14) Als a en b gehele getallen zijn en b # O, bestaan er gehele ge-
tallen g en r zodat a = gb+r en OK r<j}b{ (deling met rest).

Om dit te bewijzen beschouwen we de verzameling der getallen a-nb,

waarin n alle gehele getallen doorloopt. Deze verzameling bevat zeker een

niet-negatief getal (kies n =|al als b 0 enn = -la] als b> 0). Noem
het kleinste nietbnegatieve getal in deze verzameling r (r = a-gb). Als
dan r » Ib| was, zou voor b > 0 gelden O =|b| - b€ r-b<ren

r - b= a-(g+1)b en voor b < 0 gelden O = |b| + b K r + b <r en

r+ b =a-(g-1)b. Dit is in strijd met de minimaliteit van r, dus r | bl .
Als uk._.o (mod p), schrijven we k = gc + r met gehele q en r en
0&r {c (deling met rest), dan is uk_qzs(x)k = (WHWT= ug_qujr
coq=0 (mod p), dan volgde uit het
feit dat onk uca§<3 (mod p) en uit de recursieve betrekking die de rij
van Fibonacci bepaalt direct, dat alle getallen uit de rij door p deel-
baar zouden zijn, hetgeen voonr u, = 1 niet het geval is. Er is dus een

/‘
geheel ratlonaal getal u 11 (mod p) zodat ucqq u, = 1 (mod p), dus

qu k_1::¢&) (mod p), dus u)r congruent met een rationaal getal modulo
p. Daar ¢ het kleinste natuurlijke getal met deze eigenschap 1s, geldt
r = 0, dus c]k. Als omgekeerd c]k, dus k = gc 1is, geldt UJk = (UJC)EE u
=0 (mod p).
(5.1.15) w, =0 (mod p) geldt dan en slechts dan als cl k.

Hieruit volgt dus ook direct:

(5.1.16) c|c.

We schrijven C = vc,.

Nu is u,_, gé 0 (mod p); was n.l. u

k
c-1
dus u

Uit de definitie van C volgt direct, dat C ook gedefinieerd kan

worden als het kleinste natuurli jke getal, waarvoor a)C'“ 1 (mod p). Als
k

w = 1 (mod p), stellen we k = qC+r met gehele g en r en O £ r ¢ C, dan
is 1= w¥ = (ugc)qu)r:= w7T . Omdat C het kleinste natuurlijke getal is
waarvoor CEE 1 (mod p) is r = O, dus C{k. Als omgekeerd C}k, dus k = qC,
geldt M)k ( C)qzs 1 (mod p). We hebben dus gevonden:

(mo

(5.1.17) w =1 p) geldt dan en slechts dan als C

LY
¥

Verder volgt uit C = vc dat 1 EELUC = (UJC)VEE ;~ dus uz 125 1
(mod p). Als omgekeerd uc 4 =1, geldt 1 ;;uz_q = (W)Y =W ¥ 4us,
volgens (5.1.17), C\cw. We kunnen dus v ook definié&ren als het kleinste

natuurli jke getal waarvoor az_qsz 1 (mod p); anders uitgedrukt v is de
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exponent van U, _4 modulc p. Hieruit volgt vip—ﬂ (zie blz, 7). We zullen
straks evenwel veel meer over v bewijzen.

We onderstellen nu p= + 1 (mod 10). Dan is (zigqblz. 14) (%)= 1,
dus volgens het criterium van Euler (zie blz. 11) 5 =1 (mod p), dus,
wegens 5 = (209-1)2, (2b0-1)p"1§5 1 (mod p), dus (2w-1)P= 2w-1 (mod p).
Ontwikkelen we (2w -1)P volgens de binomiaalformule van Newton dan zijn
alle termen behalve de eerste en de laatste deelbaar door p, dus 2P Py
+(-1)P= 2w-1 (mod p). Verder is 2°= 2 (mod p), dus 2wP-1= 2w-1
(mod p), dus 2L0(u)p”1 1) = 0 (mod p). Laat wP 19 2 awip zijn, dan is

{20u(au)+b) 2(a+b)w +2a, dus omdat p oneven is, p a en p}a+b dus
pla en p|b. Dus w P71 = 1 (mod p). Dus Clp-1. p-1

We onderstellen nu p= + 3 (mod 10). Dan is (%) = -1, dus 5 2=
(mod p), dus (2w-1)P" 1= _1 (mod p), dus (2w-1)P = 1-2w (mod p), dus
2wP-1 = 1-2w (mod p), dus 2wP= 2(1-w) (mod p), dus 2wP™ = -2 (mod v),
duslh)p+155 -1 (mod p), dus u)e(p+1)55 1 (mod p), dus C|2(p+1), C{p+1
c[p+1.

(5.1.18) Uit p = + 1 (mod 10) volgt c|C|p-1; uit p=+ 3 (mod 10) volgt
clp+1, cl2(p+1), cfp+1.

Er resten nog de gevallenp =2 enp = 5. Nu is ¢(2) = C(2) = 3 en
¢{5) =5, ¢(5) =

Qm het verband tussen ¢, C en v nader te onderzoecken, maken we ge-
bruik van het feit, dat we onze afleiding evenzo met & in plaats van«w

hadden kunnen uitvoeren. Zo is ook @ = u (mod p), dus ug_q =(ww)C =
= (-)¢ (mod p), dus uLL =1 (mod p), dus vg4 m.a.w. v=-1v=2of

c-1—
= 4, We onderscheiden drie gevallen.

v
1°. ¢ oneven; dan is ugquz.-1 (mod p), dus v = 4,
2

° ¢ = 2d, d oneven. Dan is u§_1§5 1 (mod p), dus U, 4= + 1 (mod p).
Als u, ,= -1 (mod p) 1is, 1s wed —we= y u, 4= 1= (-)d (mod p),
dus wa (- w)d 2d = (-t0) (_) _Qd(modp) dus 0 = uy (w-w) =

= Eudu)—ud(mod p), dus uy =0 (mod p), hetgeen in strijd is met het
feit dat ¢ het kleinste natuurlijke getal 1s, waarvoor uczz 0 (mod p).
Dus Uy_q % 1 (mod p), dus v = 1.

37. ¢ = 2d, 4 even. Dan is us q _,1 (mod p), dus U,_q =11 (mod p). Als
U,_4 =1 (mod p), 1is u)28 = w® U, = 1= (-)" (mod p), dus wi=
= %9 (mod p), dus uE 0 (mod p), hetgeen in strijd is met het feit
dat ¢ het kleinste natuurlijke getal is, waarvoor u, = 0 (mod p). Dus
Uy 4 = -1 (mod p), dus v = 2,

Dit geeft ons het volgende:
lc(mod #) | v | C{mod 8)
A I
(5.1.19) ‘ 0 - 0
! 2 2 1 § 42
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Stel p = 11 of 19 (mod 20), dan geldt CZp—1 en 4fp—1, dus 4fC, dus
v = 1. Stel p= 3 of 7 (mod 20), dan geldt C{2(p+1) en C{p+1, dus C bevat
meer factoren 2 dan p+1, dat er ten minste twee bevat, dus ch, dus v = 2.
Stel p = 13 of 17 (med 20), dan bevat C eveneens meer factoren 2 dan p+1,
dat er nu één en slechts één bevat, dus Q:C, 8*0, dus v = 4, Als p =1 of
O (mod 20), kan v = 1, 2 of 4 zijn. Als v = 2 is, is S}Cfp—ﬂ, dus p =1
(med 8), dus p = 1 of 9 (mod 40).

Dit geeft ons het volgende:

ip (mod 20) v L c(mod ¥) | C(mod 8) @ . opmerkingen
\ 1 1,2,4 | 0,+ 1,2 | 0,+2,4 | v=2 slechts bij p=1(mod 40)
! 3 2 0 0 '
T 2 0 0
(5.1. 20) 9 1,2,4 0,+ 1,2 0,+ 2,4 v=2 slechts bij p=9(mod 40)
;M'"" 1| 1 2 + 2
\ 13 I + 1 4
17 4 + 4
1 19 | 1 | 2 + 2

We hebben nu de periocdiciteit van de rij van Fibonacci modulo een
priemgetal onderzocht. Hieruit is nu echter het gedrag modulo een samen-
gesteld getal af te leiden op een wijze die geheel analoog is met die
bij de rij u, = U, 4 (zie blz. 7 en 8). Zoals toen voor de perigde modulo
m gold, dat het het kleinste natuurlijke getal C was, waarvoor r = 1
(mod m), is het nu het kleinste natuurlijke getal C waarvoor u;czs 1
(mod m).

We vinden nu evenals vroeger voor oneven p, dat als uuc(p)== 1 (mod pn)
en w (p)ié 1 (mod p" 1), geldt C(ph) = C(p) voor h < n en C(p")
= ph R (p) voor h > n. Er is ons geen priemgetal bekend waarvoor n> 1
is. Verder is C(4) = 6 en uj6 8u}+13’1‘1(mod 2 ) en W ffﬂ (mod 23)
We vinden dan evenals vroeger, dat C(2 ) = 2h -2 .6 = 2h 3 voor h » 2.
Voor h = 1 bl%jkt het ook te gelden.

s
Als m = pqﬂ cee D u

N

[y 51 Su, )
geldt evenals vroeger C(m) = }C(p1 ),...,C(pu V7

u’ K

Het hierboven gevondene levert ons ook hulpmiddelen om de ontbinding

in factoren van de getallen van Fibonacci snel uit te voeren. Omdat voor
dln geldt udfun, delen we eerst de priemfactoren van Uy (d doorloopt de

delers van n) uit u_ (we behoeven ons daarbij uiteraard slechts te be-

n

perken tot de delers di = é? van n = pi’... pju). Voor de priemfactoren p
van u, die dan nog overblijven geldt dan c(p) = n. Als dan
= 1 (mod 10), dan is p-1 een n-voud en p-1= 0 (mod 10),
p = 3 (mod 10), dan is p+1 een n-voud en p+1= 4 (mod 10),
=-3 (mod 10), dan is p+1 een n-voud en p+1= 8 (mod 10),
p= -1 (mod 10), dan is p-1 een n-voud en p-1= 8 (mod 10).
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We behoeven dus alleen priemgetallen te beschouwen, die n-vouden + 1
zijn en daarbij alleen n-vouden, die op een 0,4 of 8 eindigen; bij O en
3 zijn de n-vouden +1 en bij 4 en 8 de n-vouden -1 te beschouwen.

Willen we b.v. u27 = 196418 ontbinden, dan beschouwen we eerst
ug = 34 = 2,17. Nu is 196418:34 = 5777. We proberen eecrst 2.27-1 = 53 en
dit blijkt daarop inderdaad deelbaar met quotidnt 109 hetgeen 4.27+1 is.
Dus Ugy = 2.17.53.109.

Nemen we Ugg = 28657, dan is 138 het kleinste veelvoud van 23 dat op
0,4 of 8 eindigt, maar 137 en 139 blijken niet, deelbaar te zijn op 28657.
Het volgende bruikbare veelvoud van 23 is 184 maar 183 is niet priem. Het
volgende bruikbare veelvoud van 23 is 230, maar dit is groter dan b/-28657'°
(Bij het zoeken naar de priemfactoren van een getal hoeven we nooit ver-
der te gaan dan tot de vierkantswortel van dat getal, want als een factor
groter 1s dan die vierkantswortel, is het quoti&nt kleiner.) Dus is 28657
priem.

Het is niet zo dat als de index priem is, het getal van Fibonacci ook
priem is. Neem b.v. Ugy = 24157817 . Eerst proberen we 2.37-1 = 73 en dit
blijkt deelbaar te zijn op u37. Quotiént 330929. Dit is niet deelbaar door
73. Daarna proberen we 4.37 + 1 = 149 (147 is niet priem) en dit blijkt
deelbaar te zijn op 3302029. Quoti&nt 2221. Nu zijn we klaar want V‘§£5T<
< 50. Dus uz, = 73.140.2221,

Het kleinste priemgetal waarvoor geldt dat het bijbehorende getal van
u19 = 4181 = 37.113.

In de nu volgende paragraaf wordt nog een belangrijke getallentheo-

Fibtonaccl niet priem is, is 19;
retische toepassing van de getallen van Fibonacci gegeven.

§22 Getallen van Mersenne

H.J.A.Duparc

Als toepassing van het in de vorige paragraaf behandelde laten wi]
zien hoe daarmede onderzocht kan worden of een bepaald getal van Mersenne
priem is of niet.

Onder een getal van Mersenne verstaat men een getal van de gedaante
2p—1, waarbij p een priemgetal is. Het is duidelijk dat 2™_1 voor samenge-

ab—1 is deelbaar door 2%-1. Bijgevolg ken

stelde m niet priem is, immers 2
een getal 2m—1 slechts priem zijn als m priem is, dus als 2m-1 een getal van
Mersenne is. Niet elk getal van Mersenne is echter priem zoals blijkt uit
2114 = 23.89.

In 7644 beweerde o.a. Mersenne dat Ep—ﬂ priem is voor p = 2,3,5,7,13,

-1 samengesteld is. _
Een eerste uitspraak over de getallen oP_q is gedaan door Euler.
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Euler merkte op dat oP_q samengesteld is als p= 3 (mod 4) en als g=2p+1
priem is. Immers dan is q =7 (mod 8) dus (vgl. hoofdstuk IV blz. 13) dan
is het getal 2 kwadraatrest mod q, zodat het criterium van Euler (zie
hoofdstuk IV blz. 11) ons dan leert 2:(3° 1) =4 (mod q), aus q|2P-1. Wij
merken op dat Eulers opmerking slechts van toepassing kan zijn als p en
2p+1 priem zijn, dus 2p en 2p+1 niet door 3 deelbaar zijn, dus als
3{2p-1 is, d.w.z. p= 2 (mod 3). Eulers opmerking is dus slechts van
toepassing als p= 11 (mod 12) en als 2p+1 priem is. Dan is dus 2p+1§2p—1.
Voor p = 11 vonden wij dit resultaat reeds eerder. De eerstvolgende waar-
de van p waarop het behandelde van toepassing is, is p = 23, dus 47}225~1.
De mathematicus Lucas heeft een methode aangegeven, waarmede men
voor een willekeurige ondeelbare p kan uitmaken of L priem is. Wij
zullen een speciaal geval behandelen, waarbij p =3 (mod %) is. Voor
p= 1 (mod 4) verloopt het onderzoek op een analoge wijze.
Alvorens Lucas' criterium te formuleren, beschouwen wij nog de in
éﬂ van dit hooefdstuk behandelde rij uo,uq,... van Fibonacci. Wij stellen
Vg w4+ D = Upp Py, - Dan heeft men zoals bij narekenen onmiddelli jk

n
. - . - 2
plijkt v = v, 4V 55 Vg, 4= Ny, =V, -2 (n>2).

Het criterium van Lucas luidt nu als volgt:
j
Zij p= 3 (mod 4), dan is zp-qjv

=2, V

p-1’ als 2P-1 priem is en omgekeerd.
2

Bewijs:

1°. Onderstel p= 3 (mod 4) en q = oP 4 priem, Dus g = 23—’1 =2 (mod 5),
-+

dus ng)% g+1 = 2F; C(q)‘?(q+1) = 2P Bijgevolg is dan C(q) = 2p.1’

dus 02°09) = _1 (mod q), dus

P ) p p-1  _ ~,p-1
qLoe + 1 (.02 ((k)2 +1)=¢02 +0J2 =V ..
! 2P~
Omgekeerd zij p= 3 (mod 4) en qtv 5-1° dus
2
p-1  __p-1)  op-1 p-1  _ op-1 P
q{wg + 0 ° )(02 (w2 + W Yy =S o+ 1,
a
us e
W = -1 (mod q).
Onderstel nu dat q = 8132"'ah . b1b2";bk’ waarbij voor i=1,...,h
en j=1,...,k de getallen a, en bj priem zijn en verder geldt

i

=1
a; = +1 (mod 10), bj§ili3 (mod 10).

Men heeft dan voor elk der bovengenoemde getallen 1 en j

p P
W = -1(ay)s W2 = -1 (bj),
dus 2p+1 2p+1_~
(A) = 1(31)3 W :1(bj)’
dus
Cla,) = 2p+1; C(b,) = A

1
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Omdat a; = +1 (mod 10), is C(ai)\ai—ﬁ. Wegens (5.1.18), dus aizsi.2p+q+1,
waarbij s, een natuurlijk getal is. Omdat bjgz_iB (mod 10), is C(bj) 2(bj+1)

wegens (5.1.18), dus bj = tjep—ﬂ, waarbi j tj

o0 u]T' l]q/bJ - p+1+4)‘11 £,.2°-1),
J
waarult direct volgt dat h =0, k = 1, zodat 2p-1 slechts één priemfac-

een natuurlijk getal is.
Dus

’——le

tor b,I bezit en dus priem 1s. Hiermede is het criterium van Lucas bewezen.
Als voorbeeld nemen wij p = 7 en hebben dan q = 27—1 = 127.
Wij onderzoeken nu of 427‘v64.

2

NU.iSV2=3_,VL!_:VS—E:?,VB:?—Z:).L?J dus

v, = 47%-2 =148 (mod 127), vy = 48°.2 =16 (mod 127),

vg), = 16°-2 =0 (mod 127).

Het getal 127 1s dus priem.
Door gebruik te maken van moderne rekenmachines 1s het criterium van Lucas
oek te gebrulken bij grotere waarden van p.
Ook voor getallen van de gedaante Ep—ﬂ, waarblj p een priemgetal is met
p =1 (mod 4), geldt een criterium als het bovenstaande, maar daarbij moet
men ultgaan van een andere recurrente rij van de tweede orde dan de rij
van Fibonacci. Dergelijke rijen worden in hoofdstuk VI behandeld. Het
criterium is ten slotte ook van toepassing op getallen van de gedaante
a.2n-1 voor zekere waarden van a en n. 0ok in die gevallen maakt men ge-
bruik van een bepaalde recurrente rij van de tweede orde. Met de behan-
delde methode is het getal 212/
grootste bekende priemgetal was. De Mersennegetallen Ep-1 zljn priem ge-~
bleken voor p = 2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127. In dit jaar is men,

gebruik makende van de methode van Lucas, met behulp van moderne reken-

-1 gevonden, dat tlentallen Jaren het

machines in staat geweest om aan deze rij nog toe te voegen de getallen
p = 521, 607 en 1279, zodat het grootste ons thans bekende priemgetal
21279 9 15,

Een vermoeden van Van Wijngaarden luidt, dat als P = 2P_1 een priem-
getal is van Mersenne, dit oek het geval is met het getal 2P-4. Het eerst-
volgende nieuwe priemgetal dat op deze wijze te vinden is vindt men dan
door p = 13 te nemen; het zou dan het getal 28191—1 zijn. Mocht het ver-
moeden Jjuist blijken dan is hiermede het bepalen van willekeurig grote
priemgetallen geen probleem meer. Men neme slechts de in hoofdstuk I, §'1
behandelde recurrente rij 10, die ons willekeurig veel willekeurilg grote
priemgetallen oplevert.
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Colloguium Recurrente Rijen
Hoofdstuk VI
Ontbindingen in priemfactoren van gehele algebralsche getallen
J.Verhoeff
§1. Idealen en ringen

Onder een binaire operatie op een verzameling V verstaat men een
functie die aan elk geordend tweetal elementen uit V éénduidig een derde
element uit V toevoegt; men schrijft dit als{'(a,b) = ¢ of a+b = ¢ of
ab = ¢ (algemene, additieve en multiplicatieve schrijfwijze). Een binaire
operatie heet associatief als voor elk drietal elementen a, b en ¢ uit V
(afgekort a,b,ce V) geldt ((a, {F(b,c)) = 0 ({ (a,b),c). Een binop heeft
een rechts (resp. links) inverse als voor alle a,b€ V er een x (resp. V)
bestaat, zodat 7 (a,x) = b (resp. & (y,a) = b). x en y heten de oplossin-
gen van (J (a,x) = b en ((y,a) = b. Een verzameling met een associatieve
inop die een links en een rechts inverse heeft heet een groep. Hiervoor
geldt het volgende: de oplossing van ((a,x) = a; zij o dan is (F'(b,0)=b.
Bewijs: v zij de oplossing van (J(y,a) = b dan is { (b,0) (0 (y,a),0)
= 0 (y,0 (a,0)) = {/ (y,a) = b voor alle b. Ook is ((o,b) = b voor alle
b; zij nl. b = & (0,x) dan is (F(o,0) = (o, F(0,x)) = ((0,0),x) =
= (F(0,x) = b. Is nu o, de oplossing van ((b,x) = b dan heeft men voor

0, dezelfde eigenschappen dus Cf(o,ob) = 0 = op. Is verder 0 (a,x)
=((a,y) dan is x = y immers als a de oplossing is van o = (F(x,a) dan
is (7(&, O(a,y)) = ¢ (dC(a,x)) = K (0 (4,a),x) = (0,x) = x = ¥.

Een groep heet Abels als zijn operatie commutatief 1is, d.1. 0’(a,b) =
= C%(b,a)n Heeft men op een Abelse groep G een tweede associatieve binop
P(a,b), die links en rechts distributief is t.o.v. de groepsoperatie,
d.w.z. P(a, {F(v,c)) = (F(P(a,b)P(a,c)) en P((F(a,b),c) = (J(P(a,c),P(b,c)),
dan heet de groep een ring. Meestal schrijft men voor 6%(a,b) at+b en voor
P(a,b) ab. Uit de distributiviteit volgt a0=0 immers &b + O = ab = a(b+0)=
= ab+al. Op dezelfde wijze bewijst men 0a=0 uit de rechts distributivi-
teit van de vermenigvuldiging. Als b # O dan is er geen x zodat Ox=b of x0O=b.
De ring heet een scheef lichaam als de vermenigvuldiging een links en
rechts inverse heeft, waarbij in bovenstaande definitie voor inverse a # 0

It
1l

it

moet zijn. In geval van een commutatieve vermenigvuldiging heet het een
lichaam zonder meer.

Een bekend voorbeeld van een ring vormen de gehele getallen met de
gewone optelling en vermenigvuldiging als operaties. Ook de restklassen
mod m vormen een ring; deze ring kan echter nuldelers bezitten (in een
ring heet een element a # 0 een nuldeler als er een element x # 0 bestaat
zodat ax of xa nul is). Dit kan optreden als m niet priem is, bijv. als
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m = ab; dan zijn de restklassen van a en b nuldelers. Een commutatleve
ring zonder nuldelers noemen we een integriteitsgebied; bijvoorbeeld
de ring der even getallen.

Een ring kan een element e tezitten (één genaamd), =zodanig dat ea =
= ae = a. De ring der gehele getallen heeft cen &{n terwijl de cing der even
getallen die niet bezit.

Een deelverzameling van cen ring R, die met a en b ook hun verschil
bevat evenals het product ar (resp. ra) met een willekeurig element r ult
de ring, heet een rechtsideazal (resp. linksideaal). Bevat de verzameling
beide producten dan heet ze een tweezijdig ideaal. In een commutatieve
ring vallen deze drie begrippen samen; men spreekt dan van een ideaal.
Bevat een ideaal A twee elementen a en b dan ook a-a = 0 en 0-b = -b en
a-(-b) = a+b.

Een 1deaal dat a bevat zzl dus ook 2a, 3a enz. bevatten evenals de
producten sa met s in R en de sommen van sa+na. De verzameling van alle
elementen van de vorm sa+na 1s een ideaal; dit heet het ideaal voortge-
tracht door a; notatie (a). Een dergelijk ideaal heet hoofdideaal. Als de
ring een één heeft dan kan men voor sa+na schrijven sa+n(ea) = (s+ne)a =
= s'a; het ideaal bestaat dan uit de veelvouden van a. Een ideaal voort-
gebracht door twee elementen a en b kestast dan uit z2llc common sa.+ rb

{ w 2
.

N _ PRV . LN . P -
(8 en r in d¢ ring); notatie (2,b). Ewn integr

teitsgeticd met ven &n
waarin el 1ldecnl een hootordernsl it heet hoofdideaalring. De gehele
getallen vormen een voorbeeld; het bewijs hiervan berust op de deling

met rest (RR 17). Bestaat een ideaal A niet alleen uit nul (anders waren
we al klaar) dan bevat het een getal a # 0 dus ook -a en €én van beide is
positief. Neem het kleinste positieve getal uit het ideaal, noem het d en
z1j b een willekeurig getal uit het ideaal. Dan zijn er gehele getallen g
en r te vinden, zedat b = dg + r met 0 £ r < d.

In geval r > O hebben we wegens r = dg - b ¢ A (dge¢ A en be A) een tegen-
spraak met de minimaliteit van d, dus r = 0 en b = gqd. Dit laat zich als
volgt generaliseren. Een commutatieve ring R heet Euclidisch als aan ieder
element a # O een niet negatiefl geheel getal g(a) toegevoegd met de volgen-
de eigenschappen.

1° Voor a £ 0 en b £ 0 is ab £ 0 en g(ab) > g(a).

2° Voor iedere twee elementen a en b met a # O bestaat er een voorstelling
b = qga +rmet r =0 of g(r) < g(a). Hieraan voldeet bijv. de ring der
gehele getallen met g(a) = lal en de ring P[x] vag de pglynomen in x met
rationale coéfficiénten, d.w.z. £¢ P(x] als f = %;% a;Xx  met a; rationaal.

n .

i

Hier kan men voor g(f) de graad n nemen. 1° is triviaal en 2° als a =) Oaix
i=

m ;
en b = 2___,.bix:L als n > m of als b = 0, dan voldoet g = 0 en r = b en als
i=0
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n< m dan veronderstellen we tij vaste a de stelllng bewczen voor poly-
) e e ‘ . O m-t o
nomen met graad ¢ m. Het polynoem ¢ = b - — x "a 1s identiek nul of

a
n bm m-n
heeft een graad < m. In het eerste geval is r = 0 en g = — X en in het
oy nom
tweede geval hebben we ¢ = qq:+r1; dan voldoen q = a, + - X en r =Ty,
' n
In een Euclidische ring is clk ideaal eon hoctdidesnal (2), woorvan ieder

element een veelvoud van a is. Het bewljs hiervan is analoog aan dat hier-
boven gegeven voor de gehele getallen., In het bijzonder heeft een Eucll-
dische ring een één. De gehele ring is nl. een ideaal, dus een hoofd-
ideaal (a), +«n elk element 1is een veelvoud van a. In het bijzonder a = ea
en b = ga = gea = be dus e is een één. In een integriteitsgebied R met

cen één e noemt men een element a deelbasr op b,(alb), als er een x be-
staat zocdat ax = b'hiﬁﬁs 1%2§§§¥&;?1bda cp e heet een eenheld; deze
eenheden vormen een WXk, Eleménten dis op elkaar deelbaar zijn heten
geassocleerd; hun guotient is een senheid, immers ax = b en by = a, dus

b = bxy Xy = e. Verder zal een element p priem heten als het geen eenheld
is en alleen deelbaar is door eenheden en dnor met p geassollcerde ele-
menten.

Wil men nu een willekeurig element schrijven als product van priem-
elementen dan zal dit slechts éénduidig kunnen zijn op de volgorde van de
factoren en op eenheidsfactoren na. In een hoofdideaalring geldt de stel-
ling van de“eenduidige”ppiemfactorontbinding: In een hoofdideaalring H
is ieder element a3 dat geen eenheid 1is een product van priemfactoren
& ="D,...D €N als a = qqe..qg €N tweede ontbinding van a in priemfac-

toren is dan is s = t en dan is er een permutatie (1 ...is) van de getal-

/]
len (1...s) zodanig dat Py geassocieerd is met g .

Bew.: Stel dat a niet het product is var eindig veel priemelementen, dan
is a niet priem en dus te schrijven als a,‘b,1 met a, en b,l niet geasso-
cieerd met a., Nu mcoet voor a, of }:,1 evzneens gelden dat het niet het pro-
duct 1s van eindig veel priemelementen; laat dit vcor bq zo zijn. Dan 1is

b, = b, eng, =8 b arbij voor al n de factor b_ niet als
4 agb, enz. en bn iqPpeq Wa rbilj vo alle n de fa n a

product van z2indig veel priemfactoren is te schrijven, a, seen eenheld 1is
en a = ce e
a a,lag dan
Beschouw nu de verzameling

ander element r<€ H en een b.. De

Pb£ - st = (r—s)bjé B en als k  j dan is rbj—sbk = rbj_sak+1"'ajbj =
= (r - s

Q..aj)bjé B. B is een hoofdideaal dus B = (ubm) met ue H.

\

{ J} B van alle producten van een of
sze verzameling © is een ideaal;, want

Cou
3 T

“k+1

Daar b, & B is b = vub_ en (bm) = (ubm) = B. Voor b__, hebben we dan

O '—tb 1 = 1 = e = . i -
bm+’1 m’ maar bm am+1bm+1 dus bm+1 tam+’!bm+< en € tam+’l filer

uit velgt dat a.,q €€1 eenheid 1is, in tegenspraak net de veronderstelling.
Vocr de eenduidigheid gebruiken we als de klassileken de stelling: als p
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een priemelement is waarvoor geldt plab en p%a dan geldt p|/b. Om dit te
bewljzen beschouwen we het ideaal voortgebracht door a en p. Dit is een
hoofdideaal, dus geldt (qp) = (d). We hebben dus d = ax + py, a = sd en
P = td. Daar p priem is, is dus of d of £t een eenheid. Als t een eenheid
is dan p!d, dus p‘sd = a in tegenspraak met het gegeven. Dus d is een
eenheid; dus is wegens bd = abx + pby en p]ab,p’bd en p]b. Het bewijs is
nu verder simpel.

n m .
Stel a = ;z; Py = ;Q; a5 met Py en q; priem. p, deelbaar op TTdi dus
deelbaar op een qj, dus geassocleerd aan qj. Deel P4 en qJ weg dan 1s er

aan weerszijden één factor minder.

Door dit proces herhaaldelijk toe te passen volgt het laatste deel
van de stelling.

§ 2. Algebraische getallen.

In de vorige paragraaf beschouwden we verzamelingen met willekeurige
elementen; thans echter zullen we uitsluitend verzamelingen V van complexe
getallen beschouwen. Als operaties nemen we de optelling en de vermenig-
vuldiging; of dit inderdaad operaties op V zijn hangt van V af, immers de
som en het product van twee getallen uit V behoeven niet tot V te behoren.
Is hieraan wel voldaan en behoort bovendien hun verschil ook tot V dan is
de verzameling een ring, daar aan de andere elisen automatisch voldaan is.
De verzameling is een lichaam als ze met twee getallen hun som, product,
verschil en quotient (zo dat bestaat) bevat. We spreken dan van een ge-
tallenlichaam, waarbij we het geval dat nul het enige element is uitslui-
ten. Elk getallenlichaam K bevat het lichaam ¥ der rationale getallen,
zodat dit het kleinste getallenlichaam is. Immers K bevat een getal a £ 0,
dus ook a/a = 1 en 1+1 enz., dus de gehele getallen, die we voortaan de
gehele rationale getallen zullen noemen. Het quotient van twee gehele ge-
tallen moet dan ook tot K behoren en dus P& K. De verzameling van alle

complexe getallen is kennelijk ook een getallenlichaam en uiteraard het
grootste. Andere voorbeelden zijn:

1°  Alle getallen van de vorm a + bV 37 met a,b €°F;
2° Als 1° maar a,b € K met K een willekeurig getallenlichaam;

3°  Alle getallen van de vorm a+bil met abe P ;%)

4°  a1s 3° met a,bé K (K een willekeurig getallenlichaam);

5°  Alle getallen van de vorm Qe waarbij f(x) en g(x) willekeurige veel-

termen zijn met co&fficiénten uit P en g(t) # O;
6° als 5° maar f(x) en g(x) met co&fficignten uit een willekeurig getal-
lenlichaam K;
70 Als 50 maar met e i.p.v. t. Hier is aan g(e) # 0 altijd voldaan als
g(x) £ 0, wat we echter hier niet zullen bewijzen. Men ziet gemakkelijk
in dat in deze voorbeelden aan alle eisen is voldaan.

) Dit zijn de zgn. getallen van Gausz.
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8° als 6° maar met e i.p.v. t.

In voorbeeld 1 hebben we een minimaal getallenlichaam dat &/g? bevat en
in voorbeeld 7 één dat e bevat. Een getal 17 heet algebralsch over een
lichaam K als Qf’nulpunt is van één of ander polynoom met co¥ffici¥nten
uit K, dat niet identiek nul 1is. Bestaat een dergelijk polynoom niet,

dan heet 7% transcendent over K. In geval K = P spreekt men van alge-
braIsch resp. transcendent zonder nadere toevoeging. Zo is bijvoorbeeld
VE transcendent, maar algebralsch over elk lichaam dat e bevat (nulpunt
ven x° - e = 0).

De polynomen over een lichaam K vormen een Euclidische ring K(x] (VI §1)
De van nul verschillende getallen uit X zijn hierin de eenheden. Immers
c.c™l =1 (1 is ook de één van K[x]!) en uit F(x)G(x) = 1 volgt F(x) =
en G(x) = 2™’
te schrijven zijn als F(x) = P(x)Q(x) (waarin P(x) en Q(x) geen eenheden
zijn, dus een graad > O hebben) heten irreducibel (over K).

Bij een getal /" dat algebralsch is over K bestaat er dus een polynoom

. De priemelementen, dat zijn dan de polynomen F(x) die niet

99(x), zodat 99(2?) = 0; er is dan ook een polynoom f(x) met minimale
graad n en. hoogste co¥éffici&nt (dat is de co¥&ffici¥nt van x") gelijk aan
1 . We noemen 27 algebraisch van de graad n.

Stelling. Het boven beschouwde polynoom f(x) 1s irreducibel over K en

is éénduldig bepaald. Het heet het canonieke polynoom van 7.

Bewljs. Stel f{x)=f, (x)f,{x) mit graad f;(x)=n; > 0 danis £{#)= £,08)E,(?)=0 dus
fi(zﬁ) =0 (1 = 1 of 2). Daar N,y =1 geldt n,; < n,maar dan is 7” nul-
punt van een polynoom met lagere graad dan f(x) wat een tegenspraak geeft;
derhalve is f(x) irreducibel over K. Stel er zijn twee dergelijke poly-
nomen f(x) en f£*(x) beschouw dan g(x) = f(x) - f*(x). g(x) heeft een
graad kleiner dan n (xn valt zéker weg) of 1s i1dentiek nul. Het eerste
geval kan niet daar g(+) = 0, dus f(x) = £*(x). Elk getal a€ K is alge-
bralsch van de graad 1 over K met x-a als canoniek polynoom.

Het minimale lichaam dat K en 7% bevat (het bestaat als doorsnede van
alle lichamen met die eigenschap) heet het lichaam K(3*) ontstaan door
adJunctie van 7° aan K. Voorbeeld 6 is het lichaam K(t).

Op dezelfde wijze kan men de adjunctie van meer getallen aan een getallen-
lichaam definidren. Notatie K(??’,Z}b) enz. De stelling dat de adjunctie
van meer (eindig veel) algebralsche getallen altijd gelljkwaardig is met
de adjunctie van één geschikt gekozen algebraIsch getal zullen we hier
niet bewijzen. Een lichaam ontstaan uit K door adjunctie van een alge-
bratsch getal‘ﬂy heet een algebralsch getallenlichaam over K. De toevoe-
ging over K wordt weer weggelaten als K = P.

Stelling. Als 2% algebrafsch is over K van de graad n, dan is elk getalg
uit K(7%) éénduidig te schrijven als g %’6 izﬁ waarbij a, € K.
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Daaré;é K(2>) geldt % ~%7;%-met P( en Q(x)¢€ K{x1 en Q(2>) # O.

Stel f(x) het canonieke polynoom van 2%, dan geldt f(x)* Q(x) (anders
Q(2*) = 0) en f(x) priem dus is er, daar K[x] Euclidisch is, een voor-

stelling d = f(x)p(x) + Q(x)a(x) waarin & een eenheid is (dus d€ K)

(zie RR 20). Derhalve d = Q(27)qa(2*) en % —%ﬁiy-— a7 a(2») .P(2”) =

= g(72») als g(x) = a~ q(x) P(x). Wederom volgens Euclides is
g(x) = £(x) t(x) + r(x) met r(x)‘“ 0 of graad r(x) kleiner dan n, dus
% = g(7>) = (@%) 2::; ay 5. De éénduidigheld 1s eenvoudig; 2ziJ nl.

r(2) = ¥ (19) et r(x) £ r (x) dan 1is p(x)nfqr(x) - r"(x)een poly-

5
noom van een lagere graad dan n met £(7%) = a%}i heet dg canonieke

: 1=0
voorstelling van é V37 is algebraisch van de graad 2, daarom bestaat

P(\/37) uit getallen van de vorm a + b V37 met a,b € P.

Een algebrailsch getal 77 zal gecheel hceten als het nulpunt is van een

polynoom met gehele rationale co&fficiénten en hoogste co&fficiént 1.

We zullen laten zien dat ook het bij 7T behorende canonieke polynoom ge-

hele rationale co&fficiénten heceft.

Een polynoom met gehele rationale co&fficiénten heet primitief als de

g.g.d. van zijn co&fficiénten 1 is. Elk polynoom F(x) = Z%égfﬁ‘uitPEQis één-
i=

% .
duidig te schrijven als c.F*(x) waarbij F (x) primitief is en een posi-
tieve hoogste coéffici&nt heeft. Stel ay = gi-met Pydy geheel rationaal,

i
(Pgs e esPy)
(p;5a4) =11 =20,.,.,m dan voldoet c = ———— (sgn a )
j. i {qqﬁ""XQ}
Warenser twee van zulke voorstcllwngen F(x) = ch*(x) = ch (x)
I -
¢y =z (3 = 1,2) dan was 8,6, *x) = Sgth *(x). Elke factor van s,ts

deelt dan s2 4 Wegens de prlmltiviteit van F**(X) en omgekeerd en daar
de hoogste coéfflolénten van F¥ en F**:pos1t1ef zijn 1s dan s2tq = s,lt2
en dus ook F¥ = F** Heeft F(x) gehele rationale co&ffici&nten dan is c

geheel rationaal.
Stelling van Gausz. H~" product van twee primitieve polynomen A(x) =

n 5 m
= Z::aix en B(x) = E b. x is primitief.
i=0 1=0

m+n J_
- _ J =
Bewijs. Stel A(x)B(x) = C(x) = ? c x waarbij dus cJ = — ale i dus

cj geheel. Stel C(x) niet prlmltlef dan 1s er een priemgeval p zodat

plc, voor alle j. Laat nu a, en b, de eerste co&fficié&nten van A(X) resp.

K 1
B(x) zijn, niet deelbaar door p, dus p}a j <K p-faK en p]b. als j< 1
p*'bl Daar p! Cxi1 = aObK T A “,$1_1 + vee toap 1 144 F:2 bl T A -
K+1b1-1 + ...+ aK+1bO’ geldt dan p’aKb maar dat geeft een tegenspraak

dus C(x) is primitief.
Laat 77 een geheel algebrafisch getal zijn. Er is dan een polynoom g(x) met
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gehele rationale co®fficifnten en hoogste co¥éffici&nt 1 (g(x) is dus pri-
mitief) zodat g{(77) = O. Noem het canonieke polynoom van 77 weer f(x). Nu
is g(x) = £f(x)a(x)+r(x); hier moet r(x) = O gelden daar r(77) = 0 en

graad r(x) < graad f(x) is. Maar f(x) = f*(x) en q(x ) = 2 *(x) met £x)
en gx) primiticf en dus volgens de vorige stelling is (x)q (x) primi-
tief. Dus g(x) = c co(F (x).q (x)), maar dan moet c,c, = 1 zijn. Verge-
lijking van de hoogste co&ffici&nt links en rechts geeft cq = 1 dus

£(x) = f*(x) en f(x) heeft dus gehele rationale co&fficiénten.

Een geheel, rationaal getal is een geheel rationaal getal. Immers het
canonieke polynoom van een rationaal getal a 1s x-a; de co&fficiénten
hiervan moeten geheel rationaal zijn als a geheel is, maar dan is a ook
geheel rationaal, '
Stelling. Bij elk algebrafsch getal W} is er een natuurlijk getal n te
vinden zodat n? geheel (algebraIsch) is. .

' Bewijs. Er bestaat een polynoom g(x) = 2:21 x* zodat g(¥) = 0. We mogen

de aingheel rationaal nemen en a, > 0 veronderstellen

Dan voldoet n = a, daar an ﬁ% nulpunt is wvan am 1 g()() = x" + am_qu'q +
m-2 m- 1 “m
oA 58X Toee. toag ag -

We zullen nu aantonen:
A) dat de getallen van een algebrafsch getallenlichaam algebrafsche ge-
tallen zijn, en |
B) dat de gehele algebraIsche getallen een ring vormen (zoals we van gehe-
le getallen gewend zijn).
Hiertoc gebruiken we een hulpstelling: Een complex getal ¢ is algebraisch
over een getallenlichaam K, resp. geheel algebralsch als er k complexe
~getallen tj_(i = 1,...,k) bestaan, waarvoor geldt: 13 niet alle §jfs
~zijn nul en gg & 24 4 éi voor j = 1,...,k en aiJEEK resp. a

U L
geheel rationaal.
Bewijs. De k homogene lincaire vergelijkingen ;;‘ ( gija( - aij)xi=
voor J = 1,...,k en Si¢j= { 3 :}: % f ; hebben egn oplossing ( Eq,..., §}J
ongelijk aan de nuloplossing dus geldt 15 ij}
Dus is < nulpunt van het polynoom \?ijx - 2y \ - %L 4 K’xk 1 -

ces t 6 % dat hoogste co&ffici¥nt 1 heeft en overigens coéff101énten uit K
resp. gehele raticnale co&fficisdnten heeft, zodat het gestelde volgt.
Bewijs van A. «é€K(V). iralgebraisch van de graad n over K,f(x) zij

het canonieke polynoom van ¥ . Stel f(x) = 5: aixi, a, = 1. We passen
i=0
de hulpstelling toe met k = n en §. =Y+ De canonieke voorstelling

S j_ 1
van o¢ P zij: XYY = g:g aijig s> waarbij aijé K, zodat aan alle eilsen
is voldaan, B
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De determinant \a i heet de norm van « in K(ﬁ) ten opzichte van K.
Notatie )a J (0( ). De norm van een element a uit K is a®. Immers
j = agi en }a (_) ‘ = ana

N(et ).N(3). o ,pEK.

Il

l
Stelling. N(O( /3)

n--1 .
Bewijs. Stel A YR > aijﬁ’l en ﬂS')?’J ‘Z by 751’ dan ise/3 A
i=O i 0
= R il K _ “‘ g o] K
=0(%jb-79’=5:b P Z P = X e
har e b o 1 K %1 K_ 24Py 5 o K
Dus N(&43 ) = \CKJ‘ = laKi’ ] bij[volgens de productregel van determinanten.

Stelling B. 2Zijn o/ en 2 algebralsche getallen over K resp. gehele
getallen, dan zijn  + A3 en A (3 ook algebralsch over K resp. geheel.
Bewijs. Er bestaan polynomen p(x) en q(x) met hoogste co&ffici¥nt 1
waarvan de cogf ficiénten getallen uit K resp. geheel rationaal zijn zodat
p(o(m) = 0 en l'?l-("lﬂ) = 0. Stel p(x) = x" + an_,]xn“q + ... t a5 e€n a(x) =

= X + bm-‘-'] X + ... + D We passen weer de hulpstelling toe en wel

met k = nm en

0
§J=0(N(3M O\<N<nenO<M<m

in een of andere nummering van de getallen 0< /s’
o N+1 M

Dan is « §.J = »" = een andere §J of, nl. als N+1 = n,
n-1
K M
0( gJ = - Z Kd > -
K=0
Dus in elk geval « g .= 2 a “; a, .6 K resp. geheel rationaal
P SIS S ¢
> 3 ¢ heel rationaal
, - ) aa
evenzo ﬂ’éj 1%;—1 by Sk bKj K resp. geheel rationaal,
E nm £
zodat (o« + 2 ) y = KE‘_;] (aKj + bKj)>K
nm 5 nm
en Ofﬁg K-—’l Cxy5 g met oy 3_:_1 SLIRE

waardoor het gestelde volgt.
De gehele getallen vormen dus een ring evenals de gehele getallen van een
algebralsch getallenlichaam.
De algebrarsche getallen vormen een lichaam, daar als X # 0 algebralsch

- n i -
ts o 1 aat ook 1is (als o pulpunt is van ? a;x” dan is X 1 het ven
n . =0
Z aixn-l) . Het is echter geen algebralsch getallenlichaam (bewijzen we
i=0
hier niet),

Eenheden zijn die gehele getallen £ waarvoor &~ al ook geheel is.

In de ring der gehele algebraIsche getallen kan men niet van priemgetal-
len spreken. Immers als 77 geheel 1is, dan is V7T dat ook en X = V7T V7
geeft een ontbinding ( V7 geen eenheid als 77 dat niet is).



RR 31

Dit heeft wel zin in de ring der gehele getallen van een algebralsch ge-
tallenlichaam P(1%).

Alvorens hier verder op in te gaan bewijzen we twee stellingen.
1°. De norm van een geheel getal is geheel rationaal en
29, Als van een geheel getal de norm + 1 is dan is het een eenheid en omge-
keerd.

StelX € quﬁ) (7 algebraisch van de graad n). We hadden (RR 29 onder-
aan) o(Q%j = gi% ay 79} waarbij de aiJ's éénduidig bepaald {zie RR 26)

=

en hier rationaal zign Bovendlen zie hulpstelling RR 29) is K nulpunt
van g(x) = det (813 - ij) é_ Jﬁ} met N(X ) =;tfb en J}n = 1.

Nu geldt de volgende hulpstelling:
Als f(x) = 5 ay %’ het kanonieke polynoom van X is dan 1s g(x) een

macht van f( )
Bewljs. Aan elk getal & € P(¢%) kunnen we als boven een matrix My = (ai.)

J
toevoegen. Deze matrices vormen een ring met (aij)+(b = (a +b

13) 1)
n
(20 (by3) = (T ayby ) en a(ayy) = (a55)a = (aay) en met (Jij> -

als eenheid. Blijkbaar is M_ = Mg + My terwijl tevens My, = M M, (zie

bewijs van normproducteigenschap) en als a€ P geldt M = al

Daar f(oxX) = 0, geldt dus ook %%: a CfA = My = 0, waarln A= My -
=0

We defini&ren recurrent m matrices Ci als volgt Cm-1 = amf7 en C

k-1
=akf7+ C A (k = m-1,...,1) of anders geschreven amf7= Ch_q €n akfy

= Cpq

Kk m-A . m="1 m
stel C(x) = 3= c,x', dan is C(x) (Ux - a) = 3_ c,x**1 -7 ¢ axt -
o 10 =y
C

i

m-4- i

_ m i _ i Yo _

=C x + Z ( 19 " CiA)x ~ Coh = > aic7x - 8, Cob =

= £(x) T a T e .

0 = i

Voor x substitueren we nu A; dan krijgen we C(A).(T7a-8) =0 = aifjA +
i._

- agT- Coh = - a U - Coh-

Dus C(x) (¢ x-A) = £(x)T dus ook det C(x). det(Cfx—A) = det (f(x)) of
wel g(x) det (C(x)) = {f(x)} en dus g( x)lf x)

Daar f(x) irreducibel is geldt g(x) = c{f(xﬁ met k < n.

Vergeli jking van de hoogste co&ffici&nt geeft c = 1.

§§ﬂ}j§_ii. Is nu &X geheel dan heeft f(x) gehele rationale coéfficié&nten
en dus g(x) = { (x)}k ook en N(X ) = +—d/o is dus geheel rationaal.
EEEE;ELjiZ. Is ¢ geheel en is bovendien N(X) = + 1 dan heeft het poly-

n 1 n-1
noo
m X J/OS dVO % J/x gehele rationale co¥fficiknten en

hoogste co&fficisnt 1(= J/E (#N(x)) ) enx ~1 is een nulpunt. Dus is
met &X ook CX‘q geheel en X is een eenheid. Het omgekeerde volgt uit
N(o ) .N(o Ty = N(1) = 1. Nu zijn N(X) en N( o<~ 1) geheel rationaal, dus
N(X) = + 1.
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Stelling. Is voor een geheel getal77€ P(2%) de norm priem, dan is 77
priem in de ring der gehele getallen van P(77).

Bewijs. Stel 77 =0 T met gehele O en T uit P(7).

Dan is N(77) = N(¢").N(T ) dus, daar N(77) priem is, N(O') = + 1 of
N(T) =+ 1. Dus of O of T een eenheid.

We zullen nu de gehele getallen van een quadratisch getallenlichaam
nader onderzoeken. W1lj kunnen ons beperken tot getallenlichamen P(\/I—))
met D geheel rationaal, quadraatvrij en ongelijk O of 1. Immers als f(x)=
=x2+ax-z-1;; het canonieke polynoom van ’)}' is, dan is ')9" = —%a-ﬁ—g V -b = c1+02\/5
waarbij D aan de boven-vermelde eisen voldoet en c, # 0 (anders is f(x)
reducibel). Het is eenvoudig in te zien dat P(c,}+c2\/5) = P(VD) als

s £ 0. Ve

Stel X € P(VYD) we kunnen dan schrijven X = L“_"_'Pl___Q met geheel rationale
m, nenl en ((m,n),l) = (m,n,1) =

Dan is X VD = DD—T——Q en X is dus nulpunt van (zie RR 31)
(x -3) -2
1 1 > 2 2_np
g(x)=] _p | =% - Fx + 25— . Nu zijn de co¥ffici¥nten
-7 k-7 1

— = N(X) en —"—%—rﬁ geheel rationaal als ot geheel is en omgekeerd.

2 2
Stel dus __T_m -0 D oy g-lrﬂ geheel. Stel verder d = (m,1), dan hebben we

1
d2!12'm2 - nED, dus delngD, maar D quadraatvrij dus d n2. Hieruit volgt
in verband met (m,n,1) = 1 dat d = 1.
Uit l‘Qm volgt dan 112. Als 1 = + 1 1s alles in orde, dus alle getallen
van de vorm m+n\/]—3-, met m en n geheel rationaal,zijn geheel. Stel 1= + 2,

dan moet m° = neDg(mod 4) gelden. Echter daar (m,1) = 1, geldt

m® = 1 (mod 4). We kunnen dus alleen aan de eisen voldoen als D1 (mod 4)
€n n oneven is.

Samenvattend: De gehele getallen in P(V/D) zijn m+nl/Dymet m en n geheel
rationaal, als D ‘?'/5'1 (mod 4) en 21;*‘_%__}_3. met m en n belde even of beilde oneven
als D =1 (mod 4).

We zullen nu een paar voorbeelden geven van priemgetallen.

In P(\/-5) zijn de getallen 2, 3 en (’\i\/_—‘5) priem.

Bewijs. N(2) = 4, N(3) = 9 en N(1+}/-5) = 6. Een ontbinding in gehele
getallen moet van de vorm (a+b \/”) c+d\/’5 zijn, met aj__‘b, ¢ en 4 ge-
heel rationaal (daar -5 %1 (mod %) a+b\/~é c+d\/ 5) moet dan 4
of 9 of 6 zijn. In elk geval dus N a+b\/‘§ = a +5b = +2 of + 3 wat ken-
nelijk niet kan.
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In P(\/70) zijn 2, 3 en (4+\/10) priem.

Bewijs. Weer geldt N(2) = 4, N(3) = 9 en N(gix/XB) = 6, Ook hier is, daar

10 % 1 (mod 4) een factor van de vorm atb V10 met aen b geheel rationaal, Maar
a+bb/’6 = a —’lOb2 = + 2 of + 3 is nlet mogelljk daar + 2 en + 3 geen

guadraatresten mod 10 zijn.

Stelling. Als D <O zijn er in P(Prﬁ) geen eenheden behalve eenheids-

wortels.

Bewijs. 1° I)?é'1 (mod 4). Dan is € = mmVD geheel als m en n geheel

rationaal zijn en & 1s een eenheild als mzfngD = +1 (-1 kan niet als

D < 0). Deze vergelijking heeft de oplossingen m = + 1enn = 0. Dit

zijn de enige als DK -1. Is D = -1 dan zijn bovendienm = 0O en n = + 1

oplossingen.

° D=1 (mod 4). In dit geval hebben we m°-n°D = + 4 met m en n beide

even of beide oneven. Nu geven m = + 2 en n = O weer de eenheden + 1.

Dit zijn als DL -4 de enige en ingeval D = -3 = 1 (mod 4) zijn ook

m=+1, n =+ 1 oplossingen.

Als eenheden treden dan alleen op + 1 en als D = -1 bovendien + i en in

geval D = -3 ook iéii\/g, en dit zijn eenheidswortels.

In het re&el quadratische geval (D > 0) is de situatie gecompliceerder.

Als voorbeeld nemen wij D = 5

Hulpstelling. Er is in P(\/5) geen eenheid tussen 1 en W .

Bewijs. Stel £ =zo'n eenheid. Daar 5= 1 (mod %) mogen we voor & schrij-
xty V' 5
I 2

ven , waarin x en v gelijke pariteit hebben en N(&£) =
2_cy2
= 5-1g1— + 1.
\ / - =
Nu is %= yé = iféé;% = +q dus, daar € > 1, hebben we -1< 5—%;CE«<1.

Dit geeft met 1<« x+y\/§ + 3V/5 door optelling 0< x < 1+1+3V5 < 2,7.
Dus x gelijk aan 1 of 2. Belde gevallen geven een tegenspraak; n.l.

X =1 geeft 1< yV5 < V5 en x = 2 geert 0< yV5 < V/5 - 1<0,8.
Stelling. In P(V5) = P(&t) zijn er oneindig veel eenheden en dit zijn
de getallen j:h) voor n = O, + 1, + 2. We noemen (J daarom de fundamen-
tale eenheid van P(\/5).

Bewljs. Daar N(ugn) = (—'1)n = + 1 zijn al deze getallen eenheden.

Stel nu € een eenheid, dan is ook -& het; een van beide is positief
Stel € > 0. Daar (W > 1 is er een gehele rationale n zodat UJ e<w™
Uit W & < W™ zou volgen dat er een eenheid &' = € /W is zodat
1< 8'<w, dus & =W,

In P(V2) is 1 + V2 de fundamentale eenheid en in P(1/3) is 2 + V3 het
(kan op analoge wijze bewezen worden).

Dat er in elk re®el quadratisch getallenlichaam een fundamentale eenheid
1s bewijzen wij hier niet. Het is een bijzonder geval van de eenheden-
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stelling van Dirichlet.

We zagen reeds dat elk geheel getal uit een algehraIsch getallen-
lichaam in eindig veel priemfactoren is te ontbinden. De eenduidigheid
van de ontbinding i1s niet altijd verzekerd. Bij voorbeeld in P(p/:E) is
6 = 2.3 = (1+L/j5)(1—hfr§) zodat 6 twee esentieel verschillende ontbin-
dingen in priemfactoren heeft.

Een voorbeeld van een re&el quadratisch lichaam waarin de eenduidigheid
niet geldt is P(\/10) waarin 2.3 en @+\/?6)(4-L/?b) twee verschillende
priemfactorontbindingen van 6 zijn., In P(\/5) = P(w) gaat het wel goed.
We bewiljzen n.l. dat de gehele getallen in P(w ) een Euclidische ring
vormen. Dit is voldoende voor de eenduidigheid (zie RR 25). Voor de
graad van een geheel getal 77 # O nemen we het natuurlijke getal lN(ﬁ')L
Hier is N(p+qw) = p“+pa-q°.
Ran de eerste eis gr(ab) > gr(a) is trivialerwijze voldaan, daar
In(ab) | = [n(a)| [N(®)}.
Stel nu 77 en O geheel en /9 #0 (77,P€P(w)), dan is Toot = a,tasl
met aq,agé P. Er zijn dan gehele rationale getallen b1 en b2 zodat
}ai-bil < %. Stel /3= b bW en p= a,-b,+(a,-b,)W . Dan is 7T=/00f=
PP (2b,+b.)+b, /5

- 172 2

Nu is

= t =7 - 0fook
geheel daar 5= 1 (mod 4), zoda /OdU /0/ 00

2
geheel is,
We zullen nu laten zien dat als /’ # 0 geldt 0 < | N(/{) ,){ < 4 I;T(/O)’ .
Dit is zo daar |N(p)| = | (aq-'b1)2+(82“b1)(ag‘bg)'(aQ'be)g’g T <

Waarmee het gestelde bewezen is.

Voor D gelijk aan -11, -7, -3, -2, -1 vormen de gehele getallen uit
P(V/D) op dezelfde wijze een Euclidische ring.

Voor D gelijk aan -19, -43, -67, -163 geldt dit weliswaar niet, maar hier
is de eenduidigheid nog wel in orde. Heilbronn en Linfoot hebben bewczen
dat er hoogstens 10 imaginaire quadratische getallenlichamen zijn waar-
voor de eenduidigheid geldt. Voor het eventueel ontbrekende geval heef?t
Lehmer bewezen dat D < —5.’109 moet zijn.

De enige re¥le quadratische getallenlichamen waarin de gehele getallen
op de bovenbeschreven wijze een Euclidische ring vormen zijn die met
D=2,3,5, 6,7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 en 73. Hoewel
P(Vr§§) niet hieronder valt geldt hierin wel de eenduidigheid van de
ontbinding. -
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Colloguium Recurrente Rijen
Hoofdstuk VII

De rij w, = au, 4 + bun_g.

W.Peremans.

We gaan uit van de vierkantsvergeli jking xe—ax—b=0 met gehele
rationale co&fficiénten a en b en met b £ 0. Verder veronderstellen we,
dat de discriminant D = a2+4b¥0, d.w.z. dat de vergelijking twee
verschillende wortels heeft, die we w en (v zullen noemen. Deze wortels
mogen rationaal of irrationaal (re&el of complex) zijn. Ze zijn in leder
geval geheel algebraisch. Voor de wortels geldt:

(7.1) W +=a, W= -b, (W-&)° = D.
Omdat = aw+b en H° = ali+ b, geldt ook W = u W+ v en

n
ZDn = unu)+ vn voor natuurlijke n met gehele rationale un en v_. Als (W

n

en W rationaal zijn, zijn door één van beide betrekkingen u, en v2
niet bepaald, maar door beide samen, wegens & # E}, wel. Nu is bdn 1 =
_ 2 _ n+1

= u, wW" o+ vntv = (aun + vn)u)+ bunben anderzijds is W = u WtV
Hetzelfde geldt, als men W door w vervangt; dus er geldt Vit =

nt = n e De rij u, voldget dus aan de reouifgnte
betrffking u, = au, 4+ bun_g. Verder 1s ) i_un0)+ bun_1 en w =

= u W+ bu, . Omdat W= u, 0+ buy W+ buy, geldt u, = 1 en
(wegens b #£ 0) Uy = 0. Het is dus niet de meest algemene rij, dle aan de

gegeven recurrente betrekking voldoet; we zullen ons evenwel voorlopig

n+1°’

= bu_ en u au_ + bu
n n

en W= u

tot de beschouwing van deze rij beperken.
Uit het voorgaande volgt

(7.2) L %pibn= Wi oh
’ n w - W VD :
u kn —kn k-1
Nu is S8 - & ‘%f = Lun<k"1'3)60nj. Het rechterlid is geheel
un (Un—wn J:

algebraisch, omdat w’ en (J geheel algebraisch zijn, het linkerlid 1s
rationaal; beide leden zijn dus geheel rationaal. Dit geeft ons:
(7.3) Uit nim volgt un‘um.

Evenals bij de vroeger beschouwde rijen gaan we nu de elementen van
de rij modulo een natuurlijk getal m reduceren. Omdat er slechts elndig
veel restklassen mod m zijn, zijn er twee natuurlijke getallen k en 1
te vinden, zodat u = u; (mod m) en u = Uy 4 (mod m). Hieruit volgt
direct voor iedere natuurlijke n, dat u = Uy . (mod m). Anders dan
bij de rij van Fibonacci, kunnen we de indices in de congruentie niet
zonder meer verlagen. Immers buk_1 = Upiq - aukEE'ul+1 - auy = bul_,1 en
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hieruit kunnen we pas tot uk_qEE ul—ﬂ concluderen, als we weten, dat
(b,m) = 1. Veronderstellen we dit echter, dan vinden we, als we k > 1
veronderstellen, u, = 0 (mod m) en uk_l+1EE’1(mod m): de rij is perio-
diek mod m. Is echter {b,m) # 1, dan vinden we slechts, dat de rij op
den duur periodiek is mod m, met eventueel een beginstuk dat niet aan
de periodicitelt meedoet.

We noemen het kleinste natuurlijke getal C = C(m), waarvoor geldt
dat er een natuurlijk getal k bestaat, zodat u = Weio (mod m) en
uk+1EE LA (mod m) de (grote) periode van de rij modulo m, Als (b,m)=1
kunnen we C(m) ook defini&ren als het kleinste natuurlijke getal, waar-
voor u

C(m)EE 0 (mod m) en U g =1 (mod m). Als (b,m)=1, noemen we het
kleinste natuurlijke getal c=c(m), waarvoor geldt uCEE 0 (mod m) de
kleine periode van de rij modulo m.

Als £ het lichaam van de rationale getallen is, beschouwen we het
kleinste getallenlichaam dat (W bevat, dat is, als w rationaal is,fD
zelf en, als (W irrationaal is, het lichaam / (w) bestaande uit de
getallen xw+ y met rationale x en y. In dit lichaam beschouwen we de
ring R der gehele getallen; deze bestaat, als (1) rationaal is, uit de
gehele rationale getallen en, als w irrationaal is, uit de gehele
getallen van FD((L)). In hoofdstuk VI zijn de deelbaarheidseigenschappen
van deze getallen uitvoerig nagegaan. In ieder geval is ieder element
van de ring te schrijven als een product van priemelementen; deze
schrijfwijze behoeft echter niet eenduidig te zijn.

Op grond van het deelbaarheidsbegrip kunnen in R congruenties
worden ingevoerd op geheel analoge wijze als we dat op RR 10 gedaanhebben.

Omdat " = u w+ bu, . en @7 = u i+ bu_,, volgt ult u = 0 (mod m)
dat ("= U™ (mod m). Stel nu dat voor het natuurlijke getal m geldt
(m,D) = 1. Dan volgt uit wW"= O" (mod m), dat un(uJ-EU =0 (mod m),
dus OEun(w-CD)g = u D, dus u, =0 (mod m).

(7.3) Als (m,D) = 1, is u, =0 (mod m) dan en slechts dan als

UJnE (Y)n (mod m).
(7.%) Als (m,b) = (m,D) = 1, is c(m) het kleinste natuurlijke getal n

waarvoor = o" (mod m).

Als we met een vaste modulus werken schrijven we ¢ resp, C voor
c(m), resp. C(m).

Als nu uy =0 (mod m), dan is w' = W

. c\Q, r__ ;—C\q—7T

c met rest: d = cq+r, dan vinden we (w ) *wW = (L ) w , dus
WY WT-T")y =0 (mod m); door vermenigvuldiging met 0% (w-w) vinden
we (‘b)chTI)EEO (mod m), dus, als (m,D) = (m,b) = 1, u, =0 (mod m),
dus, wegens de minimaliteit van ¢, r = O, dus cld; Dat omgekeerd uit cld

volgt uy= 0 (mod m), is een gevolg van (7.3).

d d

(mod m). Delen we nu d door
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(7.5) Als (m,D) = (m,b) = 1 geldt, is uy ® O (mod m) dan en slechts dan
als c(m)’d.

Uit (7.5) volgt direct:
(7.6) Als (m,D) = (m,b) = 1 geldt, is c(m)}C(m).

We schrijven dan C(m) = v(m)c(m).

e =1 (mod m), volgt dat bu, =1 (mod m),

qus W= 03" ®1 (mod m). Als omgekeerd W™ = W™ 1 (mod m) en (m,D)=1,
dan volgt uit (7.3) dat u, = 0 (mod m) en vervolgens uit W =1 (mod m),
dat bun-’l =1, dus u, ., =1 (mod m).
(7.7) Als (m,D) =1, is u, =0 (mod m) en Upq =1 (mod m) dan en
slechts dan als &"= "™ =1 (mod m).
(7.8) Als (m,b) = (m,D) = 1, is C(m) het klelnste natuurlijke getal n,
waarvoor W% = L =1 (mod m).

Uit %= &° = by, _
volgt:
(7.9) Als (m,b) = (m,D) = 1, 1s v(m) het kleinste natuurlijke getal k,

Uit u, ¥ O (mod m) en u

k

ke —kc
volgt, dat L7 = W EU L,

1 = Us 41 Hieruit

modulo

waarvoor gldt u =1 (mod m) (d.w.z. de exponent van U

k
c(m)+1 m)+1

We beschouwen nu eerst als modulus een priemgetal p dat # 2, niet
deelbaar op D en nilet deelbaar op b is. We onderschelden dan twee geval-
len, al naar gelang D wel of nlet een kwadraatrest modulo p is
I D is kwadraatrest mod p. Nu is D = (- 2:3)2 = (2(d-a)2 = (25-&1)2.
pus 1 =p2(P-1) _ (2¢3-2)2"1, qus (20)-2)P= 2w-a, dus 2PWP-aP = 26-a,
dus 2P-a = 2s0-a, dus W(WP 1) =0, dus -p(w P 1-1) =Dw(ea ¥ -1) =0
en evenzo -b(Z—Jp'q—'l) = 0. Omdat p 1 b, geldt WP =1 en (Dp—1 = 1, dus
clp-1.

II D is .niletrest mod p. Dan is -1 ED%(p"q) = (QU-a)p-q: dus

(2w-2)P = a-2¢), dus 2°wP-aP = a-2¢), dus 20wP-a ¥ a-24J, dus

2wP = 2(a- ), dus 2Pt = 2(aw-w?) = -2b, dus 2(WPT ) =0 en
evenzo 2( p+']+b) =0, dus WP = b en &P = p, dus clp+'1. Noem e

de exponent van -b modulo p, dan is w(p”)e = wlpti)e =1, dus c{e(p+1).
IIT Als p)D,p # 2, p4 b, dan moeten we de gevallen dat & en ¢J ratio-

naal zijn of nlet onderscheiden. Als &J en (D rationaal zign, volgt uit
— — p_ —P p- i —~ D=1

oD = tw-D)2, dat W= {mod p), dus u, = «%—_—;—%— = jf% WGP =

= pwp—'], dus clp, dus ¢ = p, daar ¢ = 1 kennelljk uitge;loten is wegens

U, = 1. Als W en {0 irrationaal zijn, hebben we (24J-a)” = D=0, dus

0= (Qw‘a)p = gpwp_ap = ELop—a, waarult ook weer cfp, dus ¢ = p volgt.

IV Als p = 2 en b oneven is, dan heeft men voor a even, dat u =1u, o

dus ¢ = C = 2. Voor a oneven heeft men U, = uy g o Uy g, dus

¢ =C = 3. We willen ook de periode van 4 bepalgn. gls g = 2(mod 4),

dan 1is U, = a0, enuy = ad+2ab =0 en a. = a +32°b+b" =1, dus

¢ =C=%4. Verder is uy ¥ 0 (mod 8). Als a =0 (mod %), dan is uy, = a=0

én Uz = a2+b = + 1 naar gelang b= + 1 is. Verder 1s Ug = 1, dus als

D=1, dan 1is ¢ = C = 2 en als b= -1 dan is ¢ = 2, C = 4. In het laatste
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geval is ook C(8) = 4 Als a= + 1 gn b =1, dan is u ‘“;" 0, maar
g = a5 + bz + 3ab =0enu, =a + 5a4b +62%% + b0 = 1, dus
c=C=6. Als a=1, b= -1, dan is u3i=_O, uy, = -1, u,{,s'-_’l dus ¢ = 3

= 6. Als a= -1, b= -1, dan is uBEO, uy =1, dus ¢ = C = 3. Dic
geeft dus het volgende staatje:

¢

a o < () c(®)]
0 1 2 2
0 -1 2 Y
1 1 6 6
1 -1 3 6
2 | +1 4 4
- 1 1 6 6
AL 3 3
Vv Als p)b dan 1s un’i au, - Als p «{’ a en d de exponent van a mod 1« 13

dan is blijkbaar C(p) = d. Als pfa en plb dan is C(p)

Als p»f b en p vf D, dan geldt in ieder geval w® U,.q en (:)‘c?:uc 4
dus (-b)c = U g 4- We willen nu le®ts over v aflelden. We noemen weer ¢ de
2e ce
. o . ot T EaEr— s 2 (C58) = 4 ‘ 2e
exponent van -b modulo p2 Dan is v, = !-b) =1, dus v ICIOTR
CV v ec X
Verder geldt (-b) ' = U,oq E 1, dus e‘lcv, en verder c’cv, dus T-é—’—-c—-/r!c

e _ e _ ce - .
dus W/v. Dus v = T. e of v = '(_c,—e)" Het eerste i1s dan en slechts dan

het geval als U g9 ¢:€) = , het tweede dan en slechts dan als

uCH[c,e) = -1. We onderscheiden nu gevallen betreffende het aantal fac-
toren 2 in e en in c.
1° e bevat meer factoren 2 dan c; dit is dan en slechts dan het geval

e e ce
c,e 2 )2 c,e E(_b)EZc,eS Als
c+1 :

e . .
als even 1is. Dan is u

c,e c+1 u

—~

c
= _(__)_Cee s, dan 1is 1= (_b)E(c,e§’ dus -(—c—cg)— is even, wat niet het geval
? ~

1s. Dus is v = Tbiz'f . Wegens 4fv}p-’1 is dan p =1 (mod 4).

o
2 ¢ bevat meer factoren 2 dan e, dan is c even, c = 2d. Ult uc =

1
= (-0)° volgt dan U, 4=+ (—b) , dus & E_(—b) , dus 3
= 59,¢< d-a a —d ) )
=W WE i(‘b) Ly, dus &) = + (O . Het plusteken is ultgesloten
- e
c,e

d
) c+1

t

wegens de minimaliteit van ¢, dus u,, 4= -(-b
e

de
(_1)(c,e7 (_b)(c,EY = -1 omdat

. Dus u

€ __ oneven en d (wegens -—
(c,e) c,e c,e)

]
even) grhent ¢ Dus ock nu is v = 7——726 .
~ \C,e

o}
3 c en e bevatten evenveel factoren 2 en zijn beide even. Dan zljn
c d
T, e '{_“T beide oneven. Evenals in geval 2° 1s Ug i = -(-b)". Vercer

e de

Tc,e) = '(' ) ( ) =
188=2i‘en(b) = -1. Dan is u_ . °*¢ (b)ce

c+1
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fc
= (p)(Cs8) = 4 c - _
(-b) 1 omdat Te,ey °vneven is. Nu is dus v e

4° ¢ en e zljn beide oneven. Dan kan v = cee en v = (3227 zijn,

Door combinatie van deze gevallen met de vroeger gemaakte gevalon-

derscheldingen valt nog meer af te leiden. In het vroegere geval II was
clp+1 en e}p 1, dus (c,e) = 1 of 2. Geval 3° is dan echter niet mogelijk.

In geval 3° zou n.l. v = 2e zijn, maar 032€(p+1)___( b)2e-— -1, in strijd

met C = VO}ée(p+1). Geval 1° levert dan de mogell jkheden c oneven, e

even, Vv = 2e en ¢ bevat één en slechts één factor 2, M‘e, v = e, Geval

2 geeft de mogell jkheden e oneven, ¢ even, v = 2e en e bevat één en

slechts é&én factor 2, Mlc, v = e. Geval 4° geeft v = e of 2e.

Om de periode van een samengesteld getal m nader te beschouwen ont-
binden we m in priemfactoren: m = qu cee psj. We behandelen eerst een
macht p van een prilemgetal p met p + D, p b. We weten dan, dat LOC&EOE
= &JC(p) 1 (mod p). Noem k het grootste natuurlijke getal waarvoor
4dc(p)" GJC(p) 1 (mod pk), dan ‘geldt blijkbaar C(ph) = C(p) voor
1% h £ k. We kunnen dan op een wijze, die geheel analoog is met hulp-
stelling 1 op blz. RR 7, bewijzen dat voor oneven p geldt dat C(ph) =

h kC(p) voor h 2 k. Voor p = 2 moeten we C(4) bepalen, hetgeen hier-
boven daarom ook geschled is. Vervolgens bepalen we weer k door éd (4)‘“
CJC(M)~“ 1 (mod 2%) dan 1is c(2®) = c(k) voor 2€ h< k en c(2™
= ob- (4) voor h = k. Ten slotte is, voor (m,D) = (m,b)= 1, C(m) het k.g.v.

van C(pjﬂ), C(DZ ),...,C(p ) Dat het inderdaad kan gebeuren dat de k
van een oneven priemgetal >~4 is (b1lj de rij van Fibonacci was ons daar-
van geen voorbeeld bekend), blijkt uit de rij met a = 2, b = 1, dus de
rij bepaald door u, = 2un-1 + U _os d.i. de rij 0, 1, 2, 5, 12, 29, TO,
169, 408,... Hierin is blijkbaar c(13) = ¢(13°) = 7. Verder is

ug = 70 (mod 132) dus, wegens (7.9), is v(132) de exponent van 70 modu-
lo 13°. Nu is 70°= -1 (mod 13°), dus v(413°) = 4. Hieruit volgt, dat

¢(13) = ¢(139)



In de formules voor de perioden treedt de exponent e van -b op.
Deze wordt bijzonder eenvoudig als b = + 1. Als b =11s e =2 en
(ese¢) = 1 of 2 naar gelang ¢ oneven of even is en v = 1, 2 of 4 evenals
blj Fibonacel. Als b = -1, is e =1 en v = 1 of 2.

Een willekeurige rij Wos die voldoet aan de betrekking W, =aw, o
+ bwn_2 met beginwaarden Wy en'w, is op te bouwen uilt de overeenkomstige
rijen u, en Vi dle aan dezelfde recursieve betrekking met Uy = 0, uq =
en vy = 1, Vo = O voldecen. Dan is n.l. W, = WoV, + WU Nu is echter

bli = =
Jkbaar v, = bu . en dus is w, = w,u, + wgbu  , of
n ~n n-1_,n-1
B L) - () W -0
' =M ST * b, L T O

Hieruit volgt direct dat uit unEE;un+C(m) (mod m) volgt dat WnEE'Wn+C(m)
(mod m). De rij w, 1s dus zeker periodiek modulo m met een perlode C(m).
De "echte" periode, d.w.z. het kleinste natuurlijke getal 1, dusdanig dat
de rij W, perlodiek 1s modulo m met een periode 1, zou echter klelner kun-
nen zijn dan C(m). Dit blijkt het geval te zijn als m een factor met W,

en bw, gemeen heeft.
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Colloquium Recurrente Rijen
Hoefdstuk VIII
De_homogene recurrente rij van willekeurige orde.
H.J.A.Duparc.

61 Hulpeigenschappen.

Om voor homogene recurrente rijen van willekeurige orde periodici-
teitseigenschappen af te kunnen leilden voeren wij een asantal nieuwe be-
grippen in, die ons in de volgende paragraaf gemakkelljk de gewenste re-
sultaten zullen opleveren.

Definitie. Een veelterm heet geheel als al haar co&ffici&nten geheel
zijn. '

De gehele veeltermen vormen een ring.

In het vervolg zij f(x) een gehele veelterm, waarvan de cotfficiknt
der hoogstemachtsterm in x gelijk is aan 1. Zulke veeltermen noemen wij
genormeerd. Als f(x) te schrijven is in de gedaante fq(x)fe(x) waarbilj ook
fq(x) en fg(x) gehele veeltermen zijn, dan zijn fq(x) en fg(x) genormeerd.

Definitie. Onder het residu mod f(x) van een veelterm g(x) verstaat
men de ondubbelzinnig bepaalde veelterm r(x), waarvan de graad kleiner 1s
dan die van f(x) (of die gelijk is aan nul) en die voldoet aan

g(x) = a(x)f(x)+r(x),
waarbij q(x) een gehele veelterm is. Kort gezegd: r(x) is de rest bij de-
ling van g(x) door f(x).

Definitie. Zij m een willekeurig natuurlijk getal. Onder het residu
modd f(x),m van een veelterm g(x) verstaat men de ondubbelzinnig bepaalde
veelterm s(x), die uit het residu r(x) mod f(x) van g(x) ontstaat door
daarin elke co&fficignt te reduceren mod m.

M.a.w., is f(x) van de graad n, dan is het residu s(x) de ondubbel-
zinig bepaalde veelterm van een graad < n-1, waarvan alle co&ffici&nten
gehele getallen > 0 en < m-1 zijn, zodanig dat

g(x) = q(x)f(x)+mt(x)+s(x),
waarbij q(x) en m(x) gehele veeltermen zijn.

Definitie. BiJ gegeven f(x) en m zegt men dat voor twee gehele veel-
termen g(x) en h(x) geldt

g(x) = h(x) (modd f(x),m)
dan en slechts dan als g(x) - h(x) een residu modd f(x),m bezit dat gelijk
is aan nul.

Stelling 1. Men heeft g(x) = h(x) (modd f(x),m) dan en slechts dan
als er gehele veeltermen q(x) en r(x) bestaan, die voldoen aan

g(x) = n(x)+a(x)f(x)+mr(x).

Bewijs. Stel g(x) = h(x) (modd f(x),m). Bij definitie is dan het re-
81du mod f(x) van g(x) - h(x) deelbaar door m; dus er bestaan dan gehel@
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veeltermen q(x) en r(x) waarvoor
(1) g(x) - hi{x) = a(x)f(x)+mr(x).

Omgekeerd, stel dat er gehele veeltermen q(x) en r(x) bestaan waar-
voor (1) geldt. Zij rq(x) het residu mod f(x) van r(x), d.w.z. er bestaat
een gehele veelterm qq(x) met

r(x) = qq(x)f(x)+rq(x).

Dan is
g(x) - n(x) = {a(x)+ma,(x)} £(x)+mr,(x).

Omdat de graad van mrq(x) ten hoogste n-1 is (ofwel mrq(x) = 0 is)
en elk der co&fficiénten van rq(x) deelbaar is door m is het residu van
g(x)-h(x) modd f(x),m gelijk aan nul,

De veeltermen die modd f(x),m een residu nul bezitten, vormen dus
een ideaal in de ring der gehele polynomen. Dit idedal wordt voortge-
bracht door f(x) en m.

Daar dit ideaal ook voort te brengen is door fq(x) en m, waarbij
fq(x) = f(x)+mt(x) (hierbij is t(x) een willekeurige gehele veelterm)
heeft men: '

Stelling 2. Als g(x) = h(x) (modd f(x),m), dan is g(x) = h(x)
(modd f (x) m), waarbij f ( ) = £(x)+mt(x) met gehele t(x).

Stelllng 3. Uit g(x)== h(x) (modd f(x),m) en gq(x)EErH(x)

(modd f(x),m), volgt
g(x) + g,(x) = h(x) + h,(x) (modd £(x),m)

en
g(x)gq(xj = h(x)hq(x) (modd f(x),m).
Bewijs. Op grond van het onderstelde bestaan er gehele polynomen
q(x), a,(x), r(x) en rq(x) met
g(x) = h(x) + a(x)f(x) + mr(x); q (x) =, (x) + q(x)f(x) + wr,(x).

Optelling resp. aftrekking dezer resultaten geeft op grond van stelling 1
onmiddellijk de eerste twee beweringen terwijl vermenigvuldiging leert dat
geldt

g(x)g,(x) = h(x)h,(x) + ay(x)£(x) +ary(x),
waarbij men kan nemen
ap(x) = h(x)a,(x) + b, (x)a(x) + f{x)alx)a,(x)
en
ry(x) = h(x)r,(x) + h (x)r(x) + q(x)f(x)rq(x) + q1(x)f(x)r(x) +
+ mr(x)rq(x).
Stelling 4. Als g(x) = h(x) (modd f(x),m;) voor 1 = 1,2, waarblj
m, en m, onderling ondeelbaar zijn, dan is g(x) = h(x) (modd f(x),mqme) i1
omgekeerd.
Bewijs. 21j g(x) = h(x) (modd f(x),m;) voor 1 = 1,2.
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Van het residu r(x) mod f(x) van g(x) - h(x) is iedere term deelbaar zo-
wel door m, als door My, dus omdat m, en m, onderling ondeelbaar zijn,
ook door m = m,m,. Dus g(x) = nh(x) (modd f(x),m).

Omgekeerd, zij g(x)= h(x) (modd f(x),m). Dan is iedere term van
het residu mod f(x) van g(x) - h(x) deelbaar door m, dus door m
waarult de beweringen volgen.

Gevolg. Het onderzoek of g(x) = h(x) (modd f(x),m) is tgrug te
brengen tot het onderzoek ;f geldtrg(x)zz h(x) (modd f(x),pi }) voor

1 = 15,0055, Taarbij m = pqq oo pSS €N D5+ .0, Pg verschillende priem-

getallen zijn.

4 €1 My,

Alvorens een verder resultaat af te lelden, trekken wi] eerst nadere
conclusies uit het vroeger behandelde.

Bij willekeurig priemgetal p vormen de restklassen mod p een lichaam.
Het enige dat hiertoe na het vroeger behandelde nog opgemerkt dient te
worccn is dat een natuurll jk getal a dat niet door p deelbaar is, mod p een
inverse bezit. Dit volgt direct uit het feit dat de GGD van a en p, die
dan gelijk is aan 1, te schrijven is in de gedaante 1 = ax+py, met gehele
x en y (zie hulpstelling 2, RR 5). Men heeft dus ax = 1 (mod p), waarmede
de bewering bewezen is.

Thans passen wij een eigenschap toe van hoofdstuk VI (RR 24), die
zegt dat de polynomen, waarvan de co&ffici&nten in een lichaam liggen,
een Euclidische ring vormen. Op blz. RR 25 is bewezen dat in een Eucli-
dische ring elk element een ondubbelzinnige ontbinding bezit in priem-
elementen. Bij gevolg heeft men:

Stelling 5. De mod p gereduceerde gehele veeltermen zljn op ondub-
belzinnige wijze te ontbinden in priemelementen. Die priemelementen zijn
hier dus mod p irreducibele polynomen.

Definitie. Wij noemen twee polynomen onderling ondeelbaar mod p,
als er geen polynocom van een graad > 1 bestaat, dat mod p op belde deel-
baar is.

Stelling 6. Als g(x) = h(x) (mod £,(x),p) (1 = 1,2) waarbi]j fg(x)
en fq(x) geen niet constante gemeenschappelijke factor mod p bezitten,
dan is g(x) = h(x) (mod f(x),p), waarbij f(x) = fq(x)fe(x) en omgekeerd.

Bewijs. Stel g(x)= h(x) (mod f,(x),p) (1 = 1,2).‘Er bestaan gehele
veeltermen qi(x) en ri(x) (1 = 1,2), zodanig dat

g(x) - h(x)
g(x) - h(x)

Na aftrekking vindt men dan
aq(x)f,(x) = ay(x)fy(x) (mod p).

i

Q. (x),(x) + 1 (x)p;

[l

ap(x)T,(x) + rp(x)p.

Omdat mod p de veelterm f, (x) relatief priem is met fy(x), moet op grond
der ondubbelzinnige ontbindbaarheid mod p van de veelterm qﬁ(x)fq(x)
(stelling 5) de veelterm fﬂ(x) deelbaar zi‘n op qE(X), dus QQ(X)“f(X)Q(x)
met gehele q(x). Hieruit volgt dan



g(x) = h(x) + £ (x)f,(x)q(x) (mod p),
dus
g(x) = h(x) (modd f£(x),p).

Omgekeerd, als g(x)= h(x) (modd f(x),p) is direct duidelijk dat
g(x) = h(x) (modd fi(x),p) voor iedere f,(x) die deelbaar is op f(x).

Stelling 7. Voor ieder geheel polynoom g(x) dat niet door p deel-
paar is geldt (g(x))P 1= 4 (modd f(x),p), waarbij N de graad van f(x)
is en f(x) irreducibel is. '

Bewijs. Men beschouwt de pN—1 van 0 verschillende veeltermen
Vi(x) = ao+aqx+...+aN_1xN'q (1 = 1,...,pN-1), waarbij elk der co#fficisn-
ten aO,aq,...,aN_q elk der waarden 0,1,...,p-1 kan aannemen. Verder
beschouwt men de modd f(x),p gereduceerde polynomen g(x)vi(x), die wij
wi(x) zullen noemen. Uiteraard heeft men p.+ wi(x), dus wi(x)§é()(mod p)
_en voor i # j heeft men wi(x) # wj(x) dus wi(x) ~ wj(x) % 0 (mod p).
' Derhalve vormen de veeltermen w,(x) (1 =1,...p -1) een permutatie van de
veeltermen vi(x) (1 = 1,...,pN-1). Z1ij v(x) hun product. Dan krijgt men
uit w, (x) = g(x)v;(x) (modd f(x),p) voor i = 1,...,pN-1 na vermenigvuldi-

in N
sine v(x) = (e(x))® 7" v(x) (modd £(x),p),

Hi

dus er bestaat een gehele veelterm q(x) met

N
v(x) ((g(x))® "1 - )= a(x)r(x) (mod D).

R N .
Omdat f(x) irreducibel is en f(x) + vi(x) (L =1,...,p -1) leert stelling
5 ons dat mod p geldt

N
£(x) | (g(x))® 7T -1

L]

waarmee de bewering bewezen 1is.

Opmerking. Voor het onderzoek van zekere recurrente rijen kunnen
wij volstaan met het geval dat g(x) = x is. Dan heeft men

N
xP "1= 1 (modd f£(x),p)

waaruit wij verdere conclusies zullen trekken.

Definitie. Het kleinste natuurlijke getal C waarvoor blj gegeven
f(x) en m geldt XCEE 1 (modd f(x),m) noemt men de grote periode

C=2¢C(f,m) van x modd f(x),m.
Stelling 8. Men heeft x'C= 1 (modd f(x),m) voor natuurlijke h en

omgekeerd als x" =1 (modd f(x),m), dan 1s n een veelvoud van C.

1 der bewering volgt uit stelling 3. Om het
= qC+s, waarbilj q geheel en

en ri(x) (1 = 1,2) te

Bewljs. Het eerste dee
tweede deel te bewijzen stellen wij n
C)5553$§ d-1. Dan zijn er gehele veeltermen qi(x)
vinden waarvoor geldt

x0T =1+ qq(x)f(x) + mrq(x) (want xP=1 (modd f(x),m))

ac

~ el.der stelling volgt
=1 QE(X)f(x) + mre(x) (want uit het eerste de



XqC-:__:_ 1 (modd f(x),m)),
dus

1+ q (x)f(x) + mrq(x) = x% = x%%% <= x° + q2(x)xsf(x) +-mr2(x)xs,

dus

x®= 1 (modd f£(x),m),

waarult op grond der minimaaleigenschap van C volgt dat s = 0 is.
Dus C‘ n,

Definitie. Onder het getal c¢(f,m) verstaat men het kleinste natuur-
lijke getal c¢c waarblj een geheel getal r te vinden is met xC:: r (modd
£(x),m). Uit x°= r (modd f(x),m) volgt direct voor elke natuurlijke h
de bewering xCh= P (modd f(x),m).

Stelling 9. Als m relatief priem 1s met de bekende term b van f(x)
en als een getal n de eigenschap bezit dat er een geheel getal s bestaat
met x" = s (modd f£(x),m), dan is c| n.

Bewijs. Stel n = gc+u, waarbi] q geheel 1s en 0 £ u £ c¢-1. Dan is er
volgens het voorafgaande een geheel getal t te vinden met

x3®= t (moda £(x),m), dus s = x" = x3%% = tx" (modd f(x),m).

Nu volgt uit x%°= t (modd f(x),m), dat er gehele veeltermen g(x) en h(x)
bestaan met x3° = ¢ + g(x)f(x) + mh(x). Wij nemen in deze formule achter-
eenvolpgens x = Cuq,C&b,...,CUN, waarbij 601,,..,a)N de wortels zijn der

vergelijking £(x) = 0. Dan vindt men o)%c = t + mh(w (L = 1,...,N), dus

na vermenigvuldiging

1)

n
(_)ch 3¢ - 7T (t + mh(wi) = tN (mod m).
i=1

Daar b en m geen factor gemeen hebben, hebben ook t en m geen factor
gemeen zodat dan de inverse t“q van t mod m bestaat. Uit tx"= s (modd
f(x),m) volgt dan xt = st (modd f(x),m), dus op grond der minimaliteits-
eilgenschap van ¢ krljgt men u = 0, dus c} n.

Gevolg. Stelt men bij (m,b) = 1 het getal v(f,m) = %%%f%%, dan is
v(f,m) geheel,

Om nu de exponent C(f,m) te bepalen van de veelterm x onderstellen
r

wlj dat m = pq 1 «es Py s, waarbij p,l,...,pS verschillende priemgetallen

zijn.
Stelling 10. Het getal C(f,m) is het kleinste gemene veelvoud g der

L r
getallen C(f,pi i) (L =1,...58).
Bewijs. Volgens stelling 4 volgt uit
L) = 4 (moad £(x),n)
dat r
C(F5™) = 1 (modd £(x),p, 1) (1 =1,...,s),

r.
waaruit stelling 8 ons leert dat voor i = 1,...,s geldt C(f,pi i c(r,m),
dus gi C(f,m).



Omgekeerd heeft men
r,

Clf,py ) ry
x = 1 (modd f(x),pi ) (L= 1,...58),

dus volgens stelling 8 geldt

r
=1 (modd £(x),p, 1) (1 =1,...,s),

waarna stelling 4 leert dat XgEE’1(modd f(x),m) is, dus volgens stelling
8 heeft men dan C(f,m)l g. Hiermede is bewezen g = C{f,m).
Op geheel analoge wijze vindt men:

Stelling 11. Als (m,b) = 1, is het getal c(f,m) het kleinste gemene
ry
veelvoud der getallen c(f,p Y (1= 15...8).

Stelling 12. C(f,p)! C(f,p )l p’ - 1C(f,p ).

Bewijs Uit XC(f,p )‘” 1 (modd f(x),p") volgt wegens stelling 4 dat

(modd f(x),p), dus wegens stelling 8 dat C(f,p)‘ c(f,p7).
Verder bestaan er gehele veeltermen gq(x) en r(x) met

D) _ gy gx)£(x) + pr(x).

Dus
r-1 r-1 r-1
0 CEP) L4 q(x)e(x) + pe(x))® = (4 +pr(x)P
+ qq(x)f(x) =1 (modd f(x),p),
waarbi j qq(x) een gehele veelterm is.

Gevolg. C(f,p")
0,15 c0esr=1.

Op geheel analoge wijze vindt men

= pSC(f,p), waarbij s gelijk is aan een der getallen

Stelling 13. Als p'+ b dan geldt c(f,p)' c(f,pr)! pr*qc(f,pr).

Gevolg. c(f,p") = psc(f,p), waarbij s gelijk 1s aan een der getallen
0,1, c0.57=-1.

Uit deze resultaten volgt onmiddelli jk

Stelling 14. v(f,p") = p°v(f,p), waarblj s gelijk is aan een der ge-
tallen 0,1,...,r-1. £ "
Stelling 15. Als f(x)= (g(x)) L (fs(x)) S (mod p), waarbij

(x), ...,fs(x) verschillende mod p irreducibele polynomen zijn, qan is

f
/‘
C(f,p) gelijk asn het kleinste gemene welvoud g der getallen C(f, *,p)
(1

= 3-°°’S)°

Bewijs. Uit xC(f

0) = 4 (modad f£(x),p) volgt met stelling 6 direct

xC(FsP) = 4 (moaa (£,(x)) 1 5}, dus wegens stelling 8 geldt

C(f‘i ijp) C(f,p) voor 1 = 1,...,s, dus g! c(f,p).
Verder volgt uit
ti
X =1 (mOd (fi(}()) :p) (i = 1:--'35):

wegens stelling 8 dat



t
xgzz 1 (modd (f (x)) i,p) (i = 1,...,8),

waarna stelling 6 leert dat x® =1 (modd ffx),p), dus wegens Stelling 8
geldt C(f,p) | g. Hieruit volgt C(f,p) = g.

Op geheel analoge wijze toont men aan .
t .
Stelling 16. Als p + m en als f(x)= (fq(x)) L (fs(x)) S (mod p),

waarbi j fq(x),...,fs(x) verschillende mod p irreducibele factoren zijn,
dan is c¢(f,p) gelijk aan het kleinste gemeenschappell jke veelvoud der ge-
t

tallen o(f, 1,p) (1= 1,...,8).

Stelling 17. c(f,p)} C(ft,p)’ qu(f,p), waarin q het kleinste niet
negatieve gehele getal 1s met t £ pq

t t
Bewijs. Uit x0(F +P) = 4 (modd £%,p) volgt direct xC(T P)= 1
(modd f,p) dus wegens stelling 8
t
c(£,p) | c(£7,p).
Voor t = O 1s ook het tweede deel der bewering duidelijk, want dan is

qa = 0. Zij de bewering bewezen voor alle t £ pq. Dan bestaan er gehele
veeltermen g(x) en h(x) met

LUCED) L g b g(x)(£(x))F + ph(x)

dus
TTCEP) Tk () (2(x)® + pa(x) ]P
= 1+ (8(x)P(£(x)*P  (mod p),
dus .
C(f’lp)’ pQ+1C(f,p) voor t <£tp < pQ+1.

1\
Hiermede is de bewering bewezen.
Gevolg. C(ft,p) = p° C(f,p), waarbij s een der getallen

log t| .
O,'],...,’] +[i‘6‘§~5‘-l lS.
Op geheel analoge wijze vindt men

Stelling 18. Als p+ b, dan is

C(f,p)] C(ft,p)i ple(f,p),

waarbij q het kleinste niet negatieve gehele getal is met t £ pq.

Gevolg. c(f t,p) = psc(f,p), waarbij s een der getallen

lo
0,152, caus {135—5] is.
Uit stelllng 7 ten slotte volgt direct de volgende

Stelling 19. Voor mod D irreducibele gehele genormeerde f(x) van de
graad N geldt C( ,p)‘ p —1

Gevolg. Ook c(f, p)' D N_1,

Analoge beschouwingen gelden voor de kleine periode ¢ = c(f,m). Wij
vermelden nog een elgenschao van het bij stelling 9 ingevoerde getal
v = v(f,m).




Uit x°= r (moad f(x),m) volgt voor x = W (waﬁrbij W5 ey Wy de

i
nulpunten zijn der karakteristieke veelterm f(x) = J ahxh) dat er een
h=0

|

gehele veelterm q(x) bestaat met

oug =1r + q(cui)m (1 =1,...,N),

dus na vermenigvuldiging dezer relaties waarbi} (—)NaO = b genoemd is

p¢ = o (mod m).

Zij e de exponent mod m van b. Dan geldt
ce eN - ceN
1 Eib(c’e) E}r(c’e) (mod m), dus x €s8)=1 (modd f£(x),m),

dus
ceN eN
o | 8%y e v ey
Verder volgt op analoge wijze uit XCEE 1 (mod m), dat b
e | C, dus wegens c | C ook —= C, derhalve < , v. Bi evolg kri
o s g l TETET‘ s IR J g g krijgen

CEE 1 (mod m), dus

. e | Ne
Stelling 20. Men heeft '(e_ET‘ v 15T

is van de met (--)N vermenigvuldigde bekende term van f£(x).

, waarblj e de exponent mod m

Gevolg. In het geval dat b = 1 is geldt dus v | N.

§2 Toepassingen der resultaten van,§1 op rijen.

Nadat in de vorige paragraaf 1s aangegeven hoe de symbolen C(f,m) en
c(f,m) voor willekeurige gehele genormeerde polynomen f(x) en natuurlijke
m kunnen worden bepaald, passen wlj thans het gevondene toe om van enige
recurrente rijen de periodiciteitseigenschappen te bepalen.

Allereerst beschouwen wij weer de rij van Fermat

u = bu; u =1 (n=0,1,...),

n+1 0
waarbij de karakteristieke veelterm luidt f(x) = x-b.
Stelling 21. Het residu van x ' mod £(x) is gelijk aan u, -

Bewijs. Voor n = O is de bewering triviaal. Geldt zij voor zekere
natuurlijke n dan volgt uit x" = u, (mod f(x)) dat er een gehele veelterm

a(x) bestaat met
n

X = q(X)f(X) + un.!
dus
L xq(x)f(x) + xu_ = (xq(x) + un)f(x) tbu, ==
=u,,, (mod £(x)),

waarmee de bewering bewezen 1is.

Wij merken nu op dat men voor een gegeven natuurlijk getal m met
(b,m) = 1 heeft U =y, (mod m) dan en slechts dan als unEuo (mod m),
dus x7 =1 (modd f(x),m), zodat de periode der rij juist het in de vorige
paragraaf ingevoerde getal C(f,m) is. Om dit getal te bepalen merken wij
op dat voor alle m de veelterm f(x) = x-b irreducibel is, dus N = 1.

Wij vinden direct uit stelling 10 dat C(f,m) gelijk is aan het klein-



- T

ste gemene veelvoud der getallen C(f‘,p1 i) (1 =1,...,8) als de kanonieke
r

ontbinding van m weer luidt m = P4 1 ces Dy 5.

Verder geldt volgens stelling 12, dat C(f,pr) = ptc(f,p), waarbi] t
een geschikt gekozen geheel getal 1s met 0 € t £ r-1, Ten slotte leert
stelling 19 dat C(f,p)! p-1.

Deze resultaten stemmen geheel overeen met de in hoofdstuk III gevon-
dene.

Thans beschouwen wij de rij

un+2 = aun+1 + bun; uO = 03 u1 = 1 (n = 0,1,...).

Hier luidt de karakteristieke veelterm f(x) = x% - ax - b.
Stelling 22. Het residu mod f(x) van x" 1s gelijk aan wx +bu .
Bewljs. Wij bewijzen dit weer met volledige inductie. Voor n = 1 is
de bewering triviaal terwijl als zij voor zekere n geldt uit:flEEunx+bun4
volgt dat er een geheel polynoom q(x) bestaat met " = q(x)f(x)+unx+bu
Dan 1s
Xn+1

n-1°

2

= xq(x)f(x) + u x° + bu = (xq(x) + un) £(x) + au X +bu X +bu,

n-1"

= (xq(x) + un) f(x) + U X F bu =u X +bu, (mod £(x)),

+1
waarmee de bewering bewezen is.
7Z1ij nu m een natuurlijk getal met (m,b) = 1, Dan geldt voor alle

natuurlijke h u uy (mod m) dan en slechts dan als

n+h —

u L .X Fbu, S u X+ bug (mod m),

n+1 1
dus
=« (modd f(x),m),
dus
x" =1 (mod f(x),m).
De grote periode der rij is dus juist het in de vorige paragraafl

ingevoerde getal C(f,m). Wij weten volgens stelling 10, dat bi}]
T r

m = p,1 1 see Py ® het getal C(f,m) het kleinste gemene veelvoud is der

getallen C(f,piri) (1 =1,...,8) en volgens stelling 12, dat c(f,p") =
= ptc(f,p) is waarbij t een geschikt gekozen geheel getal is met
0<£ t <r-1. Ons rest dus weer het getal C(f,p) te bepalen.

Hiertoe onderscheiden wij drie gevallen.

I. De veelterm £(x) is reducibel mod p en in de gedaante (x-u) (x-v) te
brengen met u # v.

Volgens stelling 15 is dan C(f,p) het kleinste gemene veelvoud der
getallen C(x-u,p) en c(x-v,p), die beide op grond van stelling 19 delers
zijn van p-1, dus C(f,p)i p-1 (verg. RR 37, geval I).

TI. De functie f(x) is irreducibel mod p. Dan heeft men N = 2, waarna
stelling 19 leert dat C(f,p)} pe—ﬂ, in overeenstemming met het resultaat
van RR 37, geval II, waar het getal e een deler is van p+1.



IIT. Het priemgetal p is deelbaar op de discriminant D van f{x). Dit
houdt in dat er een getal u bestaat met

f(x) = (X—u)2 (mod p)
Op grond van stelling 17 heeft men dan

o(£,0) =0(x-u)2,0) | C(x-w,p),
waarmede de factor p van RR 37, geval III 1s teruggevonden.

De gevallen I en II zijn te onderscheiden door middel van de theorie
der quadraatresten. Bij I i1s p een quadraatrest mod p, bij II een niet-
rest. Hen dergelil jke karakterisering der gevallen I en II treedt helasas
nlet op biJ polynomen f£(x) van hogere graad.

Wij onderzoeken nu een derde orde rij

un+3 = 4%n+e + a']un+1 + bun; Ug = u1 = 0, Uy = 1 (n = 0,1,.44)5

waarvan de karakteristieke veelterm luidt f(x) = xs-aox2~aqx—b.

Stelling 23. Analoog aan stelling 20 en 21 heeft men:

n 2
Het residu van x mod f£(x) is gellijk aan u_X +'®4u + un_z)x +bu, 4.

n-1
Bewijs. Dit gaat analoog aan dat van stelling 20 en 21 door volledige
inductie.
Gevolg. Men heeft u , =uy (mod m) voor h = 0,1,...en voor natuurlike
m met (m,b) = 1 dan en slechts dan als

2 _ 2 -
u X+ (aqun+1 +u)x o+ bu L, T uxs o+ (a,]u1 + uo)x + by, = x
(mod m),
dus als
xn+2§;x2 (modd f£(x),m),
dus
n

x =1 (modd f(x),m).

De grote periode der rij is dus Juist het in de vorige paragraaf in-
gevoerde getal C(f,m).

Evenals 1in de vorige gevallen is het getal C(f,m) te vinden uit de
getallen C(f,p) waarbij p priem is. Het gedrag van c(f,p) blijkt te ver-
schillen al naar men verkeert in de volgende gevallen:

I. f(x) is mod p reducibel en wel f(x) = (x-wq)(x—QQ)(x—WB) (mod p),
waarbij Wqs Wo €N Wg mod p verschillend zijn. Volgens stelling 19 geldt
C(x-wi,p) [p-1 voor i = 1,2,3, dus volgens stelling 15 is dan C(f,p)! p-1.
II. Men heeft £(x) = (x-w)g(x) (mod p), waarbl] g(x) irreducibel is

mod p. Stelling 19 leert dan C{x-w,p) ‘p—ﬂ; C(g,p)f p2-1, dus leert stel-
ling 15 ons dan daaruit dat C(f,p) ‘pQ-ﬂ.

III. De veelterm f£(x) is irreducibel mod p. Dan is N = 3, dus wegens

de meergenoemde stelling 19 krijgt men C(f,p)! p3—1.

IV. p is deelbaar op D. Men heeft dan

f(x) = (X-—wq)e(x—wg) (mod p).

Is qué-wggnod D, dan leert stelling 19 dat geldt C(x~wi,p)l p-1
(1 = 1,2). Stelling 17 leert dan O((K~Wq)2ﬂ’)’ p(p-1), dus stelling 15

7



gEvL v LiLL,0) | PiP-1).
Is echter w, =, (mod p), dus f(x)EE,(x-w,l)3 (mod p), dan geldt
volgens stelling 17 en 19

o(£,0) = A(x-w,)2,0) | pC(x-w,,0) | p(p-1),
behalve voor p = 2, Dan leert stelling 417 nl. dat
c(f,2) = C((x~w,])3,2) ’ 4C(x-w,|,2) = 4,

Wij geven een voorbeeld van een cubische rij en nemen de rij

Uiz = Upyq +u, (n =0,1,...); Uy = u, =0, uy = 1.

De karakteristieke veelterm f(x) = x> - x - 1 bezit.een discriminar
D = 23, zodat het priemgetal 23 in geval IV verkeert en elk ander priem-
getal in een der gevallen I, II of III. Verder is b = 1, dus e = 1, dus
volgens stelling 20 heeft men vl 3, d.w,z. v = 1 of v = 3. Men heeft
n u

n

0 0 32 1897 = 7.271
1 0 33 2513 = 7.359
2 1 34 3329

3 0 35 4410 = 2.32.5.7°
4 1 36 5842 = 2.23.127
5 1 37 7739 = 71.409
6 1 38 10252 = 22.11.233
7 2 39 13581 = 33.503
8 > %0 17991 = 32,1999
9 3 41 23833

10 4 = 22 4o 31572 = 2232877
11 5 43 4182k = 22,1307
12 7 Ly 55405 = 5.7.1583
13 9 = 32 45 73396 = 22.59.31
]l 12 = 2°.3 46 97229 = 11.8339
15 16 = 24 b7 128801

16 21 = 3.7 48 170625 = 3.5&.7.13
7| 8= 2%.7 k9 | 226030 = 2.5.7.3229
8| 37 50 | 299426 = 2.149713
19 | 49 = 78 51| 396355 = 5.7°.1619
20| 65= 5.13 52| 525456 = 27,32 41.89
21 86 = 2.43 53 696081 = 3.37.6271
oo | 114 = 2.3.19 54 922111 = 55.15629
23 | 151 55 | 1221537 = 3.407179
ob | poo = 23.5° 6| 1618192 = 2'.19.5323
25 | 265 =  5.53 57 | 2443648 = 27.13.5153
26 | 351 = 3°.13 58 | 2839729 = 59.48131
o7 | 465 = 3.5.31 59| 3764840 =  2%.5.55.797
58 | 646 = 23.7.11 60 | 14983377 =  7.419.89.421
o9 | 8416 = 2%.3.17 61| 6601569 = 3.43.19.59.151
30 1081 = 23.47 62 | 8745217 = 13.107.6287
31 |32 = 22,479 63 | 11584946 = 2.19.304867



Men heeft voor deze rij
o) c C v
2 7 7l23-4
3 13 13339
5 2k 24 5%
7 16 1481724

1 geval I; f(x) irreducibel mod 2
1 geval I; f(x) irreducibel mod 3
1 geval II; f£(x)= (x—2)(x2+2x+3),(mod 5)
3 geval II; £(x) = (x+2)(x°~2x+3) (mod 7)
11 120 12011121 1 geval II; £(x) = (x45)(x2-5x+2) (mod 41)
13 61 1831133-1 3 geval I; f(x) irreducibel mod 13
17 288 288117%-1 1 geval II; £(x) = (x-5)(x°+5x+7) (mod 17)
19 60 180119%-1 3 geval II; f£(x) = (x-6)(x°+6x-3) (mod 49)
23 506 506122.23 1 geval IV; £(x) = (x-10)°(x-3) (mod 23)
59 58 58/59-1 1 geval III; f(x)= (x-4)(x-13)(x+17) (mod 59)
Zeer schematisch geven wij aan wat bij een 4e orde rij kan geschieden,
Is f(x) hiervan de karakteristieke veelterm en stelt p een priemgetal voor
dan heeft men de volgende gevallen, waarbi] 11, qy en ¢y resp. lineaire,
quadratlsche en cubische mod p irreducibele polynomen zijn en 1i;1:l‘j
(mod p), q lgg’qj (mod p) voor 1 # J.

I. f(x) = 1,l 21314 (mod p). Dan is C(f,p)ip—1.
II. f(x) = 1112q1 (mod p). Dan is C(f,p) | p2-1‘
IIT. f(x) =1,c, (mod p). Dan is ¢(£,p) | po-1.
IV. f(x) irreducibel. Dan is C(f,p)! p4—1.

De volgende gevallen treden alleen op voor priemgetallen, die deel-
baar zijn op de discriminant D van f.

V. ftxiEE 17 1p15 (mod p). Dan is C(f,p)‘ p(p-1).

VII. f(x)=1 g (mod p). Dan is C(f,p)‘ p(p-1).

1
J— 2
VIII. f(x):::q1 (mod p). Dan is C f,p)l p(p©-1).
1

IX. f(x)= 12

2
1
vI. f(X)EE-li q, (mod ). Dan is c(£,p) | o(p>-1).
2
1
2

o (mod p). Dan is C(f,p)’ p(p-1) voor p > 3 en
c(£,p) | p2(p-1) voor p = 2.

X. f(x) = lﬁ {mod p). Dan is C(f,p) | o{p-1) voor p = 5;

c(f,p) ’p (p-1) voor p = 2 en 3.



