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In dit colloquium onderzoeken wij het gedrag van bepaalde recurren­

te rijen. Een recurrente rij is een rij van getallen u0 ,u1 ,u2 , ••• , waar­

bij elk element under rij op een voorgeschreven wijze is bepaald door 

de elementen u0 ,u1 , ••. ,un_1 der rij. In het speciale geval dat elk ele­

ment un door de waarden der elementen un_1 , ••• ,un-k wordt bepaald, waar­
bij keen vast natuurlijk getal is, is de rij eerst vastgelegd als de 
waarden der eerste k elementen u0 ,u1 , ••• ,uk_1 gegeven zijn. Iedere keuze 
dier k gegeven waarden levert een recurrente rij op. In het vervolg zul­
len wij ons vrijwel steeds bezighouden met rijen van gehele getallen, 
Voorbeelden: 

1. u0 = O; un = un_1 + 1. Dan is un = n. Hierbij is het bovengenoemde ge­
tal k = 1. 

2. u0 = a; un = un_1 + v. Dan is un =a+ nv (rekenkundige rij). 
3. u0 = a; un = run_1 • Dan is un = arn (meetkundige rij). 

n-1 
4. u0 = 1; un = )-~ uh. Hierbij is het bovengenoemde getal k niet vast. 

h=O 
n-1 Men heeft un = 2 voor n > O. 

2 2n 
5. u0 = 2; un = un_1 • Bij deze rij is un = 2 • 

6. u0 = 1; un = nun_1 • Hier is un = n! 
7. uc = O, u1 = 1; un = aun_1 + bun_2 . Hierbij is het getal k = 2. Men 

2 3 heeft u2 = a; u3 = a + b, u4 = a + 2ab, •..• Een algemene voorstel-
ling van un als functie van n geven wij later. 

8. uc = 2; un = u~_1 - 2. Hierbij is un = 2 voor alle n. 

9.. 2:,· u un-1 D · · 1 · dt 2 4 256 22048 
uo = n =Un-1 e r1. J u1 . ' ' ~ ' • . • 

u 
10. u0 = 2; un = 2 n-1 - 1. De rij luidt 2,3,7,127,2 1271, ••. 

Bij een aantal der opgesomde rijen is lim un = oo. Wij hebben in 
n-,ro 

het vervolg speciale belangstelling voor het karakter der rijen m~d m, 
wa.a.rbij m .een vast gegeven natuurlijk getal voorstel t. Hieronder verstaan 
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wij de kleinste niet negatieve rest, die ontstaat bij deling der elemen­
ten der rij door m. Men zegt ook wel, dat de oorspronkelijke rij geredu­
ceerd is tot mod m. Aangezien een mod m gereduceerde rij van natuurlijke 
getallen slechts uit de getallen 0,1 , ..• ,m-1 kan bestaan, moet ten minste 
een dezer m getallen oneindig vaak in de gereduceerde rij optreden.. · .Dat 
niet elk der elementen 0,1 1 ••• ,m-1 oneindig vaak optreedt, blijkt o.a. 
bij de 8e rij, waarbij voor iedere natuurlijke m) 2 de gereduceerde 
rij slechts uit elementen 2 bestaat. Voor m = 2h (h vast) is van zekere 
door h bepaalde n iets dergelijks het geval bij de 10e rij. Bij reductie 

mod 7 levert de 5e rij de oscillerende rij 2,4,2,4, ..• op. 
Wij merken op dat als k vast is en elk element under rij alleen 

door un_1 , ••• ,un-k bepaald wordt, maar verder niet van n afhangt en als 
een rij van k opeenvolgende elementen zich in cen recurrente rij herhaalt, 
dit ook het geval is met alle elementen die op de eerstgenoemde k elemen-

1ten volgen; precieser geformuleerd, als 8'.h+c = ~ voor h = 0,1, •.• ,k-1, 
dan is 71.+c = 9n. voor alle natuurlijke h~ De bewering volgt door volle­
dige inductie naar h onmiddellijk uit de definitie volgens 

un = f(un-1 , ••. ,un-k) = f(un+c-1 1 ···,un+c-k) = un+c· 

21 2. Enkele opmerkingen over bepaalde r1Jen. 
< 

In dit colloquium beperken wij ons bijna steeds tot zeer speciale 
rijen en wel zulke waarbij un homogeen lineair en met constante coeffi­
cienten afhangt van u 1 , ••• ,u k' dus n- n-

k '""·-----
Un = 2.. au h. h=·1 . n n-

Speciaal zal warden onderzocht hetgeen bij k = 1 en bij k = 2 optreedt. 
L Bij k = 1 krijgen wij een rij van het type 3 uit het hierboven ge~ 
geven lijstje van voorbe.,lden. Gaat het om deelbaarheid van de elementen 
der rij door een getal m, dat geen factoren met a gemeen heeft, dan kun­
ne wij zonder de algemeenheid te schaden ons beperken tot het geval dat 
a= 1 is. Is de G.G.D. van a en m, die men met (a,m) pleegt aan te duiden 
niet gelijk aan 1, dan is dat geval gemakkelijk terug te brengen op het 
voorafgaande, zoals wij in hoofdstuk III zullen zien. 

Wij beschouwen dus de rij 1 ,r,r2 , ••.• Zij m een gegeven al of niet 
samengesteld getal, Om na te gaan of het getal 1 optreedt in de mod m 
gereduceerde rij, dus of een getal C = C(m) bestaat met rC(m) =: 1 (mod m), 
gaat men uit van de ondubbelzinnig bepaalde priemontbinding m = p~1. •. :p~t 
van men onderzoekt het karakter der rij modulo elk der priemgetallen 
P1 , ••• ,Pt en modulo de hiervan vereiste machten. Dit geschiedt nader in 
hoofdstuk III. 

Hier zij reeds de (kleine) stelling van Fermat genoemd, die zegt 
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da.t voor cen priemgetal dat niet op r deelbaar is, geldt rP-1 : .. 1 (mod p). 

Zo heeft men bij de rij 3 met a= 1, r = 2, dus bij de rij 1,2,4,8, .•• 
210 _ 1(mod 11), zodat de rij zich mod 11 zeker na 10 stappen herhaalt. 
lnderdaad luidt de gereduce~rde rij 1,2,4,8,5,10,9,7,3,6; 1,2,4,8, •••. 
Hut kan zijn dat de rij zich eerder herhaalt, zeals b.v. blijkt bij be­
schouwing mod 7. Weliswaar is 26 :i=. 1(mod 7), zodat de rij zich zeker na 
6 stappen herhaalt, maar omdat ook 23 :::::. 1(mod 7) herhaalt de rij zich al 
na 3 stappen. De mod 7 gereduceerde rij luidt dan ook 1 ,2,4; 1 ,2,4; •.•. 

Wij gev•n thans een voorbeeld van een recurrente rij met k = 2, en 
wel de rij gedefinieerd door 

u0 = O, u1 = 1; un+2 = 2un+1 + un. 
De rij luidt 

0, 1 , 2, 5, 12, 29, 70,169,408,985, 2378,.. . • 
Zoals hierboven reeds werd opgemerkt, herhaalt deze rij zich mod m zeker 
fodra het paar 0,1 weer optreedt, dus als 

uc = O(mod m); u0+1 = 1 (mod m) 
is. Beschouwt men de rij mod 5, dan is weliswaar u3 = O(mod 5), maar 
u4 i 1(mod 5), zodat C(5) J 3 is. 
Definitie. De kleinste index waarvoor u0 :.:: O(mod m) is, noemen we de klei­
ne periode c(m) van m. De kleinste index waarvoor zowel uc =- O(mod m) 

als u0+1 = 1 (mod m) is, noemen wij de grote periode C(m). Om iets naders 
over de getallen c(m) en C(m) te weten te komen, blijkt het merkwaardi­
gerwijze van voordeel te zijn, om, hoewel in het bovenstaande slechts ge­
hele getallen optreden, bepaalde irrationale getallen te beschouwen. 

Wij voeren in de wort els w en w van de bi j de betrekking un+2 = 

= 2un+1 + un behorende karakteristieke vergelijking x2 - 2x - 1 = O. We­
gons c0 2 = 2 l.J + 1 is elk polynoom in lJ met rationale coefficienten dan 
~P ondubbelzinnige wijze te schrijven in de gedaante At.,u+ B, waarbij A 

en B rationaal zijn. Wij maken van deze opmerking slechts gebruik voor de 
mononomen t.v n en bewijzen dat de genoernde voorstelling hiervan luidt 

n 
L-t..l = un tJ + un-1 • 

Om deze relatie die voor n = 1 evident is te bewijzen, merken wij 
op, dat uit de relatie voor n volgt 

n+1 ( ) 2 · 
{,_1 = l..J unw+un-1 = unt..J + un-1 (.._J = un(2W+1) + un-1 c...J,.. 

= ( 2u +u 1 ) w + u = u 1 u + un, n n- n n+ 
waarmee de relatie door valledige inductie bewezen is. 

:De getallen A w + E (A en B geheel) vormen een commutatieve ring 
zonder nuldelers, waarin bepaalde deelbaarheidseigenschappen gelden, die 
wij in het vervolg nodig zullen hebben. 
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Men definieert, dat Al,..,' + B = C t,..; + D( mod m) dan en slechts dan als 
A :r C(mod m) en B ~ D( mod m); verdE:r m I A l.J + B als A tJ + B s. O(mod m). 
Als dan m j Ac..> + B, dan m I (Aw +B) (ELi+F) voor alle gehele E en F. Im­
mers m I A lJ + B is aeg_uivalent met m / A en m \ B, zodat er gehele A' en 
B' bestaan met A= m.A', B = mB', dus A ,.J+ B = m(A't,J+B'). Dan is 
(Al.J +B)(Ew+F) = m(A'cJ+B')(Ew+F), waaruit de bewering volgt. 

Dat gewone deelbaarheidseigenschappen niet gelden voor de getallen 
van de gedaante Aw+ B blijkt uit het volgende voorbeeld. In de ring der 
gehele getallen volgt voor eon priemgetal p uit de relaties plab, p X a 
dat p/b is. Dit geldt niet voor het geval a en b van bovengenoemde gedaan­
te zijn, zoals b.v. blijkt uit 

7 / ( (; +2) ( l.J + 3) = l . ..1 2 + 5 w + 6 = 7w + 7. 

Echter 7 ~ r.,J + 2 en 7 ,( t.,,..J + 3. In hoofdstuk VI wordt di t nader onderzocht 
om in l:oofdstuk VII waar no dig te worden toegepast. 

Zander op dit alles hier in te gaan, kunnen wij hier toch reeds ge­
bruik maken van het invoeren van het bovengenoemde getal l..>. Men heeft 
nl. bij gegeven m dat w c = uc (mod m); (l'-.->C - 1 (mod m). Hierui t volgt 
reeds dat c een deler is van C. Zij nl. C = qc + r met O i r ~ c - 1, 
dan h€eft men 

1 = w C =:.. w vc+r ;= ( l.,_.,c)vt,....,,r = u~ l,.F(mod m)' 

zodat w r !::" u~v(mod m) en w r dus rationaal is (mod m). Daar c de 
kleinste positieve exponent is waarvoor l0c rationaal is mod m1 volgt 
dan ui t O ~ r ~ c - 1 da t r =- 0, dus C = vc. 

Over de getallen C(m), c(m) en v(m) worden in hoofdstuk VII belang­
rijke eigenschappen afgeleid. Voor een bijzonder geval nl. het geval dat 
de recurrente rij gegeven is door 

u0 = O; u1 = 1; un = un_1 + un_2 (rij van Fibonacci) 
geschiedt dit reeds in hoofdstuk V. 

In de hoofdstukken II en IV wordt datgene uit de getallentheorie 
behandeld, dat voor de volgende hoofdstukken onontbeerlijk is. 

Hoofdstuk II 

H.J .A. Dupo.re. 

Elementaire deelbaarheidseigenschappen van natuurlijke getallen. 
In dit hoofdstuk houden wij ons, tenzij anders vermeld wordt, steeds 

met natuurlijke getallen bezig. 
Een priemgetal is een getal, dat geen andere delers bezit, dan het 

getal 1 en zichzelf. Men is echter gewoon het getal 1 niet onder de 
priemgetallen te rekenen. 

Ieder natuurlijk getal mis in priemfactoren te ontbinden. Men ziet 
dit het eenvoudigste in door achtereenvolgens te onderzoeken of de getal-
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len 2,3,5, ... deblbaar zijn op m. Gaat de deling op dan behoeft het onder­
zoek slecht voor een getal..c, m te geschieden, waarvan bij inductie de 
mogelijkheid van priemontbinding b~kend mag worden ondersteld. Gaat de 
dcling voor geen enkel gotal ~mop, dan bestaat de ontbinding uit de 
one factor m Z8lf. In de praktijk beschikt men nauwelijks over andere 
m~thoden om de ontbinding of het priem zijn van ~en getal te onderzoeken. 

Dat 68n getal slechts op csn manier in priemfactoren t8 ontbinden 

is) volgt uit de volgende 
Hu lp stelling 1. Als voor cen priemgt:tal p geldt pf ab, p ~- a, dan is 
pi b. Stel nu dat een getal m twe8 verschillende priemontbindingen 

bGzat, dan was qu/ m1 dus herhaalde toepassing der hulpstelling loert 
dat qu met een der priemgetall~n p1 , ... ,Pt moGt samenvallen. Als m dus 
twee verschillende priemontbindingen bezat, was dit ook het geval met 
een getal m1 = f, dat <mis. Zo doorgaando komt men tot een contradic-
t . u ie. 

Wij schetsen nu het bewijs der hulpstelling 1. 
Aller~erst is het duidelijk, dat ieder natuurlijk getal slechts ein­

dig ve~l delers bezit 1 dus dat twee natuurlijke getallen slechts eindig 
veel gemeonschappelijke delers bezitten en dus juist 6~n grootste ge­
rnc0nschappclijke dcler. Is deze = 1, dan noemt men die twee getallen on-
a._.rling ondcelbaar. Voor hE:;t bewijs van hulst. 1 bishandelen wij eerst de 

volgende 
Hulpstelling 2. D0 G.G.D. d van twee natuurlijke getallen men n is te 
schrijven als ecn lincair compositum dier getallen, d.w.z. dater gehele 
x en y bestaan met d = mx + ny. Wij bewijzen de stelling door volledig~ 
inducti0. Voor m = 1, n = 1 is d = 1 en de st8lling dus juist. Onderstel 
nu dat men n willekeurig gegev0n zijn. Zonder du algeme0nheid te scha­
den, mogen wij aannemen m?, n. Ied0r1:; g.smeenschappelijke dbl8r van m 0n 
n is oak een gemecnschappelijke deler van m-n bn n, en omgek~erd zodat 
de gr~otste gwmeenschappelijke d0lGr van men n dezelfde is als die van 
m-n en n. Dus d = (m-n, n). Bij inductie mag men aannemen, dater gehele 
x' en y' bestaan met d = (m-n)x' + ny'. Dus d = mx• + n(y'-x'), waarmee 
de hulpstelling 2 bewezen is. 

Dit resultaat nu ge~ft ons onmiddellijk het gewenste bewijs van hulp­
stelling 1. Immers zij d de ~G.D. van pen a. Daar p priem is, is 
d = 1 of d = p. Daar P-1 a, is d = 1. Volgens hulpstelling 1 bestaan er 
gchele x en y met 1 = px + ay, dus b = pbx + aby. Wegens pjab, is het 
rechterlid der laatste b0trekking deelbaar door p, dus p / b, waarmee de 
18 hulpstelling bewezen is en dus de ondubbelzinnigheid van priemontbin­
dingen van natuurlijke getallen vast staat. 
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Wij som.mcn nu nog "'en aantal 0igenschappen op van congruenties. Bij 

finitie bet8kt.:nt 
a :::: b(mod d 

dat d a - b. 

ziet onmid llijk t dan voor natuurlijke n gE:ldt 

an~ bn(mod d). VGrd8r volgt uit a~ b(mod d) en o = f(mod d) dat 

a + c :c: b + f ( mod d ) , a - c: :::, b - f ( mo d d ) , a e ~ bf (mod d ) • U it 

ac ~ bc(mod d) volgt a~ b(mod d') met d' = d = (c,d). Gevolg: als 
(c,d) = 1, dan is zelfs a~ b(mod d). 

HulpstGlling 3. Als (a,b) = 1 9 dan be:staat L;r 1 natuurlijk g0tal c met 

O < c 'i b - 1 waarvoor ldt ca-:::: 1 (mod b). 

Bewijs: Dat 8r niet me0r zulkc getallen c zijn, is duidelijk, want had 

men tW<.cL: v\.,;rschillcnde derg0lijke getallon con c', dan was c'a:::-1:::-:ce ~b). 
We (a,b) = 1 volgt dan uit bovenstaandc opmerking dat c' = c(mod b), 

v:at echt;;;r orr:iogcJijk is wegens O < c ..::._ b-1 E,n O < c' ~ b-1, 

Dat &r indsrdaad {en oplossing te vinden is, blijkt als volgt. Uit 

(a,b) = 1 volgt wegens hulpstelling 2, dater gbh<-le x en y bestaan met 
1 =ax+ by, dus ax= 1(mod b). De rest c bij deling van x door b vol­

doet dan aan de gewenstu r8latie. 
L0n s chri jft wel c ·:::::: a - 1 (mod b) en 1J ;_;doel t dan met a -n(mod b) het 

n gGtal c • 

Uit e ~ f(mod b) en (e,b) = (f,b) = 1 volgt dan e-1 ~ f-1(mod b), 
dus G-n _ f-n(mod b). 

Hoofdstuk III 

H.J .A. Duparc. 

~\ 1. De rij un · = run_1-=.. 

Wij beschouwen thans de rij u = run 1 . Laat m b8Il willok0urig VQst n ~-
geven natuurlijk getal zijn. Yiij onderstullcm twee gcvallen: 

1 °: ( u0 ,m) = 1 . In di t geval is un ~ u0 (mod m) als r 11 ::::: 1 (mod m) , 
zodat in plaats VGn d~ oorspronkelijk~ rij even goed de rij 1 ,r,r2 , ••. 

wordtm bs2schouwd. 

2°: (u0 ,m) j 1. Zij (u0 ,m) =den u0 = du~; m = d.rn'. Dan is 
( u. 1 ,m') = 1. .. .. dcment u dE.:or gegev8n rij j_s dan di;;clbaar door d, zo-

o l · b t h ·· · ' kt n d · · uo u1 d d · · ' 1 s..,_..,c" s ,. G1:; Kara 0r van e r1J a' d 9 • • • us van e r1J uO,ru01 ••• 

mod m• dient to worden onderzocht, Wegens (u~,m') = 1 leidt dit tot het 

onderzoek van i.:;en rij van hGt type 1° 1 zodnt wij ons in het v0rvolg daar­
toe kunnen be:pvrken. 

Wij bewijzE:n nu allt:.rGerst de stGlling van Fermat, die zogt dat voor 
icd0r getal r dat niet door een priemgetal p deelbaur is, geldt 
rP-1 '="- 1 (mod p ) • 

Wij bewijzen rP ~ r(mod p) c~n relatie waaruit hGt genoemde resultaat 
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volgt en di0 voor ~ natuurlijk0 r geldt. 

Voor r = 1 is die bewering juist en als zij geldt voor r = n, dan 
t men weg0ns binomi ormule van Newton (n+1 )P .~:=:. nP+1·:::n+1 (mod p) 

wL inducticondcrstdlling, wccrm~a de bewcring bewezen is. 
. . . . " (. _ ) v ( . ) . (u v) Stcllin&;. Als r"' e: 1 moc1 p ~n r ,_ 1 moct p , dan is r ' . - 1 (mod p). 

ImmLrs vol hulpst~lling 2 bLstaan ~r g8helb x en y mGt (u,v) = 
(u v) ux+vy u x v y ) = ux + vy, dus r 1 1 = r =(r·)•(r) ==:.1(mod p. 

Definiti~. Zij (r,p) = 1. Dan noemt men de exponent van r mod p het 

klG t__, nu tuurlijke gGtal c wc.arvoor re z 1 (mod p). 
s v r ru -,·_ 1 (mod p) ~ dan is c ; E.;. Immcrs zij e = qc + t m8t 

O "' t _'.'> c-1 s do.n is 1 --3: r 0 = ( re) qr t =-.::: r \mod p), dus in verband met de 
;::::: 

ti(; van c is t = O, derhalvE: 8 = qc. 
-~-1 -

Ge:vol;~. In vcrbo..nd ml;t r.l:' .~ 1 (moa p) h00ft men c \ p-1. 

niti~. r heLt primiticvc wort8l van pals c = p-1, 

·2oc,:assing. Om 211-1 in factoren ti;.; ontbindenj merken wiJ op, dat als 
--~·~~ - 11 
p 12 1 '....1, dus 2' =- 1(mod p), hct getal 11 de expon1:;:nt van 2 mod pis. Uit 

· 1 =' 1(mod p) volgt dan 11 / p-1. 

fuen b0hocft dus slechts pri~mg~tallen p t0 proberen die een 

22-voud + 1 zijn. Inde;rdaad voldoet p = 23 1:;:n h0eft men 2"-1 = 23.89. 

Is cen.mC1.al de E::xponE;nt c = c(p) van het g&tal r mod p bepaald, 

d~n kan hLt gebcuren dat rc-1 d~e;lbaar is door p2 (b.v. r = 7, p = 5). 
Zij n dG grootstE; 8Xponent met pn / rc-1. Dan is c(ph) = ic(p) voor 

h ~ n. Om c(ph) voor h ;> n t0 bl:palen, b0wijzen wij de volgE:mde 

Hulustclling 1. Als p 0en ont,von pri0.mgGtal is 0n als pk \ rc-1, maar 
k+, J c , . k+ 1 I pc k+2 l· pc p l r -1 ~ ae.n ge; ld t p I r -1 en p ,·1 r -1 • 

l,3~wijs. Uit het gcg'-'vcn volgt re= 1 + pkw met p{ w. Dus rpc 
k+1 ( k+2) . k+11 

7_ 1 + p w mod p , waarui t we gens p ./ v;; volgt, dat p 1 
k+/ I "'C :p • · - 11 rk' · - 1 • 

== ( 1 +pkw) P:::: 
rpc_1 en 

' 
Hit .. rui t 

h-n . . . = p c voor elk onev~n pr1amg2tal p. 
Om oak voor hct gcval p = 2 een dergelijk resultaat te verkrijgen, 

m0rkGn wij op, dat de hulpstelling 1 oak geldt voor p =? mits k >.2 zij • 
.. :.,...-.. 

Voor p = 2 vinden wij dan het volgende: 
Zij c(4) de exponent van r mod 4. Zij n de grootste exponent met 2n\ rc-1. 

Dan is c(2h) = c(4) voor 1 ~ h ~ n en c(2h) = 2h-nc(4) voor h > n. 

Uit0raard is de waarde van c(4) onmiddellijk uit het karakter van 
• r tG bspalen. Is nl. r 0-=-1 (mod 4) j dan is c(4) = 1; is Gchter r .::::_ 3(mod 4), 

is c(4) == 2. 

Nu d0 exponE:mt van samengestelde getallen van het type ph b6:paald 

is, kunnen wij ook g(:;;makkelijk die van een willekeurig g8tal m bepalen. 
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d t ( ) . . Si i e 1 d ( Si)! e e exponen e m 1s, is pi • r - , us c pi e. 

Kennelijk is dus 1;.; bet K. G. V. l s1 su , 
c(p 1 ), ••• ,c(pu) ( der getallen 

s 1 s 
c(p1 ), ••• ,c(puu). Een echte d0ler d van 

s. 
cE-n geto.l j te vinden is mot c(:pj J) .f,,. d, 

Keren wij thans ter g tot de rij 

u 0 = 1, un+1 = run. 

.) 

e voldoet nl. niet omdat daarbij 
s. d d 

dus p. 1 Jr -1, dus m J·r -1. 
J ! \ 

Het is duidelijk dat voor een m met ( r ,m) = 1 ui t ui =cu/mod m) volgt 

ui+1 ~: uj+1(mod m) 0n omgeke8rd. 
Zij nu o het kleinsto natuurlijke getal waarvoor u ~ 1(mod m). Het 

- e 
g0tal e is dan bet kleinste getal met r~ ~ 1(mod m), dus e = c(m) in de 
zouven gcbruikt~ not~tie. Het is verder duidelijk, dat ui -~ uj(mod m) 
dan en slechts dan als i _ j(mod c(m)). De rij heeft dus de periode c(m). 

H6t g~val dat (r,m) J 1 is, brengen wij op het voorafgaande terug. 
lstcl (r,m) = d, r = dr', m = dm 1 ; dan is (r' ,m') = 1. Alle t;l\jmenten 
u1 ,u2 , ••• zijn dan deelbaar door d. Het gaat dus slechts om het gedrag 

u u u 
d · · 1 2 3 d d · · , , 2 , d , TIT er r1J a' a' a' ••• US Van e rlJ r ~ rr, r r, ••• mo ID, negens 
m' ,_ m mogen wij bij inductie dit b8drag bekGnd onderstellen en b8palen 
dnn daaruit het gedrag der oorspronkelijke rij mod m. 

Wij kunnen bet 
Laat d slechts door 

s s 
1 U II t r = p 1 ···Pu r me 

gevondene ook anders verkrijgen. Zij weer d = (r,m). 

de priemfnctoren p1 ,p2 , ••• ,pu deelbaar zijn. St&l 
t1 t 

(d,r 11 ) = 1; m = p 1 ..• p um" met (d,m") = 1. Zij f het 
t t u 

kleinstL natuurlijke getal ~ - 1 , .•. ,~. Het is dan duidelijk dat voor 
'9' s1 su 

n 1 f de elumenten u = rn der oorspr0 nkl.;lijke rij deelbaar zijn door 
t t n 

p 11 ···Puu· Rest dus te onderzoeken hoe de rij uf,uf+1 , .•• zich gedraagt 
mod m"; weg0ns (m",r) = 1 is dit gedrag direct uit de stelling van Fermat 
en de daaruit g8trokken conclusies af te leiden. 

Tenslotte bGschouwen we e8n recurrente rij van het type 

u 0 = a; un+1 =run+ s. 
Zij m een willekeurig gegeven natuurlijk getal van de gedaante pt, waar­
bij p pricm is. Zij (r-1 ,m) = 1. Zij q =='- s(r-1 )-1(rnod m). Stel vn = un+g_ 
(n = 0,1 , •• ,). Dan is 

vn+1 = un+1 + q -~ run + s + s(r-1 )-1 = run + sr(r-1 r-:1 = 
= r(un+s(r-1)-1 ) ::: rv (mod m), - n 

zodat het gedrag der u-rij op dat van ein v-rij van een re6ds eerder be-
schouwd type is teruggebracht. 

Is echter r ~ 1 (mod p), dan heeft men un+1 := un + s(mod m) ~ dus 
un ~ u0 + ns(mod m). Het getal n is minimaal met un ~- u0 (mod m) als ns 
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hot K.G. 1l. sm m is van s on m, dus ns - ( ) , dus n :::: ( ) . In di t geval s ,m s ,m 
de o clijke rij over in "'en mod m rekenkundige rij. 

In het 
t1 t 

m P - u 
... = 1 • • • J:)u ' vindt men de periode van dt rij 

mod m s K. G. V. 'd . d d Pt u 1 e per10 en mo p 1 , ••• ,Pu • 

,,0 
C. • 

0 

celden. 
:::: 1; u 1 == 10u; m == 27. MGn heeft c(3):::: 1 en 32 \1oc( 3)_,. n+ n 

Dus c(27) = c(33) = 33- 2c(3) = 3. 
u 0 = 3; :::: 10 un; m = 168 = 23.J.7. Voor alle n is 3 l un; voor 
n 3 is 8 u, dus voor n 3 is 24! un. Verder is c(7) = 6. Dus n 
c(168) = 6 en un+6 ·,:::: un(mod 168) voor alle n -~ 3. 

= 2; un+1 = 6un+1; m = 10. Voor de factor 2 van m beschouwe men 
d'-' ri.i, v ,,.=6v- met v = u + 1 = 3. Dus voor n .j 1 is u 1 = u (mod 2). - n+ 1 n o o -,.,- n+ n 
Ve r heeft men voor de periode c(5) wegens (5,10) j 1 dat 

c(5) :::: 5 = 5. Bijgevolg is voor n ( 1 , 5) 

- 3· un+1 = 7un. Men heeft c(5) /4; inderdaad is c(5) = 4 en ook 
c( ) = 4. Echter is c(125) :-:: 20 en in het algemeen c(5k) = 4.5k- 2 voor 
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Zij m een natuurlijk getal. Een geheel getal a is op een manier te 

schrijven als a == qm+s, waarbij O ~ s :f m-1. De getallen, die congr-uent 
zijn met a modulo m, zijn ook de getallen, die bij deling door m dezelfde 
rests laten. We zeggen dat ze een restklasse vormen; er zijn m van zulke 

k sen, 

Een getal a heet (kwadraat-)rest modulo m indien geldt: 

,1°. (a,m) == 1. 
'2°. de vergelijking x2 ~ a(mod m) bezit een oplossing, d.w.z. de rest­

klasse waarin a voorkomt, bevat een kwadraat. Is (a,m) = 1, maar niet vol­
daan aan 2°, dan noemen we a een (kwadraat➔nietrest. 

In het vervolg onderstellen we steeds, dat m een priemgetal, zeg p, 

is. Leaendre voerle het symbool (;) in, vastgelegd als volgt: 

(a) = 1 als a kwadraat-rest modulo pis. p ( 4 .1) { <;)-=-1 als a kwadraat-nietrest modulo pis. 

Voorbeelden. (~) == 1 wegens 5 '=- 82 (mod 7), (TT) = 1 wegens 

Stelling 1. Is a kwadraat-rest modulo p, en is b ~ a(mod p), dan is ook b 
kwadraat-rest modulo p. En omgekeerd. Is a nietrest, dan oak b. 

:Bewijs. Allereerst is (b,p) == (a,p) == 1. Verder voldoet het getal x, waar­
voor geldt x 2 ==. a(mod p), ook aan x 2 = b(mod p). Hiermee is het eerste 
deel der stelling bewezen. Het laatste deel volgt onmiddellijk. 
Conclusie. Voor het onderzoek, welke Betallen rest en welke nietrest zijn, 
kunnen we ons beperken tot de beschouwing van de getallen 1,2, .•. ,p-1. 
Stelling 2. Is p > 2, dan komen onder de getallen 1,2, .•• ,p-1 evenveel 
resten als nietresten modulo p voor, nl. ½(p-1). 
Bewijs. Wegens (x+vg 2 ~ x2 (mod p) is elke rest congruent met een der kwa­
draten 12 ,2 2 , ... ,(p-1) 2 • Ook is elk van die kwadraten een rest. We laten 
nu zien, dat die kwadraten juist ½(p-1) onderling incongruente getallen 
voorstellen. Ten eerste geldt: 

(p-i) 2 = i 2 (mod p). 
Ten tweede geldt: 

.2 -i: .2( d ) . d. 1 r J mo p, in ien 
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Want 

of p/j+1 (we 

j 2- i 2 = (j-i)(j+i) -:--::_ O(mod p), dus p/ j-1 

hulpst ling 1, pag, 5), wat onmogelijk is wegens 

0 j-i, j +i. < p. 

Als toepassing nemen we p = 11. Dan geven 12 ,2 2 ,32 ,4 2 ,52 aanleiding 

tot v~rschillende mogelijke resten. Dus 1,3,4,5,9 zijn resten en 2,6, 
7,8,10 zijn nietresten mod 11. 
Stelling 3. Het symbool van L0gendre is multiplicatief t.a.v. de teller, 

d. w. z • er ge 1 d t ( a;) = ( i) • (;) 
Bewijs. 1e mogen p) 2 onderstellen. We moeten verschillende gevallen 

iden, al naar gelang a en b rest of nietrest zijn. 

1°. a en t zijn beide rest. Dan bestaan er dus x en y, zodat x2 .=:: a(modrl, 
y 2 == b(:nod p). Daaruit volgt (xy) 2=: ab(mod p), zodat ook ab rest is. 

in dit (~)(~) == 1. 1 = 1 en (ab)= 1. 
p p p 2 

2°. a is rest en bis nietrest. Er is een x, zodat x-::::_ a(mod p); daarbij 
( ) -1 -1 :i.s (a,p) = 1, dus ook x,p = 1. We kunnen dus de inversen a 7 x 

( -1)2 -1( ) -1 s chouwen; we gens x ::=:. a mod p is a rest. Was nu ab rest, dan 
o - -1( ) wegens 1 ook b = a ab • Dus is ab nietrest en 

(~)(b) = _1 (ab)= _1 • 
p :p ' p 

3°. a en b zijn beide nietrest. Bij vermenigvuldiging van a met de¥ 
2o · · t £::]__ D b t resten ontstaan wegens JUlS de~ nietresten. us is a een res . 

Dus 
( ; ) ( ~ ) = -1. -1 = 1 , ( ;b ) = 1 • 

terium van Euler. Het symbool van Legendre voldoet voor p > 2 aan de 
volgende congruentia: 

(4.2) (;) = a½(p-1 \mod p). 

We merken op, dat wegens Fermat en (a,p) = 1 geldt! 

(a½(p-1 ) ) 2 = aP- 1 =- 1 (mod p), 

(al(P-1 )-1)(a-Hp-1)+1):::: O(mod p), 

dus (hulpstelling 1) 
a½(p-1 ) == 1 (mod p) of al(p-1 ) == -1 (mod p). 

I ( a) 1 2( ) i(p-1) tJ-1 s n = , dan is er een getal x zodat a=..x mod p, dus aN ::r 05::1; 
voor.dit geval is dus (4.2) bewezen. Tevens kennen we ½(p-1) onderling 
incongruente getallen a~ zodat aJ(p-1) =. 1 (mod p). Evenals een kde graads­

vergelijking niet meer dank wortels bezitj geldt ook dat aan de laatste 

congruentie niet meer dan l(p-1) onderling incongruente getallen voldoen; 

bij het, niet nader uitgevoerde, bewijs maakt men uitvoerig gebruik van 
hulpstelling 1. Is dus (~) = -1, dan is noodzakelijk a½(P-1) =: -1 (mod p). 

lJ 
Zodat (4.2) ook in dit g~val geldt, 
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We zouden graag een methode bezitten om in elk concreet geval zo 

snel mogelijk het s;y:m'tool van Legendre te berekenen. :r:aartoe leiden we 

eLrst m.b.v. he:t · ,-,•·1.m van Euler, r.et zg. }emma van Gauss af. Dit luid"c 

als volgt: 

Zij peen oneven priemgGtal, (a,p) = 1 en rh de rest bij deling 

va,n ha door p (h = 1,2, ..• ,}('o--1)). Zij lt.het aantal getallen rh, waar­

voor ½P < rh <pis. Dan is 

( 4. 3) ( .§:) = ( -1)/"' . 
p 

~ewijs. Is h I- k en 1 ~ h,k ~ ½(p-1), dan is rh =f rk(mod p) en ook 

1·11 1 p-rk(mod p). Anders was nl. (h-k)a :.-:. O(mod ,)) resp. (h+k)a:::::: O(mod r) 9 

wat een tegens:praak oplevert. Noemen we nu die getallen rh, waarbij 

0 < rt ,:::_ ip is, f·1 , .•• , f-',,\ en diG getallen rh, waarbij ½P < rh ,e p is, 

'._; 11 .,., c1.. (N . .B. 0 en ½P komen niet voor als rest). Dan isl\ +,u...= 

r j(:p-1) •1 De getallen f i (i = 1, ..• , ~) en de getallen p - 0k 
(k = 1, ••• , J,.,J zijn onderling incongrucmt, dus blijkbaar in een of andere 

volgorde de1 getallen 1,2, .•. ,l(p-1). Door vermenigvuldiging ontstaat dan 

f 1 r 2 • • • rj A ( p- () 1 ) ( p- a-2) • • • c p- r'.f .. ) = ( 1( p-1 ) > ! 
Das ool\'.: 

.v-
( -1 )/ r 1 r 2 • , • r ½( p-1 ) = ( ½( p-1 ) ) ! 

We.gens 

( 1_ / 1 ) ) I ·l ( ") - 1 ) r 1r 2 ••• ri(p-1 ) = 2,P- . a 
krijg;en we 

(-!(p-1)) ! a~(p-1 ) "=.(½(p-1)) i (-1r:-/£,(. = (l(p-1)) 1 (-1)1.L'-. 

Nu is i(~-1) ! onderling ondoelbaar m~t p, zodat i.v.m. hulpstelling 1 
- . -:i;(u-1' /,"' voJ.gt: a"' ~ 1 .=. ( -1 t (mod p) • Door toepassing van het cri terium van 

Euler ontstaat hierui t ( ;) ·.:: (-1) '"-(mod p). Deze congruentie is zeker eu1 

gclijkheid, daar p) 2 is en ·ocide leden +1 of -1 zijn, dus minder c.an p 

verschillen. 

Als toepassing volgt meteen de berekening van(~) en (=2.). 
- ' 2 , p p 

BeruKEmll_lg van (pl• We moeten dus nu beschouwE:n de getallen 2, 2.2,2.3,. .• 

• • • ,p-1: het zijn tevens de resten rr~od_ulo ~· ~et aantal/,,..~hiervan, dat 

tussen ;t-p en pin ligt, is gelijk aan l-½Pj - L¼PJ • Nu komt het alleen 

op de p~ri_tei t van 1A aan. We maken even een lij stj 0 om te zien wanneer 

UrJ l¼11 even is, en wanneer oneven. 

p \ r i-p 7 ' 1. _, ' - 1 . [¼pJ I- "" - L 4°P I : /t.= ; 2P \ -.. ~ ____ , I C -

~ 1 (mod 8) 
\ 

even even \ even 
"'=' 3 (mod 8) 

I 
oneven even I onev0n 

::: 5 (mod 8) even oneven oneven 
==-?(mod 8) oneven oneven I even \ \ 

I 
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Het getal p2-1 = (p-1)(p+1) is als product van twee opeenvolgende even 
getallen zeker door 8 deelbaar, en wel is ~(p2-1) onder dezelfde omstan-
digheden even en onevGn als £,,__ • Hiermee is bewezen: 1 ') .. 

2 B"(p'--1) 
(4.4) (p) = (-1) • 

We kunnen het r~sultaat ook aldus aangeven: 

(2) = ) +1 als p:::: ±. 1(mod 8) 
P l -1 als P_:: + 3(mod 8). 

Berekenin~ van (.=.:!..J.. Nu is i,(_,.kennelijk gelijk aan ½(p-1). Dus hebben we ------•-----:p I 
(4.5) (-p1 ) = (-1 )½(p-1). 

Anders gezegd: 

(.=.:!..) 1. +1 als p .:: 1 (mod 4) 
p = / -1 als p ~ 3(mod 4) = -1(mod 4). 

De kwadratische reciprociteitsstelling. Deze luidt als volgt; Zij). en q 
twee verschillende oneven priemgetallen, dan is(~)(~)= (-1)½(P-1 i(q-1). q p 
Bewijs. We voeren de beide volgende sommen in 

~1) ½(q-1) 
S1 = L._ I !9.-l' S2 = ~ I 1-.1?.1. 

-k==f L p .l 1=1 - q ... 

l-!.9,. l -1( Ze-tten we kq = p p J+ rk (k = 1,2, .•• ,""2" p-1), 

A = )o 1 + f' 2 + • • • + f-'>- ' B = 0 1 + v2 + • • • + ~' 

waarbij f 1, f2, ••. ,e1, diegene ender de getallen rk (k = 1,2, ••• ,½(p-1 )) 

zijn, die inliggen tussen O en ½P, en u;, v 2 , ••• , ~ diegene 1 die in­
liggen tussen ~pen p. Dan volgt: 

½(p-1) 
) kq = ½(p2-1)q 
k=1 

In verband met ('1 + (> 2+ ••• + f;.. 

= 1 + 2 + ••• + ½(p...:1) =½(p2-1) 

= pS1 +A+ B. 

+ ( p- CT 1 ) + ( p- iT 2) + • • • +( p- °;k) = 

1( 2 hebben we ook A +,l,..,p - B = B" p -1), 

1 2 1 2 B"( P -1) q = pS1 + 2A +,,P-P - B"(p -1). Dus 

( 1 2 ,~+s1)p = B"(p -1)(q+1) - 2A ~O(mod 2), 
en we gens p -= 1 (mod 2) dus ook . /4... = s1 (mod 2). Hierbij is 1,<., het aantal 

dus 

/ / 

getallen kq met k = 1 ,2, ••• ,½(p-1), dat bij deling door'p een rest> ½P 
hebft. Evenzo geldt, als U het aantal getallen lp is (1 = 1,2, ••• ,½(q-1)), 
dat bij deling door q een rest >½q heeft, v:: s2(mod 2). 

Toepassing van het lemma van Gauss levert 

IA. V S1+S2 
(~)(%) = (-1)1 (-1) = (-1) • 

Het gaat er nu nog om te laten zien, dat s1+s2 en ½(p-1).½(q-1) dezelfde 
pariteit bezitten. We zullen zelfs aantonen: s1+s2 = ½(p-1).½(q-1). Daar­
toe besohouwen we in een (x,y)-vlak de rechthoek R met zijden x=O, x=½P, 
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y=O, Y=½q en tellen op twEH.:: manieren het aantal roosterpunten, d. i. punten 
m~t gehale coBrdinaten, dat binnen R gelegen is. 

Ten serst~ kunnen we zcc~~n, dater ½(q-1) horizontale rijen, ieder 
van ½(p-1) roostt:rpunte:n, binnen R zijn. Het genocmde aantal is dus 

{ ( :p-1 ) • ½ ( q -1 ) • 

T~m tweede verdelen we R in twee driehoeken door de diagonaal van 

(0,0) naar (½p, Jq) te trekken. Op deze diagonaal liggen geen roosterpun­
.l. 

ten, behalve (0,0). Want uit O < x < t:P, .!. == ~ volgt xg_ = py, dus p/x, 
- <: y 2q 

dus x = O. In de onderste driehoek tellen we de roosterpunten op de ver-

ticale rechten x=1, x=2, ... , x==l(p-1); op x = k liggen blijkbaar -L ~ r 
p -

roosterpunten, in de hele driehoek dus juist s1• In de bovenste driehoek 

tell en we de roosterpv . .nten op de horizonta.le rechten y==1, y=2, ••• ,Y=½(g_-1) J 

op y == l liggen blijkbaar [~Jroosterpunteni in de hele driehoek dus s2 • 
In. R liggen dus s1+s2 roosterpunten. In verband met het bovenstaande volgt 
lticruit de stelling. 

Mst bchulp van de laatste stelling kan men snel een willekeurig 
restsymbool ~itrekenen. 

Voorbeelden. 

(H) = (-1)33.11.c-£-> = -c~) = -cn).(tl) = (-1).(-1).(+1) = 1. 

( ij) = ( 7tj") . ( ~) = ( i) = ( _ 1) 2 • 3 9.( 7 § ) = ( t) = 1. 

We beschouwen nog enige spociale gevallen. 
Voor (2.) vinden we (2.) (.E.) == (-1)-½(P-1), dus (l) = (-1)-½(p-1 \E). 

p p 3 p 3 
In het rechterlid is de eerste factor +1 of -1 voor p = 1 resp. 

·=--1(mod 4) en de tweede factor +1 en -1 voor p = 1 resp.'=--1(mod 3). Om 

de waarde van het product te kennen, moeten we p modulo 12 bekijken. En 

wel komt er +1 uit voor p ~ + 1(mod 12) en -1 voor p~ ! 5(mod 12); ande­
re mogelijkheden voor p hoeven niet bekeken te worden omdat peen priem­
getal ;/4 2~3 is. 

Evenzo (2.) == (f), dus +1 als p = ,:. 1 (mod 5) is en -1 als 
p ,/ 

p ~± + 2(mod 5) is. 

Door combinatie van de uitkomsten voor (.:.:1..) en Ci) kunnen we c;) 
algemeen berekenen. Voor p-= 1,-1 ,5,-5(mod 12) pis opvolgend ("t") = 

= 1,-1 ,-1 ,1. Dus 1 voor p =- 1(mod 6) en -1 voor P=- -1(mod 6), We vatten 
de verkregen resultaten in het volgende schema samen; in de tweede kolom 
staan de gevallen opgesomd~ waarin het betreffende restsymbool gelijk is 
aan +1 en in de derde die waarin het -1 is. 

(.=l) 1· <.2.> I (1) --+ ___ p ___ -1- p 

(4.6\,. +1 p:::: 1(mod 4): ~1(mod 8) - 1 P2 -1 ( mod 4 ) i . ;;:;::· +~,_..;..._...,.-i-;:+----.,....,.--~~..-----rr--.-~---";,.=,,...-r-~1""""1"~ 
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We gaan uit van de vergelijking x2-x-1=0 met de wortels i•:: =½( 1+ 1r5) 
en ·.:; =½(1-\.-5). Omdat 1 .l 2=1::+1 en~ = 1,,.-1 is, voor ieder geheel getal n> ,,.;,. 
,,, n te schrijven in de vorm uJ n = u uJ +w met· gehele rationale un en wn. 

n +1 n n 2 n ( ) ( ) Nu is u 1 ,,,)+w 1 = 11.) = u..J 1» = u u) + w 1v = u t.iJ +1 + w w = u +w w + n+ n+ n n n n n n 
+ u • Als echter aw +b = cw +d met rationale a, b, c, a, dan geldt a = c 

n db 
en b = d. Was n.l. a/ c, dan was t.lJ =-=- rationaal, hetgeen niet het c-a 
geval is, dus is a= c en dan ook b = d. Past men dit toe op un+1 uJ+ wn+1= 

=(un+wn)v)+un, dan volgt hieruit dat wn+1 = un voor alle n en un+1=un+un_ 1 
voor alle n. Verder is !AJ = u1 w +u0 , dus u0 = 0, u1 = 1. 

We noemen de rij un, bepaald door u0 = O, u1 = 1 en un = un_ 1+un_2 
de rij van Fibonacci. Voor deze rij geldt danw n = unu.'+ un_1 en evenzo 
--n 

~1 = un~•+ un-'1" Hieruit volgt direct 

(5.1.1) 
w n_u:,n 

un - w -Cv = 
n -n t..... -!.<• 

Di+. geldt zowel voor positieve als voor negatieve n, maar daar 

= 
wn-Wn n -n 1 n _, = (-)n- 4 u.' -~ = (-)n- u (immerstvw= -1) zijn 
(ww) V5 V5 n 

de elementen van de rij met negatieve indices niet interessant. 
kn ( )k Verder is voor natuurlijke k en n uknu...1 + ukn- 1 =W = unl<J +un_ 1 = 

k-j j ~ k k j j un- '1 u u . ) w + '- ( j) u - 4 un u j 1 . Om-
n J j=O n- -

dat u0 =0 is, 

(5.1.2) 

volgt hieruit 

(5.1,3) 

U ~ (k) uk-j uj u 
kn= t:.-. j n-1 n j' j=1 

u ~ (k) k-j j 
kn-1 = 1=b j un-1 un uj-1" 

Uit (5.1.2) volgt dat unJukn' of anders uitgedrukt: 

(5.1.4) Uit nfm volgt unfum. 

Nemen we in (5.1.2) en (5.1.3) k = 
2 2 

u2n-1 = un-1 + un, dus 

( 5 1 5) ( + ) 2 + u2 · • u2n = un un-1 un+1; u2n-1 = un-1 n' 

We beschouwen nu de elementen van de rij van Fibonacci, gereduceerd 
modulo een of ander priemgetal p, Daar er slechts eindig veel restklassen 
mod p zijn moeten 
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er v2rschillende natuurlijke getallen men n ZlJn zodat um;;:un (mod p) 

en um+1 ::: un+1 (mod p). Dan geldt blijkbaar voor iedere k, dat um+k=un+k 
(mod p). Stel m) n; dan is u -::. 0 (mod p) en u +1 ~ 1 (mod p). Er m-n m-n 
is dus een natuurlijk getal k, zodat ukc::::. o (mod p) en uk+1 ~ 1 (mod p). 
Noem C(p) het kleinste natuurlijke getal met deze eigenschap; we noemen 
C(p) de (grote) periode modulo p van de rij van Fibonacci. Als we met een 

vaste p werken schrijven we ook kortweg C. Naast de grote periode beschou­

wen we ook de kleine periode modulo p dat is het kleinste getal c(p) (of 

kortweg c) waarvoor geldt uc ~ O ( mod p) . 

We beschouwen nu de verzameling R der getallen aW+b, waarin a en b 

alle gehele (rationale) getallen doorlopen. Som, verschil en product van 

twee getallen uit R liggen ook in R (we zeggen daarom dat Reen ring is). 

We zeggen, dat het getal 0( in R deelbaar is op het getal /3 in R (ge­

schrevencxj /3), als er een getal ~ in R is, zodatO(~ =/3. Als o< een ge­
woon geheel getal m is en /3 = aw +b, dan is er een 1 = xw +y, zodat 

aw+b = m(xL-<J+y) = mx(.,.J+ my, dus a = mx en b = my, dus m\ a en m\ b. 

(5.1.6) Als 0< ,(',;;,I\ enf in R liggen, cfl o< en o(f, dan geldt 
J\>.()(+f/3. 

I ' [' (' ) _(' 

Immers o< = 5 o , /3 =7 (), dus 11 ex +f /~=(A ~ +f,/7) o • 
Also<. , f en J in R liggen heet cx congruent met ( modulo J ( geschre­

ven o< == (3 ( mod [ ) ) , als J 11.X - /3 . Dan geldt blijkbaar 
I ~ I 

( 5. 'l. 7) ex E o< ( mod cJ ) • 

(5.1.8) Uit O< _ (: (modb ~- volgt r~=o< (mod S ) . 
(5.1.9) Uit o(= r (mod 6 ) en f ==-J/ (mod O) volgt ex~ I (mod£). 

Verder kan men met congruenties rekenen op grond van de volgende 
stellingen. 

(5.1.10) Uito< 1:=:::.f 1 (modb) en o< 2~_/3 2 (mod&) volgtv< 1+ex. 2==-f 1+/3 2 (modll). 

(5.1.11) Uito< 1:::;j 1 (mod<l) encx 2-;;._/1 2 (modf) volgto<. 1-at.i=/3 1-f 2(mod6). 

(5.1.12) Uito< 1~13 1 (modJ) en o< 2 ::-!3 2 (modO) volgt O<,,,/Y. 2 -=(3 1 (12 (modtf). 

De laatste stelling wordt als volgt bewezen: uit S \0( 1-/3 1 en 

S\ 0( 2- f2 volgt 61 °'2( o< 1- f 1.)+ /31( ex 2-f 2) = °'1 °"2- f 1 P2· 
De vraag onder welke omstandigheden uitj/CX J//> (modl) volgt 

ex.= f ( mod 6' ) is hier moeilijker te beantwoorden dan in het geval van de 

gehele getallen, omdat we hier nog niet over een stelling over eenduidige 

ontbindbaarheid in priemfactoren beschikken. In hoofdstuk VI zal hier 
dieper op in worden gegaan. Voorlopig volstaan we met de opmerking, dat 

een gewoon priemgetal ontbindbaar kan zijn in R. Zo is b.v. 

11 = ( 2 /_)J + 3) ( -2 w +5) . 

(5.1.13) Als m een geheel getal is, geldt a1w+ b1 3 a2 (.,.(J+b 2 (mod m) dan 
en s lechts dan als a1 ~ a 2 ( mod m) en b 1 3 b2 ( mod m) , 
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Omdat u = O (mod p), geldt W c-== u 1 (mod p), d.w.z. We is con-e c-
gruent met een rationaal getal modulo p. Als omgekeerdW k congruent is 

met een rationaal getal r modulo p dan is ukw + uk-'1 .:: r (mod p)., dus 

uk= O (mod p). Het getal c kan dus ook gedefinieerd worden als het 
kleinste natuurlijke getal waarvoorw c congruent is met een rationaal 

getal modulo p. 

(5.1.14) Als a en b gehele getallen zijn en b / O, bestaan er gehele ge­

tallen q en r zodat a = qb+r en O < r ( I b( ( deling met rest). 
Om dit te bewijzen beschouwen we de verzameling der getallen a-nb, 

waarin n alle gehele getallen doorloopt. Deze verzameling bevat zeker een 

niet-negatief get al ( kies n = l a! a;I.s b ( O en n = - \al als b ) 0) • Noem 

het kleinste niet-negatieve getal in deze verzameling r (r = a-qb). Als 

dan r ~ I b I was, zou voor b )' O gel den O = l b I - b ~ r - b < r en 

r - b = a-(q+1)b en voor b < 0 gelden O = I b\ + b ~ r + b <r en 
r + b = a-(q-1)b. Dit is in strijd met de minimaliteit van r, dus r<._ \ b\. 

Als uk - O ( mod p)., schrijven we k = qc + r met gehele q en r en 

O -S- r < c ( de ling met rest), dan is uk-'1::;; Wk = (we) qwr = u~_1 Wr. 

Nu is uc ,,, 4 O (mod p); was n.l. u 1 ===. O (mod p), dan volgde uit bet 
- I I C-

fei t dat onk uc • 0 ( mod p) en ui t de recursieve be trekking die de rij 

van Fibonacci bepaalt direct, dat alle getallen uit de rij door p deel­
baar zouden zijn, hetgeen vonr u1 = 1 niet het geval is. Er is dus een 
geheel rationaal getal u- 11 (mod p) zodat u- 11 u -2::. 1 (mod p) 3 dus c- C- C 

-q r ( ) r uc_ 1 uk-'1 = (.-{) mod p , dus w congruent met eep. rationaal getal modulo 
p. Daar c het kleinste natuurlijke getal met deze eigenschap is, geldt 

l I • k ( c)k k r = O, dus ck. Als omgekeerd c 1k, dusk= qc is, geldt W = w =. uc_ 1 
dus uk ::. O ( mod p) • 

(5.1.15) uk-:= 0 (mod p) geldt dan en slechts dan als cjk. 
Hieruit volgt dus ook direct: 

(s.1.16) c\c. 
We schrijven C = vc. 
Uit de definitie van C volgt direct, dat Cook gedefinieerd kan 

warden als het kleinste natuurlijke getal, waarvoor uJ C 3::- 1 (mod p). Als 
k w = 1 (mod p), stellen we k = qC+r met gehele q en r en O ~ r < C, dan 

is 1 = u_; k = ( w C) qco r = wr. Omdat C het kleinste natuurlijke getal is 

waarvoor W C ~ 1 ( mod p) is r = 0, dus CI k. Als omgekeerd CI k, dus k = qC, 

geldt Wk = ( we) q = 1 (mod p). We hebben dus gevonden: 

(5.1.17) c0 k := 1 (mod p) geldt dan en slechts dan als c\k. 
' C ( c)v V V -Verder volgt ui t C = vc dat 1 =: cv = /.JJ = uc_ 1 , dus uc_ 1 -== 1 

(mod p). Als omgekeerd uw 1 =1, geldt 1 %,uw,,, =(0Jc)w =wcw, dus, 
C- C- I 

volgens (5.1.17), c\cw. We kunnen dus v ook definieren als het kleinste 
natuurlijke getal waarvoor u.v ,,, = 1 (mod p); anders uitgedrukt v is de c-, 
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exponent van uc_ 1 modulo p. Hieruit volgt v\p-1 (zie blz. 7). We zullen 

straks evenwel veel meer over v bewijzen. 

We onderstellen nu p=. + 1 (mod 10). Dan is (zie blz. 14) (2-)= 1, 
- p-1 p 

dus volgens het criterium van Euler {zie blz. 11) 5-z-:::. 1 (mod p), dus, 

wegens 5 = (2U.>-1) 2 , (21.v-1)P- 1 ==. 1 (mod p), dus (2lu-1)P::. 21.v-1 (mod p). 

Ontwikkelen we ( 2l.V -1) P volgens de binomiaalformule van Newton dan zijn 

alle termen behalve de eerste en de laatste deelbaar door p, dus 2P~;P+ 

+(-1)P= 2w-1 (mod p). Verder is 2P=. 2 (mod p), dus 2wP-1 =- 2W-1 

(mod p), dus 2W (w P- 1-·1) = O (mod p). Laat w P-1-1 = aw+b zijn, dan is 

p\ 2<,v(aw+b) = 2(a+b)w +2a, dus omdat p oneven is, P! a en pja+b, dus 

p\a en p/b. Dus w P-1 =- 1 (mod p). Dus c\p-1. .2.:.1 
We onderstellen nu p - + 3 (mod 10). Dan is ( 5) = --1, dus 5 2 = -1 

- p 
(mod p), dus (2w-1)P-1 = -1 {mod p), dus (2uJ-1)P:: 1--2W (mod p), dus 

2wP-1 = 1-2r,o (mod p), dus 2wP== 2(1-liJ) (mod p), dus 2wP+1 = -2 (mod p), 

dus w P+1 ::. -1 (mod p), dus W 2(P+1) = 1 (mod p), dus cj 2(p+1), Cfp+1, 

c I p+1. 

(5.1.18) Uit p.::. + 1 (mod 10) volgt c\clp-1; uit p = .± 3 (mod 10) volgt 

c\p+1, c!2(p+1), cfp+1. 

Er resten nog de gevallen p = 2 en p = 5. Nu is c(2) = C(2) = 3 en 

Ci5) = 5, C(5) = 20. 

Om het verband tussen c, C en v nader te onderzoeken, maken we ge­

bruik van net feit, dat we onze afleiding evenzo met win plaats vanw 

hadden kunnen ui tvoeren. Zo is ook w c:: u 1 ( mod p), dus u2 1 =::(w1.AJ) c = 
4 c- c-

= (-)c (mod p)., dus uc_1 =1 (mod p), dus v14, m.a.w. v = 1, v = 2 of 

v = 4. We onderscheiden drie gevallen. 

1°. c oneven; dan is u 2 1 ==. -1 (mod p), dus v = 4. 
C-· 2 

2°. c = 2d, d oneven. Dan is uc_ 1 ;:;; 1 (mod p), dus uc_ 1 :: + 1 (mod p). 

Als u 1 = -1 (mod p) is, is w 2d = w c z:. u 1= -1 = (-)d (mod p), 
ca c-

dus w = (-C:;)dw2d= (-w)d(-)d=Wd (modp), dus O ~ud (w-w) = 

= 2udw-ud(mod p), dus ud::o (mod p), hetgeen in strijd is met het 

feit dat c het kleinste natuurlijke getal is, waarvoor uc-:: O (mod p). 
Dus u 1 ~ 1 ( mod p) , dus v = 1 . 

c- 2 
3°. c = 2d, d even. Dan is u _1 ~1 (mod p), dus uc-a = + 1 (mod p). Als 

uc_ 1 =.1 (mod p), is w 28 =We:::::= uc_ 1 =:. 1 = (-) (mod p), dus li)d= 

=. 1»d (mod p), dus ucr==' o (mod p), hetgeen in strijd is met het feit 

dat c het kleinste natuurlijke getal is, waarvoor uc== O (mod p). Dus 

uc_ 1 -== -1 (mod p), dus v = 2. 

Dit geeft ons het volgende: 

c mod 4 V I C mod 8 

+ 1 4 4 

(5.1.19) 0 2 0 

2 1 + 2 
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Stel P ::: 11 of 19 (mod 20), dan geldt cj p-1 en 4tp-1, dus 4-t·c, dus 
v = 1. Stel p= 3 of 7 (mod 20), dan geldt C!2(p+1) en Cfp+1, dus C bevat 
meer factoren 2 dan p+1, dater ten minste twee bevat, dus 8/c, dus v = 2. 

Stel p =-.. 13 of 17 (mod 20), dan bevat C eveneens meer factoren 2 dan p+1, 

dater nu een en slechts een bevat, dus 4lc, 8fC, dus v = 4. Als p:::: 1 of 

9 (mod 20), kan v = 1, 2 of 4 zijn. Als v = 2 is, is Bj cjp-1, dus p ::::.1 

(mod 8), dus p::=1 of 9 (mod 40). 
Dit geeft ons het volgende: 

ip mod 20 l V c mod 4 C mod 8 I 

! 

I 
1 1,2,4 o,+ 1,2 o,+ 2,4 

3 2 0 0 
! 

V=2 

7 2 0 0 ! ______ . I 

( 5 _:_ 1 • 2~ ~l 9 1,2,4 0 ,.± 1,2 0 ,.± 2,4 v=2 slechts bij p::9(mod 40) 
11 1 2 + 2 

13 4 + 1 4 -
17 4 + 1 4 -
19 1 2 + 2 

We hebben nu de periodiciteit van de rij van Fibonacci modulo een 
priemgetal onderzocht. Hieruit is nu echter het gedrag modulo een samen-
gesteld getal af te leiden op een wijze die geheel analoog is met die 
bij de rij u = ru 1 (zie blz. 7 en 8). Zoals toen voor de periode modulo 

n n- c 
m gold, dat het het kleinste natuurlijke getal C was, waarvoor r:: 1 

( mod m), is het nu het kleinste natuurlijke getal C waarvoor 1,1.J C = 1 

( mod m) . 
We vinden nu evenals vroeger voor oneven p, dat als WC(p) E: 1 (mod pn) 

en u;C(p) / 1 (mod pn+'1), geldt C(ph) = C(p) voor h ~ n en C(ph) = 

= ph-nC(p) voor h) n. Er is ons geen priemgetal bekend, waarvoor n) 1 

is. Verder is c{4) = 6 en w 6 = 8w+13~ 1 (mod 22) en w 6 f= 1 (mod 23). 
( h) h-2 6 h-1 ' We vinden dan evenals vroeger, dat C 2 = 2 . = 2 .3 voor h ~ 2. 

Voor h = 1 blijkt het ook te gelden. 
s1 Su 

Als m = p 1 .•• Pu, geldt evenals { . s4 Su I 
vroeger C(m) = C(p1 ), ••• ,C(pu )r. 

.) 

Het hierboven gevondene levert ons ook hulpmiddelcn om de ontbinding 
in factoren van de getallen van Fibonacci snel uit te voeren. 0mdat voor 

ct!n geldt ud/un, delen we eerst de priemfactoren van ud (d doorloopt de 
delers van n) uit un (we behoeven ons daarbij uiteraard slechts te be­
perken tot de delers d1 = ..!l.. van n = p; ... p 8u). Voor de priemfactoren p 

P1 u 
van un, die dan nog overblijven geldt dan c(p) = n. Als dan 
p;; 1 (mod 10), dan is p-1 een n-voud en p-1 a. 0 (mod 10), 

p ::: 3 ( mod 10), dan is p+1 een n-voud en p+1 == 4 ( mod 10), 

P= -3 (mod 10), dan is p+1 een n-voud en p+1-=. 8 (mod 10), 
p = -1 ( mod 10), dan is p-1 een n-voud en p-1 ::: 8 ( mod 10). 
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We behoeven dus alleen priemgetallen te beschouwen, die n-vouden + 1 

zijn en daarbij alleen n-vouden, die op een o,4 of 8 eindigen; bij Oen 

3 zijn de n-vouden +1 en bij 4 en 8 de n-vouden -1 te beschouwen. 

Willen we b.v. u 27 = 196418 ontbinden, dan beschouwen we eerst 

u9 = 34 = 2.17. Nu is 196418:34 = 5777. We proberen eerst 2.27-1 = 53 en 
dit blijkt daarop inderdaad deelbaar met quotient 109 hetgeen 4.27+1 is. 

Dus u27 = 2.17.53.109. 

Nemen we u 23 = 28657, dan is 138 het kleinste veelvoud van 23 dat op 

0,4 of 8 eindigtJ maar 137 en 139 blijken niet.deelbaar te zijn op 28657, 

Het volgende bruikbare veelvoud van 23 is 184 maar 183 is niet priem. Het 

volgende bruikbare veelvoud van 23 is 230, maar dit is groter dan V28657, 

(Bij het zoeken naar de priemfactoren van een getal hoeven we nooit ver­

der te gaan dan tot de vierkantswortel van dat getal, want als een factor 

groter is dan die vierkantswortel, is het quoti~nt kleiner.) Dus is 28657 
priem, 

Het is niet zo dat als de index priem is, het getal van Fibonacci ook 

priem is, Neem b.v. u37 = 24157817, Eerst proberen we 2,37-1 = 73 en dit 

blijkt deelbaar te zijn op u 37 . Quoti~nt 330929. Dit is niet deelbaar door 

73, Daarna proberen we ~-.37 + 1 = 149 (147 is niet priem) en dit blijkt 

deelbaar te zijn op 330929. Quotient 2221. Nu zijn we klaar want V 2221< 

< 50, Dus u 37 = 73.149,2221. 
Het kleinste priemgetal waarvoor geldt dat het bijbehorende getal van 

Fibonacci niet priem isj is 19; u 49 = 4181 = 37.113. 

In de nu volgende paragraaf wordt nog een belangrijke getallentheo­

retische toepassing van de getallen van Fibonacci gegeven. 

§ 2 Getallen van Mersenne 

H.J.A.Duparc 

Als toepassing van het in de vorige paragraaf behandelde laten wij 

zien hoe daarmede onderzocht kan worden of een bepaald getal van Mersenne 

priem is of niet. 

Onder een getal van Mersenne verstaat men een getal van de gedaante 

2P-1, waarbij peen priemgetal is. Het is duidelijk dat 2m-1 voor samenge­

stelde m niet priem is, immers 2ab_1 is deelbaar door 2a-1. Bijgevolg kan 

een getal 2m-1 slechts priem zijn als m priem is, dus als 2m-1 een getal van 

Mersenne 1s. Niet elk getal van Mersenne is echter priem zeals blijkt uit 
11 2 -1 = 23.89. 

In 1644 beweerde o.a. Mersenne dat 2P-1 priem is voor p = 2,3,5,7,13, 

17,19,31,67,127,257. Later bleek dat dit niet geheel juist was en dat o.a. 
67 2 ·-1 samengesteld is. 

Een eerste uitspraak over de getallen 2P-1 is gedaan door Euler. 
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D Euler merkte op dat 2· -1 samengesteld is als p =. 3 (mod 4) en als q=2p+1 

priem is. Immers dan is q = 7 (mod 8) dus (vgl. hoofdstuk IV blz, 13) 

is het getal 2 kwadraatrest mod q, zodat het critertum van Euler (zie 

hoofdstuk IV blz. 11) ons dan leert (q•-'1) :91 (mod qL dus q!2P-1. W:L,l 

merken op dat Eulers opmerking slechts van toepassing kan zijn als pen 

2p+1 priem zijn, dus 2p en 2p+1 niet door 3 deelbaar zijn, dus als 

Jj2p-1 is, d.w.z. p = 2 (mod J), Eulers opmerking is dus slechts van 

toepassing als p -::::::.11 (mod 12) en als 2p+1 priem is. Dan is dus 2p+1 )2P-1. 

Voor p = 11 vonden wij dit resultaat reeds eerder. De eerstvolgende waar­

de van p waarop het behandelde van toepassing is, is p = 23, dus 47\223 -1. 

De mathematicus Lucas heeft een methode aangegeven, waarmede men 

voor een willekeurige ondeelbare p kan uitmaken of 2P-1 priem is. Wij 

zullen een spec iaal geval behandelen, waarbi j p =- 3 ( mod 4) is. Voor 

p := 1 (mod 4) verloopt het onderzoek op een analoge wijze. 

Alvorens Lucas 1 criterium te formuleren, beschouwen wij nog de in 

§1 van dit hoofdstuk behandelde rij u0 ,u1 , .•. van Fibonacci. Wij stellen 

v = c.un+,:0 n = u 2 :u . Dan heeft men zoals bij narekenen onmiddellijk 
n n n 2 

blijkt v = v 1+v 2 ; v0 = 2, v1 = 1; v2 = v - 2 (n > 2). n n- n- n n = 
Het criterium van Lucas luidt nu als volgt: 

Zij p = 3 (mod 4), dan is 2P-1jv p-1, als 2P-1 priem is en omgekeerd. 
2 

Bewijs: 

1°. Onderstel p = 3 (mod 4) en q = 2P-1 priem. Dus q =- 23-1 = 2 {mod 5), 
dus C~q){ q+1 = 2P; C(q)j 2(q+1) = 2P+1 . Bijgevolg 1s dan C(q) = 2P+1 , 

dus c,)2C(q) = -1 (mod q), dus 

2P \I 2P-1 2P 2P-1 _ 2P-1 
q (.,1.) + 1 (..AJ ( (0 + 1) = CJ + W = V p-1 · 

I 2 

Omgekeerd zij p = 3 (mod 4) en q\v2p_ 1 , dus 

p 1 p-1 \ p-1 p-1 p-1 P 
q \ w 2 - + G,) 2 I c0 2 ( w 2 + w 2 ) = w 2 + 1, 

dus 
0P 

(_,Jc.= -1 (mod q). 

Onderstel nu dat q = a1a 2 ..• ah . b1b2 .• ~bk' waarbij voor i=1, ... ,h 

en j=1, ... ,k de getallen a. en b. priem zijn en verder geldt 
1 J 

a.,:::: +1 (mod 10), b. = +3 (mod 10). 
1- - J -

Men heeft dan voor elk der bovengenoemde getallen i en j 
2P 2P cu = -1(a1 ); W = -1 (bj), 

dus 

dus 
C( ) 2p+1: C(b.) = 2P+1. , ai = , J 



Omdat a1 : _±1 (mod 10), is C(a1 ) )ai-1. Wegens (5.1.18), dus 
waarbij s. een natuurlijk getal is. Omdat b. = +3 (mod 10), 

1. . J - -
wegens (5.1.18)., dus b" = t.2P-1., waarbij tj een natuurlijk 

J J 
Pus 

2P - 1 = q =0 a.T(b. =7f(s 1 .2P+1+1) rr (t .. 2P-1), 
i l . J . . J 
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p+1 
a1 =Si. 2 +1, 

is C(b.)J2(b,+1) 
J J 

getal is. 

J l p J ,, 
waaruit direct volgt dat h = 0., k = 1., zodat 2 -1 slechts een priemfac-
tor b1 bezit en dus priem is. Hiermede is het criterium van Lucas bewezen. 
Als voorbeeld nemen wij p = 7 en hebben dan q = 27-1 = 127. 
Wij onderzoeken nu of 127\v64 . 

Nu is v2 = 3, v4 = v~-2 = 7, v8 = 

v16 = 472-2 =.48 (mod 127), 

V64::::16 2-2:i=O (mod 127). 
Het getal 127 is dus priem. 

2 7 -2 = 47., dus 

V 32 -=. 482 -2 :=.16 (mod 127), 

Door gebruik te maken van moderne rekenmachines is het criterium van Lucas 
oek te gebruiken bij grotere waarden van p. 
'. 

Ook voor getallen van de gedaante 2P-1, waarbij peen priemgetal is met 
p = 1 (mod 4)., geldt een criterium als het bovenstaande., maar daarbij moet 
men uitgaan van een andere recurrente rij van de tweede orde dan de rij 
van Fibonacci. Dergelijke rijen warden in hoofdstuk VI behandeld. Het 
criterium is ten slotte ook van toepassing op getallen van de gedaante 
a.2n-1 voor zekere waarden van a en n. Ook in die gevallen maakt men ge­
bruik van een bepaalde recurrente rij van de tweede orde. Met de behan­
delde methode is het getal 2127-1 gevonden., dat tientallen jaren het 
grootste bekende priemget~l was. De Mersennegetallen 2P-1 zijn priem ge­

bleken voor p = 2,3.,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127. In dit jaar is men; 
gebruik makende van de methode van Lucas>met behulp van moderne reken­

machines in staat geweest om aan deze rij nog toe te voegen de getallen 
p = 521, 607 en 1279, zodat het grootste ons thans bekende priemgetal 
21279 1 . 

- lS. 

Een vermoeden van Van Wijngaarden luidt, dat als P = 2P-1 een priem-
p 

getal is van Mersenne, dit o~k het geval is met het getal 2 -1. Het eerst-
volgende nieuwe priemgetal dat op deze wijze te vinden is vindt men dan 
door p = 13 te nemen; het zou dan het getal 28191 -1 zijn. Macht het ver­
moeden juist blijken dan is hiermede het bepalen van willekeurig grote 
priemgetallen geen probleem meer. Men neme slechts de in hoofdstuk I, §1 
behandelde recurrente rij 10, die ons willekeurig veel willekeurig grate 
priemgetallen oplevert. 
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0ntbindingen in priemfactoren van gehele algebraische getallen 

J.Verhoeff 

§ 1 . Ide alen en ringen 

0nder een binaire operatie op een verzameling V verstaat men een 

.f'unctie die aan elk geordend tweetal elementen uit V eenduidig een derde 

element ui t V toevoegt; men schri jft di t als (; ( a, b) = c of a+b = c of 

ab= c (algemene,additieve en multiplicatieve schrijfwijze). Een binaire 

operatie heet associatief als voor elk drietal elementen ~b enc uit V 

(afgekort a,b,cEV) geldt O'(a.i 0-(b,c)) = tJ((J'(a,b),c). Een binop heeft 
een rechts (resp. links) inverse als voor alle a,bf Vereen x (resp. y) 

bes taat:) zodat (J ( a, x) = b (resp. (} ( y, a) = b ). x en y heten de oplossin­

gen van (J ( a,x) = b en O·(y, a) = b. Een verzameling met een associatieve 

binop die een links en een rechts inverse heeft heet een groep. Hiervoor 

geldt het volgende: de oplossing van l'.J(a,x) = a; zij o dan is O'(b,o)=b. 
::Sewijs: y zij de oplossing van (}(y,a) = b dan is (i(b,o) = rJ({J(y,a),o) = 

= (t(y,(J(a,o)) = {t(y,a) = b voor alle b. 0ok is 0-(o,b) = b voor alle 

b; zij nl. b = 0-(o,x) dan is 0-(o.ib) = {J(o, 0-(o,x)) = 0-(0-(o,o),x) = 
= u(o,x) = b. Is nu ob de oplossing van U-(b,x) = b dan heeft men voor 

ob dezelfde eigenschappen dus 0--(o,ob) = o = ob. Is verder (} (a,x) = 
= (J( a, y) dan is x = y immers als a de oplossing is van o = (t (x, a) dan 

i S (} ( a, {J-( a, y) ) = (J ( a (} ( a;; X) ) = (J ( U ( a, a) , X) = (J ( 0 , X) = X = Y , 

Een groep heet Abels als zijn operatie commutatief is, d. i. (t ( a, b) = 
= O'(b,a). Heeft men op een Abelse groep Geen tweede associatieve binop 

P(a,b), die links en rechts distributief is t.o.v. de groepsoperatie, 

d.w.z. P(a, &(b,c)) = 0-(P(a,b)P(a,c)) en P(l9-(a,b),c) = 0-(P(a,c),P(b,c))., 
dan heet de groep een ring. Meestal schrijft men voor 0-(a,b) a+b en voor 

P(a,b) ab. Uit de distributiviteit volgt a0=0 immers ab+ 0 =ab= a(b+0)= 

= ab+a0. Op dezelfde wijze bewijst men 0a=0 uit de rechts distributivi­
teit van d2 V8rmenigvuldig:ing. Als b / 0 dan is er geen x zodat 0x=b of x0=b. 

De ring heet een scheef lichaam als de vermenigvuldiging een links en 

rechts inverse heeft, waarbij in bovenstaande definitie voor inverse a I 0 

moet zijn. In geval van een commutatieve vermenigvuldiging heet het een 

lichaam zonder meer. 

Een bekend voorbeeld van een ring vormen de gehele getallen met de 

gewone optelling en vermenigvuldiging als operaties. 0ok de restklassen 
mod m vormen een ring; deze ring kan echter nuldelers bezitten (in een 
ring heet een element a IO een nuldeler als er een element x IO bestaat 
zodat ax of xa nul is). Dit kan optreden als m niet priem is, bijv. als 
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m = ab; dan zijn de restkl&ssen van 3 en t m1ldelers. Een ~ommutatieve 

ring zcnder nuldelers noemen we een ir1:0griteit3gebied; bijvocrbeeld 
de ring der even getalleD. 

Een r1ng kan een cle~snt c bezitten (6~n g2na~ni), 3odanis dat ea= 
= ae = a. De ring der gehele 

getallen die niet bezit. 

Een deelverzar:1eline:r, 'JSn ,-een r:ng R, die: uet a en b ool{ hun V(:rschil 

bevat evenals het product ar (resp. ra) met een willekeurig element r ult 

de ring, heet een rechts1deaal ~resp. linksideaal). Eevat de verzameling 

beide producten dan heet ze een tweezijdig ideaal. In een commutatieve 

ring vallen deze drie begrippen samen; 1nen spreekt dan van een ideaal. 

Bevat een ideaal A twee elem~nten a en b dan ook a-a= Oen 0-b =-ten 
a ... ( -b) == a +b . 

Een ideaal data bevat zal dus oak 3a enz. bevatten evenals de 

producten sa mets in Ren de sommen van sa+na. De verzameling van alle 

elementen van de vorm sa+na 1s een ideaal; dit heet het ideaal vocrtge­

bracht door a; notatie (a). Een dergelijk ideaal heet hoofdideaal. Als de 

ring een 6~n heeft dan kan men voor sa+na schrljven sa+n(ea) = (s+ne)a = 

= s'a; het ideaal bestaat dan uit de veelvouden van a. Een ideaal voort­

gebracht door twee e lementen a en b bes ta t dan u1 t ,,,1 L .:',:,:::·k r1 s ,1. + :·b 

l . e .L ~-c is heet hoofdideaalring. De gehele 

getallen vormen een voorbeeld; het bcwijs hiervan berust op de deling 

met rest (RR 17). Bestaat een ideaal A niet alleen uit nul (anders waren 

we al klaar) dan bevat het een getal a f O dus ook -a en 6~n van beide ls 

positief. Neem het kleinste positieve getal uit het ideaal, noem het den 

zij been willekeurig getal uit het ldeaal. Dan zijn er gehele getallen q 

en rte vlndenJ zodat b = dq + r met O ~ r < d. 

In geval r > O hebben we wegens r = dq - b ,~ .A ( dq ( A en b E. P,) een tegen­

spraak met de minimaliteit van d, dus r =Oen b = qd. Dit laat zich als 

volgt generaliseren. Een commutatieve ring R heet Euclidisch als aan leder 

element a f O een niet negatief geheel getal g(a) toegevoegd met de volgcn­

de eigenschappen. 

1° Voor a/ 0 en b IO is ab IO en g(ab) ~ g(a). 
2o V · d t l · b . 1 ~ b t t .~ t 11 1' oar 1e~ere wee e_emen~en a en met a~ u ~es aau er een vuors e _ng 

b = qa + r met r = O of g(r) ~ g(a). Hieraan voldoet bijv. de ring der 

gehele getallen met g( a) = !al en de ring P[x] van de polynornen in x met 
n l 

rationale coeffici~nten, d. w. z. f E P(x] a.ls f = ~ a1 x met a, rationaal. 
l n 1=0 

Hier kan men voor g(f) de graad n nemen. 1° is ~ivlaal en 2° als a ~ i 
= L- a.x 

, 0 l 1::::: 

m of als b = o, dan voldoet q =Oen r == b en als 
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n~ m dan veronderstellen we tij vsste a ctg stelling bewezen voor poly­
nomen met graad ( m. Het polynoorn c = b - _E! xm-na is identiek nul of 

3 n b 
f d m m-n hee t een graa < m. In het eerste geval is r = O en q = - x en in het 

b!n n-m tweede geval hebben we c = q,12+r 1 ; dan vo ldoen q = q 1 + a x en r = r 1 . 
n 

In een Euclidische ring is elk ideaal ed1 hc,c1\lid1:.:,::11 ( ::-:) , w· ~··v:~n ieder 

element een veelvoud van a is. Het bewijs hiervan is analoog aan dat hier­

boven gegeven voor de gehelc getallen. In het bijzonder heeft een Eucli­

dische ring een een. De gehele ring is nl. een ideaal, dus een hoofd­

ideaal (a), en elk element is een veelvoud van a. In het bijzonder a= ea 

en b = qa = qea = be dus e is een e~n. In een integriteitsgebied R met 

een e~n e n0~~t men een element a deelbaar op b,(alb), als er een x be­

staat zodat ax= b. Een .element deelbaar ope heet een eenheid; deze 
,u-..(-t- •r,, ,1.('6,/..,_.,rt 1i4'>/, 

eenheden vormen een ~ Erem~nten die op elkaar deelbaar ziJn heten 

geassocieerd; hun quotient is een eenheid, immers ax= b en by= a, dus 

b = bxy xy = e. Verder zal een element p priem heten als het geen eenheid 

is en alleen deelbaar is door eenheden en d~or met p g~asso(1eerd~ ele­

menten. 
Wil men nu een willekeurig element schrijven als product van priem­

elementen dan zal dit slechts eenduidig kunnen ziJn op de volgorde van de 

factoren en op eenheidsfactoren na. In een hoofdideaalring geldt de stel­

ling van de,,eenduidige priemfactorontbinding: In een hoofdideaalring H 

is ieder element a dat geen eenheid is een product van priemfactoren 

a= p1 ... p 8 en als a= q1 ..• qt een tweede ontbinding van a in priemfac­

toren is dan is s =ten dan is er een permutatie (1 1 ... 18 ) van de getal­

len (1 ..• s) zoda~ig dat p. geassocieerc is met q1 . 
J j 

Bew.: Stel dat a niet het product is var. eindig veel priemelementen, dan 

is a niet priem en dus te schrijven als a1b1 met a1 en b1 niet geasso-

c ieerd met a. Nu moet 'voor a1 of b1 ev~meens gelden dat het niet het pro­

duct is van eindig veel priemelementen; laat dit vcor b1 zo zijn. Dan 1s 

b 1 = a2b 2 enz. en b = a 1b ~ waarbii voor alle ~ de factor b niet als n n+ n+1 u n 
product van ~indig veel priemfactoren is te schri:ven, an geen eenheid is 

en a= a1a2 .•• anbn. 
Besctouw nu de verzameling {rbj} = B van al:e producten van een of 

ander ele~e~t rE Hen een bj. Deze verzameling 5 is een ideaal, want 

rbj - stJ = (r-s)bjE Ben als k ( j dan is rbj-~bk = rbj-sak+1 .•• ajbj = 
= (r - S'.'lk+'1' •. aj)bjE B. B is een hoofdideaal dus B = (ubm) met uE. H. 

DAar bM€ Bis bm = vubm en (bm) = (ubm) = B. Voor bm+1 hebben we dan 

om+'1 ~ tbm, maar bm = am+1bm+'1 dus bm+1 = tam+1bm+~ en e = tam+'1" Hier­
uit vclgt dat am+1 een eenheid is, in tegenspraak ~et de veronderstellin~. 

Vocr de eenduidigheid gebruiken weals de klassieken de stelling: als p 
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een priemelement is waarvoor geldt plab en P{a dan geldt pjb. Om dit te 

bewij zen beschouwen we het ideaal voortgebracht door a en p. Di t is een 

hoofdide aal,' dus geldt ( ap) = ( d) . We hebben dus d = ax + py, a == sd en 
) 

P = td. Daar p priem is, is dus of d oft een eenheid, Als teen eenheid 

is dan pjd, dus plsd = a in tegenspraak met het gegeven. Dus dis een 

eenheid; dus is wegens bd = abx + pby en p/ ab,pjbct en pjb. Het bewijs is 
nu verder simpel. 

n m 
Stel a= JZ1 pi= l£i qi met pi en qi priem. p1 deelbaar op 7Tqi dus 

deelbaar op een qj, dus geassociaerd aan qj. Deel p1 en qj weg dan is er 
aan weerszijden een factor minder. 

Door dit proces herhaaldelijk toe te passen volgt het laatste deel 
van de stelling. 

~ 2. Algebra!sche getallen. 

In de vorige paragraaf beschouwden we verzamelingen met willekeurige 

elementen; thans echter zullen we uitsluitend verzamelingen V van complexe 

getallen beschouwen. Als operaties nemen we de optelling en de vermenig­

vuldiging; of dit inderdaad operaties op V zijn hangtvan V af, immers de 

som en het product van twee getallen uit V behoeven niet tot V te behoren. 

Is hieraan wel voldaan en behoort bovendien hun verschil ook tot V dan is 

de verzameling een ring, daar aan de andere eisen automatisch voldaan is. 

De verzameling is een lichaam als ze met twee getallen hun som,product, 
verschil en quotient (zo dat bestaat) bevat. We spreken dan van een ge­

tallenlichaam, waarbij we het geval dat nul het enige element is uitslui­

ten. Elk getallenlichaam K bevat het lichaam ~ der rationale getallen, 

zodat dit het kleinste getallenlichaam is. Immers K bevat een getal a IO, 
dus ook a/a= 1 en 1+1 enz., dus de gehele getallen, die we voortaan de 

gehele rationale getallen zullen noemen. Het quotient van twee gehele ge­

tallen moet dan ook tot K behoren en dus P~ K. De verzameling van alle 

complexe getallen is kennelijk ook een getallenlichaam en uiteraard het 

grootste. Andere voorbeelden zijn: 

'1° Alle getallen van de vorm a + b '/37 met a, b e. P; 

2° Als 1° maar a, b € K met K een willekeurig getallenlichaam; 
3° Alle getallen van de vorm a+bi met abE P ;~) 

4° Als 3° met a,be K (Keen willekeurig getallenlichaam); 

5° Alle getallen van de vorm ~t~~ waarbij f(x) en g(x) willekeurige veel­
termen zijn met coefficienten uit P en g(t) IO; 

6° Als 5° maar f(x) en g(x) met coefficienten uit een willekeurig get87-

lenlichaam K; 
7° Als 5° maar mete i.p.v. t. Hier is aan g(e) i O altijd voldaan als 

g(x) ;i O, wat we echter hier niet zullen bewi j zen. Men ziet gemakkelijk 
in dat in deze voorbeelden aan alle eisen is voldaan. --------------------

*) Dit zijn de zgn. getallen van Gausz. 
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s0 Als 6° maar mete i.p.v. t. 
In voorbeeld 1 hebben we een minimaal getallenlichaam dat \fir bevat en 
in voorbeeld 7 een date bevat. Een getal V"' heet algebra!ach over een 
lichaam K als V nulpunt is van een of ander polynoom met co~ffici~nten 
uit K, dat niet identiek nul is. Bestaat een dergelijk polynoom niet, 
dan heet 1J1 transcendent over K. In geval K = P spreekt men van alge­
bra!sch resp. transcendent zonder nadere toevoeging. Zo is bijvoorbeeld 
Ve transcendent, maar algebratsch over elk lichaam date bevat (nulpunt 

van x2 - e = O) . 
De polynomen over een lichaam K vormen een Euclidische ring K(x) (VI §1). 
De van nul verschillende getallen uit K zijn hierin de eenheden. Immers 
c.c-1 = 1 (1 is ook de een van K[x)~) en uit F(x)G(x) = 1 volgt F(x) = a 
en G(x) = a- 1 . De priemelementen, dat zijn dan de polynomen F(x) die niet 
te schrijven zijn als F(x) = P(x)Q(x) (waarin P(x) en Q(x) geen eenheden 
zijn,dus een graad > O hebben) heten irreducibel (over K). 
Bij een getal.'ll' dat algebra!sch is over K bestaat er dus een polynoom 
tp(x), zodat !f (#) = O; er is dan ook een polynoom f(x) met minimale 
graad n en. hoogste co~ffici~nt (dat is de co~ffici~nt van xn) gelijk aan 
1. We noemen 1J' algebratsch van de graad n. 
Stelling. Het boven beschouwde polynoom f(x) is irreducibel over Ken 
1s eenduidig bepaald. Het heet het canonieke polynoom van 1J'. 
Bewijs. Stcl f(x.)=f 1(x)f2(x) m~t graad r1(x)=n1) O danis f{1-)=f1('0'i)r2(i1')=0dus 
f 1 ( ✓vi,) = 0 (i = 1 of 2). Daar n1+n2 = n geldt n1 < ntmaar dan is 7.f' nul­
punt van een polynoom met lagere graad dan f(x) wat een tegenspraak geeft; 
derhalve is f(x) irreducibel over K. Stel er zijn twee dergelijke poly­
nomen f(x) en r*(x) beschouw dan g(x) = f(x) - r*(x). g(x) heeft een 
graad kleiner dan n (xn valt zeker weg) of is identiek nul. Het eerste 
geval kan niet daar g( --iJ) = O, dus f (x) = f:A<( x) . Elk get al a E K is alge­
bra!sch van de graad 1 over Kmet x-a als canoniek polynoom, 
Het minimale lichaam dat Ken 1f' bevat (het bestaat als doorsnede van 
alle lichamen met die eigenschap) heet het lichaam K(i") ontstaan door 
adjunctie van ?J-' aan K. Voorbeeld 6 is het lichaam K(t). 
Op dezelfde wijze kan men de adjunctie van meer getallen aan een getallen­
lichaam defini~ren. Notatie K(i,9'71,tr2) enz. De stelling dat de adjunctie 
van meer (eindig veel) algebra!sche getallen altijd gelijkwaardig is met 
de adjunctie van een geschikt gekozen algebratsch getal zullen we hier 
niet bewijzen. Een lichaam ontstaan uit K door adjunctie van een alge­
bra!sch getal ?f' heet een algebratsch getallenlichaam over K. De toevoe­
ging over K wordt weer weggelaten als K = P. 
Stelliqs. Als 1"" algebra!sch is over K van de graad n, dan is elk getal~ 
it ( 9-i) ' ' c n-1 1 L!. u Ki eenduidig te schrijven als ) = Y- a1 i,, waarbij a1c K. 

r;o 
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D aar ~ E K ( ? ) ge 1 d t ~ = ~ t ;;: ~ met P ( x) en Q ( x) E K [ x 1 en Q ( i9") 1' 0 . 
Stel f(x) het canonieke polynoom van ✓zJ>, dan geldt f(x){ Q(x) (anders 
Q( ,.,p,) = o) en f(x) priem dus is er, paar K[xJ Euclidisch is, een voor­

stelling d = f(x)p(x) + Q(x)q(x) waarin d een eenheid is (dus dE K) 

(zie RR 26). Derhalve d = Q(1J,)q(v~) en ~ = ~t·v'( = d-'1 q(,v,) .P(#) = 
= g(/Y-,) als g(x) = d-'1 q(x) .P(x). Wederom volgets 1 Euclides is 

g(x) = f(x) t(x) + r(x) met r(x) ~ 0 of graad r(x) kleiner dan n, dus 
~ n-1 , 
r) = g( /~) = r( 171) = L ai 1,rl. De eenduidigheid is eenvoudig; zij nl. 

~ = r(,#) = r*( fo) e~=~(x) -I r*(x) dan is p(x) = r(x) - r)\x) een poly-
n-1 ,,.,i,,i 

noom van een lagere graad dan n met f( 1,9-i) == O. z:: a1ut heet d8 c:anonieke 
. l=O 

voorstclling van~ . \/37 is alg8bra!sch van de graad 2, daarom bestaat 

P( V37) ui t getallen van de vorm a + b Vfr met a, b E P. 

Een algebralsch getal 1T zal geheel hGten als het nulpunt is van een 

polynoom met gehele rationale coefficienten en hoogste coefficient 1. 

We zullen laten zien dat ook hLt bij TT b~horendE canoniek~ polynoom ge­

hele rationale co~ffici~nten hcGft. 
Een polynoom met gehele rationale co~fficienten heet primitief als de 

g.g.d. van zijn coefficienten 1 is, Elk polynoom F(x) = z=a.x1 uitPQ<:}is e'en­
. 0 l i-

duidig te schrijven als c.F*(x) waarbij F*(x) primitief i; en een posi­
Pi tieve hoogste co~fficient heeft. Stel a, = - met p.q. geheel rationaal, 

l qi l' l 

( p 1' . ' ' 'Pm) 
(p1 ,qi) = 1 i = 0,, •• _.m dan voldoet c = -r -··-- } (sgn a ) . 

\ q 1 ' · · ' ' qm m * -,1c. 

Waren er twee van zulke voorstelljngen F(x) = c~F*(x) = c 2F (x) 
S· ~* I 

cj = t~ (j = 1,2) dan was s 1 t 2F-;¥(x) = s 2t 1F (x). Elke factor van s 1 t 2 
J 

deelt dan s 2tj wegens de primitiviteit van F~~(x) en omgekeerd en daar 

de hoogste cotlfficicnten van F* en F'>\<',* positief zijn is dan s 2 t 1 = s 1 t 2 
en dus ook F * = F*:H. Heeft F(x) gehele rationale coefficienten dan is c 

geheel rationaal. 
Stelling_van Gausz. H~<- product ,-.an twee primi tieve polynomen A(x) = 

n . m i 
=L,a.xl enB(x) =L bl.x is primitief, 

i=O l 1=0 
m+n . j 

Bewijs. Stel A(x)B(x) = C(x) = 7-- c .xJ waarbij dus cJ, = J_ a.b. 1 , dus 
j=O J .:..='-'O l J-

c j geheel. Stel C(x) niet primitief can is er een priemge~al p zodat 

P/cj voor alle j. Laat nu aK en b 1 de eerste coefficienten van A(x) resp. 

B(x) zijn_. niet deelbaar do1r p, dus pjaj j zK PiaK en pJbj als j~ 1 

Pfb1 , Daar p!cK+l = a0bK+l .:,. rt·\r,_, 7 _ 4 + ... + aK-lbl+1 +_.aKbl·•t"' .· 
+ aK+'1b 1_1 + ... + aK+lb0 _. geldt dan p/aKbl maar dat geeft een tegenspraak 
dus C(x) is primitief. 

Laat Tf een geheel algebra!sch get al zj jn, Er is dan een polynoom g(x) met 
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gehele rationale co~fficrnnten en hoogste co~fficii:!nt 1 ( g(x) is dus pri­

mi tief) zodat g( 77) = o. Noem het c anonieke polynoom van TT weer f (x). Nu 

1s g(x) = f(x)q(x)+r(x); hier moet r(x):::::: O gelden daar r('TT) =Oen 

graad r(x) < graad f(x) 1s. Maar f(x) = c 1r*(x) en q(x) = c2q*(x) met f*(x) 
en g1x)primiti~f en dus volgens de vorige stelling is f~(x)q~(x) primi­

tief. Dus g(x) = c1 c 2 (r*(x) .q*(x)), maar dan moet c 1c 2 = 1 zijn. Verge­

lijking van de hoogste co~ffici~nt links en rechts geeft c 1 = 1 dus 
f(x) = r*(x) en f.(x) heeft dus gehele rationale coefficienten. 

Een geheel, rationaal getal is een geheel rationaal getal. Immers het 
canonieke polynoom van een rationaal getal a is x-a; de co~fficienten 

hiervan moeten geheel rationaal zijn als a geheel is, maar dan is a ook 
geheel rationaal. 

Stellin~. Bij elk algebratsch getal Vis er een natuurlijk getal n te 
vinden zodat n 1' geheel ( algebra!sch) is. 

m • 
Bewijs. Er bestaat een polynoom g(x) = ~ a1 x1 zodat g( 1') = 0. We mo gen 

i=O 
de a1lgeheel rationaal nemen en a > 0 veronderstellen. 

_Q.. m m-1 x m m 1 Dan voldoet n = a daar av nulpunt is van a g(-) = x + am_1x - + m m m am 
m-2 m-1 

+ am-2amx + .• • + am ao. 
We zullen nu aantonen: 

A) dat de getallen van een algebra!sch getallenlichaam algebratsche ge­
tallen zijn, en 

B) dat de gehele algebra!sche getallen een ring vormen (zoals we van gehe­
le getallen gewend zijn). 

Hiertoc gebruiken we een hulpstelling: Een complex getal 0( is algebraisch 
over een getallenlichaam K, resp. geheel algebra!sch als erk complexe 

getallen ~ 1 ( i = 1, .•• , k) best aan., waarvoor geldt: 1° niet alle ~ . 1 s 

zijn nul en 2° o( ~j = t_ a1 . s. voor j = 1, .•• , k en ~.EK resp. a-.~ 
1=1 J l 1.J lJ 

geheel rationaal. 
k 

Bewijs. De k homogene lineaire vergelijkingen >": ( bi ,(;l{_· - a .. )x.=0 
· , _ { O als i -I j i=1 J . ·1 J ~ 1 c: 

voor j = 1, .•• ,ken o ij- 1 als i = j hebben een oplossing ( s. 1 , . .. , ';:,k) 

ongelijk aan de nuloplossing dus geldt /t1 jo( - a1 jl = 0. 

Dus is o(. nulpunt van het polynoom \~ijx - aijl = xk + ¥1xk-'1 + ..• 
•·• + ~ k dat hoogste co~ffici~nt 1 heeft en overigens co~ffici~nten uit K 

resp. gehele rationale co~fficienten heeft, zodat het gestelde volgt. 
Bewijs van A. O(fK(.1;1'). 'fralgebra!sch van de graad n over K .. f(x) zij 

het canonieke polynoom van ;J-. Stel f(x) = y_ aix1 , a = 1. We passen 
. O n i-

de hulpstelling toe met k = n en S. = ~1-1. De canonieke voorstelling 
j j n-'1 . l 

van CX if zij: o< rt' = L a1 J.fo 1 , waarbij ai" J.tE K, zodat aan alle eisen 
i=O 

is voldaan. 
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:l)e determinant I aij \ heet de norm van o< in K( V) ten opzichte van K. 

'Notatie )a1 j) = N(~ ). De norm van een element a uit K is an. Immers 

a1 j = abij en la[1 j\ == an. 
8 t e 11 i ng • N ( o( (3 ) == N ( o< ) • N ( (.3 ) • ol , (.I ~ K. 

Bewijs. Stel Ol -iJ j = ~ a .. -fr1 en (J ,9,j = 
1=0 lJ 

Y7 1 n-1 n-1 K n-1 
bi. = ~ b .. ?- aKi'fo == ~ 

J i=O lJ K=O K=O 
= d~ 

1=0 

Dus N( o<f3 ) = \ cKj I = · 1~1/ • J bij I volgens de productregel van determinanten. 

Stelling B. Zijn cl en (J algebra!sche getallen over K resp. gehele 

getallen, dan zijn o(. ±. (3 en C>(,(3 ook algebra!sch over K resp. geheel. 

Bewijs. Er bestaan polynomen p(x) en q(x) met hoogste co~ffic1~nt 1 

waarvan de coEif fici~ntt:;n getallen ui t K resp. geheel rationaal zijn zodat 

p ( o( ) = O en q ( (:> ) = O • Ste 1 p ( x ) = x n + a _ -1 x n - '1 + • • • + a0 en q ( x) = 
m m-1 n ' 

= x + bm--'1 x + ••. + b0 . We pas sen weer de hulpstelling toe en ,ml 
met k == nm en 

in een of andere 

Dan is o<. $ j 
nummering van de 

0 ~ N ( n en O ~ M <'.. m 

getallen o< N (3M. 

= o< N+'l (3M = een andere 
:,.. 

$ j of, nl. als N+1 = n, 

o{ s j n-1 K M 
= - Z aK~ r:, • 

K=O 
c nm I:: 

Dus in elk geval d '> • == z. aKj '?K 
J K== '1 

nm 
f3 S J. == :z:= bK · ~ K 

K=1 J 
evenzo 

~ nm ~ 
zodat ( o< + r-, ) s . == L ( aK. + bK.) ':> K 

J K=1 J J 
nm 

en o( (3 SJ· = Z:. cK. ~ K met cK. = 
K=1 J J 

waardoor het gestelde volgt. 

aKjE K resp. geheel rationaal 

bKj~ K resp. geheel rationaal, 

De gehele getallen vormen dus een ring evenals de gehele getallen van een 

algebra!sch getallenlichaam. 

De algebra!sche getallen vormen een lichaam, daar als C( :IO algebrarsch 
1 n i -1 

is c;( - dat ook is ( als ot nulpunt is van J:, a1 x dan is o<. het van 
n . 1=0 

Z a xn-i). Het is echter geen algebra!sch getallenlichaam (bewijzen W8 
i=O i 
hler niet). 

Eenheden zijn die gehele getallen E.. waarvoor E. - 1 ook geheel is. 

In de ring der gehele algebra!sche getallen kan men niet van prierngetal­

len spreken. Immers als 7T geheel is, dan is VF dat ook en -,r == Vri . V7r 
geeft een ontbinding ( VF geen eenheid als 7T dat niet is). 
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Dit heeft wel zin in de ring der gehele getallen van een algebra!sch ge­

tallenlichaam P(,v,). 

Alvorens hier verder op in te gaan bewijzen we twee stellingen. 

1°. De norm van een geheel getal is geheel rationaal en 
2°. Als van een geheel getal de norm + 1 is dan is het een eenheid en omge-• 

keerd. 
Stel ex E. n~~~JJ,) (-~ algebra'rsch van de graad n). We hadden (RR 29 onder-

aan) o< 1)-,j == t~ aij fJ,l waarbij de aij I s eenduidig bepaald ( zie HR ) 

en hier rationaal zijn. Bovendien (zie hulpstelling RR 29} is o( nulpunt 
n i van g(x) = det (& 1 jx - a1 j) = ~=;fix met N(o<) = +fo en /n = 1. 

Nu geldt de volgende hulpstelling: 
m , 

Als f(x) =; a1xl het kanonieke polynoom van 0( is dan is g(x) een 
i=O 

macht van f (x). 

Bewijs. Aan elk getal ex E P( -zJ,) kunnen we als boven een matrix Mo(= ( a1 j) 

toevoegen. Deze matrices vormen een ring met (ai .)+(b1 j) = (a, 1+b 14 ); 
n J lu J 

(a1 .)(b 1 .) = (C a1kbk .) en a(a1 .) = (a1 .)a= (aa1 j) en met ( J. j) = t:f 
J J k=O J J J 1 

als eenheid. Blijkbaar is Mcr+r= Mer+ MT: terwijl tevens M<rr.== Mo-Mr (zie 

bewijs van normproducteigenschap) en als at P geldt M8 = a'J. 
Daar f(o<) = 0, geldt dus ook .i=:. a1 lj A1 = M0 "" o, waarin A = Mt:,(. 

~ 
We defini~ren recurrent m matrices Ci als volgt C 1 =a~ en Ck 1 = m- m -
=¾ tJ + C~l (k = m-1, .•. , 1) of anders geschreven am 'J = Cm-'1 en a1c J == 

= Ck-1 - CkA m-:'.1 . m-1 . +1 m-'1 
St.el C(x) = C C1x 1 , dan is C(x) (vx - a) = L Cixl - L_ CiAx1 = 

i O i =O i=O 
m --1 = . m 1 /J' 

= Cmxm + {=1 (ci-1 - CiA)xl .. COA = ~ aiCix - ao - COA = 

== f ( x) ':J - ao :.:f - c O A • 

Voor x substitueren we 
m . 

nu A; dan krijgen we C( A). (~A-A) = 0 = C a1 IJ A1+ 
i=O 

- ao J - COA = - ao J - COA. 
Dus C(x) (0' x-A) = f(x)'J dus ook det C(x) .det('Jx-A) = det (f(x)-'1) of 

wel g(x) det ( C(x)) == { f(x)J n en dus g(x) l f(x)n. 

Daar f(x) irreducibel is geldt g(x) = c{r(x)} k met k ~ n. 

Vergelijking van de hoogste coefficient geeft c = 1. 

Bewijs 1°. Is nu D< geheel dan heeft f(x) gehele rationale coefficienten 

en dus g(x) = { f(x)}k ook en N(o<) = + f O is dus geheel rationaal. 

Bewijs 2°. Is o< geheel en is bovendien N(c<) = + 1 dan heeft het poly-
n -

noom xnJ"og(x- 1 ) = /o ~~ {ixn-i gehele rationale coeffici~nten en 

hoogs te co~ffic i~nt 1 ( = JJ ~ == ( +N( d ) ) 2 ) en ex -1 is een nulpunt. Dus is 

met o<.. ook o< -'1 geheel en o<. is een eenheid. Het omgekeerde volgt ui t 
N( <::I. ) .N( -x- 1 ) = N( 1) = 1. Nu zijn N( o<) en N( cx-1 ) geheel rationaal, dus 

N(cx.) == + 1. 
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Stelling. Is voor een geheel getal 1T€ P( ,J,) de norm priem, dan is 1T 

priem in de ring der gehele getallen van P(-#'). 

Bewijs. Stel Tr= O"T met gehele (J' en T uit P(,P,). 

Dan is N( Tr) = N( Cr') .N( '"t") dus, daar N( 1T) priem 1s, N( a') = .± 1 of 
N(T) = + 1. Dus of 0- of r een eenheid. 
We zullen nu de gehele getallen van een ~uadratisch getallenlichaam 
nader onderzoeken. Wij kunnen ons beperken tot getallenlichamen P(I/D) 

met D geheel rationaal, quadraatvrij en ongelijk O of 1. Immers ala r(x)= 
=x2 +a..x+'.:.i het canonieke µ::>lynoom van 1'-i 1s, dan is {}, = -½a±½~= c1+c 2 \/D 
waarbij D aan de boven-vermelde eisen voldoet en c 2 ~ O (anders is f(x) 

reducibel) • Het is eenvoudig in te zien dat P( c1 +c 2 VD) = P( VD) als 

c2 -I o. Vn 
Stel c< E P(VlS) we kunnen dan schrijven o< = m+1 D met geheel rationale 

m, n en 1 en ((m,n),1) = (m,n,l) = 1. 

Dan is 0( VD = nD1 VD en d- is dus nulpunt van ( zie RR 31) 

g(x)= 

2 2 m -n D 
12 

(x - ~) n 
- T 2 2 

X2 _ 2m x + m -n D 1 t = --- . Nu zijn de co~ffic ~n en 
1 12 

( -2m = N o< ) en .,- geheel rationaal als C( geheel is en omgekeerd. 

m2-n2D 2 Stel dus --- en~ geheel. Stel verder d = (m,1), dan hebben we 
12 .l 

a2 j12 jm2 .. n2D, dus a2{n2D, maar D quadraatvrij dus dfn2 • Hieruit volgt 
in verband met (m,n,l) = 1 dat d = 1. 

Uit 1j2m volgt dan 1\2. Als 1 = + 1 is alles in orde, dus alle getallen 
van de vorm m+n \ID, met m en n geheel rationaal, zijn geheel. Stel 1 = .±. 2, 

dan moet m2 ::: n2D1.(mod 4) gelden. Echter daar (m,1) = 1, geldt 
m2 = 1 ( mod 4). We kunnen dus alleen aan de eisen voldoen als D::1 ( mod 4) 

en n oneven is. 
Samenvattend: De gehele getallen in P(VD) zijn m+nV-D,met men n geheel 
rationaal, als D j 1 (mod 4) en m+~ VD met m en n beide even of beide oneven 

a 1 s D =. 1 ( mod 4 ) • 
We zullen nu een paar voorbeelden geven van priemgetallen. 
In P( v:§) zijn de getallen 2., 3 en ( 1.±, 1/=5) priem. 
Bewijs. N(2) = 4, N(3) = 9 en N(1+M) = 6. Een ontbinding in gehele 
getallen moet van de vorm ( a+b ~)( c+d V:§i) zijn, met a, b., c en d ge­

heel rationaal ( daar -5 i 1 ( mod 4)) • N( a+b V:S) .N( c+d V"=5) moet dan 4 

of 9 of 6 zijn. In elk geval dus N(a+bV:S) = a2+5b 2 = .±.2 of.±. 3 wat ken­
nelijk niet kan. 
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In P( V'1◊) zijn 2, 3 en ( 4+ V10) priem. 

Bewijs. Weer geldt N(2) = 4, N(3) = 9 en N(4+V'w) = 6. Ook hier is, daar 

10 ,= 1 ( mod 4) een factor van de vorm a+b \fio met a en b geheel r a tionaal. Maar 

N(a+bV10) = a 2-10b 2 = + 2 of.±. 3 is niet mogel1jk daar ± 2 en± 3 geen 

quadraatresten mod 10 zijn. 

Stelling. Als D <. O zijn er in P( VD) geen eenheden behalve eenheids­

wortels. 

Bewijs. 1° D "1=- 1 { mod 4) . Dan is E.. = m+n VD geheel als m en n geheel 

rationaal zijn en £ is een eenheid als m2 .,..n2D = +1 (-1 kan niet als 

D< 0). Deze vergelijking heeft de oplossingen m = + 1 en n = O. Dit 

zijn de enige als D < -1. Is D = -1 dan zijn bovendien m =Oen n = ± 1 
oplossingen. 

2° D = 1 ( mod 4) • In di t geval hebben we m2 -n2D = + 4 met m en n beide 

even of beide oneven. Nu geven m = + 2 en n = O weer de eenheden + 1. 

Di t zijn als D <'.: -4 de enige en ingeval D == -3 ::. 1 ( mod 4) zijn ook 

m = + 1, n = + 1 oplossingen. 

Als eenheden treden dan alleen op+ 1 en als D = -1 bovendien + i en in 

geval D = -3 ook +½+1 V'J, en di t zi jn eenheidswortels. 

In het re~el quadratische geval (D > O) is de situat1e gecompliceerder. 

Als voorbeeld nemen wij D = 5 . 
Hulpstelling. Er 1s in P(\/5) geen eenheid tussen 1 en W . 
Bewijs. Stel £ zo'n eenheid. Daar s= 1 (mod 4) mogen we voor E., schrij­

ven x+y2\/5, waarin x en y gelijke pariteit hebben en N(£) = 
2 -

X -5y2 
= 4 = + 1. 

is x-y\/5 = 2N( E. ) = .±1 d x-y Vs Nu 2 ~ ES us, daar c. > 1, hebben we -1 < 2 <'.1. 

Di t geeft met 1 < x+y2V5 < ½ + ½ V5 door optelling O < x < 1+½+½V5 < 2, 7. 
Dus x gelijk aan 1 of 2. Beide gevallen geven een tegenspraak; n.l. 

x == 1 geeft 1<. yV5 <.. V5 en x = 2 geeft o< yV5 <Vs - 1 <o,8. 
Stelling. In P(V5) = P(W) zijn er oneindig veel eenheden en dit zijn 

de getallen + wn voor n = o, + 1, + 2. We noemen W daarom de fundamen­

tale eenheid van P( VS). 
Bewijs. Daar N(wn) = (-1)n = + 1 zijn al deze getallen eenheden. 

Stel nu c een eenheid, dan is ook - £ het; een van beide is positief. 
St > . n n+1 el E O. Daar W > 1 is er een gehele rationale n zodat W ~ c < uJ • 

Ui t W n< £ < W n+4 zou volgen dat er een eenheid E.' = 8 j wn is zodat 

1 < e. 1 < w , dus 8. = W n. 

In P( 1/2) is 1 + V2 de fundamentale eenheid en in P( \/3) is 2 + V3 het 

(kan op analoge wijze bewezen worden). 

Dater in elk re~el quadratisch getallenlichaam een fundamentale eenheid 

is bewijzen wij hier niet. Het is een bijzonder geval van de eenheden-
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stelling van Dirichlet. 

We zagen reeds dat elk geheel getal uit een alger.ra!sch get len­

lichaam in eindig veel priemfactoren is te ontbinden. De eenduidigheid 

van de ontbinding is niet altijd verzekerd. Bij voorbeeld in P(V1~) is 

6 = 2.3 = (1+\,1-5)(1-V-5) zodat 6 twee eErentieel versch111ende ontbin­

dingen in priemfactoren heeft. 

Een voorbeeld van een re~el quadratisch lichaam waarin de eenduidighe 

niet geldt is P(\/10) waarin 2.3 ene++V10)(4-V10) twee verschillende 

priemfactorontbindingen van 6 zijn. In P( V 5) = P( w) gaat het wel goed. 

We bewijzen n.l. dat de gehele getallen in P(w) een Euclidische ring 

vormen. Dit is voldoende voor de eenduidigheid (zie RR 25). Voor de 

graad van een geheel getal 7T / 0 nemen we het natuurlijke getal I N(rr)/. 
Hier is N(p+qw) = p2+pq-q2 . 

Aan de eerste e1s gr(ab) ~ gr(a) 1s trivialerwijze voldaan., daar 

IN(ab) I= jN(a)I \N(t)I. 
Stel nu 1T en ,P geheel en p I- O (77,/Jf P(w)), dan is; ::::d = +a2 c;J 
met a1 ;a2 E P. Er zijn dan gehele rationale getallen b1 en b2 zodat 

!a1 -b 1 / ~ ½. Stel (3 = t 1+b 2 0..> en J/= a1-b 1+(a2-b 2)4J. Dan is TT=f(j.= 

= f /3 + .P J/ ( 2b +b ) +b V5 
Nu is J3 = 1 ~ 2 geheel daar 5 = 1 (mod 4), zodat Pf= 7T - /Jf..,ool<: 

/ / / 
geheel is. 

We zullen nu la ten zien dat als J' I O geldt O <'.'. I N(p /') I < ! N( p) I . 
Dit is zo daar !N(f) I = I (a1 --b 1 ) 2+(a2-t 1)(a2-b 2)-(a2-b 2 ) 2 j~ ¾ < 1. 

Waarmee het gestelde bewezen is. 
Voor D gelijk aan -11, -7, -3, -2, -1 vormen de gehele getallen uit 

P(VD) op dezelfde wijze een Euclidische ring. 
Voor D gelijk aan -19, -43, -67, -163 geldt dit weliswaar niet, maar hier 

1s de eenduidigheid nog wel in orde. Heilbronn en Linfoot hebben bew0zen 

dater hoogstens 10 1maginaire quadratische getallenlichamen zijn waar­
voor de eenduidigheid geldt. Voor het eventueel ontbrekende geval heeft 

Lehmer bewezen dat D < -5.109 moet zijn. 
De enige re~le quadratische getallenlichamen waarin de gehele getallen 

op de bovenbeschreven wijze een Euclidische ring vormen zijn die met 

D == 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, '17> 19., 21, 29, 33, 37, 41, 57 en 73. Hoewel 

P{V23) niet hieronder valt geldt hierin wel de eenduidigheid van de 
ontbinding. 
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2 We gaan uit van de vierkantsvergelijking x -ax-b=O met gehele 

rationale co~ffici~nten a en b en met b t O. Verder veronderstellen we, 
dat de discriminant D = a2+4b/O, d.w.z. dat de vergelijking twee 

verschillende wortels heeft, die we wen w zullen noemen. Deze wortels 

mogen rationaal of irrationaal (re~el of complex) zijn. Ze zijn in ieder 

geval geheel algebraisch. Voor de wortels geldt: 
- - - 2 (7.1) W + W = a, WW= -b, (w-w) = D. 

Omdat u...>2 = au..l+b en w 2 = aw+ b, geldt ook wn = unW+ vn en 
-n w = unw+ vn voor natuurlijke n met gehele rationale un en vn. Als W 

en W rationaal zijn, zijn door een van beide betrekkingen u en v 
- n n~1 

niet bepaald, maar door beide samen, wegens Wt W, wel. Nu is W = 
2 ( ) n+1 = unw + vn W = aun + vn w + bun en anderzijds 1s W = un+1w+ vn+1 · 

Hetzelfde geldt, als men W door w vervangt; dus er geldt vn+1 = 
= bu en u +1 = au + bu 1 . De rij u voldoet dus aan de recurrente 

n n n n- n n -n 
betrekking u = au 1 + bu 2 • Verder is t'.A...l = u w+ bu 1 en W = n n- n- n n-
= unw+ bun_ 1 . Omdat W = u1w+ bu0 en W = u1w+ bu0 , geldt u1 = 1 en 
(wegens bf 0) u0 = O. Het is dus niet de meest algemene rij, die aan de 

gegeven recurrente betrekking voldoet; we zullen ons evenwel voorlopig 

tot de beschouwing van deze rij beperken. 

Uit het voorgaande volgt 

(7.2) = 

Nu l·s ukn = wkn_u)kn - k-1 n(k-1-j)-inj w LA., Het rechterlid is geheel 
u n -n - · n UJ -W _ J= 

algebraisch, omdat u) en w geheel algebraisch zijn, het linl{erlid is 

rationaal; beide leden zijn dus geheel rationaal. Dit geeft ons: 

(7.3) Uit nlm volgt un\um. 

Evenals bij de vroeger beschouwde rijen gaan we nu de elementen van 

de rij modulo een natuurlijk getal m reduceren. Omdat er slechts eindig 

veel restklassen mod m zijn, zijn er twee natuurlijke getallen ken l 

te vinden, zodat uk;::. u1 ( mod m) en uk+1 = u1+1 ( mod m) . Hierui t volgt 

direct voor iedere natuurlijke n, dat uk+n'== ul+n (mod m). Anders dan 
bij de rij van Fibonacci, kunnen we de indices in de congruentie niet 

zonder meer verlagen. Immers buk_1 ~ uk+1 - auk= u1+1 - au1 == bu1_1 en 
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hierui t kunnen we pas tot uk-'1 = u1_1 concluderen, als we weten, dat 

(b,m) = 1. Veronderstellen we dit echter, dan vinden we, als we k > 1 

veronderstellen, uk-l = O ( mod m) en uk-l+'1 = 1 ( mod m): de rij is perio­

diek mod m. Is echter (b,m) / 1, dan vinden we slechts, dat de rij op 

den duur periodiek is mod m, met eventueel een beginstuk dat niet aan 

de periodiciteit meedoet. 

We noemen het kleinste natuurlijke getal C = C(m), waarvoor geldt 

dat er een natuurlijk getal k bestaat, zodat uk := uk+c (mod m) en 

uk+'1-= uk+C+'1 (mod m) de (grote) periode van de rij modulo m. Ala (b,m)=1 
kunnen we C(m) ook defini~ren als het kleinste natuurlijke getal, waar-

voor uC(m) = O (mod m) en uC+'1 = 1 (mod m). Als (b,m)=1, noemen we het 
kleinste natuurlijke getal c=c(m), waarvoor geldt uc-:::: 0 (mod rn) de 

kleine periode van de rij modulo m. 

Als P het lichaam van de rationale getallen is, beschouwen we het 

kleinste getallenlichaam dat W bevat, dat is, als w rationaal is, P 
zelf en, als W irrationaal is, het lichaam P (W) bestaande uit de 

getallen xw+ y met rationale x en y. In dit liohaam beschouwen we de 

ring R der gehele getallen; deze bestaat, als t;J rationaal is, uit de 

gehele rationale getallen en, als'"w irrationaal is, uit de gehele 

getallen van P ( uJ) . In hoofds tuk VI zi Jn de deelbaarheidseigenschappen 

van deze getallen uitvoerig nagegaan. In ieder geval is ieder element 

van de ring te schrijven als een product van priemelementen; deze 

schrijfwijze behoeft echter niet eenduidig te zijn. 

Op grond van het deelbaarheidsbegrip kunnen in R congruenties 

worden ingevoerd op geheel analoge wijze als we dat op HH 16 gedaan hebben. 

Omdat wn = u v...,1+ bu 1 en wn = u G,1 + bu 1 , volgt uit u = O (mod m) n n- n n- n 
dat Wn=. Wn (mod m). Stel nu dat voor het natuurl1jke getal m geldt 

(m,D) = 1. Dan volgt uit wn= wn (mod m), dat un(t.v-W) =o (mod m)., 

dus O =. u ( w - W) 2 = unD, dus u = O ( mod m). n n 

(7.3) Als (m,D) = 1, is un- O (mod m) dan en slechts dan als 
Wn = [Zin (mod m). 

(7.4) Als (m,b) = (m,D) = 1, is c(m) het kleinste natuurliJirn getal n 

waarvoor wn := u,Jn ( mod m) . 

Als we raet een vaste modulus werken schrijven we c resp, C voor 

c ( m), resp • C ( m) . 

Als nu ud-:=. O ( mod m), dan is wd:::: W d ( mod m) . Delen we nu d door 

c met rest: d = cq+r., dan vinden we ( wc)qwr == (wc)qwr, dus 
Wcq(Wr-Wr)::::. o (mod m); door vermenigvuldiging met Wcq(w-w) vinden 

we (-b)cqurD =o (mod rn), dus, als (m,D) = (m,b) = 1, ur= O {mod m), 

dus,wegens de minimaliteit van c., r = o, dus cja: Dat omgekeerd uit cfd 
volgt ud::::. O (mod m), is een gevolg van (7 ,3). 
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(7.5) Als (m,D) = (m,b) = 1 geldt, is ud 5 0 (mod m) dan en slechts dan 
ala c( m) J d. 

Uit (7.5) volgt direct~ 

(7.6) Als (m,D) = (m,b) = 1 geldt, is c(m)jc(m). 
We schrijven dan C{m) = v(m)c(m). 

Uit un 'iii O (mod m) en un+1 • 1 (mod m), volgt dat bun_1 E 1 (mod rn), 
n -n n -n 

dus LA) = £,.) ~ 1 (mod m). Als omgekeerd (~ == lJ ~ 1 (mod m) en (m,D}=1, 

dan volgt ui t ( 7. 3) dat un:; 0 ( mod m) en vervolgens ui t (..) n =- 1 (mod m), 

dat bun_ 1 , 1, dus un+1 = 1 (mod m). 

(7. 7) Als (m,D) = 1, is un = 0 (mod m) en un+1 ~.1 (mod m) dan en 
slechts dan als lJn = wn = 1 (mod m). 

(7.8) Als (m,b) = (m,D) = 1, is C(m) het kleinste natuurlijke getal n, 
n -n waarvoor lJ E (...) = 1 ( mod m) • 

Uit l0c 5 l:Jc = bu0 _ 1 = uc+1 volgt, dat tJkc : t..)kc "!!: u~+1 . Hieruit 

volgt: 

(7.9) Als (m,b) = (m,D) = 1, is v(m) het kleinste natuurlijke getal k, 

waarvoorg!ldt u:(m)+1 =1 (mod m) (d.w.z. de exponent van uc(m)+1 modulo 
m) • 

We beschouwen nu eerst als modulus een priemgetal p dat ~ 2, niet 

deelbaar op Den niet deelbaar op bis. We onderseheiden dan twee geval­

len, al naar gelang D wel of niet een kwadraatrest modulo pis 

I Dis kwadraatrest mod p. Nu is D = (W-2:)) 2 = (2l'..J-a) 2 = (2t"3-a) 2 . 
Dus 1 sn½(P-1) = (2c.J-a)P-1, dus (2l-J-a)P:: 2t...>-a, dus 2PwP-aP= 2Q-a, 

dus 2 ~P -a == 21.-J-a, dus lJ( &> P- 1 -1) :: O, dus -b(W P-1-1) =(JlJ{l,) o,-1-1) ~O 

en evenzo -b(t-0P-1-1) = o. Omdat p f b, geldt t.JP-1 :E 1 en /..JP- 4 :.1, dus 

cjp-1. 
II D is . nietrest mod p. Dan is -1: n½(P-1 ) = (21.J-a)P-1, dus 

(2W-a)P = a-2 ld, dus 2PwP-aP = a-2lJ, dus 2t...>P-a ~ a-2t0, dus 
2l0P =. 2(a-w), dus 2l,._iP+1 :: 2(ac:,J-lJ 2) = -2b, dus 2(lJP+1+b) =Oen 

evenzo 2(£0 P+1+b) = o, dus t . .) P+1 ::: -b en t3P+1 :::. -b, dus c I p+1. Noem e 

de exponent van -b modulo p, dan is /..J(p+1)e = z:j(P+4)e ::1, dus cje(p+1). 

III Als p}D,p f. 2, p { b, dan moeten we de gevallen dat &J en lJ ratio­

naal zijn of niet onderscheiden. Als lJ en lJ rationaal zijn, volgt uit 
p -p p-1 j . 

P\D = llJ-lJ) 2 , dat CJ=-W (mod p), dus u = lJ -lJ = L l.) iJP-1-J• 
P W -w j=O 

:::. pwP-1, dus c/p, dus c = p, daar c = 1 kennelijk uitgesloten is wegens 
- 2 u1 = 1. Als W en /.,,J irrationaal zijn, hebben we ( 2tJ-a) = D =- 0, dus 

0 = (2lJ-a)P:::::. 2PwP-aP-=. 2QP-a, waaruit ook weer c/p, dus c = P volgt. 

IV Als p = 2 en b oneven is,. dan heeft men voor a even, dat un ~ U.,.;.. 2 

dus c = C = 2. Voor a oneven heeft men u = u 1 +u 2 = u 3' due n n- n- n-
c = C = 3. We willen ook de periode van 4 bepalen. Als a= 2(mod 4), 

3 4 2. 2 den is u2 = a ~ o, en u4 = a +2ab 50 en a5 = a +3a-b+b :s 1., dus 

c = C = 4. Verder is u4 ~ o ( mod 8) . Ala a ar. O ( mod 4), dan is u2 • a 5 0 

en u3 = a2+b ·=- ±. 1 naar gelang b 3!i + 1 ts. Verder 1s u5 • 1., dus als 
b = 1, dan is c = c = 2 en als b = -1 dan is o = 2, C c 4. In bet laatate 
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geval is ook C ( 8) = 4. Als a:: + 1 en b == 1, dan is u3 ¥= o, maar 

u6 == a5 + 4a3b + Jab 2 = O en u 7 = a6 + 5a4b + 6a2b2 + b3 ::i:i. '1, dus 

c == C == 6. Als a 2.1, b = -1, dan 1s u 3 =- O, u4 = -1, u7 = '1 dus c -.. ·~ 

C = 6. Als a~ -1, b = -1, dan is u3 = O, U4 = 1, dus c = c = 3. Di::, 

geeft dus het volgende staatje: 

V 

1a,-b-...--c-( 4-) --c(4)j 

0 

0 -
1 

1 -
2 + -

1 

'1 

1 

1 

1 

2 

2 

6 

3 

2 

4 
6 

6 

4 4 

1 1 6 6 

L ___ 1 , - 1 I 3 3 
Als pj b, dan is u :::::- au 1 . Als·-~ 1 a en d · de exponent van a mod n n-

., ., 

dan is blijkbaar C(p) = d. Als p/a en plb, dan is C(p) = 1. 

Als pf b en pf D, dan geldt in ieder geval lJc~ uc+'l en Z?=t:.c·r'i' 
dus (-b)c:: u 2+1 . We willen nu iets over v afleiden. We noemen weer e de 

c 2e ce 

expon~Et ~an -b modulo p. Dan is u ,,...::,,ei::=:::-b)(c,e) ~1 dus v\ 2'.':-. 
c+1 - · - ' Tc, e; 

Verder geldt 

dus ( e ~ c ) j v . 

het geval als 

e 

(-b)cv = uc~~ F 1, dus e lcv, en verder c/cv, dus (e~~) /c'-'-
2e of v = ( ) • Het eerste is dan en slechts dm1 c,e 

e 
Dus V = ( } c,e 

e 
u 1 (c,e) ::::-1, het 

c+ tweede daG en slechts dan als 

uc+'1 ( c' e) = -1. We onderscheiden nu gevallen betreffende het aantal fac­

toren 2 in e en inc. 
'1° e bevat meer factoren 2 dan c; dit is dan en slechts dan bet geval 

e e ce 

als (c~e) even is. Dan is uc+'1(c,e) = (u~+1) 2(c,e) :E:(-b) 2(c,e) . Als 

ce 

v = {c~e)' dan is 1 =:. (-b) 2(c,e), dus (c~e) is even, wat niet het geval 

1s. Dus is v = (-c7:). Wegens 4/v}p-1 is danp"21 (mod4). 

2° c bevat meer factoren 2 dan e; dan is c even, c = 2d. Uit u~d'l 3. 

- (-b)c volgt dan uc+'l :s + (-b)a, dust-Jc-=.. _±(-b)a, dus (-b)dlJ = 
- 71 d; c - ( ) d - d d -d 1 t k · · t 1 t =- V\J <N .IIF + -b 6.J , dus (J := + l-0 . Het p us e en is ui ges o en 

e 

wegens de minimaliteit 
e de 

= (-'1){c,e) (-b)(c,e) e d ( c = -1 omdat ( ) oneven en ( . ) wegens ( e \ c,e c,e c, 1 

I 2e 
Dus ook nu 1s v = 1~ )" 

I•~ J 8. 
30 

c en e bevatten evenveel factoren 2 en zijn beide even. Dan zijn 

even) 

C e -n . o _ ( )d {c.,eJ en (c e) beide oneven. nvenals in geval 2 is uc+1 =- - -b . Verder 
' e e de 

is e = 2f' en (-b)f::::. _1 D 1 "fc,e) ~ ,_ 1 )(c,e) (-b)(c,e) = -· . ar, s uc+1 - \ 



fc 
- -(-b)(c.,e) ==' 1· omdat (c~e) oneven is. Nu.is dus v = (c~e)' 
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4° c en e zijn beide oneven. Dan kan v = ( e ) en v = ( 2e) zijn. c,e c,e 
Door combinatie van deze gevallen met de vroeger gemaakte gevalon-• 

derscheidingen valt nog meer af te leiden. In het vroegere geval II was 

c\p+1 en e/~-1, dus (c,e) = 1 of 2. Geval 3° is dan echter niet mogelijk. 
In geval 3° zou n.1. v = ½e zijn; maar l)½e(p+1) = (-b)½e = -1, in strijd 

met C = va}½e(p+1). Geval 1° levert dan de mogelijkheden c oneven, e 
even, v = 2e enc bevat een en slechts ~en factor 2, 4\e, v = e. Geval 

Q ft • I I 2 gee de mogeliJkheden e oneven, c even, v = 2e en e bevat een en 
slechts een factor 2, 4\c, V = e. Geval 4° geeft V = e of 2e. 

Om de periode van een samengesteld getal m nader te beschouwen ont-

binden we min priemfactoren: 
n macht p van een priemgetal p 

= lJC(p) :::. 1 (mod p). Noem k 
W C ( p ) :::.. W C ( p ) = 1 ( mod pk) , 

s 1 s. 
m = p1 ..• p.J. We behandelen eerst e~n 
met p ,,r D, p j b. We weten dan, dat WC~::·)~ 

het grootste natuurlijke getal waarvoor 
dan ·geldt blijkbaar C(ph) = C(p) voor 

~ 6 h ~ k. We kunnen dan op een wijze, die geheel analoog is met hulp­
stelling 1 op blz. RR 7, bewijzen dat voor oneven p geldt dat C(ph) = 
= ph-kC(p) voor h > k. Voor p = 2 moeten we C(4) bepalen, hetgeen hier­
boven daarom ook geschied is. Vervolgens bepalen we weer k door t..Jc( 4)::. 
== ZJC( 4 ) :::':::. 1 (mod 2k) dan is C(2h) = C(4) voor 2 .£ h ~ k en C(2h) = 

== 2h-kc(4) voor h 2 k. Ten slotte is, voor (m;D) = (m,b} = 1, C(m) het k.g.v, 
s 1 s 2 sj 

van C(p1 ), C(p 2 ), .•• ,C(pj ). Dat het inderdaad kan gebeuren dat de k 
van een oneven priemgetal > 1 is (bij de rij van Fibonacci was ons daar­
van geen voorbeeld bekend), blijkt uit de rij met a= 2, b = 1, dus de 
rij bepaald door u == 2u 1 + u 2, d. i. de rij o, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 

n n- n- 2 
169, 408, .•. Hierin is blijkbaar c(13) = c(13) = 7. Verder is 
u8 = 70 (mod 132) dus, wegens (7.9), is v(13 2) de exponent van 70 modu­
lo 132 . Nu is 702 ==.. -1 (mod 13 2), dus v(13 2) = 4. Hieruit volgt, dat 

C(13) = C(13 2) = 28. 



In de formules voor de perioden treedt de exponent e van-bop. 
Deze wordt bijzonder eenvoudig als b = ± 1. Als b = 1 is e = 2 en 
(e,c) = 1 of 2 naar gelang c oneven of even is en v = 1, 2 of 4 evenals 
bij Fibonacci. Als b = -1, is e = 1 en v = 1 of 2. 

Een willekeurige rij wn, die voldoet aan de betrekking wn =awn_ 1 + 
+ bwn_ 2 met beginwaarden w0 en·w1 is op te bouwen uit de overeenkomstige 
rijen un en vn die aan dezelfde recursieve betrekking met u0 = O, u1 = 1 

en v0 = 1, v0 = O voldoen. Dan is n.l. wn = w0vn + w1un. Nu is echter 
blijkbaar vn = bun_1 en dus is wn = w1u1 + w0bun_ 1 of 

lJn-(_-Jn ,.,n-1 rn-1 
wn = w1 ..., + bw (AJ - ~ 

W -w O 1,0 - t,,.J 

Hieruit volgt direct dat uit un ":::!. un+c(m) (mod m) volgt dat wn-=. wn+c(m) 
(mod m). De rij w is dus zeker periodiek modulo m met een periode C(m). 

" . n 
De eohte 11 periode, d.w.z. het kleinste natuurlijke getal 1, dusdanig dat 
de rij wn periodiek is modulo m met een periode 1, zou echter kleiner k:un­
nen zijn dan C(m). Dit blijkt het geval te zijn ala m een factor met w1 
en bw0 gemeen heeft. 
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De homogene recurrente rij van willekeurige orde. 
H.J.A.Duparc. 

§1 Hulpeigenschappen. 

Om voor homogene recurrente rijen van willekeurige orde periodici­
teitseigenschappen af te kunnen leiden voeren wij een aantal nieuwe be­
grippen in, die ons in de volgende paragraaf gemakkelijk de gewenste re­
sultaten zullen opleveren. 

Definitie. Een veelterm heet geheel als al haar co~ffici~nten geheel 
zijn. 

De gehele veeltermen vormen een ring. 
In bet vervolg zij f(x) een gehele veelterm, waarvan de co~ffici~nt 

der hoogstemachtsterm in x gelijk is aan 1. Zulke veeltermen noemen wij 
genormeerd. Als f(x) te schrijven is in de gedaante r1(x)f2(x) waarbij ook 
r1(x} en r2 (x) gehele veeltermen zijn, dan zijn r 1(x) en r 2(x) genormeerd. 

Definitie. Onder het residu mod f(x) van een veelterm g(x) verstaat 
men de ondubbelzinnig bepaalde veelterm r(x), waarvan de graad kleiner is 
dan die van f(x) (of die gelijk is aan nul) en die voldoet aan 

g(x) = q(x)f(x)+r(x), 

waarbij q(x) een gehele veelterm is. Kort gezegd: r{x) is de rest bij de­
ling van g(x) door f(x). 

Definitie. Zij m een willekeurig natuurlijk getal. Onder het residu 
modd f(x),m van een veelterm g(x) verstaat men de ondubbelzinnig bepaalde 
veelterm s(x), die uit het residu r(x) mod f(x) van g(x) ontstaat door 
daarin elke co~ffici~nt te reduceren mod m. 

M.a.w., is f(x) van de graad n, dan is het residu s(x) de ondubbel­
z:lnrig bepaalde veel term van een graad ~ n-1, waarvan alle co~ffici~nten 

gehele getallen ~ O en~ m-1 zijn, zodanig dat 

g(x) = q(x)f(x)+mt(x)+s(x), 

waarbij q(x) en m(x) gehele veeltermen zijn. 
Definitie. Bij gegeven f(x) en m zegt men dat voor twee gehele veel-

termen g(x) en h(x) geldt 
g(x) = h(x) (modd f(x),m) 

dan en slechts dan als g(x) - h(x) een residu modd f(x),m bezit dat gelijk 

is aan nul. 
Stelling 1. Men heeft g(x) = h(x) (modd f(x) ,m) dan en slechts dan 

als er gehele veeltermen q(x) en r(x) bestaan, die voldoen aan 

g(x) = h(x)+q(x)f(x)+mr(x). 

Bewijs. stel g(x) = h(x) (modd f(x) ,m). BiJ definitie is dan het ~.;;. 
sidu mod f (x) van g( x) - h(x) deelba.ar door !ft; dus er bestaan dan gehe1,.;: ... . ,, 
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veeltermen q(x) en r(x) waarvoor 

(1) g(x) - h(x) = q(x)f(x)+mr(x). 

Omgekeerd, stel dater gehele veeltermen q(x) en r(x) bestaan waar­

voor (1) geldt. Zij r 1 (x) het residu mod f(x) van r(x), d.w.z. er bestaat 
een gehele veelterm q1(x) met 

r(x) = q1(x)f(x)+r1(x). 

Dan is 

g(x) - h(x) = { q(x)+mq1 (x)} f(x)+mr1(x). 

Omdat de graad van mr1(x) ten hoogste n-1 is (ofwel mr1(x) = 0 is) 
en elk der coefficienten van r 1 (x) deelbaar is door mis het residu van 

g(x)-h(x) modd f(x),m gelijk aan nul. 
De veeltermen die modd f(x),m een residu nul bezitten, vormen dus 

een ideaal in de ring der gehele polynomen. Dit ideaal wordt voortge­
bracht door f(x) en m. 

Daar dit ideaal ook voort te brengen is door r1(x) en m, waarbij 

r1(x) = f(x)+mt(x) (hierbij is t(x) een willekeurige gehele veelterm) 
heeft men: 

Stelling 2. Als g(x) = h(x) (modd f(x),m), dan is g(x) = h(x) 
(modd r1 (x),m), waarbij r1(x) = f(x)+mt(x) met gehele t(x). 

Stelling 3. Uit g(x) = h(x) (modd f(x),m) en g1(x) = h1(x) 
(modd f(x),m), volgt 

g(x) + g1(x) = h(x) + h1(x) (modd f(x),m) 
en 

g(x)g1(x) =: h(x)h1(x) (modd f(x) ,m). 
Bewijs. Op grond van het onderstelde bestaan er gehele polynomen 

q(xL q1(x), r(x) en r 1 (x) met 

g(x) = h(x) + q(x)f(x) + mr(x); q1(x) = h1 (x) + q1(x)f1(x) .+ mr1(x). 

Optelling resp. aftrekking dezer resultaten geeft op grond van stelling 1 
onmiddellijk de eerste twee beweringen terwijl vermenigvuldiging leert dat 
geldt 

waarbij men kan nemen 

en 

r 2(x) = h(x)r1(x) + h1(x)r(x) + q(x)f(x)r1(x) + q1(x)f(x)r(x) + 

+ mr(x)r1(x). 

Stelling 4. Als g(x) =: h(x) (modd f(x),m 1) voor 1 = 1.,2, waarbij 
m1 en m2 onderling ondeelbaar zijn., dan is g(x) = h(x) {modd. f(x) xm1m2) en 
omgekeerd. 

Bewijs. Zij g(x)=:: h(x) (modd f(x).,m1) voor 1 = 1,2. , 
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Van het residu r(x) mod f(x) van g(x) - h(x) is iedere term deelbaar zo­
wel door m1 als door m2, dus omdat m1 en m2 onderling ondeelbaar zijn, 
ook door m = m1m2 . Dus g(x) = h(x) (modd f(x) ,m). 

Omgekeerd, zij g(x):;:::: h(x) (modd f(x),m). Dan is iedere term van 
het residu mod f(x) van g(x) - h(x) deelbaar door m, dus door m1 en m2, 

waaruit de beweringen volgen. 

Gevolg. Het onderzoek of g(x) = h(x) (modd f(x),m) is trrug te 

brengen tot het onderzoek of geldt g(x)= h(x) (modd f(x),pi 1 ) voor 
r r · 1 s 1 = 1, .•• ,s, waarbij m = p1 ... p 8 en p1, .•• ,p5 verschillende priem-

getallen zijn. 
Alvorens een verder resultaat af te leiden, trekken wij eerst nadere 

conclusies uit het vroeger behandelde. 
Bij willekeurig priemgetal p vormen de restklassen mod peen lichaam. 

Het enige dat hiertoe na het vroeger behandeldenog opgemerkt dient te 
wordc:1. is dat em natuurlijk getal a dat niet door p deelbaar is, mod p een 
inverse bezit. Dit volgt direct uit het feit dat de GGD van a en p, die 
dan gelijk is aan 1, te schrijven is in de gedaante 1 = ax+py, met gehele 
x en y (zie hulpstelling 2, RR 5). Men heeft dus ax= 1 (mod p), waarmede 
de bewering bewezen is. 

Thans passen wij een eigenschap toe van hoofdstuk VI (RR 24), die 
zegt dat de polynomen, waarvan de co~ffici~nten in een lichaam liggen, 
een Euclidische ring vormen. Op blz. RR 25 is bewezen dat ~n een Eucli­
dische ring elk element een ondubbelzinnige ontbinding bezit in priem­
elementen. Bij gevolg heeft men: 

Stelling 5. De mod p gereduceerde gehele veeltermen zijn op ondub­
belzinnige wijze te ontbinden in priemelementen. Die priemelementen zijn 
hier dus mod p irreducibele polynomen. 

Definitie. Wij noemen twee polynomen onderling ondeelbaar mod p, 
als er geen polynoom van een graad ~-1 bestaat, dat mod pop beide deel­
baar is. 

Stelling 6. Als g( x) = h(x) ( mod f 1 (x), p) ( i = 1, 2) waarbij f 2 (x) 
en r1(x) geen niet constante gemeenschappelijke factor mod p bezitten, 
dan is g(x)- h(x) (mod f(x),p), waarbij f(x) = r1 (x)r2(x) en omgekeerd. 

Bewijs. Stel g(x)= h(x) (mod r1 (x),p) (1 = 1,2)._Er bestaan gehele 
veeltermen q 1 (x) en ri(x) (1 = 1,2), zodanig dat 

g(x) - h(x) = q1 (x}f1(x) + r 1 (x)p; 

g(x) - h(x) = q2(x)f2(x) + r 2(x)p. 

Na aftrekking vindt men dan 
q 1 (x)f 1 (x) = q2 (x)r2 (x) (mod p). 

Omdat mod p de veelterm r1(x) rela.tief priem is met r2(:r.), moet op grond 
der ondubbelztnnige ontbindbaarheid mod p van de veelterm q1{x)f1(x) 
(stalling 5) de veelterm r1(x) deelbaar zijn op q2(x), dus q2(x}=f(x)q(x) 
met gehele q(x). Hteruit volgt dan 



g ( x) = h ( x) + f 1 ( x) f 2 ( x) q ( x) ( mod p), 

dus 
g(x) = h(x) (modd f(x),p). 

Omgekeerd, als g(x) - h(x) (modd f(x) ,p) is direct duidelijk dat 

g(x)= h(x) (modd fi(x),p) voor iedere fi(x) die deelbaar is op f{x). 
Stelling 7. Voor ieder geheel polynoom g(x) dat niet door p deel­

baar is geldt (g(x))pN- 1 := 1 (modd f(x),p), waarbij N de graad van f(x) 

is en f(x) irreducibel is. · 

Bewijs. Men beschouwt de pN-1 van O verschillende veeltermen 
( ) N-1 ( N . v1 x == a0 +a1x+ .•• +aN_ 1x i = 1, ... ,p -1), waarbiJ elk der co~fficH!n-

ten a0 ,a1 , ... ,aN_ 1 elk der waarden 0,1, .•. ,p-1 kan aannemen. Verder 

beschouwt men de modd f(x),p gereduceerde polynomen g(x)v.(x), die wij 
l 

w1 (x) zullen noemen. Ui teraard heeft men p f w1 (x), dus w1 (x} '¥ O (mod p) 

"1en voor i /. j heeft men w1 (x) -/ w /x) dus w1 (x) ~ w /x) 'f- 0 (mod p). , 

,~i;Derhalve vormen de veeltermen wi(x) (i = 1, .•• pN-1) een permutatie van de 

?veeltermen vi(x) (i = 1, .•• ,pN-1). Zi.i v(x) hun product. Dan krijgt men 

uit wi(x) = g(x)vi(x) (modd f(x),p) voor i = 1, ..• ,pN-1 na vermenigvuldi-

ging N 
v(x) = (g(x))p - 4 v(x) (modd f(x),p), 

dus er bestaat een gehele veelterm q(x) met 

N 
v ( x) ( ( g ( x) ) p - 1 - 1) = q ( x) f ( x) ( mod p) • 

Omdat f(x) irreducibel is en f(x) f v1 (x) (i = 1, .•. ,pN-1) leert stelling 

5 ans dat mod p geldt 

f(x) l (g(x))PN-1 - 1, 

waarmee de bewering bewezen is. 
Opmerking. Voor het onderzoek van zekere recurrente rijen kunnen 

wij volstaan met het geval dat g(x) =xis. Dan heeft me~ 

N 
xP -'1~ 1 (modd f(x),p) 

waaruit wij verdere conclusies zullen trekken. 
Definitie. Het kleinste natuurlijke getal C waarvoor bij gegeven 

f(x) en m geldt 1/ E::: 1 ( modd f(x) ,m) noemt men de grote periode 

C = C(f,m) van x modd f(x),m. 
Stelling 8. Men heeft xhC = 1 (modd f(x) ,m) voor na.tuurliJke h en 

omgekeerd als xn = 1 (modd f(x) ,m), aan is n een veelvoud van C. 

Bewijs. Het eerste deel der bewering volgt uit stelling 3,. 
tweede deel te bewijzen stellen wij n == qC+s, waarbij q g<aheel 

O ~ s ~ q-1. Dan zijn er gehele veel term1;:n q1 (x} en :r,i (x} ( 1 • 

vinden waarvoor geldt 

xn = 1 + q1(x)f(x) + mr.,/x} (want xn;:::::; 1 



xqc= 1 (modd f(x) ,m)), 
dus 

dus 

x8 = 1 (modd f(x),m), 

waaruit op grond der minimaaleigenschap van C volgt dat s = 0 is. 
Dus C I n. 

Definitie. Onder het getal c(f,m) verstaat men het kleinste natuur­
lijke getal c waarbij een geheel getal r te vinden is met x 0 = r (modd 
f(x),m). Uit x 0 = r (modd f(x),m) volgt direct voor elke natuurlijke h 
de bewering x0h= rh (modd f(x),m). 

Stelling 9. Als m relatief priem is met de bekende term b van f(x) 
en als een getal n de eigenschap bezit dater een geheel getal s bestaat 
met xn := s (modd f{x) ,m), dan is c j n. 

Bewijs. Stel n = qc+u, waarbij q geheel is en O ~ u ~ c-1. Dan is er 
volgens het voorafgaande een geheel getal t te vinden met 

xQ.c= t (modd f(x) ,m), dus s = xn = xqcxu = txu (modd f(x),m). 

Nu volgt uit xqc= t (modd f(x),m), dater gehele veeltermen g(x) en h(x) 
bestaan met xqc = t + g(x)f(x) + mh(x). Wij nemen in deze formule achter­
eenvole;ens x = w 1 , w2 , ..• , WN, waarbij w1 , .•• , WN de wortels zijn der 
vergelijking f(x) = 0. Dan vindt men W{c = t + mh(W 1) (i = 1, .•• ,N), dus 
na vermenigvuldiging 

n N 
= ]T (t + mh(W 1):: t (mod m). 

i=1 
Daar b en m geen factor gemeen hebben, hebben ook ten m geen factor 
gemeen zodat dan de inverse t-1 van t mod m bestaat. Uit txu= s (modd 
f(x),m) volgt dan xu= st-1 (modd f(x},m), dus op grand der minimaliteits­
eigenschap van c krijgt menu= O, dus c in. 

Gevolg. Stelt men bij (m,b) = 1 het getal v(f,m) ~ ~~~;~~' dan is 
v(f,m) geheel, 

Om nu de exponent C(f,m) te bepalen van de veelterm x onderstellen 
r 1 r 

wij dat m = p1 ..• p 6 
8 , waarbij p1, ••. ,p8 verschillende priemgetallen 

zijn. 
Stelling 10. Het getal C(f,m) is het kleinste gemene veelvoud g der 

. ri 
get~lieh C(f,p1 ) (i = 1, .•• ,s). 

Bewijs. Volgens stelling 4 volgt uit 

xC(f,m)= 1 (modd f(x),m} 
dat 

(i = 1, ..• ,s), 
r. l 

waaruit stelling 8 ans leert dat voor i = 1, .. • ,s geldt C(f,p1 1 ) l C(f,m), 

dus gj C(f,m). 



Omgekeerd heeft men 
r, 

C(f,p. l) r 
x J. = 1 (modd f(x),p 1 1 ) (i•- 1, .•. ,s), 

dus volgens stelling 8 geldt 
g ri 

x = 1 (modd f(x),pi ) (i = 1, ... ,s)s 

waarna stelling 4 leert dat xg = 1 (modd f(x) ,m) is, dus volgens stelling 

8 heeft men dan C(f,m) I g. Hiermede is bewezen g = C(f,m). 
Op geheel analoge wijze vindt men: 

Stelling 11. Als (m,b) = 1, is het getal c(f,m) het kleinste gemene 
r. 

veelvoud der getallen c(f,p, J.) (i = 1, ..• s). 

;Stelling 12. C(f,p) I C(f,pr) I pr-1c(f,pr). 

Be~ijs. Uit xC(f,pr) = 1 (modd f(x},pr) volgt wegens stelling 4 dat 

xC(f,pr)::: 1 (modd f(xLp), du.:! wegens stelling 8 dat C(f,p) \ C(f,pr). 

Verder bestaan er gehele veeltermen q(x) en r(x) met 

xC(f,p) = 1 + q(x)f(x) + pr(x). 
Dus 

r-1 ( ) r-1 
xp C f,p = (1 + q(x)f(x) + pr(x))P 

r-1 
= (1 + pr(x))P + 

+ q 1 (x)f(x) -1 (modd f(x),p), 

waarbij q1 (x) een gehele veelterm is. 

Gevolg. C(f,pr) = p 8 C(f,p), waarbij s gelijk is aan een der getallen 
0,1, ..• ,r-1. 

Op geheel analoge w1Jze vindt men 

Stelling; 13. Als p ,r b dan geldt c(f.,p) f c(f,pr) j pr-1c(f,pr). 

Gevolg. c(f,pr) = p 8 c(f,p), waarbij s gelijk is aan een der getallen 

0,1, .•. ,r-1. 

Uit deze resultaten volgt onmiddellijk 

Stelling 14. v(f,pr) = p 8 v(f,p), waarbij s gelijk is aan een der ge-

tallen 0,1, .•• ,r-'1. t t 
Stelling 15. Als f(x)= (~(x)) 1 .•. (fs(x)) s (mod p), waarbij 

r1 (x), .•• ,f 8 (x) verschillende mod p irreducibele polynomen zijn,tfan is 
C(f,p) gelijk aan het kleinste gernene veelvoud g der getallen C(f1 ,p) 

(i == 1, ... ,s). 
Bewijs. Uit xC(f,p) = 1 (modd f(x),p) volgt met stelling 6 direct 

xC(f,p) -- 1 (modd (r1(x))t1 ,p), dus wegens stelling 8 geldt 

t. l I C(f1 i,p) , C(f,p) voor 1 = 1, .•. ,s, dus g C(f,p). 
Verder volgt uit 

ti 
.,,.C(f1 ,p) 
_,,_ 

wegens stelling 8 dat 

t-: 
1 ( mod ( f 1 ( x) ) "- , p) { i = 1, . . . , s ) , 



t 
xg = 1 ( modd ( f i ( x) ) i, p) ( i = 1, ... , s)., 

waarna stelling 6 leert dat xg = 1 (modd fQx) ,p), dus wegens stelling 8 
geldt C(f .,p) I g. Hieruit volgt C(f ,p) = g. 

Op geheel analoge wijze toont men aan 
t1 · t 

Stelling 16. Als p { men als f(x) = (r1 (x)) ... (fs(x)) s (mod p), 

waarbij r1(x), ... ,fs(x) verschillende mod p irreducibele factoren zijn, 

dan is c(f,p) gelijk aan het kleinste gemeenschappelijke veelvoud der ge­
t. 

tallen c(r1 i,p) (1 = 1, .•. ,s). 

Stelling 17. C(f,p) I C(ft,p) f pqC(f,p), waarin q het kleinste niet 

negatieve gehele getal i; met t !E: pq. 

(ft ) t C{ft ) 
Bewijs. Uit xc ,P = 1 (modd f ,P) volgt direct x ,P = 1 

(modd f,p) dus wegens stelling 8 

C(f,p) l C(ft,p). 
Voor t = O is ook het tweede deel der bewering duidelijk, want dan is 

q = O. Zij de bewering bewezen voor alle t ~ pq. Dan bestaan er gehele 

veeltermen g(x) en h(x) met 

xpqC(f,p) = 4 + g(x)(f(x))t + ph(x) 
dus 

dus 

xpq+4c(f,p) = [1 +g(x)(f(x))t +ph(x)]P 

1 + (g(x))P(r(x))tp (mod p), 

voor 

Hiermede is de bewering bewezen. 
Gevolg. C(ft,p) = p8 C(f,p), waarbij seen der getallen 

0,1, ... ,1 + f i~~ ~l is. 
Op geheel analoge wijze vindt men 

Stelling 18. Als pi b, dan is 

c(f,p) J c(ft,p) j pqc(f,p), 

waarbij q het kleinste niet negatieve gehele getal is met t~ pq. 

Gevolg. c(ft,p) = p 8 c(f,p), waarbij seen der getallen 

0,1,2, .•. ,1 + [i~~ ~} is. 
Uit stelling 7 ten slotte volgt direct de volgende 

Stelling 19. Voor mod p irreduoibele gehele genormeerde f(x) van de 
graad N geldt C(f ,p) I pN-'1. 

Gevolg. Ook c(f,p) j pN-1. 

Analoge beschouwingen gelden voor de kleine periode c = c(f,m). Wij 
vermelden nog een eigenschap van het bij stelling 9 ingevoerde getal 

v == v(f ,m). 



Uit xc= r (modd f(x),m) volgt voor x = w 1 
nulpunten zijn der karakteristieke veelterm f(x) 
gehele veelterm q(x) bestaat met 

(1 = 1, .•. ,N), 

(wa~rbij ;:>1, ••• ,WN de 
= ) ahx ) dat er een 

h=O 

dus na vermenigvuldiging dezer relaties waarbij (-)Na0 = b genoemd is 

be_ N == r (mod m). 

Z1j e de exponent mod m van b. Dan geldt 

ce eN ceN 
1 = b(c,e) = r(c,e) (mod m), dus x(c,e)_=1 (modd f(x),m), 

dus 

f ceN f eN c ( c, 8 ) , dus v ( c, e) . 

Verder volgt op analoge wijze uit xc= 1 (mod m), dat be= 1 (mod m), dus 

e / C, dus wegens c j Cook (~~c) j C, derhalve (e~c) Iv. Bij gevolg krijgen 
we 

Stelling 20. Men heeft (e~c) Iv I (e~~)' waarbij e de exponent mod m 
is van de met (-)N vermenigvuldigde bekende term van f(x). 

Gevolg. In het geval dat b == 1 is geldt dus v I N. 

§ 2 Toepassingen der resul taten van§ 1 op rijen. 
Nadat in de vorige paragraaf is aangegeven hoe de symbolen C(f,m) en 

c(f,m) voor willekeurige gehele genorrneerde polynomen f(x) en natuurlijke 
m kunnen worden bepaald, passen wij thans het gevondene toe om van enige 

recurrente rijen de periodiciteitseigenschappen te bepalen. 

Allereerst beschouwen wij weer de rij van Fermat 

(n = 0,1, ..• )., 

waarbiJ de karakteristieke veelterm l~idt f(x) = x-b. 

Stelling 21. Het residu van xn mod f(x) is gelijk aan un. 
Bewijs. Voor n = 0 is de bewering triviaal. Geldt zij voor zekere 

natuurlijke n dan volgt uit xn= u (mod f(x)) dater een gehele veelterm n 
q(x) bestaat met 

dus 
xn+1 = xq(x)f(x) + 

xn = q(x)f(x) + un, 

.,,,.u ,,. n 

= un+"1 ( mod f(x)), 
waarmee de bewering bewezen is. 

Wij merken nu op dat men voor een gegeven natuurlijk getal m met 

(b,m) = 1 heeft un+h = uh (mod m) dan en slechts dan als un - u0 (mod m), 
dus xn = 1 (modd f(x) ,rn), zodat de periode der r.ij juist het in de vorige 
paragraaf ingevoerde getal C(f,m) is. Om dit getal te bepalen merken wij 

op dat voor alle m de veelterm f(x) = x-b irreducibel is, dus N = 1. 
Wij vinden direct uit stelling 10 dat C(f,rn) gelijk is aan het klein-



ri 
ste gemene_ vee~voud der getallen c(r,p1 ) (i = 1, ••. ,s) als de kanonieke 

r r 
ontbinding van m weer luidt m = p 1 p s 1 ' • . s • 

Verder geldt volgens stelling 12, dat C(f,pr) = ptC(f,p), waarbij t 
een geschikt gekozen geheel getal is met o ~ t ~ r-1. Ten slotte leert 
stelling 19 dat C(f ,p) \ p-1. 

Deze resultaten stemmen geheel overeen met de 1n hoofdstuk III gevon­
dene. 

Thans beschouwen wij de rij 

un+2 = aun+1 + bun; u0 = O; u1 = 1 (n = 0,1, .•• ) . 

Hier luidt de karakteristieke veelterm f(x) = x2 - ax - b. 

Stelling 22. Het residu mod f(x) van xn is gelijk aan u x + bu 1 . n n-
Bewijs. Wij bewijzen dit weer met volledige inductie. Voor n = 1 is 

de bewering triviaal terwijl als zij voor zekere n geldt uit xn =:. '¾x+bun_1 
volgt dater een geheel polynoom q(x) bestaat met xn = q(x)f(x)+u x+bu 1. n n-
Dan is 

n+1 2 x = xq(x)f(x) + unx + bun_1x = (xq(x) + un) f(x) + aunx + bun_ 1x + bun 

= (xq(x) + un) f(x) + un+1x + bun= un+1x + bun {mod f(x)), 

waarmee de bewering bewezen is. 
Zij nu m een natuurlijk getal met (m,b) = 1. Dan geldt voor alle 

natuurlijke h un+h = uh (mod m) dan en slechts dan als 

un+1x + bun= u1x + bu0 (mod m), 

dus 
xn+1 =x (modd f(x),m)., 

dus 
xn = 1 (mod f(x) ,m). 

De grote periode der rij is dus juist het in de vorige paragrae~ 
ingevoerde getal C(f,m). Wij weten volgens stelling 10, dat bij 

r1 rs m = p1 .•• ps het getal C(f,m) het kleinste gemene veelvoud is der 

. ri r 
getallen C(f,p1 ) (i = 1, .•. ,s) en volgens stelling 12, dat C(f,p) = 

c ptC(f,p) is waarbij teen geschikt gekozen geheel getal is met 
O ~ t ~r-1. Ons rest dus weer het getal C(f,p) te bepalen. 

Hiertoe onderscheiden wij drie gevallen. 
I. De veelterm f(x) is reducibel mod pen in de gedaante (x-u)(x-v) ta 

brengen met u Iv. 
volgens stelling 15 is dan C(f,p) het kleinste gemene veelvoud der 

getallen c(x-u,p) en C(x-v,p), die beide op grond van stalling 19 delers 

zijn van p-1, dus C(f,p) I p-1 (verg. RR 37, geval I}. 
II. De functie f(x) is irreducibel mod p. Dan heeft men N • 2, waarna 
stelling 19 leert dat C(f,p) j p2-1, in overeenstemming met het resultaat 
van RR 37, geval II, waar het getal e een deler is van p+1. 



III. Het priemgetal pis deelbaar op de discriminant D van f(x). Dit 

houdt in dater een getal u bestaat met 

f (x) - (x-u) 2 ( mod p) 

Op grand van stelling 17 heeft men dan 

C(f,p) =C«(x-u) 2,p) lpc(x-u,p), 
waarmede de factor p van RR 37, geval III is teruggevonden. 

De gevallen I en II zijn te onderscheiden door middel van de theorie 
der quadraatresten. Bij I is peen quadraatrest mod p, bij II een niet­

rest. Een dergelijke karakterisering der gevallen I en II treedt helaas 

niet op bij polynomen f(x) van hogere graad. 

Wij onderzoeken nu een derde orde rij 

un+3 = a0un+2 + a1un+1 + bun; u0 = u 1 = O, u 2 = 1 (n = 0.,1, .•• }, 
3 2 waarvan de karakterist1eke veelterm lu1dt f(x) = x -a0x -a1x-b, 

Stelling 23. Analoog aan stelling 20 en 21 heeft men: 

Het residu van xn mod f(x) is gelijk aan unx 2 +~4un_ 1 + un_ 2)x + bun_1 . 

Bewijs. Dit gaat analoog aan dat van stell1ng 20 en 21 door volledige 

inductie. 

Gevolg. Men heeft un+h = uh (mod m) voor h = O, 1, .•• en voor natuurl!,_}'{e 
m met (m,b) = 1 dan en slechts dan als 

2 ( ) b __ 2 ( ) b 2 un+2x + a1un+1 + un x + un+'1::.:: u2x + a1u1 + u0 x + u1 = x 
(modm), 

dus als 
xn+2 =x2 (modd f(x),m), 

dus 
xn = 1 (modd f(x) ,m). 

De grote periode der rij is dus juist het in de vorige paragraaf in-

gevoerde getal C(f,m). 
Evenals in de vorige gevallen is het getal C{f,m) te vinden ult de 

getallen C(f,p) waarbij p priem is. Het gedrag van C(f,p) blijkt te ver­

schillen al naar men verkeer·t in de volgende gevallen: 

I. f(:x) is mod p reducibel en wel f(x) = {x-w1)(x-w2}(x-w3) (mod PL 
waarbij w1 , w2 en w3 mod p verschillend zijn. Volgen.s stelling 19 geldt 

c(x-w1,p) I p-1 voor i = 1,2,3, dus volgens stelling 15 is dan C(f,p) j p-1. 

II. Men heeft f(x) = (x-w)g(x) (mod p), waarbij g(x) irreducibel is 
mod p. Stelling 19 leert dan C (x-w, p) I p-1; C( g, p) l p2-1, dus lee rt s tel-

ling 15 ems dan daaruit dat C(f ,p) I P2-1. · 
III. De veelterm f(x) 1s irreducibel mod p. Dan is N = 3, dus wegens 

de meergenoemde stelling 19 krijgt men C(f ,p) \ P3-1. 

IV. pis deelbaar op D. Men heeft dan 

f(x) = (x-w1 ) 2 (x-w 2 ) (mod p). 

Is w1 =f: w2 (mod g, dan leert stelling 19 dat geldt C(x-w1,P) J p-1 

( i = 1, 2) . Stelling 17 leert dan c((x-w1) 2, p) f p( p-1), dus stelling 15 



gec;u:; li~r,pJ I PtP-1). 

Is echter w1 =-w2 (mod p)., dus f(x) ::= (x-w1 )3 (mod p), dan geldt 
volgens stelling 17 en 19 

C{f,p) = c((x-w1 ) 3,p) t pC(x-w1.,p) t p(p-1), 

behalve voor p = 2. Dan leert stelling 17 nl. dat 

C(f,2) = c((x-w1 ) 3 ,2) j 4c(x-w1 .,2) = 4. 

Wij geven een voorbeeld van een cubische rij en nemen de rij 

un+J = un+1 + un (n = 0,1, ..• ); u0 = u1 = 0., u2 = 1. 

De karakteristieke veelterm f(x) 9 x 3 - x - 1 bezit~een discrimina~ 

D = 23, zodat het priemgetal 23 in geval IV verkeert en elk ander priem­

getal in een der gevallen I, II of III. Verder is b = 1, dus e = 1, dus 

volgens stelling 20 heeft men v I 3, d.w.z. v = 1 of v = 3. Men heeft 
n 

0 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 

11 

12 

13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 
20 

21 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

3 
4 == 

5 
7 

9 = 
12 = 

16 ::: 
21 ::: 
28 = 

37 
49 = 
65 = 
86 = 

32 

22 .3 
24 

3.7 
2 2 .7 

72 

5.13 
2.43 

22 114 = 2.3.19 

23 151 
24 200 = 23 . 

25 265 = 5.53 
26 351 = 33.13 
27 465 = 3.5.31 
28 616 = 23.1.11 

4 
29 816 = 2 .3.17 
30 1081 = 23.47 
31 1432 = 23.119 

32 

33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 

57 
58 
59 
60 
61 
62 

1897 = 
2513 = 

3329 
4410 = 
5842 = 
7739 = 

10252 = 
13581 = 
17991 = 
23833 
31572 = 
41824 = 

55405 = 
73396 = 
97229 = 

128801 

170625 = 
229030 = 

299426 = 
396555 = 
52~)456 = 

096081 = 

7.271 
7.359 

2 2 2.3 .5.7 
2.23.127 

71.109 
2 2 .11.233 

33.503 
32 .1999 

2 2 .32 ,877 
25 .1307 

5. 7-.1583 
2 

2 -59-311 
11.8839 

3.54 ,7.13 
2.5,7,3229 

2.149713 
h 72 r .J. .1b19 

24 .3 2 ,41.89 
3,37,6271 

922111 = 59,15629 
1221537 = 3.407179 
1618192 = 24 .19.5323 
2143648 = 25 .13.5153 
2839729 = 59,48131 

4 3761840 = 2 .5.59-797 
4983377 = 7.19.89.421 
6601569 = 3.13.19,59.151 
8745217 = 13.107.6287 

I 11584946 = 2.19.304867 



Men heeft voor deze rij 
p C C V 

2 7 1123-1 1 geval I; f(x) irreducibel mod 2 
3 13 13/33-1 1 geval I; f(x) irreducibel mod 3 
5 24 24152-1 1 geval II; f(x) = (x-2)(x2+2x+3) (mod 5) 
7 16 1ml 72-1 3 geval II; f(x) = (x+2) (x2T2x+3) (mod 7) 

11 120 120 I 11 2-1 1 geval II; f(x) = (x+5) (x2-5x+2) (mod 11) 
13 61 183!133-1 3 geval I; f(x) irreducibel mod 13 
17 288 288 I 112-1 1 geval II; f(x) = (x-5) (x2+5x+7) (mod 17) 

19 60 180!192-1 3 geval II; f(x) = (x-6) (x2+6x-3) (mod 19) 

23 506 506122.23 1 geval IV; f(x) = (x-10) 2(x-3) (mod 23) 

59 58 58159-1 1 geval III; f(x)::. (x-4)(x-13)(x+17) (mod 59) 
Zeer schematisch geven wij aan wat bij een 4e orde rij kan geschieden. 

Is f(x) hiervan de karakteristieke veelterm en stelt peen priemgetal voor 

dan heeft men de volgende gevallen, waarbij 11, q1 en c1 resp. lineaire, 
i 

quadratische en cubische mod p irreducibele polynomen zijn en 11 =p: 1 j 
( mod p), q 1 =fa q j ( mod p) voor i f j. 

I. f(x) = 11 121314 (mod p). Dan is C(f.,p)!p-1. 

II. f(x)= 111 2q1 (mod p). Dan is C(f,p)j p 2-1. 

III. f(x) = 11c 1 (mod p). Dan is C(f ,p) I p3-1. 

r:v. f(x) irreducibel. Dan is C(f.,p) I p4-1. 
; 

De volgende gevallen treden alleen op voor priemgetallen, die deel-
baar zijn op de discriminant D van f. 

V. rtx) := 1; 1213 (mod p). Dan is C(f.,p) I p(p-1). 

VI. f(x) = 1~ q1 (mod ·p). Dan is C(f ,p) / p(p2-1). 

VII. f(x) = 1~ 1~ (mod p). Dan is C(f ,p) I p(p-1). 

VIII. f(x)-.:=. q~ (mod p). Dan is C(f ,p) J p(p2-1). 

IX. f(x) = 1~ 12 (mod p). Dan is C(f,p) ! p(p-1) voor P ~ 3 en 
C(f,p) I p2(p-1) voor p = 2. 

x. f(x) = 1~ (mod p). Dan 1s C(f ,p) I p(p-1) voor P ~ 5; 
C(f.,p) j p 2(p-1) voor p = 2 en 3. 


