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§1. Het getalbegrip.

In de analyse werken we met reéle getallen. Deze worden verkregen
door successievelijke uitbreiding wvan de verzameiing der "gewone"
natuurlijke getallen 1,2,3,... . Deze worden, om de aftrekking onbeperkt
mogelijk te maken, uitgebreid met de negatieve getallen en het getal nul
tot de gehele getallen en vervolgens met de breuken tot de rationale
getallen. Voor deze getallen gelden een aantal rekenregels, die we hier
bekend zullen veronderstellen, We zullen er hieronder evenwel een aantal

van opsommen,

(1.1) Bij ieder tweetal rationale getallen a en b is een som a + b en een
product ab gedefinieerd, dat aan de volgende eigenschappen voldoet.

(1.2) a +b =Db + a (commutatieve eigenschap van de optelling).

(1.3) (a+b) + ¢ = a + (b+c) (associatieve eigenschap van de optelling).

(1.4) ab = ba (commutatieve eigencschap van de vermenigvuldiging).
(1.5) (ab)e = a(bc) (associatieve eigenschap van de vermenigvuldiging).
(1.6) a(b+c) = ab + ac (distributieve eigenschap van de vermenigvuldi-

ging t.o.v. de optelling).
(1.7) Bij ieder tweetal rationale getallen a en b is er één en slechts
één rationaal getal x te vinden, zodat & + x = b, We noemen dit getal x
het verschil b - a, Verder heet a — a = 0 (nul) en 0 - a = -a,
Er geldt dus
(1.8) a + (b-a) = b.
(1.9) Uit a + b = a + ¢ volgt b = c.
Verder geldt
(1..10) O + a = a,.
(1.11) 0a = 0.
(1.12) 1a = a.
(1.13) a(-b) = =-ab,
(1,14) Uit ab = 0 volgt a = O of b = O.
Opgave 1. Bewijs met behulp van bovenstaande rekenregels, dat
a + (=b) =a - Db en (a=b)C= ac - bc.
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(1.15) Bij ieder tweetal rationale getallen a #Z O en b is er één en
slechts één rationaal getal x te vinden zodat ax = b, We noemen dit ge-
tal x het quotiént %,

Er geldt dus
(1.16) a2 = b, ,

(1.17) Uit ab = ac en a £Z 0 volgt b = c.

Het feit, dat voor de rationale getallen bovenstaande rekenregels

gelden, drukt men uit door te zeggen dat de rationale getallen een
lichaam vormen.
(1,18) Voor ieder tweetal rationale getallen a en b geldt één en slechts
€én van de volgende drie betrckkingen a = b, a < b, b < a. In plaats van
a ¢ b schrijft men ook b » a,

Hiervoor geldt:

(1.19) U

(1. 20) Ui b volgt a + ¢ < b + c.
(1.21) Uit a < b en c .0 volgt ac < bc,
(1,22) U b

a < b en becc volgt a ¢ c,
a <
af( en ¢c< 0 volgt ac » bc,

In plaats van'a < b of a = b" schrijven we a < b en analoog a > b.

(1.23) TIeder rationaal getal is (op mcer dan één manier) te sehrijven
als het quotiént van twee gchele getallen, genaamd cen breuk: a = % (m

heet de teller, n de noemer van de breuk: de noemer is £ 0). Dan en
1
slechts dan is % = ﬁ,, als mn' = nm',
De som, het verschil en het product van twee brecuken zijn als volgt

te bepalen:

m m' mn'+nm'
(24 g+ 5m =T
m m' mn'-nm'
(1.25) 3§ - %7 = Tamr
mm' mm'
(1.26) 7 57 = o

(1.27) Onder de breuken, die een rationaal getal voorstellen is er één
en slechts één te vinden met kleinste positieve noemer, die we de stan-
daardschrijfwijze van het rationale getal of ook wel een onvereenvoudig-

bare breuk noemen.

(1.28) Br is bij ieder rationaal getal a een geheel getal g te vinden,
zodat g £ a < q + 1.
We kunnen deze bewering in een nog iets andere vorm brengen, Uit
0¢ a< g+ 1volgt 0% a-q 1. Schrijven we a als een breuk %, dan
is 0 < m - gn < n. Dit levert ons het proces van deling met rest voor ge-

hele getallen:
(1.29) &1s m en n gehele getallen zijn en n £ 0, dan zijn er gehele ge—
tatlen g en r te vinden, zodat m = gn + r en O L r ( n,
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Als m en n gehele getallen zijn, geldt:
(1.30) Uit m< n volgt m + 1 £ n en omgckeerd,
(1.31) ait m< n volgtm < n + 1 en omgekeerd.

De gehele getallen > 0 zijn de natuurlijkc getallen. Deze ontstaan
uit het getal 1 door er successievelijk 1 bij op te tellen. Een eigen-—
schap van natuurlijke getallen ykan men bewijzen door volledige inductie:
(1.32) Als een eigenschap geldt voor het getal 1 en uit haar geldigheid
voor cen willekeurig natuurlijk getal n die voor n + 1 volgt, dan geldt
zij voor alle natuurlijke getallen.

Voor de som van een aantal getallen 81585500038, gebruiken we het

symbool E k; voor het product van deze getallen het symbool 7[

geldt duS°

iﬁ" f%w

s a = &a i a. = 8

o k 17 I k 17

n+] n. N;ﬂ n.

T e =N a +oa TTa, = (7l a)a

k’:;,] k k=1 k n+1? k=1 k " k=1 k n+;l

Door deze twee regels is de betekenis van }i,ak resp. ff”ak door
volledige inductie geheel vastgelegd. k:1n
Opgave 2. Bew1gs met volledige induntie dat > k = $n(n+1) en Tfsz =
k=1 k=1

- 6n(n+1)(2n+1)
Het product van n gelijke getallen a heet de n® macht ven a : a' ::
= TI'a. Voor deze machten gelden de volgende elgenschappen:
k=

(1. 33) a = 2™,
(1.34) & T~ (ap)™
(1.35) (&™) = 2™

De rationale getallen vertonen echier nog tekortkomingen, waarvan
we er nu één zullen behandelen: ’
(1.36) Er is geen retionaal getal x, waarvor geldt x° = 2.

Bewijss: Omdat X2 = (—X> iaq het voldoende te bewijzen, dat er geen
positief rationaal getal X is waarvoor geldt X2 =2, Als er wel zo'n ge-
tal is, is er onder alle positieve breuken mgt kwadraat 2 ¢én met kleinste

positieve noemer, ILaat deze % zijn, dan is Q§ = 2, dus m2 ; 2n2, Blijkbaar
is 1 ¢ % <2, dus n <m < 2n. Het kxwadraat © van de breuk n:ﬁ is

4n —4nmm® 6n° —4nm _ o paar 28T fe cem pusacioas Teah e . midd oo
n° —2mn+n® ﬁMgQWl 9 .

DLl goult ©uIll vegenstrijdigheid, dus er is geen ratio-

NNANAS B e =z ~{ Ll
nale x met %% = 2,
We kunnen nu echter de rationale getallen in twee klassen verdelens
de ene klasse L bestaat uit de negatieve getallen en de getallen > O, waar-
e e a4 . 5 ia Ae andere R uit de vositieve getallen waarvan het
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kwadraat > 2 is, Als x > O, Xzf' 2, vy . 0, y - 2, dan is x X y. (Als
2 s}

™

' y2°> De getallen van L zijn

“~

n.l, x >y was, was X > Xy . y , maar x
dus kleiner dan die van R, Dc¢ moeilijkheid is nu, dat er geen rationaal
getal op de grens van deze klassen ligt (van zo'n getel zou het kwadraat
2 mocten zijn). Nu is het mogelijk om, op €en hiler niet nader te bespre-
ken wijze, de verzameling der rationale getallen uit te breiden tot die
der reéle getallen, waarin de hierboven zenoemde bezwaren opgeheven zijn,
In het bijzonder geldt dat, als de verzameling der redle getallen ver-—
dceld wordt in twee klassen L en R, dusdanig, dat ieder reiel getal het-
z1j in L, hetzij in R ligt (en niet in "c¢ide) en dusdanig, dat ieder ge-
tal in L kleiner is dan ieder getal in R, er dan geldt dat hetzij L een
grootste hetzij R cen kleinste getal bezit, d.w.z. een getal in L (resp.

R) dat groter (resp. kleiner) is dan alle andere getallen in I (resp. R).
Verder blijven alle hierboven gegeven rekenregels voor rationale getal-
len (nummers (71.71) t.e.m. (1.22), (1.28), (1.33), (1.34), (1.35)), behal-
ve die over het schrijven als cen breuk (nummers (1.23) t.e.m. (1.27))
ook voor reéle getallen geldig.

We kunnen een reéel getal ook nog anders tot stand brengen. Denken
we ons een redel getal bepaald door een klassenpaar L en R. We bekijken
cerst welke gehele getallen in L en welke in R liggen. laat b.v, 6 (en
dus ook alle kleinere getallen) in L en 7 (en dus ook alle grotere ge-
tallen) in R liggen. We beschouwen nu de getallen 6,15 6,2; ...3 6,9 en
kijken weer welke in L en welke in R liggen. Iaat b.v. 6,3 (en dus 6,1
en 6,2) in L liggen en 6,4 (en dus 6,5 t.e.m. 6,9) in R liggen, Dan gaan
we verder met 6,31 t.e.m. 6,39 enz., Zo sluiten we het reéle getal a
stceds verder in:

¢ a < T
< a < 6,4
7 < a < 6,38

We kunnen dan a schrijven als cen oneindig voortlopende tiendelige breuk

6
6,
6

9

3
3

6,37 ... . Elk volgend cijfer van de breuk maakt de grenzen, waartussen
het getal moet liggen, nauwer, Voor het getal dat als kwadraat 2 heeft,
kunnen we zo ook vinden: 1,47...

Als we over "een verzameling retle getallen" spreken, bedoelen we
daarmee een verzemeling, die uit reéle getallen bestaat, b.v, de reéle
getallen £ 2 of de reéle getallen in welker decimaalbreuvkontwikkeling
ergens een 3 optreedt. Het is niet te verwarren met ''de verzameling der
reéle getallen", d.i. de verzameling van alle reéle getallen.

Een verzamelirg V reéle getallen heet naar boven begrensd (resp.
naar beneden begrensd) als er een retel getal C bestaat zodat voor ieder
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getal x uit V geldt x ¢ C (resp. x > C). Het getal C heet dan een boven-
grens (resp. ondergrens) van V. Als V zowel naar boven als naar beneden
begrensd is (in de¢ twee gevallen natuurlijk met verschillende C), heet
V begrensd.

De verzameling der reéle getallen < 2 is wel naar boven, mear nict
naar beneden begrensd; de verzameling der re€le getallen in welker deci-
maalbreukontwikkeling crgens een 3 optreedt is noch naar boven noch naar
beneden begrensd.

Als V een naar boven (rcesp. beneden) begrensde verzameling reéle
getallen is, heet het getal a de bovenste grens (resp. onderste grens)

{
1

van V als a bovengrens (resp. ondergrens) is, maar ieder regel getal }
< a niet; m.a.w., als a de kleinste bovengrens (resp., grootste ondergrens)
is, Het is duidelijk, dat er slechts {én gectal a bovenste grens (resp.
onderste grens) van V kan zijn (let op het verschil in lidwoord in de
definities wvan bovengrens en bovenste grens)., A priori is het echter

niet duidelijk, dat ©bij icdew naar boven begrensde verzameling ook inder-
daad een bovenste grens bestaat, Dit i1s echter wel het geval:

(1.37) (Stelling van de bovenste grens). Iedere naar boven begrensde ver-—

zameling reele getallen heeft cen hovenste grens.,

Doordat wij de invoering der reéle getallen hier niet in deteills
hebben uitgevoerd, missen wi] de basis om het bewijs van deze stelling
te leveren., We zullen dcze fundamentele stclling dus zonder bewijs moeten
sanvaarden. Het spreckt vanzelf dat er ook ecn met (1.37) overeenkomende
stelling van de onderste greng is.

Als voorbeeld hoc men stellingen over reéle getallen met behulp van
de stelling van de bovenste grens kan bewijzen, geven we het bewljs van
de volgende stelling.

(1.38) Bij ieder positief retel getal a is cen positief reéel getal b te
vinden, zodat b2 = a,

Bewijs: Stel cerst a < 1. Neem de verzameling V der positieve regle
getallen waarvan het kwadraat ¢ a is. V is naar boven begrensd, want
(a+1)2 = az +2a + 1> a cn als Xgﬁﬁ a dan is X2 <_(a+1)2 dus x ~ a + 1

9]
(uit x> a + 1 zou volgen XZ,; (a+1)x 2 (a+1)7). V heeft dus eengbovenste
grens b, We bewijzen nu dat b2 = a, We noemen d = %%%. Stel ng P> a
(resp, b2 ¢« a), dan is d < Db (resp. 4@ ~ b) en da°> a (resp. 4~ < a).

Opgave 3. Bewijs de vorige zin (uit het ongerijmde).

Als nu4b2;> a is, 1s, omdat d < b 1s, d geen govengrens van V, dus
er is cen x > d met x° < a3 uit < ~X volgt 4% x%, dus a° ~ a, maar we
weten dat d2 - a .-vgtCn een tegenstrijdigheid levert, dus bzgg a, Als

12,2 =, dan is d _» b en d2-<_a9 hetgeen direct in striijd is met het feit

dat b bovengrens van V 1s. Dus b2 =a. Als 2 > 1, dan is % < 1. Op % mogey,

-~
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we de stelling dus al toepassen; er is dus een ¢ met c®= % . Kiezen wij

1 . 2
nu b= = dan 15 b~ = —= = a. Als a = 1,

-

dan kunnen wij b = 1 kiezen. Nu 19
(1.38) volledig bewezen.

Hel spreekt vanzelf dat er niet meer dan één positief getal kan zijn’

waarvan het kwadraat o 1, want als x2 = a, y2 =a, Xx >0, y > 0, dan is
2 2 2 2 '

T =y, 0 =x"-y" = (x-y)(x+y). Uit x > 0, y > O volgt x+v » O, dus
x+y # 0, dus x-y = O, x = y. Het volkomen bepaalde positieve regle getal
b uit stelling (1.38) noemen wij Y a. Verder stellen wij {0 = O,

We zien hieraan, dat in tegenstelling tot hetgeen bij de rationale

getallen het geval was nu X2 = 2 wel een positieve oplossing bezit. Het

getal Yé 18 dus een re€el getal, dat niet rationaal is; zulke getallen
heten irrationale getallen.

Als X een irrationaal getal is en a, b, ¢, d zijn rationale getallen
dan volgt uit atbA = c+dx, dat a = ¢c, b = d. Was nl. b # d, dan was
K = %E% en dus & rationaal, dus b = d en dan ook a = C.

Men zegt dat het recéle getal ¢ tussen de reéle getallen a en b ligt
als a < ¢c b of b<c< ageldt., In ieder geval is dan dus a # Db.
(1.39) Tussen twee verschillende regle getallen ligt een rationaal getal.

Bewljgs: Laat de gegeven getallen a en b zijn en a ¢ b. Volgens (1.23)
voor reéle getallen is er dan een geheel getal n zodat n-1 < E%E‘< n.
Omdat b -~ a > 0 volgt hieruit b - a >’%m> 0. Nogmaals volgens (1.28) voor

ret¢le getallen is er een geheel getal k zodat k-1% (n+1)a < k, dus
, k 1

~ n+1 o A o
a<cenb-c¢c=Db-a+ a

a en a - Voor het rationale getal ¢ = E%T geldt dan

RN 1 -
n+1 >/H " n+1 T n(n+1) > 0, dus a ¢ b,

dus ¢ ligt tussen a en b.
(1.40) Tussen twee verschillende reéle getallen ligt een irrationaal ge-
tal.

Bewijs: Laat weer de gegeven getallen a en b zijn en a <« b. Dan is
a - Té <D —\[5, Volgens (1.39) 1is er eeqﬂrationaal getal d zodat
a - [é L 4d < b - M‘ég Dan is, als ¢ = d+ V2, a < c &b, Was ¢ rationaal
dan was ook c¢-d = \[é rationaal, hetgeen niet het geval is. Dus ¢ 1s irrg.
tionaal en ligt tussen a en Db,

Men drukt hetgeen in (1.39) (resp. (1.40)) gezegd wordt, ook wel uit
door te zeggen dat de rationale getallen (resp. de irraticnale getallen)
overal dicht liggen in de verzameling der re&le getallen.

We definiéren de absolute waarde of modulus lal van een re&el getal

a als volgt:
la] = a als a} O,
la| = -a als a < O.

Er geldt dan:
(1.41) |-al = |al.
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(1.4%2) Jal >0 =als a # 0, jo] = O.
(1.43) tapl = \allpl.
(1.5%) yatbl £ jal +1p] (drichoeksongeli jkheid).

We geven hier het bewij: van (1.44). We onderscheiden vier gevallen:

1°. 2% 0, b 2 0. Dan is a+b > 0, latbl = atb = jai+lb).

2°. a< 0, b < 0. Dan is atb <0, latbl = -(a+b) = -a-b = lal+lbl.
3°. a2 0, b <0. Dan 15 a+b  a+b - 2b = a-b = lal+\bl en ~(a+b) =
= -a-b < 2a-a-b = a-b = lai+ibl  Daar in ieder geval |a+b! = a+b of
= -(atb), geldt ook |a+b| < [al+ o).

4%, a2 £ 0, b 0. Analoog als 3°

Opgave 3. Bewijs (1.41), (1.42) en (1.43).

Opgave 4. Bewijs i(a{ - 1bﬂ < la-bl. (Aanwijzing: maak gebruik van

(1.44) )

De naam "driehoeksongelijkheid" wordt pas begrijpelijk bij de comple-
xe getallen; daar geeft deze n.l. juist de stelling dat een zijde van een
driehoek kleiner is dan de som van de andere zijden.

Men geeft van de reéle getallen ecen meetkundige voorstelling door de

punten van een rechtelijn. Op
~/ = h. Q %‘ﬁ / 2 een rechte 1lijn kiest men een

o L
T T

punt, dat men 0 noemt en een
daarvan verschillend punt, dat
men 1 noemt. Door het lijnstuk 01 verschillende malen achter elkaar naar
beilde zijden van O af te passen verkrijgt men de punten 1, 2, 3... en
-1, -2, -3,... Door % van het 1lijnstuk 01 te nemen en dit uit O achter
elkaar af te passen krijgt men alle breuken met noemer n. Verdeelt men de
rationale getallen in twee klassen L en R als hierboven beschreven, dan
geeft het reéle getal dat hier-
door bepaald is op de rechte
-*mw~mn~w§7-~~~)kwm~ N juist het punt dat op de grens
ligt van de door L en R op de

1lijn bepaalde puntverzamelingen.

We definisren nu nog machten met gehele exponenten en wel voor grond
tallen # O door: ao = 1 en voor een natuurlijk getal n: 2™t = 4%»
a
Opgave 5. Bewijs, dat (1.33), (1.34%) en (1.35) ook voor gehele exponenten
geldig blijven.

§ 2. Oneindige rijen. Convergentie.

Als men aan ieder natuurlijk getal een re€cl getal toevoegt ont-
staat een (oneindige) rij reéle getallen. Men kan zich de rij opgeschreve
denken door cerst het getal dat aan 1 1s toegevoegd (het eerste element
van de rij) op te schrijven, daarnaast het element dat aan 2 is toege-
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voegd (het tweede clement van de rij) enz. Uiteraard kan men de rij nooit

helemaal in werkelijkheid O0p dez¢ wijze opschrijven. Men duidt cen rij
in het algemcen wel aan met cen letter waaraan een natuurlijk getal als
index 1is gehangen. Zo is a, het nS element van de rij

845 8p. 845 ... €N
. A
b7 het zevende element van de rij b

4 bgﬁ b%,... . Een rij wordt gegeven
door cen voorschrift dat het mogelijk

len., Zo'n voorschrift is 1 a = 1 : = 2 Y, = L
is b.v, a, o of &, 3an_15 a, = 1. In het laat

1 ™ =) ] - € - L :
ste geval wordt het n= clement van de rij niet rechtstrecks

maakt leder element crvan te bepa-

regeven,

maar cen voorschrift om het uit voorafgaande elementen van de r1ij te be-

rekencn. We zullen, als geen misverstand te duchten is, een verkorte

zegswljze invoeren en b.v. in plaats van over "de rij a,, bepaald door

het Voorichrift a, = %” wel spreken over "de rij a = %” of nog korter ove
it

"de rij —
n

Opgave O, Bepaal het zesde element van: ﬂo de ri] 2n+1; 20 de rid an=

1 1 o
+a a, =1, a~. = 2 30 a = —. a = - —— 4T = 4

n__,/] 1-1_25 3 o) 3 3 - 25 3
. 2 1 - 2n Tl2 2n-1 (T’H”l)) n

O L , o} .

5 bn = 3 , weaarin a door 27 bepaald is.
.-+

Een rig 2, heet begrensd, als er een reéel getal ¢ bestaat zodat

voor alle natuurlijke n geldt (anj<g c.

= a

Opgave 7. Welke van de in opgave © opgesomde rijen zijn begrensd?
Een rij a heet convergent met limiet a, als er bij icder positief
retel getal ¢ een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor alle na-

tuurlijke getallen n > N geldt ;a—an.;<;;ﬁ Men schrijft dit lim a, = a.
n -—-~00

" zegt men ook

In plaats van "een rij is convergent (met limiet a)

1

wel "ecn rij convergecrt(naar a)'.

Hct getal N in de convergentiedefinitie is afhankelijk van de keuze
van £ ; mcn duildt dit wel aan door er N(:) voor te schrijven.

(2.1) Een convergente rij heeft niet meer dan een limiet.

Bewijs: Stel 1lim a =a, lim a =D, a # b. Dan is 'a-b, ™ O en
) n-sCO n-——Q0 ]
cr is cen Nq(éza—b]), zodat voor n > N, geldt la-a | < sla-bl en een

No(ﬁia*bl)s zodat voor n > N2 geldt Qb—ani < %${a-b). Noem de grootste vay

N, en Ny nu N (schrijfwijze: N = max (Nq,Ng)) dan is voor n » N zowel
a-a | < Lla-bt als fb—anl<Q ila-bl. Dan isia-bl = la-ag 4 + aN+1—t>§§
P oL . 1 _ ‘ - | R o - £ y
Clasaygq o f \aN+1~b§<N La-bl + 3la ?i la-b|; dit geeft echter een

t. genstrijdigheid, dus a#b is onmogelijk, dus a = b.

Ormave 8. Ga na of de volgende rijen convergent zijn en zo ja met welke

- e
1 miet: qo a = 1@ 20 a = 2 n (bewijs eerst 2“_; n+1); 3 8, = as
, SRS n o - o0 69 4 =1, a, =277
¥ oa = (-2)775 5 ag, 4 = 05 85y T ; 2n-1 7 T2n
- - - n=1

“2n-1 = 12 fon T Th

2 ie (een z.g.
We gaan nu een belangrijke voorwaarde voor convergentie ( g
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convergentickenmerk of convergenticcriterium) van een rij aflciden. Hier-

toe eerst con definitie.

Een rij ay heet ecn fundamentaalrij, als cer bij icdcr positief reéel

getal 7 cen natuurllgk getal N te vinden is, zodat voor zlle natuurli jke
getallen m > N en n > N geldt \am—an\(: Z.

Globaal gezegd is een convergente rij een rij, waarvan de elementen
op den duur willekeurig dicht bij hun limiet komen te liggen en cen funda-
mentaalriy ecn rij waarvan de elementen op den duur willekeurig dicht bij
elkaar komcn te liggen.

We bewljzen nu eerst eecn hulpstelling:

(2.2) Een fundamentaalrij is begrensd.

Bewijs: Laat a, ecn fundamentaalrij zijn. Dan is er een N(1) te vin-

den zodat voor m > N geldt Iam—a

neq | <o dus fag] = fag-ag gtag gl =

a_- I+ 1 a + 1: De verzameling der getallen aq,az,.,,,%

< | apmayq N+ | N+1 |
is natuurlijk begrensd: {aa < C

< a
4 voor n £ N. Noemen we nu C =
— P ! 3 @ ped N ~,

= max(ng IQN+1l + 1) dan is }an\~: C voor alle n.

(2.3) (Con.ergentiecriterium van Cauchy) Een fundamentaalrij 1s conver-

gent,
Bewijs: Laat a, een fundamentaalrij zijn. Beschouw de verzameling V
bestaande uit die reéle getallen x waarvoor geldt: er 1s cen natuurlijk
getal N zodat voor alle natuurlijke getallen n > N geldt a, > X (deze N
mag voor verschillende x verschillend zijn). Nu is a, begrensd: !an\ < C,
In ieder gevalt ligt -C in V want a, > ~C voor alle n, dus V is werkelijk
een verzameling. Verder is V naar boven begrensd, want voor x > C geldt
a, < x voor alle n, dus x ligt dan niet in V, dus C 1s een bovengrens van
V. Laat a de bovenste grens van V zijn (schrijfwijze a = sup V). Kies een
$ >0, dan is a- £ geen bovengrens van V, dus er 1is een y in V zodat
y ~a-:, Er is dan een N, zodat voor n > N

g 1
dus a-a, <% . Omdat a, een fundamentaalrij is is er een NE(%Q te vinden

-

geldt an;> y, dus a, > a- %

geldt \am—anl < &, Oomdat a een bovengrens van

zodat voor m > NQ’ n > N 5

2

V is, ligt a + % niet in V en dus 1s er een M > Ny zodat ay < a + %a Voor
n >N, is dan a-a, = a-gy t gy-a, > - 5 - 5 = - Noemen wij N = max(N,l,N2
dan geldt voor n > N dat - . < a»anvgg;, dus a-a |~ 2. Dus lim a, = a;
n--»Co

ay, is convergent.

Het omgekeerde van (2.3) is veel eenvoudiger:
(2.4) Een convergente rij is ecen fundamentaalri]j.

Bewijs: Laat lim a_ = a zljn. Neem een <> O, dan is er een N(%)

n >0 s
zodat voor n > N geldt la-al < 5. Als danm> N enn > N, dan is fa, -a |=
]am—a+a-an; :E(a—am\ + ‘ \( §'=<L= Dus is a, een fundamentaal-

rij.
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Uit (2.2) en (2.4) volg direcct
(2.5) Een convergente rij is begrensd.

Het voordeel van het criterium van Cauchy is, dat in de definitiec
van fundamentaalrij de limiet van de rij niet voorkomt cn dat men dus
om aan tc toncen dat cen rij een fundamentaalrij is de limiet van die
rij niet behoeft te kennen.

We brengen het limietbegrip nu in verband met de vier hoofdbewer-
kingen en de ordening.

Als a, en bn rijen zijn dan heet de rij Ch gedefinieerd door

an

= g e . - o C — = = . = . i -
Ch °n+bnf resp. a, bnj qnbn“ 5 de som, resp. het verschil, het pro

duct, het quotiént van de rijen a, en bn° Het quotiént heeft uiteraard
alleen zin als b, # 0 voor alle n.

(2.6) De som van twee convergente rijen is convergent en de limiet 1is
de som van de limicten der afzonderlijke rijen.

Bewljgs: Laat 1lim a, = a en lim bn = b zijn. B1j cen = 0 1s er

n —=00 n —>00
VY < s o - _E:. gy _:,:..
cen Nq(g) zodat voor na/ N, geldt |a-a | < 3 en cen N2<2) zodat voor
n > N, geldt \b—bn{ < 5. Noemen wij nu N = max(quNE); voor n > N geldt
: | TS
dan \(a+b) - (an+bn); = 1a—an+b—bn{ < Ja-a |+ ib'bn\<‘ 5+ 5= s,
dus lim (an+bn) = a+b.

n —> oo
(2.7) Het verschil van twce convergente rijen is convergent en de 1i-
miet 1s het verschil van de limieten der afzonderlijke rijen.
Het bewijs is gehecl analoog met dat van (2.6).
(2.8) Het product van twee convergente rijen is convergent en de 1i-
miect is hct product van de limiceten der afzonderlijke rijen.

Bewljs: Laat 1lim a_ = a en lim bn = b zijn. Omdat an convergeert
is, volgens (2.5), an begrensd, d.w.z. er is een C zodat |an\:£ C voor
alle n.Bij eeg H0 is c¢r een Nq(2 D] ) zodat voor n > N, geldt

P ) oy < a > 2
| @ an) <.2 TTETT € een N2<§T71€T) zodat voor n > N, geldt

. Z < ) o) 1 4 - ° ~ -
b bl < HEEE Noemen wij N max(Nﬂ,Ng), voor n > N geldt dan

lab-a b | = |ab-a b+a b-a b | Llab-a bl + [ab-a b | = (a-a )b | +
Ciwltaa . [ble Ce £ .5 _ s
+ 12, (p-b )| = \bija-a | + la Hib-b | € AGEID) +2(4+o)< s +t5=c.
Dus 1lim a b_ = ab.
nn
n —> 00 a
. e n X a . .
(2.9) Het quotiént 5; van twee convergente rijen a, en bn met bn # C
voor alle n en lim bn # 0 is convergent en de limiet is het quotiént
n-—> 00

van de limieten der afzonderlljke rijen.
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Bewijs: Laat 1lim a,=a en lim bn=b zijn. Dan is a, begrensd, d.w.z
n-—>co n > \
er is een C zodat ja | « C voor alle n. Omdat b # O, is %\bl > 0. Er

is dus een Nq(é\b]) zodat voor n > N, geldt |b-b | < $1ib\. Verder is

fo| = ;b-bn+bn} = \b«bn§ + ;bnlj dus 1bn§ > b - (b—bn\, Als n » N,I is
dan }bn\7>\ bl - 5lb] = 3le]l. Bij een > 0 is een No(é%?L) zodat
¢ < 2 o)
- elbl . o b £ \b| -
la-a | < 5— ¢n een NB(ET715)) zodat \b—bn\ < ET7:52° Noemen wij nu
N = max(N,, N, N,); voor n > N 1is dan\é-— EQ\ _ \a" n o, an(bn*b):<<
\ /]3 25 j J (=] '»O b b b-bn l\
a-a_| (a1} b-b| c . -
< n n n £ bl C z (b o, e
= | o] RN <j2\b) * \b13[o| F(1+C) S5 t3 . Dus
a
. n_ a
lim T = o

n— o0 n

(2.10) Als van een convergente rij alle elementen =2 O zijn, is de limiet
ook; 0.

Bewiljs: Laat 1lim a,=a zljn en a_ = 0 voor alle n. Stel a < 0. Er
Nn-—s 00
is dan een N zodat voor n =~ N geldt a-a, o -%a, dus a, -2 < -1a, dus

anzi‘éa-<'oo Maar sy, < O is in strijd met het feit, dat a > O voor

alle n, dus a < O ig onmogelijk, dus a == O.

(2.11) Als de rijen a, en bn convergent zijn en a, = bn voor alle n dan
is 1im a_>» 1lim Db_.
n --» 0o n/nmam n
Bewijs: Laat 1lim a =a en lim b =D zijn, dan is, volgens (2.7),
n-—» 0o n -

lim (an—bn) = a-b. Maar a_ -b_ = O voor alle n, dus, volgens (2.10) geldt
n -—> Qo
a-b = 0, dus a = b.

Let wel dat uit anj> bn voor alle n niet volgt lim a_.. 1lim bn;
n -> o n -» 00
ook in dat geval kan tot niet meer dan lim a_=» 1lim b_ geconcludeerd
T n
g R I 1.0 1
worden. Voorbeeld: de rijen a_ = — en b_ = —; inderdaad is — > — voor
n n n oh n on
alle n, maar belde rijen hebben O als limiet.

Evident is:
(2.12) Een constante rij a, = a is convergent met limiet a.

Door in (2.11) hetzij voor a, s hetzij voor bn gen constante rij te
nemen, vinden wilj:
(2.13) Als voor een convergente rij a_  geldt a, = C (resp.= C) voor

alle n, dan geldt ook lim a < C {(resp. = C).
n-—s 00
Een rij a  heet monotcon niet-dalend (of isotoon) als uit m< n

volgt a monotoon niet-stijgend (of antitoon) als uit m < n volgt

m = %n’

an =2 2, monotoon stijgend (of streng isotoon) als uit m < n volgt 2~

T aps monotoon dalend (of streng antitoon) als uit m < n volgt a, > 2,
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In allc vier de gevallcn heet de rij monotoon, in de laatste twee geval-
den streng monotoon.

Het is dan met volledige inductie direct in te zien dat een rij
voor alle m en analoog voor de andere gevallen.

i sotoon is als <A
a8 als am ot am_'_,]
We krijgen nu het volgende belangrijke convergentiecriterium:

(2014) Een monotone begrensde rij is convergent. Als de rij isotoon
(resp. antitoon) is, 1s de limiet > (resp. = ) ieder element van de rij;

als de rij streng isotoon (resp. streng antitoon) is, is de limiet -

(resp. »» ) leder element van de rij.
Bewl js: Laat a, een begrensde isotone rij zijgn. Dan 1s er een C zodat
2y - C voor alle n. Necem de verzameling V der reéle getallen x, waar-

voor geldt a, < X voor alle n., Dan is V naar beneden begrensd want voor

diedere x in V geldt a, < x, dus a, 18 cen ondergrens van V. Laat a de

1
onderste grens van V zijn (schrijfwijze inf V = a). Neem een >0, dan
1igt a-c¢ niet in V. Dus is er een N zodat a—;.<;aNm Verder 1is voor n > N
zeker 2, > ays dus a~2,<:an° Verder 1is 4, = a voor alle n, dus voor n > N
is 0 = a-a - =dus |a-a | =<.. Dit geeft lim a =a. Tevens 1s bewezen
n —:= 00
dat a, ¢ a voor alle n. Als de rij streng 1sotoon is en voor een of an-

dere M zou a,, = a zijn dan geeft aM <.aM+1 en am+1a:a.d1rect de tegen-

M
s trijdigheid gy <L a. Dus is in dat geval an=< a voor alle n. Voor een
antitone rij gaat het bewijs analoog.

We merken op dat een isotone (resp. antitone) rij automatisch naar
bencden (resp. boven) begrensd is, want a, 2 &, (resp. a, g.aq) voor alle
T, dus &, is een ondergrens (resp. bovengrens); we behoeven dus alleen
Te c¢isen dat de rij naar boven (resp. beneden) begrensd is.

Opgave 10. Bewijs dat, als de rij a, convergent 1s met limiet a, de rij

| a convergent is met limict lai.

Opgave 11. Bewiljs dat_gls de rij a, convergent is met limiet a en &, = 0
voor alle n, de rij Van convergent is met limiet {a.

Opgave 12. Bewijs de convergentie en bereken de limiet van de volgende

. L
rijen (3 + —%)2, Tn”+3n+d (denk eraan, dat lim % bekend is),‘%> J%,
1

21’12-1—’] n =00
Opgave 13. Laat de rij a, gegeven zijn door a, = VEj 2naq = V2+an. Bewi js
dat an.<_2 voor alle n. Bewlijs dat de rij &, convergeert en bereken de
L imiet. a -s
Opgave 14. Laat a_ een rij en s een getal zijn. Als dan lim " = 0,
0 ' n— oodn™

dan geldt 1lim a, = s.
n—, 0
Als toepassing van het voorafgaande behandelen we de rij a, bepaald

door a, = (1+ %)na Hiertoe hebben wij de volgende hulpstelling nodig:
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(2.15) Als A> -1 en n cen natuurlik getal is, geldt (1+M)T7 1+n\onge -

1ijkheid van Bernoulli).,

Opgave 15. Bewijs (2.15).

Neem nu naast a, = (1+ %)n nog bn = (1+ %)n+1) dan is blijkbaar
a, < bn voor azlle¢c n. Nu is
Il \'n
Tt A _ n(n+2)-..n ~ (1 - 1 e n S 4 n_
LA | Tl Tang T 5~ - I
= v (n+1) (n+1) (n+1) n~+2n
_ 1 n+1 _ 1 - Iyn . 1 yn+1 - .
= _n+2—n+2_,] T dus (1 +n) < (1 + = ; dus de rij a,
n-+-1
is streng i1sotoon. Verder 1is
g n+1 A

O tw o )T s MY e, e
\ 1 ) “\n(n+2) R n({n+2)/ o n(n+2) -~ 2

1 +m (1’1+"I)

1 Ty n+1 1 \n+2 . , .

= 1 + 437> dus (1 + H) > (1 + H?T) , dus de rij b 1is streng anti-
toon, De rij ay is naar boven begrensd wigens ap < bn e bq = Lk, Volgens
(2.15) is dus a, convergent en de limiet is Za, = 2 en <b, - b, = L,
Dus:

(2.16) De rij (1 +-%}n is convergent. De limiet noemen wij e.

Opgave 16. Bewijs lim (1 + %>n+1 >,

n --.00

Het getal e zal in de eanalyse cen zeer belangrijgk getal bliljken te
zljn,

We kunnen in een convergente rig allerlel wijzigingen aanbrengen zo-
dat deze toch convergent Llijft met dezelfde limict. Allereerst kunnen
wij cen eindig aantal clementen veranderen, inmers als we dat doen is er
zodat voor n . N, alle clementen ongewljgzigd zijn gebleven;

1 1
kiczen we dan v1J cen o de bijbehorende N in ieder geval . Nq en overi-

zcker cen N

gens zoals P1Jj de oorspronkelijke rij dan ©1ijft alles hetzelfde. Verder
kunnen #1J de voliporde van de elementen willekeurig veranderen, d.w.z. we
voescl aan ledcer natuurlijk getal n een natuurlijk getal y=(n) toe, dus-
wanig dat uit m # n volgt (p (m) £ ¢ (=} en definifren bij een gegeven rij
a, ¢en nicuwe riy bn door bn = 8 (n)" Het 1s daarbij nict nodig, dat alle
natuurlijke getallen onder A< 7(n) voorkomen; d.w.z. niet alle elementen
van de oorspronkelijke »i1J behoeven in de nieuwc rij gebruikt te worden.
Voorbeelden: de rijien 313833853=°0 of aq;53,82,35;a7ga4,ag,a11,a6... of
825a15a5;au,a83375n.° . Een speciaal geval krijgen wij, als uit m < n
volgtjy(m)<;7'(n), d.w.z. de elementen van de nieuwe rij staan in de-
zelfde voigorde als die van de oude, allecen zijn er eventueel wat uit
overgeslagen. In dat geval spreekt men van een deelrij van de oorspronke-
lijwe rij.
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Het is eenvoudig in te zien, dat ook in deze gevallen een conver-
gente rij convergent blijft met dezelfde limiet. Laat bij een & > 0O een
N horen zodat voor n > N geldt |a - an{<‘¢ « De getallen 1,...,N treden
nul of één maal onder de yi(n) op. In ieder geval is er dus een N, te
vinden zodat voor n > N1 geldt y(n) ~ Ny voor die n is dan

‘a - bn[ = |a - %y(n)%<\i .

Opgave 17. Als de rij a, convergeert met limiet a en a # 0, dan bestaat
er een rij bn die convergeert met limiet a, dusdanig dat bn # 0 voor
alle n.

Ten slotte kunnen we voor de elementen van een convergente rij een
eindig aantal elementen pleatsen; de nieuwe rij is dan convergent met'
dezelfde limiet. D.w.z. als a, en b rijen zijn en er is een natuurlijk
getal k zodat a, = bn+k
de rij] bn ook convergent met limiet a.

Opgave 18. Bewijs deze bewering.
Door combinatie van bovenstaande processen kunnen we ook een eindig

en de rij a, is convergent met limiet a, dan is

aantal elementen aan cen convergente rij toevoegen; de rij blijft dan
convergent met dezelfde limiet.

Uit het resultaat van opgave 17 volgt nog dat in (2.9) de voorwaarde!
bn # 0 voor alle n eigenlijk niet erg essentieel is (b # 0 is dat well):
we kunnen bn wel vervangen door een andere rij diec ook limiet b heeft
en waarvan wel alle elementen # O zijn.

Fen rij die niet convergent is, heet divergent.
Als voor ecn rij &, geldt dat bij ieder reéel getal o« een natuur-
lijk getal N te vinden is, zodat voor n > N geldt a >« (resp. a, <o ) s

dan schrijven we lim a, = + (respe. 1lim a_ = —co ). We noemen de
e N vl 7 -0

rij dan echter niect convergent; men noemt haar wel eigenlijk divergent.

§ 3. Functies. Continuiteite.
' Als aan ieder element x van een verzameling S recéle getallen een
redel getal f(x) is toegevoegd,.noemen we dezc toevoeging een (re&le)

functie; x heet het argument, f(x) de functiewaarde van dc¢ functie. Zo

is nge functie dic aan icder getal zijn kwadraat toevoegt, sin x de
functie die aan ieder getal de sinus van dat getal toevoegt, % de functie
die aan icder getal # O zijn inverse toevoegt cnz. S heet de definitie~

verzameling van de functie. We zullen ons voor S meestal beperken tot

zcer eenvoudige vergamclingen; in het bijzonder wvan belang zijn daarvoor
de intervallen, die als volgt worden gedefinieerd:

Een interval is een verzameling re&lec getallen van één der volgcende
negen typen (hierin stellen a en b willekeurige doch vaste reéle getaller

voor) s
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17 alle regle getallen dit heet (-c0, +o0)
20 " " x, die voldoen aan a < x; " " a, +m)
3O 1 i 1 X, " 1 " a S X3 " i E a, +OO)
¥ tox, " " x<b; " " (w0, b)
50 .n " i X, " ] 1" P b; il t (—CO B b "\
60 i . i X, 1 1 1 adx<b; i ¥ ( a, b )
7O " 1 i X, 1" 1 it ag x< b i i" E a, b )
O " T 1 X, 1 il "o Xi.b; i} i ( a, b ”J
9O i 1" i X, n n nog $X < b i 1" Y: a, b 1

In die gevallen, waar a en/of b optreden heet a het beginpunt en b
het eindpunt van het interval; begin- en eindpunt heten beide randpunten
van het interval. De bij de schrijfwijze gevolgde regel is duideli jk;
waar het beginpunt of eindpunt meegeteld wordt bij het interval staat
een rechte haak, waar dat niet het geval is een ronde haak.De intervallen
die in gevallen 1°, 29, 4° or €° verkeren heten open intervallen (twee

=0 o

ronde haken), die in 3°, 5°, 7° or 8° halfopen intervallen (een ronde en

een rechte haak), die in 9O gesloten intervallen (twee rechte haken),

. .. gO o
die in 67, 7

5 805 90 begrensde intervallen.

(3.1) De intervallen zijn die en slechts die verzamelingen re&le getallen
die aan de volgende eilgenschap voldoen: als x en y tot de verzameling
behoren, behoort ook ieder getal tussen x en y tot de verzameling.

Dat intervallen aan deze eigenschap voldoen is'duidelijkg Om te
bewljzen dat verzamelingen, die aan de eigenschap voldoen intervallen
zlJjn onderscheiden wij verschillende gevallen al naar gelang de verzame-
ling wel of niet naar boven begrensd 1s; wel of niet naar beneden begrensd
is: als de verzameling naar boven begrensd 1s, de bovenste grens wel of
niet tot de verzameling behoort; als de verzameling naar beneden begrensd
1s, de onderste grens wellof niet tot de verzameling behoort. De rest van
het (overigens zeer eenvoudige) bewijs laten wij achterwege.

Van een functie kunnen wij een aanschouwelijke voorstelling ontwer-
pen, door in het platte vlak twee onderling loodrechte 1ijnen (coBrdinaat-

¥ ‘ assen; X-as en Y-as) te tekenen en

3 / deze 1lijnen tot getallenrechten te
| maken met hun snijount als punt O.
5 o Aan ieder punt is dan een paar (x,y)

‘\ fW) regéle getallen toegevoegd dat Ver-

' kregen wordt door het op de X-as en

3 de Y-as te projecteren en de bij de
A — Y projectiepunten behorende getallen

te nemen. Van een functie f(x) noemen
wij de verzameling der punten waaraan

(x, f(x)) is toegevoegd de grafiek. Het is duidelijk, dat iledere lijn
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evenwi jdig met de Y-as de grafick in ten hoogste één punt snijdt (d.w.z.
in één als de bijbechorende x tot de definitieverzameling van f(x) be-
hoort, andcrs in geen).

We moeten bij cen functie dus altijd aangeven wat de definitiever-
zameling 1s. We zullen dit echter dikwijls nalaten; bedoeld is dan de
grootst mogelijke verzameling waarvoor de definitie der functie zinvol
is.

Opgave 19. Het grootste gehele getal = x (/v een re&el getal), noemen wi]
entier & en schrijven wij[@j . Schets een grafieck van de functie [x] en
van de functiec x-|x]|.

Wanneer wij de volgende regle functie [(x) beschouwen: f(x) = 0
als x irrationaal is en f(x) = 1 als x rationaal is, dan is het Dbevre-
digend tekencn van cen gralfiek van deze functie niet mogelijk. Dat komt
omdat deze functie het "vloeiende" karakter mist, dat de functies waar-
van we wel grafieken konden tekenen, althans bij gedeelten, wel bezit-
ten. Dit vloeiende karakter komt hierop neer, dat als de argumentwaar-
den dicht bij elkaar liggen de functiewaarden ook dicht bij elkaar lig-
gen. Dit precisecren we nu nader in de volgende definitic:

Een functie [(x) gedefinicerd op een verzameling S heet continu
in a (a is een getal uit 8), als bij iecder regel getal &> 0 een reéel
getal ;;/ 0 te vinden is, zodat voor alle getallen x uit S waarvoor
la~-x]| < 5 geldt, ook [f(a)-f(x)|< < geldt (2~5; definitie van continui-

te1t). Als f(x) continu is in alle getallen van S dan heet f(x) continu

(zonder nadere toevoeging).

We kunnen nu een verband leggen met het begrip convergentie door
de eigenschap dat continue functies die functies zijn die convergentc
rijen in convergentc rijen overvoeren:

(3.2) Een functie f(x) gedefiniecerd op een verzameling S is dan en
slechts dan continu in a (a is cen getal uit 3) als voor iedere rij a,

(a_ is ecen getal uit S voor alle n), waarvoor geldt lim a, = a ook
n n— o
geldt 1lim f(an) = f(a).
N —s Q0
Bewijs: Stel eerst dat f(x) continu in a is en neem een rij a/
(a_ is een getal uit S voor alle n) waarvoor geldt lim a_ = a. Omdat
n . n—sc0
f(x) continu in a is is bij iedere ©2>0 een o> O te vinden zodat voor

alle x ult S waarvoor }x—ai<id/ geldt, ook lf(x)~f(a)1<<§L geldt. Omdat
a, naar a convg;geert is bij 47 0 een N te vinden, zodat uit n > N

volgt Ia—ant<ié en, omdat a_ in S ligt voor alle n, dus ook (f(a)~f(an)k:
<7 . Dus lim f(an) = f(a). Laat nu omgekeerd van f(x) gegeven zijn dat

voor iedere rij a, (a_ is een getal uit S voor alle n), waarvoor geldt

n
lim a_ = a, ook geldt lim f(an) = f(a). Stel nu dat f(x) niet continu
n—oo O n--»00
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in a 1s. Dan is er cen Zq > O zodat voor alle 5;>O geldt dat er een x
in S 18 waarvoor |[x-a. . - en \O(x)-T(a)) = iq: Nemen wij voor < nu %
(n doorloopt de natuurlijke getallen) dan vinden wij een rij X (Xn
L e i . 1 . ~ ~
ligt in S voor allc n) zodat }An—a\~\_ﬁ-en ]i(xn)—l(a)\;; <,. Dan is

blijkbaar lim X, = & ¢n dus lim f(xn) = f(a), hetgeen echter in strijd
n— o n — @
is met ff(xn)—f(ajl'; @, voor alle n. Dus is f(x) continu in a.
Dat uit lim a_ = a volgt lim f(an) = f(a) kunnen wij ook als
n —-00 n — o
volgt uitdrukken: £(1lim an) = lim f(an); d.w.z. de processen van het
N> n —s 00

nemen van de functie I en van het overgaan op een limict zijn verwissel-
baar,

Op grond van (3.2) hadden wij continuiteit ook anders kunnen defi-
niéren:

Een functie f(x) gedelinieerd op ecen verzameling S is continu in
a (a is een getal uit 3), als voor icderc rij a, (an is cen getal uit S

voor alle n), waarvoor geldt lim a = a, ook geldt lim f(a ) = f(a)
n -0 n — 00 n
(limietdefinitie van continufteit).

Opgave 20. Schets de grafick van de functic £(x) = min (x- [x], [x] +1-%)
en bewljs dat de functie continu is (hct is de afstand van cen re&el
getal tot het dichtstbijzijnde gehcle getal).,

Als f(x) en g(x) functies zijn, die op dezclfde verzameling S ge-
definicerd zijn, dan is de som (resp. het verschil, hct product, het
quotiént) van f£(x) en g(x) de functie h( gedefinieerd door h(x) =
= f(x)+g(x) (resp. f(x)-g(x), f£( —%—7} Het quotiint is alleen
gedefinieerd als g(x) # O voor allc x uit

Uit de limictdefinitic van continuiteit en de overcenkomstige stel-
lingen over convergente rijen volgt dan onmiddellijk:

(3.3) Als twec functics continu in a zijn is hun som, verschil, product
en quoti&nt ook continu in a.

Als f(x) en g(x) niet op dezelfde verzamelingen gedefinieerd zijn,
maar hun definitieverzamelingen hcbben wel iets gemeen, dan beperken
wij voorbovenstaande definities de definitieverzameling ceerst tot een
verzameling waarop ze beide gedefinieerd zljn. Analoog beperken wij ons
voor het quotiént tot een verzameling waar g(x) # 0 is (als g(x) = O
voor alle x gaat dat natuurlijk niet).

De volgende twece stellingen zijn evident:

(3.4) Een constante functie (d.w.z. f(x) = f(y) voor alle x en y) is

continu.

(3.5) De identieke functie f(x) = x is continu.
Uit (3.3), (3.%) en (3.5) volgt:

(3.6) Een gehele rationale functic (of polynoom) f(x) =
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n
(ak z1jn getallen) 1s continu (wat met het symbool 2> bedoeld wordt, is
wel duideli jk). k=
Uit (3.3) en (3.6) volgt:
(3.7) Een gebroken rationale functic f(x) = g i), wearin P(x) en Q(x)

polynomen zijn, gedefinieerd voor diec getallen x waarvoor Q(x) # 0, 13
continu.

Verder is met behulp van de limietdefinitie makkelijk te bewljzen:
(3.38) Als f(x) gedefinicerd is op S en continu is 1n a en g(x) is een
functie waarvan de definitieverzameling alle functiewaarden van f(x) be-
vat en die bovendien continu is in f(a) en h(x) 1s de functie gedefi-
nieerd op 8 door h(x) = g(f(x)), dan is h(x) continu in a.

Opgave 21. Als f(x) gedefinieerd is als in opgave 20 en g(x) door g(x) =
= f(%) voor x # 0, dan is g(x) continu. Het is echter onmogelijk g(0)

zo te definiéren dat g(x) in O continu wordt. Schets een grafiek van g(x)
Opgave 22. Als g(x) gedefinieerd is als in opgave 21 defini&ren wij h(x)
door h(x) = xg(x) voor x # 0 en h(0) = 0. Schets een grafiek van h(x)

en bewljs dat deze continu is (ook in 0).

De uilt de goniometrie bekende functies sin x, cos x, tg x, cotg x
vatten wilj altijd zo op dat de x in radialen gegeven is. Dan is uit de
meetkunde bekend dat voor positieve x geldt sin x <. x. Immers voor

L

X < 5/t volgt dit uit bijgaande figuur

T
TN
L !-ﬂ voor x > £ 70 1s sin x 1< 37T< x.
- Soax . .
— i . Opgave 23. Bewijs dat sin x en cos x
.

T

als 1n opgaven 21 en 22, nu echter ultgaande van f(x) = sin x en bewijs

N continu zijn. Bepaal g(x) en h(x)

dezelfde beweringen over deze g(x) en h(x) als in opgaven 21 en 22.
(3.9) Als f(x) gedefinieerd is op S en continu is in a en b is een getal
zodat f(a) # b, dan is er een getal x> 0 zodat voor alle getallen x in

S waarvoor geldt |x-al¢ = ook geldt f(x) # b.

Opgave 24, Bewijs (3.9).

Als een functie [(x) gedefinieerd is op een interval en ¢ is geen
randpunt van het interval, dan is er een getal «> 0 zodat het interval
(c-4, c+0) geheel tot het interval bchoort (kies n.1l. als het interval
cen linker cindpunta en een rechter eindpunt b heeft « = min(c-a,b-c) en
als dat niet het geval is op analoge wijze), zodat als wij de 5 ;n de
12 ~5;definitie <ot kiezen alle getallen x waarvoor geldt |x-ci<<d , in het
interval liggen, zodat de grootte van het interval waarop f(x) gedefi-
nicerd is niet van belang is voor de continuiteilt.

(3.10) (Middelwaardestelling van Weierstrass) Een continue functie f(x)
gedefinieerd op een gesloten interval [a,bl neemt ledere waarde tussen
f(a) en £(b) aan, d.w.z. als d tussen f(a) en f(b) ligt, is er een

tussen a en b zodat f£(€ ) = d.

Vv
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Y77 .
,%/ 1 Bewijs: Als f(a)=f(b) bestzat er
) geen d tussen f(a) en f(b) en valt

er dus niets te¢ bewijzen. Als
f(a)< £f(b), dan geldt f(a)< d<f(b).

Neem de verzameling V der gesallen

I
l
'/ ‘ ‘

l

X, waarvoor geldt a < x< b en
f(x) < d, dan ligt a in Teder geval in V, Verder is V ulteraard begrensd
(b is een bovengrens), dus V heeft ecen bovenste grens S . We bevijzen
nu dat £(¢) = d._ Stel eerst £( £ ) >d, d.w.z. > ligt niet in V. Omdat de
functie f(x) in ¢ continu is, 1s er een (51 > 0 zodat voor alls X waar-—
voor geldt a < X' < b en |x —§)<51, ook geldt |f(x (£ )\<f(é) - d,
dus f(f ) - f(x) < f(g) - d, dus f(x) >4, Verder is > a (mmers
omdat a in V ligt en P

f(a) < d en £(5§ )./ d geldt § £ a), dus voor Xy = max(a,{ 4&1) geldt
a<x £b, x <§ en verder lx-—fﬂ( (51 (dus f(x) > d) voor alle x

a el omdat

V'Yy'\‘/y

een bovengrens van V is, geldt

—

met Xy £ X < § . Dus 1is X, een bovengrens van V, maar dit is wegens

X4 i§ in strijd met het feit, dat q de bovenste grens van ¥ is. Dus
£( §)> d is uitgesloten. Stel nu :E(é ) < 4, dan is er, omdat de functie
f(x) ing continu is, een S s> 0 zodat voor alle x waarvosr geldt

X
a4 x<b en(x—gl<52, ook geldt \f(x)—f(§\ 4 - (), dus
f(x) —f(§ <d_f($)’ dus f(x) € 4. Verder 1s£<b (immers omdat b

¢cen bovengrens van V is en de bovenste grens van V, geldt § 4 b en

omdat f(b) > 4 en f( g ) < 4 geldt § A b dus voor X, = mm(b,S #95)
geldt a < x, £ b, X2>§ en IX —é\ 2, dusf( Xy) < 4, dus x, in V,
maar dit is wegens X5 >§ in strijd met het feit, dat L een bovengrens

van V is. Dus f(§ ) / d is uitgesloten. Er blijft dus glleen de mogelijk-
heid f(§ ) = 4 over, hetgeen te bewijzen was, Het geval dat f(a) > f(b)

is, kan ‘geheel analoog behandeld worden (men kan ook op de functie

-f(x) overgaan).
Opgave 25. Bewijs met behulp van (3 10) dat in (3.9) f(a) Z b 4oor
f(a) « b (resp. f(a) > b) en f(x) # b door f(x)< b (resp. f(x).> b)

kan worden vervangen.
(3.11) Van een op een interval gedefinieerde reéle functie is de. verza-

meling der functiewaarden ook ecn interval,

Bewijs: ILaat de functie f(x) zijn, gedefinieerd op het interval S.

Neem twee willekeurige functiewaarden b, en b2 met by < b2, dan zijn er

getallen a, en a, in S zodat f(a;) = by en f(%é) = b,. Omdat S een inter-
val 1s en a4 en a, in S liggen, behoort 'La1,a2} ook tot S en is f(x) dus
00k oOp La,l,azj gedefinieerd. Neem nu een willekeurig getal d tussen b1 en
dan is er volgens (3.70) een§ tussen aq en a, (en dus zeker ) in S)
= d. Dit betekent echter dat d een functiewaarde van f(x) is.

T A 2 an e A A FPuretiewssarden dus een interval,

29
zodat f(é )

r o~
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We merken op, dat de definitieverzameling en de verzameling der
functiewaarden in (3.11) geenszins tot hetzelfde der op blz., 15 genoemde
negen typen intervallen behoeven te behoren! Om dit duidelijk te maken

geven we enige voorbeelden. |

~ — e -
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In geval I is de functie

1 - % gedefinicerd op (0,+w )

de verzameling der functiewaar-
T i Wy (B B den is (-® ,1). In geval II is
L / \ ‘ de functie tg x gedefinieerd op
\ ' ' ( (=37 ,47); de verzameling der
' functicwaarden is (=00, +00).
/ ‘ geval IIT is de functie x gedefi-

ﬁiJ —

ZX// x)

der functiewaarden is LO ﬂ In

/ !
geval IV is de functie % T=%

gedefiniecerd op (0,1); de verza-—

I
|

[ meling der functiewaarden is
X ’ |1,+00. In geval V is de functie

/ ; nicerd op [0, 1) ; de verzameling
\ /
|
|
\
l

’ sin §§f%:§7 gedefiniecrd op (0,1);
de: verzameling der functiewaar-
den is [=1,1].

\ Bij ¢één der negen typen cven-
wel is de verzameling der functie-

! j | waarden wel van hetzelfde typc.
! ! Als n.1l,., een continue functie ge-
|
I

definieerd is op cen gesloten in-

terval (d,w.z. het definitie-in-
terval is van het type 90)9

is de verzameling der functicwamarden ook een gesloten interval., We kunnen
dit ook zo uitdrukken, dat de verzameling der functiewaarden cen grootste
en een kleinste element (een maximum en ecn minimum) bezit., Het omgekevr—
de geldt niet: in geval V hierboven 1s de verzameling der funetiewaarden
wel een gesloten interval, maar de definitieverzameling niet. We krijgen
dus de volgende stelling

(3.12) Gen continue functic, gedefinicord op een gesloten interval, heceft
€en maximum en een minimum,

Om deze stelling te bewljzen, bewijzen we ecrst de volgende hulp-
stelling (een functie heet begrensd, als de verzameling van haar functie-
waarden begrensd is):

(3.13) Een continue functie, gedefinicerd op cen gesloten interval, is
begrensd.

Bewijss Laat de continue functie f(x) zijn, gedefinieerd op
[a,b]. Stel dat f(x) niet begrensd is. Noem a,=2a, b1_b Nu is op minstens
€én van beide der intervallen [a,3(a+b)] en [%(a+b),b] de functie f(x)
Niet begrensd, want als zij op beide begrensd was, was zij het ook op
La b} Kies uit de beide intervallen één als L329 é] waarop f(x) niet
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In geval I is de functie
1 - % gedefinicerd op (0,+w )3
de verzameling der functiewaar-
den is (-® ,1). In geval II is
‘de functie tg x gedefinieerd op
(=377 ,5£7); de verzameling der
functiewaarden is (-co, +o0 ). In
geval IIT is de functie x gedefi-
nicerd op [O,T} » de verzameling

7 .

) /
‘ﬁW2xﬂ—x)

der functiewaarden is {O,ﬂ . In

geval IV is de functie m
gedefinieerd op (0,1); de verza-—

meling der functiewaarden is

[T7+oj, In geval V is de functie
sin §§T%:§T gedefiniecrd op (0,1);
de: verzameling der functiewaar-
den is [=1,1].

Bij één der negen typen ceven-
wel is de verzameling der functie-

waarden wel van hetzelfde typc.
Als n.1l, een continue functie ge-

definieerd is op cen gesloten in-~
terval (d,w.z. het definitie-in-
terval is van het type 9°), dan

4

is de verzameling der functiewaarden ook een gesloten interval, We kunnen
dit ook zo uitdrukken, dat de¢ verzameling der functiewaarden een grootste
en een kleinste element (een maximum en ecn minimum) bezit. Het omgeckeor—
de geldt niet: in geval V hierboven is de verzameling der funetiewaarden
wel een gesloten interval, maar de definitieverzameling niet. We krijgen
dus de volgende stellings

(3.12) Een continue functic, gedefinicord op ecn gesloten interval, hceeft
€en maximum en een minimum,

Om deze stelling te bewljzen, bewijzen we ecrst de volgende hulp-
stelling (een functie heet begrensd, als de verzameling van haar functie-
waarden begrensd is):

(3.13) Een continue functie, gedefiniecerd op cen gesloten interval, is
begrensad.

Bewijss Laat de continue functie f(x) zijn, gedefinieerd op
[2,0] . Stel dat f(x) niet begrensd is. Noem a;=a, by;=b. Nu is op minstens
€én van beide der intervallen [é,%(a+b)j en [%(a+b),b] de functie f(x)
Niet begrensd, want als zij op beide begrensd was, was zi]j het ook op
[a,b]g Kies uit de beide intervallen één als [azybé], waarop f(x) niet
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Ben functie f(x) heet monotoon niet-dalend (of isotoon) als uit

2
N

< v volgt f(x) < £(y), monotoon niet-stijgend (of antitoon) als uit

<.
< y volgt f(x) > £(y), monotoon ctijsend (of sireng isotoon) als uit

< y volgt f(x) « f(y), monotoon dalend (of streng antitoon) als uit

T

<y volgt f(x) > f(y), In alle vier de gevallen heet de functie mono-
toon, in de laatste twee gevallen streng monotoon.

Een functie f(x) heet eeneenduidig als uit x £ y volgt f(x) # f(y).

Als f(x) eeneenduidig is, heeft f(x) ecen omkeerfunctie, die als

volgt bepaald is, Bij ledere y in de verzameling der functiewaarden van
f(x) is er één en slechts één x in de definitieverzameling van f(x) te
vinden zodat y = f(x). Dezc toevocging x = g(y) heeft de verzameling der
functiewaarden van f(x) als definiticverzameling en de definitlieverzame-
“ling van f(x) als verzameling der functiewaarden; verder isflg(y)) =3
en g(f(x))- x. Deze. functie o(x) heet de ovhoertunctiec van f£(x).

Uit de definities volgt direct, dat e¢cn streng monotone functie
ceneenduldig is. Omgekeerd is ecen op een interval gedefinieerde eeneen-
duidige continue functiec streng monotoon., Neem twee geltallen x en y met
X < y in het interval, Uit dc ecncenduidigheid volgt dat f(x) # f(y), dus
f(x) « £f(y) of f(x) > f(y), stel £(x) ~ f(y) (f(x) > f(y) gaat analoog);
als de functie dan streng monotoon is, is zi] streng isotoon. Stel dat
de functie niet streng isotoon is, dan is er cen z zodat f(z) t.o.v, f(x)
en f(y) niet in overcenstemming is met de strenge isotonie. Er moeten nu
verschillende gevallen onderscheiden worden, waarvan we er slechts één bij
wijze van voorbecld behandelen, Stel z « x <y en f(x) < f(z) ~f(y).
Volgens (3.10) is er een g.tussen X en y zodat f(g ) = f(z)9 maar { £z
viegens z < X en X < é s 41t is echter in strijd met de eencenduidigheid
van de functie, Zo vinden we:s
(3.14) Een op een interval gedcefiniecrde cencenduidige continue functie
is streng monotoon.

Het is dus zo, dat voor op ecn interval gedefinieerde continue
functies eencenduidigheid en strenge monotonie hetzelfde zijn., We zullen
nu aantonen, dat in dat geval de omkering ook continu is.

(3.15) Een op een interval gedefiniecrde continue streng isotone (resp.
streng antitone) functie hecft ecn omkecrfunctic, die ook continu ,
streng isotoon (resp. streng antitoon) en op ecn interval gedefiniecrd
is.

Bewijs: Laat f(x) de functie in kwestic zijn., Dan is f(x) eceneendui-
dig, dus de omkecrfunctic g(x) bestaat. Verder is volgens (3.11) de ver-
zameling der functiewaarden van f(x) een interval, dus g(x) is op een in-
terval gedefiniecrd, Dat uit strenge isotonie (resp. strenge antitonie)
van f(x) strenge isotonie (resp. strenge antitonie) van g(x) volgt is
cenvoudig in te zien (ga dat zelf na). Er rest nog te bewijzen dat g(x)
continu is. We beschouwen het geval dat f(x) (en dus g(x)) streng isotoor
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is (het apdere geval gaat analoog). Noem I het definitie-interval van

£(x) en K het definitie—interval van g(x). Ieat b een getal uit K zijn

en g(b) = a, dus f(a) = b, Stel dat b geen randpunt van K is, dan 1s er
cen A% O zodat |b -A, b+ \|geheel tot K benoort. Wegens de strenge 1soto
nic is c= g(b = A)<glb) =a < g(b + A) = 4 en omdat I een interval is,
behoort Ec,d] geheel tot I. Kies nu een ©>0 en noem p = max(c, a - &)

g = min(d, a + &), dan liggen p en g in I en is f(p2<< fla) = b <f(a).
Neem nu & = min(f(q) - b, b - f(p)). Als |y - b| << , dan is

f(p) € b - < vy < b + f< f(q), dus f(p) < y < £(q), dus a =& < p =

= g(f(p)) < gly) < g(f(q)) = q £ a +%, dus|gly) - g(®)<T , dus g(x)

is continu in b, Als b wel een randpunt van K is, gaat het bewijs analoog.
(3.16) De functie x" (n geheel en £ 0), gedefinieerd voor reéle x > O

is streng monotoon e¢n wel isotoon voor n > 0 en antitoon voor x < O,
Opgave 26, Bewijs (3.16).

| Verder heeft deze functie x' als verzameling van functiewaarden het
interval (O0,+00 ). Dit volgt uit het feit, dat uit x > 0 volgt = 0,

ult n . 0O en x > 1 volgt "t = x, uit n >0 en x < 1 volgt xn:&:x, uit

-0 en x > 1 volgt < % en uit n <0 en x < 1 volgt x> %, Hieruit
en uit (3.15) volgt:

(3.17) De functie x“ (pigeheel en £ 0), gedefiniecrd op (0,+m ) heeft ecn
omkecrfunctie (die we x¥ noemen), gedefinieerd op (0,+w ), die continu

en streng monotoon if en wel isotoo? voor n » O en antitoon voor n <« O,

n
Er geldt dus (") = x en (x ) = x. Past men (3.17) toe voor n = 2

dan vinden we opnieuw het bestaan van V; = x?. e
We definiéren voor p geheel, g natuurlijk, a reéel > 0 nu a? door
P 1
2l - (ap)q. Dit geeft een definitie van e’ voor rationale r, wegenss:
(3.18) Als % en s geheel zijn en g en t natuurlijk, a reéel > 0 en pt = qs,
Py\a _

dan is (&)

= (a )

Be‘.ﬂzljsz((ap)q)qt . <<<ap>?f>q>t = ()P o aPT _ g98 L (a5)9
T 1

B ENe . t
o= (((as)t)t)q = ((as)t%it. Omd?t de functie Xq een eeneenduidige functie

is, volgt hieruit (aP)% = (a%)7.
(3.19) Voor r en s rationaal, a en b reéel > 0 geldt:

5TaS ar+s’
2Tt = (ab)¥,
(aI'> aI‘S

Opgave 27. Bewijs (3.19).

(3.20) De functie x* (r rationaal), gedefinieerd op (0,+m ) is continu,
Bewijs: ILaat r = % zijn (p geheel, q natuurlijk). De stelling volgt

dan direct wit (3.16), (3.17) en (3.8).
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(3.21) De functie x° (r rationaal en # 0), gedefinieerd op (0, +o00) is

streng monotoon en wel isotoon als r > 0O en antitoon als r <{ O,

Opgave 28, Bewijs (3.21).

De grafieken van de functies x" voor diverse waarden van T zien er uit
als hiernaast geschetst.

We hebben nu ab gedefi-~
nieerd in de volgende geval-
len: b natuurlijk, a reeéel;
b geheel, a reéel £ 03 b ra-

tionaal, a regéel > 0. We
zullen ook nog machten met
réle exponenten moeten defi-
niéren, Dat zal pas later

gebeuren,

Als een functie f(x) continu is in a, schrijven we wel 1lim f(x) =
X—>a
= f(a). We kunnen aan het linkerlid evenwel soms zin toekennen zonder

dat het gelijk is aan f(a), ja zelfs zonder dat a tot de definitieverza-
meling van f(x) behoort, We lichten dit toe aan een voorbeeld. Als func—
tie nemen we §£§—§, Deze is gedefinieerd voor x £ 0; voor het gemak be-

perken we ons tot x » 0. Uit de meetkunde is bekend, dat als 0 £ x L 3T,

: _ sin x cOs X 1 1
geldt 0 £ gin x {x {tg x = > s 5= <5 Lg%y dus cos x <

4 EE%—K £ 1, Nu is cos x continu in O (zie opgave 23), dus is bij iedere
£> 0 een & >0 te vinden zodat uit \x\¢§ volgt \cos x - 1l= _

=]cos x - cos 0l<€ & , Voor O ( x ¢4& is dan \1 - EEE—E\ =1 - §l§~§ <1+

- cos X = |cos X - 1\ < £, Voor x £ 0 gaat dit evenzo want uit sin(-x) =

= - sin x volgt sin(-x) _ sinx g, schrijven daarom lim 222X - 1
We kunnen dit ook zo uitdrukken: voor iedere rij Xn,sgiarvoor geldt
X
X £ 0 voor alle n en 1lim x_ = 0, geldt ook 1lim S 1.
n n —co n n—>o Xn

Als de functie f(x) gedefinieerd is op S en als a een getal is dus-
danig dat er een getal AD O bestaa, zodat (a- A,a) of (a,a+Ad ) (of beide
geheel tot S behoort ( a zelf behoeft niet in S te liggen, maar mag wel
in S liggen) en als er ecen getal b is, zodat bij iedere £ > O een d>0
te vinden is zodat voor iedere x in S met x £ a en \x-al4d geldt
\f(x)-bl « ¢, dan definiéren we (Lo f(x) = b, Dit heet een continue
limietovergang. Als in deze definitie de eis dat (a-A,a) of (a,a+A)
geheel tot S behoort, vervangen wordt door de eis dat (a-1,2) geheel
tot S behoort en als verder x £ a vervangen wordt door x £ a, dan defi-
nitren we 1im f(x) = b. Analoog definitren we _lim f(x) = b, Er worden
dan dus al%é%% de getallen <.a, resp. > a meegeteld,

Let wel, dat in de definitie van X}}g f(x) de voorwaarde x £ a zeer
essentidel is, ook als a in S ligt! Zo geldt b.v. voor de functie f(x),

die = 0 is voor x £ O en = 1 voor x = O, toch li% f(x) = O.
x—
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Hierboven is bewezen:

(3.22) 1lim SIB X _ ¢

X
x>0
De volgende beide stellingen zijn evident:

(3.23) Als f(x) gedefiniecrd is op een interval, als a een getal in dat
interval is en als f(x) continu is in a, dan geldt lim f(x) = f(a).
(3.24) Als X%}g f(x) = b (dit betekent hier en analggéain latere gevallen
als X%}m f(x) bestaat en gelijk aan b is), cn als X%}g f(x) = b, dan geld
X%}g f(X? = b.

De hier gegeven definitie van 1lim f(x) komt overeen met de € - &-de-
finitie van continuiteit., We kunne%v;gk cen karakterisering met limieten
van rijen geven:

(3.25) Voor een functie f(x) gedefinicerd op S geldt X%}g f(x) =t dan

en slechts dan als er cen getal A > 0 bestaat zodat (a-A,a) of (a,a+A)
(of beide) geheel tot 8 behoort en als voor icdere Tij X, met X, in 5 ¢n
X, # a voor alle n, waarvoor geldt n%}g) x, = a, ook gel@trigg)f(xn) = b,

Het bewijs van (3.25) is geheel analoog met het bewijs van de stel-
ling over de aeguivalentie van de limictdefinitie en de £ - § —-definitie
van continuiteit d.i, (3.2). We laten het daarom achterwege.,

Als X}}g f(x) bestaat, zijn er de volgende drie mogelijkheden:
. a ligt in S en 1lim f(x) = f(a): dan is f(x) continu in a.
2°, a ligt in S en X%}g f(x) # f(a). Dan heet a cen verwijderbare dis-
continuiteit van f(x), omdat we f(x) in a zo kunnen veranderen, dat
de functie wel continu in a wordt; exacter uitgedrukt: de functie
h(x) gedefinicerd door h(x) = f(x) voor x in S met x £ a en h(a) =
= lim f(x) is wel continu in a.

X=a
3%, a ligt nict in S. Dan kan de functie in a continu voortgezet (of

uitgebreid) worden, d.w.z. de functie h(x) = f(x) voor x in S en

h(a) = 1lim f(x) is continu in a.
X > a 0 . .

Len voorbecld van 2° is de functie f(x) = O voor x Z O en f(0) = 1;
hier is O de verwijderbare discontinuiteit. Een voorbeeld van 3% is de
functie Sli X, Deze kan in O cmtimu worden voortgezet met waarde 1.

Als voor de functie f(x) wel geldt dat er cen A > O bestaat zodat

(a=1 ,a) of (a,a+A ) gehcel tot S behoren, maar toch X%}g f(x) niet be-

staat, dan heet a cen essentiéle discontinuiteit van f(x). Zo heeft

gin % in O een essentidle discontinuiteit (zie opgave 23) en evenzo

i
X 1=-x
Als f(x) gedefinicerd is op S en als er een getal A> 0 bestaat zodat

(N,+m ) geheel tot S behoort en als er een getal b 1s zodat bij ledere
£> 0 een o te vinden is zodat voor iedecre x in S met x > o geldt
l£(x) - bl <&, dan defini¥ren we lim — f(x) = Db. Analoog definiren we

sin » in 0 en 1 (zie geval V bovenaan blz., 21),

lim  f(x).
X =00

A, : i = b, volgt 1lim £ = b,
Opgave 29, Bewijs dat uit X%}% f(x) ; g 50 (%)

Ml



Elan 27

Opgave 30. Bewiljs het bestaan en bercken de waarde van x 130 %,

3
. X~ +6 . cos X
lim 5 lim —TT .
X —00 33 —x X—=> 5T X=27

§;4. Differenticervare functies.

We gaan nu aan de functies die we beschouwen verdergaande beperkingen
opleggen dan we tot nu toe gedaan hebben. We eisen dat de grafiek van de
~ functie £(x) in het punt (a,f(a))

} een raaklijn heeft. Dit betekent
het volgende. We verbinden het

{6
—

punt (a,f(a)) met een ander punt

(x,f(x)) van de grafiek door een
rechte lijn (koorde): vervolgens

; laten we x tot a naderen. Als dan
g f de koorde (die natuurlijk steeds
| door (a,f(a)) gaat) tot een be-

- |

A x ' paalde limietstand nadert, dan

heet)de zo verkregen rechte de raaﬁlijn aan de grafiek in het punt
(a,f(a)).

Om dit nader analytisch te kunnen beschouwen, moeten we dit ult de
meetkunde in de analyse vertalen. Daarvoor is allereerst een analytische
bepaling van het begrip "rechte 1lijn" noodzakelijk. We beschouwen daar-
toe eerst een rechte lijn door de oorsprong (het punt (0,0)), die niet de
Y-as 1s. Dan is het op grond van gelijkvormigheid van driehoeken direct

duidelijk, dat voor twee punten
:>f (x4,¥4) en (Xz,y2), beide buiten
de oorsprong, die op de lijn gele-

- . y1 = Yo
- gen zijn, geldt ET = EE. Noemen

we de waarde van deze verhouding

Ya m, dan geldt dus voor ieder punt
(x,y) buiten de corsprong gelegen

op de lijn, dat % =m, dus y = mx,

Aan de laatste betrekking voldoet

de oorsprong blijkbaar ook. Verder
ligt ook omgekeerd ieder punt (a,ma) blijkbaar op de rechte lijn, omdat
de rechte lijn evenwijdig met de Y-as bestaande uit de punten met X-codr-
dinasat a de gegeven rechte 1lijn in één en slechts één punt snijdt, hetwelk
alleen het punt (a,ma) kan zijn. De rechte 1lijn bestaat dus uit die en
slechts die punten (x,y), die voldoen aan y = mx; anders ultgedrukt: de
rechte‘lijn is de grafiek van de functie mx, Omgekeerd heeft voor ieder
redel getal m de functie mx blijkbaar een rechte 1lijn als grafiek, n.l.
de rechte 1lijn door (0,0) en (1,m)., Het getal m mag ook negatief zijn;
het is de tangens van de hoek die de rechte maakt met de positieve X-as.



Nemen we nu een willekeurige rechte 1, die niet evenwijiig of samen-
vallend met de Y-as is, dan beschouwen we daarnaast de hiermee evenwijdige

ey

rechte 1' door de oorsprong, die dus
jyf e niet met de Y-as samenvalt. Dan be-
e 9 P staat 1' volgens het bovenstaande
/2/'/ / ( . .
s - uit de punten (x,y) die voldoen aan
e ‘frﬁ;x y = mx, Noem q de Y-codrdinaat van
- Cﬁf”ﬁ het snijpunt van 1 met de Y-as . Dan

is het mecetkundig duidelijk, dat

- - als (x,y) cen punt van 1 is, (x,y-q)
7 ;Xf een punt van 1' is en omgekeerd als

(x,y) een punt van 1' ie, (x,y+q)
cen punt van 1 is, Hieruit volgt dat 1 bestaat uit die en slechts die
punten (x,y), waarvan geldt y = mx+q; anders uitgedrukt: 1 is de grafiek
van de functie mx+q. Men noemt y = mx+q de vergelijking van 1. Omgekeerd
heeft voor ieder tweetal ree€le getallen m en g ‘e Tunctie mx+q blijkbaar
cen rechte 1lijn als grafiek, n.l. de rechte evenwijdig (of als q = O
samenvallend) met de grafiek van mx, die de¢ Y-as snijdt in een punt med

Y-codrdinaat g. Men noemt m de richtingscoe¢fficiént van de lijn; deze

tepaalt inderdaad de richting van de lijn: evenwijdige lijnen hebben de-
zelfde richtingscoéfficiént, snijdende 1lijnen hebben verechillende rich-
tingscoefficienten.

De lijnen evenwijdig of samenvallend met de Y-as vallen hier niet
onder; ze zijn voor ons nu ook niet van belang. Het is echter direct duil-
delijk, dat een dergelijke lijn bestaat uit die en slechts die punten
(x,y) waarvoor geldt x = a.
| We bepalen nu de vergelijking van een 1lijn door twee verschillende

punten (aT’bT) en (a2,b2). Daar we lijnen evenwijdig of samenvallend met
de Y-as uitgesloten hebben, mogen we 2y pA a5 veronderstellen, laat de
vergelijking van de lijn y = mx+qg zijn, dan moeten m exn g bepaald worden.
Nu moeten (aT’bT) en (a29b2) op de lijn liggen dus moe? gelden b, = ma,+q
en b2 = ma,+q. Door aftrekken vinden we hieruit b2—b1 :m(ag—a1) en dus,

bz—b1 a2t1—a1b9 '
wegens aq £ 8p, M = 5,8, en dan q = bq—ma1 = 5,2, . De 1lijn met ver-
Po-by 5P 1245 | \
gelijking y = ey X + ——EgFE;r—— gaat inderdaad door (aq,b1) en (az?b2,
en is dus de gezochte 1lijn. De richtingscroéfficiént van deze lijn 1s dus
b,-b
Eé"§"° De vergelijking is nog wel in een wat overzichtelijker gedaante te
27 bs=b
brengen., Trekken we van beide leden b, af, dan xrijgen we y-b, = —— ! X +
1 1 n=—2y
a,(b,=b,) b,=b 2 1
- ~l-%§—l— , dus y-b, = ag_aq(x—a1).
8o 278

Opgave 31. Bewijs dat, als twee lijnen met richtingscoéfficiénten m., en.m2

loodrecht op elkaar staan, geldt mym, = -1,



Keren we nu terug tot de raaklijndefinitie. Daar de rasklijn in ieder
geval door het punt (a,f(a)) gaat, is deze door zijn richtingscoéfficidént
volkomen bepaald, De richtingscoéfficiént van de koorde door (a,f(a))
en (x,f(x)) is i&f%{%&il; gezocht is dus de limiet hiervan als x tot a
nadert., Nemen we als voorbeeld de functie X2; de¢ grafiek daarvan heet ceen
parabool, Om de raaklijn aan deze
grafiek in het punt (a,az) te bepa-
len, nemen we de koorde door (a,az)
en (b9b2); deze heeft als vergelij-
king y—a2 = E%E%—(X—a), dus y—a2 =
= (b+a)(x-a). ILaten we nu b tot a
naderen, dan wordt dit y~a2 = 2a(x-a)

hetgeen de vergelijking van de raak-

lijn in (a,a”) is, met richtingsco-

efficiént 2a. De vergelijking is als

e volgt te schrijven: y = 2ax—a2.

Een functie f(x), gedefinieerd op een interval, heet differentieerbaan
in a (a in het definitie-interval), als X%}g iiﬁ%;giﬂl
de van deze limiet heet de afgeleide of het differentiaalquotiént van

bestaat. De waar-

f(x) in a.
Men kan dit ook zo uitdrukken: cen functie f(x), gedefinieerd op een

interval, is differentieerbaar in a ( a in het definitie-interval) als
de functie Y (x) = iiﬁ%;g;ﬁl (differentiequotiént) , die blijkbaar gede-

finieerd is voor alle x in het definitie-interval van f(x) behalve in a,

continu uitgebreid kan worden in a. 3

A
i

De afgeleide in a van f(x) wordt geschreven kgiiﬁlf of tf'(x)

dx  Jx—g
of wat korter, maar minder duidelijk §£%%l of £'(a).

X=a

Als f(x) differenticerbaar is in alle getallen van zijn definitiever-
zameling hecft f(x) differentieerbaar (zonder nadere toevoeging). De afge-
leide is dan weer ecn functie van x, die we cilx) of £'(x) schrijven.

In het bovenstaande voorbeeld hebben we ge%%ndeng dat de afgeleide
van X2 in a gelijk is aan 2a; dit geldt voor iedere a, dus de afgeleide
van X2 is 2X.

Van de functies sin x en cos x kunnen we de afgeleiden ook makkelijk
wit de differentiequoti&nten door limietovergang vinden, als we gebruik ma

maken van (3.22).

. a '
Opgave 32, Bewijs §~§%%~§ = CcO08 X en ——E%Efz = - gin X,
Opgave 33, Bpaal de afgeleide van x3.

In een differentiequotiént £L§l:§i§l stelt men dikwijls x = a+h; als

x—2 -
dan x— &, geldt h—s 0. De afgeleide wordt dan £'(a) = 1lip Tleth)l=f(a)
’ h—0

Let wel, dat als a geen randpunt van het definitie-interval 1s, ook nega-

tieve waarden van h beschouwd moeten worden!

. . f(x)-fla
Als f(x) differentieerbaar is in a, geldt dat fx)-fla)

) - f'(a) een



Keren we nu terug tot de raaklijndefinitie. Daar de raaklijn in ieder
geval door het punt (a,f(a)) gaat, is deze door zijn richtingscoéfficiént
volkomen bepeald. De richtingscoeéfficiént van de koorde door (a,f(a))
en (x,f(x)) is iﬁﬁ%;g&él; gczocht is dus de limiet hiervan als x tot a
nadert, Nemen we als voorbeeld de functie X2; d¢ grafiek daarvan heet een
parakbool. Om de raaklijn aan deze
| grafiek in het punt (a,a2) te bepa-
\\ : / len, nemen we de koorde door (a,aQ)
/ en (b,b"); deze heeft als vergelij-
| ?// king y—a2 = bb:: (x-a), dus y—a2 =
‘\ // = (b+a)(x~-a). Iaten we nu b tot a

naderen, dan wordt dit y-a2 = 2a(x—a§

\\\ii //: hetgeen de vergelijking van de raak-

- lijn in (a,az) is, met richtingsco-
efficiént 2a, De vergelijking is als

volgt te schrijven: y = 2ax—a2a

Een functie f(x), gedefinieerd op cen interval, heet differentiecrbaay

in a (a in het dcfinitie-interval), als lim £LE%:§L%1
X-—>a -

de van deze limiet heet de afgeleide of het differentiaalquotiént van

testaat. De waar-

f(x) in a.
Men kan dit ook zo uitdrukken: cen functie f(x), gedefiniecerd op een

interval, is differenticerbaar in a ( a in het definitie-interval) als
de functie *f(x) = ££§%§§L§l (differentiequotibnt) , die blijkbaar gede-

finieerd is voor alle x in het definitie~interval van f(x) behalve in a,

continu uitgebreid kan worden in a.

' , - -

De afgeleide in a van f(x) wordt geschreven Ldféi)[ of tf'(xn
1 X=8a ~X=8

of wat korter, maar minder duidelijk dféi) of £'(a).

Als f(x) differenticerbaar is in alle getallen van zijn definitiever-
zameling heeft f(x) differentieerbaar (zonder nadere toevoeging). De afge-.
leide 1s dan weer ecn functie van x, die we ﬁiﬁﬁl of £'(x) schrijven.

In het bovenstaande voorbeeld hebben we ge@%nden, dat de afgeleide
van X2 in a gelijk is aan 2a; dit geldt voor iedere a, dus de afgeleide
van X2 is 2%,

Van de functies sin x en cos x kunnen we de afgeleiden ook makkeli jk
uit de differentiequotignten door limietovergang vinden, als we gebrulk ma

maken van (3.22).

i a .
Opgave 32. Bewijs Q—E%%ME = CO0S X eg ——3%§—§ = - sin x.
Opgave 33, Bpaal de afgeleide van x7.
In een differentiequotiént £i§%§§i§l stelt men dikwijls ?(z i§h%(a§s
. +h) -
dan x— a, geldt h— 0. De afgeleide wordt dan f'(a) = llg 2 = 2/,
h—

Iet wel, dat als a geen randpunt van het definitie-interval is, ook nega-
tieve waarden van h beschouwd moeten worden!

f -f
Als f(x) differentieerbaar is in a, geldt dat ,LEL__LQZ - f1(

= a) een



functie £ (x) is die naar nul gaat als x-—a. Dan is £(x) = £(a) +

+ '(a)(x-a) + (x-2) £(x). Deze betrekking geldt, als we gla) = 0 stel-

len, ook voor x = a; bovendien is dan £ (x) continu in a

. We kunnen deze
betrekking ook voor de definitie van differenticerbaarheid gebruiken:
(441) Een functie f(x), gedefiniecerd op een interval S, is dan en slechts
dan differentieerbaar in a, als er een getal f'(a) en cen in S gedefi-
nicerde functie € (x) bestaat, zodatg ) = O, € (x) continu in a is, en
f(x) = f(a) + (x-a)f'(a) + (x-a) £(x).
Hierult volgt onmiddelli jk:
(4.2) Als f(x) differenticerbaar is in a, is f(x) continu in a.
Het omgekeerde van (4.2) geldt niet, want de functie {x! is continu
in O, maar niet differentieerbaar; voor x > O 1s het differentiequotiént

= 41 en voor x £ O is het = -1.
(%.3) De som van twee in a differentieerbare functies f(x) en g(x) is

differentiecerbaar in a en de afgeleide is f'(a) + g'(a) (er geldt dus
a(r(x) + g(x)) _ af(x) | dglx),
dx dx ax :

Bewijs: f(x) fla) + (x-a)f'(a) + (x—a)Eq(x) met Eq(a)

it

0 en Eq(x)

continu in a en

2(x) = g(a) + (x-2)g'(a) + (x-2)8,(x) met E,(2) = O en Ey(x)
continu in a. Dan is f(x) + g(x) = f(a) + g(a) + (x-a) (£'(a) + g'(a)) +
+ (x—a)(Eq(x) +‘£2(X))ﬁ Nu geldt voor’EB(X) q(K) +—€2(x), dat EB( ) =0

en EB(X) continu in a is.
(4.4) Als f(x) differentieerbaar is in a en ¢ is een constante, dan is

cf( ) differentieerbaar in a met afgeleide cf'(a) (er geldt dus QE%%&l =
dx /7 °
Bewijs: f£(x) = f(a) + (x-2)f'(a) + (x-2) < (x) met £(a)=0 en £(x)
continu in a. Dan is cf(x) = cf(a) + (x-a)ef'(a) + (x-a)c&(x). Nu geldt
voor 81(x) = c&(x), dat 61(a) = 0 en Eq(x) continu in a 1is.
Door combinatie van (4.3) en (4.4) vindt men

(4.5) Het verschil van twee in a differentieerbare functies f(x) en g(x)

is differentieerbaar in a en de afgeleide is f'(a)-g'(a) (er geldt dus

(r()-a(x)] _ 4f(x) _ ggle).
Todx dx
(4,6) Het product van twee in a differentieerbare functies f(x) en g(x)

is differentieerbaar in a en de afgeleide is ' (a Je(a) + f{a)g'(a) (er

gelat qus SLONE00) - SE) o) 4 p(x) SEED).

Bewijs: f(x)

continu in a en

il

£(a) + (x-a)f'(a) + (x-a) 81(x) met 84(a)

]
O
@
=l
m

A
b
~—’

g(x) = gla) + (x-a)g'(a) + (x-2) E,(x) met€,(a) = 0 en €,(x)
continu in a. Daa is f(x)g(x) = f(a)ela) + (x-a)(f'(a)s(a) + f(a)g'(a)) +
+ (x-a)(g(a) &,(x) + (x-a)f'(a) )g'(a) + (x-a)s'(2) 5(x) + f(a)&(x) +
+(x-2)f(a)gy(x) + (x-2)€, (x)E5(x)) . Nu geldt voor EB(X) = g(a)&,(x) +
(x-a)f'(a)g' (a ) + (x-a)g (a)Eq(X) (a)EQ(X) + (x-a)f'(a)gg(x) +
+ (x—a)gq( x) €, X)) datE;B( a) = 0 en EB(X) continu in a is.



Voorbeeld: Van x2 Sin x is de afgeleide 2 x sin x - x2 cos X.
(4.7) Een constante functie is differenticerbaar met afgeleide 0; de
identieke functie is differentieerbaar met afgeleide 1.

Opgave 34. Bewijs (4.7).

Opgave 35. Bewiljs dat voor natuurlijke n geldt gx = nxn'q.
Uit het resultaat van opgave 35 en uit (4.3) en (4.4) vindt men,
dat de afgeleide van een polynoom Sg‘akxk gelijk is aan Z%’a kxk'q =
%:ﬂ K k=0 k=0 ¥
= 2 (k+1)ak+1x

(4.8) Als f(x) eeneenduidig en differentiecerbaar is en als f'(a) # 0,
dan is de 2mkeerfunctie g(x) van £(x) differentieerbaar in f(a) met af-
gelerde w7 (als we dus schrijven y=f(x) en dus x=g(y), dan is §£ = ).

dx
Bewijs: Omdat f(x) differenticerbaar is, is f(x) op een interval

gedefinieerd en continu. Uit (3.15) volgt, dat g(x) cp een interval gede-
finieerd en continu is. Als f(a)=b en f(x)=y (dus g(b)=a en g(y)=x) dan
volgt uit y— b, dat x— a en omgekeerd. Verder volgt uit y # b dat

X 1
X a en omgekeerd. Dan is = =
# g N ) B J 673 5l ) N SR FET -

“1im BATLZE b)q
Nad® y-p

Opmerking: De voorwaarde f'(a) # O is niet overbodig. Zo is f(x)zx3
eeneenduidig en differentieerbaar, maar f'(0)=0. Stelling (4.8) kan men
zich met behulp van een grafiek zeer aanschouwelijk maken (ga dat zelf
na) . 1

‘ n . . n
Voorbeeld: De functie x 1is de omkeerfunctie van x . Stel n natuur-

1 n--1

1ijk en y=x" vosr x > 0, dan is x=y" en %% = nyn‘q = nx ©, dus
1-n d
A-n 2

ax n n

(4.9) (Kettingregel) Als g(x) differentiecerbaar is in a, als de defini-

tieverzameling van f(x) de verzameling der functiewaarden van g(y) bevat

en als f(x) dlfftrantleerbaar is in g(a), dan is f(g(x)) differenticer-
baar in a en —£L§i§llJ Ldf y) \§£i511 (als we dus schrijven
L _ ay 1 o

a y=g(a) @ >éa

. dz _ dz dy

y = g(x) en z = £(y) = f(e(x)), dan 1s g = g5 )~
Bewijs: Noem g(a) = b, dan is g(x) = b + (x-a)g'(a) + (x-2)&,(x) met
€.(a) = 0 en Sq(x) continu in a en f(y) = £(b) + (y-d)f'(d) + (y- b)“z( V)

mgt Ez(b) = 0 en Qg(y) continu in b. Dan is f(g(x) (o) + (g(x)-p)f (v)

it

)
+ (g(x)-p)es(a(x)) = (g (2)) + (x-a)g'(a)f'(b) + (x-a)(£'(p)&(x) +
+ g (a)gz(g(x)) + 84( z(g(x))). Nu geldt voor 83(X) = f'(b)eﬂ(x) +
(a)gg(g(x)) +84(X) e.(g(x)), dat Eé(a) = 0 en EB(X) continu in a 1is.



Voorbeeld: Van x2 sin x is de afgeleide 2 x sin x +~x2 cOS X.
(4.7) Een constante functle is differentieerbaar met afgeleide O; de
identieke functie is differentieerbaar met afgeleide 1.

Opgave 34, Bewijs (4.7).

Opgave 35. Bewiljs dat voor natuurlijke n geldt %%— = nx"” 1
Uit het resultaat van opgave 35 en uit (4.3) en (4 4} vindt men,
n
dat de afgeleide van een polynoom s a <K gelijk is aan 3 a TS S
k=o ¥ =0 ¥

k
= %;% (k+1)ak+1x .

(4.8) Als f(x) eeneenduidig en differentieerbaar is en als f'(a) # O,
dan is de omkeerfunctie g(x) van f(x) differentieerbaar in f(a) met af-
geleide f'q (als we dus schrijven y=f(x) en dus x=g(y), dan is %% = é%).

ax
Bewijs: Omdat f(x) differentieerbaar is, is f(x) op een interval

gedefinieerd en continu. Uit (3.15) volgt, dat g(x) op een interval gede-
finieerd en continu is. Als f(a)=b en f(x)=y (dus g(b)=a en g(y)=x) dan

volgt uit y— b, dat x — a en omgekeerd. Verder volgt uit y # b dat
1 1

x # a en omgekeerd. Dan is FTaET © T T(E) = 11m "TEF?FCET
X-a

X —>a

a

“lim BMZ8 b)a
y—>b y-b
3

Opmerking: De voorwaarde f'(a) # O is niet overbodig. Zo is f(x)=x
eeneenduidig en differentieerbaar, maar £'(0)=0. Stelling (4.8) kan men
zich met behulp van een grafiek zeer aanschouwelijk maken (ga dat zelf
na) . d

Voorbeeld: De functie xn is de omkeerfunctie van Xno Stel n natuur-
n

1 n-1
1ijk en y=x" vonar x > 0, dan 1is x:yn en %% = nyn"q = nx , dus
1-n 1
it = -1
g.y_-::l-xn :.:]_Xn
ax n n

(4.9) (Kettingregel) Als g(x) differentieerbaar is in a, als de defini-
tieverzameling van f(x) de verzameling der functiewaarden van g(y) bevat
en als f(x) differenticerbaar is in g(a), dan is f(g(x)). differentieer-

baar in a enL—EigizllJ {—QLZ—} ‘QEJEQJ (als we dus schrijven

=2 ly—g(a) L 9% x=a
. dz dz
y = g(x) en z = £(y) = £(&(x)), dan 1s - £ ).

Bewijs: Noem g(a) = b, dan is g(x) = b + (x-a)g'(a) + (x—a)Eﬁ(x) met
€, (a) = 0 en Eq(x) continu in a en f(y) = £(b) + (y-b)f'(b) + (y-b)ag(y)
£5( (y) continu in b. Dan is f(g(x)) = £(b) + (g(x)-b)f (o)
+ (g(x)-p)ey(g(x)) = fle(a)) + (x-a)g'(a)f'(b) + (x-a) (£'(p) g (x) +
(a) (x)€5(8(x))) . Mu geldt voor E5(x) = £'(0)&;(x) +
(a) x)82(g(x)), dat &é(a) =0 en 83(x) continu in a is.



Voorbeeld: Gevraagd wordt de afgeleide van (sin x)n.voor natuurli jke
n. Noem g(x) = sin x en f(y) =y, dan is g'(x) = cos x en £'(y) = nyn‘q.
De afgeleide van (sin x)” is dus n (sin X)n—1
(4.10) Als g(x) differentieerbaar is in a en g(a) # O, dan kan g'L gede-
finieerd worden op een interval dat a bevat en is dan differentieerbaar
in a en de afgeleide is - g a)2

(g(a))

Bewijs: Omdat g(x) op een interval gedefinieerd en continu in a is
en g(a) # 0, is er een interval dat a bevat waar g(x) # 0 is (zie (3.9)).
De rest van het bewijs gaat eenvoudig met de kettingregel.
Opgave 36. Completeer het bewijs van (4.10).
(4.11) Het quotiént E%%%-van twee in a differentieerbare functies f(x)
en g(x) met g(a) # 0 is differentieerbaar in a met afgeleide

gla)f'(a)-fla)g'(a)

CO8 X,

2
(g(a))
Opgave 37. Bewijs (4.11). (Bedenk dat -%—7-= f<x)'éﬂ%3”)
(4.12) Voor r rationaal en x > 0 geldt a—— = "1,

Bewijs: Voor r natuurlijk zie opgave 35. Verder geeft r=0 de functie

XO = 1 met afgeleide 0 = Ox‘q. Voor r = -1 1s de functie x"1= %, maar

1 g

vl -1

X a _ g . 1 ax _ 1 -2
———= = - zx €n dit nadert tot - ;? als x —a dus ~gz— = - — = (-1)x “.
Voor negatieve gehele r stellen we r = ~-n en passen volledige Iinductie

naar n(toei Voor n=1 1s het zojuist bewezen. Stel het is voor n Jjulst, dan
-(n+1 n -1
X

- -n
i dx i _ ax = _ dﬁx <7 4 < B dgx _ —nx_n"qx_q+x_n(—1)x'2 _
= -(n+1) X-(n+1)~1° Hiermee is het voor gehele r aangetoond. Neem nu r
willekeurig rationaal en stel r =«§ met p geheel en g natuurlijk dan is
1
D ; a(xP)% _ 1,0 %"1 p-1

= (x7)7. Met de kettingregel vinden we dan —g— = a(x ) px =

B4 r-1

q = rXx .

QFU

Opgave 38. Bewijs dat de functie f(x) gedefinieerd door f(x) = x sin %

voor x # 0 en £(0) = 0 niet differentieerbaar is in O, maar dat de functie
g(x) gedefinieerd door g(x) = x° sin % voor x # O en g(0) = 0 wel diffe-
rentieerbaar is in 0 (vergelijk het resultaat van opgave 23).

Opgave 39. Bepaal de afgeleiden van _"_E' Vx +1-x, tg x, (sin x)3 +
1+x
1 2 1 1-cos X

_ . N os 4 g
3 sin x, x sin 70 X OS5 5in %

e e

, sin (1 + M/1+cos x2)

o

Als f(x) differentiecerbesar is, is de afgeleide f'(x) weer een functie
van x; als deze differentieerbaar is (in a), dan zeggen we dat f(x) twee
maal differentieerbaar is (in a) en noemen we de afgeleide van f'(x) de



2
tweede afgeleide van f£(x): Q_ﬁ%ﬁl = f'"(x). Analoog definieert men voor
dx

n
natuurlijke n de nS afgeleide van f(x): Q_E%EL = f(n)(x) door volledige
dx

inductle, mits zij bestaat. Het getal n heet de orde van de afgeleide.
Het 1s voor sommige doeleinden practisch de functie f(x) als zijn eigen
nulde afgeleide te beschouwen: f(o)(x) = f(x). Als de ng afgeleide van
f(x) bestaat voor alle natuurlijke n, dan heet f(x) willekeurig vaak
(of oneindig vasak) differentieerbaar.

Opgave 40. Bepaal de nS afgeleide van (1+x)r, sin x, cos X.

Voor de n< afgeleide van een product van twee n maal differentieer-
bare functies f(x) en g(x) bestaat een formule, die formeel als volgt
te vinden is: ontwikkel (f(x)+g(x))" volgens de binomiaalformule van
Newton en vervang de machten door afgeleiden van overeenkomstige orde.
Dit geeft:
(4.13) (Regel van Leibniz) Als f(x) en g(x) beide n maal differentieer-
baar zijn, geldt

n n

d f(x)g(x) _ 5 (ny plk) (n-%)

JELX) 5 () £\ (x) ¢ (x).
dx k=0

Bewijs: We passen volledige inductie naar n toe. Voor n = 1 komt er

julst de formule van (4.6). Stel de formule geldt voor n. Dan is

n
y ! af(x)e(x)

n+ n

a  f(x)g(x) dx d (zzj(n) (k) (n-%)
= o (x)e x) =
dxn+1 dx dx yanr k
n n

— ,ny d k -k n k+1 n-k
S (M L Mg ) - o (MW 0P (x)

k=O k:O

(%), (n-k+1) 21 (k) (n-k+1)
+ 1 (x)g (x)) =>_ (2 (x) (x)
k="
n n+-
- ~— k +1-k ..

+ 2 (E) f<k)(x) g(n k+/‘)(x) = ) (nzﬂ)f( )(x)g(n 1 )(x), Bij deze af-

k=0 k=0
leiding is gebruik gemaakt van de volgende ult de algebra bekende betrek-
kingen tussen binomiaalco&fficiénten: (E) + (k?q) = (nzﬂ) voor k=1, ...,n;
() = (M = (D) = (gﬂ) - 1 (zie Elal blz. 7).
Opgave 41. Bepaal van xa+b = xaxb de n< afgeleide en wel voor het lin-
kerlid rechtstreecks en voor het rechterlid met de regel van Leibniz en

n o °

bewijs met behulp daarvan dat (a;b) = Z;% (S)(D?k) (vergelijk Elal blz. 9,

opgave 4). -

Een functie f(x) gedefinieerd op een interval I heet stijgend in a
als er een getal A'> 0 bestaat zodat voor x in I, a - A { x <:a geldt
f(x) { f(a) en voor x in I, a x { 2 +.% geldt f£(x) > f(a). Analoog
dalend met £(x) » f(a) en f(x) « f(a), niet-dalend met f(x) L f(a) en




(x) > f(a), niet-stijgend met f£(x)p f(a) en f(x) L f(a). We zeggen

~

varder dat £(x) een relatief maximum (resp. relatief minimum) in a
heeft, als er een getal‘)f> 0 bestaat zodat voor x in I en |x-a| < A geldt
f(x) L f(a) (resp. £(x) > f(a)).

Deze eigenschappen ziljn plaatselijke eigenschappen: alleen argument-
waarden in de buurt van a spelen een rol.

De volgende stelling is evident.
(4.14) Als de op een interval gedefinieerde functie f(x) een maximum
(resp. minimum) in a heeft, heeft zij ook een relatief maximum (resp.
ninimum) in a.

We leggen nu een Verband tussen de hierboven gedefinieerde eigen-
schappen en de differentieerbaarheid.
(4.15) Als de in a differentieerbare functie f(x) in a niet-dalend (resp.
niet-stijgend) is, is f'(a) = 0 Erespa fr(a) £ 0).

Bewijs: Voor |x-a} < A is £ X})(:g a) > 0 (resp. £ 0).
(+.16) Als de functie f(x) in a differentieerbaar is en f'(a) > O (resp.

fi(a) £ 0), dan is f(x) in a stijgend (resp. dalend).
Bewijs: We beschouwen het geval f'(a)> O (het andere geval gaat
analoog). Er is een A D O te vinden zodat uit |x-ajg A\ en x # a volgt

EEoEa) ey < 2(a), aus £1(a) - SEE) o origa), qus ELE=EE) s

dus voor a - A {x { ageldt £(x) < f(a) en voer a € x <(a.+-A geldt
2{x) > f(a).

Het verschil in de voorwaarden van (4.15) en (4.16) (die in zekere
zin als elkaars omkeringen te beschouwen zijn) is essentieel; zo kan voor
e:n functie f(x), die stijgend is in a, toch gelden f'(a) = 0. B.v. % is
zoljgend in O, maar 3x2 is daar nul.

[M.17) Als de functie f(x) differentieerbaar is, als a geen randpunt van
hcet definitie~interval .- en als f(x) een relatief maximum of relatief
minimum in a heeft is f'(a) = O.

Bewijs: Stel dat f(x) in a een relatief maximum heeft (het andere
geval gaat analoog). Omdat a geen randpunt is van het definitie-interval
I van f(x) is er een/L(> 0, zodat (a-/4 af%é geheel tot I behoort. Verder
is er een A > O zodat voor x in I en lx-ai<1>\ geldt f(x) £ f(a). Omdat

. . f(x)-f(a) N
voor x £ a geldt x-a < 0, is f'(a) =xl%ma ;—a > 0 en omdat voor

x > a geldt x-a > 0, is f'(a) =Xlima fiﬁ%;%iél.s:o, Uit f'(a);z 0 en
f'{a) < 0 volgt f£'(a) = O. ; '

Het omgekeerde van (4.17) geldt niet: van x~ 1s de afgeleide in 0
c2lijk aan nul, maar de functie heeft daar noch een relatief maximum noch
cen relatief minimum.Desondanks 1s de stelling nuttig om de relatieve ma-

vima en minima op te sporen. Kan men n.l. van een functie alle punten be-



palen, waar de afgeleide nul is, dan komen zeker onder deze punten alle
eventuele relatieve maxima en minima voor (behalve eventueel de randpun-
ten van het definitie-interval), naast eventueel nog andere punten,

De volgende stelling is evident.
(%.18) Als een op een interval gedefinieerde functie monotoon stijgend
(resp. dalend, niet-dalend, niet-stijgend) is, is z1j in ieder punt van
haar definitie-interval stijgend (resp. dalend, niet-dalend, niet-stij-
gend) .

Door combilnatie van (4.18) en (4.15) vindt men:
(4.19) Als de differentieerbare functie f(x) isotoon (resp. antitoon) is,
is £'(x) > O (resp.< 0) voor alle x in het definitie-interval.

Om te bewijzen, dat uit f'(x) > 0 volgt dat f(x) streng isotoon is,
hebben we nieuwe hulpmiddelen nodig.
(4.20) (Stelling van Rolle) Als de functie f(x) gedefinieerd en continu
is in [a,ﬁ] en differentieerbaar in (a,b) en als f(a) = f(b) = 0, dan 1is
er een % in (a,b), zodat f'(é ) = 0.

Bewijs: Volgens (3.12) heeft f(x) een maximum en een minimum. Wegens
f(a) = O is het maximum 3 O en het minimum < O. Als ze beide nul zin is
de functie f(x) overal nul, maar dan is f'(x) ook overal nul, dus is%
nog willekeurig te kiezen in (a,b). Als het maximum en het minimum niet
beide nul zijn, is minstens één van beide # 0, dus wegens f(a) = 0, het
maximum > O of het minimum < O (of beide). Stel het maximum is > O (het
andere geval gaat analoog), dan is een punt % waar f(x) maximaal is
niet a of b want f(a) = £(b) = 0. Dus % is geen randpunt van het inter-
val. Uit (4.17) volgt nu dat f'(% ) = 0.

We gaan nu uit van twee functies f(x) en g(x) beide gedefinieerd en

continu in {a,b} en differentieerbaar in (a,b) en onderstellen verder
g(a) £ g(b). Voor de functie h(x) = £(x)-f(a) - %@% ((x)-g(a))
geldt dan eveneens dat zij gedefinieerd en continu is in [é,ﬁ] en diffe-
rentieerbaar in (a,b). Verder is h(a) = h(b) = C. Op h(x) kunnen we dus

de stelling van Rolle toepassen; er bestaat dus een % in (a,b) zodat

0= h'(% ) = f‘(% ) - g%%%fé%%% g‘(% ). Als %u g'(% ) = 0, dan 1is ook

ft(% ) = 0; 1is echter g'(% ) # 0, dan is g:E§ g = é%g;:gg:%. Dit levert

ons de volgende stelling:
(4.21) (Gegeneraliseerde middelwaardestelling van de differentiaalreke-
ning) Als de functies f(x) en g(x) gedefinieerd en continu zijn in [a,ﬁ]
en differentieerbaar in (a,b) en als g(a) # g(b), dan is er een in
(a,b ldt £'(€) = '(‘)=00ff'(§i=f(b)"f(a)-

a,b), zodat ge ) =e'(g gt ) - &lol-g(a)

Kiest men speciaal g(x) = x, dan is g'(x) = 1 # 0; we vinden dan de

volgende stelling:



( 4.22) (Middelwaardestelling van de differentiaalrekening) Als de functie
T (x) gedefinieerd en continu is in fa,b] en differentieerbaar in (a,b),
Aan is er een % in (a,b), zodat geldt L b%:i a) = f‘(%)u

Pl Meetkundig geinterpreteerd geeft dit

het volgende: bij een koorde van een
grafiek van een differentieerbare
functie is een daarmee evenwijdige

raaklijn in een punt tussen de punten,

@ 3 4 waartussen de koorde getrokken is.
(4.23) Als van een differentieerbare functie f(x) de afgeleide nul is in

het gehele definitie-interval, is de functie constant.
Bewijs: Kies twee verschillende getallen x en y in het definitie-

dinterval. Volgens de middelwaardestelling van de differentiaalrekening 1is
er een g tussen x en y, waarvoor £1%4i2151-= f'(g), maar f'(%) = 0,
Aus f(x) = f(y). De functie is dus constant.

(4.24) Als voor twee differentieerbare functies f(x) en g(x), die op het-
zelfde interval gedefinieerd zijn, geldt f'(x) = g'(x) voor alle x in het
definitie-interval, dan is er een getal c, zodat g(x) = £(x) + ¢ voor alle
x in het definitie-interval.

Bewijs: Voor h(x) = g(x)-f(x) geldt h'(x) = g'(x)-f'(x) = 0. Op h(x)
kunnen we dus (4.23) toepassen; dit geeft h(x) ¢, dus g(x) = £(x)+c.

We drukken (4.24) ook zo uit: een differentieerbare functie 1s door
zijn afgeleide op een additieve constante na bepaald, d.w.z. een andere
functie met dezelfde afgeleide heeft met de oorspronkelijke functie een
constant verschil.

it
]

il
it

We keren nu terug tot het verband tussen de monotonie van een functie
en het teken van haar afgeleide.
(4.25) Als voor de differentieerbare functie £(x) geldt, dat £'(x) # 0O
voor alle x in het definitie-interval, dan is f(x) eeneenduidig en dus
streng monotoon en dan heeft f'(x) overal hetzelfde teken.

Bewijs: Stel dat f(x) niet eeneenduidig is; dan zijn er twee getallen
c en d in het definitie-interval zodat ¢ # d en f(c) = f(d). Volgens de
middelwaardestelling van de differentiaalrekening 1s er dan een g tussen
¢ en d zodat f‘(é ) = iﬁg%fngl, dus, wegens f(c) = £(d), f'(g ) = 0. Dit
is in strijd met het feit, dat f'(x) # O voor alle x in het definitie-
interval. Dus f(x) is eeneenduidig. Uit (4.2) en (3.14) volgt dan, dat
f(x) streng monotoon is en vervolgens uit (4.19), dat hetzij f(x) 2> O
voor alle x in het definitie-interval, hetzi] f(x):g 0 voor alle x in het
definitie-interval, maar f(x) # 0, dus f(x) heeft in het definitie-inter-
val overal hetzelfde teken.

Uit (4.25) volgt directi



(4.26) Als van een differentieerbare functie f(x) de afgeleide ergens
negatief en ergens positief is, is de afgeleide ergens nul.

Dit 1ijkt enigszins op de middelwaardestelling van Weierstrass (3.10)
toegepast op f‘(x),‘Men zou kunnen denken, dat dit komt omdat de afgeleide

van een differentieerbare functie altijd continu zou zijn. Dit is evenwel

niet het geval; zie opgave 42.

Opgave 42. De functie f(x) gedefinicerd door f(x) = x° sin ;% voor x # 0O
X
en £(0) = O is differentieerbaar. De afgeleide is niet begrensd (dus niet

continu) op [0,1}, Van de functie g(x) gedefinieerd door g(x) = x° sin %
voor x # O en g(0) = 0 (die, zoals in opgave 38 is sangetoond, differen-
tieerbaar is) is de afgeleide wel begrensd op {—1,1}, maar niet continu
in O.

Als een functie differentieerbaar is en de afgeleide is continu, dan

noemt men de functie continu differentieerbaar.

2.2
Opgave 43. De afstand van een punt (x,y) tot de oorsprong is\/x +y~. De
cirkel met middelpunt in de oorsprong en straal r heeft dus x2+y2=r2 als

vergelijking. De grafiek van de functie r2-x2 is dus het gedeelte van

de cirkel boven of op de X-as gelegen. Bepaal met behulp van differentiaal-
rekening de raaklijn aan de grafiek van deze functie in een punt van de
grafiek en bewijs dat deze rasklijn loodrecht staat op de verbindingslijn
~an het punt en de oorsprong.

§ 5. Onbepaalde en bepaalde integralen.

In de vorige paragraaf hebben we ons bezig gehouden met differentié-
ren, dus met het vinden van de afgeleide van een functie. We kunnen nu
ook het omgekeerde probleem stellen, n.l. gegeven een functie f(x), ge-
zocht een functie F(x), zodat geldt F'(x) = f(x). We noemen dan F(x) een
stamfunctie of een primitieve functie van f(x). We hebben al gevonden,

in hoeverre F(x) door f(x) bepaald is, n.l. in (4.24): als de op een in-
terval gedefinieerde functie f(x) een stamfunctie F(x) bezit, dan zijn
die en slechts die functiesG(x) stamfuncties van f(x) waarvoor geldt
G(x) = F(x)+C. Hiermee is natuurlijk nog niets gezegd over de vraag of
een gegeven functie een stamfunctie bezit.

Als f(x) een op een interval gedefinieerde continue functie 1s noe-
men we een stamfunctie van f(x) ook wel een onbepaalde integraal en schrij-
ven deze j[f(x)dx. Dit symbool stelt dus een functie voor die slechts
op een additieve constante na bepaald is. We zullen later bewijzen, dat
iedere op een interval gedefinieerde continue functie een stamfunctie
bezit, zodat dan zal blijken dat voor al deze functies het symbool jff(x)dx

zinvol is.




We kunnen stamfuncties van allerlei functies vinden, door een 1ijst
van allerlei differentieerbare functies met hun afgeleiden op te stellen.
We moeten dan natuurli jk maar afwachten of een gegeven functie inderdaad
op de 1lijst onder de afgeleiden blijkt voor te komen. Een meer systema-
tische behandeling van deze kwestie voeren we later nog uit. We kunnen

zo b.v. direct opschrijven J/sin x dx = - cos x + C, J/cos X dx = sin x + Q
r
X7 dx = F%T x4 ¢ voor r rationaal en £ -1.

Er is echter een andere methode om bij een functie een stamfunctie
te vinden en dat is met behulp van z.g. bepaalde integralen. Deze gaan
we daarom eerst behandelen.

Laat f(x) een begrensde functie zijn, gedefinieerd op een begrensd

open interval (a,b). We kiezen k+1 getallen x TR zodat geldt

X
G
a = X < X, < X5 oo <X, = b. Dit noemen we een verdeling V van het

interval (a,b). De X (j = 0,...,k)
—< noemen we de deelpunten van de verde-
ré/ ling. Het grootste van de getallen
J/ X=Xy 4 (j = 1,...,%) noemen we de
/;j diameter d(V) van de verdeling:
oK X %\ %y 1€ a(V) = nax, (Xj-XJ—’l)' Het aantal deel-
/ punten van verschillende verdelingcn
mag verschillend zijn. We bepalen
nu * K
Sv(f) = %;% (xj~xj_4) 52?§ ¢ . f(% ) en
3 1
K
S*V(f) = i (KJ“Xj_q) inf f(% ), genaamd de bovensom
3=0 %31 <5 <X

resp. benedensom van f(x) behorende bij de verdeling V. Bezien we dit

in de grafiek, dan zlen we dat zowel bovensom als benedensom een som is
van oppervlakten van rechthoekjes, als in de figuur aangegeven (als f(x)
wel ecns negatief wordt worden er sommige oppervlakten negatief geteld!)
Onze verwachting is nu, dat als we de deelpunten van de verdeling steeds
dichter bij elkaar kiezen (d.w.z. de diameter van de verdelingen naar nul
laten gaan), dit zal naderen tot iets dat we de oppervlakte van het ge-
deelte van het platte vlak gelegen tussen de grafiek en de X-as zullen
noemen, We gaan nu na, in hoeverre deze verwachting in vervulling gaat.

Het is duidelijk dat S V(f) ( ). Verder is f(x) begrensd; laat
Kk
C,€& f(x) £ C, zijn. Dan 1s C (b-a) = %:O j—ﬂ) C, <
5 fEI< T )
< (x,-%x, ) sup )< x -X sup f(x) <
9 - J J“/] & : J ,I .1 ~
j=0 J,]<€<:\ adx<eh



Deze bladzijde komt in de plaats van de eerder uitgegeven blz, 39, welke
vernietigd kan worden,
k
*
£ j;)(xj—xj_1)09=02(b-—a), dus C1(b-a)$ Sv(f)gcz(b-—a) en op analoge wijze
ook C1 (b-a) é S*v<f>< Cg(b"a) . "

De verzameling van waarden, die Sv(f) voor alle mogelijke verdelin-
gen (steeds bij dezelfde functie f) kan aannemen, is naar beneden begrensd
(steeds > C,(b-a)) en bezit dus een onderste grens S*, Bij een £> 0 is er
dan een verdeling W te vinden, zodat S*é q;(f)< S*+%-c. Laat 8=y < ¥1<oe el Y
=b de verdeling W zijn en noem d'ﬂ?n(y -y, .). laat verder}f(x)f( C zijn. t

o5 &=mi £ 1 s¢ésm” L ° 1] p

Kies =mln(2(3k+:])(0+ar)—,’§d'). Neem nu een willekeurige verdeling V met di-

ameter < 4 . laat a=x,< Xy < .. 4% =b de verdeling V zijn, dan is X5=X5_4< §

voor j=1,..,.,k. Stel nu voor 1« 1{m, dat h zo bepaald is, dat xh__2$ NETRR

{x,_q. Dan is 1< Xy ot (fg 3:'1._1+Aﬁ<yl__1 +d'< y1<€P, dus h-1<k, dus h<k.

Verder is Xh< xh__2+2c§$ yl_1+25é yl__1+d'\< Jq- Een open intervalletje

(yl—-1 ,yl) van de verdeling W bevat dus ten minste twee deelpunten van de

verdeling V, Stel nu, dat xh_zg V-1 €F1<een (Xn< yléxnﬂ’ dan is op
grond van het bovenstaande n> h.

n
Nu is > (x.-%X. ,) su f(§)<‘
- 3 - =
p! % /XX J-'-_-h X. 1<%<X.
3 ;‘Z K- e ;l e é Z(Xj_xa—']) su f(%) =
K i= V11§47
=(x, =%, ) sup  £(E)=(yy-y,_y)  sup  £(E)+(x,_4-y_4) sup £(E)
n “h-~1 1911 h-1 v 1-1
Y1.1< % <¥q J1-1€ %(’ Y1 yl—'l(%(yl
*
-(rry=x_) sup f(%)g_(y -y ) sup f(§)+2§C. In S, (f) zonderen we
1 n 171-1 v
V1-1<§< ¥ V1-1<£<T

eerst de termen af"behorende bij een intervalletje, dat een deelpunt van
de verdeling W bevat, benevens de eerste en de laatste term, Dat zijn k+1
termen, die elké(fc zijn., De andere termen nemen we in groepjes bij el-
kaary elk groepje bevat die termen die behoren bij een intervalletje, dat
binnen één vast intervalletje van de verdeling W ligt, zoals boven i1s be-
schouwd, Dan geldt blijkbaar §<Sy(£)Sy(£)+2kS0+(k+1)80¢s* hepe=s%+e,
Bije> O hebben we dus een(§>o gevonden zodat voor iedere verdeling V met
diameter< § geldt OgS.\f(f%S*(E. Nemen we een rij verdelingen V, met r}&%d(‘{j)
=0, dan is bij d een N te vinden zodat voor mdN geldt d(Vn)<J, dus
js*-s;‘n(f)t<5, dus lig s;‘n(f)=s*. Wij hebben dus gevonden:

(5.1) Als de functie f(x) begrensd en op (a,b) gedefinieerd is, convergeer
voor iedere rij verdelingen V, van (a,b) met Jlim a(vn)zo, de rij S{\(f)

naar dezelfde limiet, b*
De limiet in (5.1) noemen we de bovenintegraal/ f(x)dx, We hebber
a

bovendien gevonden:
(5.2) Als f(x) een begrensde functie is, gedefinieerd op (a,b), dan is er

bij iedere £> 0 een 4> 0 te vinden zodat voor iedere verdeling W van (a,b
K
f(x)dx<§E,

»
met diameter <& geldt 0< Sy(f)-
a
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(5.3) Als f(x) een begrensde functie is, gedefinieerd op (a,b) en qué
< £(x) € Cys dan geldt € (b-a) /¥ f(x)ax < Cy(b-2).

Voor benedensommen kunnen we een volledig analoge beschouwing geven.
WS werken dan met de bovenste grens S¥ en vinden een benedenintegraal

j; f(x)dx en daarvoor stellingen gnaloog aan (5.1), (5.2) en (5.3) (in
fet analogon van (5.2) komt 0 <£ f(x)dx - 5, ,(f)<g).
a
De boven- en de benedenintegrazl van een functie behoeven niet ge-

1ijk te zijn. Voorbeeld: f(x) gedeiinieer0<x>(o 1) en = 0 voor 1irratio-
nale x en = 1 voor rationale Daar in leder intervalletje rationale en in
ratmwele getallen liggen ((1.39) (1.4%0)) is, voor iedere verdeling V,

(f) = 1 en S*V(f) = 0, dus /*f(x)dx = 1 en-/ (x)dx = 0.

O\Ag s

Steeds geldt natuurlle:
(5.%) / x>dx</*

Als voor een begrensde functie f(x) gedefinieerd op (a,b) geldt,

dat J/ J/*f(x)dx, heet f(x) integreerbaar en de bovenintegraal=
a

= benedenlntegraal van f( ) heet de (bepaalde) integraal van f(x). Deze

wordt geschreven Jf )Jdx. We noemen a de ondergrens en b de bovengrens
a

van de integraal. Men verwarre niet bepaalde en onbepaalde integraal:
de onbepaalde integraal is een functie, de bepaalde integraal is een ge-
tal.

Als f(x) integreerbaar is op (a,b), kan men de integraal ook krijgen
in plaats van als limiet van boven- of benedensommen, als limiet van som-
men waarin in elke term niet de bovenste of de onderste grens van f(x) in
het intervalletje maar een of andere waarde van f(x) in dat intervalletje
genomen wordt. Laat nl. a = Xy < X4 < oo <xk = b een verdeling V zijn
en % j (3 =1,...,k) getallen met x4 < %j < x4 en noem Sv(f) =

)\‘L

=5 (x.-x, ) £( gj), dan geldt blijkbaar S (f) € 8y(f) £ Sy(f).

- J
J="
Nemen we nu een rij verdelingen V_ met lim d(V ) = 0, dan is, omdat f(x)
n — 0o
integreerbaar is lim § e (f) = lim 83 (f). Hieruit volgt dan dat ook
n— o n—»o 'n

lim Sy (f) bestaat en = /rf(x)dx.
n-—-w 'n a
Als f(x) gedefinieerd is op (a,b) en begrensd 1s en ¢ is een getal

tussen a en b, dan kunnen we het definitie- 1nterva1 van f(x) tot (a,c) be
perken en zo J/‘f(x)dx verkrijgen en evenzo Jf*f (x)dx. Er geldt dan:
a
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(5.5) Als f(x) een begrensde functie isg gedefinieerd op (a,b) en ¢ ligt

b
tussen a en b, dan geldt Jf* ydx + // = /*f(x)dax (en analoog
a

voor benedenintegralen).

Bewijs: Kies een rij verdelingen vV, van (a,b), zodat lim d(Vn) =0
n-— oo
en zodat ¢ een deelpunt van ledere verdeling Vn is. Dan geeft Vn tevens

een verdellng U van (a,c) en W van ,b). Het is dan direct duidelijk

X
dat SV (f) = U (f) + Sy (f). Daar lim d(Un) = lim d(w ) = 0 vinden we
n n n n— o n — 00
b* Cy bx
direct Jf f(x)ax = Jf f(x)dx + /r f(x)dx.
a c
Dy
We definiéren nu._/ f(x)dx ook als a2 b is en wel door Jf* ) dx=0
a
b* a
en voor a » b door J/ f(x)dx = —‘{* f(x)dx. Analoog voor benedeninte-
a

gralen en integralen. Het blijkt dan dat de formule in (5.5) geldig
blijft, ongeacht de onderlinge ligging van a, b en ¢ (mits natuurlijk
f(x) tussen a en b, tussen b en ¢ en tugsen a en ¢ gedefinieerd is).
Laat b.v. a < b < c¢ zijn. Dan is

b
j/* Yax = J/* (x)dx + jﬁ¥f( j/* Ydx - JP*f(x)dx, dus J/*f(x)dx=
b a

[¢

= Jf* yax + /* f(x)dx. We gaan niet alle gevallen na.
T
Nu is in (5.3) uiteraard verondersteld a < b. We kunnen dan ook

/‘

b
schri jven C, <ZE——-,/* (x)ax £ C, en dit is ook geldig voor a > b, immer:

b
— Jf*f(x) dx = —15 g? (x)dx. Als if(x){;é C, dan volgt hieruit direct

' /* x)dxi Clb a‘ hetgeen ook voor a = b geldt. Analoge betrekkinger

gelden ook voor de benedenintegrazl.
Als f(x) begrensd is en gedefinieerd op (a,b) en a £ ¢ £ b dan is

A
V/*f(x)dx voor a< y £ b op te vatten als een functie van y; F*(y) =

-~

= Jy*f(x)dx: een bovenintegraalfunctie van f(x). Analoog JZf(x)dx =
¢ c

= E¥(y),een benedenintegraalfunctie van f(x). Ze hangen beide nog van de
keuze van ¢ af. Ulteraardis F'(c)=F(c)=0. Verder zijn beide functies contim

want ]F*(y) - F*(d)f = I_;éf(x)dx - J?*f(x)dx\ = }é}“f(x)dx‘ < Cty—di als

( ‘ & C. Bij € 0 kiezen we § = C+1’ dan volgt uit ly-dl<ﬁ£,
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% x
IF (y) - F (d)‘< £ . Analoog voor F%(y). Onderstellen we nu verder f(x)

d+h
continu in d, dan is ol (d+h) B /q‘ f(x)dx en min £(x) &
X tussen
d+h d en d+h
< 2 B /* f(x)dx £ max f(x). BIjE> O is een & > 0 te vinden zodat
X tussen
d en d+h

uit |x-al< & volge |r(x)-r(a)| < 4. als dan |l < § is, geldt voor x
tussen d en d+h zeker |x-d | < ¢ dus -3¢ < f(x)-f(d) € $gdus -€ -3
< min f(x)-f(a) £ max f(x)-f(d) £ $€<g, dus - € <

X tussen x tussen
d en d+h d en d+h
d+h * -
< j- /‘* f(x)dx - £(d) <&, dus{?g%é%QJ = f(d). Op analoge wijze vinden
- y=d * P
we 9Fx (y) = f(d). Als dus f(x) continu is, is aF (y) _ dFx(y) _ f(y)
dy dy dy
- y___d

Dan zijn dus F#(y) en F, (y) beide stamfuncties van f£(y), dus, volgens
(4.24), is er een constante C3, zodat F*(y) = Fy (y) + C,. Door substi-

W

tutie van y = ¢ vinden we echter dat 03 = 0, dus F*(y) = F,(y), dus f(x)
is integreerbaar over ieder begrensd interval, waarvan de randpunten in
[a,b] liggen. Dit geeft ons de volgende stelling:

(5.6) Een op een begrensd interval gedefinieerde, begrensde continue
functie is integreerbaar.

Stel nu f(x) een op een (niet noodzakelijk begrensd) interval I ge-
definieerde (niet noodzakelijk begrensde) continue functie; kies een ge-
tal ¢, dat in I ligt. Voor ieder getal y in I geldt dan echter dat f(x)
begrensd is op [c,y] als y > ¢ en op [y,d}als y < c¢. Volgens (5.6) be-
staat dus f(x)dx = F(y), een integraalfunctie van f(x). Deze integraal-

functie isdEchter volgens het bovenstaande een stamfunctie van f(x). Hier
mee hebben we gevonden:
(5.7) Een op een interval gedefinieerde continue functie bezit een stam-
functie en wel is een integraalfunctie van de gegeven functie zo'n stam-
functie.

Als omgekeerd G(x) een willekeurige stamfunctie is van de op een
interval gedefinieerde continue functie f(x), dan is er een constante C
zodat J% f(x)dx = G(y) + C. Substitueren we hierin y = ¢, dan vinden we

dat C
(5.8) Als G(x) een willekeurige stamfunctie is van de op een interval

-G(c). Dit geeft ons de volgende stelling:

i

gedefinieerde continue functie f(x) en a en b zijn getallen uit het de-
finitie-interval van f(x), dan is jP f(x)dx = G(b) - G(a).

a
Met behulp van (5.8) kunnen we dus de bepaalde integraal vinden wvan

een functie waarvan een onbepaalde integraal bekend is.
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Als toepassing hiervan nemen we de functie % gedefinieerd op (0, +co

die daar inderdaad continu is. De integraalfunctie w? %% is dus ook op

/]
(0, +00) gedefinieerd en heeft %»als afgeleide. Deze functile noemen we

de (natuurlijke) logarithme van y en schrijven we log y (men schrijft ook
wel 1n y). Dus

d log x 1
(5.9) —FF-+

Uit de definitie van log x volgt direct, dat log 1 = 0. Verder geld
voor een a > 0, dat 9429%§§£ = %, dan is er een constante C, zodat
log ax=log x+C. Substitueren we hierin x = 1, dan vinden we C = log a, v
(5.10) log xy = log x + log ¥.

De logarithme van een product is dus de som van de logarithmen. Men
kan dus zeggen dat door het nemen van logarithmen vermenigvuldiging van
getallen in optelling wordt omgezet. Dit kan men gebruiken ter vereen-
voudiging van numerieke berekeningen.

Uit (5.10) volgt direct dat log x = n log x voor natuurlijke n en

1
r 7 log(1+=)-1log
log % = ~log x. Verder is 1 = lg_l%%*EJ = lim nq =
x=1 n-— 00 1 + o 1
= lim n log (1 + %) = lim log (1 + %)n = log lim (1 + %Jn = log e. Dus
n — oo n — 00 n ~3 00
(5.11) log e = 1. - 52n . on  o¥ 5
Verder is, als n natuurlijk is, log 277 = J. ax o £zr'/' _5‘2
> on 1 X =1 2L<:—’l X

> Z:';%-(Ek— oKy > % =-n. Omdat tog x continu en op een interval
k=1 2 k="
gedefinieerd is, is de verzameling der functiewaarden van log x weer een

interval (3.11). Volgens het bovenstaande bevat dit interval getallen

> n voor iedere natuurligke n en, omdat log % = - log x, ook getallen

< -n voor iedere natuurlijke n. Het interval is dus (-co, 4o00). Daar de
afgeleide van log x positief is (zie (5.9)) is log x streng isotoon,

dus bezit log x, volgens (3.15), een streng isotone, continue omkeer-
functie, die gedefinieerd is voor alle reéle getallen. We noemen deze
functie voorloplg E(x), dan is log E(x) = x voor alle re&le x, E(log x) =
= x voor alle x > 0, E(x) > O voor alle reé&le x, E(1) = e en E(0) = 1.
Verder is log (E(u) E(v)) = log E(u) + log E(v) = u+v, dus E(u+v) =

= B(log (E(w)E(v))) = E(uWE(v).

Bij een willekeurig getal a > O beschouwen we nu de functie E(x log
die we voorlopig met a (x) zullen aanduiden. Hiervoor geldt a*(x) a*(y) =
= E(x log a) E(y log a) = E(x log a + y log a) = E((x+y) log a) = a (x+y)
en (2"(x))"(y) = E(y log a(x)) = E(y log E(x log a)) = E (yx log a) =

= a*(xy). We bewijzen nu dat voor rationale x geldt a*(x) = a*,
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Allereerst voor natuurlijke x door volledige inductie: a* (1) = E(log a) =
- a = aq; als a¥(n) = a, dan is a¥(n+1) = a¥(n)a¥(1) = a%% = an+1. Ver—
der is a*(O) = E(0) =1 =2a° Als n geheel < 0 is, stellen we n = -m,
dan is m natuurlijk en 1 = a¥(0) = a¥(m+n) = a¥(m)a®(n) = ama*(n), dus

a¥(n) = gm = a, Stel genslotte r willekeurig rationaal en r = £ met p

en q geheel, gan is (a9 = &P = 2(p) = d*(gq) = @r(g)f*(Q) = (5*(§)>q,

dus é*(g) = aq. We definiBren voor a > O en willekeurige reéle b nu

&l = E(b log a), dan stemt dit volgens het bovenstaande voor rationale
b met de oude definitie overeen. Verder is e* = E(x log e) = E(x), dus
2l = P 108 a, el%8 X _ x en log e* = x, Dus:

(5.12) De functies log x en e zijn elkaars omkeerfuncties,

(5.13) Voor iedere a > 0 is a* een continue monotone functie en wel streng
isotoon voor a> 1, streng antitoon voor a £ 1 en constant voor a = 1,
Opgave 44, Bewijs (5.13).

(5.14) Voor a en b redel > O en x en y reéel geldt:

a*a¥ = ax+y,

(a™)7 = a™,

a*p* = (ap)*.

Van deze drie betrekkingen zijn de eerst en de tweede hierboven,

i

in de notatie met X , beweszen.
Opgave 45. Bewijs de derde betrekking van (5.14).

(5.15) %;f = ¥,
Bewijs: Dit volgt direct uit (5.12) en (4.8).
(5.16) %%f = a* log a.
Bewijs: aX = &% log a;
vinden we het gezochte,
In (5.13) hebben we gevonden, dat a

tinue streng monotone functie is, gedefinieerd voor alle regle X.

door hierop de kettingregel toe te passen,

X voor a> 0 en a £ 1 een con-

X
a (o< e %}“‘ (a> "

S~
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Deze functie bezit dus een continue streng monotone omkeerfunctie, ge-
naamd %log x (logarithme van x met grondtal (of basis) a). Men beperkt
zich bijna altijd tot logarithmen met grondtal > 1, Voor a £Z 1 neemt
x log a alle reéle waarden aan, als x alle redle getallen doorlooPt; en
dus neemt e* log a alle positieve reéle waarden aan; dus is alog X ge-
definieerd op (O +00 ). Omdat voor a > 1 geldt dat alog X streng isotoon
is, geldt llm log X = +00 en %}g alog X = -0 . Verder is, wegens (5.12),
1og X = log X‘ de logarithme met grondtal e is dus de natuurllgke loga~-
rlthme Omdat log X de omkeerfunctie van a* is, geldt 1og a* = x en
log * = x, Uit de laatste betrekking volgt x = log x log a

1og X = log X log a. Dit geeft:

a _ log x
(5.17) “log x = T3§T5

Uit (5.17) volgt direct:

d alog X 1
(5.18) ax T x log a’

dus

Opgave 46. Bewijs (5.18) op een andere wijze uit het feit, dat %log x de
omkeerfunctie van a* is en met behulp van (5.16).

Uit (5.17) en (5.10) volgt direct:
(5.19) 21log xy = %log x + %log .

Voor reéle X geldt alog x* = %gg :
=0<alog x. Dus
(5.20) Voor regle & en x > 0 geldt alog xc<=o<alog X.
 log *. Hiervan is de afge-

_ log eulogxz & log x _
log a log a

We bepalen nu de afgeleide van x% = e

=X X X =X X mm

leide e 108 ng— *x 0(—1

(5.21) Voor regle X en x> O geldt 8—_ =X X _1.

Dit is dus een directe uitbreiding van (4.12).

Opgave 47. Bewijs, dat, als voor een differentieerbare functie f(x)
geldt = f(x) voor alle x in het definitie-interval van f(x), er
cen constante C is, zodat f£(x) = Ce®*. (Aanwijzing: beschouw de functie
f(x)e™)

Opgave 48, Bewijs, dat voor x> 0 geldt log(1+x) £ x en voor x> O en
> 21 geldt (1+x) 21+mx;(Aanw13z1ng. breng alle termen van de ongellak—
heden naar één kant en beschouw afgeleiden.)

We keren nu terug tot onbepaalde en bepaalde integralen. Op grond
van stellingen (5.7) en (5.8) bestaat, althans voor continue functies,
tussen beide een nauw verband. Zo hebben we al voor de continue functies
met behulp van bepaalde integralen kunnen aantonen, dat deze functies
onbepaalde integralen, d.w.z. stamfuncties, bezitten, Omgekeerd kan uit
een stamfunctie van een continue functie met behulp van (5.8) direct de
bepaalde integraal van deze functie berekend worden. In de volgende pa-
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ragraaf zullen we onbepaalde integralen van enkele klassen van functies
beschouwen, We leiden eerst nog enige stellingen over onbepaalde inte~
gralen af, die directegevolgen zijn van bekende stellingen over afge-
leiden., Met behulp van (5.8) zijn hieruit dan weer stellingen over be-
paalde integralen af te leiden,

(5.22) Als f(x) en g(x) op hetzelfde interval gedefinieerde continue
functies zijn, geldt J/kf(x)+g(x))dx =J/f(x)dx +J/é(x)dx + C.

(5.23) Als f(x) een op een interval gedefinieerde continue functie is
en ¢ een constante, geldtJ/;f(x)dx = ¢/f(x)dx + C,

(5.24) (Partitéle integratie) Als f(x) en g(x) op hetzelfde interval ge-
definieerde functies zijn, als f(x) dlfferentleerbaar en g(x) continu
is, geldtJ/f(X)g(X)dx = (x{/fg(x)dx —~/2df J/g x)dx)dx + C,

(5.25) (Transformatie van veranderlijke) Als 99(t) cen continu diffe-

rertieerbare functie is en f(x) cen continue functie, gedefinicerd op
cen interval, dat de functiewaarden van (p (t) bevat, dan geldt

/f(x)dx) ) =T () (t)at + C.
Opgave 49. Bew1as (5.22) tot en met (5.25).
Uit (5.22) en (5.8) volgt:
(5.26) Als g(x en g(x) conti%ue functieg zijn, gedefinieerd op (a,b),
dan geldt‘//(f(x)+g(x))dx J/f (x)ax +V/rg x)ax.
Uit (5 23) en (5.8) volgt.
(5.27) Als f(x) een contlnug functie is, gedefinieerd op (a,b), en als

c een constante is, geldt~//cf(x)dx = c‘//f(x)dx.
a a

Uit (5.24) en (5.8) volgt
(5.28) (Partigle integratie) Als f(x) en g(x) gedefinieerd zign op

(a,b), als f(x) differenticerbaar en g(x)_ continu is, geldtv/ff(x)gﬂdx—
= 2(0) (fa(x)8x),y, ~ £(2) (falx)an) , -/ (S Seanax.

In plaats van f(b%‘/é(x)dx)x b = f(a)(/é(x ax) gog Schrijft men
ook wel f(x)Jfg(x)dx Ia, een z.g. stokterm.

(5.29) (Transformatie van veranderlijke) Als (t) een continu diffe-
rerticerbare functie is, gedefinieerd op (a,b), en f(x) een continue

functie, gedefinieerd op een interval, d?t)de functiewaarden van,99(t)
w(b .
/

bevat, dan geldt f(ﬁQ(t))fp'(t)dt f( )ax.
Bewijs: Uit (5 25) en (5.8) volgt J/fﬁﬂ(t)jp’(t)dt =

e
= (fa(x)ax),_ plo) - ff(x)dx)xf(a) e LOLS
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Op grond van de gemaakte afspraken geldt dit ook als 9)(a):>50(b).
In (5.25) en (5.29) kan men ook een rechtvaardiging zien van de gekozen
schrijfwijze van integralen:Jﬁfdx =J/f%%dt.

Uit (5.24) en (5.25) samen kunnen we een formule van de onbepaalde
integraal van een omkeerfunctie afleiden, Stel f(x) eeneenduidig en con-
tinu differentieerbaar met afgeleide overal £Z O, dan is de omkeerfunctie

(t) van f(x) ook eeneenduidig en continu differentieerbaar met afge-
leide overal #£ 0 ((4.2), (3.15), (4.8), (3.3)). Verder is (@ () = t.
Uit (5.25) volgt nu (fE(x)ax),_,qy =/t @' (£)at + C; en uit (5.24) volgt

fty'(t)dt = () - fip(+)at + Cy. Dus

(5.30) (Integraal van een omkeerfunctie) Als f(x) eeneenduidig en conti-

nu differentieerbaar is met afgeleide overal #Z O en als‘99(t) de omkeer-
functie van f(x) is, geldﬁj@ﬁ(t)dt = t}ﬁ(t) - S/f(x)dx)x=y(t) + C.

Let wel, dat hoewel in de formule de afgeleide van @ niet voor-
komt, bij de afleiding de differentieerbaarheid van geﬁfuikt is,

Een voorbeeld van toepassing van (5,30) is he% volgende: duidelijk
is, dat e’ een stamfunctie van e~ is, dusu/log tdt = t log t - elog t +
+ C=1%1logt-1t+C, dus t log t — t is een stamfunctie van log t. We
hadden dit echter ook direct met partiéle integratie kunnen vinden:
\/log tdt = log t/1at - /(L /1at)at + C = + log t - t + C.

We kunnen natuurlijk ook een met (5.30) overeenkomende stelling
over bepaalde integralen formuleren (voer dit zelf uit).

Verdere toepassingen van bovenstaande stellingen worden in de vol-

gende paragraaf gegeven,

§6._Onbepaalde integralen van enkele klassen van functies.
We laten voortaan de additieve constante C bij onbepaalde integra-

len weg.

x xg+1 dx . ax _ 4 (-x)
d/i dx = =TT als o £ -1, = = log x voor x > Oj - = logl-x

voor x £ O, Dit wordt samen wel geschreven‘//%f = log | x{3; we mogen dan

evenwel bij overgang op bepaalde integralen geen interval kiezen, dat

O bevat, %

q/éxdx = ¥, J/éxdx ?/fex log agy - TB%“E' Dit laatste kunnen we

opvatten als een speciaal geval van het volgende. Neem in de formule

voor transformatie van veranderlijken 99(t) = at?b. Dan komt er

(_/f(x)dx)xzatﬂj = /f(at+b)adt; dus /:E(amb)dx = L9 a%) 4 _prip- Ve
(ax+b) ™" n

. n
vinden zo b,.Vv. (ax+b) dx = W_. Z: J .
Een onbepaalde integraal van een polynoom P(x) =/___a;X vinden we
L3 o j j=0

I . noa. a. 4X
nlodktﬁrecti/f(Z:é ajxa)dx =) _JHF:T_ =Z ; 3—} .
J= 3=0 j=



Een voorbeeld van toepassing van parti&le integratie: J/%exdx =
X X
= foae dx - d/f(J[e dx)dx = xe™ - ¢*. Een voorbeeld van transformatie

van veranderlijken:H/rtg x dx =v//§13,£~§£ = -E/fgi) = - 10g COS X.
5 cos x J'y = cos x
Cpgave 50. Bereken J/x2exdx, J/xex dx, j[sin X dx,./rcotg x dx,

/ dx f dx
sin x cos 'x’ x log x°

We stellen ons nu ten doel een onbepaalde integraal te bepalen van
een gebroken rationale functie %%%% (P(x) en Q(x) polynomen). Hiertoe
zijn enige algebraische voorbereidingen nodig.

Uit de algebra is bekend:

(6.1) (Deling met rest) Als f(x) en g(x) polynomen zijn met refle co&ffi-
ciénten en van g(x) zijn niet alle co&fficisnten nul, dan zijn er poly-
nomen q(x) en r(x) met regle co&ffici&nten, zodat f(x) = q(x)g(x)+r(x) en
zodat r(x) een graad heeft kleiner dan de graad van g(x) of van r(x) alle
cogfficiénten nul zijn,

Als P(x) een polynoom is en X een getal zodat P() = O, noemen we

C( een wortel van de vergelijking P(x) = O of ook een nulpunt van het
polynoom P(x).

De volgende stelling wordt hier zonder bewiljs aangenomen.
(6.2) (Hoofdstelling van de algebra) Als P(x) een polynoom is met com-
plexe co&fficié&nten en met een graad > O, dan is er een complex getal dat
nulpunt is van P(x).

We beperken ons hier tot polynomen met reg&le coéfficiénten. Het kan
echter zo zijn, dat zo'n polynoom geen re&le nulpunten heeft; b.v. geldt
x2 + 1 > 0 voor alle res8le x. We onderscheiden daarom twee gevallen.

,]O

X is een redel nulpunt van het polynoan P(x), We delen nu, volgens (6.1), P(x)
met rest door x-o, dan is de rest r(x) een constante. Substitutie van
X voor x leert ons dat de constante nul is (reststelling). Dus 1is

P(x) = (x-x)Q(x), waarin Q(x) een polynoom is met retle co&fficiénten
met een graad die één lager is dan de graad van P(x).

X is een niet-regel complex getal, dat nulpunt is van P(x). Dan is
het toegevoegd complexe getal & ook nulpunt van P(x), want P(&X ) =
~P(®) = 0. Omdat X niet regel is, geldt & # &X . Verder is (x-9)(x-&) =
= x° - (X +X)x + XX = x° + bx + c met re&le b en c. We delen nu P(x)
met rest door x° + bX + ¢, dan heeft r(x) een graad £ 1; stel r(x) =
= sx + t. Door substitutie vanex en & voor x vinden we sX + t =0
en sX + t = 0. Door aftrekking vinden we s(o(-Ei) = 0, dus, wegens

X #E& , s =0 en dan ook t = 0. Dus is P(x) = (x2 + bx + ¢)Q(x),
waarin Q(x) een polynoom is met regle coéfficiénten met een graad die

twee lager is dan de graad van P(x).
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Voor het zo&ven gevonden polynoom x° + bx + c geldt ke > b2, want
e - b7 = haX ~(ox +3 )% = (X =T )2 > 0, omdat & - & gzuiver imaginair
is. Omgekeerd heeft ieder polynoom x2 + bx + ¢ met regle b en ¢ en ke >vb2
geen re€le nulpunten, want voor alle reBle x is x2 +bx +c¢ = (x + %b)2 +

he - b2
+————7_l_——--> 0.

Door inductie vinden we nu:

(6.3) Een polynoom P(x) met re&le co&ffici&nten is te schrijven in de vorm

r
P(x) = a 77~ Pk(x), waarin a re&el is en iedere Pk(x) hetzij de gedaante
k=1

X - dk met reéle dk’ hetzij de gedaante x2 + b, x +c¢_ met b

o k k
en 4ck'> b, heeft.
We beperken ons nu verder weer tot polynomen met re&le co&fficiZnten.
We noemen het polynoom d(x) een deler van het polynoom f(x) als er
een polynoom q(x) bestaat zodat f(x) = q(x)d(x).
Onder een grootste gemene deler (g.g.d.) van twee polynomen £(x)

en ¢, regel

k k

en g(x) verstaan we een polynoom d(x) dat deler is van f(x) en van g(x)
dusdanig dat ieder polynoom, dat deler is van f(x) en van g(x), deler is
van d(x). Het bestaan van een g.g.d., als minstens é&én van beide polyno-
men een co&fficiént # O heeft zullen we nu aantonen. Beschouw daartoe uit-
drukkingen van de gedaante u(x)f(x) + v(x)g(x), waarin u(x) en v(x) poly-
nomen zijn; deze zijn dan ook polynomen. Er komen hieronder polynomen
voor, waarvan niet alle co&fficignten nul zijn, want als van f(x) niet
alle co&fficiénten nul zijn, voldoet f(x) = 1f(x) + 0g(x). Neem nu onder
deze uitdrukkingen één met minimale graad en noem deze d(x), dan is d(x) =
= h(x)f(x) + k(x)g(x). Deel nu f(x) met rest door d(x)(f{x)=q(x)d(x)+r(x)),
dan is r(x) = (1-g(x)h(x))f(x)+(-a(x)x(x))g(x). Wegens de minimaliteit

van de graad van d(x), zijn van r(x) alle co¥fficiénten nul, dus f(x) =

= a(x)d(x), dus d(x) is een deler van f(x). Evenzo bewijst men, dat d(x)
een deler is van g(x). Als verder dq(x) gen willekeurige deler is van

f(x) en van g(x), dan volgt uit d(x) = h(x)f(x)+k(x)g(x) direct dat

dq(x) een deler is van d(x). Dus is d(x) een g.g.d. van £(x) en g(x).
(6.4) Bij twee polynomen f(x) en g(x), waarvan van minstens één van beide
niet alle co&fficiénten nul zijn, is een polynoom d(x) te vinden, dat
g.g.d. van f(x) en g(x) is en dat te schrijven is in de gedaante d(x) =

= h(x)f(x)+k(x)g(x), zodat h(x) en k(x) polynomen zijn.

Als f(x) en g(x) nu dusdanige polynomen zijn, dat hun g.g.d. niets
anders kan zijn dan een constante (hiervan zullen we straks een voorbeeld
vinden), dan is er, volgens (6.4), een getal a # 0, dat te schrijven %s
als a = h(x)f(x)+k(x)g(x), en dus ook, door vermenigvuldiging met a ~,
1 = hq(x)f(x)+k1(x)g(x), waarin hq(x) en kq(x) polynomen zijn. Als P(x)
een willekeurig polynoom is, vinden we
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P(x) hq(X)P(X> kq(x)P(x)

f(x)el(x) gz " F{x) - Daarmee hebben we gevonden:

(6.5) Als P(x), f(x) en g(x) polynomen zijn, dusdanig dat f(x) en g(x)
p(x) _ Pa¥) EBp(x)

een constante g.g.d. hebben dan is = +
fxe(x) - T(x) ' gxy » Weerin

Pq(x) en P2(x) polynomen zijn.

We willen dit nu toepassen op gebroken rationale functies g XL,
r X
We ontbinden eerst Q(x) volgens (6.3): Q(x) = a 22 Qk(x). Onder de fac-
k="

toren Qk(x) kunnen er zijn, die identiek gelijk zijn (d.w.z. dezelfde
coéfficignten hebben). Neem nu een maximaal aantal van dergeli jke iden-
tieke factoren samen tot f(x), dan 1s f(x) van de gedaante (x-d)"™ of

(x2 + bx + ¢)™ met lc » b2 en Q(x) = af(x)g(x); dan bestaat g(x) uit
sommigegder factoren Qk(x), waarvan er geen ldentiek gelijk is aan x-d
resp. X + bx + ¢. Als het polynoom u(x) een deler is van het polynoom
v(x) is een nulpunt van u(x) ook nulpunt van v(x). Nu heeft f(x) blijk-
baar als enige complexe nulpunten hetzij d, hetzij de nulpunten oX en o
van X2 + bx + c. Deze zijn echter geen nulpunten van g(x), daar ze geen
nulpunten van een der factoren Qk(x) van g(x) kunnen zijn. Dus hebben
f(x) en g(x) geen nulpunten gemeen; een g.g.d. van £(x) en g(x) heeft dus
geen nulpunt en moet dus volgens de hoofdstelling van de algebra een con-
stante zijn. We kunnen dus (6.5) toepassen en vinden

p(x)  alp(x) _ Eq(x)  Bplx)

Ax) T ITXex T T T EX
len. We vinden dan door inductie:

(6.6) (Splitsing in parti&le breuken; eerste vorm) Als P(x) en Q(x) poly-

P, (x)
nomen zijn, dan is %%%%-: Z Q¥T§7" waarin de Pk(x) polynomen zijn en
k=1 7k
m
k

. Met g(x) kunnen we het procédé herha-

etz . 2 e
, hetzij de gedaante (x~+b, x+c

iedere Qk(x) hetzij de gedaante (x-dk) Kk k)

met 40E> bi heeft.
De termen, die we in (6.6) vinden kunnen we nu nog verder splitsen.

P{x = met P(x) een polynoom en Q(x) het-
(Q(x)) - .
zij van de gedaante x-d, hetzij van de gedaante x~ + bx + ¢ met he > p°.

Deel nu P(x) met rest door Q(x): P(x) = T(x)Q(x)+R(x), dan is B(x)

Zulk een term heeft de gedaante

= =
= R(X) - + T(X)m 7 Met z—giﬁgﬁrﬁ-zetten we het proces vooré?(ﬁg)vin-
(Q(x)) (Q(x))" Q(x))
R, (x)
den we ten SIOtte‘ngi%ya = To(x) +-%2% z§%;§73, waarin de Rj(x)

(j =1,...,m) graden hebben die kleiner zijn dan de graad van Q(x); d.w.z.
als Q(x) de gedaante x-d heeft, zijn de Rj(x) constanten en als Q(x) de
gedaante x2 + bx + ¢ heeft, zijn de Rj(x) van de gedaante qjx + rj. 20

vinden we:
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(6.7) (Splitsing in parti&le breuken, tweede vorm) Als P(x) en Q(x) poly-
P (x)
.. .. Plx i
nomen zijn, dan 1s % . ——T~T + T(x), waarin T(x) een polynoom is

en hetzij Q_ (x) de gedaante (x- -d, ) " heeft en P, (x) eeg constante 1is,
hetzi] Q (x) de gedaante (x2 + b x + Ck) met 40 > b en P (x) de ge-
daante qu + Pk heeft.

Omdat de onbepaalde integraal van een som gelijk is aan de som van
de onbepaalde integralen der termen, kunnen we ons, om de onbepaalde
integraal van een gebroken rationale functie te vinden, wegens (6.7),
beperken tot het bepalen van onbepaalde integralen van het type E,QE_E

ax + r o (x-4d)
en 5 = dx met 4¢ > b“. De eerste integraal is - =

(x“+bx+c) (m-1) (x-d)
voor m » 1 en p log (x-d) voor m = 1. Op de tweede integraal passen we
een transformatie van veranderlijken toe als volgt:

V/f ax + r ax = 2m 1 ‘j/‘wq Vic- b y+r—2bq dy
(x m‘

2

+bx+c)™ (he-b° (y5+1)"
2 !
y = (x+3D)
Quc-bz
Het is dus voldoende onbepaalde integralen te bepalen van het typéj/?égﬁ—i*
X +1
enu//—~€?i—7ﬁ. Het eerste type geeft\//;—%9§~ﬁ = 3 N/h'"gz~ﬁ en dit
(x5+1) (x°+1) (y+1) 5
y=X
is - i voor m > 4 en 5 log (x2 + 1) voor m = 1, We stellen

2(m-1) (x2+1)""

2 2 2
o Jy =v/f_~é?&_75 . Dan 1s Jm+1 =d/rL§§iﬂlé§T dx = Jm iJ/nm—%_gzﬁiT :
(x“+1) (x7+1) (x+1)

d i 2mx xdx 1 .
Verder is — ————— = - —s—"——r dus\j/i———————— = - —m Dit
dx (x2en)™ (x2+1)™F (x241) ™7 om(x+1)
. . xXdx _
geeft met parti¥le integratie: J‘m+1 = Jm —‘}(x (x2+1)m+1 =

1 ax 2m-1
= J 4+ 2% . __*// = J + *““‘5‘"‘* Als we dus J1
M on(x2en)® 2 (kP4 W om(x2+1)™

kunnen bepalen, zijn door inductie de ‘Jm voor m > 1 ook te vinden.

We beschouwen nu de functie tg x voor x in (-377, 377). De afgeleide
/]

van tg x 1is Em—————;§, dus > O; dus is tg x een streng isotone continue
coS X

functie. Nu is lim sin x = 1 en lim cos x = O, dus tg x neemt willekeu-
X 37 X = 377

rig grote positieve waarden aan. Door evenzo -3 77 te beschouwen vinden we
dat tg x willekeurlg kleine negatieve waarden aanneemt. De omkeerfunctle
is dus gedefinieerd op (-co, +co) en wordt aangeduid met arctg x (spreek
uit: boog tangens x; men schrijft ook wel bgtg x). De afgeleide van arctg

|



.?x
AT
~ 1T 0 YAV
/
~%7
i ax 1
vinden we als volgt: stel x = tg y, dan is y = arctg x; Vi =‘C;;;i;;§ =
= (te y)g + 1 = x2 + 1, dus d arctg x -y .1 . Dus J,(x) = arctg x.
dx ax - X2 + 1 1

Hiermede hebben we dus gevonden:
(6.8) Een onbepaalde integraal van een gebroken rationale functie is te
vinden als een functie die ontstaat door samenstelling van functies, die
gebroken rationale functies, log-functies en arctg-functies zijn.

We merken nogop, dat we, nu we weten dat de splitsing in partigle
breuken mogelijk is, deze splitsing eenvoudiger kunnen vinden, dan uit
het bewijs van de mogelijkheid van deze splitsing volgt. We stellen nl.
de te vinden splitsing met onbepaalde co&fficidnten op, maken de breuken
door vermenigvuldiging weg en stellen de co&ffici&nten van overeenkomstige
machten van x aan elkaar gelijk. De onbepaalde co&ffici&nten zljn daarult

dan op te lossen.
x4+4x3 5x 26x+18

Voorbeeld: Splits in parti&le breuken. We schrijven
x(x+3)
: a b < de graden van teller en
het volgende op: (x+3)2 + XT3 Tt d + ex. Door g

noemer in de oorspronkelijke breuk met elkaar te vergelijken zien we, dat
€r geen hogere machten van x nodig zijn. Vermenigvuldigen we met x(x+3)
dan komt er: exu + (d+6e)x3 + (b+c+6d+9e)x2+(a+3b+6c+9d)x+9b. Door gell jk-
stelling van co&fficis&nten komt er: e=1, d+be=4, b+c+Hd+9e=-5,
at+3b+6c+9d=-26, Sb=-18, waaruit we makkelijk vinden a=l, b=0, c=-2, d=-2,

2
€=1, zodat de gezochte splitsing wordt: - = - 2 + X.
(x+3)
dx x+2 a
Opgave 51. Bepaal x, ————~——-§
x' (x +x+1)

Bij de bepallng van de onbepaalde integraal van een gebroken ratio-
nale functie hebben we een omkeerfunctie van tg x moeten invoeren. We doen
nu hetzelfde voor sin x en cos x. In (-577, 377) is de afgeleide cos x van
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-RTT

-h77

sin x positief, dus is sin x daar streng isotoon en continu. Dus bezit

sin x daar een streng isotone omkeerfunctie arcsin x, die wegens sin 377 =1
en sin (-377)=-1 gedefinieerd is op (-1,+1). In (0,77) is de afgeleide

- sin x van cos x negatief, dus is cos x daar streng antitoon en continu.

Y

h1T Ua 1A T

areeas X

/

Dus bezit cos x daar een streng antitone omkeerfunctie arccos x, die we-
gens cos O = 1 en cos 7/ = -1 gedefinieerd is op (-1,+1). Let wel, dat

voor de bepaling van arccos het argument van de cos tussen O en 77 gekozen
wordt. Als dus x niet tussen O en 77 ligt geldt arccos (cos x) # x. Wel
geldt voor -1 < x < 1 steeds cos (arccos x) = x. Analoge opmerkingen gel-

den voor arcsin en arctg.

i rcCcos X .
Opgave 52. Bepaal Q_éﬁégiﬂ~§ en §—§~af———~ . Wat concludeert U hieruit

VOOr arcsin x en arccos x?

i arctg x dx
Opgave 53, Bepaalv/rar081n by dx,~//érccos x dx enh/f g

Kk
Een functie die aan ieder getallenpaar (x,y) het getal Z:% %:;aka vy
J
toevoegt, heet een polynoom in twee veranderlijken, Een gebroken rationale

P(x
functie van twee veranderlijken is een functie ) xzy , waarin P(x,y) en



‘Q(x,y) polynomeniln twee veranderlijken zijn. Analoog definieert men ge-
proken rationale functies van meer dan twee veranderli jken.

We willen nu onbepaalde integralen bepalen van functiesvan het

| 2 ,
type R(x, |/ ax“+ox+c), waarin R(x,y) een gebroken rationale functie van

x+1

twee veranderlijken is; een voorbeeld van een dergeli jke functic is —m—

Vx=+1
Als a=b=0, 1s het een gewone gebroken rationale functie, die al behan-

deld is. Als a = 0, b £ 0, is de integraal direct door transformatie op
de integraal van een gewone gebroken ratlonale functie terug te brengen,

als volgt.fR( bx+c /yR 2% v)dy) . Nu stellen we
4 v—g\/bx+c
. b ac-b 2
ay 0. Dan is \/ax +bx+c = |/ a \/(x + 55 —-4—2—— Als b° = lac, dan
. b b D b
geeft dit als x > - 5z 1s Va(x + =5) en als x £ - =5 1s - Va(x + 5z). Op
belde intervallen komt er dan een gewone gebroken rationale functie. Als
pe # dac, stellen we E__a_c__lg__ % +A/ of -{ al naar gelang k4ac > b° of
bac < b2, dan kan (/V > O gekozen worden. In beide gevallen stellen we

__’9__) en vinden

=J1/(x+

v 2a
/R(x,\/"\/ﬁ* dx = / ///y—ga /Wm )dy) y=—‘~(x+-—b—-)'

4 2a
2
. 2 ¥\ 2 Hac-b
Stellen we a < 0, dan is m = \K; \/-(x + 55—) - -—4—;?—‘ Als
bac> bg, is er geen x waarvoor het polynoom onder het wortelteken >0
‘s o)
wordt; als Yac = b is er slechts één waarde van x (n.l. x = - —2—5) waar-
voor het polynoom onder het wortelteken 2 O wordt; belde gevallen kunnen

we dus uitsluiten. Als hac < beﬂ stellen we bg—l%ac = //2 met // > O. We

stellen nu weer y = -1(x + —2%) en vinden

/R(x, M.;_\/_(x 4--27%)2 +/2Y)u'x=// %y—-gb— jﬁ\/’ly)dy) 1( b)‘

2a

Er blijven dus nog de drie gevallen /R(x, !/x2+’1)dx,/ l/x - )dx en

/R(Xs ’1—x2)dx te onderzoeken.

'/ \/ 2 2
1° fR(x, x2+’l)dx. Stel t = x+ x2+’l, dan 1s t7-2tx+x =x2+’l, dus X =

2 2 2 5
-1 /52 £541 _dx _ 5541 ldt/R 1) dx=

= L -1 X4+ =t-x = en = = . Dus er ge (x, Vx"+1)dx
2t 2t dat 2‘02

2 2 2
t+1 t7-1 +’l
= R )dt) —s .
(/ztg G t=x+}/ x5+
2 , 2 2
2° /R( \/x -1)dx. Stel t = x+\/;{’27, dan is t7-2Ux+x =x2—’1, dus x =
2 2

2 \/
2 t™-1 dx t-1 p 2
X5-1 = t-X = =3 en g¢ = . Dus er geldt [ R(x, Vx“-1)dx
s F ==



2 2 2
£t -1 L7+1 t7-1
= {// 5 R(“3g— —5p—)dt) .

et t=x+ //x%-1
. 5 _\/ _ 2
30 J/é(XsL/ﬂ-X )dx. Voor x £ O stellen we t = 1——51—5—, dan 1is x2t2~2xt+1=
o 2 2
= 1-x7, dus x = 2t2’ 1—x2 = 1-xt 1—E§ —% = gii—%—%.'Voor een
1+t 1+t (1+t%)
interval dat O niet bevat geldt er dus /f bfﬂ*ﬂ“
2 2
2(1-t t -
- (// (1 5 % R( 2 5 1 tg)dt) 5 - De beperking x # O kan hier-
(1+t%) 1+t 1+t (A=Y 1-x°

blj nog vervallen, daar de functie 11}4;15— in 0 wit te breiden is,

zodat zij daar continu differentieerbaar is, immers voor -1 < x < 1

2
en x # 0 geldt i:_iilﬁ_ = tg (3 arcsin x) (dit is direct af te leiden
uit tg du = j:%%%—% ) en de laatste functie is ook in O continu dif-

ferentieerbaar.

Daarmee is de volgende stelling bewezen.
(6.9) Een onbepaalde integraal van een functie R(x,&/éx2+bx+c), waarin
R(x,y) een gebroken rationale functie van twee veranderlijken voorstelt,

is te vinden als een functie, die ontstaat door samenstelling van functies
die gebroken rationale functies, log-functies, arctg-functies en de functie
V%x t+bx+c zijn.

Opgave 54, Bepaal 2~_, J/Q/r*”z dx,w//

Om /fR(sin x, cos x)dx, waarin R(x,y) een gebroken ratlonale functie

N 2 tg ix 2u
is, te bepalen, stellen we u = tg 3x, dan is sin x = & 2 = s

1+(tg §X)2 1+u

1.2 2
cos x = A-(ts é‘x)2 - 1-u2 en %% = $(1+(tg %X)E) = %(1+u2), dus er geldt
1+(tg 3x) 1+u
2
J/%(sin x, cos x)dx = E// 22 R( ngs 1_u2)du) L
1+ 1+u 1+u u=tg sx
In speciale gevallen kan het wel eenvoudiger. Zo is b.v.‘/r(sin x) ax=
- 2 . n-1
= ~(sin X)n~1 cos X + (n—ﬂ)J/}sin x)" 2(cos x)dx = -(sin x) cos x +

+ (n—ﬂl//(sin X)n_g dx - (n»ﬂ{/f(sin x)%dx. Voor gehele n > 1 kiezen we

nu de formule:

- -1 . n-2 X
J/}sin x)ndx = - %-(sin )" T cos x + 35~Q/251n x) dx;

voor gehele n < -2 kiezen we de formule:

+2 n+2
J/}sin x)ndx = H%T (sin x)n+1 cos X + %17 (sin x) dx .



Met deze formules is de bepaling van de integralen J/.(sin x)™ dx voor

‘alle gehele n terug te brengen op de bepaling van fdx =% en J/;igxx'

De laatste bepalen we met het algemene procédé en vinden /’ =

° 1+u2 5 sin X
u L
= Q 2 @ du)u tg dx = qur) L= 1og,tg §X,.
-/ = 5 =t{2 3x
Opgave 55. Bewijs dat voor natuurlijke n geldt:
37 n n-1
T i 20 o 1 T 2l y2n-1 2k
(sin x)°7" dx = 3 en // sin x) dx =
k=1 k=1 2k+1
0

We zouden\//(cos x) dx analoog als boven kunnen behandelen, maar
we kunnen deze ook terugbrengen op J/ksin x)n dx als volgt J/kcos x)n dx -

. n
Q/P(Sln ) dy)y:%ﬂLx

We merken nog op, dat dikwijls in speciale gevallen de integralen
op eenvoudiger wijze te vinden zijn, dan met behulp van algemene methoden
zoals die 1n deze paragraaf voor klassen van functies behandeld zijn. Daar
van hebben we zo&ven bij M/A(sin x)™ dx al een voorbeeld gezien. Een
ander voorbeeld: v/f\/;tggéxg Stel x = sin t (-5377< t £ 377), dan is

1—x2dx = Q//(cos t)gdt) en deze is met de hierboven gege-
t=arcsin x

ven formules direct te behandelen.
Opgave 56. Bepaal v/r(sin x)gdx en u/r(cos X

Opgave 57. Breng _//ﬁ(ex)dx, waarin R(x) een gebroken rationale functle
1s, terug op een integraal van een reeds bekend type. ,
Opgave 58. Breng U/fR(x, ax+b, / cx+d)dx, waarin R(x,y,z) een gebroken
rationale functie is, terug op een integraal van een reeds bekend type.

Opgave 59. Bepaal /fx log x dx (& willekeurig reéel)v/r—~——7?re=

)gdx.

Niet alle integralen van eenvoudige functies zijn weer in eenvoudig

n gX
functies uit te drukken. Zo lukt dit b.v. niet leJ/ASi £ ax en\//\?; a:

57. De stellingen van 1'Hospital.

Als we 1lim log (1+x) willen bepalen, stuiten we op de moelli jkheid,

X —0
dat, als we x naar nul laten gaan, zowel de teller als de noemer van de

breuk naar nul gaan. De breuk wordt dus onbepaald; desondanks kan, zoals
trouwens in het hier gegeven voorbeeld zal blijken, de limiet wel bestasar
We kunnen deze limieten met behulp van differentiaalrekening dikwijls
bepalen; het complex van stellingen dat hierop betrekking heeft noemt
men meestal stellingen van 1'Hospital.

We beginnen eerst met een hulpstelling.
(7.1) Als f(x) een n maal differentieerbare functie is (n> 1), dan is er
bij iedere a in het definitie-interval I van f(x) een functie & (x),
gedefinieerd op I, zodat £ (&) = 0, € (x) continu in a is en f(x) =

‘Z: ) (8) (x-2) + (x-2)"€ (x).



Elan 57

Bewijs: We bewijzen de stelling door volledige inductie naar n. Voor
n=1 volgt de stelling direct uit (4.1). Stel nu dat n > 1 1s en de stel-
ling geldig is met n-1 in plaats van n. Noem g(x) =

£(x) - VE".;L f(k)(a)(x-a)k, dan is g'(x) = £'(x) Lji Al )(a)k(x-a)k-t
k=1

il

K T

il

-g
£1(x) - %jC)kj g (1) (a)(x~a)k. Verder is g(a) = 0. Pas nu de stelling
met n-1 in plaats van n toe op f'(x), dan bestaat er een functie Eq(x),

gedefinieerd op I, zodat & (a) = 0, &€,(x) continu in 2 is en £'(x) =
n-1

= A (k+1) n-1 B n-1
%;% T f (a)(x-2a) +(x a) ,1(x). Dus g'(x) = (x-a) gq(x), We

Passen nu de middelwaardestelling van de differentiaalrekening toe en
vinden dat er bij iedere x # a een % tussen x en a te vinden 1s zodat

elx) - 8(8) - gi(t). Dit geert g(x) = (x-a)(£ -2)"Me ,(x), dus £(x) =

= Z?: f% £(¥) (a)(x—a)k + (x-a)
k=0

)n-ﬂ Eq(x). Definigren we nu £ (x)

T (&
door £ (a) = 0 en £(x) = (§ - ayn- g (x) voor x in I en x # a, dan is
€(x) gedefinieerd op I en € (a ) E } < 1, dus
%“a Yl-'] )

0. Verder 1sz

< 1, dus lim, (

%3 ,1(x) = 0, dus E_(x) continu in a. Ten

g X~
slotte is f£(x) = ﬁ k' ( (a)(x-a)k+(x—af15(x). Daarmee is het bewiljs
voltooid, =0

(7.2) (Stelling van 1'Hospital; eerste vorm met eerste afgeleiden). Als

f(x) en g(x) differentieerbaar zijn in a, als f(a) = g(a) = 0 en als

. f(x) _ f'(a) . f(x
g'(a) # 0, dan isx%i?a O ROR (Dit betekentx%zfa €6 bestaat en

!
= g, Z . Analoge afkortingen gebruiken we in het vervolg.)
Bewijs: Neem een rij a, met lim a, = &en a, # a voor alle n. Dan
n-—>
f(a,) &(2n) |
_ n _ an . .o flla) _
is f£'(a) _n%igooan—a en g'(a) = Eacat Omdat g'(a) # 0, 1is =5
f(an) "
a_-a f(a
. n . n . . f fi(a
= 1lim —T——T = lim —T—-7u Hieruit volgt 1lim -%i}'= —7%—%-.
n—%oogan 1‘1——>Cog an x_’}agx g \a
a_-a
n |
Hiermee vinden we onmiddellijk 1lim 10 X?+x = [?%E | = 1.
x =0 - x=0

Soms echter komen we met deze methode niet verder, b.v., als we f(x) = x2

en g(x) = -1 +x + e © en x— 0 nemen. Dan is n.l. £(0) = g(0) = £'(0) =
g'(0) = 0. We moeten dan hogere afgeleiden gebruiken.

.3) (Stelling van l'Hospital; eerste vorm met hogere afgeleiden) Als
x)

en g(x) n maal differentieerbaar zijn (n= 1), als f(k)( 2 T (k)(a)=
(

= 0 voor 0 < k <n-1 en als g(n)(a) # 0, dan is X%ifa ggi% (?).
Bewijs: Uit (7.1) volgt dat f(x) = 1 f(n)(a)(x a)® + (x a) 6.(x
en g(x) = ﬁ% g( )(a)(x a)® + (x-a)" 'E(X)’ ‘waarin £ (X) en E'Q(X) con-

tinu in a zijn en Eq(a) = Elz(a) = 0. Dus voor x # a is gézf -




2(0)(a) + n £ (%)
= en hieruit volgt direct 1lim

r(x) _ £ (q)

g(n)(a) + nt € 5 (x) x — a 8% g(n)(a)
Nemen we als boven f(x) = x° en g(x) = -1+ x + e, dan is £"(x)
= 2en g"(x) = e %, dus 1lim ———5——T§ = 2,
X —0 -1+x+e
. 2 .
Opgave 60. Bereken 1lim —==0 % lim 35—515—, 1im 220X
X — 0 1-cos X’ x50 X-sin X7 T,

arccos x

Wanneer we ons ten doel stellen lim te berekenen, dan

X— 1 arccos x
z1ljn bovenstaande methoden niet toepasselijk, daar arccos x voor x=1 niet

zo te definiéren is, dat hij daar differentieerbaar wordt. Voor deze
gevallen 1s er een andere vorm van de stellingen van 1'Hospital.

(7.4) (Stelling van 1'Hospital; tweede vorm met eerste afgeleiden) Als
£(x) en g(x) differenticerbare functies zijn met a als randpunt van hun
definitie-interval (in a behoeven de functies niet meer gedefinieerd te

zijn), als 1lim f£(x) = 1im g(x) = 0 en als 1lim £+%§% bestaat, dan is
X —a X —a x—a &
1im X)) o ogy, £Ux
x —»a B x—a 8 X
Bewijs: Op grond van het gegeven zijn f(x) en g(x) continu uit te
breiden in a door de definitie f(a) = g(a) = 0. Ze behoeven daar dan
1
echter niet differentieerbaar te zijn. Omdat lim éT%E% bestaat, is er
X —a

een A > 0 zodat voor Ix-al < A geldt g'(x) # 0. Hieruit volgt dat g(x)
daar streng monotoon en dus, voor x # a, g(x) # 0 is. Voor een x # a met
IX—B.I< A geldt dan op grond van de gegeneraliseerde middelwaardestellinz

van de differentiaalrekening, dat er een € tussen x en a bestaat zodat

£ (EY)  f(x)-f(a) _ £(x) g g f§g é %
= —= = . Dus 1lim lim lim .
Met behulp van (7.4) vinden we dat 1im éEQE@i;E§ =

X —>»7 arcecos X

4
Vi? VimE T

— 1im ___1%_5_ = 1im LA %M/E

X . 2%

X-%/]——\—/—_—_.—_?q;'., X — 1

1-x X sin (log x)_,1

Opgave 61. Bereken 1lim
x .0 Vx

Er is een sterke analogie tussen (7.2) en (7.4); in de veronderstel
1ingen zit echter een essentieel verschil: in (7.2) wordt differentieer-
b aarheid in a verondersteld, maar niet daarbuiten, in (7.4) wordt juist
Aifferentieerbaarheid buiten a verondersteld, maar niet in a.

Ook (7.4) kan tot hogere afgeleiden uitgebreid worden.

(7.5) (Stelling van 1'Hospital; tweede vorm met hogere afgeleiden) Als
£(x) en g(x) n maal (n>= 1) differentieerbare functies zijn met a als
randpunt van hun definitie-interval (in a behoeven de functies niet meer

gedefinieerd te zijn), als 1lim (k)(x) = lim g(k)(x) = 0 voor
Xx—a X—a

() ()
O < k £ n-1 en als 1lim £T57£§l bestaat, dan is 1lim 2%5% = lim Efjizl
( x —>a B\X x—a gW(x)

XxX—>ag X)




Bewijs: We passen volledige inductle naar n toe. Voor n=1 krijgen
we (7.4). Neem nu n > 1 en stel dat de stelling geldig is met n-1 in

plaats van n. We kunnen (7.4) toepassen op f(n‘q)(x) en g(n'q)(x) en

) £ n--1 % : el0) o
vinden dan dat 1im ”TETTTL—l bestaat en = lim —T?Ui—lu Volgens inductic

X—ag (x) Xx—a g (Xz
n-1)
veronderstelling bestaat dan ook 1lim £ 2 en = lim zrﬁjﬁyiél; dus
x—>a & X—>a g (x)

()
lim %% = lim %——%—}—c—)- .
Xx—=a ° x—>a g ™ (x)

Uit (7.4) kunnen we nog een interessante conclusie trekken.
(7.6) Als f£(x) een differentieerbare functie is en a is een randpunt van
haar definitie-interval, waar f(x) continu uit te breiden is en als

1lim f£'(x) bestaat, dan is de uitgebreide functie f(x) differentieer-
X—a

baar 1n a met als afgeleide 1lim f£'(x).
X -—a
Bewijs: Dit volgt direct uit (7.4) met als functiesf(x)-f(a) en x-a
We kunnen (7.6) niet geheel exact, maar kort zo uitdrukken: als de
afgeleide van een functie ergens continu uitgebreid kan worden, dan is zi.

daar ook een afgeleide. De veronderstelling in (7.6) dat f{x) zelf contim

ult te breiden is in a kan nog gemist worden; we gaan daar echter niet
op in.

Om 1im x log x te bepalen, zouden we f(x) = x en g(x) = 5 kun-
x— 0 \ ~08 X
nen nemen, dan is £'(x) = 1 en g'(x) = - ————1———5, dus f, i = - x(log x
x(log x) &\

Hiermee schieten we dus niets op (ook niet met hogere afgeleiden). De tot
nu toe behandelde stellingen van 1'Hospital zouden we van het type %—kun—
nen noemen: ze gingen over de limiet waartoe het guotiént van twee func-
ties nadert, als belde in het kritieke punt nul worden. Er zijn echter oo’
dergelijke stellingen van het type %%: beide functies worden dan onbegren
bilj het kritieke punt.

(7.7) (Stelling van 1'Hospital voor onbegrensde functies, Als f(x) en
g(x) differentieerbare functies zijn en a is randpunt van het definitie-

interval, als 1lim ! g(x)! = +00 en als lim iééﬁ% bestaat, dan is
X—>a x —a B

1im §%§% = lim 5%%§%n
X-———éagx x—-aag

Bewijs: We veronderstellen dat a beginpunt is van het definitie-

vl
interval (als het eindpunt is gaat het analoog). Omdat lim éTfﬁ% be -

~
—_—

[§

dus zg(x)
= b, dan is bij £> O een.5,1>~o met

X —
staat is er een A > 0 zodat uit |x-al< >\~volgt g'(x) # 0,

?
streng monotoon. Noem lim g' x)
X —% a

X
51“{}\ te vinden, zodat uit lx—al <£S\,I volgt ‘—g—%—}é—} - b ‘< 2 & . Stel nu

a<y<x <ZCY1; dan geeft de gegeneraliseerde middelwaardes elling van de
differentiaalrekening, dat er een % tussen x en y is, zodat £f(x)-f(y

g(x)-e(y
£1(& f{x)-f(y) f%xg " fi(y%
S ; X)-1ly) _ gy g2\Y).
= & § . Verder is RGP X y ; houden we nu x vast en laten

gl\y



we y varlEren, dan is dit begrensd, maar den is wegens 1im [ g( y)!

£ rdar cw £(%) = £(y) _ £(y) _
o0k _%Tbegrenw Verdsr o2 SRy T ety) T Ely)  BlE) - g(ﬂ ‘H‘ g(X§ = gv

dus dit nadert tot nul als y-—a. Er is dus een 5\ > 0 met é‘ < f

/I

zodat voor ly—a !<LC?2 geldt tggi; - ggig ggg) ‘< 3 £ . Verder is dan

| £(x) - £(y) l ‘q_% ] 1

ook -b| = - b | < d

8(x) - &(v) g
lim ﬁ%&% bestaat en 1im —T%—% .

x — a 8\¥ x—a 8%

Oock deze stelling is uit te breiden voor hogere afgeleiden; we gaan

£(y) _ '
1€ bi{< £ . Dus

it

daar niet op in. Verder merken we nog op, dat de veronderstelling

lim ! f(x)! = +m , die we in (7.7) zouden verwachten, blijkbaar over-
X—a
bodig 1s.
We keren terug tot 1lim x log x. Nu nemen we f(x) = log x en g(x) =
1 o @ *=0 1 £1(x .
= 7, dan is f'(x) = < €n g (x) = - ;?: dus STl = X We vinden dus:
(7.8) 1lim x log x = 0.
x4 O
Vervangt men hierin x door l-dan volgt uit y— +oo dat x L 0; verde:
is x log x = 1-log .. lgg—l. Dus 1lim l-9-5,—5-= 0. Vervangt men
J J J X— to0 =

hierin x door y°<(cx > 0), dan volgt uit y — 400 dat x — +00; verder 1s

log x _ log yd
= =

= = X ;25€¥e We vinden dus:
v y
(7.9) lim lgE;% = 0 voor X > 0.

X—>+004 X g

Wegens lim v =0 volgt hieruit 1im 1og x = 0. Vervangt men hierin
u 0 X — +00

x door e’ en o door B den volgt uit y — +co, dat ook x —+00 ; verder

o’

(&4 A=Y X
(10%(X) - L;ogye ) J_: We vinden dus

is

(7.10) lim
x— 400 €

De beperking tot & > O is hier niet nodig, want voor X £ 0 is de
stelling evident. De stellingen (7.9) en (7.10) zijn zeer belangrijk. Ze
zijn als volgt onder "morizn te brengen: voor onbegrensd stijgende posi-

tieve x "wint" e* het op den duur van iedere nog zo grote macht van x en
"verliest" log x het op den duur van iedere nog zo kleine positieve

macht van x.

We kunnen het onderzoek van 1lim £ (en -0 analoog) terugbrengen
x-%«ng
£()
tot x4 O door x door % te vervangen en.—A%—-voor y\i 0 te behandelen
° g(s
v

met 1l'Hospital.



d £ () a1 g'(3)
Daar echter T f(y) = - yg en &y g(y) = - y2 is het quotiént van
. ! (1) ) ’
beide eenvoudig ‘}; . We behoeven de overgang naar y dus helemaal niet te
g' (%)
y

i
maken en kunnen eenvoudig lim f{x

& nemen. Zo hadden we b,v. recht-
X — 400

streeks lim 29%—}5 kunnen vinden met %—a 0 voor x — +00 .
X — +00
- _%
x \/TSD NSO
Opgave 62, Bereken lim < — en lim atex ;c atx {a> 0).
xd 0 x7 x> 0
a
Opgave 63. Bereken® 1lim n(xn - 1) voor x > 0.
n —>

§8., Maxima en minima.

In (4.17) hebben we gevonden, dat als een differentieerbare functie
in een punt, dat geen randpunt van zijn definitie-interval is, een rela-
tief maximum of een relatief minimum bezit, de afgeleide van de functie
daar nul is. De moeilijkheid i1s, dat deze stelling niet omgekeerd kan
worden; in een punt waar de afgeleide nul is, behoeft de functie geen
relatief maximum of minimum te bezitten. Door hogere afgeleiden te be-
schouwen, valt hierover echter wel iets te zeggen, en wel zetten we hier-
toe het nemen van afgeleiden van de functie zo mogeliljk zover voort tot
er een afgeleide wordt verkregen die niet nul is. Lukt dat, dan kunnen
we inderdaad tot uitspraken komen, zoals in de nu volgende stellingen
zal blijken. We gebruiken hierbij weer hulpstelling (7.1).

(8.1) Als f(x) een 2n maal differentieerbare functie is (n> 1), als
f(k)(a) = 0 voor 1< k£ 2n-1 en als f(gn)(a) # 0, dan heeft als
f<2n)(a)j> 0 de functie f(x) een relatief minimum en als f(EH)(a)-< 0 de
functie f(x) een relatief maximum.

Bewijs: Volgens (7.1) is f(x) - f(a) = 22 , f(gn)(a)(x—a)gn +

+ (x—a)EnE(X) = (X~a)2n (T—g%yr f’(gn)(a) +&(x)) metg(a) = 0 en £(x)

continu in a. Kies een A> O zodat voor |x-a]< A geldt

le (0] < %yt
hetzelfde teken heeft als f(gn)(a)u Daar bovendien (x-a)2n> 0 voor
x # a, geldt voor [x-al< A en x £ a, dat ook f(x) - f(a) hetzelfde teken
heeft als en (a), waaruit de beweringen van de stelling direct volgen.
(8.2) Als f(x) een 2n+1 maal differentieerbare functie is, als f(k>(a) =0
voor 1< k £ 2n en als f(gnﬂ)(a) # 0, dan is als f<2n+ﬂ(a) > 0 de func-~
tie f(x) stijgend in a en als f(2n+1)(a)<: 0 de functie féx) dalend in a.
Bewijs: Nu geldt f(x) - f(a) = (x-a)2n ('('é?f;r"!‘j-" £ 2n+q)(a)+8(x))

met g(a) = 0 en E(x) continu in a. Hiermee redeneren we op analoge wijze

f(gn)(a) t, dan geldt daar dat r—g—%)—, f<2n)(a) +& (x)



verder als in het bewijs van (8.1). Nu is echter (x~a)2n'}/I

en (X—a) 2n+1

direct.

> 0 als x> a
< 0 als x € a. De beweringen van de stelling volgen dan weer

We zien dus, dat het er van afhangt of het bij even of oneven orde
voor het eerst gebeurt dat de afgeleide # O wordt. De toepasselijkheid
van de stellingen kan misgaan, doordat bij het verder differenti&ren de
differentieerbaarheid ophoudt voordat er een afgeleide gekomen is die # O
is of doordat de afgeleiden van alle orden in a gelijk aan nul zijn. Van
het laatste geeft opgave 64 een voorbeeld (in dit voorbeeld is de functie
in het beschouwde punt minimaal).

/"
-T2
Opgave 64. Stel f(x) = e X yoor x £ 0 en £(0) = 0. Bewljs, dat voor x # C
1
Ph(x)e X
geldt f(n)(x) = n ;n , waarin Pn(x) een polynoom is. Bewijs, dat f(x)
X

il

ook in O willekeurig vaak differentleerbaar is en dat f(n>(o) = Q0 voor
alle n,.

Opgave 65. Ga het gedrag in het punt 1 na van de functies x3 - 3x + 3 en
X - 6x2 + 8x + 1.

§‘9. Reeksen. Absolute convergentie. Machtreeksen.

n
Als a, een rij is, vormen we daarbij de rij An = é 8- We noemen
k="
. s \
dan de rij An de reeks ) a, - De a, heten de termen van de reeks, de An

. n
de parti€le sommen. Als de rij An convergeert met limiet A, dan zeggen we

dat de reeksE &, convergeert met de som A. We schrijven dan ook A =

o o n
Z::ak. Dus ) a, = lim ) a, - Eigenlijk is de theorie van de reeksen
K=" k=" n— oo k=1

dus in wezen geen nieuwe theorie, daar deze op die van de rijen (n.l. die
der parti¥le sommen) terug te brengen is. Omgekeerd is ook iedere rij als
een reeks op te vatten. Gaat men n.l. uit van een rij a, en vormt men

hierbij de ri] U, als golgt: u, = aq;l U, = e, - anﬁﬂ voor n> 1, dan is
v, =u, = a, en U _ = § U, = u, + > u, = a +—§ (a, -a )
1 1 1 Ny K 1T %= K L =S L
& 0 Bt
= a, + &=2 a, - é:q ak=a1+un~aq=an voor n >1, dus de rij a, 1s Juist de rij

der partiéle sommen van de rij u - Het eigen karakter van de theorie van
de reeksen ontstaat, doordat we nu de kwesties samenhangende met conver-
gentie in verband brengen met de termen van de reeks en in plaats van met
de partiéle sommen.

Een reeks ZO‘ a, is convergent met som A als bij ledere £> 0 een N
n n
te vinden 1s zodat voor n> N geldt {A - § 8, < & . Een reeks is ech-
: k="
ter ook dan en slechts dan convergent, als de partigle sommen een funda-

mentaalrij vormen ((2.3) en (2.4)), dus als bij iedere £> 0 een N te vin-



den is zodat voor m> N en n > N geldt {E:: R 8 < €. Is num> o

=1 e .
. . m
dan 1s m = n+p waarin p een natuurlijk getal is en 5 a, = > a . +
n+p k=1 k=1
+ R Hieruit volgt:
k=n+"1

(9.1) Een reeks 2 an 1s dan en slechts dan convergent als bij iledere

£ > 0 een N te v1nden 1s zodat voor alle n > N en alle natuurlijke p geldt

n+p
a1 £ .

2

k=n+1

Hieruit volgt dat, evenals bij rijen de begintermen er voor de con-
vergentle niets toe doen. Dat 1s niet zo vanzelfsprekend als het 1ijkt;
men bedenke slechts, dat, als men b.v. de eerste term van een reeks ver
andert, daardoor alle partigle sommen veranderen. De convergentie blijft
dan wel bewaard, maar, anders dan bij rijen, verandert de som.

(9.2) Als men van een convergente reeks eindig veel termen verandert, is
de veranderde reeks convergent, maar de som kan een andere zijn dan die
van de oorspronkeliljke reeks.

Neemt men in (9.1) nu p = 1, dan is fan+4]<< £ , dus voor n > N+
is a | < &, dus:

(9.3) Als de reeks 4 a, convergeert, geldt lim a_ = 0.
n->o0

We beginnen een reeks in plaats van met de index 1 ook wel eens met

o8
een index die een ander geheel getal is en definiBren § 8, = lim E &y,
=m n— © k=m

Uit (9.1) volgt weer, dat het geen invloed op de convergentie heeft wet

n -
welke index we beginnen. Verder geldt voor m, < my dat ) a, = 5 a, t
k=mq k=m
a 1
+ 3 8- Hieruit volgt:
k=m
2
(9.4) Als p en g gehele getallen zijn met p € g dan bestaan 5
00 k=p oo
é 2y, beide wel of beide niet en als beide wel bestaan geldt §—— a, =
k=q k=p
q 4
= 2 +gZ:: 8,
k=p

Verder kunnen we de termen van een convergente reeks in groepjes
opeenvolgende termen bij elkaar nemen; dit heeft alleen tot gevolg dat de
rij der parti&le sommen vervangen wordt door een deelrij, die convergent
is met dezelfde limiet. Het omgekeerde proces van spllitsing 1s evenwel
niet geoorloofd. Zo is b.v. de reeks Z:; 0 convergent, maar2::;(—1)n niet

n n

en toch ontstaat uit de laatste reeks als we telkens groepjes van twee

opeenvolgende termen bij elkaar nemen, de reeks / >0,
n
Als voorbeeld van een reeks beschouwen we de meetkundige reeks

n_ n+1
E a™. Voor a # 1 geldt ) . 11%75~ (bewijzen met volledige inductie)
k=0



Verder geldt voor lal <1, dat 1lim a® = 0 (dit volgt direct uilt de ei-

n—> 0o
genscheppen van de functie aX); voor |al > 1 geldt dit zeker nlet wegens
,anl.> 1. Voor la| > 1 kan de reeks dus, wegens (9.3), zeker niet conver-

geren Voor |al < 41 echter volgt uit bovenstaande formule direct dat

22:: K _

k=0 a

Beschouw nu de reeks 2 ETH:TY Nu is ETE%TT = %-~ E%T’ dus
5 1 - 1 = 1
=7 k(&) "{{; (‘E k+’1) ");—: k ~ k 5 k =1 - Dus%; "y -
(

9.5) Als 2 an en z bn convergeren met sommen resp. A en B, dan con-
n n
vergeert E (an + bn) met som A + B.
n

(9.6) Als 2.8, convergeert met som A, dan convergeert z ca, met som CcA
n n

Opgave 66. Bewijs (9.5) en (9.6).

Een reeks > a, heet absoluut convergent, als Z lan‘ convergent
n n

is.

(9.7) Als een reeks absoluut convergeert, convergeert hij.

n+p n+p ' n+p |
Bewijs: | ) a |l 2 a, | = ) la \. Pas vervolgens
e S vEEe 2% V=mm o ©
(9.1) toe.

(9.8) (Majorantcriterium) Als b = 0 voor alle m, als E b convergeert
n

en als voor a, geldt dat er een N bestaat zodat voor alle n> N geldt
]anlfg bn’ dan convergeert E &, absoluut (de reeks 2 b heet dan een

majorant van de reeks E

n+p n-+p
Bewijs: Voor n> N geldt § lakl <5 b, = bk\‘ Pas
=n+1 k=n+1 k=n+1
vervolgens (9.1) toe.
. 1 1 1
Hieruit volgt dat } convergeert, want < . De
n ;1.2 ’ (H+’1)2 n(n+,1)

. 1 ‘s a1 2 -
harmonische reeks Z;l'ﬁ evenwel 1s divergent, want %_7 T =
od
P S MR S Pt L AR
71 m=2d-Tyq T 3= 2! 3=1
gaat naar +o als n-— o . We zien aan dit voorbeeld tevens dat (9.3) niet
omkeerbaar is; deze reeks 1s divergent en toch convergeren de termen naar

5 =1+ in en dit

nul.

¢9.9) (Machtswortelcriterium van Cauchy) Als voor een rij a
1

40 er is een C < 1 en een N zodat voor n > N geldt ‘a l n C,

geldt:

n

dan is de reeks 5 a, absoluut convergent. Als voor een rij a, geldt:
n 1
o . n
) bij iedere N is een n > N zodat !anl > 1

2



is a z .
dan 1is de reeks &, divergent.

Opmerking: Er zijn rlgen 8, die noch in geval 1° , noch in geval
2% verkeren, b.v. an = (1 - ~J . Daarover zegt (9.9) dus niets.

Bewljs: Laat 1° Vervuld zijn; voor n > N geldt dan ]a 1 . De
reeks 2;:: a, 1s dan gemajoreerd met de meetkundige reeks Z:: c? met

n

]ClSE 1. Volgens (9.8) is § a, absoluut convergentﬂ Laat nu 2% vervuld

zijn, dan 1s lim a =0 onmogeli;k (immers uit la l > 1 volgt }a %
n — 0o

1

. S .
dus is ﬁn 8, divergent.
Het criterium (9.9) wordt bijzonder eenvoudig, als de rij ’an! n
/]

convergeert. Stel dan n.1l. eerst lim ,a ‘n = a <1, dan is er een N zo-

1 n-— o 1
dat voor n» N geldt | |a | - a| < ¥(1-a), dus [an§n< 1 - 3(1-a) £ 1,
! g
dus de rij a, verkeert in geval 1°. Stel nu lim {an’n =a > 1, dan 1is
n—r oo A
er een N zodat voor n > N geldt (a—ia!rl‘<,a 1, dus !a 1n > 1, dus de rij
a, verkeert in geval 29, Dit geeft ons: 4
(9.10) Als voor een rij a geldt lim la ‘n = a bestaat, dan is als
n-— oo
—
a < 1 de reeks En a, absocluut convergent en als a > 1 de reeks LE“ 2,

divergent.
(9.11) (Quoti&ntcriterium van d'Alembert) Als voor een rij a, geldt a # 0
voor alle n en

1° er is een C < 1 en een N zodat voor n > N geldt

£C

~3 2

an+11
®n
dan 1s de reeks E a, absoluut convergent. Als voor een rij a, geldt

a, £ 0 voor alle n en
n+1
n

2% er is een N zodat voor n > N geldt

> 1,

'

dan 1s de reeks Z &, divergent.
n

Opmerking: Ook hier zijn er rijen a, die noch in geval 10, noch
1

. o
in geval 2° verkeren, b.v. a, = -

Bewijs: Laat 1° vervuld zijn, dan geldt voor n > N blijkbaar

n-N-1
'\\ }aN+1l ¢
dus 1an{;§ *aN+1| c® voor n > N. De reeks 3;~ a, 1s dus gema joreerd met

de reeks Z;: \aN+4! Cp = laN+1) Z;; Cp, die convergeert. Dus Z:an con-

(volledige inductie naar n-N), Noem n = N+14p dan 1s

vergeert absoluut. Laat 2% vervuld zljn, dan geldt voor n > N blijkbaar
la |> {aN+1\ > 0, dus is n%ing , = O onmogelijk, dus is En ‘a, diver-
gent.



Op geheel analoge wijze als bij het machtswortelcriterium vinden we

nu:
(9.12) Als voor een rij a, geldt, dat a_ # 0 voor alle n en dat
a
1im ‘ 2+q = a bestaat, dan is als a < 1 de reeks ?ﬂb a, absoluut conver-
n— n n
gent en als a > 1 de reeks E”‘ a  divergent.

n
Men kan bewijzen dat het criterium van Cauchy "sterker" is dan dat

van d'Alembert, n.l. dat iedere ri] a, die in geval 1° van (9.11) verkeert
ook in geval 1° van (9.9) verkeert (hetgeen wij hier niet zullen bewijzen),
d.w.z, dat van iedere reeks, waarvan de convergentie met het criterium

van d'Alembert kan worden aangetoond, de convergentie ook met het crite-
rium van Cauchy kan worden aangetoond. Verder bestaan er reeksen, waarvan
de convergentie wel met het criterium van Cauchy, maar niet met het
criterium van d:Alembert kan worden aangetoond. Hiervan wordt een voor-
beeld gegeven in opgave 67.
Opgave 67. Bewijs de rij a =
in geval 1° van (9.11) verkeert.

-n-(-1)" . o
2 in geval 1~ van (9.9) maar niet

a
Verder kan men bewljzen, dat, als 1lim n+1 = a bestaat, ook
a n-— 00 n
lim Xa ]n bestaat en = a. Wij voeren dit nilet uit.

n — 0o

] 1 n! 1
Opgave 68. Onderzoek de convergentie van — Z R z —.
Z;; n. n- (en). n n"

We kunnen als termen van een reeks ook functies nemen en de reeks

E fn(x) beschouwen. Voor elke waarde van x waarvoor alle functles gede-
n

finleerd zijn, staat er een reeks met getallen als termen. Voor die waar-
den van x waarvoor alle functies gedefinieerd zijn en de reeks convergeert

o0
kunnen we schrijven f(x) = ) fn(x). Ook hier weer kunnen we een reeks
n="1
met een andere index dan 1 laten beginnen.
Een belangrijk geval hiervan is de machtreeks /5 a x—b)n
n

en de a, getallen zijn en x een veranderlijke is. We laten deze reeks

waarin b

ol

met de 1ndex O beginnen. De eerste belangrijke vraag is, voor welke waar-

den van x deze reeks convergeert. We behandelen dit met het criterium van
1

Cauchy. Daartoe moeten we !an{n‘x—bl beschouwen. We bewijzen eerst, dat,

als voor anrn met r > 0 geval 2° van (9.9) niet geldt (d.w.z. er is een N
1

zodat voor n > N geldt ,an‘n r < 1), dan voor iedere x met }x-b| < r voor

2, (x-b)n geval 1° van (9.9) geldt, dus de machtreeks absoluut convergent
1

is., Dit volgt direct ult het feit dat voor n> N geldt 'anlnlx—blfé‘x—b‘

<1.

We nemen nu de verzameling V van die positieve getallen r, waarvoor geldt
dat voor anrn geval 2% van (9.9) niet geldt. (Als dergelijke getallen niet

pestaan, is an(x—b)n blijkbaar alleen convergent voor x=b.) Als V
n

begrensd is, noemen we R de bovenste grens van V. Voor alle x met lx—b!>rR



L. N n .
is an(x~b) dan divergent. Als |x-b| < R, kunnen we een getal r uit
n

V nemen, zodat |x-bl < r < R. Volgens het bovenstaande is dan Zi:ah(x-b)n
n

absoluut convergent. Als V niet begrensd is, beredeneren we oD analoge
wijze dat voor alle x geldt dat E an(x-b)n absoluut convergent is. Hier-
n

mee 1is het volgende gevonden:
(9.13) Voor een machtreeks ) an(x~b)n geldt dat hetzij voor alle x ab-

S

n
solute convergentie optreedt hetzij er een getal R > O bestaat zodat voor

]x—bl < R absolute convergertie en voor lx-bl > R divergentie optreedt.

Uit (9.13) blijkt dat de waarden van x waarvoor convergentie optreedt
steeds een interval vormen, en dat als het interval begrensd is, b er het
middelpunt van is. Over de randpunten van het interval wordt niets gezegd;
deze moeten van geval tot geval onderzocht worden, waarbij blijkt dat zo-
wel convergentie als divergentie kan optreden. Men noemt de R uit (9.13)
de convergentiestraal van de machtreeks en b het middelpunt. Als de macht-

reeks voor alle x convergeert, noemt men de convergentiestraal oneindig.

In dat geval voldoen alle x aan |x-b| < R.
/‘

Als laﬁ!n convergeert met limiet a kunnen we de convergentiestraal
eenvoudig bepalen. We moeten n.l. de bovenste grens R bepalen van die r > O

waarvoor een N bestaat zodat voor n> N geldt !an'n r € 1, Blijkbaar is
dat'% als a # 0 en oneindig als a = 0O
1
Opgave 69, Bewijs dat als 1lim !an’n = a bestaat, de convergentiestraal

n—>
van de machtreeks E (x- b) gelijk 1is aan %-als a # 0 en oneindlg 1is
als a = 0, 2
Op geheel analoge wijze kan men inzien dat als 2+1 convergeert met
n

limiet a de convergentiestraal van de machtreeks 2 an(x-b)n gelijk 1is
n

aan'% als a # O en oneindig is als a = 0. We voeren dit niet uit.

Opgave 70. Bepaal de convergentiestralen van E Z:;X z:;—g, T o’

Z;n'.x 5 n I’l :Z:%_g'é%‘

Het eerste en het derde geval van opgave 70O geven voorbeelden van
machtreeksen die in de randopunten van hun convergentie-interval niet resp.
wel convergeren. Het tweede geval geeft een voorbeeld van een machtreeks
die in één randpunt wel en in één randpunt niet convergeert (dit bewijzen

we later). -
Als de convergentiestraal R van de machtreeks > an(x—b)n niet nul

s8] n
is, stelt f(x) = z__ an(x—b)n voor lx~b} < R (of voor alle x als R onein-

n=0
dig is) een functie van x voor. We zullen aantonen, dat deze functie diffe-

rentieerbaar is en dat de afgeleide gevonden wordt door elke term van de



reeks afzonderlijk te differenti&ren d.w.z. dat de afgeleide gelijk is

00
n .. .
aanf'__—b (n+’1)an+1(x-b) . e zullen daartoe eerst bewljzen, dat de reeksen
n=

S n S
/2 (x-b)" en) (t’1+’l)an_,_,](x—b)n dezelfde convergentiestraal bezitten.
n T

Noem hun convergen-iestralen R, resp. R’l“ Laat voor een zekere x gelden,
n .,

dat an(x-b) in geval 1° van (2.9) verkeert, dus dat er een C < 1 en een

N is zodat voor n > N geldt la | lx-vl < ¢. Dan geldt voor n> N dat

~

i a M 1 n+1 1 1 n#d
(n+1) " |l lanH?n = (n+ )"l ™ (1x1 [anM’“‘”) "< (a+1) %zl B¢ ™ | pit
I]

laatste convergeert naar C als n—> o (ga dit na; bedenk dat (n+’l)n =

log(n+1)

n

= e ). Er is dus een N, > N zodat voor n> N, geldt

1 1

1
(n+'])nix! }am_,]!né 5(1+C) < 1. Als dus Zr; an(x--b)n voor een zekere X
n
absoluut convergeert, dan convergeert ook 2 (n+1)an+1(x-—b) absoluut.

n
Hieruit volgt R <K R,‘, Op geheel analoge wijze bewljst men, dat R'Ié R.

n n
(9.14) De machtreeksen Z; a (x-b)" en Z;_: (n+’l)an+1(x—b) hebben dezelfde

converzentiestraal.

Laat R de gemeenschappelijke convergentizstraal van >—_ an(x—b)rl en
n
§ (n+’l)an+,|(x—b)n zijn. Kies nu een ¢ binnen het convergentie-interval

n
en een r > 0 zodat lc-bl < r < R. Bij een £> 0 is een N te vinden zodat

m-1
voor iedere m > N geldt ) (k+1) |a )r*k< {l—&: en verder
k=N

k+1
T K_ 1 == k
) (k+1) ‘akM‘r < y&. Dan 1is ookh (k+’l)ak+,‘(c~b) £
k=N i k=N
ed
< ) (k+’|)‘ak+1] rf < %E en wegens de middelwaardestelling van de

k=N
differentiaalrekening is er bij iledere x # ¢ met |x—b' < r een é tussen

¢ en x (waarvoor dus geldt ]’g‘- b' < r), zodat

m_. " m K
) a (x-b)° - 2 a (c-b)
=i = _ m§4 (k+1)a, (€ - 1)) en a1t laat-
’ X - C - N K+14 2
ste is als boven weer < 1}5, We kiezen nu een §> 0 zodat §<r - fc—bf
en zodat voor alle x met [x-c]< & en x £ ¢ geldt
N N .
—_— k e
S - - -
- ak(x b) k§=o ak(c b) N- W 1
— - kzr_o (k+’!)ak+,](c-b) g &. Voor deze x

geldt verder ’x—b! < !x—cl + !c—bl < r. Bij een dergelijke x is een
(mogelljk van x afhankelijke!) M > N te vinden zodat geldt

00 K Q k
E ) ak(x—b) - Z:: ak(c—b)
k=M+1 = ‘< %E. Voor een dergeliljke x geldt dan




%) 00
i 5 ah(x~b)k - ak(c—b)k © el <
= k=0 ,
R - 2;;% (k+1) 841 (c-b)" | X
< k K i % %
o a, (x-p)" - ) ak(c—b) > ak(x—b) - &, (c-Db)
< k=M+1 k=M+1 + k=N+"1 kK=N-+1 n
B X - C X - cC
N N |
> a (x-p)° - a, (c-p)¥
= =l (e a,, (o0
+ - - k+1) a c-b +
X - C =0 k+1
57 a <= k“
+ éﬁ (k+1) a4 (c-b) l< € . Hieruit volgt dat |2 2, (x-b) =

Kk
Kool "
=) (k+1)ak+1 (c-b)". Dit geeft ons de volgende stelling:

(9.15) Als R de convergentiestraal van de machtreeks E an(x—b)n is
n

@

dan is de functie f(x) = E n(x -b) 7, gedefinieerd voor alle x met
=0

| x- b| < R, differentieerbaar met afgeleide E (n+1)a 1(x )"

n=0
Let wel dat voor de randpunten van het convergentie-interval niets be-
wezen is, ook niet als de reeks daar nog convergeert.
Daar de afgeleide weer een machtreeks is kunnen we op de afgeleide
nogmaals (9.15) toepassen. Zo voortgaande vinden we dat

00
£(x) = an(x-b)n willekeurlg vaak differentieerbaar is met als k< afge-
n=0
o8 i
leide f(k)(x) = LEiElL (x-b)"

! fetn
- n <

§10o Reeksen van Taylor.

o)
We willen proberen een functie f(x) als een machtreeks an(x—b)n

n=0
©
te schrijven. We weten, dat als dat kan, dus als f(x) =) an(xmb)n
n=0
geldt f (x) 2_ k+n : & in (x-b)®, dus f(k)(b) = ki g, dus f(x) =
n:
-7""f<“>(b>( 0)"

Van een n-1 maal differentieerbare functle f(x) noemen we nu

n-1 -
£(x) - __ é%-f(k) (b) (x-b)" = Rn(x) de n€ restterm van f(x) in b. In

k=0
(7.1) hebben we bewezen, dat er geldt Rn(x) = (x-b)*" 1"(x), zodat £(b)=0
en £ (x) continu in b 1s. Onder de veronderstelling dat f(x) n maal dif-
ferentieerbaar 1s met continue ng-afgeleide zullen we nu meer bewijzen.
(10.1) (Formule van Taylor met restterm in integraalvorm) Als de functie
(x) n maal differentieerbaar is met contlnue ns afgeleide, dan is f(x) =

- %;—@ A 0 @) x0) s ey o) [ ) (pr 2 (xew)) (1- ) e
- O



1 .
Bewijs: Daar voor x £ b geldt j'f‘(b+ T(x-b))dT = f(x});f(b y 1s de
5 -
1. Verder vinden we door partigle integratie, als

fﬁlx) n+1 maal differentieerbaar is met continue (n+1)% afgeleide,
e

St Tz (- a2 Leny

0

formule Jjuist voor n =

+ %(x-—b)/o f(n+1)(b+f(x—b))(1—2‘)n 4T . Aannemende dat de formule voor

n julst is, vinden we met behulp hiervan direct de formule voor n+1.

Om de restterm van (10.1) in een andere vorm te brengen, hebben we
enige stellingen over integralen nodig.

(10.2) Als f(x) en g(x) integreerbare functies zijn, gedefinieerd op
(a b) en alsbf(x) g(x) voor alle x in (a,b), dan geldt

/f(x)dx fg(x)dxe

Bew1;s Het volgt direct uit de definitie van integralen.
(10.3) Als f(x) en g(x) continue functies zijn, gedefinieerd op [a b] en
a%s g(x) 2 0 voor alle x in [a b:{ dan is er eeng in [a b} zodat

JSf(x)g(x)ax = £(§) jg(X)dX.
a

Bewijs: Volgens (3.13) heeft f(x) een minimum en een maximum, dat
we m, resp, M noemen. Dan is m < f(? £ M, dus mg(x) f(x)g(x) élwg(x)

Volgens (10.2) isnum / g(x)dx = mg(x)dx £ /f (x)glx)dx $/Mg (x)dx=
b » a “a a

= M/g(x)dx. Als /g(x)dx = 0, volgt hieruit /f g(x)dx = 0 en de
a a i

a
stelling is Jjulst voor iedere keuze vang . Als }g(x)dx £ 0, dan is,
b a
J/f(x)g(x)dx

kel
wegens g(x) > 0, ~a/g(x)dx >0, dus m< -2 5 £ M. Uit (3.10),
/g(x)dx
2

toegepast op een interval welks randpunten punten zijn waar f(x) de
waarden m en M aanneemt, volgt dat er een % bestaat, waarvoor
b
- SE(x)e(x)ax b .
f(g) = & 5 , dus /f(x)g(x)dx:f(%)/g(x)dxe
fg(x)dx a a

Passen we dit toe op/f(n)(b+’t‘(x—-b))(1—- T) _16{’5‘ met

f(n)(b+‘r(x-—b)) als ene factor en (1-7)" -1 als andere factor, dan vinden
we, dat er een P met 0L ’F/""’,é‘l is, zodat /f(n (b+ T (x-b)) (1- )% a7 =

1. 0
= Hf n) (b+'z9"(x—b)). De grootheid b—M?’(x-b) stelt voor 0L ”9’51 juist
een § tussen x en b voor (met inbegrip van x en b zelf). Dit geeft ons
de volgende stelling:

(10.4) (Formule van Taylor met restterm van Lagrange) Als de functie
f(x) n maal differentieerbaar is met continue n® afgeleide en als we




2lan 71

n-1 1 (T

k o]
1 Y . . .
= ET-f(q)(b+17(x—b))(x-t)n, waarin 0 £ U< 1 en R_(x) = %T f&D(EJ(X-b)n
waarin k’ tussen x en b ligt of % = x of g = b

¢ - - .i\'
)ko)(x—b)r stellen, dan geldt R ( ) =

Fassen we nogmaals (10.3) toe op

nu echter met f(n)(b+ T (x-Y u))(1~’Z}n“1 als ene factor en 1 als andere
ch+or, dan vinden we, dat er een 7P net 0 < iﬁﬂé 1 is, zodat

/~f(n>(b+2f(x-b))(1— n- aT = f(n>(b+29(x—b))(1—2%)n‘1y Stellen we

weer E = b+z%(x-b), dan is 1—Vé%= %Eé%& Dit geeft de volgende stelling:
(10.5) (Formule van Taylor met restterm van Cauchy) Als de functie f(x)

n maal differentieerbaar is met continue n® afgeleide en als we Rn(x) =
n-1
1

= f(x) - 3Y T f(k)(b)(x—b)k stellen, dan geldt Rn(x) =
k= ‘

= I?;;ﬁrr(x—b)n(1—1%)n—1f(n)(t+29(x—b)), waarin 0L ﬁ% £1 en Rn(x) =

= E:%’TT(X_M(X-g)n—Tf(n)(% ), waarin é:‘} tussen x en b ligt ofi-; = X
of £ =

Door de integrand van de integraal in (10.1) op een andere wijze
in twee factoren te splitsen, zijn nog andere vormen van de restterm te
verkrijgen. We gaan daar niet op in.

Als f(x) willekeurig vaak differentieerbaar is , heet

@
;¥ f(‘)(b)(x-b)n de reeks van Taylor in het punt b behorende bij
%ESS n!

f(x). 41s b = O, spreekt men ook wel van de reeks van lac Leurin., Dan is
Rn(x) gedefinieerd voor iedere n, Als dan voor een zekere x geldt

n%%g) nn(x) = 0, dan is voor die X te schrijven f(x) =
<& 1 _(n) n : .

=} T I (b)(x-b)": men zegt dan dat voor die x de functie f(x) door
n=0 -

zijn reeks van Taylor word: voorgesteld.

s

. x . X .
Als voorbeeld nemen ve f(x) = e, dan is f(n)(x) = e~ voor iedere n
n-71

.. .. — 1 { N .
en wi] krijgen R T x* + R {x), waarin volgens lagrange geldt
E=C * .
C's e - : x .
Rn(x) = %T x* e Fmet 0 £ <1, Mus is e * voor iedere vaste x begrend
en lim é% x? = 0, dus lim Rn(x) = 0., Hieruit volgt:
n— n—
5o 1.2 1
(10,6> eX:, ?l'l—yxn:"i +X+§'X -rgX_B +§-IX4+ cee
n=0
o .
. . 1 1 1 1
Spetiaal is e = a7 = T+ 1+ + T ot oo -
%:% 1!

Waarschuwing: Opdat een functie door zijn reeks van Taylor voorge-—
steld wordt, is het niet VOLdoeqde dat deze reeks convergeert. Neem bi]

-7
voorbeeld de functie f(x) = * voor x £ 0 en £(0) = 0 uit opgave 64,
Voor deze functie geldt f( (O) = 0 voor alle n. De reeks van lac Laurin

convergeert naar nul voor iedere X, omdat al zijn coéfficiénten nul zijn



en stelt de functie alleen voor x = O voor. Als echter voor een functie
n%&g} R (x) = 0 voor een zekere x kan worden aangetoond, dan volgt daar-
uit voor die x zowel de convergentie van de reeks als de gelijkheid van

de som met f(x),

Oggavg_Zl. Bepaal de reeksen van lMac Laurin van sin'x en cos X én bewijs
dat deze de functies voorstellen.

Opgave T2, Bepaal de reeks van Mac Laurin van T%E' Voor welke waarden
van x stelt deze de functie voor?

In de practijk gebrulkt men reeksontwikkelingen van functies om
benaderingen van deze functies te vinden en wel gebrulkt men partiéle
sommen van de reeks als venadering, De fout is dan juist R (x) Door een
bovengrens van Rn(x) te bepalen, vinden we een bovengrens voor de fout:
de restterm wordt gebruikt als restschatting, ILaat b.v. gevraagd zijn

een benaderde waarde van e te bepalen met een fout < 10
n—1 2%
~}% ' ﬁ% + R, met R = ﬁue . Nu weten we dat e < 4, dus 0 < R < ﬁ%.

Als dus n zo groot is, dat ﬁ% <i1o‘4, d.w,z. n!> 40000, dan is zeker

4. Nu is e =

0 <R, <107%, Nu is 8! = 40320, dus n = 8 voldoet. Nu is 5 _ o =
=0
1

—-glﬂo- - 2,71825..., dus 2,71825 < e < 2,71835.
We willen nu log(1+x) in een reeks van lMac Laurin ontwikkelen, Stel

n-—
f(x) = log(1+x), dan is f(n)(x) (= 1> (n—1)f’ zoals met volledige in-~

(1+x)®
—_1 (_1)1{-1 k
ductie direct is aan te tonen. Dus is log(l+x) = D — X f Rn(x).
Nu is de convergentiestraal van.;’— —— X gelijk aan 1 (ga dat na):
n
we kunnen ons dus direct tot x met !xl £ 1 beperken. Voor !x! < 1 gebrui-
n=1 _n (1~
ken we de restterm van Cauchy: Rn(x) = (=1) z——i;——ﬁ—‘ Nu is,
1+ 7%
% g (1-2) " b |
wegens x> =1, 0L 1 =77<1 +77x en dus O<( 5 )n‘l < 1, dus JRn(x)’é
T+77% '

.y n 1 Faks . n _ . B _
< 4 |1+29X§_§ =% Daar n%ig)x = 0 geldt ook n%&g}Rn(x) = 0. Voor
x = -1 1s de reeks divergent (- Z:i %); voor x = 1 gebruiken we de rest-

n

term van Lagrange: R (1) L—lli:l— en }R (1)‘=< 1 dus _lim R (1)
n(1+79) % n I n—o n

(10. 7) (Logarithmische reeks) Voor -1 < x < 1 geldt log(1+x) =

n-1
’:L/ . -(-—“——_1%. Xn = 1 - %‘X‘+ %‘XE IXB + o e e °
n=" . ® in-1 1 1.1 1
Hieruit volgt: log 2 =) 1(-’1) ==1-% t3-gt .

n= _

In deze reeks vinden we een voorbeeld van een reeks, die convergeert,
maar niet absoluut convergeert,
Opgave 73. Bereken cen benaderde waarde voor log % met een fout, die
7327'e is dan !
kleiner . 00"

® ()87 n L 9 n
Voor -1< x <1 geldt log(l-x) =2 B At (-x)" = =) e



Door aftrekking vindt men hieruit, dat voor -1 < x < 1 geldt log 1+x

T ~
X4 2n-1 1.3 1.5
=2 %;7 5T X = 2(x + X7 gXT 4 L), et dee formule isTlog u
U~ : +X
te bepalen voor alle u> 0. Stellen we n.l. x = o7y den is u = T=% e,

wegens ~u~-1 < u-1 < u+1 is -1 < %i%‘< 1. Als echter u enigszins groot
wordt, komt de x dicht bij 1 te liggen en convergeert de reeks gzeer lang-
zaam,

Om een logarithmentafel te maken, moet men in een zekere benadering
de logarithmen bepalen van een stel rationale getallen, Op grond van de
eilgenschappen van de logarithme is het daarvoor voldoende de logarithmen
van de natuurlijke en zelfs van de ondeelbare natuurlijke getallen (z.g.
priemgetallen) te kennen., Om de logarithme van een priemgetal p te bepa-
len, als die van de kleinere priemgetallen bekend zijn, kan men b.v.
als volgt te werk gaans p = E—% dus log p = log(p-1) = log(1- l). Nu is

b
p-1 een product van priemfactoren < p en log(p-1) dus bekend: log(1- —)

Vberekent men door in de reeks van log(1-x) te substitueren x = l, Voor

niet te kleine p convergeert deze laatste reeks zeer goed, Voor p > 2 is

het procédé nog iets te verbeteren want dan is ook p+1 een product van

priemfactoren < p; men stelt dan p = G 1)%D+1). Voor kleine p is de
"

methode nog niet zo rukbaar, omdat de reeksen langzaam convergeren;

Voor deze getallen bestaan er andere kunstgrepen om de berekening te be--
korten. We gaan daar niet op in.
We geven nu een afleiding van de reeksontwikkeling van log(1+x),

die eenvoudiger is dan de bovenstaande maar die niet voor x = 1 geldig
i

is. De functies log(1+x) en 2 L»l%-~ % zijn beide voor -1 < x < 1
n—

gedefinieerd en differentieerbaar. De eerste heeft afgeleide T—— van de

tweede kan de afgeleide bepaald worden volgens (9.15), hetgeen > (- P
Q0 n .n 1 =0
oplevert, Maar voor -1 < x <1 geldt > (-1)" x = T (meetkundige reeks)
n=0
Beide functies hebben dus dezelfde afgeleide en zijn dus op een additie-

ve constante na aan elkaar gelijk. Door x = O te substitueren, ziet men
00 n-1
dat de constante nul is, dus log(l+x) = i’_ (G0 ™ voor -1 < x < 1.

n
n="1
Dat deze afleiding mogelijk is, berust op het felt, dat de afgelei-

de van log(1+x) cen zo eenvoudige functie is, dat de geldigheid van de
reeksontwikkeling daarvoor onmiddellijk duidelijk is, Bij andere func-
ties zal de methode meestal niet tot vereenvoudiging leiden.

We willen nu (1+x)% (o willekeurig reéel) in een reeks van Mac

Teurin ontwikkelen. Stel f(x) = (1+x)™ , dan is f(n> (x) = }? (e 3X1+X)
We definigren nu een binomiaalcoefficiént ( ) voor reelefx en natuurlijke

n-1
7_7(’)(&1 ~3) 2l

°‘ %) = 1. Dan is (1405 = L (% + R ()
n door () = * ; verder (j) = 1. Dan is x) = A(2).

n! ’ k=




Als X een natuurlijk getal of nul is (X = m), dan bevat (g) voor

k > m een factor m-m=0, dus dan is (E)=O voor k > m. De reeks wordt dan

een eindige som. Verder geldt voor n > m dat Rn(x) = 0, zoals direct

blijkt uit het feit dat f(n)(x) = 0 voor alle x. De reeks stelt voor

alle reéle x de fugctie voor en we krijgen de uit de algebra bekende

formule (1+x)™ =’Z:%(E)xn (binomiaalformule van Newton). We sluiten nu
=

verder het geval dat ¥ natuurlijk of nul is uit. Dan is (z) # 0 voor
alle n. Om de convergentiestraal van de reeks te bepalen beschouwen we

(034

(peq)

n+1 ¢ -n! . : n-o

) = en dit is voor n> X gelijk aan E;T,-hetgeen naar ‘1 na-
th

dert voor n— @ . De convergentiestraal is dus 1 en we mogen ons tot
x| < 1 beperken. Voor | x| < 1 beschouwen we de restterm van Cauchy:

g n-1
- < 1’1/ _ n-1 . X -n _ 0(—1 n 1- v \ (X—,] -
R, (x) n(n)x (1-1%) (1+:9x) = Ol(n_q)x (35 2x) (1+%x) . Even
1- & n-1
als blj de logarithmische reeks zien we dat 0 £ (1+29x ) £ 1. Verder
geldt, wegens de convergentie van E (dgq)xn, dat 1lim Cﬁ:q)xn"q = 0,
n n— o

dus lim Rn(x) = 0. Dit geeft de volgende stelling:
n— co co

d
(10.8) (Binomiaalreeks) Voor -1 < x < 1 gelds (1+x) ==Z::_C§)xn.
n=0

Voor x = -1 1is (1+xfx niet gedefinieerd als & geen natuurlijk ge-
tal is. Men kan bewijzen dat de formule van (10.8) voor x = 1 en X > -1
nog geldig is. Verder is de reeks voor x = 1 en X £ -1 divergent, voor

X = -1 en K< O eveneens divergent en voor x = -1 en X > 0 convergent.
We gaan dit niet na.

Om een reeksontwikkeling van arcsin x te vinden, nemen we zijn af-

1
geleide, die —==—s = (1+(-x")) % is. Volgens (10.8) geldt voor
1-x Lo L &2 L
A< x <4, dat (1+(-x7))7F =) ) (XD =) (™). M gelat
n= n=0
echter:
-3y _ (.0 _1 (/2n
Opgave 74. Bewijs (10.9).
<O
Dus ——j%;§;= %:O E%ﬁ (i?)xgn. Voor -1 < x < 1 hebben arcsin x en

(e

1 2n 1 2n+1 . . s
%:O Egﬁ ( n) BT X dezelfde afgeleide; ze zijn dus op een additieve
constante na aan elkaar gelijk. Door x = O in te vullen zien we dat de

constante nul 1s. Dit geeft: —
(10.10) Voor -1 < x < 1 geldt arcsin x = > _ (%F) n1 L20+1 _
n=0 277 (2n+1)
- 1,3 3 4O 5 T 35_ 9
_.X+6X +T6X +112X +1152};0+,,.,
.o ] 1 1 2n 1 1 1
Daar sin =77 = -, geldat =77 = 7—— (<) = = + +
[} z [ —'—"'n:O n 241'1'*'1 ( 2n+,]) 2 I8

3 5
+T§8_O_+m+...



Men kan bewijzen, dat (10.10) ook nog voor x = 1 en x = -1 geldt.
We voeren dat niet uit.

Om een reeksontwikkeling van arctg x te vinden, nemen we zijn afge-

1 o1 c 2k 1-(-x9)"
lelde, die — 1s. Nu is S (-1)x T = ——i——zg—-(meetkundige reeks),
1+x k= 1-(-x
n-- . 2n
- 1 T k_2k n . . ;
aus ;:f§'=‘4_ (-1 + (-1) -é—g. Hieruit volgt direct arctg x =
X k=0 14+x

n-71 ; . X .on

=) (1) g x5+ (21 /L at. voor -1€ x €1 geldt nu
=0 ) 0 1+t

0<X—-t'—2r—ldt<1 t2h’t<1’t2ndt— 1. Dus:

S/ qaEe &) T s " g D

0 0 6]
CcO
(10.11) Voor -1< x <1 geldt erctg x = 2 (-1 s x2% 2 x - L %34
=~ =0 en+1 3

1.5 1.7
+ = - 7 * @ a

5 X = X'+ — o

y — 1 n_ 1 _ [ T |
Daar tg 7= 1, geldt EJT-;;O (-1) ezl stz -7t ..

Deze reeks convergeert slechts langzaam. Een beter convergente reeks

krijgt men door gebruik te mawen van %77 = 4 arctg % - arctg g%o
~

811, Functies van meer veranderli jken.

Bij de invoering van het begrip functie hebben we als definitie-
verzameling S een verzameling reg&le getallen gekozen. We kunnen echter
ook een verzameling S van re€le getallen-n-tallen X4
aan ieder getallen-n-tal Xg50005%X, ult S een regel getal f(xq,
toegevoegd, noemen we deze toevoeging een functie van n veranderlijken.

cees Xy kkiezen. Als

°’°’Xn) is

We noemen een getallen-n-tal ook wel een punt (in een n-dimensionale
ruimte). Voor functies van twee veranderlijken schrijven we gewoonli jk
x, v (i.0.v. X, xg), voor functies van drie veranderlijken x, Vv, 2
(i.p.v. X5 X, XB)'

Een functie f(xq,,..,xn), gedefinieerd op een verzameling S, heet
continu in (aq,,..,an) ((aqg...,an)ﬁis een punt van 38), als biy ieder
regel getal £ > 0 een redel getal ¢ > O te vinden is, godat voor alle
punten (x,,...,x,) uit S, waarvoor geldt [xj - aj‘< (3 =1,...,n), ook
geldt ,f(xq,.a.,x ) - f(aq,...,an)!.< £ . Als f(x

n 17"
in alle punten van 3, heet zij continu (zonder nadere toevoeging).

"’Xn) continu is

Hiervoor geldt:
(11.1) Een functie f(xq,,.,;xn), gedefinieerd op een verzameling S, is

dan en slechts dan continu in (aq,...,an) ((aq,a..,an) is een punt van

S), als voor ieder n-tal rijen bﬂm"‘“’bnm (m is de index van de rij),
waarvoor geldt dat (b1m""’0nm) in S ligt voor zlle m enmﬁzzn bjm =
a, (j =1,...,n), ook geldt lim f(b, ,...,b_ ) = f(a,,...,2_ ).

J 2 ? n— o 1m nm 1? ’™n

Het bewijs van (11.1) is volkomen analoog aan dat van de overeen-
komstige stelling (3.2). We laten het daarom achterwege.



Op grond van (11.1) kunnen we continuiteit ook met limieten defi-
niéren. Daarult volgt direct:

(11.2) Als twee functies van n veranderlijken continu in (aq,...,an)
zijn, zijn hun som, verschil, product en quoti&nt ook continu in
(aq,u.,,an)e

Als f(x) een continue functie van één veranderlijke is, dan is de
functie g(x,y) van twee veranderlijken, gedefinieerd door g(x,y) = f(x)
ook continu, zoals direct uit de definitie blijkt. Analoog voor
f(xq,...,xk) en g(xq,..,,xn) = f(xq,,..,xk) (n> k).

Verder geldt ook de met (3.8) overeenkomende stelling van de samen-
gestelde functie:

(11.3) Als fq(xq,...,xk),...,fn(xq,...,xk) continu zijn in (aq,...,ak),
als g(yq,.f.,yn) gedefinieerd is in alle punten
(fq(xq,,..,xk)gb..,fn(xq,...gxk)) en continu is in
(fq(aq,...,ak),...,fn(aq,..u,ak)) dan is h’ﬁﬁ,....?,t = {

= g(fq(xq,...,xk),...,fn(xq,,.,,xk) continu in (aq,...,ak),

Uit het bovenstaande volgt, dat polynomen en gebroken rationale
functies van n veranderlijken continu zijn.

Een functie f(x,y) kunnen we bij constante y als functie van één
veranderlijke x en bij constante x als functie van één veranderlijke y
beschouwen. Als dan f(x,b) als functie van x in a en f(a,y) als functie
van y in b continu is behoeft f(x,y) niet continu in (a,b) te zijn. Een

voorbeeld hiervan is de functie f(x,y) = —%X—g-voor (x,y) # (0,0) en

£(0,0) = O. Xy

Opgave 75. Bewiljs dat de functie f(x,y) = _ﬁﬁig voor (x,y) # (0,0) en
xT+y

£(0,0) = O nlet continu is in (0,0).

Differentieerbaarheid van functies van meer veranderlijken defi-
nigren we naar analogie van (4.1).

Een functie f(xq,g..jxn) heet gedefinieerd in een omgeving van
(aﬂ,e,.gan) als er een )\ > 0O bestaat zodat voor alle punten (X,],,..,xn)y
waarvoor geldt ‘xj—ajl < A\ (j =1,...,n), de functie f(xq,,.,,xn) ge-

definieerd is.
\

Een functie f(xq,...,xn) heet totaal differentieerbaar in (a,‘,...,arr

als zij gedefinieerd is in een omgeving van (aq,,..,an) en als er n

regle getallen O<,l,u..,C><n en n functies Elq(xq,...,xn),,..jiln(xq,”.,xn

bestaan, die continu in (aq,,.c,an) zijn, en zodat geldt Elq(aq,,..,an)=
n

+> X (x.-a.)+
55 5(x5728y)

) = 0 en f(xq,o..,xn) = f(aq,,..,a
n
+) (xj—aj) Eq(xq,,..,xn).

Stellen we blj een functie f(xq,a.,,xn), die totaal differentiecer-
baar is in (aq,c..,an)p alle veranderli jken Xj op één na (noem deze x

)

)
gelijk aan a, dan blijft er een functie g(x,) in één veranderli jke X,

over dle zeker gedefinieerd is in (ak—}., ak+ﬁ)). Verder geldt g(ak) =
_ - ( - -

= f(aq,,..,ak) en g(x,) = g(a) + X (x, - a) + (x, )" (K ) s
waarin 4zk(xk) ult E'K(X1’°"’Xn) ontstaat door alle veranderli jken Xj’



behalve Koo door aj te vervangen. Bli jkbaar is yk(xk) continu in a, en

k

yk(ak) = 0. Dus is g(x,) differentieerbaar in a_met als afgelelde SO

K
Een afgeleide van een functie f(xq,...,xn), waarin alle veranderlijken
op &én na vastgehouden worden heet een partitle afgeleide, geschreven

Bflxq,...,xn) af(aq,...,an)

an . Dus is O<.K_= axk . De O(,‘,,.
tie van totale differentieerbaarheid zijn dus volledig bevaald.

Een analoge omstandigheid als bij continuiteit doet zich hier voor:
alle partigle afgelelden van een functie kunnen bestaan zonder dat de
functie totaal differentieerbaar is. Een voorbeeld hiervan geeft opgave

76.
Opgave 76. Van de functie f(x,y) gedefinieerd door f(x,y) = X3 Voo

VI o

(x,¥) # (0,0) en £(0,0) = O bestaan de parti¥le afgeleiden g% en 5y
in alle punten, maar f(x,y) is niet totaal differentieerbaar in (0,0).
Als de partigle afgeleiden echter continu zijn (tot dit geval zul-
len wij ons beperken), is de functie wel totaal differentieerbaar. Dit
wordt uitgedrukt in de volgende stelling:
(11.4) Als in een omgeving van (aq,...,an) alle partigle afgeleiden
van f(xqg...,xn) bestaan en continu zijn in (aq,...,an), dan is
f(xﬂ,,..,x

.,o% uit de defini-

n) totaal differentieerbaar in (aﬂ,...,an).

Bewijs: Uit de middelwaardestelling van de differentiaalrekening
en de continuiteit van de partisle afgeleiden in (aq,...,an) volgt, dat
voor § = 1,...,0n geldt: f(xﬂ,,..,xj, aj+q,...,an) +
- f(xq,...,xj{q, aj,,..,an) = .

_ c’f(qu,.e,xj_q, aj+2/j(xj - aj), aj+1,,..,an)
= (x, - a,) =
J J axj

DE(ays e

= (xj ~O£j) axj + (Xj - aj)gj(x,‘,‘..,xn) met 0 < 7,9“j <1,
Ej(aq,...san) = 0 en Ej(xq,o.,,xn) continu in (aq,.,.,an)o Door op-

telling vindt men hierult f(x_ ,...,Xx ) ~ f(@,5.0.58_) =
1 n 1 n
n af(aqucuyan)

N
= Xy, - ay) +; X, - a AX 5000 waarul
j=/1 axj ( J J) ja/l ( J j) EJ( /] ’Xn)ﬁ ru t

de totale differentieerbaarheid volgt.

Uit de definitie van totale differentieerbaarheid volgt direct:
(11.5) Een functie die totaal differentieerbaar is in (aq,...gan) is
continu in (aq,...,an).

Op geheel analoge wijze als in de differentiaalrekening in één ver-
anderlijke valt te bewljzen, dat som, verschil, product en gquotiént van
totaal differentieerbare functies weer totaal differentieerbaar zijn.
Daar het bepalen van partiZle afgeleiden een probleem in één verander-
1ijke is, zijn de formules voor som, verschil, product en quotisnt voor
partigle afgelelden dezelfde als voor gewone afgeleiden. De kettingregel



evenwel vertoont een nieuw aspect. Deze zullen we daarom apart behandelen.
(11.6) Als 81(X1,---,Xn),.,.,gm(xq,...,xn) alle totaal differentieerbaar
zijn in (aq,...,an) en als f(yq,...,ym) gedefinieerd is in alle punten
(gq(xqaoo-,xn),...,gm(xq,...,xn)) en totaal differentieerbaar is in
(gq(aq,...,an),...,gm(aﬂ,...,an)), dan is de functie h(xq,...,xn) =

= f(%q(xq,...,xn),...,gm(xq,...3xn)) totaal differentieerbaar in (81,--uan)

enfah(aq,...,an) o Ft(gq(an va), e (e, cna)) agk(aq,...,an).

f)Xj =7 ayk aXJ
Bewijs: N?em b = gk(aﬂ""’an> (k = 1,...,m), dan is gk(xq,...,xn) =
n ag 8500053 ) n
=D + N kN1 n _ - _
e .%:7 axj (Xj aj) + qu (xJ aj) €jk(x1,...,xn) met

Ejk(xﬂ""’xn) continu in (aq,...,an) en Ejk(aq,...,an) = 0 voor
J=1...,nenk =1,...,m. Verder is f(yq,...,ym) = f(bq,...,bm) +
m df(bq,...,bm)

+

m
o
<yk - bk) + (yk - bk) Ok(yq”"’ym) met

k=1 R K=
N\ \
Ak(yq,...,ym) continu in (bq""’bm) en«ék(bq,...,bm) =0 voor kK = 1,...,M
Dus f(gj(?1""’Xn);"”gm(xﬂ""’Xn)) = f(bq,...,bm) +
m af(b,,...,0
s 12+ 2Pyt o
+ %;ﬁ'( 7T, + 0 (B0 s s ) s g (s X))
n ;:’Dﬂ (C- ° ° a)
.Ok .1’ 3 n
> ( - + (%, ,.00,x ) (x, - a.) =
j=1 CXj Jer? ! J J
= f(gq(aﬂ,...,an),...,gm(aq,...,an)) +

m df(b,,...,b ) Pz (a.,..0,a)
/\ﬁ m < 1) ’"n ) (X _ a.) +
k=" 7k X3 J

+ G (xj - a.)ﬂzj(xq,...,xn), waarin Ozj(xq,...,xn)

= — Ejk(xq""’x +

n)

a)
Ok(gq(xq)“'.)Xn),-o-,gm(x,‘,o--,xn)) +

Jk(gq(xq,...,xn),...,gm(x1,...,xn))ézjk(xﬂ,...,xn). Blijkbaar is

stelling bewezen,

1,...,an) =0 en’7j(x4,,..,xn) continu in (aq,...,an). Daarmee is de

Als we hogere dan eerste afgeleiden gsan beschouwen treedt lets nieuws
op, dat bij functies van één veranderlijke niet voorkwam, daar we dan naar

Verschi%lende veranderli jken kunnen gaan differenti&ren. Zo kunnen we
<. . :
eerst 5§£ vormen en daarna deze functie partieel naar x

d°p
het resultasat schrijven WO g,
CEIXE
= — ; hlerin is eerst naar x, dan naar x; enz en ten slotte.

i v iq 1 2

> differenti&ren;

Algemeen kunnen we zo krijgen




naar x, gedifferentieerd. We schrijven dit ook wel korter fi 1 (let
n 1,.».', n

op de volgorde der indices!)
We gaan nu na in hoeverre de volgorde der differentiaties verwisseld
mag worden. Nemen we een functie f(x,y) van twee veranderlijken dan vra-

0%r  d%r
gen we, in hoeverre TXEY Ey@x is. We geven eerst een voorbeeld, gat 5
aantoont dat het gelijkteken niet altijd geldt. Stel f(x,y) = XV §§_;_l§
x“ +y
voor (x,y) # (0,0) en £(0,0) = 0., Voor (x,y) # (O, O) geldt dan
’\ 4 )'l 2 2 - - L" u‘
—£%§§Zl y & 5 +gX2 en 0f2§§y) = X 2 gxg . Verder is
‘ (x“+y°) (x"+y7)
£(x,0) = £(0,0) _ ¢ op £(0,¥) - £(0,0) _ 0, dus af(o 0) _ 2£(0,0) _
X v oy
ar(0,y)  2£(0,0) 2f(x,0) _ af(p,o)
Ten slotte is X 5 2X - 1 en <y - ¢ =1, dus
52 2 2
—7£L9—9l -1 en D £00,0 dus 4 f(O 0) # ¢ f(O O). Er zeldt echter:
V2x xay QYo X X2y

(11.7) Als van de functie f(x,y) de partigle afgeleiden 5 en f,, belde
bestaan in een omgeving van (a,b) en continu zijn in (a,b), dan geldt
fiola,b) = £5,(a,b).

Bewljs: Volgens de middelwaardestelling van de differentiliaalrekening
geldt (£(x,y) - fla,y)) - (f(x,b) - £(a,b))
= (y-0) (£ (x, b+ % (y-0)) - £, (2,b+1% (y-b))

= (y“b)(X-a)fgq(aﬂ%(wa), o+ i;:(y—b)) met 0 < 191 <1, 0< ?}12 < 1.

Evenzo geldt (f(x,y) - f(x,b)) - (f(a,y) - £(a,b))
= (x-a) (£ (arPy(x-2),9) - £, (e+P5(x-2),D)) =

= (x—a)(y—b)fqg(a+*§%(x—a),b+294(y-b)) met O <.’§g <1, 0<% < 1.

Voor x # 2 en vy # b volgt hieruit f21(8+292(x—a), b+*ﬁa(y*b))

en £,, in (a,b)

= f42(8+’§%(x“8)s b+ 7 4(y~b))° Uit de continuiteit van f o1

12

volgt nu fqg(a,b) = f . (a,b).

21
Door herhaaldelijk toepassen van (11.7) kan men nu, ook voor functies
van meer dan twee veranderlijken, alle mogelljke verwisselingen van dif-
ferentiatievolgorde ultvoeren, mits natuurlijk de veronderstellingen van
(11.7) daarbij telkens vervuld zijn.
Laat f£(x ,...,xn) totaal differentieerbaar zijn in de punten
(Ab1+(1«))a1,...5kba+(1—%)an) voor alle A, waarvoor O~§})‘5§1, Dan 1is

g(A) = f(kb1+(1—))a1,...,Abn+(1~))an) differentieerbaar met afgeleide

(volgens de kettingregel) Q&éﬁl =
n -3f(kb1+(4—k)aq,o..,}bn+(1~k)an)
=7 > b, - aj)° Past men de middelwaarde-

3=1 *3 J

stelling der dﬁferentu%l&%enn@;uoe op g(%) dan vindt men g(1) - g(0)=g’ (19)
met 0 < 49'<4 Hieruit volgt:

>/
|




(11.8) (Middelwaardestelling der differentiaalrekening met meer verander-
1igken) Als f(x soees Xy ) totaal differentieerbaar is in de punten
(a,]+)\( 4 - 2 ),.. sa +/\(’o - a )) voor alle A met O<\ <1, dan ig er

een getal @* met 0 < ﬁ1<f1 zodat f(bq ..,bn) - f(aq °..,an)
n Gf 79 ...,an+z9(bn—an))

T L— X, (bj - aj)'
J=1 J

Met een analoge methode kan ook een formule van Taylor in meer ver-
anderlijken gevonden worden. We gaan daar niet op in.

Als f(x,y) een functie van twee veranderlijken is, kunnen we de
punten (x,y) beschouwen, waarvoor f(x,y) = 0. Nemen we b.v. f(x,y) =
= X +y2—1, dan vormen de punten (x,y), waarvoor f(x,y) = O, in het nlatte
vlak juist de cirkel met straal 1 en middelpunt in (0,0). We kunnen nu uilt

X2+y2—1 = 0 de y "oplossen", d.w.z. y = \ 1-x°

Door de betrekking x2+y2—1 = 0, is y "impliciet" als functie van = bepaald.

(of —\/1-x2) schrijven.

We zlen echter, dat er een storende omstandigheid is in het feit, dat
zowel y = \/Pigz als y = - «xg oplossingen zijn, die aan elkaar sluiten
bij x = 1 en x = -1, We lossen cdaarom impliciete functies alleen in de
omgeving van een dpunt op.

We gebruillzen de volgende hulpstelling.
(11.9) Als f(X1’°’°’Xn)
(resp. f(aq,,..,an)~< b), dan is er een omgeving van (a
geldt f(x,,.. ,x ) > b (res>. f(xq,..,,xn)<< b).

Dit wordt op dezelfde manier bewezen als voor functies van één ver-

continu is in (aq,...,an) en f(a ..,an)>>b

.,an), waar

17
oo

anderli jke,

(11.10) Als f(y,xqgu..,xn) een functie van n+1 veranderlijken is, gedefi-

nieerd in een omgeving van (b,

5 .e.,8._) en totaal differentieervaar, als
ar(y

5
X,
°c e e 3
1 n
is)
)

5 # 0, dan is er een totaal diffe-
rentieerbare functie gﬁ(xq,...,x ) gedefinieerd in een omgeving van

(aq,...,an)y zodat f(Qy(qu°"’Xn)"q"
ving van (b,aq,.,.,an), zodat voor ieder punt (y,x

f(b,aq,..iyan) = 0 en als

..,Xn) = 0, en dan is er een omge-
1""’Xn) in die omge-
ving, waarvoor geldt f(y,qua.,,xn = 0, ook geldt y =§Q(X1’°"’Xn>'
Bewijs: Omdat f(y,x "’Xn> totaal differentieerbaar is in

) af(b,aq,q..,an)
4,,;.,an), geldt f(y,xq,,.,,xn) = ( 55 +€(y,xq,u-ﬂ%QXY*b)+
n Jf(v,8,5.4.58
s T e 1 ), E [(Fo%qs e esx)) (x

J=1 J

EJ

(b,a sa,) =0 en E(y,x

1°°

) j - aj), waarbij&(b,aqp..,%gz
IR qreees ) en E.(y,xq,...,xn) continu in
(

b,a ..,an)

- # 0 is er een S > o
ay 1 3

zodat uit |y- vl < 81 en }xjua,l <:5} (j =1,...,n) volgt !E(y;x1,~..,knﬂ<
laf b,a ...,an) f(b,aq,...,a
°y
taf( ,d,],...,a ‘

0y |

(bzaq,q..gan) voor j = 1,...,n. Omdat

< (dus

N

+ & (y,x,], .. .,Xn)} >

>

o=

) en verder 18 (y,x

1,.,..,.xm)'\' < 1. Stel nu



af(b,a,l, o .,an)
—= > 0 (het geval dat het < 0 is, gaat analoog). Volgens

(L.16) is er een (S\Q > 0, zodat uit b- <y <b volgt f(y,a,],,..,an)< o)

¢
“o
en uit b< vy <b + Cyg volgt f(r,a,,...,8,)> O. Noem A = min( é\,],%é\g),

dan is £(b- A ,a,]ﬁ...,an) < Q0 en f(b+>\,aq,°..,an) > 0. Omdat f(y,;:;,l,...,xn)

continu is; %s er wegens (11.9) een 8 > 0 te vinden zodat uit

!.';;juaj} < (5\3 (j = 15...,0) volgt f(b- 7\,:{ cees Xy ) < 0 en

f(b+>\,x,],e..5xn) > 0. Noenm /L(
(Xq,,..,x ) met ‘x.—a.,'_</1. (j

als functie van y streng monotoon; uit f(b- A,x PRI ) < 0 en

o+, s gsem e Xy ) > 0 volzt, dat er één en slechts é&én y is met |y- vl < >\
en f(y,:x,‘,,..,an) = 0. Zo is v als functie (X’l""’xn) VAN X ..., X
gevonden. Verder geldt, weg ens }xj~ajl</u < A < 51 (j =1,...5n) en

!Q[ Ky eonsX) —D|< A <c Sﬂ(x,l,,..,xn) -b =

min( A, (5‘ ) en beschouw gen punt

i

1y eeasnl). Omdat,\ # 0, 1is f(},,:c,‘,o..,xn)

n  Jdf(b, B esBy) p
Z_ ( 5 +€j($"(x’l’""Xn)’x’]’""Xn))(xj"aj)
. J=1 J dus
af(b,a,l,.,..,an) s
i + & (S;Q(X,],...,xn),x,],...,Xn)
n laf(b,a,l, ..,an)‘ ’
— X, + ) lx,-a
“r J: J 2 o
!S,D(Xq"""‘n)”bl < : Bf(b,a,l, “’an)i , waaruit volgt det
:‘ 2y .

N

Sﬂ(x,],...,xn) continu is in (a -.sa,). Verder is S,O(X,},...,xn)-'o =

of(b, s e vesBy )

?x
—2 J (x,-a.)
T of (b, a,x,,..,a) 3793
oy
,3f(b,a,l,°..,an} Bf(b,a,l,...,an) v (0 ‘)% Y
BXj Z)Xj jsp ,],..')Jn ’.A.,Ign-a,.«h \
- - = k] " 3{.‘8»3
+—%;% OT(0,8,,--.,8,)  L(D,a,, +.,8,) /( 3
27 7 +£(fﬁ(xz‘:°~-:xn)qu:°-o:Xn)

waaruit volgt, dat 50(}:,],.,,.,:' ) totaal differentieerbaar is in (aﬂ,a..,an).

De totale differentieerbaarheid van /\D( ..»%, ) in een ander punt wordt

s
on dezelfde wijze aangetoond cdoor dat punt de rol te laten vervullen, die

hierboven (a,‘, .. .,an) gespeeld heeft.

il

d
L)

Uit het bovenstaande bewljs blijkt tevens, dat 5%
J

. Dit is,

o)
hic

|

2y
nu we weten dat SD totaal differentieerbaar is, ook direct te vinden uit
de betrekking f(ﬁg(x,l,...,:: ),x,],...,x ) = 0, door deze partieel naar %y

te differentiéren; dit levert n.l. :§ ,?X(p + %{i
J

J

= O’



We kunnen (11.10) nog ultbreiden tot een stelsel functies. Dit levert
de volgende ctelling:
(11.11) (Hoofdstelling over impliciete functies)
Als F (yq,...}yq,xq,.. S X ),...,fm(yq,...,ym,xq,...,x ) functies van n+n

reranderlijken zijn, gedefinieerd in een omgeving van (bﬂ""’bm’af"”an)
en totaal differentieerbaar, slc de narti&le afgeleiden van de eerste orde

van deze functies continu zijn in (bq"°"bm’a1""’an)’ als
fk(bq,...jbm,aq,...,a ) =0 wvoor iz = 1,...,m en als de determinant
j = 2
f1 qu ufq
qu 23/2 ‘-/-.‘/rm
3
Bfg (.-i‘2 f'2
é - » ° . P‘
P o
afm T aim
"\WV. L] 3 - - - . . ° ~r
i?y,‘ oy ‘adm

waarin alle partig&le afgeleiden genomen zijn in het punt
(bq,...,bm,aq,...,an), ongelijlc aan nul is, dan zijn er m totaal differen-
tieerbare functies sﬁq(xq""’“ ),...,]C (xq,...,xn), gedefinieerd in een

omgeving van (aq,...,an), zodat lk(¢%(h1"°"’xn)"‘"gh(xﬂ""’xn)”%"“gﬁ\

voor kK = 1,...,m, en dan 1s er een omaeving van (bq,...,bm,aq,...,a ),

zodat voor ieder punt (y VX

Vg 1""’Xn) in die omgeving, waarvyoor geldt

0 (k =1.,,,m), ook geldt Ve = SDK(R1 ceasXy)

fk(yﬂ""?ym’xﬂ""’xn)
{k‘_ = ’1,,,,’[}1)

Het bewljs van deze stellin. laten we achterwege

2%
We merken nog op dat de pavtigle afgeleiden;,—;;E zevonden kunnen
/‘).j )
rden door de m betrekkingen f, 701 ...,xn),...,g%(xq,,..,xnhxﬁ..wxnkﬂ)
. partieel naar xj te differentiéren; dit levert m lineaire vergelijkingen,
g, o4,
., waarult de m onbekenden R R b kunnen worden opgelost.
j J
De determinesnt uit stelling 311.11) noemt men een functionaaldetermi-
(fase..sf
17 ’Tm

nent, en sehrijft men ooty

Opgave 77. Als x log(sin xy) = tg e*¥ | vepa~1 don
* functie van x beschouwd wordt.
We kunnen de hoofdstelling over impliciete functies ook toepassen op

QJlQ.:
kel Nt

, 2al1lz hierin y als

'het omkeerprobleem voor functies von meer veranderlijken. Als m functies
fq(xq,.. oK ),...,f (x 1""’Xm) van m veronderlijken gegeven zijn, zij
gevraagd hierbij een stelsel omkeerfuncties te zoeken, d.w.z. een stelsel



functies gq(yq,...,ym),...,gm(yq,...,ym), dusdanig dat

£5(8q(Tqsvesyy)seeasBy (¥ syy)) = vy en

%j(fq(xq""’xm)s"'me(xq’-":Xm)) = X voor j=1,...,m. Daartoe pe-

schouwen we de vergelil jkingen fj(xq,...,xm) - yj = 0 voor J = 1,...,m;

laat verder fj(aq,...,am) = bj,(j =1,...,m) zijn. Als nu de partié&le

afgeleiden van de eerste orde van fj(xq,...,xm) (3 =1,...,m) in een om-

geving van (aq,...,am) bestaan en continu zijn en als de functionaaldeter-

IR
a(xq,...,xm)
leert (11.11) ons, dat er m totaal differentieerbare functies

minant

in het punt (aq,...,am) ongelijk aan nul is, dan

gq(yq,...,ym),...,gm(yq,...,ym) bestaan, gedefinieerd in een omgeving van

(bﬂ""’bm)’ zodat fj(gq(yq,.,.,ym),...,gm(yq,...,ym)) - ¥y = 0 voor
J=1,...,m en dat er een omgeving van (aq,...,am, bq:~'~’bm) bestaat,
zodat voor ieder punt (xq,...,xm, yq,...,ym) in die omgeving, waarvoor
geldt fj(xq,...,xm) -V = 0 (J =1,...,m), ook geldt Xy = gj(yq,...,ym)
(j =1,...,m). Dit laatste is ook zo te formuleren, dat er een omgeving
van (aq,...,am) bestaat, zodat voor ieder punt (xq,...,xm) in die omgeving
geldt gj(fq(xq,...,Xm),...,fm(xq,f..,xm)) =x, (j =1,...,m). Het omkeer-

J
probleem 1s daarmee opgelost.

Opgave 78. Laat x = r cos¢, y = r sing zin. Als hierdoor r en (¥ als

’ ’ dr or 29 0
7x? oy’ #x’ 2y’
Opgave 79. Laat f(x,y) een functie zijn, waarvan de parti&le afgeleiden
van de tweede orde bestaan en cgntinu Eijn. Laat verder x =r cosgo,

, - ot f

v = r sin zijn. Druk A f =
SD ()XE ay?
de eerste orde en de tweede orde van f(r 00399, T sin99) naar r en 99.

Opgave 80. Laat f(x,y,z) een functie zijn, waarvan de parti&le afgeleiden
van de tweede orde bestaan en continu zijn. Laat verder x = r cos9ﬁcos éﬁ
0% , 9%r , 0%
ox° 9y 0z°
de partiéle afgeleiden van de eerste en de tweede orde van

f(r cosSﬁcosz9, r sin99003193 r sinﬁ;) naar v, g?en ﬁg. (Aanwljzing: pro-
beer van het resultaat van opgave 79 gebruik te maken).

functles van x en y gegeven zijn; bepaal dan

+

uit in de parti&€le afgeleiden van

ult in

v = r sinwcos#, z = r sin 7 zijn. Druk A f =

Een functie f(xq,...,xn) heeft een relatief maximum (resp. relatief

minimum) in (aq,...,an), als er een omgeving van (aq,...,an) bestaat, zo-
dat in die omgeving gldt f(xq,...,xn) é&f(aﬂ,...,an) (resp. f(xq,...,xn)g
> f(aq,...,an)).‘Uit de overeenkomstige stelling voor functies van één
veranderlijke (4.17) volgt direct:

(11.12) Als f(xq,...,xn) in (aq,...,an) totaal differentieerbaar is en
daar een relatief maximum of een relatief minimum heeft, geldt daar

Jf
—é-i—:-: O voor j = 1,...,1’1.

J Evenals bij functies van één veranderlijke, kunnen we nadere bepalin-
gen voor relatieve maxima en minima vinden, door afgeleiden van hogere

dan de eerste orde in de beschouwingen te betrekken. We gaan daar niet op
in.

Een belangrijk probleem bij de functles van meer veranderlijken vor-



men de maxima en minima met bijvoorwaarden. Laat b.v. gevraagd zijn het

minimum van de functie f(x,y) = (x—1)2 + y2 onder de bijvoorwaarde

g(x,y) = V2 - 4x = 0 (d.w.z. onder beperking tot punten (x,y), die aan

- 4x = 0 voldoen). Meetkundig stelt dit de vraag naar de kortste af-
stand van het punt (1,0) tot de parabool y2 = Ux voor. Men zou dit kunnen
oplossen door ult de bijvoorwaarde b.v. x op te lossen en deze in de func-
tle te substitueren en zo een probleem zonder bijvoorwaarden te krijgen.
Dit kan echter in het algemeen alleen als %;%-% 0 is., Lost men zo in het
voorbeeld y op, dan krijgt men na substitutie (x-’l)2 + 4x = (x+1)2 en dit
heeft een minimum bij x = -1; daar is echter geen y bij te vinden zodat
aan de bijvoorwaarde voldaan is. Hadden we evenwel X opgelost, dan was er
na substitutie ( —1)2+v2{Ey +’1)2 gekomen en dit heeft een minimum bi]
v = 0, hetgeen het punt (0,0) geeft dat we 1in eerste aanleg niet gevonden
hadden. Nu 1s in (0,0) inderd %: 0.

Met de methode der multiplicatoren van Lagrange kan de moeilijkheid,

verschillende oplossingen te moeten proberen, omzeild worden. |
(11.13) Als de functie g(xq,...,xn) totaal differentieerbaar is in een om-

geving van (aq,...,an),als minstens één der partiéle afgeleiden
é;%;,...,%;%; ongelijk aan nul is in een omgeving van (aq,...,an), als
f(X PR ) totaal differentieerbaar is in (31;...,an) en als f(xq,...,x
in ( Byseeesdy ), mits de punten (Xq,...,xn) beperkt worden tot de punten,
die voldoen aan g(x 1,...,Xn> = 0, een relatief maximum of relatief minir
bezit dan is er een reéel getal \ zodat in (aq,...,an) geldt ;Zi

+ X "g = 0 voor J = 1,...,n. J

)

Bewlijs: Laat de nummering der veranderlijken zo gekozen zijn, dat
g% # 0. Volgens (11.10) is er dan een functie 99(x2,...,xn), zodat in

een omgeving van (aq,...,an) de punten (90(X2""’Xn)’ xg,...,xn) juist
de punten zijn, die voldoen aan g = 0. Dan heeft de functie
f(go(xg,...,xn), X2,...,Xn) een relatief minimum of relatief maximum in

(82,...,an), dus geldt daar gi gxg + gi = 0 voor J = 2,...,n. Verder
% j9¢) %

: . g 7 g

geldt volgens de kettingregel: = y axj + = ;

=OVOOT’ J=2,...’n.

af(aq,...,a
B:x1
Noemen we nu X==- 9%(81, " 7; voor J = 2,...,n geldt dan
* o - n
X

n)

4
0f(ay,...,a
ag,(aq,...,an) A%, de(as...50,) ;Dcp( ,],...,an)
‘axj h ag(aq,...,an) axq o X, -
0X

J

/‘

af(aqso.-;an> . C)f(a,],...,an) _>\ ag(aq,noo’an)
= - T . Daarmee is 55 + ?X. = 0 voor
J J 3
j=1,...,n aangetoond.




Als men van een functie de relatieve maxima en minima onder een
bijvoorwaarde wil vinden, kan men proberen uit de in (11.13) vermelde n
betrekkingen en de bijvoorwaarde de n+1 onbekenden xq,..,,xn,)_op te los
sen., Eventuele relatieve maximn en minima in punten, waor één der afgelei-

den ;fie # 0 is, zullen dan onder de gevonden oplossingen voorkomen.
S d
Past men dit toe op het hierboven behandelde voorbeeld, dan vindt

men 2(x-1) - 4A= 0, 2y + 27y = O, y2 - 4x = 0. De enige oplossing hier-
van 1s A = <, Xx =y = 0, Of dit werkelijk een relatief maximum of reln-
tief minimum is, valt hieruit nog niet te concluderen.

Opgave B871. Welke punten uit de verzameling, die bepnnld is door xu + yLL =
= 1 hebben de kleinste en welke de grootste 2fstand tot (0,0)¢?

A -
We moeten wel bedenken, dnt punten wnar ;;% = .. = %i =0
ZE ;

(z.g. singuliere punten van de bijvoorwnarde), niet onder onze beschouwin-
gen vallen. Het kan zijn dat een relntief maximum of relatief minimum,
dnt in een dergelilijk punt valt, met onze methode niet gevonden wordt.
Hiervan een voorbeeld ter wrarschuwing. Gevraagd het minimum van de
functie (x+1)2 + y2 onder de bijvoorwnarde %2 - y2 = 0. Dit minimum is
nls volgt eenvoudig te vinden. Uit x3 = y2 volgt, dat x 2 O moet zijn.
Dan is x + 1 > 1 en (x+1)2‘+ y232:1, miar X =y = 0 voldoet nan de bij-
voorwaarde en geeft de functie de wa~rde 1. Dit is dus een minimum. Post
men de methode van Lagrange toe, dan vindt men in het geheel geen oplors -
sing. Inderdnad is (0,0) een singulier punt van de bijvoorwaarde.

Oogave 82. Beh~ndel het voorbeeld uit de vorige a2linea met de methode van
Lagrange.

612, Oneigenli jke integralen.

Bij de definitie van bepaalde integralen hebben we ons beperkt tot
begrensde functies, die gedefinieerd zijn op een begrensd interval. Van
deze veronderstellingen proberen we ons nu te bevrijden. We beperken ons
gemakshalve tot continue functies.

Laat f(x) een continue functie zijn, gedefinieerd op [ a,b), die onbe
grensd is (b.v. tg x op [0,47)). Voor iedere 2 met a< > <b geldt dan
dat f£(x) op [a,/%] (wegens (3.13)) begrensd is, zodat (wegens (5.95))

u// f(x)dx bestaat. Als nu lim J/,f(x)dx bestaat, dan definigren we de
Tbo
a /b a b -~

integraal van a tot b van f(x) door‘j/hf(x)dx = lim ‘//Pf(x)dx. We noeir.

a /“'”\ba

deze een oneigenlijke integraal; de vroeger gedefinieerde integralen het--

eigenlijke integralen. b
Als f(x) continu en begrensd is op [a;b), bestaat j[~f(x)dx als ef-
i ab
genlijke integraal; hiervoor geldt echter (zie blz. 41)Y//-f(x)dx =
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= 1lim \//:f(x)dx, zodat verwarring tussen eigenlijke en oneigenli ke in-
pATo
a
tegralen niet te vrezen 1s. We behoeven verder bi, de definitie van onei-
genli jke integralen de onbegrensdheid van f£(x) niet te veronderstellen.
Als f(x) een onbegrensde continue functie is, gedefinieerd op (a,ﬁ];

b
definiéren we op analoge wijze de oneigenli ke integraal J/ff(x)dx =
b a
= lim J/’f(x)dx, zo deze limiet bestaat.

o\ a

Deze definities betroffen functies die bij hun eindpunt of hun begin-
punt onbegrensd zijn. O. analoge wijze geven we de definitie voor functics
die bij hun begin- en eindpunt en eventueel nog bij een eindig aantal
Tussengelegen punten onbegrensd zijn; d.w.z. er zijn getallen EO,“.,i
waarvoor geldt a = EO < é-f,,] < . <E>m = b en een continue functie f(
gedefinieerd op (gj—’l’ Ej) voor j = 1,...,m. Door verknipping van het
integratie-interval komen we op de bovenstaande gevallen terug.

)

/‘
X
Als voorbeeld beschouwen we J/'x dx . Voor ) <0 is x) bij O onbegrensd
4 0 1
Voor <X > 0 geldt nu /xxdx = . 0(>\+1 voor >\ £ -1 en/x—qu =
& v 1 A
1 X 4 o
= -~ log & . Dus J/’x)dx bestaat niet voor } 55—1 en bestaat wel voor
0 1
>\>»~1. In het laatste gevel 1is J/’x)dx =4§%?; dit levert alleen iets
0

nieuws voor -1 <K >\ < 0.

(12.1) Als f(x) ecn continue functie is, gedefinieerd op [a,b) en als

b b
l_f(x);dx bestaat, bestaat f(x)dx .
/ /
Bewijs: 0 < |£(x)| - £(x) < 2]e(x)] . Verder volgt uit (5.5) en (10 2)

direct, dat als de integrand > 0 is, de integraal een isotone functie van

de bovengrens is. Dus als a < /3 <D, geldt / tf (x)] - f(x))ax <
/lf(x)‘dx < /‘f‘ )l dx Dus is /(If x)! Jdx als functie
an/j isotoon en begrensd, dus 1lim / tf(x)l f(x))dx bestaat. Hier-

PTo
ult volgt, :at '/ljxi?mb a/lf(x)t'dx - }ji’rmb ‘a//)( [£(x)| - £(x))ax =

/
= lim / f(x)dx bestaat.
PTP
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Een analoge stelling geldt voor integralen die bij hun ondergrens on-

elgenli jk worden. b
Het omgekeerdec van (12 1) geldt niet: het kan zijn dat /f(x)dx wel
b a
[ 1 1 i

:nJ' | f(x)t dx niet bestasat. Een voorbeeld hiervan is % sin < op (0,14
a

Er geldt/% sin %dx = /x l—g sin -}-Z-dx = X cOS % - /cos %dx, dus voor

1
0 < <1 geldt /% sin %dx = cos 1 =~ Occosoil —/cos %dx. Nu geldt
x 1 )
lim << cos ‘;1; = 0 en lim / cos %dx bestaat, omdat de integrand be-
x| 0 > 1 ov0o %
’
grensd 1s en dus / Co3 %dx als eigenlijke integraal bestaat. Dus bestaat

g 0
Ji sin -1dx., Voor een natuurlijk getal k¥ en y in het interval
0

b
»

(2k 77+ g7, 207 + 177) geldt sin y = 5V/2. Dus
1 q

P - PR ey
kT 17 KT+ T
g 1 ax g
2 lsin -—‘dx>§—\/§ / —}(—:%l/glog(ﬂ * o) 2
1 S
km+3m 2kTT+57
L R YL i L\/3 (A 1 1 1_¢c
> V2 log(1 1+ gn) 2 3 Velgg W)32V§(9k-29k)278‘\/§k—;’
P 00
waarin ¢ > O en onafhankelijk van k. Omdat de reeks ZLE- divergent is
1 k=1 "
is er bly iedere R> 0 cen XX > 0 te vinden zodat/% |a1n %idx > R 1is,
1 o
dus J/ 3 Ism'l E’dx bestaat niet.
0

(12.2) Als f(x) en g(x) continue functies zijn, gedefinieerd op [ a,b),

als er een constante C bestact, zodat lf(x)\ < Cg(x) voor alle x in [a,b)
b b

en als J/ g(x)dx bestaat, bestaat /f‘(x)dxa

a a ﬁ

Bewijs: Uit |f(x)] < cg(x) volpt, dat g(x) > 0, dus /g(x)dx is een

a
isotone functie van /3 . Voor a < /‘3<b geldt dan /ﬁf (x) ‘dx <
/5 b a
< C / g(x)dx <C/ (x)dx. Dus is /!f (x)] dx als functie van/ﬁ iso-
a a a b
toon en begrensd, dus ljimb / !f(x) dx / | £( x)'dx bestaat. Uit (12.1)
b a a

volgt nu, dat ook /f(x)dx bestaat.
a
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/!

Vx dx
O e ———g e s =l .
pgave 83. Bewijs dat J//x+3v = en‘J/‘ T bestacn,

0 0
We gaan nu over tot de definitic van integralen over onbegrensdc
intcegratic-intervallen. Laat £(x) een continue functle zijn, gedefinieerd
Q) R
op [a,+00), dan definidren WC\J/ (x)ax = 1lim /hf(x)dx, mits de limiet
/
Z R—>+oa.%

in het rechterlid bestaat. Op analoge wijze definiléren we voor een con-

tinue functie f(x), gedefinieerd o> (- ,a], /ﬁ f(x)dx = 1lim d/rf@édx,
~ S= -0
-0

mits de limiet in het rechterlid besteat. Ten slotte defini&ren we voor

o

ecn continue functie f(x), gedefinicerd op (-00,+00), V// f(x)dx =
a o -co
= /@{X)dXﬁ-‘ flz)dx, mits beide integioien in het rechterlid bestuan. Het 1t

Zoo a
niet moeilijk aan te tonen, dat deze laatste niet afhangt van de keuze
van a. Ook de hier gedefinieerde integralen heten oneigenli jk.

00 R
-~
Let wel, dat men niet neemt // f(x)dx = 1lim J/ f(x)dx, want het
:-/Oo R = +00 /R
. S . T /’x ax _
vechterlid kan bestean, zonder dat het linkerlid bestaat. B.v. =
+1
oo, ~R
= (log V x2+1) - (log\/x§+1) = 0, maar v// EEQE bestaat niet.
X=R X=-R ~ X+
We kunnen deze tyoen integralen o> de vrocger behandelde typen terug-
/\
) s
brengen. Volgens (5.29) geldt n.1. (als a > 0) J/Pf(x)d = 1f( -)dt
a 1
R

Als nu R—>+c0, dan % ¢ 0 en omgekeerd. Het bestaan of niet bestaan van

..)

Co

2

/ f(x)dx komt overeen met het bestaan niet bestaan van\J/ﬂ—z f( )d\
~
a oo

of
d
E)
cn in geval van bestaan is J/’f(x)dx /r;% —)dx. Op analoge wijze
2 X
kunnen we //f(x)dx behandelen.
Zoo
Om b.v. het bestaan van // x"dx te onderzoeken, nemen we in plaats
1 1 \1
4 1T 4 ax = [ =-2 o
aarvan -5 = dx = ] x dx. We weten, dat deze bestaat voor
X

5 x x 3
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- -2 > -1, dus voor A < -1 en niet bestaat voor - A- 2 £ -1, dus voor
0 1
h) > -1. Evenzo kunnen we / sin £ dx behandelen door /—gx sin %dx =
1 ’1 00 0
/% sin — dx te beschouwen. Dus / E-}-}E(l——}i dx bestaat, maar
o9 lsin x| ’ /lrsin x
/‘ — dx nlet. We weten verder dat J — dx bestaat, omdat de
7 elo) 0]
integrand begrensd is. Dus ook f Ei;—{l——& dx bestaat.
0
Met de bovenvermelde transformatie kunnen we ook de stellingen
(12.1) en (12.2) overbrengen. Dit levert het volgende resultaat.
(12.3) Als f(x) een continue functie is, gedefinieerd op [a,+00) en

¢s} @
flf(x)] dx bestaat, dan bestaat / r(x)dx.
a a

(12.4) Als £(x) en g(x) continue functies zijn, gedefinieerd op [a,+w),
als er cen constante C bestaat, zodat lf(x)\ <L Cg(x) voor alle x in

00 00
la,+0 ) en als fg(x)dx bestaat, dan bestaat ff(x)dx,
a a
Analoge stellingen gelden voor / en voor f
Zoo S
Als /' x),dx bestaat, zeggen we dat /f(x)dx absoluut convergeert
o) 2 o0
Als ’f(x)’ <L Cg(x), zeggen we dat /g(x)dx een majorant is Vanj//f(x)dx,
2 a

Deze uiltdrukkingen zijn analoog met gebruikelijke uitdrukkingen in de
theorie van de oneindige reeksen. De overeenkomstige uiltdrukkingen wor-
den ook gebruiktbilj oneigenlijke integralen met begrensd integratie-
interval (dus de geveallen van (12.1) en (12.2)).

@
2
Opgave 84. Bewljs dat / e * dx en /—————-@5——2— bestaan, maar dat
o 5 A x(log x)
Cdx .
j[m niet bestaat.
2 R
Dat lim / f(x)dx bestaat, betekent volgens het convergentiecrite-
R—+0 4
a
rium van Cauchy (2.3) hetzelfde als, dat er bij iedere £ > 0 een ) te
R~ R,]
vinden 1s zodat voor R1>w en R > ) geldt '/ f(x)dx _/ f(x)dX, < g,
Ry a '
dus / f(x)dxl < £.
~
R

/I
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(12.5) Als f(x) een continue functie is, gedefinieerd op [a,+m ), dan
@©
bestaat //‘f(x)dx dan en slechts dan, 2ls bij iedere £ >0 een w > a te

“
&

vinden 1s, zodat voor alle R, en R, met R1>cn en R2>(U geldt

1 2 -
e
1/ f{x)dx| < € .
R,
» 2
Speciaal is dan ’q// f(x)dx{ & £, dus 1lim v/ f(x)dx = 0.
3 R— +o0
R R
/‘
oo 00
(12.6) Als\/// f(x)dx bestaat, reldt 1lim \//r f(x)dx = 0.
A R- +00 R

Met behulp van oneigenli jke integralen kunnen we een nieuw convergend
tlecriterium voor reeksen geven. We bewijzen daartoe eerst de volgende

hulpstelling:
(12.7) Als f(x) een antitone continue functie is, gedefinieerd op [1,+a>)
n
als f(x) = 0 voor alle x in [1,+) en als f(n) = a  en ;i; a, = A, ge-
=1 n
steld worcdt voor natuurlijke n, dan bestaat I = 1lim (An —-//—f(x)dx) e
‘ n—> 00 1
0 ILK a,- K+
Bewijs: Uit het feit dat f(x) antitoon is volgt V/f f(x)ax < (k) K
Kk k
f?y//‘f(x)dx (het tweede 1id uiteraard slechts voor k > 2). Hieruit volgt
k-1 n n
direct, dat\/ f(x)ax + a, <A L a, +v/f(x)dx, dus 0 L a <A +
1 1
n n
—V//f(x)dx < a,. Verder vormen de A - //’f(x)dx een antitone rij, want
1 n-- n 1
A4 —~¢/( f(x)ax - (An —«//f(x)dx) = J/B f(x)ax - a_ > 0. De beweringen
1 1 n--1

van de stelling volgen hieruit direct.
Uit (12.7) volgt nu onmiddellijk:
(12.8) (Integraalcriterium voor reeksen) Als f(x) een antitone continue

functie is, gedefinieerd op [1,+oo), als f(x) = 0 voor alle x iQD[1,+a>)
en als f(n) = a, gesteld wordt voor natuurlijke n, dan bestaan J_ a, en
® n=",

\J/ﬁf(x)dx beide of geen van beide.

p
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[ 4
Hiermee is b.v. direct in te zien, dat Z n convergeert voor X < -1

| — n
én divergeert voor &X = -1 en dat / 1
n

o, m divergeert.

Opgave 8°. Onderzoek de convergentie van Z R en 7~_-~—1~——§=

o

) n nf{log n)™ 0 ()
Opgave 86. Bewijs dat lim (D> __ %-— log n) bestaat en > 0 1is.
n— oo k=1
De limiet uit opgave 86 heet de constante van Euler. Van deze con-
stante 1s niet bekend of zij rationaal of irrationaal is.

§43° Meervoudige integralen.

We behandelen nu het begrip integraal voor functies van meer dan één
veranderli jke, We zullen ons daarbij voor de eenvoud beperken tot functies
van twee veranderlijken, hoewel een analoge behandeling voor functiles
van meer veranderlijken mogelijk is. Wij zullen ter illustratie van de be-
grippen gebruik maken van de voorstelling van getallenparen door punten
van het platte vlak.

Bij de definitie van het begrip (eigenlijke) integraal gingen we bl]
functies van één veranderlijke ult van een begrensde functie gedefinieerd
op een begrensd interval. We beschouwen nu ook begrensde functiesvan twee
veranderlijken; een functie f(x,y) heet begrensd als er een getal C> O be
staat, zodat ,f(x,y)'fg C geldt voor ieder punt (x,y) in de definitiever-
zameling van f(x,y). We moeten nu echter ook een voorwaarde opleggen aan
de definitieverzameling van f(x,y). De meest directe generalisatie van

iy het begrip begrensd interval zou zijn,
7 dat zowel x als y een begrensd interval
72 . doorloopt, d.w.z. we beschouwen de ver-

zameling van die punten (x,y), waar-
voor geldt a < x <b, ¢ <y < d. Meet-
kundig stelt deze verzameling het in-

i
i
1
' 1
b

a _g x wendige van een rechthoek evenwljdig
met de cobrdinaatassen voor. Met een zg
speciale definitieverzameling kunnen we ons echter niet tevreden stellen.
We zullen algemenere verzamelingen als definitieverzamelingen moeten toe-
laten. '

Een verzameling S van punten (x,y) heet open, als ieder punt van S eep
omgeving heeft, die geheel tot 3 behoort, d.w.z. als bij ieder punt (a,b)
in S een getal >\> O bestaat, zodat uit lx-a‘<: \ en ‘y—bf-< )\volgt, dat
(x,y) in S ligt. Een open verzameling heet ook wel een gebied.

Het voordeel van open verzamelingen blijkt ult de volgende eigenschap

Als een continue functie gedefinieerd is 1in een open verzameling en
deze functie wordt uitgebreid tot een grotere verzameling, dan blijft de
functle in de oude verzameling continu. Precleser uitgedrukt:

(13.1) Als f(x,y) een continue functie is, gedefinieerd in een gebied G en
g(x,y) is een functie, gedefinieerd in een verzameling S, die G omvat,
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dusdanig dat voor alle (x,y) in G geldt g(x,y) = f£(x,y), dan is g(x,y) in
de punten van G continu.
Oogave 87. Bewijs (13.1)

Als S een verzameling ven punten (x,y) is, noemen we de rand van S ael
verzameling R bestaande uit die punten, waarvoor geldt, dat in iledere om-
geving van zo'n punt zowel punten liggen, die wel tot S behoren als punter?
die niet tot S behoren. Als S een gebied is, hebben R en 3 geen punten
gemeen. Ly

éifb,d Een voorbeeld van een gebied is de ver

////// zameling der punten (x,y), waarvoor

24 Y2<< 1 {inwendige van de

geldt x
// cirkel met middelpunt O en straal 1).
l'\ 0 o) X De rand van dit gebied is de cirkel
\u zelf (x2 + y2 = 1),
\\\\ Een verzaméling S van punten (x,y)
— heet begrensd als er een getal K> O

bestaat zodat voor ieder punt (x,y) in S geldt lx| < K en Iyl < K. Meet-
kundig betekent dit dat S in een vierkant in te slulten 1s,.

De volgende twee voorwaarden voor een begrensd gebled G met rand R
noemen we samen de voorwaarde AxX:

1° voor ieder getal ¢ geldt hetzij dat er geen getallen = zijn, zodat (X,C:

in G ligt, hetzij dat de verzameling der getallen x waarvoor (x,c) in G

1list ult een eindig aantal begrensde open intervallen bestaat;

2° yoor ieder getal ¢ geldt hetzij dat er geen getallen x zijn, zodat

(x,c¢) in R 1ligt, hetzij dat de verzameling der getallen x waarvoor (x,c)

in R ligt uit een eindig aantal punten bestaat; voor een eindig aantal ge-

tallen ¢ behoeft deze voorwaarde niet vervuld te zijn.

5%-~~ Meetkundig betekent de voorwaarde Ax,
dat iedere rechte evenwijdig met de x-&

het gebled G hetzlj in het geheel niet

snijdt hetzij volgens eindlg veel 1ijn-

stukken snijdt, verder dat een derge-
11 jke rechte de rand R hetzij in het
x geheel niet snijdt, hetzij volgens een
elndig aantal punten snijdt. Dat op deze laatste voorwaarde een eindig aan-

/

tal uitzonderingen toegelaten wordt,
geschiedt om een gebiled als hiernaast
is afgebeeld onder de voorwaarde te
vangen.

Geheel aanloog met de voorwaarde Ax

wordt een voorwaarde Ay gedefinieerd

] ' x door x en y van rol te laten verwis-
selen; meetkundig heeft deze voorwaarde
dus betrekking op rechte 1jnen evenwijdig met de Y-as.
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We zullen gebieden, die aan de voorwaarden Ax en/of Ay voldoen nu ge-
bruiken om integralen te definiéren. We behandelen eerst echter enige voor
bereidende hulpstellingen. ’

We hebben vroeger bewezen (5.6), dat een begrensde continue functile
(ven één veranderlijke) die gedefinieerd is op een begrensd open interval,
integreerbaar is. Deze stelling blijft Julst als er een eindig aantal ar-
gumentwaarden is, waarvoor de functie niet continu is; dit is eenvoudig
na te gaan.

(13.2) Als f(x,y) een functie is, gedefinieerd in een verzameling S en als
c, X en ﬂ getallen zijn, dusdanig dat voor alle x met X sxgﬂ geldt, da!
het punt (x,c) in S 1ligt en dat de functie in dat punt continu is, dan 1s
er bij iedere £ > O een <9> 0 zodat uit !y—c,«< Slvolgt, dat

!f(x,y) - f(x,c),< £ voor alle x in[}%,/ﬁ], waarvoor geldt dat (x,y) in S
ligt.

Bewiljs: Veronderstel dat de stelling onjulst 1s, d.w.z. dat er een
Eq > 0 bestaat, zodat voor iedere cP)rO een x in [hx,/3j en een y met
ly-cl < é\is, zodat (x,y) in S ligt enlf(x,y) - f(x,c)f 2:554 is. Verdeel
[cx,/{] in twee gelijke intervallen [C%,§(0<+/32} en [%(0(+/3),/3], dan
geldt voor minstens een van beide in-
tervallen bovenstaande bewering over
€, (met [ix,/3] vervangen door dat
interval). Noem zo'n interval qu,/3%]=

Verdeel dit interval weer in twee ge-

1ijke intervallen en noem een interval

X waarvoor bovenstaande bewering geldt
[kxe,/ng enz. Zo krijgen we een rij intervallen[ﬁyn)/an}, die inkrimpen

tot een getal § , zodat geldt 1lim C<r1==€ en 1im /Q)n = é;(zie voor
n— 0o n=r O

een analoog procéddé het bewijs van (3.13)). Daar Eg in EX,’gl ligt is de

functie £ in het punt (é;,c) continu, dus 1s er een é\4> O zodat uit

|- E’ <qu, ly-c | <§,‘ en (x,y) in S volgt l f(x,y) - f(§,0)1< %E,l.

Verder 1s er een n zodat voor iedere x in.[cx ’/3n] geldt tx— §|<:5}. Er
is dan een dergelijke x en een y met ly-cl < §1 zodat (x,y) in S ligt en

{f(x,y) - f(x,c)!;: Elq is. Er geldt dan 5;115 If(x,y) - f(x,c)| £

< !f(x,y) - f(%,c)l + lf‘(g,c) - f(x,c)! < %8’1 + %E’l = E,‘, hetgeen

een tegenstrilijdigheid is. Daarmee is de stelling bewezen.

Stel nu dat f(x,y) een begrensde continue functie is, gedefinieerd in
een begrensd gebied G, dat aan de voorwaarde Ax voldoet. Voor ieder getal
c, dusdanig dat de rechte y = ¢ lets met G gemeen heeft, geldt dan dat de
functie van één veranderlijke f(x,c) op een stelsel van eindig veel be-
grensde intervallen gedefinieerd en continu 1s, dus integreerbaar is 1in elk
dezer intervallen. Noemen wij de som der integralen over deze intervallen
F(c) en stellen we F(¢) = O als de rechte y = ¢ niets met G gemeen heeft,
dan bewljzen we dat F(y)'een continue functie van y is, behalve eventueel
in die argumentwaarden waar 2% van voorwaarde Ax nlet vervuld is.



(m dit te bewiljzen voeren we een nieuwe functie g(x,y) in. Omdat G
segrensd is, 1s er een getal K > O zodat voor alle punten (x,y) in G geldt
%! < K en |yl < K. De functie g(x,y) is nu gedefinieerd in het geo.ed H
bestaande uit alle punten (x,y) met Ix! € K en Iyl < K (vierkant), en wel
is g(x,y) = f(x,y) voor alle (x,y) in G en g(x,y) = 0 voor alle (x,y), die
é'{ lo,k) wel in H, maar niet in G liggen Nu
“1' is g(x,y) con’qinu in alle punten van

G, maar ook in alle punten van H die

f\\g \ . niet in G en niet in de rand R van G
% LB liggen, want bij een dergelijk punt

f
-i,0) C ! ,

{ ‘f,o,é / { x is een omgeving te vinden, die geen
. punten van G bevat en waarbinnen de
§ functie g dus identiek nul is. Voor
' (0, H) | een getal c, dat geen ultzonderings-

getalvan 2% van vonrwaarde Ax is,
zeldt dus dat g(x,c) continu is voor -K < x < K behalve eventueel in een
;eindig aantal argumentwaarden, corresponderende met de snijpunten van y=c¢
met R. Laat dit de getallen ‘E«"l"""é.k zijn. Omdat f(x,y) begrensd is, is
er een getal L > O zodat |f(x,y)| € L voor zlle (x,y) in G; dan geldt ook

Ig(x,y)g < L voor alle (x,y) in H Als & > 0O, noem dan
E
/7 = min(m, '}( §1+K)9 %(gg‘gq)’---: %(EK—EK-’])’ %(K' §k>)
05 elk der (k+1) intervallen [-K’“"Z:Eq"’Z]’ [E,']’VYZ’ {:—)'2' ”'[J,e~~
. ,.[gk_,ﬁﬂzj gk_ ”ﬂ, [EKMQ,K—’?Z] is g(x,c) voor x in zo'n interval con-

wsssy 0222 02220 P22 2270 222 S U 111

R I I A B B BB K1 X

.  tinu. Volgens (13.2) bestaat er bij elk interval een J.> 0 zodat uit
Py-cl < ‘B\j en x in dat interval volgt ,g(x,y) - g(x,c) ‘<1§f{'
K
We splitsen nu de integracl / (g(x,y) - g(x,c)) dx in een aantal stukken
-K
Voor de (k+2) stukken behorende bij (-K,-K+77), (%q"’?’gq““"?)’
o (B B ). (K-muK) gelar | f(e(x,y) - a(x,0))ax| <

-~

< /!g(x,y)ldx +/ i g(x,c)ldx < 4’7L 55(%727 ; voor deze stukken samen

dus £ 5& . Voor de andere stukken samen geldt, als !y—cl < min( 5,}, oo "8k+’|)’

dat ‘/(g(xgy) - g(x,c))dxl< %{-21( = 5& . Dus als ly—ck(y , geldt
K
< &€, dus de functie G(y) = / g(x,y)dx is con-

K
’/(g(xszf) - g(x,c))adx
X

tinu in c. Het 1s echter duidelijk det G(y) = F(y). Omdat F(y) continu is,
eventueel met ultzondering van een eindig aantal argumentwaarden, bestaat



K
~// F(y)dy. We noemen dit resultaat de herhaalde integraal\/C/,f(x,y)dxdys
-K
uitgestrekt over het gebied G. Het is duidelijk dat de keuze van K in het
resultaat geen rol speelt, daar de functie g buiten G toch gelijk aan nul
gekozen wordt.

Als G ook aan voorwaarde Ay voldoet kunnen we ook de herhaalde 1lnte-

graalgéyff(x,y)dydxs uitgestrekt over G, bepalen. We gaan nu na in hoe-
verre de beide herhaalde integralen aan elkaar gelijk zijn. We beschouwen
daartoe eerst het eenvoudige geval, dat f(x,y) gedefinieerd en continu

is in het inwendige en de rand van een
rechthoek: a < x € b, ¢c Ly Ld. Nemen

gedefinieerd. We noemen ter afkorting
Y

w//-f(x,y)dy = F(x,Y); er geldt dan
c

we een punt (X,Y) in deze verzameling

[ R i dan zijn de herhaalde integralen
f‘ | Y X X Y

|

: / /f(x,y)dxdy en/ /f(xyy)dydx
< f---- . ,

, | c a a “c

\ '

! i

—4§Q§¥Zl = f(x,Y). Uit (13.2) volgt nu, dat er bilj iedere £€> O een &> 0

is zodat uit |y- YI<<§ ag< x £b encgyLd volgt dat }f(x y) - f£(x, Yﬂ<
< f .Als nu 0 < lhl< &is en c < Y+h < 4, dan geldt

© b b
- (/ F(x,Y+h)dx -/ F(x,Y)dx) -_-/F(X’Y*h) ;lF(X’Y) ax =

a a a

£(x,Y+7%h)dx met 0 < F<A (Tg*kan van x afhangen) en verder

m\cy

| v+ 9n-y |- %Inl<d, aus lf(x v+idn) - £(x,¥)| < —§-é— dus
b b
Lj[f (x,Y+7h) dx —u//f(x Y)dx¢<:5: Hieruit volgt 7r~v// x,Y)dx
a a
b b
=‘// f(x,Y)dx. Aangezien F(x,c) = 0 en dus\J[F(x,c)dx = 0, geldt
a
b Y b b d
v// F(x,Y)dx =v// ~//’f(x,Y)dxdy en hieruit volgtd/{ d// f(x,y)dydx =
a c a a "¢

d b
=¢// //f(x,y)dxdyo
c Ta

Om van dit speciale geval tot het algemene geval te komen, beschou-



wen we eerst het volgende. Als het gebied G waarover de herhaalde inte-
graal uitgestrekt wordt, ingesloten is in een rechthoek met ziljden even-
wijdig aan de codrdinaatassen, verdelen we deze rechthoek in een aantal

- kleinere rechthoeken door rechte 1ij-
é% nen evenwijdig met de codrdinaat-
P 1 assen. Vervolgens voeren we de inte-
Z \»—/”—J\E gratie uit over het gedeelte van G
| \ < / dat binnen één van deze rechthoeken

ligt. Doen we dit voor elke derge-

X 11 jke rechthoek, dan is de som van de
aldus verkregen integralen gelljk

aazn de integraal over het gehele gebied. Dit volgt direct uit stelling

(5.5) over de verdeling van een interval bij gewone (enkelvoudige) inte-

gralen.

Als een rechthoek bepaald wordt door p<L x £ g en r £ y £ s dan heet
(a-p)(s-r) de oppervlakte van de rechthoek. Als |f(x,y)| < L en £(x,V)
wordt geintegreerd over een gebied binnen zo'n rechthoek dan is de her-
haalde integraal < L (q-p)(s-r). Dit volgt direct ult (5.3).

Als in een rechthoek een punt P ligt

dat tot G behoort en een punt Q dat

/v Q niet tot G behoort, dan ligt er een
é7 punt in, dat tot de rand van G be-
F | hoort en wel is een dergelijk punt

te vinden op het lijnstuk dat P en Q
verbindt. Als P = (pq,pg), Q = (q13q2), dan beschouwen we de punten
X(A) = (p1+-A(q1-p1), Dot A(qe—pg)) met 0 < A €1 (deze punten liggen
alle binnen de rechthoek) en nemen de bovenste grenS/L van dle waarden ).,
waarvoor X( A ) tot G behoort. Omdat G open is, behoort X(%L) niet tot G;
uit de definitie van L volgt dat er in iedere omgeving van X(}L) punten
liggen, die wel tot G behoren. Dus is X(/L) een randpunt van G.

Voor de rechthoeken van de verdeling, die, met inbegrip van hun rand,
geheel binnen G liggen hebben we hierboven bewezen dat de beide herhaalde
integralen gelijk zijn; voor de rechthoeken die geen punten van G bevattan,
ziJn beide herhazalde integralen nul en dus ook zan elkaar gelijk. Er blij-
ven dan nog rechthoeken over die punten binnen G en punten buiten G beva:i-
ten, en dus punten van de rand R van G bevatten.

We leggen nu aan de rand van G een nieuwe voorwaarde op.

We zeggen dat een begrensd gebied G met rand R aan de voorwaarde B
voldoet als het volgende geldt: Er zijn eindig veel verzamelingen ("krommon"
K bestaande uit de punten (x,y) waarvoor geldt y =SD(X), waarin 99 een
continue functie is en x een begrensd interval doorloopt, of bestaande uit
de punten (x,y), waarvoor geldt x =yb(y), waarin vb een continue functie is
en y een begrensd interval doorloopt, dusdanig dat ieder punt van R in min-
stens &4n der verzamelingen K ligt.
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We zeggen dat een begrensd gevied G met rand R aan de voorwaarde C
voldoet, als het aan de voorwaarden Ax, Ay en B voldoet. We veronderstel-
len nu dat dit voor het gebied G het geval is. Laat k het aantal krommen
in voorwezarde B ziljn en & een getal > 0. Stel verder |f(x,y)l-<_L Be-
schouw een van de krommen K, bepaald door y =.y9(x), waarbij x het inter-

val (p,q) doorloopt. Omdat (J(x) con-
éf - tinu is, is.QQ(X) integreef%a@r; vol-
o~ /// o gens (5.2) en de overeenkomstige stel-

~ K

ling over benedensommen 1s er een

5:) 0 te vinden, zodat voor een ver-
deling van het interval (p,q) met dia-
x meter é\het verschil van de boven-

\§~—”~—~*Tq

'? en benedensom kleiner is dan ﬁ%ia
Dit betekent (zie figuur), dat K ingesloten wordt in een eindig aantal
rechthoekjes, waarvan de som van de oppervlakken gelijk 1s aan é%f' Maker.
we de verticale zijden van de rechthoekjes nog twee maal zo groot, dan
kunnen we zelfs bereiken dat de randen van de rechthoekjes nietsmet K gu-

mcen hebben; de totale som wordt dan Op analoge wijze gaan we te

<
?ﬁia
werk als x een functie van y 1s. Doen we dit nu voor alle krommen en ge-
btrulken we alle zo verkregen horizontale en verticale 1ijnen voor een ver-
deling van een G omvattende rechthoek in kleinere rechthoeken, dan 1s -

som van de oppervlekken van de rechthoeken die iets met de rand van G ge-

mesan hebben,g’k§§E_=~§;. De som van de herhzalde integralen over deze
rechthoeken 1s $§§iL %u Dit geldt vocr beide soorten herhaalde integra-

len. In alle andere rechthoeken zijn belde soorten herhaalde integralen
gelijk. De belde soorten herhaalde integralen over het gehele gebied G ver-
schillen dus minder dan & . Daar dit voor iedere € > 0 geldt, zijn ze ann
elkaar gelijk.

Als G een begrensd gebied is, dat aan voorwaarde C voldoet, heet de
integraal over G van de functie, die constant = 1 is, de oppervlakte van G.

Als voorbeeld zi] gevraagd de oppervliakte te bepalen van het inwen-
1/ 2 .2
-y

+R +R —
dige van de cirkel x2+y2 = RQ. Dit geeft //. ,// axdy =v// Eb/ggj§ﬁrh
T R _ V%Q_yQ -R
= w//éR (cos 90 ) d50 77?2 hierin is y = R sin y? gesteld, verder i=

-377

J/f cos‘yQ) df/? (sin 99 cos jﬂ 4-J0

Opgave oo 88. Bereken de integraal van x over het 1lnwendige van de cirke

x2+y2—R2
Opgave 89 Als a < c en f(x,y) continu is, bewijs dan dat /,J// Yo
b a

//~J//f(x v)dydx. Hoe ziet het integratiegebied er uit?



Als f£(x) een continue functie is, gedefinieerd in het interval (a,b)
en f(x)> O voor alle x 1in (a,b) dan
c;ﬁ beschouwen we het gebied G begrensd
door de X-as, de rechte lijnen x=a en
x=b en de grafiek van de functie. De
herhaalde integraal‘/gf'dydx uitge-
strekt over dit gebied is dan julst
b
i a L x gelijk aan-//ﬁf(x)dx. Deze integraal
a

j. = daarom op te vatten als de oppervlakte van dat gebied. Dit is in over-
e enstemming met de opmerking die we op blz., 38 bij de definitie van het
begrip integraal gemaakt hebben.

Een 1ntegratiegebied G wordt dikwijls als volgt gegeven. Laatsﬂ(x,y)
e en continue functie zijn, gedefinieerd voor alle punten (x,y) van het
platte vlak. Dan is de verzameling G der punten (x,y),waarvoorfy(xjy):> 0,
een open verzameling; voor de punten van de rand van G geldtsﬂ(x,y):O; Een
~roorbeeld hlervan is het reeds eerder beschouwde cirkelgebied; de bijbe-
horende functie is 1—x2—y2.

Een belangrijk hulpmiddel om herhaalde integralen uit te rekenen 1s
T xransformatie van veranderlijken. Laat x -Q?(u v), ¥ y& (u,v) zijn, waar-
in LO en VD partieel differentieerbaar zljn met continue partiéle afge-
]_651den van de eerste orde; laat verder de functionaaldeterminant

17(%§ 3§) # O zijn. Laat verder de hierdoor gegeven transformatie van pun-
ten (u v) in punten (x,y) eeneenduildig zijn, d.w.z. laat uit 9?(u sV 4 ) =

-£¥9(u2,v2) en VD uq,vq) yy( 2,7v2) volgen dat u, = u, en v, = V. Laat

wverder met een gebied G in het u-v-vlak, dat aan voorwaarde C voldoet, een
gebied G' in het x-y-vlak corresponderen, dat ook aan voorwaarde C voldoet.
I.aat ten slotte f(x,y) een continue functie 21jn, gedefinieerd op G', dan

EEefldt\// f(x,y)dxdy =u47r gﬂ u,v), 9& u v))l——ira—%%—ldudv

We bewijzen deze stelllng alleen voor het geval dat G een rechthoek
1S met zijden evenwijdig met de coBrdinaatassen, dat 50 en vb binnen de

"€ Chthoek en op de rand van de rechthoek gedefinieerd zijn en dat fr% # 0

A7 ;¢ , ;f

.
=
SR R




Omdat i # 0, 1s er een functie ')( (u,y), zodatt//(u X(u,y)) =y en
X(u %(u V)) = V. Verder is -52(— = - —i(-;j—%)" . We splitsen de transfor-
matie in twee transformaties: u = Sb(u v) en x =§p(u,X(u,y)), y=y.
De eerste transformatie geeft, voor constante n, y als monotone functie van
v; y doorloopt dus een interval gelegen tussen L//(u,c) en \7L/(u,d) . Er komt
dus een gebled H ingesloten door u=a, u=b, y =L//(u,c) en y =(71/(u,d) . Dit
gebled voldoet dus aan de voorwaarde Ay. Beschouwen we de tweede transfor-

matie en houden v%e v L,oglstant dan is x een functle van u en de afgeleide
© @ X 09 D@ DY, d¢y\-1 _
vanaxnaaaruias 20 T TV au"’c?u ov au\av) B
2
= (a(‘ﬁ a'{; - 3(€ .aﬁ)(a v) # 0, dus x is een monotone continue functie
van u. Verder wordt in het x-y-vlak het gebied G' door 1ijnen evenwijdig
met de xX-as volgens eindig veel intervallen gesneden; hetzelfde geldt dus
ook in het u-y-vlak voor het gebied H. Op analoge wijze ziet men in dat
de voorwaarde voor de rand o0k voor H geldt; H voldoet aan de voorwaarde
Au. Dat H aan voorwaarde B voldoet is duidelijk; H voldoet dus aan voor-

waarde C, Nu geldt:

//f(x,y)dxdy —*//f(gﬂ(u,)((u,y)),y) 2‘{1’ gf %gf, g‘ﬁ g‘{’, ~ quay -
G' H
//f(ﬁo U PV~ PV 7u dydu =
//f'((D u,X(uquv (7b(uv l 3{;- ?85(3 'gté = ~ldvdu =

//f(y(u V), (u,)) |28 9% gﬂg gﬁ dudv,

waarmee de te bewljzen betrekking aangetoond is.
Kiezen we bijvoorbeeld x = r cos Sp s, y=r sinﬁo als transformatie-

cos - r sin
formules dan is -B—{Mg- = Sﬂ sp
7] T

= r, Met het inwendige van de

sinsD " COS 50
cirkel x2+y2 R2 correspondeert dan 0 < r< R en O < 50(277'. De opper-
27 R
vlakte van de cirkel wordt//dxdy = / /r*drdSO = 77R2, Aan dit voor-
0 0

beeld zien we het voordeel, dat we ook in het algemene geval dikwijls
uit transformatie van veranderli jken proberen te behalen: het integratie-
gebied wordt eenvoudiger en de integraal daardoor gemakkelil jker uit te
rekenen.

Opgave 90. Bereken de oppervliakte van het binnengebied van de ellips
2z -
§§~+ X§-= 1. (Aanwijzing: gebruik de transformatie x = a r cos 97,

a

y

b
=brsin90.)



Zonder bewijs delen wij mede, dat de integraaltheorie, zoals die
hierboven voor functies van twee veranderlijken is afgeleid, op analoge
wijze voor functies van drie en meer veranderlijken ken worden behandeld.
In het bijzonder geldt ook een analoge transformatiestelling, waarin ook
nu weer de functionaaldeterminant optreedt. Bij drie veranderlijken treedt
nu de inhoud in plaats van de oppervlakte.

Opgave ¢1. Bereken de inhoud van het inwendige van de bol x2+y2+z2 = Rg
(Aanwijzing: pas de transformatie x = r cos (2 cost, y =r sin cos 79,

z = r sin?® toe.) ' ’

O~gave 92. Bereken de oppervlakte van het gebied waarvoor geldt (x2+y2)2+
- 2c2(x;-y2) < 0 en x > 0.

Opgave 93. Behandel opgave 83 opnieuw, nu met transformatie van verander-
11 jken.

Opgave OU. Bewijs dat de transformatie x = c\/(1+u)(1-v), y = ¢ Vuv met

¢ > 0 een eeneenduidige transformatie tot stand brengt tussen de punten
(u,v) die voldoen aan u > 0, 0 < v < 1 en de punten (x,y) die voldoen aan
x> 0, y> 0. Bereken met behulp van deze transformatie de integraal

d/;/,\/kX2+V2-02)2 + Hngedxdy, uitgestrekt over het inwendige van de

elllps == —§ = 1, Wdﬁfle geldt 2%.p2 = ¢2 en b # 0.

b
ggave g5, Berekenﬁj/-J//-xeXydxdy

We passen de verkregen integraaltheorie toe ter bepaling van de voog-
lengte van krommen en van de oppervlakte van kromme oppervlakken.

Laat f(x) een begrensde continu differentieerbare functie zijn, gede-
finieerd op een interval (a,b); de grafiek van deze functie noemen we een
vlakke kromme. We maken nu een verdeling a = Xq < x,l < e <:xk = b van het
interval (a,b). De afstand van de punten (Xi’f(xi)) en (Xi-ﬂ’f(xi-q)) is
dan volgens de stelling van Pythagoras gelijk aan

\/(xi—xi_,])2 + (f(xi) - f(xi_q))e. Tellen we deze afstanden op dan krijgen
we de som van de lengten van een stel

é% ///'*“* in de grafiek beschreven koorden; dit
" 4 k 5 5
wordt‘%;% \/(Xi_xi—ﬂ) +(£(xy)-F(x;

Volgens de middelwaardestelling van
de differentiaalrekening is er nu
X

2 X, %, X3 X, ,/: ean met x11<éi<x zodat

g, f(x)-f( ) = (% )f(éu

g
de som wordt dus Z (x, 17Xy k/1 + £ ) . Verfint men nu de verdeling
i=

en laat men de dlam ter tot nul naderen, dan nadert deze som blijkbaar tot

J/rb/ﬂ + f’(x)2 dx, hetgeen de booglengte van de kromme genoemd wordt. Men
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b
schrijft wel y = £(x) en vindt dan //\/1 + y’2dx.
Ngemt men b.v. de halve cirkel y = V/R - -R<x < R) dan is
Jyoo= -——7?==§ﬁen Vﬁ1 + Y' ———7?==§ de booglengte wordt -—:%}==§d
Vr VR
R
.X

= R arcsin T =T7R.

-R

Opgave 96. Bereken de booglengte van het gedeelte van de parabool y =

gelegen tussen x = 0 en x = 2

3
Als een kromme gegeven is door x = f(t), y = g(t), wearin £ en g con-
tinu differentieerbare functies zijn en £ # 0, dan kunnen we de omkeer-

functie h(x) van f£(t) bepalen; er geldt dan Qﬂ = ( ) 1. De kromme is den

, dg dh -1 \/"'”
bepaald door y = g(h(x)) en y' = dt = ~%( ) . Nu lS‘// 1+ y' “ax =
/\/w (282302 & at =/V(df 2 )2dt. Laat b.v. een cirkel

begevcn 21jn door x =R cos §, y =R sin t dan is de booglengte van een

t
gedeelte van de cirkel tussen ty en t, gelijk aanv// v/k—asin-t)2+(3 cos t)At=
t

0
= R(t, -t

).
gp gnaloge wijze kan men ook booglengte definiéren van krommen, die
in de ruimte gelegen zijn. We gaan daar niet op in.
Als f(x,y) een totaal differentieerbare functie is met continue var-
tigle afgeleiden van de cerste orde, gedefinieerd in een gebied G, dat aan
de voorwaarde C voldoet, dan noemen we de verzameling der punten (x,y,2z) in

de ruimte, waarvoor geldt z = f(x,y) een oppervlak in de ruimte. We nemen

%4 een rechthoekje met zijden evenwijdig
‘ met de assen in het 0XY-vlak en een
} [ /! punt é; 7)) daarbinnen. We benaderen
i = :
Lo b | het oppervlak door z = f(% ’Yl) +
l t ] ' i o “'\f
x @_fjg__z_l(x_g)+e_LL_L(y7)
| LAE 7 X
g dat is een stukje plat vliak (raakvlalk).
7ﬁ Noem ter afkortingla£1§§§zll =P =
= tg en?)f éﬁy =q = tg/ﬁ . Er komt nu een parallelogram. Laat het
rechthoekje zijden A x en Ay hebben, dan zijn de zijden van het parallelo-
gram blijkbaar cgsf% en céé%ﬁ ; immers de hoek die zo'n zijde met de over-

eenkomstige zijde van de rechthoek maakt is oX resp./9 . We moeten nu nog
de hoek 99 tussen twee zijden van het raicllelogram hebben. Daarvoor geldt

cos qQ = sin & 51n,Q Dit is met behulp van enige stereometrie als volgt

in te zien (zie figuur), Zet OP, en OP2 ter lengte 1 af. Dan is P P2 =

1 12
2 2 2 _

= OP + OP; - 2 OP,.0P, cos 39 = 2(1 - cos yﬁ); verder is P

.P5

= (sin /A - sin & ) + (cos c<)2 + (cos A )2 = 2(1 - 2 sin & sinA&).
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X
P Hieruit volgt cos 50 = sin X sin/5 .
N De oppervlakte van het parallelogram
: TTe-- 7P . A X AY _ ) 2
/2;' ¥ /W'/”/,u‘/mx is dus === 505 /5 V'l (sin X 81n/3)
) N : ' 5 3
I X covet = : T =
| ﬂ(O ST be AXAY\/’H(‘G;;O() +(tb/3)

:c/‘(j ,,—""/ =£\xAy\/’l+p2+q2. Dit tellen we nu

on over een verdeling van het OXY-
7 vlak in rechthoekjes. Bij verfijning

van de verdeling naderthet blijkbaar totﬂ% + (g—f—(—)g + (%—f]—)gdxdy, het~
geen we de oppervliakte van het oppervlak noemen.

. _ 2 2 .2 2z _ -X
Nemen we b.v. de halve bol z = R™-x"-y , dan isa-i- = == €1

R7=-x"-y
Z -y R
= = ——=—=_cn de oppervlakte dus TEr sy dxdy
° VR x%-y° ~// VR x"y

-x-
2
=R/
0

Y

il

7 R
rdrd 2
= 27TR .

[ Ve

Einde van de cursus.

it
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§ﬂh Reeksen (vervola).
als hi convercent maar
Een reeks heet voorwaardeli jk convergent e J -1) 4
niet absoluut convergent is. Een voorbeeld 1s ce reeks /L. L——————, die

n="1
convergent is met log 2 als som, maar niet absoluut convergent, want
:Ell is divergent. De tot nu toe behandelde convergentiekenmerken lever-

n
den steeds absolute convergentie en zijn dus op voorwaardelijk convergen-

te reeksen niet van toepassing. Een der hulpmicddelen om convergentie van
voorwaardelil jk convergente reeksen aan te tonen 13 partiéle sommatie.

ey
(14.1) (Partigle sommatie). Als asen b rijen zijn en A = gzﬁ 2., dan
geldt ,_ a b = 5 An(bn”bn+1) + Ay
n=1, n="1

q Bewijs: Voor nN> 1 geldt a, = An An 45 verder is qu= Aq, Dus
T_oab = Ab,+ 5 (A -A )b = A, +§:Ab ~ AD =
ﬁ;ﬁ nn 171 déﬁ n n-1"n nep ééﬁ n n+1

N-

E: - n+4) * ANbN'

Als nu de rij An begrensd isg en als de rij bn antitoon en begrensd

is, dan is de reeks 5 A (b _-b . ,) abscluut convergent, want jA | £ C,

n n n

Dy > Py Dby > 00 dus T A (R -by )| < € 5 (o)

~

k=1 | K7

= C(bq—bn+1) < C(b,-b), Wd&PUlt de convergentie volgt (zle opgave .7).

1
Cpgave 97. Als a, > O en als Z% a, begrensd is, dan 1is de reeks 'E: a,

convergent. Bewljs adait.

Om te bewerkstelligen, dat ANbN convergeert, moeten we er nog wat

bij eisen, b.v. dat AN convergeert (dat bN convergeert, volgt al uit de
vroegere eisen), of dat AN begrensd 1s en bN naar nul convergeert. Dit
geeft de volgende criteria:

(1%.2) (Convergentiecriterium van Abel). Als 5 a, convergeert en b

is antitoon en begrensd, dan convergeert 3 annbnu
n n
(14.3) (Convergentiecriterium van Dirichlet). Als 3 a, begrensd 1is en
k="
bn is antitoon en convergent met limiet nul, dan convergeert f?’ anbn

n
Een reeks fg: cn heet alternerend, als voor iedere n geldt:

als ch 3 0, dan Chiq < O en als ch < 0, dan o

afwisselend positief en negatief. We kunnen dan, al naar gelang oq < 0
n n+1
\ ¥ 8] == -
) alof oy (-1) ‘Cn\°
len verder het eerste van deze twee gevallen; het tweede gaat analoog.

> 0. De termen zijn dus

of ¢, > 0, is, schrijven c, = (~1 jc We behande-

_ n ~ G -1)"-1
Kiezen we nu a = (~1)" en b = tcn\j dan is A = ké? a, = L—-%-«-(ga

dat zelf na), dus -1 <A, <0, dus A 1is pegrensd. Als dus \cn\ antitoon
is en naar nul convergeert, levert het criterium van Dirichlet ong, dat
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n (& &

- . . g

> ¢ convergent is. Noem dan >» ¢
L. = — L n L k
n :;/] :'_:::’] & 21{

i
@
o
fa]
0
i
(@]

Als Ch > 0, dan

peldt r ieder natuurli ik getal k., dat C = 4+ S ¢ =
seldt voor ileder natuurli gk getal k, dat nao- “n 53 ne+
i W J
" A e - - 4
= O 4 + = G+ = + tc . C_.
n 5,1 (¢ n+°3 -1 n+23> il ;Lﬁ ( \ n+23~1\ \ n+23\) = Tn
Hieruit volgt C gﬁCnﬁ Als ¢ < O, dan gelat voor ieder natuurlijk gzetal
k K _ \
k., d ' S (e, + C o= ¢ ST e ~le 1)
Cotat Cpop = Oyt %51( 42 =1 Ln+23> 1 jéﬂ (i n+23—4\ !”n+23 V¥
> Cn’ dus C >» C_. Dut levert ons de voleende stelling:
(14.4) (Converpentiecriterium van Leibniz). Als > ¢, alternerend 1is,
e— 1
1
en o als \cn\ antitoon en convergent met limietl nul 1s, dan is Eid h
n
convergent., RBevendien gzeldt, dat, als Cn de navtidle sommen en C de som
< - ' P . N . - -4 -
van g ¢ voorstellen, dot uit ¢ > O volrt C_ 2 C enuit ¢ < O volpt
-~ n ’ n - : n - n
n
Do« C

De parti€le sommen zijn dus beurtelings srorer en kleiner dan de oo,

: , | - (=" o
Met (14.4%) kan cpnieuw de convergentie van i _ —— awngetoond
. n

worden.

e e o . _ ‘ o e 5T sin nx
Quosve ©0. Voor welke waarden van x zijn de reelscn 2 ——= en
ol s n="1

< CoBs nxo R

J T convergent”

=

- _ , o ] i o
ten reeks z: bn heet een verschikking van de reeks ) a s alg er

n n

cen eeneenduidige afbeclding q:(n) van de verzameling der natuurli jke
cctallen op zichzelfl berztazat, zodat bn = Fw(n>n Dit betekent dus, dat
)y -

T

anderc volgorde. Het 1. duidelijk dat dan

de reeks 2 bn dezelflde Termen vevat als 'Er a,, maar eventueel in eccn
}:_ a, ook een verschikiking is
A

van %; ¢ (a, = bY(n) met @ (v(n)) n en rw((y(n)) = n).

- - bl - : : ~ -
(M.5) Als D &, absoluut convergent is en als 7 b een verschikkin.
n
Lg van f;_ a . dan is i:; bn cok absoluut convergent en de som van 2: n
n A ~ n
is dezclfde als de som van »  a_.
“ﬁ" n

Bewljgs: Bij 2 > 0 13, wegens de absolute convergentie van ji‘ a

K

cin Nq te vinden, zodat voor n >N,l geldt 57' i ak§ < 5¢e. Als A de son
=N '|’/l 1’1 v
van 2» an is, 1s er een N2 te vinden, zoc¢ at voor n Ng geldtlA /éw a1lg_

3
i £ . Laat nu b = aq<n) en an bY
M hat grootste der getallen Y ( T(

( zijn. Noem N = max (N 40N ) - en
2), ..., ¥(N). Onder de gCLdLlen
quc..JbM komen dan de gecallen aqg‘..,aN Vooié Voor n 3 M geldt dan
n_ N e ek
\ o P T 5 %n\é~ ﬁéﬁwfh ‘bk\ gy \a’u_ﬁ< 2) MR
(k)

n
Voor n > M geldt dus \A - Aéw bh\ < ¢ » dus ’z: b 1is convergent met som A.
! k= - ’ n

n)
) s

Y
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o

Om te bewljzen dat 5 b, zelfs absoluut convergent is, bedenken we, dat
> jbni ook een verschikking van $f \ is; nwaasen we hieroo het reeds
TT
bewezen gedeelte van de stelline toe, dan vinden we dat'fi&tn\ con-
n

vergeert, dus dat E: b absoluut convergeert.

Voor voorwaardelijk converpgente reeksen weldt (14.5) niet; zelfs

-1

eldt daarvoor de volgende stelling:

{

(14.6) (Stelling van Riemann). Bij sen voorwaa: dclijk convergente reeks

E 8, is een verschilking te vinden, die dwvevpgeert en 1s bilj ileder

refel getal 6 een verschikking te vinden, die convergeert met som & .

Bewljs: We beperken ons gemakshalve biy het bewijs tot het peval,
lat a # O voor alle n. Stel b ~(an + !ani) 1 EM Ja i)
dan 1s a, = bn+cn, n2 0 Cn ¢ 0. Verder geldt voor a > 0, dat
1-> - - o] P 7 1 - P RPUR PR R - - o - . . rmen i O
Vo a, en cn 0O en voo an - 0, cat cn 0 €n n an De termen #

van de¢ reeksen §:_ bn en ji_ ch zijn Jjuist ce positieve, resp. negatic-
ve termen van 8 elk éénmaal getcld. Omdat Z a convergent is
n
.. ~ T o - . LI S - ks 3 o) = ¥ =
<n %_\an\ divergent is, zijn %F Dn &n ;;_01 tei1de divergent. Omdat

57’ bn diverzent 1s en bn » 0 is er bij ilederc C en iledere natuurl: ke

i
n €en natuurlljk getal m te vinden zodat E want als dat noiet
K=n
20 was zouden de partiéle sommen van E: bn tegrensd zljn en dus E:
n

convergent (zie opgave 27). Op analope wijze zien we in, dat er bij 1ede-

re C en iedere natuurlijke n een natuurlik zetsl M te vinden is zodat
%g: ¢ < C. Leat nu o een willekeurig reﬁei\*tfal zlijn. Bepaal eervst
= !
mqnals het kleinste natuurlijke getal, ZOGCT’;;W bk)>c5" vervolgens
41

M, als het kleinste natuurlljke getal zodat F ¢ < o - > b, vervol-

3
K= = -
m2 m/]
gens m, als het kleinste natuurlijke getal zodat S b, >« - 2 b+
—m11ﬁ k=1
M, Mo
- > ¢,.» vervolgens M, als het kleinste natuurlijke getal zodat S
K=1 “ kqu+1
m M m2
< 6 - ’Zf b, - :Z? ¢, - b, , enz. Laat d,,...,d,_ de clementen
=1 K K wgﬁgﬁﬁ K k fq
£ 0 uit D5 ees 0y zijn; dhﬁq,...jdH1 de elementen # 0 uit CsevesCy s
1 . 1
dH1+1""’dh2 de elementen # O uit 0m1+1""’0m03 dh2+1""’uH2 de ele-
menten # O uit CM1+1,...,CM2 enz. Het 1s duidelu gk, dat de reeks f%; dy

een verschikking is van de rceks 2 e, Omdat E Say convergent is, geldt
n n .
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lim a, = 0; bij £ ) 0 18 en dus een N tc vinden zodat voor n > N
n -2 00

celdt §an\< F , maar dan ook ;h < 2 en \cn|<'gx immers b \ g;;an;
T 1

cn icni;’ian\. Kies nu ecen & zoda > Noen M > N. Als num > H ls,
Gan 1is er hetzij een r » k zodat H g n £h, > 1, hetzl] ecn!“> k Z0-
N pS
dat h, £ m <H_-1. In het e¢erstec van ccze twee pevallen is ‘;’ d. <
R N M m H =0
r+1 r+1 r r
d =5 oo+ S ¢ & en E ¢ d. =
J= . J= J= J= J=
m m -
T L = MT ! .
= 2? b+ S e = S o+ g oo+ ¢y » € & In het tweede geval
J . (.5 JZ/} . }= 3 J'—:,‘ rj T
bewljst men op analoge wijze dail ¢ 1 :§,<i]< ¢ & . In beide gevallon
m. o =1
is dus ‘G‘— > dg}'< ¢ Dus >_ d = . Door cen analoge redenering
=19 =1

-

kan een verschikking van de veecks ay, gevoncen worden die divergeert
n
Het in het bovenstasande bewljs gebrulkte vers chikkingsprocédé kan

als volgt in woorden geformuleerd worden. We nemen eerst zoveel posi-
tieve termen van de recks, dat we met de nartr8le som net boven G uit
komen, vervolgens zoveel negatieve termen, dat we met de partidle sonm
van alle reeds gekozen termen net onder 3 uit komen, vervolgens weer
soveel positieve termen, dat we met de partifle som van alle reeds gelio-

zen termen net boven & uit komen, enz.

e O s o e 1A a 14 R .
Onpave 99, Bewiljs dat de recks 1 5 Tt 3 55 + = ETi) o) E

convergeert met 4 log 2 als

53}

IS

om
We gaan uit van twee recksen _ a_ en 57 b, met partigle sommen

n n n
A, en B, gerekend van de index O af. Den is Ankn = ;é% %gg ank. Dit

bestaat dus uit alle producten a b, met g ¢ nen k gn. We willen nu een
o
+,

reeks vormen met deze grootheden als Termen: hicrbili zullen we echter
¢en afspraak moeten maken over dc volgorde, waairin we ze zullen nenen.

Dcze afspreaak ontlenen we aan ecn analogle met machtreeksen. Neewm de

. ~ n S« S S % K
machtrceksen g, x ¢n > by, dan is §Ua. Xt F bkx =
T =0 9 %=0
n n n n+j n m
— T’ j ']—l\' S < ¥ ) n’x — 'q-“—‘ r' m
= X, 2 jbk P L “ij—jﬂ e, ar OJ m'JX N
Jj=C k=0 =0 m=] m=0 =0
+ E > a.b_ .x . Noemen we nu ¢ _= » a.b , dan is c¢_ de
e e DT m L= “im-j3’ i
d=at1  j=m-n ¢ M7 j=0 4 m-d n
e o, m , PR :
codfficignt van % in het product van de pertiflc sommen van de twee
machtreeksen, althans als n > m. We nocmen nu > Ch de productreeks van
n
lekc] -3 *‘::" ) ’ < LT e 5]
de reeksen % a, €n § bnu ils %T a, ¢n < bn convergeren, behoeft

hun productrecks niet te convergeren. Hiervan geven we een voorbeeld.
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AR , -
Neem ao—bo 1=b1=0, an=bn: %Bélﬁ voor n > 2, dan zijn 2; a, en ?fbn
n
convergent (Leibniz). Verder is c, = "z% ajbnnj = :EL ajbn-j =
J= =
n-2 j n-J n-2
= 5 ("1)% (-1) Js - (—’l)n S ] ”
s=3 tog § 1oz (n-j) 55 log J log (n-J)

: . 2
Opgave 100. Bewijs dat voor a > 1 en 1 £ x < 2a-1 geldt (log a)” >
2 log x log (2a-x).
Omdat log j log (n-j)Ag_(log én)g, isfe V> ———212——5 en dit

. ' (log 3n)
—» tovals n > eo. Dus 7 ¢ 1s divergent.
n
De gekozen volgorce van de commatle worct echter toch gerecht-

vaardigd door het feit dat, als de productreeks convergeert, de som
het product 1s van de sommen der oorspronkelijke reeksen en dat de

productreeks absoluut convergeert als beide oorspronkelijke reeksen
absoluut convergeren. Deze beide stellingen zullen we nu bewljzen
Daartoe bewijzen we eerst een hulpstelling.

n
(14.7) Als de rij a convergeert en b_ = —4—- § 1! dan convergeert
n n n+1 K=0
de rij b_en _1lim b_ = _1lim a
n N3 oo n"S o

Bewijs: We beschouwen eerst het geval dat n;igcﬁ an=OL Bij ¢ >0

is een N,1 e vinden, zodat voor n > Nq geldt \an\ < %&J Verder is er
N
1
) 1 = | .
een N, te vinden, zodat voor n > N, geldt —= 5 \ k} < 3¢ Voor

1 n 23 N
n y» max (Nq,Ng) geldt dan gbn\ig T %jw ‘ P zf‘ak\ +

P n . n—Nq : k=0
t — ‘ak\ {3 &t 5 2 £ < e Dus nliﬁ@,bnzo' Als n%iﬁﬁ,a =&,
1 n n
i a - ca = — A5 -
dan 1s n¥§mcm<an a) = 0 en Ppm8 = T é;% 7 A gém % =
. ,l - - Ai1a - 1 - — 9 1 —_
= =7 ﬁéﬁ (ak a), dus nlipo;(on a)=0, dus n%i?aabn = a,.

Opgave 101. Toon aan dat het ompekeerde van (14.7) niet geldt met be-

hulp van de rij a_ = (-7,

(14.8) Als de productreeks van twee convergente reeksen convergent 18,
is de som van de productreeks het product van de sommen van de twee
corspronkelljke reeksen.

Bewijs: Laat de gegeven reeksen , a_ en T b_ zijn met par-
n

n n
n
ti8le sommen resp. An en Bn en sommen resp. A en B. Voor de product-
B n %l %s n n
reeks % ¢ geldt C_ = c, = a.b, . = 3 > a.b, . =
& ‘n "ox=o K ¢=o fmo J K ;éé k=3 J K-
n n-Jj n n N
R .
= " b, = 3 apB = > a_ .B.. Dan 1is C_ =
5%6 V= =g i on-dTy %éé n

a
y
s
= a_ B, = = B, ' B o=
& 2o n-dt o iy i1 T B 325 JN-d
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N N :
S B, + 2 B.(h, .-b). Omdat de rij B convergent is, 1s deze
0 J =0 Y N-J n
N N
rij begrensd: {B_| £ K voor alle n. Dus \EL. C.~ A S Bj 1=
n n=o0 o =0
N 0
Z; Bj(AN_j-A)? £ K }gf YA -A|. Omdat J%;%y;tAjWA\ =0, is, we-
. N
gens (14.7), ook N%ﬁﬁr'”"T ;Z AJ—A = 0, dus
15 o hgk 2By
lim e ~B = B = 0.
niim o T e Cn T £ 7
1 il 1 N
Wegens (14.7) 1is N;gyvg TET ;é: g = B, dus N%i@w e EE
t Lir Cy =
Nu bestaat N;%gus CNj uit (14.7) volgt dan yim o Cy
- 1 s - . . ;
= N%iﬂm ¥O7 ééb C, = AB, waarmee (14.8) bewezen is.

(14.9) Als twee reeksen absoluut convergent zign, dan is hun product-
reeks ook absoluut convergent.
R . %, ot
Bewijs: Laat de reeksen 2 a_ en > b, zijn en A = b

n n k=0

‘zn"j t, dan is Xl s a | \b
Of ) an 1= nn = L JZO\ J‘ \
18}

meg ) ¥

2n —

+ > ‘aj; ‘bm_j‘} < ';f_% f[_“gajy }bm“J\. Laat 2_ ¢, de

m=n+1 j=m-n n

L, ziin en 37 <%f die van fZ: ba
| 2 2nPnn | < ¢ 21l [P = o en

- .
productreeks van 2 a, en >
n

il

en :g; ibn‘b dan 1s jc_}

'E d *< A B_ en dit 1s begrensd omdat 2 X en B' beide convergeren.
iy ™S n n n n
Dus

is T c’ convergent en een majorant van > le, }, dus b c, is
n n n
absoluut convergent.

Men kan zelfs bewljzen, dat de productreecks van twee convergen-
: s ¢ a
te reeksen convergeert, als een van beide reeksen abscluut convergeert

(stelling van Mertens). Wij zullen dit hier echter niet bewijzen.

X4 Xg x1+x2
Opgave 102. Bewl]s met behulp van een productrecks dat e e = € .

We leiden nu nog enkele convergentiecriteria voor reeksen arf.
Hiertoe eerst een hulpstelling:

(14.10) Als a, en bn rijen zijn, als a, > 0 en bn > 0 voor alle n,

a
v 4 ; ; 1 n 1
als E b _divergent is en als _1lim (— - ) = oL bestaat
a 0 S My we by 8o Py ’

dan is %‘ an.convergent als w > 0O en :?' a, divergent als w. £ O.

Bewijs: Als =~ » 0, dan is er een N zodat voor n > N geldt
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a a a n
1 n 1 <2 4 2 n n+-1 o _
e - > o, dus a << (= - +—=), dus p__ a_ =
Pr %ne1 Prn Do thy Py WiNTe f
n-%4 8y a a L
= > g < 2 Bﬁii - BH' < g-bN+1. Hieruit volgt dat de partigle
K=N+1 @~ PN+ n o FUN+H
sommen van 22_ a, begrensd zijn, en, wegens a, > 0, volgt hieruit dat
" n
%T 2, convergent is. Als =L <0, dan is er ecn N zodat voor n > N
a b b
S n g n+1 n+1
geldt =— - « 0, dus a » —— a_, dus a > — 2 =
bn 8,11 bn+1 n+1 bn n n+1 bN+1 N+1
a
N+1 . X ) - < i
e b__, dus a_ is een majorant van P b_. Als » a_conver-
a_ is divergent.

gent was, zou bn het ook zign, dus E: 0
h

(14.11) (Convergentiecriterium van Raabe) Als a, een rij is, als

a_> 0 voor alle n en als 1lim n (=—2— -1 -<) =0, dan is S &
n n 5 ¢ 8n+,l n o n

convergent als < > 1 en e, divergent als G <.
g

a

1js: i 2 _n - =a - 1, De stellin lgt nu
Bewi js n%iyoﬁ(n 5 n 1) 1. De ste g volg
uit (14.10) met b_ = .

(14 .12) (Convergentiecriterium van Gauss) Als a een rij is, als

a
n

’e +‘ ((:) -
a_ 3> O voor alle n en als (a -1 ~<%)n1 begrensd 1s voor een

n
n+1

£ >0, dan is 7 _ a  convergent als <« >1 en c.vergent als ﬂ.§~4,
n

Bewijs: Voor & # 1 volgt

(14.12) direct urt (14.11). We behoe-
ven dus slechts het geval 5°= 1 te beschouwen Omdat _1lim

log n _
N - n n’f =0
(7.9), is _lim ( “n -1 - i)n log n = 0, Nu is ( “n 1 q)n logn=
) s = = ' L - - = gn=
0 —on 8y g n n+1 n

a
= n log n - (n+1)log(n+1) +(n+1) log( 1+ %). Nu is

n+1

1 . _ , log{1+x) _

xlggo (f + 1) log(1+x) = x%i§o (1+x) ~—~%;—~l = ;y dus

g
ml@})/mox_3 (n+1)log(1 + =)

tt

1, dus lim (n log n 4 2 - (n+1)log(n+1))=-"

> n+1
1

Daar j%: TTor @ divergent is (zie blz. 21), mogen we (14.10) met

bn = E-T%E—H toepassen; we concluderen, dat jz_ a, divergent is.
De criteria van Reabe en Gauss zijn biJzo?der brulkbaar als er

een functie f(x) bestaat, die voor x = O zekere differentieerbaur-
2h
n+-1
alle n verondersteld). Laat eerst f(x) continu in 0 zijn. Dan is
an
n-+1
>_ a8, convergent of divergent is naar gelan: £(0) > 1 of £(0) « 1.

B

n

heldseigenschappen bezit, zodat f(%) = 3

(nog steeds is a > 0 voor

lim
n .o a

= f(0) en het criterium van d'Alembert leert ons dat
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We behoeven dus alleen nog f£(0)=1 te beschouwen Veronderstel dan dat
£(x) differentieerbaar is in 0, dan is f(x)=1+xf'(0)+xe(x) met $§g%
)

an _
continu in O en &(0)=0. Hieruit volgt dat lim n ( -1 - —=)=0
- n+1
en het criterium van Raabe leert ons dat Z a  convergent of diver-

n
gent is naar gelang f£'(0) > 1 of £'(0) < 1. We behoeven dus alleen

nog £'(0)=1 te beschouwen. Veronderstel dan dat f(x) twee maal diffe-
rentieerbaar is, dan is (7.1) f(x)=1+x+%x2f”(0)+x251 1

( (x
a 2
tinu in O en €,(0)=0. Hieruit volgt dat ( n+l o4 1)n = 3f£"(0) +
4 a_ n
+ eq(%) en het criterium van Gauss (met & = 1) leert ons dat 7_ 2,
n

x) met &,(x) con-

divergent is.

We zullen dit toelichten aan een reeds eerder behandeld voorbeeld,

o 1
nl. 7 n* met willekeurige reéle o . Substituteer in ?—E—;: nu n=
n - . n+1
dan is f(x) = ——:%———- = (1+x)”7 Nu is £(0)=1 en f'(0)=- x; verder
(x™ '+1)*

is f(x) twee maal differentieerbaar Dus Z: n™ is convergant voor
- > 1, dus voor o< -1 en divergent voor Yx = 1, dus voor o = -1,

We merken verder op, dat voor reeksen 7 a_ met a, # 0 voor alle

n

. : n

n de convergentiecriteria van Raabe en Gauss op Z: lani kunnen wor-
n

den toegepast. Ingeval convergentie gevonden wordt, is 2: a, abso-
n
luut convergent; ingeval divergentie gevonden wordt, kan slechts ge-

concludeerd worden dat Zz a, niet absoluut convergeert, maar niet,
n
dat Zi a, divergeert.
n

Opgave 103. Onderzoek de convergentie van de blnomiaalreeks ZZ (%)xn
voor x = =1, n
Opgave 104. Onderzoek voor welke waarden van « de reeksen ———j———&
Z:(—é;mli——dm convergeren. n (log n)
N, _,\2
n 2°°(n!)

Opgave 105. Onderzoek voor welke waarden van «, B en y de reeks

Z (o +1) .. (x+n)p(p+1) ..
. T R G

p11) convergeert.

9’15° Enkele meetkundige toepassingen van de differentiaalrekening.

We zullen de differentlaalrekening nu toepassen blj de studie van
krommen in het platte vlak. We denken ons een kromme gegeven door een
parametervoorstelling x=f(t), y=g(t), waarin t een interval docorloopt,
X en y rechthoekige coérdinéten in het platte vliak voorstellen en de
functies f en g aan nog nader vast te leggen differentieerbaarheids-
voorwaarden voldoen. De kromme is dan de meetkundige plaats van de
punten (x,y), waarbij een t te vinden is zodat x=f(t), y=g(t).

De grafiek van een functie F(x) kan ook onder deze definitie ge-
bracht worden, n.l x=t,y=F(t).
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Als G(x,y) een totaal differentieerbare functie van twee veran-
derlijken 1is, noemt men de puncen (x,y), waarvoor G(x,y)=0 geldt, ook
wel een Kromme. Als (a,b) een punt is, waarvoor geldt G(a,b)=0 en
%% # 0 in een omgeving van (a,b), dan is er, volgens stelling (11.10)
over impliciete functies, een differentleerbare functie ¢(x), zodat
in een omgeving van (a,b) de punten (x,y) die voldoen aan y= ¢(x) de-
zelfde zijn als de punten (x,y) die voldoen aan G(x,y)=0 In dat ge-
val komen we ook blj ons begrip kromme terecht, mits we ons tot vol-
doend kleline omgevingen beperken. Daar we de rollen van X en y nog
kunnen verwisselen geldt dit voor omgevingen van dle punten waar %%
en %% niet beide nul zijn.

We beschouwen dus een kromme bepaald door x=f(t) en y=g(t) waar-
in f en g differentieerbare functies zijn Het 1s mogelijk, dat bij
twee verschillende waarden van t hetzelfde punt behoort: f(t0)=f(t1)
en g(to)=g(t1) voor to¥t1. Als er willekeurig dicht hij t, nog waar-
den t, zijn waarvoor dit geldt, geldt blijkbaar f'(to)=g‘(to)=0. We
noemen een punt (f(t),g(t)) waarvoor geldt f'(t)=g'(t)=0 een singulicr
punt van de kromme en veronderstellen verder steeds dat een kromme
geen singuliere punten bezit; dan is er bij iedere to een &> 0O, 2o~
dat voor [t-til<e en t#to geldt f(t)#f(to) of g(t)#g(to). Als de pun-
ten (f(t),g(t)) en (f(to),g(to)) verschillend zijn, gaat door deze
twee punten een rechte 1lijn, die tot vergel%%%ig%theeft (g(t)-g(to))x

0)

(x-£(t5))-(£(£)-£(t5)) (y-8(t,))=0, of ook 5—%—?5—--— (x-£(ty)) +

f(t)-f(tp) i
- T, (y-g(uo))zo. Laten we nu t naar t, naderen, dan nadert

deze vergelijking blijkbaar tot g’(to)(x—f(to))-f’(to)(y-g(to))=o, het-
geen de vergell jking is van de raaklijn aan de kromme in het punt
(f(to),g(to))u Dit is in overeenstemming met de definitie van de raak-
1ijn in een punt P van een kromme als de limletstand van een koorde
door P en een ander punt Q van de kromme, als Q tot P nadert. De ge-
vonden vergell jking is inderdaad de vergelijking van een rechte, daar
we verondersteld hebben, dat f’(tO) en g'(to) niet beide nul zijn.

Als de kromme gegeven is door y=F(x), moecten we f(t)=t en g(t)=
F(t) stellen; de vergelijking van de raaklijn wordt dan F'(to)(x-to)+
-(y—F(tO))=Og Noemen we nu t,=x,, dan heeft de raaklijn in (xo,F(xO))
de vergelijking y—F(xO)=F'(xo)(x-xO),

De raaklijn heeft de volgende eigenschap: ledere rechte door
(f(to),g(to)), die niet de raaklijn in dat punt is, wordt door de kro.

me "gesneden", d.w.z. er is een omgeving van t., zodat voor waarden

OJ
van € in dile omgeving van to geldt, dat de punten van de kromme beho-
rende bij t < tO aan de andere kant van de rechte liggen dan de pun-

ten van de kromme behorende bij t > to. Om dit in te zien schrijven
we £(t)=f(ty)+f" (t,) (t-ty)+(t-ty) & (t) en g(t)=g(ty)+e' (ty) (t-t,)+
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+ (t—to)

&1(t) en ¢
€

(t) met &, (t o)=¢ (to)=0 en
2(t) continu in t,. Nemen
>t w nu een willlekeurlge rechte door
t<to (f(to),g(to)) met vergelljking
m(x—f(to»+ﬂ(y—g(to»=o (< en p nilet
beide = 0) en vullen we in het lin-
kerlid van deze vergelijking een punt
(f(t),g(t)) van de kromme in, dan komt er m(f'(to)(t-to)+(t-to)eq(t))v
w481 (tg) (E-ty) +(E-80) &5(£))=(n" (1) 448" () + ey (£) +pey(1)) (E-ty)
Als nu de rechte niet de raaklijn in (f(to),g(to)) is, 1is mf'(to)+
ﬁég‘(to)¥0; we kunnen dan een & > O kiezen zodat voor lt-tyl<e geldt.
dat mf’(to)+pg‘(to)+ aeq(t)+/682(t) hetzelfde teken hecft als af'(to)+
+¢%g‘(to), d.w.z. een vast teken. Door de factor t-to, die er nog
bijkomt, heeft het linkerlid ven de vergelijking verschillend teken,
naar gelang t > 0 of t < O is. Dit betekent Juist dat de kromme aan
verschillende kanten van de rechte ligt naar gelang t > 0 of t < O 1is.
Men zou nu kunnen denken dat in een zekere omgeving van to de
kromme wel aan dezelfde kant van de raaklijn ligt. Dat dit niet het
geval behoeft te zijn toont het volgende voorbeeld. Kies f(t):t en
g(t)=t2 sin % voor t#0 en g(0)=0, dan zijn f(t) en g(t) differentieer-
baar (zie opgave 33). Nemen we nu ty=0, dan is £(0)=0, g(0)=0, £'(0)=1,
g'(0)=0. De vergelijgking van de raaklijn wordt dan y=0, d.w.z. de X-a3
Het is echter duidelijk, dat, hoe klein
! men ook de omgeving van O klest er

altijd nog punten boven en onder de
6/7/;&& X-as liggen.

X We kunnen echter een voorwaarde

Y

geven, waaronder de kromme wel aan één
\ kant van de raaklijn ligt: Stel f(t)
en g(t) twee maal differentleerbaar,
dan 1s £(t) = £(t.)+(t-t) f' (td+3(t-t0) 20" (tg)+(t-t)° e5(t) en g(t)-
“E(5g) +(5-t0) 8 (50) HH(E-0) P (1) #(£t0) &4 () met £5(E)= £,(£)=0
en &B(t) en 54( ) contlnu in t,. Vullen we nu het punt (f(t),g(t))
de raaklijnvergelijking in, dan komt er
8! (£ ((£-t0) T (£ +h(E-t,) 28" (£0) +(6-50) % 25(v)) +
- £ (5, (Bt )g‘<t0>+%<t-to) 8" (ty) +(t-t,) " €, (€)) =
= B8 (£) " (55) -1 (t)e" (tgv2e’ (t) &5(£)-20" (£g) £4(£)) (=27,
Als nu g' t&f” o —f’(to)g (to)%o, dan kan men een ¢ > 0 kiezen, zo-
dat voor 1t~tol< ¢ geldt, dat g'(to)f”(to)—f'(to)g"(to)+2g‘(to)eB(t)+
- 2f'(to)64(t) hetzelfde teken heeft als g'(to)f”(to)-f‘(to)g”(to),
d.w.z. een vast teken. Daar (t-to)2 > 0 voor t#to, heeft het linker-
1id van de vergelijking een vast teken, dus ligt de kromme aan één
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kant van de raaklijn.
4 Een voorbeeld van een punt van
gen kromme waar de zojulst genoemde
voorwaarde niet vervuld 1is, is de
kromme f(t)=t, g(t)=t3 in t,=0. Dan
X is £(0)=0, g(0)=0, £'(0)=1, g'(0)=0,
£"(0)=0, g"(0)Y=0. De raaklijn is de
X-as; g'(0)f"(0)-£'(0)g"(0)=0. De
kromme ligt boven de X-aswor t > O

en onder de X-as voor t < O: het punt is een bulgpunt, d.w.z. een

punt dusdénig dat er een omgeving van t, 18, zodat voor waarden van t

0
in die omgeving van to dekromme voor t > t. aan de ene en voor t < €

aan de andere kant van de raaklijn ligt. ° 0

We noemen een kromme k maal differentieerbaar als de blj deze
kromme behorende functies f(t) en g(t) beide k maal differentieer-
baar zijn.

We hebben dus gevonden:

In een bulgpunt van een twee maal differentieerbare kromme gel”’
g1 (£0) " (£0) -2 (55)&" (£4)=0.

Het omgekeerde geldt niet: als g'(to)f“(to)-f'(to)g"(to)=0,
behoeft het punt (f(to),g(to)) geen buigpunt te zijn. Voorbeeld:
f(t)=t, g(t)=t in tO=O. Op deze kwestie gaan we niet verder in.

Als voorbeeld beschouwen we f(t)=a cos t, g(t)=b sin t met
a>b>0 (ellips). Dan is f'(t)=-a sin t, g'(t)=b cos t, £"(t)=

WU

= -a cos t, g"(t)= -b sin t. De vergelijking van de raaklijn in

(f(to),g(to))=(xo,y0) is b cos t, (x~a cos to)+a sin to(y—b sin to)zoﬁ
ﬂ Xy Ay XX YU |
dus b cos tox + a sin toy = ab, dus X t 5V = ab, dus :;T + 7;?-
Verder is g'(t)f"(t)-f'(t)g"(t) = -ab#0; een ellips heeft geen buig-
punten. Ult x = a cos t, y = b sin t volgt direct dat de elllps ook
voorgesteld wordt door de vergelijking §§-+ %; = 1.
Npgave 106. Revaal de vergelijking van ge raaklljn in een punt van de
parabool f(t) = é%-tg, g(t) = t (p constant en > 0). Bepaal ook de
buigpunten.
Als men een cirkel met straal a
y TS laat "rollen" over de X-as, beschrijft
een punt op de omtrek van deze cirkel
ecen kromme die cycloide genoemd wor”
¢ Blijkbaar is (zie figuur) een parame-
tervoorstelling voor deze kromme de
— X volgende:
f(t) = a(t-sin t), g(t) = a(1-cos t).
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Opgave 107 . Bepa«cl van een cycloide: de singuliere punten, de verge-

l1y%ing van de raaklijn in een willekeurig punt van de cycloide en de
buigpunten Bepaal ook de hoek die een raaklijn met de positieve X-as
maakt. Mask een schetsfiguur van de kromme.

Als een kromme gegeven 1is doo- y=F(x), dan gaat de bulgpuntsvoor-
waarde g'(to)f”(to)—f‘(to)g”(to)zo ove: in F“(XO)=O‘

De rechte 1lijn door een punt van een kromme loodrecht op de raak-
lijn in dat punt heet de normaal in dat punt van de kromme. De verpe-
1ijking van de normaal is blijkbaar P’(t Y(x-f(¢t ))+g (t )(y—g(to))so.
Opgave 108. Bepaal van de kromme bepaald door f(t) e®% cos t, g(t)=

= eat sin t (logarithmische spiraal) de vergelijking van de raaklijn

in een willekeurig punt P van de kromme en toon aan dat de hoek, dile
deze raaklijn maakt met de verbindingslijn van P en de oorsprong van
het codrdinatenstelsel, dezelfde is voor alle »dunten van de kromme.

Uit de analytische meetkunde is bekend, dat als & (x-a)+ B(y-b)=0
de vergelijking van een rechte lijn is, X = a-A®, ¥ = b+ A« met ver-
anderlijke A een parametervoorstelling van dezelfde rechte lijn is.
Een parametervoorstelling voor de raaklijn is dus x=f(t O) Af'(t ),
y=g(to)+,Kg'(tO) en voor de normaal x=f(to)— )g'(t Y, v=g(t )+-Af (tO)L

We lassen nog een opmerking in over singuliere punten. In een sin-
gulier punt van een kromme behoeft geen rasaklijn te bestaan. Neem b.v.

. -
P £(t)=0 voor t {0, f(t)=e voor
X t > 0, g(t)=e voor t &£ 0, g(t)=0
voor t » 0, dan zijn f(t) en g(t)
willekeurig vaak differentieerbaar
5 (zie opgave O4). Voor t=0 krijgen we
een singulier ﬁunt, n.l. het punt (0,0). Het is duidelijk dat de krow-
me in dat punt geen raaklijn bezit. Als echter £(t) en g(t) twee maal
diiferentieerbaar zijn en £"(t) en g"(t) in een singulier punt niet
beide nul zijn, kunnen we over het karakter van de kromme in dat punt
wel iets aantonen Danis, als f'(t Y=g'(t O) =0, f(t)= f(t )+-f"(t Y(t-t
C(etg)? £4(6) en a(t)=8(6g) b (£) (E-t0)2(E-0) 2 g (1) met
&1(t0)" 2(tO)=O en 61(t) en ag(t) continu in t,. De rechte door
(£(t),eg(t)) en (f(to,g(to)) heeft tot vergelijking (g(t)-g(to))(x~f(to))+
-(£(t)-£(ty)) (y-8(ty))=0, of

B(e-0) (8" (£) 2 €5(1)) (x-(£5)) - (£" (£)+2 € ,(£) (y-8(t,)))=0. De rask-
1lijn geeft dus tot vergelijking g”(to)(x-f(to))—f"(to)y—g(to))=0. Met
een geheel analoge methode als hierboven kan men aantonen dat voor een
willekeurige rechte door (f(to),g(to)), die niet de raaklijn is (b.v.

de normaal) geldt, dat voor t voldoende dichtbij tO de punten behorende
bij t « to en de punten behorende bij t ;,to aan dezelfde kant van de

o)



rechte liggen. Het punt 1s een keer-
"~ punt, waarbij we nog de twee moge-
1ijkheden verwachten dat de punten
\\\\\\' behorende bij t > ty en bij t <t
\\\\\\ aan verschillende kanten of aan de-
zelfde kant van de raaklijn liggen.
Dit zijn echter niet de enige moge-
1ijkheden.
Opgave 109. Toon aan dat de singuliere punten van de cycloide (zie op-

gave 107) keerpunten zijn en bepaal in een dergeliljk punt de vergelilj-
king van de raaklijn. )
Opgave 110. Toon aan dat van de kromme bepaald door f(t)=t2, g(t)=t4+tb

het punt behorende bij t=0 een keerpunt 1s, in de omgeving waarvan de

kromme aan één kant vaen de raaklijn ligt.
Opgave 111. Toon aan dat van de kromme bepaald door f(t)=t2, g(t)=
—t" sin % voor t # 0 en g(0)=0 het punt behorende bij t=0 een keerpunt

is en onderzoek het gedrag van de kromme voor waarden van t in de omge-

ving van O.

We keren nu weer terug tot de veronderstelling, dat de beschouwde
krommen geen singuliere punten bevatten. We maken nog enige afspraken
ter verkorting van de notatie. We schrijven f(tk)=xk en g(tk)=yk voor
k=0,1,2,..., d.W.2Z. (Xk’yk) is het punt van de kromme behorende bij de
parameterwaarde tk‘ Verder laten we het argument t weg als er geen ge-
vaar voor misverstand is; we schrijven dan dus f, g, f', g' enz.

We veronderstellen nu, dat de functies f en g twee maal differen-
tieerbaar zijn met continue tweede afgeleiden. We noemen de kromme dan
twee maal continu differentieerbaar (en analoog laten voor hogere afge-
leiden). We gaan nu met een cirkel iets analoogs doen, als we in het
voorafgaande met een rechte 1lijn gedaan hebben. We willen een cirkel
leggen door drie punten van de kromme en de limietstand van deze cirkel
bepalen als we twee van de drie punten tot het vastgehouden derde laten
naderen. Door drie punten van het platte vlak gaat één en slechts één
éirkel, mits die drie punten niet op één rechte liggen. Nu kunnen drie
punten van een kromme zeer wel op één rechte liggen. We onderzoeken nu
de consequenties van de veronderstelling dat er in een willekeurig
kleine omgeving van to nog van elkaar en van to verschillende getallen
t1 en t2 ziJjn, zodat de drie punten behorende bi]j to, ‘c,1 en t2 op een
rechte liggen. Laat deze rechte de vergelijking ou(xnxo)+-ﬁ(y—yo)=o
(e~en 3nilet beide =0) hebben. Dan is de functie ot (£-x4)+ R(g-y,) een
differentieerbare functie van t, die voor to, t1 en t2 de waarde O heeft.
Volgens de stelling van Rolle zijn er dan hiertussen twee verschillende
vetallen t3 en t&' waar de afgeleide functie oLf'+ Bg' de waarde O heeft,.
Deze functie is weer differentieerbaar; nogmaal volgens de stelling van



Rolle is er een getal t5 tussen t3 en tq, waare&f”+—@g” de waarde nul
heeft. Er geldt dus obf’(t3)+ ﬁg'(t3)=o en oLf”(‘tj)+ {Bg”(tS):O‘ omdat
#hen D niet beide nul zijn, geldt dus f‘(tB)g”(t5)-g'(tB)f”(tS)zo. Daar
we tq en t2 willekeurig dicht bi] tO kunnen kiezen, geldt op grond van
de continufteit ook f'(to)g”(to)ng'(to)f”(to)=0.

We veronderstellen nu dat voor de beschouwde kromme geldt f'g'+
- g'f" # 0. De kromme bezit dus geen buigpunten. Verder heeft op grond
van de contilnuiteit f'g'-g'f" een vast teken. Verder geldt nu, dat bij
iedere to een € > 0 te vinden is zodat als tq en t2 van elkaar en van
to verschillen en als \tq“tc)\< € €n ‘tg"to\ £ & de drie punten van
de kromme behorende bij to, i:,1 en t2 niet op een rechte liggen, zodat
door deze drie punten één en slechts één cirkel gaat. Laat de vergelij-
king van deze cirkel (x—ca)2+(yﬁ @)2~ Q?=O zijn; het punt (&, B) is
dus het middelpunt en @ > O de straal van deze cirkel. Dan is de func-
tie (f—ck)2+(g— @)2— 62 cen differentieerbare functie van t, die voor
to, tq en t2 de waarde O heeft. Op grond van de stelling van Rolle zijn
er dan hiertussen verschillende getallen t3 en t) waar 2(f~-o) ' +2(e-0)g!
de waarde O heeft. Nogmaals volgens Rolle 1is er een getal t5 tussen t3
en t), waar 2(f’)2+2(f—cLJf”+2(g')2+2(g—(B)g" de waarde O heeft. Er guoldt
dus
(£(t5) =)0 (63)+(g()- PIg’ (tg)=0 2}_
(£(tg)-on) " (b)) H{al(tg)- @la"(tg)=~(f"(t5)) - (g (t5))
Er is een £, > 0 zodat uit ju-tyl < Een jv-t ) < g, volgt, dat
fr(w)g"(v)-g' (W) r"(v) # 0. Als dat n.l. niet zo was zou daaruit volgen,
dat f’(to)g”(to)-g‘(to)f“(tO)zo,.hetgeen niet het geval is. Als nu t,
en t, zo gekozen worden, dat 5t4“tot < &4 €0 )t2~t0' < &, geldt, den
geldt ook |t3—to‘ < &, en ;tB-tOQ < €4, zodat f'(tB)g"(tS)-g'(tB)f”(tS)#o
Dan kunnen op grond van het bovenstaande en op grond van de theorie van
de lineaire vergelijkingen oten (3 geschreven worden als breuken, waar-
van de tellers gehele rationale functies van f(tB)’ g(tB), f‘(t3),
g'(tB), f(t5), g(tB), f‘(t5), g‘(tS), f”(t5) en g”(tB) zijn en de beide
noemers gelijk zijn aan f'(tB)g”(tB)_g'(tB)f”(t5), Laten we nu t, en
t2 tot to naderen, dan naderen t3 en t5 ook tot to
(» elk tot een bepaalde limietwaarde a resp. b. Dezc a en b zijn dan te
vinden uit
(£(tg)-a) " (t5)+(8(tg)-b)g’ (£5)=0 , o]
(£(t5)-a) " (55) +(&( ) -0)&" (£ == (£ (£5)) *4" ()
Lost men hieruit a en b op, dan vindt meg
(o) - et (en (£1(6)) %4 ()"

0 0/ TT{ESTE (T5) & (Tg) T (ts)
(£1(t5))%4(e" (8,))°

TT{T I (Ty) -8 (Ty) L (Eg)

en dus naderen =L en

i

a

b= g(to) + f'(’co)



Het punt (a,b) heet het krommingsmiddelpunt behorende bij het punt
(xo,yo) van de kromme. Uit de parametervoorsteliing van de normaal
volgt direct, dat het op de normaal in (xo,yo) van de kromme ligt. Uit
e Ez(f(tq)-&*J2+(g(tq)—(5)2 volgt, dat, als we t, en t, tot t8 laten
naderen, @ 2 nadert tot een limiectwaarde (f(to)»a)2+(g(to)~b)

) 2 2
U () (5))5)

(£ (tg)e"(to) -2 (t)f" (55))

= 0 zijn, > O is en dus gelijk aan R2 met R > O gesteld kan worden.
Dan 1is

5 , die, omdat f'(to) en g'(tO) niet beide

(£ (tg)+a' (£))/2
T e Tt g & g T g

R heet de kromtestraal behorende blj het punt (xo,yo) van de kromme.

R =

De limietstand van de cirkel door (xo,yo), (xq,yq) en (xe,y2) als t1 en

t? tot to‘naderen is de cirkel met middelpunt (a,b) en straal R; deze

cirkel heet de kromtecirkel in het punt (xo,yo) van de kromme. Omdat

het middelpunt van deze cirkel op de normaal in (xo,yo) van de kromme
ligt en de cirkel door (xo,yo) gaat, vallen de raaklijnen van de kromme
en van de kromtecirkel 1n (xo,yo) samen,

Er is nopy een andere manier om het krommingsmiddelpunt te vinden,
n.l. als de limietstand van het snijpunt van de normalen in (xo,yo) en
(xq,yq) als t, tot t,
evenwl jdig zijn of samenvallen; in dat geval is blijkbaar f'(to)g'(t1)+
—g'(t&f'(t1)=o. Dan is f'(to)g'(t)-g'(to)f'(t) cen differentieerbare
functie die voor t. en t1 de waarde O heeft. Dus er is een getal t2 tus -

0
sen t, en t, waar f‘(to)g”(t)-g'(to)f”(t) de waarde O heeft. Als er nu

willegeuriquicht bij t
(Xoxyo) en (Xq,yq) evenwl jdig of samenvallend zijn, geldt wegens de con-
tinuiteit f‘(to)g”(te)~g‘(to)f”(to)=00 We hebben echter verondersteld,
dat dit niet geldt. Dus er is bij ty een & > O zodat uit \tq'to\ <E
volgt dat de normalen in (xo,yo) en (xq,yq) elkaar snijden. Als (QLq, @1)
het snijpunt 1s geldt dat f'(oL1~f)+g'( ﬁq—g) een differentieerbare
functie 1s die voor tO en tq de waarde O heeft. Er is dus een t2 ftussen
ty en t,, zodat f"(oLq-f)a(f')2+g”((&1~g)—(g')2 voor t, de waarde O
heeft. Er geldt dus ‘
: - g 0 .

R i e MR |

o) (suy=£(8,)) 48" (£,) (P 4-8(£))=(F (£,)) +(8" (t,))
Op geheel analoge wijze als hierboven is geschied, kan hieruit gecon-
cludeerd worden, dat, als we t1 tot to laten naderen, ok en.\};1 elk tot
een limietwaarde naderen, die juist a, resp. b is. Het snijpunt van de
normalen nadert dus tot het krommingsmiddelpunt.

Bilj ieder punt van de kromme behoort een krommingsmiddelpunt. Laten
we het punt de kromme doorlopen, dan doorloopt het krommingsmiddelpunt

nadert. De normalen in (xo,yo) en (xq,yq) kunnen

o noe waarden tq zijn, zodat de normalen in
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een kromme x = h(t), y = k(t), gegeven door:
2
f‘l + i
h = f - f{‘ (f‘éu_é%flr s
2 2
1{ = 2 f' (f')n+(g|n
T T

Deze kromme heet de evoluut of ontwondene van de oorspronkelijke krom-

me. De betekenis van dezc naam zal later verklaard worden.

We veronderstellen nu dat de oo.spronkelijke kromme drie maal cou-
tinu differentieerbaar is, dan is de evoluut continu differentieerbear.
We weten echter nop niet of de evoluut singulierc punten bezit.

2 2\3/2
) 5 J

De functie r = ((f )_j(& )”)

J e gt
stralen als functie van de parameter op de kromme.

geeft ons de lengte van de kromte-

Ter afkorting vocren we in de hulpfunctie © = “Frgm
den is h = f-g'@ , k = g+f'@Q . Verder is h' = '-g'¢ -g' @', k' =
= g'+f'Q +f' ¢ '+ Maar

2"

2 H oit 2 1 1 3}
Do e o (E) Tt (P - (g ) T o P 4g!
f e (P T g -Iz-,—gﬂjé%r s

. 2/\” 2 1 . 2 " . n
Y _ el -(g) e+ ()T (gt )R Tt gt
gt + 7@ = e g T = £ ngvth%w .

Cus
f,fn_’_\, i
h' = -g! (flg' __glf” + ({)'):

flf',—{-l"' “
o (g 9

Hieruit volgt direct, dat de normalen van dec ooirspronkelijke kirom-

I
f
ie]

~
il

me de raaklijnen van de evoluut zijn.

Voor ieder reéel getal XN # O defini&ren we sgn A (spreek uit:
signum A ) als +1 als A>0en -1 als A < 0. Dan is r =
= (sgn P )((f')2+(g')2)5qu Hierin 1s sgn @ een constante. Nu 3s

((ii;ef{g)z)— ¢ +(1)%(eN®)7 ¢1) -

(sen g )((r)2:(g")?)°

Hieruit volgt, dat van de evoluut die en slechts die punten singu-

v' = (sgn @)

lier zijn voor welks parameter geldt r'=0. Voeren we ter afkorting in

1 o, o~ " o) A
Y= Freriirdr g, denas (05D F=((£) 718N ¥E, zodat gelat

\/2h')2+(k')2 = (sgn @ Y(sgn ¥y )r'. We veronderstellen nu dat voor
onze kromme (of voor het beschouwde zedeelte van onze kromme) geldt

r' # 0, dus W # 0; dan 1is sgn Y een constante. Geven we de booglengte
(zie plz. 101) van het gedeelte van de evoluut gelegen tussen de punten
met parameterwaarden A en i aan met (A, ), dan is (A, n) =

= J;LAV/ (h‘(‘c))2 + (k'(‘t))zd‘n en er geldt dan blijkbaar: G'(to,t) +
- (sgn @ )(sgn ¥ )r = C, waarin C een constante is, afhankelijk van dc

keuze van tO‘ Om de meetkundige betekenis hiervan te kunnen inzien, moec-



ten we eerst nog enige tekenkwestles regelen,

Laat een kromme gegeven z'.jn door de functres f(t) en g(t) en laat
r(t) = f(to) + f'(to)(t»tO) + (t-ty) eq(t) en g{t) = g(to) + g‘(to)(t—to)+
+(e-tg)e. {1) i neg, (L) = e5(ty) = 0 en ¢,(t) en e,(t) continu in t,.
Vullen we een punt van de kromme in in het linkerlid f'(to)(xnf(to)) +
+ g'(to)(y~g(to)) van de normaalvergelijking, dan komt er

(-t )£ (0% + (B (()® + £(ky) e,(6) + &' (£y) £,(F)) en dit us,
voor t in een omgeving van tO,:>O voor T > to en <0 voor t <« to. Vullen
we nu een punt (f(to) +;\f‘(to), g(to) +-Ag’(to)) van de raaklijn aan

de kromme in in hetzelfde linkerlid van de normaalvergelijking, dan

komt er :\((f‘(to))2 i (g‘(to))g) en dit is > O voor X > 0 en < O voor
A < 0. De punten van de kromme met

t >t (resp. t < to) en de punten
van de raaklijn met A > O (resp.

A < 0) liggen dus aan dezelfde kant
van de normaal.

Een punt op een raaklijn van de

evoluut 1s (h+ Ah', k+ Ak'), d.w.z.
(f-g'y -~ Ag'y , g+f'¢ + Af'y ). Nu
ligt het punt met dezelfde parameterwaarde van de oorspronkeliljke kromne
op deze raaklijn. Voor de bijbehorende waarde van A geldt dan blijk-
baar ¢+AY = 0, dus A = - {%, dus sgn A = - (sgn¢ )(sgn ¢ ) en we
vinden de betrekking G(to,t) + {(sgn A )r = C.

We veronderstellen nu eerst dat A > O 1s. De situatie is dan, zo-
' als hiernaast is getekend (de pijl
geeft de richting aan, waarin de pa-
rameterwaarde toeneemt). Het punt van

de oorspronkelljke kromme ligt op de

\;& kromme
raaklign aan de evoluut in de rich-

7
-
///ézﬁ : | fing van de toenemende t. Verder is
¢ t ~.
- de lengte van het stuk langs de raak-
% evoluut: lign van de evoluut tot de oorspron-

kelljke kromme gelijk aan r (kromte-
straal). De betrekking <r(t0,t)+r = C zegt nu dat voor t > tO de boog-
0 en t plus de

lengte van het stuk van de racklijn aan de evoluut tot aan de oorspron-

lengte van de evoluut tussen de punten met parameters t

telijke kromme constanti is. We kunnen dit ook mechanisch beschrijven.
Denkt men zich een draad langs de evoluut gespannen en wikkelt men deze
af, terwijl men de dread steeds strak gespannen houdt, dan vindt men de
oorspronkeli jke kromme terug als de lengte van de drasd geschikt gekozen
wordt: daarom noemt men de oorspronkelijke kromme een evolvente of ont ~

windende van de evoluut. De naam evoluut is daarmee ook verklaard. We

spreken van een evolvente, daar men door verschillende draadlengten te
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kiezen verschillende evolventen bij &én wromae ken vinden
Het geval dat A < O is kunnen we op analoge wijze behandcelen,
De situatie is nu, zoals hiernacst

getekend. Verder 1is a‘(to,t) -1 =

Kiezen we nu een ﬁq groter dan de be-
schouwde waarden van t, dan 1is
o (to,t) = 0 (tO’t’l) - G‘(t,tq), dus

v (t,tq) T o= <r(to,tq) -C=C,
Ook nu 1s ¢o¢ oorspronkelijke kromme
een evolvent van zijn evoluut; het
afwikkelen geschiedt nu echter in dc
andere richting. Hiermee hebben we het volgende gevonden.

Een drie maal continu differentieerbare vromme x = £{t), v = g(t),
R , £ it et ,
wzaxvoor geldt frg" -~ g " £ 0 en %waiQTéw - @' # 0, waarin ¢ =

g ~g'1
( r ' ) *(g ) 3 - 4 — o
= S gT-g T is een evolvente van zijn evoluut.

Opgave 112. Bepaal de evoluut van de ellips {(t) = a cos t, g(t) =

= b sin t. Bepaal de singuliere punten van dc¢ evoluut en maak een schet. -
figuur.

Opgave 113. Bepaal de evoluut van de cycloide {(t) = a(t-sin t), g(t) =

= a(1~-cos t) en bewlys dat deze congruent is met de gegeven cycloide.

De omgekeerde stelling det een kromme de evoluut is van al zijn evol-
venten bewljzen we nu.

Laat een continu differentieerbare kromme gegeven zijn door x = (1),

v = g(t), dan is een evolvente bepasld door « = h(t), y = k(t), waarin
] NEA)
h=f+Af'", k = g+ Ag!, wazarin A bepaald 13 door A\/( N (gt)”
[t
R /
b+ Vo(e' (T )) +g'(v )) = C, Ter afkorting voeren we in
E
2, w )
t )) ( (L )) atT , dan iz A= % e G
: (r)%+(g )
0
. Y fw \ glu‘) T o - 5 |
h = f + -, K = g + - e, Verder is w' =
3 } ' z =Y
((£)%+(g")") ((£)%+(2)7)®
= ~((f‘)2+(g')2)5¢ Veronderstel nu, dat de gegeven kromme twee maal con-
tinu differentieerbaar is. Dan is h' = ' + ———0pt f‘“t)
N ()T |
+ o { ) en ko= g o+ o+ £ )
2 # £ NENT ) 2\ 5
((r1)%(gn)?): (e (£ )7 |
Nu 1is ( £ - £ +(g')‘")é*f"~i”‘(f‘f"'+g'5;)((l“*)”—w(g*)"‘)” )
((£)%+(e")")? (£1)"+(g")
- . fggn__g,fn . 5! t B ' f‘f:;”'“glf“
e —s————5—y75 &0 analo 008 (—— ‘\25)“f’ 7, P 3%
((£1)+(g") ") ((£)"+(g)7) ((£)"+ ("))

20 vinden we



' 1 "‘-’(f'g”“glf“)
h = -8 5
((£1)2+(g")5)/2
o w(rigtogien)
kt = !
((£1)%+(g1)")2/?

Hieruit volgt dat de raaklijn aan de evolvente loodrecht staat op de
raaklijn aan de ocorspronkelijke kromme. Men drukt dit wel uit door te
zeggen dat de evolvente een orthogonale trajectorie is van de raaklijnen

van de oorspronkelijke kromme.
le veronderstellen nu dat f'g'-g'f" # 0 en w # 0, dan heeft de
cvolvente geen singuliere punten. (In een punt, waar w = 0 zou ziljn,
zou de evolvente de oorspronkel.jke kromme snijden.) Om van de evolvente
de evoluut te kunnen bepalen, verondcrstellen we de gegeven kromme dric
maal continu differenticerbaar. Ter afkorting voeren we in g =
w(f'g'-g'f")

B ((f1)2+(g|) )3/2’ den is h' = - g't , k' =f'g , dus h" = -g'c -g' &',
k" = f'g 4+ frg ', dus h'k" - k'h" = '§é?”)§ . Verder isf‘\
(h')%4(k)? = ‘52((f’)2+(g*)2). Dus h _p b ,"klfﬁ,‘ = F + ((f')&—"(‘gl)g{z,’. .
- s (gzé?fégéze = f en evenzo k + h' (Eg&urkghzg = g. Als evoluut vén

de cvvolvente vinden we dus de oorspronkelijke kromme terug. We hebben
dus gevonden:

Een drie maal continu differentieerbare kromme x = £{t), v = g(t),
waarvoor geldt f'g" - g'f" # 0, is de evoluut van elk zijner evolventen,
die de oorspronkelijke kromme nict snijdt.

Opgave 114, Bepaal de evolventen van de cycloide f(t) = a(t-sin t),
g(t) = a(1-cos t) en laat zien dat er voor cen bepsalde keuze van dc
constante C weer een cycloide ultkomt.

Onder de kromming x 1in een punt van cen kromme verstesn we de ver-

andering van de hoek «x , die de raal-

y 11jn met de positieve X-as maakt per
e booglengte--eenheid. De booglengte o =
ol t
=/ (£ (T NP ()P %aT, aus o=
o 2\% .
= (£')+(g'))% Verder is o GLepeald
° ] X door f’((”‘)q -(g') )"% = cosoL €n
g‘((f') +g' )?)_% = sinow . Als in
het beschouwde punt ! ¥ 0 1is, gaan we de tweede betrekklng differen-
satren en vinden g"((£1)%4(g1)%) % - g1 ((20)%4(g1)%) "V (0 0gre") -
= cosx = o £1((£) () ) E, qus gl((£)%4(8)?) - g (egrg") -
= % TH(£)%4(g)?), qus o = LECEE g o oel
(£)"+(g") T

f’g”-—g'f‘" .
((f')2+(g’)2)3/20 Als 1n het beschouwde punt f* = 0, dus g' # 0 is,




differentisfren we de eerste betrekking voor « en vinden hetzelfde re-
sultaat voor «', dus voor x . De kromming is dus op het teken na gelijk
aan het omgekeerde van de kromtestraal. De kromming hecft echter ook zin
aleg ©'g"-g'f" = 0 en 15 dan nul; men zegt wel dat de kromtestraal dan
oncindlg is.

Ten slotte maken we nog een opmerking over krommen, die door eeén
impliciete vergelijking G(x,y) = O gegeven zijn. Zoals we reeds opmerk-
ten 1s, als G(x,y) continu partiéel dlfféféﬂt“@b’“aar is, in een omge-
aG # 0 of # 0, de kromme door

cen cxpliciete functie voor te stellcn, In dat geval 1s dus de hicrboven

ving van een punt van de kromme waar

[

gepeven behandelingswijze van toepassing. We beschouwen nu  het geval,
; 2G - - e :
ast ﬁé% = %g}-: O 1s, nog 1ets nader. Een dergelijk punt heet cen ginfu-
Lier punt van de kromme; we merken op, dat dit een ander begrip singu-

lier punt is dan dat, hetgeen optreedt bij krommen in parametervoorstel-

ling. R
- EG(XO:’B'O)
We nemen dus aan, dat voor (x.,v.) geldt G(x~;Y~) =

20(x 1,7 .) 0’70 “0270 RS

AT 3 5
= ~u—~§%ril~ = 0. Om de zaak niet te ingewilkkeld te maken, nemen we ver-
der aan dat G(x,y) twee naal cogglnu 1£ferenuleerbaar is en dat in
(x.,v~) minstens één van o C, ? Q en el nict gelijk aan nul 1is.

0’70 aXE XY ay2

We beschouwen c¢en 1n een omgeving van (xo,yo) twee maal continu
differentieerbare functie F(x,y). Noem § = xo+t(x—x0), n = yo+t(y~yo)
en £(t) = P(x +t(x-%2.), yat+t(y-y~)), dan 1s ©(0) = F(x } en £(1) =

0 0 0 0 5
= F(x,y). Verder is '(t) 2 2 (x-x, )2
(24

~
. 3 .
> ?E:;%_ gnp(y -y ) Volgens de formule van Taylor met

estterm van Lagrange (10,4) geldt £(1) = £(0) + £'(0) + 2" () met

0’90

oK 7
Telxg) * %ﬁ(Y~yo) en £'(t) =

= == +
o 5

[

(x-x3) (y-v5) +

"5

0= ¥ = 1. Voor (x,¥) # (x,,¥) geldt dan F(x,¥) = F(xg,y,) +
9P (x4, 2F(x5;7,) |
+ ~—?E;-~— (x—xo) + —~—§E*——“'(J"y0) +
2%F (%, 7.) ¥ ) 2°R( )
[ p o (X Yy Jd X \Y
P 0°°0 2 0’70 4 0°70 o
bk - - - (555"
L &gg (X Xo) + 2 35,372 (X Xo)(y :\/O> + arlg \y YC> b
2 2 u
((e-x0) " + (v-v4)7) & (x,7), waarin &(x,y) =
2 B} 2
- % 0°F(g ,n) _ 2 F(*gs¥o) :
2 2 ~. P B )
(x-50) “+(y-v,) 2k 9g °
2
' (X Xo)(y‘yo) a‘-—F(g , 72) _ 3 F(Xosyo) N
(X~KO)2+(y~YO)2 259N 75 on
2 o
(y-v4) 52 0°F(x4,Y,)
N 0 2 ’ E
: - - F(s éw ) O 07y, pit geldt, als we e (X ,y.)—
(X“':’(*()) +(y"yo) b?’l 3’7 < O 0

= 0 stellen, ook voor x = s ¥ = Vg bovendien is dan ¢ (x,y) continu

in (x0,54) -



Passen we dit nu toe op de hierbovul gcecgeven functie G(x,y), dan

2
vindbn we, als we ter alkorting p = 3 s, 4 = 5757 égn 8 =
x
2 “6(x0:7p) ‘ 2 2
= 5 schrijven: G(x,y) = 2(p(x-x,)% + 2a(x-x) (y-yo)+s(v-¥,) ")+
2y°

+ )2 + (y~yo)2) £ (x,y) met & (xo,yo) =0 en & (x,y) continu in
<X0’yo)° Voeren we in de omgeving van (xo,yo) poolcodrdinaten in door
X = xo+r cos @ , y = yo+—r sin @ , dan komt er G(xo+r Ccos @ , yOJ.-r sin fP) =

L
&

;._r'g(p(cos ® )2 + 29 cos @ sin @ + s(sin P )2) +
2]

+5rTg (xo+r' cos @ , Y,Fr sin <p) Voor de punten (x,y) # (xo,yo) waar -

voor G(x ,y) = 0, geldt,dus, wegens r # 0, p(cos @ )2 + 29 cos @ sin(p +
an\? ) + &(xo+r cos ¢ , Yytr sin g ) = 0. Nu is (cos cg)

= .(1+cos 29), (sin @ )2 = $(1-cos 2Q), cos @ sSing = 3 sin 2.

e kunnen dus ook schrijven: p+s+(p-s) cos 2@ + 2q sin 2 @ +

+ 2 £(Ao+r cos @ , Yytr suup) 0. We veronders cellen nu voorlopig,

dat niet geldt p = s en g = 0, dan is '\/4(1 +(p- u) > 0. We kunnen dan

N - - 29 g = D-S ]

o bepalen, zodat sin oh = /\/l'rq2+(p—s)wa’ COS ot = '\/4q2+(p-s)2ﬂ Dan 1is
. 2 2

p+s+(p-g) cos 2 ® + 2g sin 2 Q = p+s+\/4q +(p-#)" cos(2¢@ -oL). Veronder-
etel nu eerst ps > q2 dan_is (pm) > 4q2+(p~-ss)2, dus lp+si >
>\/4q?+(p—s)2 dus }p+s+\/4q +(p-~ 5)2 cos(2@ -d\)\ > tp+s| +

4q?‘+(p-s)2 > 0. Er is nu een &> 0, zodat, als | x-x \( o,
Ly-v, <b 5, geldt Y e(x,v)\ < 5(}p+s) \/llq +(p- 5)2), Dan is zeker p+s+
+(p~s) cos 2@ + 29 sin 29 + 2&(x0+r cos @ , ¥ytr sin @ ) # 0, dus
G(x,y) # 0 voor (x,y) # (xo,yo)u Het punt (x O’"O) is een geisoleerd
punt van de kromme: er is cen omgeving van (Ao,yo) te vinden, waarbinnen
behalve (xo,yo) geen verdere punten van de kromme liggen. In het geval
dat p = 8 en g = 0 vinden we op analoge wijze een geisoleerd punt: dan
1s ook ps > qg‘,

1s ps < s Ipss) « A/ig2 2 »
Als ps « g™, dan 1s {p+si & La®+(p=-8)7; we kunnen dan cen @ Kic-

T

zén zodat cos W = - —

—=, dan 1s w # nT voor alle gehele n.

Dan is p+s+\/14q +(p- q) cos(2q-o) = '\/’+q2+(':9~-~f~3)2(cos(2ﬂ?~O‘V)«COS w )=

= “2’\/)"QL+(D°S)£ sin (@ ~f+iw) sin (@ -Fot-4 w) en dit is nul voor

L kY ' - i s 2
P=50%-5W+ n® en voor @ = 5 o+ 5 W+ ntW (n willekeurig geheel),
d.w.z. in twee richtingen gaande door het punt (:co,yo)., Deze twece rich-
‘tinge? zijn verschillend wegens w # nw ., Kiczen we nu een £ > 0 en

< zw, dan 1s, als | @ -dL+w-nTl}
>Een @ -ak-3w-nT| > €& voor alle
gehele n,ipisﬁ\/llq +(p~s)écos(2<p-au)]
)2'\/ “+(p- s)g(sma )2>O. Er is
den een &> 0, zodat, als ) x-xa) < 5,

W




—— e . e - —— - -

'rrataz: Op blz. 123 toevoegen bilj de keuze van w, dat O<w <7 en bl

e keuze van &, dat €< (r-w).

Vg ) < J, geldt le(x,y)] < V/4q2+(pus)2(sin e)2°In een voldoend kle r.
peving van (xo,yo) geldt dus, als ¢ @aan bovenstaande ongeli jkheden
doet, G(x,V) # 0. Alle eventuele punten van de kromme hebben dus ii:

2 omgeving een ¢ die minder dan & verschilt van de twee zojuist ge-
.. ‘en richtingen (ze liggen dus in het gebiled, dat in de figuur gear-
copd is). Voor ¢ = $x-jw nm+e geldt p+s+ V4q2+(p-s)2cos(2@—m) =
P\V4q2+(p-s)gsin& sin(w-¢) > 2\/4q2+(p-s)2(sin 5)2:> 0O wegens

Cw-g < T=38; voor ¢ = sa-swinm-¢ geldt p+s+\/4q2+(p-s)?bos(2¢»m) =

= MQ\/4QE+(p-s)Qsina sin(w+e) < - 2\V4q2+(p—s)?(sin a)2 < O wegens

Se < wd e <=6, Verder geldt, als r < ¢ , ook |x-x

s le (2, ¥)] < v’4q2+(p~s)2(sin a)2

Yo - Yw+ nm +e heeft G(x,y) dus het tegengestelde teken als voor die

ol<é en ly-yol<d,

. Voor eenr met 0 < r<d en ¢ =

ven ¢ = S~ tw+ nw ¢, BEr is dus een waarde van ¢ daartussen gelegen
waarvoor G(x,y) = 0. Voor ¢ = 2« + Zw+ N7 -¢ en 9= sx + 3w+ 07 + £
neldt een analoge redenering. Meetkundilg betekent dit dus dat op de om--
trek van de cirkel met middelpunt in (xo,yo) een straal r <96, in elk von
e vier in bovenstaande figuur gearceerde hoeken minstens één punt van
e kromme ligt en buiten het gearceerde gebied geen punt van de kromme
'gt. De koorde die een dergelijk punt en het punt (xo,yo) verbindt,
ralkt met één van de beide 1ijnen door (x4s¥y) bepaald door ¢ = 4(x-w)
n ¢= (e+w) een hoek <e.
Door ¢ naar nul te laten naderen,
zien we dat er twee limietstanden
van koorden ziljn.
De kromme bestaat in (xo,yo) uLt

twee takken, die elk een raaklijn

hebben (taktangenten). Een dergeli jk

punt heet een knooppunt. De taktan-
) genten worden gevonden ult
p(xmx0)8+?q(x"xo)(ywyo)+s(y—yo)2 = 0, hetgeen de vergelijking is van een
Lt nenpasar door (xo,yo),

) o
Ten slotte het geval ps = qga Dan is (p+s)° = (p—s)2+4q2; er 1s dus

een A te bepalen, zodatbt sin 8 = - %%g, cos Ao = - Eﬁ%u dan is p+s+
© (p=s)cos 2¢ + 29 sin 2¢ = (p+s)(1-cos(2¢ ~p)) = 2(p+s)(sin(¢ -5z ))2,
1t 1s nul voor ¢ = %p + nw (n willekeurig geheel) en heeft voor alle

overige ¢ hetzelfde teken. Kiezen we nu een £> 0 en.‘<%7r, dan is, alc
¢ -5 + nmlze voor alle gehele n, |2(p+s)(sin(§>~%ﬁ5))gié
l<d,

?ip+51(sin.6)2 > 0. Er is dan een 03> 0, zodat, als [x~x0
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|7-vol < &, geldt |e(x,y)| < \p+s|(sin 5)2. In een voldoend kleine om-
geving van (x,,y,) geldt dus, als
¢ aan bovenstaande ongelijkheid
voldoet, G(x,y) # O. Alle eventuele
punten van de kromme hebben dus

in die omgeving een ¢ die ninder

A dan ¢ verschilt van de richting
bepaald door %76 (ze liggen dus in het gebied dat in de figuur gear-
ceerd is). Of er echter dergelijke ounten zijn, valt niet uit te makoenu.
De voorbeelden in opgave 115 tonen aan, dat het mogelijk is, dat er cen
omgeving is van (xq,y,), waar behalve (x5175) geen punten van de krow-
me in liggen, me.a.w. dat (xo,yO) een geilsoleerd punt van de kromne is,
raar dat het ook mogellgk is dat er in een willekeurig kleine omgevir
van (Xo,yo) nog munten (x,y) # ( xo,yo van de kromme liggen. In het
laatste geval zien we, door & naar nul te laten naderen, dat de koor-
den die dergelijize punten met (x(,ya) verbinden tot één bepaalde limi. v~
stand naderen, dat er dus één bepaalde raaklijn in (xo,yo) is. veze
raaklijn is te vinden uit p(x-xy)° +2q( x-x0) (y=-y4) +s( y-yo) = 0, ondat
het linkerlid van deze vergelijking op een constante factor # 0 na let
kwadraat van een lineaire veelterm in x en y is. Aan de voorbeelden
in opgave 115 zien we dan nog, dat (xo,yo) wel of geen keerount
kan zijn.
Opgave 115. Toon aan dat van de volgende kromien het punt (0,0) een
singulier vunt is et ps = q2: de kromme x4+y2 = 0 met een geisoleerd

3

ount in (0,0), de kromme x°-y° = O met een keerpunt in (0,0), de krom-

no

me X4~2X2y+y2 = 0 met in (0,0) wel een raaklijn maar geen keernunt.
Hetgeen we gzeveonden hebben kunnen we dus als volgt samenvatten:
Als G(x,y) twee maal nartieel differentieerbaar is met continue

algeleiden van de tweede orde en (xo,yo) is een singulier punt van de

O, waar niet alle afgeleiden_van de tweede orde nul
A2G(xn,70) 22G( X~ ¥n) 32G(Xn,¥,)
sijn en als A = (~~~w~ﬁi—£l~)2 - ~w*-mﬁl~£l-*——-£l S dan is, als
3%y %2 f' J ’

A< 0, het punt (xo,yo) een geisoleerd punt van de krommwe en als A > 0,

ronne G(x,y)

1l

het punt (xo,yo) een knooppunt van de kromme. Als A = O, dan kan
(xo,yo) een geisoleerd »unt zijn of niet; in het laatste geval is er
2én en slechts één raaklijn in (xo,yo) aan de kromme, waarbij het punt
al dan niet een keerpunt van de kromme kan zijn. In alle gevallen
wordt (worden) de eventuele raaklijn(en) zevonden uit

2
a© U(X ' Y0) [ G(X 2 J0 ) 3 G(XO’yQ) 2
""“'Qo - X~XO)2 b 2 O (x=x0) (y=yo) + ~~~“-g--(y~yo) = 03
o x© X0y

als 4 < 0, voldoet aan deze vergelijking echter alleen het punt (XQ’yO\'
Men kan aantonen, dat, als G(x,y) drie maal partieel differen--
tieerbaar met continue afgeleiden van de derde orde wordt veronder-



Elan 120

steld en als A = 0, dan "in het algemeen" het punt (xo,yo) een kKeerpunt
is. Hiermee is met "in het algemeen'" bedoeld: "als voldaan is aan een
zekere ongelijkheid, waar de parti¥le afgeleiden van de tweede en derde
ordé van G in optreden"

Het in elkaar overgaan ven de singuliere punten van de verschillend:
soorten kan mool gedemonstreerd worden aan het volgende voorbheeld. Neen
tn het platte vlak een punt O, een rechte lijn 1, die niet door O gaat
en een lijnstuklengte q > O. Gevreagd wordt de meetkundige plaats der
punten P, zodat PQ = g, als Q het snijpunt van OP met 1 is. Kies het
“ofrdinatenstelsel zo, dat O de oorsprong is en 1 de rechte x = a met
n > 0. Laat P de co®rdinaten («, g ) hebben, dan is blijkbaar o« # O (~':
= 0, dan is OP de Y-as die evenwijdig is met 1). De rechte OP heeft

't vergelijking px- oy = 0; hieruit volgt direct, dat Q de cofrdinaten

(;j’%?) heeft. Dus moet v1m~a)2 + (p ~’%§02 = g zijn, of aequivalent

2 2
hiermee (x -2) (% 5 = qg. De vergelijgking van de meetkundige plaats ic
X

2,2, 0
us (x-2) (g o) . q2 = 0. Voor x # 0 is dit aequivalent met
X

2, 2

(x-8)°(x 2

noo
‘+y2)-q2xL = 0 of met xg(x2+y2) - 2ax(x +y2)+32y2—(q2—a2)x2 ol

De kromme die door deze vergeliljking wordt voorgesteld heet concholde

van Nicomedes. Het enige punt met x = O dat aan deze vergell jking vol-

doet 1u de oorsprong; we vragen ons af in hoeverre dit punt gerekend
moet worden blj de meetkundige plaats. Als P = O, is OP onbepaald; alc
er een lijn door O is, dusdanig dat 0Q = q, kunnen we 0 bij de meetkundti-
ge plaats meerekenen., Klaarblijkeligk is dat het geval als g & a. Alc

9 < a bevat de conchoide van Nicomedes het punt (0,0), dat niet tot ce
meetkundige plaats behoort.

De oorsprong 1s een singulier
punt. Voor q > a is het een
knooppunt; de taktangenten
worden bepaald uit

=N a2y2~(q2-—a2)x2 = 0; het zim

'
< ~

dus de rechten ay- Vq§~a“XmQ

gea en ay-- qu-a§x=o. Voor Qg=a

1s hel een keerpunt met als

reéaklign de X-as, voor g < a is het een geisoleerd punt. Aan de figuur
153 de overgang duildelijk te zien: gaan we ult van q > a en laten we g
tot a naderen, dan naderen de raaklijnen in 0 tot de X-as en wordt het
lusje links van de Y-as steeds kleiner (het snijpunt met de X-as is
(8~q,0)). Zo gaat het knooppunt over in een keerpunt. Laten we q < a
worden, dan maakt de kromme zich les van de oorsprong. We merken nog op
dat er nog een gedeelte van de kromme rechts van de 1lijn x = a is; dit
18 in de figuur niet getekend.



Opgave 116. Bepaal de vergelijking van de meetlcundige plaats der punten

waarvoor het product der afstanden tot (c¢,0) en (-c,0) constant is., Tozu
aan, dat als men de constante zo kiest dat de kromme door de oorsprong
gaat (lemniscaat van Bernoulli), de oorsprong een knooppunt van de kromue
is; bepaal de taktangenten.

&16. Gewone differentiaalvergelijkingen.

Voor de functie f(x) = sin x geldt f"(x) = - sin x, dus f"(x) + f(x)=

=0 voor alle x. Stellen we y = sin x, dan kunnen we dat korter schrijven

y"+y=0. We zeggen dan dat y = sin x een oplossing is van de differentiaal -

vergelijking y"+y=0. Om enig idee te krijgen hoe de oplossingen van een
dergeli jke vergelljking erult zien zullen we om te beginnen alle oplos-
singen van deze vergelijking bepalen. Laat y(x) een op een Interval gede-
finieerde oplossing zijn (we schrijven kortweg y voor zo'n functie en

evenzo voor andere functies). Omdat y een oplossing is, 1s y twee maal
differentieerbaar. Stel nu u = —3—, dus y = u sin x, dan 18 u op een

sin x’
interval dat geen punt x = uf (n willekeurig geheel) bevat een twee-
maal differentieerbare functie. Er geldt y' = u cos x + u' sin x en y =

= -u 8in x + 2u' cos x + u" sin x, dus 0 = y"+y = u" sin x + 2u' cos X,
Veronderstel nu dat er een interval I bestaat waar u' # 0, dan is in I,
wegens de continuiteit van u', overal u')» 0 of overal u' ¢ 0. Neem ec.
het geval dat In I overal u' > O is. Dan kunnen we in I stellen z = lop u
dus u' = ez, dan is z een differentieerbare functie. Verder geldt u'" =

= ezz', dus 0 = u" sin x + 2u' cos x = e’z' sin x + 2e° cos x, dus,
wegens eZ £ 0, z' = éE ggi i, dus z = -2 log sin x + A met een constante

=2 met B = e S 0. Daar dit # 0 is voor alle x
(sin x

geldt deze betrekking niet alleen in I maar voor alle x in een interval
tussen nW en (n+1)W . Als u' € 0 in I, verkrijgen we door z = log(-u')

A, dus u' = e? =

te stellen op analoge wijze u' = - ———E———g-met B > 0. Ook dit geldt in
(sin x)
een interval tussen ni¥ en (n+1)W . Als er geen interval beswmat waarbin-
nen u' £ 0 is, geldt, wegens de continulteit van u', dat u' = 0 identie'’-
geldt. In alle gevallen kunnen we dus stellen u' = —___E__ﬁ met con-
(sin x)°

stante B in een interval tussen mm en (n+1)yT . Dan is u = -B cotg x + D
met constante D, dus y = -B cos x + D s8in x en y' = B sin x + D cos x

in een interval tussen nmM en (n+1)7T . Als het interval waarop y gede-
finieerd is een punt mw (m geheel) in zijn inwendige bevat en y =

= -B, cos x + D, sin x voor (m=-1)T €« x <mT eny = -B, cos x + D, sin x
voor mT < X « (m+1)™ , dan geldt wegens de continuilteit van y en y' in
m, dat B, (-1)" = -B,(-1)" en Do(-1)™ = Dy(-1)", aus B, = B, en D, - "
0p zijn gehele definitie-interval is dus y te schrijven als y = 01 sin -
f} 02 cos X met constante Cq en Ce. Omgekeerd is C,1 sin x + 02 co8 X metl

‘willekeuriee constante C, en C, een oplossing van de differentiaalvergc-

i

3



11ijking, zoals door substitutie direct blijkt. We hebben dus gevonden,
dat de functies Cq sin x + 02 cos x met willekeurige constante Cq en 02
alle mogelijke op een interval gedefinieerde oplossingen van de differen-
tiaalvergelijking y'"+y=0 voorstellen.

We zilen aan dit voérbeeld, dat een differentiaalvergelijking vele
oplossingen kan bezitten en wel bleek de situatie hier zo, dat er twee
constanten willekeurig gekozen konden worden. Dat het er twee zijn, kom?t
omdat de hoogst optredende afgeleide in de vergelijking een van de tweede
orde is. Dit verschijnsel zal blijken zeer algemeen te zljn. Een zeer
speciaal geval ervan is ons al lang bekend, nl. de vergeli jking y' =
= @ (x) met gegeven continue functie @(x). Als & (x) een primitieve
functie van @ (x) is, is de algemene oplossing van deze vergeliljking
v o= @ (x) + C met willekeurige constante C.

Men kan omgekeerd bij een stelsel functies met twee willekeurige
constanten (parameters) door differentigren en elimineren dikwijls een
differentiaalvergelijking vinden, waaraan alle functies van het stelsel

voldoen, Zo krijgt men ult y = Cq sin x + 02 cos X, y!' = 01 cos X +
- 02 sin x, y" = —Cq sin x - C2 cos x, door eliminatie van C,1 en 02 de
betrekking i |

v sin x cos X l

y' cos x -sin X =0

y" -sin x -cos x
en dit geeft weer y"+y=0. Neemt men als ander voorbeeld y = Cx (alle rech-
ten door de oorsprong, behalve de Y-as), dan is y' = C en we vinden ols
differentiaalvergelijking y = y'x. Het kan echter zijn, dat de zo gevon-
den differentiaalvergeli jking nog andere oplossingen bezlit dan de functies
waar we van ult gingen. Neemt men b,v. het stelsel rechten y = Cx - $Ce,
dan is y' = C en de differentiaalvergelijking wordt y = y'x-%(y')g. Aun
deze vergelijking voldoet echter ook y = %XE

Na deze 1nleiding gaan we over tot een algemene definitie. Als

F(x,uo,u °..,un) een functie van n+2 veranderlijken is en f(x) een n

s
maal difgerentieerbare functie van één veranderlijke, dusdanig dat
F(x,f(x),f'(x),...,f(n)(x)) = 0 voor alle x in het definitie-interval

van f(x), dan heet f(x) een oplossing van de differentiaalvergelijking
F(X,¥,¥'s v,y n ) = 0. Deze differentiaalvergelijking heet een gewone
differentiaalvergeli jking van de n® orde; x heet de onafhankeli jk ver-
anderlijke, y de afhankelijk veranderlijke. Het woord "gewoon" slaat op
het feit, dat het een differentiaalvergelijking is, waarvan de oplossingen
functies van één veranderlijke zijn. Een differentiaalvergeli jking, waar-
van de oplossingen functies van meer dan één veranderlijke zijn heet een
parti&le differentiaalvergeli jking; deze vergelijkingen behandelen we
hier niet. Het 1s de taak van de theorie van de differentiaalvergeli jkin-
gen methoden te ontwikkelen om van bepaalde typen van differentiaalverge-
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11ijkingen (alle) oplossingen te vinden. We behandelen in deze paragraaf
alleen een aantal eenvoudige gevallen.

Dikwijls vinden we de oplossing van een differentiaalvergelljking
niet in de vorm van een expliciete functie f(x) maar in de vorm van een
impliciete vergeliljking g(x,y) = 0. We zullen daarmee tevreden zijn en
de differentiaalvergelijking in dat geval als opgelost beschouwen. Ver-
der zullen we het bepalen van een primitieve functie van een gegeven op
een interval gedefinieerde continue functie als uitvoerbaar beschouwen;
we beschouwen een differentiaalvergeli jking dus als opgelost, als we het
vinden van de oplossingen hebben teruggebracht tot het éénmaal of enige
malen bepalen van primitieve functies. Men noemt in de theorie van de
differentlaalvergeli jkingen het bepalen van een primitieve functie vaak
een quadratuur.

We beglnnen met het eenvoudigste type van differentiaalvergelijkin-
gen, n.l. die van de eerste orde F(x,y,y') = 0. We veronderstellen eerst
eens, dat uit deze 1lmpliclete betrekking de veranderlijke y' expliciet
oplosbaar is: y' = G(x,y). Oplossingen g(x,y) = O stellen meetkundig
krommen in het platte vlak voor; hiervan is in ieder punt y' de richtings-
codfficiént van de raaklijn. Door de differentiaalvergelijking y' = G(x,y)
wordt in leder punt (x,y) een raaklijnrichting y' voorgeschreven; men
zegt dat de differentiaalvergelljking een richtingsveld bepaalt. Men kan

daarvan een schetsfiguur tekenen door in elk punt een stukje rechte in

T de voorgeschreven richting te tekencn.
: In de figuur is dat uitgevoerd voor

de vergelil jking y' = - %. Om een op-
lossing te vinden moet een kromme wor-
den bepaald die "bij het richtings-

%:::‘T;,‘;..\’t"f.‘:
\k*\K‘\x*\\\ veld past", d.w.z. een kromme waarvan
de raaklijn in elk punt de voorge-

schreven richting heeft. Het rich-

tingsveld beschouwende verwachten we,
dat door elk punt één oplossingskromme zal gaan. In het getekende voor-
beeld zien we direct, dat alle cirkels met middelpunt in de oorsprong
blj het richtingsveld passen.

Een vaak gebruikte methode bij het oplossen van differentiaalvergec-
lijkingen is het verwisselen van de rollen van onafhankelijk en afhanic.
1ijk veranderlijken; we bepalen dan x als functie van y in plaats van :
als functie van x. Neem b.v. de vergelijking y' = ¢ (y) waarin ¢ (v) een
Op een interval gedefinieerde continue functie is. Stel dat we een op een
Interval gedefinieerde oplossing y(x) hebben. Als er een deelinterval I is
waarin y' # 0 is, kunnen we in I de functie y(x) omkeren tot een functie
;x(y) gedefinieerd op een interval J; er geldt dan %5 =-1T —_T—T In J
lkunnen we een primitieve functie uf ——TXT bepalen; er geldt dan
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X = bf.75%%7 + A met constante A, Als het interval I zo groot mogelljk
gekozen is, d.w.z. zo dat elk van beide randpunten + o is of een punt
waar y' = 0, dan 1is J een interval, zodat elk van beide randpunten

+ co 1is of een punt waar (P(y) = 0, Immers als in een randpunt van J
zou gelden (?(y) #£ 0, dan was daar x begrensd en %% gedefinieerd en

= ~—%§T’ en het corresponderende randpunt van I eindig en een punt waar
y' # 0. In een interval, waarop y' = O voor alle %, 1s y = C waarin C
een constante is; daar dit aan de differentiaalvergeli jking voldoet is
@ (C) = 0. De oplossingen van de vergelijking y' = @ (y) zijn dus be-
paald door x = J'7%%§7 + A met willekeurige constante A op alle zo
groot mogelijke intervallen voor y waar ¢ (y) # O en door y = C voor
iedere constante C, waarvoor @(C) = O geldt en door differentieerbare
functies die ontstaan door deze oplossingen aan elkaar te lijmen (dat
deze functies inderdaad aan de vergelijking voldoen is duidelijk). Dat
dergelijke aan elkaar gelijmde oplossingen inderdaad op kunnen treden,
zien we aan het volgende voorbeeld. Neem de vergelljking y' = \FE& voor
y » 0. Daar jﬂ dyy = NfE%, vinden we de oplossingen y = 0 en x = \f5§+A
(dus y = $(x-A)“ voor x > A), dat zijn de stijgende takken van de para-
' y bolen y = %(XMA)E en de X-as. Men
) / ziet echter direct, dat men ook op-

ijj:/// lossingen krijgt door van -om tot een
//:,r///// - zekere A de X-as te nemen en dan

langs de daar beginnende parabocl

verder te gaan.

Opgave 117. Bepaal de oplossingen van y!' =y, y! = 4+y2, y! = 1-y2,

y' o= 4—y2. Schets het verloop van de oplossingskrommen.

De zoJulst behandelde vergelijking 1s een speciaal geval van de
vergelijking @(x)W(y)y' = Y (x) w(y), waarin ¢ (x) en-)((x) continu
zijn en gedefinicerd op een interval I en VY (y) en w(y) continu zijn
en gedefinieerd op een interval J. Verder geldt voor geen enkele x in
I dat @(x) =X (x) = O en voor geen enkele y in J dat ¥ (y) = w(y) = 0.
Verder veronderstellen we dat er geen interval is, waar ¢ (x) = O voor
alle x en geen interval waar Y (y) = O voor alle y. Stel dat er een in-
terval I, bestaat, zodat als x in I, ligt geldt w(y) # 0. Als x het
interval Iq doorloopt, is de verzameling der functiewaarden y ook een
interval Jq, eventueel slechts bestaande uit één enkel punt. In het
laatste geval is y constant en y' = 0, dus wegens w(y) # 0, is X (x)=0

voor alle x in Iq. Als y niet constant 1s vormen we A(t) = %%%%} at
voor t in J,, hetgeen mogelijk is daar w(t) # O voor t in J . Stellen

3 /] ,
we nu u = N (y), dan is u' = {%%%% v' en (?(x)u' = @(Xu}2§¥)y ='>Q(X),

Wegens w(y) # 0 is @(x) # 0 voor alle x in I, (uit @(x) = O zou vol-
genw>((x) # 0 dus W(y) = 0). Dus u' = %% § , dus u = jﬁ i X + A met

¥
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constfnte A, dus vy voldoet aan de impliciete vergelijking j'%§%§§ dy =
_f %%%%% dx + A. Deze impliciete betrekking hepaalt y als functie van
x als W (v) # 0. De eerder gevonden oplossingeny = constant enj}i(x) = 0
voldoen ook aan deze betrekking. Als Iq zo groot mogelijk gekozen 1s, is
J1 een interval, zodat elk van beide randpunten + oo is of een punt waar
w(y) = 0 of een randpunt van J. In een interval IQ, dusdanig dat als x
in I, ligt geldt w(y) = O, geldt wegens Y (y) # 0, dat @ (x)y' = 0. In
elk deelinterval 13 van 12 waar q>(x) # 0 geldt dan y' = 0, dus y = B
met een constante B, waarvoor geldt w(B) = 0., Hiermee is het volgende
gevonden:
(16.1) (Scheiding van veranderlijken) De differentiaalvergeli jking
p(x)w(My' =3 (x) w(y), waarin ¢ (x) enj{ﬂx) continu zijn en gedeli-
nieerd op een interval I en “W(y) en w(y) continu zijn en gedefiniecrd
op een interval J, waarvoor geldt dat voor geen enkele x in I geldt
p(x) =X (x) = 0 en voor geen enkele y in J geldt W (y) = w(y) = 0 en
verder dat er geen interval 1is waar (P(x) = 0 voor alle x en geen inter-
val waar W (y) = O voor alle y, heeft als oplossingen functies bepaald
door vf—é&%%} dy = _I QQ%E% dx + A met willekeurige constante A, waarin

X
y een zo groot mogelijk interval doorloopt waarop w(y) # 0 en x een

zo groot mogelijk interval waarop <p(x) # 0,door y = B voor iedere con-
stante B, waarvoor geldt w(B) = 0 en door ledere differentieerbare
functie die ontstaat door deze oplossingen aan elkaar te 1ijmen.

Dat de als oplossingen in (16.1) genoemde functies inderdaad aan de
differentia:slverpgeli jking voldoen is duildelijk.
Opgave 118. Bepaal de oplossingen van Yyy' = -x, xy' = 2y, xeyy' = 1.

Schets het verloop van de cplossingskrommen,

Voor het volgende type van differentlaalvergeli jkingen, dat we zul-
len behandelen, hebben we het begrip homogene functie nodig. Een functie
f(x1,...,xn) van n veranderlijken heet homogeen van de graad o& ( o een

refel getal), als voor ileder punt (aq,...,an) waarvoor f gedefinleerd
is en ieder regel getal A > O geldt dat [ ook gedefinieerd is in
(Aepee hay) endat £ (hay, ., Aay) = AT f(agee08y). 2o s
x< sin %-+ y"?-'(xg‘)ﬂ/?‘));2~ een homogene functie van de graad 4. Voor een
functie van de graad O krijgen we £ A aq,...,)\an) = f(a,],...,an)° Het
product (resp. quoti&nt) van twee homogene functies van de graden obq én
042 is een homogene functie van de graad OL1+ N? (resp. <x1~<x2); dit is
evident.
We beschouwen nu de differentiaalvergelijking y' = @(x,y), waarin

@ een continue homogene functie van de graad O 1is (b.v. het quoti&nt van
twee homogene functies van dezelfde graad), dusdanig dat Q(1,y) en
@(-1,-y) op intervallen voor y gedefinieerd zijn., Laat y een op een in-
terval gedefinieerde oplossing van deze vergelijking zijn. Voor x » O
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stellen we u = %, dan is y = xu en y' = xu' + u, dus xu' + u = @ (x,xu)=
= @ (1,u), dus xu' = @(1,u)-u. Als omgekeerd u een op een interval
gedefinieerde oplossing van de vergelijking xu' = <p(1,u)~u is, dan
geldt voor de functie y = xu voor x > 0, dat y' = xu'-u = ¥ (1,u)

= @ (x,xu) = @ (x,y). Voor x ¢ O gaat het analoog met xu' = @(-1,-u)-u.

Zo vinden we:;
(16.2) (Homogene differentiasalvergeli jking) De differentiaalvergeli jking
y' o= ¢ (x,y), waarin @ een continue homogene functie van de graad O 15,

dusdanig dat @ (1,y) en ¢ (-1,-y) op intervallen voor y gedefinieerd
zijn, heeft voor x > O (resp. x < 0)als oplossingen y = xu, waarin u een
oplossing 1s van de differentiaalvergelijking xu' = <p(1,u)—u (resp.
xu' = ©(-1,-u) -u), die van het type is, dat in (16.1) behandeld is.

In vele gevallen is q>(—1,—u) = ¢ (1,u), zodat het dan niet nodig

is x 3 0 en x € 0 afzonderlijk te behandelen 55
- yé X2 Yyt VX -y

Opgave 119. Bepe. 1 de oplossingen van y!' SRy y' = =
Schets het verloop van de oplossingskronmmen.
We beschouwen nu de differentiaalvergeli jking y' = q>£f§i§§ic

waarin a, b, ¢, o, C constanten zijn, o @ en X niet alle drie =0
zijn en CQ een op een interval gedefinieerde continue functie 1s. We be-
schouwen eerst het geval dat het stelsel van twee lineaire vergelijkin-
gen ax+by+c=0 en.ux+§y+xzo een oplos§ing },»“L bezit. Als y een op een
interval gedefinieerde oplossing van de differentiaalvergelijking 1is,
stellen we, X #:é is, u = %le dan is y =1{+( -3 )u en y'=u+xu'.
Verder 1s axtbyt+c=ax+bm +b(x- 3 )u+c=(a+bu)(x- 3) wegens a,5+b~1+c 0 en
analoogetx+ 3y+ ¥ = (h+ pPu)(x-%), dus er geldt xu' = C?ingﬁ) -u, dus u
voldoet aan een differentiaalvergelijking, die met scheiding van veran-

derli jken te behandelen is. Omgekeerd leidt een op een interval gedefi-
=0 Qiigﬁ) u door y = M +(x- 3)u te stelicn
voor x # % tot een oplossing van de oorspronkelijke differentiaalveryge
lijking (ga dat zelf na). Als de lineaire vergelijkingen ax+by+c=0 en

Ax+py+ Yy =0 strijdig zijn, geldt ap=okb. Stel nu eerst dat (> # 0 is,
dan is a = b ax+by+c - b (oL x+8Y) +B¢
: = en

1) AXHRY+Y @@xx+@y+x)
gedefinieerde oplossing is van de dlfLerentlaalvergellgking, stellen we
u =ox+Ry dan is u'=oi+ = A+ dus u voldoet aan een dif

ferentiaalvergeli jking, die met scheldlng van veranderli jken te behande-

nieerde oplossing u van xu'

Als nu y een op een interval

len "is. Omgekeerd leidt een op een interval gedefinieerde oplossing u van

u't o=l PO ( buijiy door y = E%%ﬁ te stellen tot een oplossing van de

corspronkeli jke glfferentiaalvergelijking (ga dat zelf na). Als @ = O,
dan 1s b = O, dus ok= 0 of b = 0. Als b = 0 is, komt er y' = ¢ (2&X),
dus y = jﬁQ ax+§‘dx+A met constante A. Als b # 0 1s, is o= 0 en kont

X+

ax+by+c
er y' = @ (-—~—X~—). Lzat y een op een interval gedefinieerde oplossing
hiervan zijn; we stellen dan u = ax+by, dan is u' = a+by' = a+bq>(u+c)s

dus u voldoet aan een differentiaalvergelijking, die met schelding van



veranderlijken te behandelen 1s. Omgekeerd leidt een op een interval
gedefinieerde oplossing u van u' = a+be (H%E) door y = u;fx te steller
tot een oplossing van de oorspronkelijke vergelijking (ga dat zelf na).

We hebben dus gevonden:

ax+by+c
EE?B???>’ waarin a, b, ¢, «,

A en y constanten zijn, «, B en y niet alle drie = 0 en ¢ een op
een interval gedefinieerde continue functie, is door een transformati.

(16.3) De differentizalvergelijking y' = ¢ (

van veranderlijken terug te brengen op een eerder behandelde differen-
tiaalvergelijking. Als er twee reé€le getallen g, n Dbestaan zodat

ag thn +¢=0 en «g+ BN +7¥ = 0 voldoet de transformatie u X¥i}- Als

gp =xb en B # 0, voldoet u = xx+py. Als o =g=0, b # 0, voldoet

u = ax+by. Als b= =0 1s de gegeven differentiaalvergelijking al van ecn
eerder behandeld type.

Opgave 120. Bepaal de oplossingen van y' = 2%%;%%%1, v o= -l(EEilil ?°

2 2x+y+2
We beschouwen nu de vergelijking y'+¢ (x)y = ¢ (x), waarin

¢n ¢ (x) op een interval gedefinieerde continue functies zijn. Deze .. .
een lineaire differentiaalvergelijking. Als ¢ (x) = 0 voor alle x (hou -
zene lineaire differentiaalvergelijking), zijn we in het geval van ccic |
ding van veranderlijken en vinden we als oplossingen y = 0 en j.gl =

= - [ ¢ (x)dx+A met constante A, dus log [yl = h~/ ¢ (x)ax+A, dus

y = Be”/(p(x)dX met constante B # 0. De algemene oplossing is dus

il

vy Be~ j<9(x)dx met willekeurige constante B, Er zijn geen aan elkaar
gelijmde oplossingen. Stel nu, dat we een willekeurige oplossing {
van de inhomogene vergeliljking hebben. Dan stellen we u = ye dx

x)dx _

+ @(x)ye
u = /ﬁw(x)e f¢(x)dxdx + A met constante A, dus y = ue"fqﬂ

e“/(?(x)dxfw(x)e Je(x)axgy o g~/ @(¥)aX ot constante 4. Omgekeerd
voldoet deze functie met willekeurige constante A aan de differentiaal-
vergelijking, zoals bij substitutie blijkt. We hebben dus gevonden:
(16.4) (Lineaire differentiaalvergelijking) De differentiaalvergeli jkin
v+ 9 (x)y = ¢ (x), waarin ¢ (x) en ¢(x) op een interval gedefinice

continue functies zijn, heeft als oplossingen

Vo= e_JfQ(X)dxv/fy(x)e /¢(X)dxdx + Ae“‘fﬂx)dX met willekeurige constant.
A,

De methode volgens welke we deze vergelijking opgelost hebbcn,
heet de methode van de variatie der constanten. We hebben n.l. eerst de

corresponderende homogene vergelijking opgelost. Deze oplossing bevat cin
willekeurige constante. Vervolgens hebben we voor de algemene vergellj-
king de oplossing van de homogene vergelijking genomen, waarin de con-
stante door een onbekende functie was vervangen, welke functle we ver-
volgens hebben bepaald.
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We zien, det de gevonden oplossing de som is van de algemene
oplossing van de homogene vergelijking en één bepaalde oplossing van de
inhomogene vergelijking. Voor de laatste kunnen we naar willekeur een '
oplossing van de inhomogene vergelijking nemen. Immers als yq(x) en
yg(x) oplossingen zijn van de inhomogene vergelijking, is ye(x)~yq(x)
een oplossing van .-de bijbehorende homogene vergelijking zoals bij sub-
stitutie direct blijkt. Als we dus één oplossing van de inhomogene ver-

gelijking (een z.g. particuliere oplossing) kennen (deze is met enige

handigheid soms wel direct te zien), dan zijn daaruit direct alle op-
lossingen te vinden door er de algemene oplossing van de bijbehorende
homogene vergelijking bij op te tellen.

Opgave 121. Bepaal de oplossingen van y' + vy tg x = Xyt-y =

1
cos x’
= 1-log x, Xy'-2y = -x, y'+(2-cotg x) y = 2 sin x.

De vergelijking y'+ ¢ (x)y = y* ¢(x), waarin o constant # 1 is
en ¢(x) en ¢(x) op een interval gedefinleerde continue functies zijn,

is door substitutie op een lineaire vergelijking terug te brengen. Als

1/

v(x) een oplossing van deze vergelijking is stellenwe z =y ( A con-

IS"I]Z,’ ﬁ_/IZ'-i- (P(X)Z'E’:

= z%® ¢(x). In een interval waar y > O, is ook z > O; dan is
/]

1= o’

z'+(1- ) ¢(x)z = (M-« ) ¢(x), hetgeen betekent dat z aan een lineaire

stant £ 0), dus y = z”; dan is y' = 5z dus pz

z' o+ %<p(x)z = %z“ﬁ~p+4 ¢(x). Kiezen we nu g= dan komt er

vergelijking voldoet. Als omgekeerd,z een oplossing # O van de laatste

Y

lineaire vergelijking is, is y = zq"a’een oplossing van de oorspronke-
1lijke vergelijking. Aan de oorspronkelijke vergelijking voldoet voor
o >0 ook ¥ = O,

(16.5) (Vergelijking van Bernoulli) De differentiaalvergelijking

V't @(x)y = y*¢(x), waarin ¢(x) en ¢(x) op een interval gedefiniecrde

continue functies zijn en « een constante # 1 is heeft als oplossingzen
/‘l

O de functies y = zq"“; waarin z een oplossing is, > O, van

z2'+(1- o) ¢(x)z = (1-«) y(x), door y = 0 voor o > O en door differcn-
tieerbare functies die ontstaan door deze oplossingen aan elkaar te 11 -
men.,
Opgave 122. Bepaal de oplossingen van xy'-2y=2 V&kg.
We merken nog op, dat als o geheel is, ook oplossingen met
¥ < 0 toelaatbaar zijn. Deze worden op analoge wijze behandeld.
Alvoren: het volgende type dilfferentiaalvergelijkingen te kun-
nen behandelen, hebben we eerst een paar hulpstellingen nodig.
(16.6) Als f(x,y) gedefinleerd is in de rechthoek a = x = b, ¢ =v = d
X X 4
en als %%w Lcgtaat en continu is, dan geldt-gzyj/ f(s,y)ds =~/ 3f(s,y 1s.
a a

e R

oy
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Het bewijs 1s geheel analoog met het bewiljs, dat gegeven 1is
midden op blz. 95 met behulp van stelling (13.2) (blz. 93).
(16.7) Als o (x,y) en ¢(x,y) continue functies zijn, gedefinieerd in
de rechthoek a = x g b, ¢ =y = d, als o ¢ en 0¥ bestaan en continu

oy 9 X
zijn en als %;% = 2i§, dan bestaat er een functie G(x,y), gedefinieerd
in dezelfde rechthoek, waarvoor geldt — 3 G =¢ en %%% = ¢ .
Bewijs: Stel dat G een dergeligke functie is. Dan is-%%% =

= ¢ (x,y), maar ook is ‘/ ¢ (s,v) = ¢ (x,y), dus G(x,y) =

X
= /, ¢(s,y)ds + h(y). Verder is ./‘ ¢(s,y)ds —-/r-—figizld

a x

dG(x,

= / Maig-ﬁds = ¢ (x,3) - y(ay). Dus y(x,7) = =53 = y(x,7)

a

y(a,y) + gﬁ%%l, dus %% = Ly(a,y), dus h = /\V(a,y)dy+A mgt constante

A, dus G{x,y) =~/' ¢(s,y)ds +‘J[¢(a,y)dy+A. Omgekeerd voldoet voor iede-

re constante A deze functle aan de voorwaarden, zoals direct te veri-
figren valt.

De beperking tot functies, die op rechthoeken gedefinieerd
zijn, 1s niet essentieel in stelling (16.7). Ook voor vele anders ge-
vormde gebieden blijft de stelling geldig. Dat dit niet voor alle gebie-
den het geval is, blijkt uit het volgende tggenvoorbeeld

Kies «(x,y) = - "?X"? en ¢(x,y) = ~§——§ gedefinieerd voor
x4y x“+y
o
alle (x,y) # (0,0). Dan is-%%g = 5;% (ga dat na). Stel dat er een G(x,y)
bestaat, gedefinieerd voor alle (x,y) # (0,0), zodat G =q¢ en %~§ = ¢,
Voor x # 0 definitren we H(x,y) = G(x,y) - arctg < £, dan is %Tg = 0,
g H o H \ s H .
7y - 0 (ga dat na). Omdat 55 = 0, is H = h(x). Omdat 55 = 0 is

s

Dus
voor X < O.

{1 = 01 voor Xx > 0 en H = C2 voor X <« O met constanten C, en C

1 2°
G(x,y) = arctg %-+ C, voor x > O en G(x,¥) arctg % + C

Il

2

u geeft x ¥ 0, dat G(0,1) = 3m+C, en x * 0, dat G(0,1) = -3m+C,, dus
Up.= 7 4C,. Verder geeft x ¥ 0, dat G(0,-1) = —%—77-+C,l en x * 0, dat
G(0,-1) = %n'+02, dus C, = -m+C,. Dit is een tegenspreaak, dus een func-

tie G(x,y) van de gezochte soort bestaat nie*. We zien aan dit voorbeeld
ook, waardoor het mis gaab. De functie arctg geeft n.l. in leder punt
de hoek die de voerstraal van (0,0) naar dat punt maakt met de positieve
X-as. Loopt men echter eenmaal om (0,0) heen, dan is deze hoek met 2ir
toegenomen. In hc! algemeen gaat alles goed, als er in het gebied geen
"gaten" zitten, of, zoals men zegt, het gebied enkelvoudig samenhangend

1s. We geven de definitie hiervan niet en gaan op deze kwestie niet ver-
der in.




We beschouwen nu de vergelijking e¢(x,y)+ ¢(x,y)y' = 0, waarin

¢(x,y) en ¢(x,y) functies zijn, die voldoen aan de voorwaarden, die
in (16.7) gesteld zijn.

Er bestaat dan, volgens (16.7), een functie G(x,y), zodat 3G = ¢
? X

en %% = ¢ . Neem nu een willekeurige op een interval gedefinieerde op-

lossing y(x) van de vergelijking. Dan geldt voor de functie h(x) =

dh _ 23 °G d
= 6(x,y(x)), dat g = 33, 254y ¢ +¢y' =0, dus h(x) = A met con-

stante A, dus G(x,y(x)§x= A?yvgﬁder voldoet voor iledere constante A ook
een oplossing, bepaald door G(x,y) = A, aan de vergelijking. We hebben
dus gevonden:

(16.8) (Exacte of totale differentiaalvergelijking) De differentiaalver-
gelijking ¢(x,y) + ¢(x,y)y' = O, waarin ¢(x,y) en ¢(x,y) continue
functies zijn, gedefinieerd in de rechthoek a = x s b, ¢ sy s d, waar-

3¢ QY - ' 3¢ _ dy
voor 3y en = bestaan en continu zijn en waarvoor geldt 37 = 3x °
heeft als oplossingen G(x,y) = A met willekeurige constante A, als

G(x,y) een in bovengenoemde rechthoek gedefinieerd functie is, waarvoor

2G 2G
geldtﬁ=k?,—a-3-;=qr.

Met behulp van het bewijs van stelling (16.7) is een functie
G(x,y), zoals bedoeld in (16.8), te vinden. Het is echter vaak niet no-
dig, hierbij bepaalde integralen te gebruilken. Als we n.l, een stam-
functie ./Nq(x,y)dx kunnen vinden, die als functie van y continu dif-

ferentieerbaar is, dan geldt ;%(G(x,y) - j ¢ (x,y)ax) = 0 en

’by (x,y) - /cp yax) = ¢(x,y) - —aa—y-/cp( X,y)dx. Dus G(x fcp X, V)X
is een functie van y alleen en G(x,y)- [e¢(x,y)dx =

j(&y X,y) - ——:/ ¢ (x,y)dx)dy + A en in [o(x,y)ax +j’(¢-x y) +

j'w ,y)dx)dy hebben we een functie van de verlangde soort gevon-
den. In de berekenlng zit nog een controle op vergissingen, daar

¢ (x,y) - j’w X,y)dx onafhankelijk van x moet blijken te zijn. Nemen
we b.v, @ = X way, ¢ = X —yg, dan kunnen we ~[cpdx = %x3+x kiezen.
Dan is ¢ - §§:/<pox = xg»yg—x2 = --y2 en G(x,y) = §x3+x2y - %NB + A,

Opgave 123, Bepaal de oplossingen van 3x2+y4+(4xy3+2y)y =0, ¥y COS X +
+ log y + (sin x + % - sin y)y' = 0.

Als we een differentiaalvergelijking e(x,y) + ¢(x,y)y' = 0 hebben,
waarvoor niet geldt Tf& aqr, is de methode van (16.8) niet direct toe-
passelijk., Dikwijls blljkt het dan mogelijk een z.g. integrerende fac-
for wm(x,y) te vinden, zodat (fug) a(va). De differentiaalvergelij-

X

king me + ¢ y' = 0 is dan met (16.8) Le behandelen; oplossingen van
deze vergeli jking, waarvoor y.¥ 0, zijn blijkbaar ook oplossingen van
de gegeven vergelijking De functie s voldoet aan de partigle differen-
tlaalvergeli jking qra = - ¢ Tfi (%J& - %;ﬂde, hetgeen in het algemeen
€en veel moeilijker vergeliJking zal zijn dan de gegeven vergelljking.
Men behoeft er echter slechts één oplossing # 0 van te vinden en deze is
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met enige handigheid soms wel te zlen, b.v. door wm als functie van x
alleen of van y alleen te nemen.

Nemen we als voorbeeld y+x(log x + cos y)y' = 0, dan krijgen we
x(log x + cos ¥y) %{; -y ay = (1 - log x - cos §y - 1) . We zien hier-
aan direct dat een functie x van x alleen waarvoor X %&; = - 1 geldt,

aan de vereisten voldoet, b.v. u = %. De vergelijking

% + (log x + cos y)y' = O is exact en kan volgens (16.8) behandeld wor-
den.

Opgave 124. Bepaal de oplossingen van 2y + (sin 2x + 2 cos® x cos y)y'=0
en x+y(1 - \/x2+y2)y' A

We beschouren nu een differentiaalvergelijking y = ¢(x,y'), waar-

in ¢(x,t) een partieel differentieerbare functie van twee verander-
lijken is met continue parti&le afgeleiden. We schrijven ter afkorting

¢, (x,t) = ° ;;t) en ¢ (x,t) —J£L5~il Laat y(x) een twee maal
differentieerbare oplossing van deze vergelljking zijn met continue
tweede afgeleide. Dan geldt y' = ¢q(x,y')+ @E(X,y')y". In een inter-
val, waarbinnen y" # O, is y'(x) om te keren tot een functie x(y'),
waarvoor geldt (y' - Qq(x,y'))%%7-= @E(X,y’) en de oplossing is te
schrijven in de parametervorm x = x(t), v = ¢ (x(t),t), waarin x(t)
voldoet aan (t - wq(x t))gﬁ = Qz(x,t), Omgekeerd als x = () (t) een

op een interval gedefinieerde oplossing is van de vergeliljking

(t - ¢1(x t))dt = @2(x,t), waarvoor geldt dat Q'(t) continu 1s en

Q' (t) # 0 voor alle t, dan is x = {1(t), v = ¢ (N (t),t) een twee manl

differentieerbare oplossing met continue tweede afgeleide van de geg

ven vergelijking, Immers er geldt (t - yq(fl( Y,E)) N (t) =

= 9o(0(6),1), T= r(t) en Wo o (N(0),80)N1(8) + @ (Q(E),E)-
Y d7y

_ d . dt 1

=t 0N'(t), dus I =t dus y = = ¢ (x,y'). Verder is E;? =&~ [T
continu. In een interval, waar y" = 0,geldt y = Ax+B met constante A
en B en y' = A, Dit voldoet aan de gegeven vergelijking als Ax+B =

= ¢ (x,A). Hieriee hebben we het volgende gevonden.

(16.9) De differentiaalvergelijking y = ¢ (x,y"), waarin ¢(x,t) een
partieel differentieerbare functie van twee veranderlijken is met con-
tinue partigle afgeleiden, heeft als twee maal differentieerbare oplos~
singen met continue tweede afgeleide de functies bepaald door de para-
metervoorstelling x = O (t), v = ¢ (N (t),t), waarin x = Q(t) een op-
lossing 1s van de differentiaalvergelijking (t - Jiﬁ%?izl)g —J&L——tl
waarvoor geldt dat N'(t) continu is en O'(t) # 0 voor alle t, verdor
voor iedere A, waar een B en een interval I bij te vinden is, zodat
voor alle x in I geldt (x,A) = Ax+B, de oplossing y = Ax+B voor x in
I en ten slotte alle twee maal differenticerbare functies met continue
tweede afgeleide, die ontstaan door deze functies aan elkaar te lijmen.
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We merken nog op, dat in (16.9) uitsluitend sprake 1s van twee
maal differentieerbare oplossingen, hoewel de gegeven differentiaal-
vergelijking slechts van de eerste orde is, zodat oplossingen slechts
één maal differentieerbaar behoeven te zijn. Het is dus in principe
mogelijk, dat er oplossingen van de gegeven differentisalvergelijking
buiten beschouwing gelaten zijn. We gaan op deze kwestie niet verder
in.

Verder merken we op, dat in (16.9) kort gezegd de oplossing van
een differentiaalvergelljking teruggebracht wordt op de oplossing van
een andere differentiaalvergelijking. A priori valt er echter in het
geheel niets over te zeggen 1in hoeverre de nieuwe vergelijking eenvou-
diger op te lotsen is dan de oude. Deze situatie is analoog met b.v.
partigle integratie in de integraalrekening. Deze laatste brengt het
zoeken van een stamfunctie terug op het zoeken van een andere stam-
functie. Of dit procédé succes oplevert, hangt van de omstandigheden
af’. '

Een geval, waarin (16.9) succes oplevert, ontstaat als ¢(x,y"')
een lineaire functie van x is, dus bij de vergelijking y = X(y')x +
+ ¢(y'), met continu differentieerbare X en . We moeten dan be-
schouwen (t - X(t>)%% = X'(t)x + ¢'(t). Op een interval voor t, waar
%(t) # t, geeft dit een lineaire differentiaalvergelijking, die we
kunnen oplossen, en die op de in (16.9) aangegeven wijze tot oplossin-
gen van de gegeven vergelijking leidt. In cen interval voor t, waar
X(t) =t, dus x'(t) = 1, kombt er 0 = x + ¢'(t). Als ¢(t) twee maal
differentieerbaar is en y"(t) # O geeft dit de oplossing x = - y'(t),
y = -t ¢'(t) + ¢(t). Verder moeten we nog de waarden van A bepalen,
waarvoor X (A)x + ¢ (A) = Ax+B met constante B in een zeker interval
voor x. Dit zijn blijkbaar die wearden van A waarvoor x(A) = A; dan
is B = y(A) en x aan geen enkele beperking onderhevig. Voor een derge-~
1lijke A is y = AX + y(A) ook een oplossing. Verder zijn er uit
deze gevormde aan elkaar gelijmde oplossingen.

Een speciaal geval van de in de vorige alinea behandelde verge-
lijking 1is de vergelijking y = xy' + ¢ (y') (differentiaalvergelijking
van Clairaut). Op grond van het boveustaande heeft deze oplossingen

¥ = Ax + ¢ (A) voor iedere constante A, waarvoor ¢(A) gedefinieerd is
en verder x = - ¢'(t), v = -t ¢'(t) + ¢(t) (mits ¢"(t) bestaat en

# 0 is) en hieruit gevormde aan elkaar gelijmde oplossingen. Aan deze
vergeli jking zien we een mool voorbeeld van een z.g. singuliere oplos~
Sing. Naast een stelsel oplossingen waarin een willekeurige constante
voorkomt is er nog een oplossihg, die een singuliere oplossing genoemd
wordt. Van de kromme, die door de singuliere oplossing bepaald wordt
Vormen de andere oplossingen juist de raaklijnen.
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Opgave 125. Bewijs dat de raaklijnen van de kromme, bepaald door de
singuliere oplossing van een differentiasalvergelljking van Clairsut,
Julst de andere hlerboven genoemde oplossingen geven,
Opgave 126, Bepaal de oplossingen van y = (x~1)(y'~1-e"yt), Y= y'x +
- 3(y)E, v = (v - (") ox.

Tot slot geven we nog enige gemengde opgaven.
Opgave 127, Bepaal de oplossingen van yy' - %yg = CO8 X, (x+y)2y' = 1,
sin x - x cos x - 3x2(y—x)2 + 3x2(y—x)2y’ = 0, xey‘ = e* - 22Xy .

Einde van de cursus.




