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Elan 1 

In de analyse werken we met re~le getallen.,_JJeze warden verkregen 

door successievelijke ui tbreid ing van de verzameling der 11 gewone" 

nat~urlijke getallen 1 ,2,3 1 •••• ])eze worden 9 om de aftrekking onbeperkt 

mogelijk te maken 9 uitgebreid met de negatieve getallen en het getal nul 

tot de gehele getallen en vervolgens met de breuken tot de rationale 

getallen. Voor deze getallen gelden een aantal rekenregels 9 die we hier 

bekend zullen veronderstellen. We zullen er hieronder, evenwel een aantal 

van opsommen. 

(1.1) Bij ieder tweetal rationale getallen a en bis een soma+ b 0 en een 

product ab gedefinieerd, dat aan de volgende eigensr.happen voldoet. 

(1 .2) a+ b = b + a (commutatieve eigenschap van de optelling). 

( 1. 3) (a+b) + c = a + (o+c) ( associatieve eigenscha]? van de optelling). 

(1.4) ab= ba (commutatieve eigen.Jchap van de vermenigvuldiging). 

(1.5) (ab)c = a(bc) (associatieve eigenschap van de vermenigvuldiging). 

(1.6) a(b+c) =ab+ ac (distributieve eigenschap van de vermenigvuldi­

ging t.o.v. de optelling). 

(1 .7) Bij ieder tweetal rationale getallen a en bis er een en slechts 

~~n rationaal getal x te vinden, zodat a+ x = b. We noemen dit getal x 
het verschil b - a. Verder heet a - a= 0 (nul) en O - a= -a. 

( 1 • 8) 

( 1 • 9) 

Er geldt dus 

a + (b-a) = b. 

Uit a+ b =a+ c volgt b = c. 

Verder geldt 

(1.10) O+a=a. 

( 1 • 11 ) Oa = 0. 

(1.12) 1a = a. 

( 1 • 1 3 ) a ( -b) = -ab . 

(1~14) Uit ab= O volgt a= 0 of b = O. 

Qpgave 1. Bewijs met behulp van bovenstaande rekenregels, dat 

a+ (-b) = a - b en (a-b)C= ac - be. 
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(1 .15) Bij ieder tweetal rationale getallen a JO en bis er een en 

slechts een rationaal getal x te vinden zodat ax= b. We noemen dit ge­

tal x hot quotient~. 

Er geldt dus 
b ( 1 . 1 6) aa = b. 

(1.17) Uit ab= ac en a JO volgt b = c. 

Bet feit, dat voor de rationale getallen bovenstaande rekenregels 

gGlden, drukt men uit door te zeggen dat de rationale getallen een 

lichaam vormen. 

(1.18) Voor ieder tweetal rationale getallen a en b geldt een en slechts 

l6n van de volgende drie betrokkingen a= b, a~ b, b ( a, In plaats van 

a < b schrijft men ook b > a. 

Hiervoor geldt~ 

(1.19) Uit a < b en b < c volgt a : c. ,, 

(1.20) Uit a ., b volgt a + C < b + C • "' 
(1.21) Uit a < b en C 0 volgt ac be. 

(1.22) Uit a b en C < 0 volgt ac :> be. 

In plaats van "a <, b of a = b 11 sehrijven we a -•:::: b en analoog a -?::, b. 

(1.23) Ieder rationaal getal is (op mu0r dan een manier) te sohrijvGn 

als het quotiont van twee gohele gctallen~ genaamd cen breuk: a=~ (m 

h0et de teller, n de noemer van de breuk; de noemer is J 0). Dan en 
m m' sleehts dan is - = -,, als mn' = nm'. n n 

De som, het versehil en het product van twee brcuken zijn als volg+ 

te "llepalen~ 

(1.24) m 
+ 

m' mn' +nm' - n' = nn' n 

(1.25) m m' mn'-nm' - n' = nn' n 

(1.26) m m' mm' 
n' = nn' · n 

(1.27) Onder de breuken, die een rationaal getal voorstellen is er een 

en sleehts een te vinden met kleinste positieve noemer? die we de stan­

daardsehrijfwijze van hot rationale getal of ook wel een onvereenvoudig­

bare breuk noemen. 

(1.28) Er is bij ieder rationaal getal a een g8h~el getal q te vinden? 

zo da t q _( a < q + 1 • 
We kunnen deze oov.ering in een nog iets andere vorm brengen. Uit 

q _(_ a < q + 1 volgt O :s a - q < 1. Schrijven we a als een brel!k ii, dan 

is O < m - qn < n. Dit levert ons het proces van deling met rest voor ge-
'-

hele getallen:. 
(1 .29) Als men n gehele getallen zijn en n J 0 9 dan zijn er gehelo ge­

t~l1en q en rte vinden 9 zodat m = qn + r en O ~ r ~ n. 



Als men n gehele g8tallen zijn 1 geldt~ 

(1.30) Uit m ~ n volgt m + 1 ~ n en omgGkeerd, 
(1.31) ·J.it m~ n volgt m <' n + 1 en omgekeerd. 

Elan 3 

De gehele getallen) 0 zijn de natuurlijkG getallen. Deze ont~taan 
uit het getal 1 door er successievelijk 1 bij op te tellen. Een eigen­

schap van natuurlijke getallen kan men bewijzen door volledige inductie: 

(1 .32) Als een eigenschap geldt voor het getal 1 en uit haar geldigheid 
voor een willekeurig natuurlijk getal n die voor n + 1 volgt, dan geldt 
zij voor alle natuurlijke getallen. 

Voor de som van een aantal getallen a 1 ,a2 , ... ,a gebruiken we het 
~ n n 

symbool .,2_ ___ ak; voor het product van doze getallen het symbool 7T ak. Er 
k=1 k=1 

geldt dus: 

__ n 
\ a + an+1' ·k= 1 k 

_1 __ 
/ I_ a1 = a 1 , 
k=1 { 

n 
= ( Tl_ ak)an+1 • 

k=1 n n 
Door deze twee regels is de betekenis van > __ ak resp. , !_ ak door 

k=1 k=1 volled_ige ~nd_uct.:ie geheel vastgelegd. 
Opgave 2. Bewijs met 

1 

_ _A_ 
volledige indu0tie dat ,? ___ k = 

__ IL 2 
½n(n+1) en .>-___ k = 

k=1 k=1 
= Dn(n+1)(2n+1). 

Het product van n gelijke getallen a heet de n 8 macht van a 
n 

= T[ a. Voor deze machten gelden de vol~ende eigenschappen~ 
k=1 

( 1 • 33) 

(1.34) 

(1.35) 

aman = am+n, 

am-bm = (ab)m 1 

(am)n = amn. 

n 
a 

De rationale getallen vertonen echter nag tekortkomingen, waarvan 

we er nu e~n zullen behandelen: 
2 

(1.36) Er is goon r~tionaal getal x, waarvocr geldt x = 2. 

Bewijs: Omdat x2 = (-x) 2 ~A bet voldoende te bewijzen, dater geen 

-oositief rationaal getal xis waarvoor- e;eldt x2 = 2. Als er wel zo'n ge-
J; 

tal is, is er onder alle positieve breuke~ m~t kwadraat 2 een ~et kleinste 

positieve noemer. Laat deze ~n zijn, dan is;= 2, dus m2 = 2n. Blijkbaar 
nc 2n-m 

is 1 <' m <'.'.:_ 2 dus n .(. m <_ 2n. Het kwadraat van de breuk is , n , m-n 

4n2-411lli+fil2 = 6n2-4nffi = 2 maar 2n-~ i..:• -o-0-..1 l7V>J.l-•'--.:.._ •. _ 1-,--,-,1, .,. J .>. _,.:.;...: •-,c, 

2 2 2 m-n 
m -2mn+n 3n -2mn 

__ ·-' •r.. :Div c:.cv.Ct., ~tn t,e-µ,·0;nstrijdigheid 9 dus er is geen ratio-
nAn1"..:.;..-=-- ~ .... - .... ,;,.. u 

nale x met x2 = 2. 
We kunnen nu echter de rationale getallen in twee klassen verdelen; 

de ene klasse L bestaat uit de negatieve getallen en de getallen ~ O, waar-
----- , __ __,_ ,_ ____ ..:, ____ .... ,, 0 ~ a ri0 ::1Y1rlere R ui t de uosi tieve getallen waarvan het 
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kwadraat .> 2 is. Als x _;: O, x2 < 2, y ·: o, y2 ; 2, dan is x < y. (Als 
n 1 . 2 · · 2 2 2 ) D t 11 L .. • • x ,;;_ y was, was x -~ xy ~- y , maar x < y • e ge a en van ziJn 
dus kleiner dan die van R. Do ~oeilijkheid is nu, dater geen rationaal 
getal op de grens van deze klassen ligt (van zo'n getal zou bet kwadraat 
2 moeten zijn). Nu is het mogelijk om~ op een bier niet nader te bespre­
ken wijze, de verzameling der rational8 getallen uit te breiden tot die 
der reele getallen, waarin de bierboven genoemde bezwaren opgebeven zijn. 
In bet bijzonder geldt dat, als de verzameling der reele getallen ver­
deeld wordt in twee klassen Len R, dusdanig, dat ieder reeel getal bet­
zij in L, betzij in R ligt (en niet in ~Gide) en dusdanig, dat ieder ge­
tal in L kleiner is dan ieder getal in R, er dan geldt dat betAij Leen 

grootste betzij R Gen kleinste getal bezit, d.w.z. een getal in L (resp. 
R) dat grater (resp. kleiner) is dan alle andere getallen in L (resp. R). 

Verder blijven alle bierboven gegeven rekenregels voor rationale getal­

len (nummers (1.1) t.e.m. (1.22), (1.28), (1.33), (1.34), (1.35)), bebal­
ve die over bet schrijven als Gen br0uk (nu.11IDers (1.23) t.e.m. (1 ,27)) 

oak voor reele getallen geldig. 

We kunnen een reeel getal ook nog anders to~ stand brengen. Denken 
we ans een re8el getal bepaald door een klassenpaar Len R. We bekijken 
eerst welke gebele getallen in L en welke in R liggen. Laat b. v. 6 ( en 
dus ook alle kleinere getallen) in Len 7 (en dus ook alle grotere ge­
tallen) in R liggen. We bescbouwen nu de getallen 6,1; 6,2; ••. ; 6,9 en 
kijken weer welke in Len welke in R liggen. Laat b.v. 6,3 (en dus 6,1 
en 6,2) in L liggen en 6,4 (en dus 6,5 t.e.m. 6,9) in R liggen. Dan gaan 
we verder met 6,31 t.e.m. 6,39 enz. Zo sluiten we bet reele getal a 

st0eds verder in~ 

6 c.. a <. 7 

6,3 < a< 6,4 

6,37 I. a .::.. 6,38 

We kunnen dan a scbrijven als een oneindig voortlopende tiendelige breuk 

6,37 .•.. Elk volgend cijfer van de breuk maakt de grenzen, waartussen 
bet getal meet liggen, nauwer. Voor het getal dat als kwadraat 2 heeft, 

kunnen we zo ook vindeni 1 ,41 .... 
Als we over II een verzameling reele getallen" spreken, bedoelen we 

daarmee een verzameling, die uit reele getallen bestaat, b.v. de reele 
get~llen { 2 of de reele getallen in welker decimaalbreukontwikkeling 

ergens een 3 optreedt. Het is niet te verwarren met "de verzameling der 

reele getallen", d,i. de verzameling van alle reele getallen. 
Een verzameli~g V reele getallen beet naar boven begrensd (resp. 

naar beneden begrensd) als er een re8el getal C bestaat zodat voor ieder 
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getal x uit V geldt x f C (resp. x ~ C). Het getal C h8et dan een bovon­

grens ( r0sp. ondergrcns) van V. Als V zowel naar boven als naar oeneden 

bugrensd is (in d0 tweo gevallen natuurlijk met verschillendb C), heet 

V "begrensd. 

De verzameling dGr rccle getallen ~ 2 is wel naar boven, maar ni8t 

naar beneden begrcnsd; de verzameling d8r reele getallen in welker deci­

maalbreukontwikkeling orgcns een 3 optrbcdt is noch naar boven noch naar 

beneden begrensd. 

Als V cen naar boven (rGsp. b~neden) begrcn$de verzameling reijle 

getallen is, hcet het getal a de bovenste grens (resp. onderste grens) 

van V als a bovengrens (resp. ondergrens) is~ maar ieder reeel getal 

<._ a niet; m.a.w. als a de kleinste bovE.mgrcns (rusp. grootste ondergr,ms) 

is. Het is duidelijk, dater slechts l~n getal a bovenste grens (resp. 

onderste grens) van V kan zijn (let op het verschil in lidwoord in de 

defini ties van bovengrens 0n bovenste gr0ns). A priori is het echter 

niet duideli,ik, dat bij icde:re naar boven begrensde verzameling ook inder­

daad een bovenste grons bestaat. Dit is cchter wel het geval~ 

(1 .37) (Stelling van de bovcnste grens)" Iedere naar boven begrensde ver­

zamoling reele getallcn heeft een bovc:nste grl:ns. 

Doordat wij de invocring der rcele getallen hier niet in details 

hebben uitgevoerd, missen wij de basis om het bewijs van deze stelling 

te lever en. We zullE:m dcze fundamentele stc.:lling dus zonder bewi j s moot en 

aanvaarden. Hot spn.:ekt vanz8lf dat er ook ocn met ( 1.37) overeenkomonde 

stelling van de onderste grcns is. 

Als voorbeeld hoe men stcllingen over reele gotallen met behulp van 

de stelling van de bovcnstc grcns kan bewijzen~ geven we het bewijs van 

de volgende stelling. 

(1 .38) Bij ieder positicf re~cl getal a is cen positief re~el getal b te 

vinden 9 zodat b 2 = a. 
Bewi j s: ,Stel cerst a '-: 1 • N8em de verzameling V der posj_ tiE:ve reele 

getallen waarvan hot kwadraat c.:· a is. V is naar ooven begrensd, want 

(a+1) 2 == a 2 + 2a + 1) a t.;ll al: x 2 < a dan j_s x 2 <_ (a+1) 2 dus x< a+ 1 

(uit x 3 a+ 1 zou volgcn x2 ;;_, (a+1 )x '} (a+1 ) 2 ). V h6eft dus een oovenste 

grens b. W8 bewijzen nu dat b 2 = a, We noemen d = 1:~. Stel nu b 2 ) a 

(resp. b 2 <_ a) 9 dan is d ,/ b (resp. d / b) en d2 > a (resp. d2 < a). 

Opgave 3. Bewijs de vorigc zin (uit het ongerijmde). 

Als nu b 2 ~' a is 9 is, omda t d < b is 9 d f'"Q.JJ. eovcngrens van V, dus 

er is een x > d met x2 <(__ a; uj+ ..1 "'----x: volgt d <_ x2
i dus d2 ~ a, maar we 

weten dat d2 > ::, ,_~ ,_,gecn een tegcnstrijdigheid levert 1 dus b 2 ~ a. Als 

i--,2 -, .__,, 9 ctan is d -,,..> b en d 2 < a, hetge;1..m direct in -s-tr:i.jd is met het fei t 

dat b bovengrens van V is, Dus b 2 = a. Als a > 1, dan is ¾ < 1. Op : m.oge~ 



Elan 6 

we cle s te 11 ing 
1 

dus al toepassen; er is dus een c met c2= ~ . Kiezen wij 
2 1 ~ 

nu b= c dan i :3 b = 2 = a. Als a= 1, dan kunnen wij b = 1 k1ezen, Nu 1e, 
C 

(1.38) volledig bewezen. 

Het spreekt vanzelf dater niet meer dan f~n positief getal kan zij~' 

waarvan het kwadraat <: 1::, want als x 2 = a 1 y2 = a, x ) o, y ) o, dan is 
2 2 2 2 

x = Y. 0 = x -y = (x-y)(x+y). Uit x) o. y ~ 0 volgt x+y) 0, dus 

x+y f 0, dus x-y = 0, x = y. Het volkomen bepaalde positieve r~~le getal 

b uit stelling (1.,J8) noemen w1j \f~. Verdcr stellen wij fo = 0. 

We zien hieraan, dat in tegenstelling tot hetgeen biJ de rationale 

getallen het geval was nu x 2 = 2 wel een positieve oploss1ng bezit. Het 

get al f2 is dus een reeel get al, dat niet rationaal is; zulke getallen 
heten irrationale getallen. 

Als ;x een irrationaal getal is en a, b, c, d zijn rationale getallen 

dan volgt u:Lt a+bcl,= c+d::xi data= c, b = d, Was nl, bf:. dJ dan was 
a-c 

o( = d-b en dus ~ rationaali dus b =den dan ook a= c, 

Men zegt dat het reele get.al c tussen de reele getallen a en b ligt 

als a< c < b of b ~ c < a geldt. In ieder geval is dan dus a f:. b. 

(1.39) Tussen twee verschillende reele getallen ligt een rationaal getal. 

BewiJs: Laat de gegeven getallen a en b zijn en a< b. Volgens (1.28) 

voor reele getallen is er dan een geheel getal n zodat n-1 < - 1- < n. ---. b-a 
Omdat b - a> O volgt hieruit b - a)~> 0. Nogmaals volgens (1.28) voor 

re~le getallen is er een geheel getal k zodat k-1 ~ (n+1)a ~ k, dus 
k k , 1 k a <-- --.,, en a - -- ;;; - -,-.,,. Voor het rationale getal c = ~ geldt dan n+ 1 n+1 nT I k 1 1 1 n 1 

a <_ c en b - c = b - a + a - n+1 / n - n+1 = n( n+1 ) > 0; dus a <-. C <- b 9 

dus c ligt tussen a en b. 

(1.40) Tussen twee verschillende reele getallen ligt een irrationaal ge­

taL 

Bewijs: La~waer de gegeven getallen a en b zijn en a< b. Dan is 

a - V2 < b - V-2. Volgens ( 1. 39) is er een rationaal get al d zodat 

a - V2-:.... d <... b - \/2. Dan is, als c = d+ (2 1 a L c ~b. Was c rationaal 
r 

dan was ook c-d = V 2 rat1onaal 9 hetgeen niet het geval is. Dus c is irrq_. 

tionaal en ligt tussen a en b. 
Men drukt hetgeen in (1039) (resp. (1.40)) gezegd wordt~ ook wel uit 

door te zeggen dat de rationale getallen (resp, de irrationale getallen) 

overal dicht liggen in de verzameling der re~le getallen. 

We definieren de absolute waarde of modulus \a\ van een reeel getal 

a als volgt: 

I a! = a als 

\al= -a als 

Er geldt dan: 

(1.41) /-al= Jal. 
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( 1 . 112 ) ! a \ > o 2 1 s a l o , I o ! = o . 
\ ab I = \a\ \bl . ('L 1tJ) 

(1.44) \a+b\ /_ lal+lbl (drichoelrnongeli,jkheid). 

We geven hier het bew1js van (1.44). We onderscheiden vier gevallen: 

O;, b _,?,. 0, Dan 1u a+b .?, OJ /a+bl = a+b = \at+\b\. 

0, b < 0. Dan is a+b ,e,_0 1 \a+b\ = -(a+b) = -2-b = \a\+\b\. 

O, b < 0. Dan 1s a+b a+b ··· 2b = a-b = \a\+\b\ en -(a+b) = 

10. a ~ 
20. / a <._, 

30. a) 

= -a-b :': 2a-a-b = a-b = \ a \+\bl Daar in ieder g0val \ a+b\ = a+b of 

= -(a+b), geldt ook la+bl ~ /ai+/bl. 
4°. a< 0, b ~ 0, Analoog als 3°. 
Opgave 3, Bewijs (1.41L (1.1+2) en (1,1+3), 

Opgave 4. Bewljs \ (a( - ltl( ~' 1. a-bl. (Aanwijzing: maak gebruik van 
(1.44).) 

De naam ndriehoeksongelijkheid 11 1\Tordt pas begrijpeliJk bij de comple~ 

xe getallen; daar geeft dezc n,l. juist de stelling dat een zijde van een 

driehoek kleiner is dan de som van de andere zijden. 

Men g2eft van de re~le getallcn een meetkundige voorstell1ng door de 

punt en van een rechte li jn. Op 
-/ - ½, () 93 ,ti / 

----,----+ --+---+-·---+----
.. >), 2 
+---·+-·-.. 

een rechte lijn kiest men een 

punt, dat men O noemt en een 

daarvan verschillend punt, dat 

men 1 noemt, Door het lijnstuk 01 verschillende malen achter elkaar naar 

beide zijden van Oaf te passen verkrijgt men de punten 1, 2, 3 ... en 
1 

-1, -2, -3, ... Doorn van het lijnstuk 01 te nemen en dit uit O achter 

elkaar af te passen krijgt men alle breuken met noemer n. Verdeelt men de 

rationale getallen in twee klassen Len R 

L_ J,1 r< 
----··---·-· --· - ' --- -- -. - . ·•· ... · ;)t-,' . . ' 

liJn bepaalde puntverzamelingen. 

als hierboven beschreven, dan 

geeft het re~le getal dat hier­

door bepaald is op de rcchte 

juist het punt dat op de grens 

ligt van de door Len R op de 

We defini~ren nu nog machten met gehele exponenten en wel voor grand 

tallen _L O door: a0 = 1 en voor een natuurJijk get al n: a -n - 1 
t - 8 n · 

Opgave 5. Bewijs, dat (1.33), (1.34) en (1.35) ook voor gehele exponenten 

geldig blijven. 

~ 2. Oneindige rijen. Convergentie. 
Als men aan ieder natuurlijk getal een reeel getal toevoegt ont­

staat een (oneindige) rij reele getallen. Men kan zich de rij opgeschreve 

denken door eerst het getal dat aan 1 is toegevoegd (het eerste element 

van de rij) op te schrijven, daarnaast het element dat aan 2 is toege-
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voegd (het twcede clement van de rij) enz. Uiteraard kan men de rij nooi 

hclemaal in wcrkelijkheid op deze wijzc opschriJven. Men du1 ccn rij 

in het algemcen wel aan met cen letter waaraan cen natuurli k G~tal s 
index is gehang_·en. Zo is a h · t ne ~1c,m r· - ct- · J' ~ e-n n U - Cc.:. t.-D, Van ,...1.; I'l c.'1, f.1 2 ; 8 3 ,., 
b 7 het zevcndc element van d_,, 1, 1· J- b-1 ··· ,., .,. Ti't:-,n Y•1 J. ,,,-,"".-i.-

- ., L '') !J f<. ) :; " ~ • 11 w • ...L _,_ vv· 0 .i. 1v. L· gevtn 
L _) 

door uen voorschrift dat het mogclijk maakt ieder element ~rvan te bepa-

lcn. Zo 1 n voorschrift is b.v. a - 1 of a = 3a2 a~= 1. In het laat, 
e n n n - n-·P 1 

ste geval wordt het n..:. element van de riJ n1et rechtstr2ekc gegeven, 

maar een voorschrift om hct u1t voorafgaande clement.en van de r1j te be­

rekcncn. We zullcn, als geen misverstand tc duchten is, een v0rkorte 

zegswijzc invo12ren en b "v, in plaats van over 11 de ri,J a , b.Jpaald door 
'1,1 1 n 

het voorschrift an = n wcl sprekcn over 11 de rij an= nil of nog korter ove: 
r1 de ri J. 1il 

n 
Opgave 6. Bcpaal hct zesde element van: 1° de riJ 

= n 1+a 2 , a~= 1, n- n- _ 1 
a~ = 2: J" 0 a - 1 a = c , c 2n - 2' 2n-1 

o 8 n . 5 b = --. waar1n 
n 

a door 2° bcpaald is. n n a ' 
r. +'1 

Ec.m r1 j a he:et bcgrE::nsd, als er een reeel getal c bestaat zodat n 
voor alle:: natuurli.jke n geldt / anJ {:; c, 

Opgavc 7. Welke van de in opgavc 6 opgesomde rijen zijn bcgrcnsd? 

Een rij a heet convergent met limiet a, als er bij i~dcr positief n -·- , __ _ 
rcr(;l getal ~ cen natuurlijk getal N te vindcn is, zodat voor all~ na-

tuurlijke gctallcn n > N geldt ! .s-an -i <_ c, Men schrijft dit lim an = a. 
n ---~.co 

In plaats van 11 ecn riJ is convergent (met limiet a) 11 zegt men ook 

we:l 11 c,cn ri j convergecrt ( naar a) 11 • 

Bet gctal Nin de convergentl€definitie ls afhankcl1Jk van de keuze 

van ~ ; me;n duidt di t we 1 aan door er N(~) voor te schrijven. 

(2.1) Een convergente riJ heeft nict mcer dan ~6n limiet. 

Bcwij[:;: Stel 11m an = a, lim an = b, a /- b. :Can is 'a-b -- O en 
D-➔ CO D---,,,CO 

er is een N'1(½1a-bi), zodat voor n > N'1 geldt !a-an\~ ½la-01 en een 

N0 (~! a-bl), zodat voor n > N2 gcldt \b-anl < ½\a-b\. Noem de grootste v~ 

¼~ 8 n n2 nu N (schrijfwijze: N = max (N'1,N2 ~) dan is voor n > N zowel 

a-anl < ½la-b\ als /b-anj <½\a-bl. Dan isl2-bl = \a-aN+'1 + aN+--i-bl-

'. \r -~ I + \ a -b \,:.: ti a-bl + }\a-bl =- I a-b:; dit geeft echter een 
. d dN+1 CN+'1 I 2 . I 

t genstn_,jdighcid, dus a/:-b is onmogeliJk, dus a = b, 

· · g nt "'lJn en zo J0 a met welke o1:_,~ave 8. Ga na of de volgende riJen convcr e · L., 

~ o n n ,1) 30 a. 1, 2 =2- (bewijseerst2 ~ n+1; a=, 
n' an n -n 

o -n 60 ~ = 0 , 
h a - O a = 2 ; a2n-~ = i, a2n L ' 
J 2n-'1 - ' 2n 1 

n-1 --n 

b '°langriJ"ke voorwaarde voor convergentie (een z.g. We gaan nu een " 
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convergentickenmerk of convcrgcnticcritcrium) van een r1J aflciden. Hier­

toe eerst cen dcfinitie. 

Ecn r1j a heet ccn fundnmcntaalriJ, als er bij icdor positief re~el n 
gctal ~ een natuurlijk getal N tc v1nden is 3 zodat voor allc natuurlijke 

gctallcn m) N E:n n ;, N gclc.H 11 a -a \ z_ ::.... m n 
Globaal gezegd is ecn convcrgentc riJ ecn rij, waarvan de elementen 

op den duur willekeurlg dicht bij hun limiet komen te ligg~n en cen funda­

mentaalriJ cen rij waarvan de clemcnten op den duur wlllekeurig dicht bij 

elkaar komcn tc liggen. 

We bew1jzen nu eerst ecn hulpstelling: 

(2.2) Ecn fundamentaalr1J 1s begrensd. 

BcwiJs: Laat a eon fundamcntaalriJ zijn. Dan is er een N(1) te vin-n 
den zodat voor m ) N gcldt I am-aN+1 I < 1 J dus \ am\ = \ am-aN+1 +aN+1 \ :Sc 

~ [ am-aN+1 i + 1 aN+1 \ ,(_ )aNvi \ + 1: De vt::,rzanwling der getallen a 13 a 2 , .•. , 

is natuurli,jk begrcnsd; I an\ s c1 voor n .:::- N. Nocmen we nu C = 
= max ( C 1 , I aN + 1 [ + 1 ) d an is \ a 11 \ ::,:: C v o or a 11 e n . 

(2.3) (Con.crgenticcritcrium van Cauchy) Ecn fundamentaalrij is conver­

gent. 

Bewijs: Laat an een fundamentaalrij zijn. Beschouw de verzameling V 

bcstaandc uit die reclc getallen x waarvoor geldt: er is cen natuurlijk 

get.al N zodat voor alle natuurlijke getallen n > N geldt an~ x (deze N 

mag voor verschillende x verschillend zijn). Nu is an begrensd: I an\ s C, 

In iedcr gevalt ligt -C in V want an~ -C voor alle n, dus Vis werkelijk 

een vcrzamellng. Vcrder is V naar boven begrensd, want voor x > C geldt 

an< x voor allc ny dus x ligt dan nict in V, dus C is ecn bovengrens van 

V. Laat a de bovenstc grens van V zijn (schrijfwijzc a - sup V). Kies een 

f "> O, dan is a- s gecn bovengrcns van V, dus er is een y in V zodat 

y 'a-~. Er is dan ecn 

dus a-an < ;--_ . Omdat an 

zodat voor m > N2 , n > 

N1 zoclat voor n > N1 geldt an~? y" dus an> a-::., 
een fundamentaalrlj is 1s er een N2 (~) te vinden 

N0 geldt \ a -a I < 2i... Omdat a een bovengrens van 
c m n _ 

~ L 
Vis, ligt a+' niet in Ven dus is er een M > N2 zodat aM ~a+ 2 . Voor 

n) N2 is dan a-an= a-aM + aM-an ~ - ~ - ~ = -t. Noemen wij N = max(N 1 ,N2 
dan geldt voor n )' N dat - "- < a-a ,::- ::.,, , dus , a-a 1 ..._ L. Dus lim an = a; n i n i 

a is convergent. 
n 

Het omgekeerde van (2.3) is veel eenvoudiger: 

(2.4) Een convergentc rij is ccn fundamentaalrij. 

Bewijs: Laat lim a = a zijn. Neem een ,;:__ > n 

zoda t voor n )' 

= j am-a+a-an/ 

rij. 

n -- --:> co 2 
N geldt la-anl < 2. Als_dan m) N 

:: \a-am\ + \ a-an \ < ~ + 2 = ~. Dus 

OJ 

en 

is 

n--~CO 

dan is er een N ( ~) , 

n> NJ dan is ! a -a j = m 11' 

an een fundamentaal-



Uit (2.2) en (2.4) volg direct 

(2.5) Een convergente rij is begrensd. 
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Het voordeel van het criterium van Cauchy is, dat in de definitie 

van fundamentaalriJ de limiet van de rij niet voorkomt en dat men dus 

om aan te ton~n dat ~en rij een fundamentaalrij is de limiet van die 

rij niet behoeft tc kennen. 

We brengen het limietbcgrip nu in verband met de vier hoofdbewer­

kingen en de ordening. 

Als a en b rijen zijn dan heet de 
n n an 

en = a +b , resp, a -b , a b . -b de som, n n n n n n" 
n 

rij c gedefinieerd door n 
resp. het verschil 3 het pro-

ductj het quoti~nt van de rijen a en b . Het quoti~nt heeft uiteraard 
n n 

alle8n zin als b IO voor alle n. n 
(2.6) De som van twee convergent~ riJen is convergent en de limiet is 

de som van de limieten der afzonderlijke rijen. 

Bewijs: Laat lim an= a en lim bn = b zijn. Bij cen ~> O is er 
n ----':" co n ---'? oo 

ccn N1 (~) zodat voor n
0

;> N1 geldt \a-an\< ten een N2 (~) zodat voor 

n·> N2 geldt \b-bn\ ~ ~- Noemcn wij nu N = max(N'1,N 2 ); voor n > N geldt 

dan \ ( a+b) - ( an +bn) I = \ a-an +b-bn I S \a-an\ + \ b-bn \ < ~ + ~ = t. , 
dus 1 im ( a +b ) = a+b. 

n ------'? co n n 

(2.7) Het verschil van twee convergente riJen is convergent en deli­

miet is hct verschil van de limieten dcr afzonderlijke rijen. 

Het bewijs is geheel analoog met dat van (2.6). 

(2.8) Het product van twee convcrgcnte rijen is convergent en deli­

mict is het product van de limi~ten der afzonderlijke rijen. 

Bcwijs: Laat lim a = a en lim b = b zijn. Omdat a convergeer~ 
n n n n -- -":-· co n ----:.:;. co 

is, volgens (2.5), a begrensd, d.w.z. er is een C zodat Ian\~ C voor 
n z_ 

a 118 n . B i,J e en E > O 1 s c r e e n N '1 ( 2 ( '1 + 1 b 1 ) ) z o d at v o or n > N '1 g e 1 d t 

s. ~ I a-an) < 2 ('1+Jb\) en cen N2 ( 2 ('1+C)) zodat voor n > N2 geldt 

/b-bnl < 2 ( f+c). Noemen wij N = max(N 13 N2 ); voor n > N geldt dan 

\ ab-anbn I = ) ab-anb+anb-anbn \ < \ab-anb I + I anb-anbn \ = j ( a-an)b) + 

I , b \ _,,. I b / f... C S ./ •c- " 
+ \ 2 n(b-bn)1 = I b\ \a-on I + :-in 11 -bn <;::_ 2('1+lb\) + 2('1+C; c.._ 2 + 2 = £-, 

Dus lim 

(2.9) Het 

voor alle 

a b = ab. 
n n 

a 
t · ·· t n van twee convergente ri J'en an en bn met bn -1 C quo ien b r 

n 
n en lim bn IO is convergent en de limiet is het quoti~nt 

n-----, oo 

van de limieten der afzonderlijke rijen. 



Elan 11 

Bewijs: Laat lim a =a en lim b =b zijn. Dan is an begrensd 1 d.w.z 
n •---'l> oo n n -----;-, co n 

-I- l \ ' er is een C zodat \a \ c:: C voor alle n. Omdat b OJ is 2 b\ > 0. Er 
n -

is dus een N1 (½\b\) zodat voor n > N1 geldt \b-bn\ <... ½\b\. Verder is 

/bi== :b-bn+bn\ ~ \b--bn\ + 1 bn\J dus 1bn:.:;: '\b\ - 1b-bn\b Als n > N1 is 

dan )bnl) \ b \ - ½\b\ =½\bi. Bij een '.:..> O is een N0 (~) zodat 

I r I b I _ . ( f lb I 2 ) \ ;;: \ b \ 2 
a-- an I < - 2- c n e en N 3 4 ( 1 +c ) z o d at b - b n \ <. 4 ( 1 +c ) . 

\ a an\=·\ a-an N = max ( N 1 , N 2 5 N 3 ) ,; vo or n > N is d an ~ - b . b 

Noemen wij 
an(bn-b) 

+ bb 
n 

<'. \a-anl + ·1anl I b--bnl E lb\ + C z. lb\~ L_ S 
' I b I \ b l i b I z 2 \ b I \ b I ½ \ b \ 4 ( 1 +c ) <'... 2 + 2 = S · Dus . n 

lim 
n-__'.). oo 

a n 
b n 

nu 
1.-,, 

\-'.::::· 

(2.10) Als van een convergente rij alle element.en~- O zijn 1 is de limiet 
ook?:, 0, 

Bewijs: Laat lim a =a ziJ'n en a ~ O voor alle n. Stel a c. o. Er n n ..-- · 
n-c,,·OO 

is dan een N zodat voor n ·-, N geldt , a-a :.. --2L.aj dus a -a C:. --21 a 1 dus · ' n n 
an<:.:_ ½a< O. Maar ::.N+'1 < O is in strijd met het feit 1 dat an~ O voor 
alle n 1 dus a< O is onmogelijk 1 dus a O, 

(2.11) Als de rijen an en bn convergent zijn en an~ bn voor alle n dan 

is 1 i m an ~ 1 i m b n • 
n ---,;, oo n -➔ oo 

Bewijs: Laat lim a =a en lim b = b zijn 2 dan is 2 volgens (2.7) 1 . n . n n --- -:, oo n -- ;;- oo 

lim (a -b ) = a-b. Maar a -b ~ O voor alle n, dus, volgens (2.10) geldt n n n n n •---? m 
a-b ;;::- OJ dus a->: b. 

Let wel dat uit an/;; bn voor alle n niet volgt lim an> lim bn; 
n -:>·oo n __ ,,. oo 

ool,c in dat geval kan tot niet meer dan 11m a -~ lim b geconcludeerd 
n -;,.oo n n __ ,, oo n 

worden. Voorbee ld: de ri J0 en an = n1 en b = J_" inderdaad is 1 ) _J_ voor n n' n n 2 2 
alle n, maar beidc riJen hebben O als limiet. 

Evident is: 

(2.12) Een constante rij an= a is convergent met limiet a. 

Door in (2.11) hetzij voor an, hetzij voor bn een constante rij te 

ncmenJ vinden wij: 

(2,13) Als voor een convergente riJ an geldt an-=S C (resp.>- C) voor 

alle n, dan geldt ook lim a ~ C (xesp. ~ C). n n ~ oo 
Een rij a heet monotoon niet-dalend (of isotoon) als uit m <.. n n 

volgt am~ anJ monotoon niet-stijgend (of antitoon) als uit m < n volgt 

a ~ a monotoon stijgend (of streng isotoon) als uit m < n volgt a-~ m / n 1 --------"-=--- --~~---- m 
-::_ an_. monotoon dalend ( of streng anti toon) als ui t m <.. n volgt am> an. 
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In allc vier de gevallcn heet de rij monotoon, in de laatste twee geval­

len strcng monotoon. 

Hct is dan met volledige inductie dirtct in tG z1en dat een rij 

isotoon is als am~~ am+'1 voor alle men analoog voor de andere gevallen. 

We krijgen nu het volg~nde belangrijke convergentiecriterium: 

(2.14) Een monotone begrensdc riJ 1s convergent. Ala de rij isotoon 

(resp. antitoon) i:3 9 is de l1miet ): .. (resp. ::::. ) ied.er clement van de r1J; 

als de r1j streng 1sotoon (resp. streng antitoon) is, is de limiet ~ 

( rc.:sp. ) iecler elem8nt van de ri j. 

Bewijs: Laat a een begrensde isotonc rij zijn. Dan is er een C zodat n 
an-- C voor alle n. N~em de vcrzamcling V der retle getallen x, waar-

voor geldt a ~~ x voor alle n. Dan is V naar beneden begrensd want voor n ·-
j_ec]ere x in V geldt a 1 < X 3 dus a 1 is cen ondergrcns van V. Laat a de 

onderste grens van V zijn (schrijfwijze inf V = a). Neem een :. >OJ dan 

ligt a- 2.- niet in V. Dus is E::r een N zodat a-~< aN, Verder is voor n > N 

z cker a ? aN, dus a-- ~ < a . Verder is a : __ 0 c1 voor alle nJ dus voor n > N n n n 
is O ~ a-an ~ dus \ a-an l ""'::::... . Di t gee ft lim a =a. Tevens is bewezen 

n --;~ oo n 
dat an~ a voor alle n. Als de rij streng isotoon is en voor een of an-

dere M zou aM = a zijn dan geeft aM < aM+'1 en aM+1 ~a direct de tegen­

s trijdighcid aM <:::'.:. a. Dus is in dat geval an<: a voor alle n. Voor een 

antitone rij gaat het bcwijs analoog. 

We merken op dat een isotone (resp. antitone) riJ automatisch naar 

beneden (resp. bovcn) begrensd is., want an-3 a 1 (resp. an:::.-a1 ) voor alle 

n, dus a 1 is ccn ondergrens (resp. bovengrcns); we behoeven dus alleen 

te cisen dat de rij naar bovcn (r~sp. beneden) begrensd is. 

Opgave 10. Bewijs dat, als de rij a convergent is met limiet a, de rij n 
I an1 convergent is met limiet la ·1 • 

Opgavc 11. Bewijs dat als de rij a 
---- n 

II 

voor alle nJ de rij Va convergent n 

convergGnt is met limiet a en a ::.~ O 
n -

is m6t limiet. '.~a, 

Opgave 12. Bewijs de convergentie en bereken de limiet van de volgende 

rijen (3 + -S) 2 7n 2+Jn+4 (denk: eraan, dat lim ~ bekend is),-~ ~, 
n2 J 2n2+1 n c>OO k=1 n 

'i-----

0 pgave 13. Laat de riJ an gegeven z1Jn door a1 = V2J an+1 = V2+an. Bewijs 

c1 at a ,/ 2 voor alle n. BewiJ··s dat de rij a convergeert en bereken de 
n --- n 

l 1.miet. a -s n 
Opgave 14. Laat an een ri j en s een get al zi jn. Als dan n 1~m 

00 
an +s 

c1an geldt lim a = s. n 
n-;, oo 

= 0:, 

Als toepassing van het voorafgaande beha~delen we de rij an bepaald 

door an= (1+ ~)n. Hiertoe hebben wij de volgende hulpstelling nodig: 
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(2.1 13) J\ls .\ > --1 en n en natuurliJk gctal is_, geldt (1+\)n .?,:- 1+n\(onge­

liJkheid van B~rnoulli). 

Opgavc 15. Bcw1js (2.15). 

Neem nu naast a = (1+ 1)n n n 
( 1)n+1 " nog b 11 = 1+ n , □ an is blijkbaar 

an~ bn voor allc n. Nu is 

1 
1 + n+1 

1 + 1 n 

n 
-i -, 

n n( n+2) ·. 
2' ( n +1) ; 

= ( 1 - 1 ) n 
0 

(n+1)'-
1 -

(n+1) 2 

n n 
2 

n +2n 
= 

n+1 
= n+2 -

1 1 _, dus (1 + 1) 11 < (1 + 11 ) 11+1 , dus de rij 
1 + __ n 11 

n+1 

1s streng 1sctoon. Vcrder is 

1 n+1 
+-,---,,--,-· 

n ( n +2)) 
n+1 

1 + n( n+2) 
> 1 + n+1 

( n+-1) 2 

= 1 + nJ1 j dus (1 + ~)n+1 > (1 + n11 )n+2 , dus d8 r0 ij b 11 is strcng anti­

toon, De ri j an is noar bovcn bcgrcnsd wc,gcns a11 <' b11 c:'.'.: b1 = 4, Volgens 

(2.15) is clus Rn convergent en de limict is> :11 = 2 l::n Sb 2 ~- b1 = 4, 

Dus: 

(2.16) De rij (1 + 1)n is convergent. ~e limiet noemcn wij e. 
n 

Opgave 16. Bcwijs lim (1 + ~) 11 +1 = e. 
n -··-,OO 

Hct getal c zal in de annlyse ccn Z8er bel1:mgriJk getal blijken to 

ZiJn. 

We kunnen in ecn convergent~ riJ allcrlei wijzig1ngen aanbrengen zo­

dat deze toch convergc~t bliJft met ct~zclfdc limict. Allcreerst kunnen 

w1j ccn eindig aant2l clemcntcn vcranderen, inmcrs als we dat doen is er 

zckcr cen N1 zodat. v-oor n , N,1 nlle '-'lcmentc;1 ongewiJzigd zijn gebleven; 

kic zcn we dan td j ee,;n :;,_ de bi jb chorl.:ndc N in iede1" giJV al , N 1 en overi­

gens zoal$ Dij de oorspronkcliJkc ~ij dan tlijft allcs hctzelfde. Verder 

kunncn Aij de v~l van de elementen willekcur1g vcr2ndercn, d.w,z. we 

voe..5tn aan icdcr natuurlijk getal n een ri-2tuurliJk: gc::tal y (n) toe_, dus­

..,,1,Qnig dat uit m /. n volgt 1/) (m) /. y-;,( 1-i} en definiercn bij een gegeven rij 

an ccn nicuwe riJ b door b = a ( ) . Het is daarbi j nict nodigJ dat alle 
n n 7 n ' 

natuurlljkc getallen onder ~d 1/(n) voorkomen; d.w.z. niet allc elementen 

van de oorspronkelijke rlj behoevcn in de nieuwc rij gebruikt te warden. 

Voorbeelden: de riJcn a1 .,a3 ,a5 , ... of a1 ,a3,a2 ,a5,a7,a4 ,a9Ja11 ,a6 ... of 

a 2 ., n 1 , a5 , a4 , 2 8 , ;;,T .•. , Ecn speciaal gcval krijgen wij, als uit m < n 

volgt y(m) c/ (nL d.vLz. de elementen van de nu:uwe rij staan in de­

zelfde vc,j:gorde als die van de oude, allcen zijn er 8Ventueel wat uit 

overge~lagen. In dat geval spreekt men van een deelrij van de oorspronke­

liJ'-e rij. 
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Het is eenvoudig in te zien, dat ook in deze gevallen een conver­
gente rij convergent blijft met dezelfde limiet. Laat bij een ~ > 0 een 
N horen zodat voor n> N geldt \a - an\<.,:.. De getallen 1, •.• ,N treden 
nul of een maal onder de f (n) op. In ieder geval is er dus een N1 te 
vinden zodat voor n > N1 geldt lf (n) > N; voor die n is dan 

la - bn I = I a - asi->( n) \ ( 'z. • 
i 

Opgave 17. Als de rij an convergeert met limiet a en a -f. o, dan bestaat 
er een rij bn die convergeert met limiet a, dusdanig dat bn-/. 0 voor 
alle n. 

Ten slotte kunnen we voor de elementen van een convergente riJ een 
eindig aantal elementen plaatsen; de nieuwe rij is dan convergent met 
dezelfde limieto D.w.zo als an en bn rijen zijn en er is een natuurlijk 
getal k zodat a = b ken de rij a is convergent met limiet a, dan is n n+ n 
de rij bn ook convergent met limiet a. 
Qpgave 18. Bewijs deze bewering. 

Door combinatie van bovenstaande processen kunnen we ook een eindigj 
aantal elementen aan een convergente rij toevoegen; de rij blijft dan 
convergent met dezelfde limiet. 

Uit het resultaat van opgave 17 volgt nog dat in (2.9) de voorwaardel 
bn -J. 0 voor alle n eigenlijk niet erg es sen ti eel is ( b -/. 0 is da t wel ! ) ;. 

we kunnen bn wel vervangen door een andere rij die ook limiet b heeft 
en waarvan wel alle elementen-/. 0 zijn. 

Een rij di~ niet convergent is, heet dive_r_g_cnt. 

Als voor eon rij an goldt dat bij ieder reeel getal °' een natuur-
lijk getal N te vinden is, zodat voor n > N geldt an)' ex (resp. an <•.::x.: ) , 
dan schrijvcn we lim a = + u:.1 (resp. lim a = - co ) • We noemen de 

n--,,,co n n -7QJ n 

rij dan echter niet convergent; men noemt haar wel eigenli,jk divergent. 

§ 3. Functies~ Continuiteit. 
Als aan ieder element x van een verzameling S reele getallen een 

reeel getal f(x) is toegevoegd,.noemen we dezo toevoeging een (reele) 
functie; x heet het argument, f(x) de functiewaarde van de functie. Zo 
is yf- de functie die aan ieder getal zijn kwadraat toevoegt, sin x de 
functie die aan ieder getal de sinus van dat getal toevoegt, ~ de functie 
die aan ieder getal-/. 0 zijn inverse toevoegt onz. Sheet de defi.£.ifil= 
.Y§rzamelil]._g van de functie o We zullen ons voor S mePstal beperken tot 
zoer eenvoudige verzamelingen; in het bijzonder van bolang zijn daarvoor 
de intervallen, die als volgt warden gedefinieerd: 

Een interval is een verzameling reele getallen van een der volgonde 
negon typen (hierin stellen a en b willekeurige doch vaste reele getaller. 

voor) : 
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10 alle reele getallen dit heet ( -CD , +CD ) 
20 II II ii 

X, die voldoen < Ii II ( +co ) aan a x; a, 
'J 0 11 II II II II II < II II [ +oo) ..) x, a x; a, 

---40 II II II 11 II 11 <: b; ii II 
( -00 J b ) x, X 

r:: 0 II ll II 11 II II < b· 11 11 
( -00 J b J '.) x, X -...:: ;! 

60 Ii fl. II 
XJ 

II If 11 a<x<b; Ii ll 
aJ b ) 

70 Ii fl n Ii 11 Ii a~x<b; II fl [ b ) XJ aJ 
go II fl 11 x, ii Ii ii a<-x::::_b_; Ii ii aJ b J 
oo ii II II II II ii asx~b; ii 11 r- b} / x, a, 

In die gevallen., waar a en/of b optreden heet a het beginpunt en b 

het eindpunt van het interval; begin- en eindpunt heten beide randpunten 

van het interval. De bij de schrijfwijze gevolgde regel is duidelijk; 

waar het beginpunt of eindpunt meegeteld wordt bij het interval staat 

een rechte haak, waar dat niet het geval is een ronde haak.De intervallen 

die in gevallen 1°J 2°, 4° of 6° verkeren heten open intervallen (twee 

ronde haken)J die in 3° 1 5°, 7° of 8° halfopen intervallen (een ronde en 

een rechte haak), die in 9° gesloten intervallen (twee rechte Laken), 
d . . 1' 0 70 8· 0 CO 1 d O t 11 ie in o , , ; ::J oegrens e in erva en. 

(3.1) De intervallen ziJn die en slechts die verzamelingen reele getallen 

die aan de volgende e1genschap voldoen: als x en y tot de verzameling 

behoren, behoort ook ieder getal tussen x en y tot de verzameling. 

Dat intervallen aan deze eigenschap voldoen is duidelijk. Om te 

bewijzen dat verzamelingenJ die aan de eigenschap voldoen intervallen 

zijn onderscheiden wij verschillende gevallen al naar gelang de verzame­

ling wel of niet naar boven begrensd is; wel of niet naar beneden begrensd 

is; als de verzameling naar boven begrensd is 3 de bovenste grens wel of 

niet tot de verzameling behoort; als de verzameling naar beneden begrensd 

is 2 de onderste grens wel of niet tot de verzameling behoort. De rest van 

het (overigens zeer eenvoudige) bewijs laten wiJ achterwege. 

Van een functie kunnen wij een aanschouwelijke voorstelling ontwer­

pen, door in het platte vlak twee onderling loodrechte lijnen (co~rdinaat-

Y assen; X-as en Y-as) te tekenen en 

0 

/ 
/ 

_J 
/ \ rr,j 

I \ 
I 

---·~--·~·~·- \ 
,,----.. ----~.-' 

;,(_ 

deze lijnen tot getallenrechten te 

maken met hun snijpunt als punt O. 

Aan ieder punt is dan een paar (xJy) 

reele getallen toegevoegd dat ver­

kregen wordt door het op de X-as en 

de Y-as te projecteren en de bij de 

projectiepunten behorende getallen 

te nemen. Van een functie f(x) noemen 

WlJ de verzameling der punten waaraan 

(x, f(x)) is toegevoegd de grafiek. Het is duidelijk, dat iedere lijn 
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evcnwiJdig met de Y--as de grafick in ten hoogste i~n punt sn1jdt (d.w.z. 

in 6&n als de bijbehorende x tot de definitieverzameling van f(x) be­

hoort. anders in geen). 

We moetcn bij een functie dus altijd aangeven wat de definitiever­

zameling is. We zullen dit echter dikwijls nalaten; bedoeld is dan de 

grootst mogelijke verzameling waarvoor de definitie der functie zinvol 

is. 

Opgave 19. Het grootste gehele getal ~x (~ een re~el getal), noemen wij 

entier <X en schr1 Jven wi ,j [ 0(-1 • Schets een grafiek van de functie [ x] en 

van de functic x-\:x}. 

Wanneer wij de volgende re~le functie f(x) beschouwen: f(x) = O 

als x irrationaal is en f(x) = 1 als x rationaal is, dan is het bevre­

digcnd tekencn van een grafiek van deze functie niet mogelijk. Dat komt 

omdat deze functic het 11 vloeiende 11 karakter mist.9 dat c1e functies waar­

van we wel grafieken konden tekenenJ althans bij gedeelten, wel bezit­

ten. Dit vloeiendc karakter komt hierop neer, dat als de argumentwaar­

den dicht bij elkaar liggen de functiewaarden ook dicht bij elkaar lig­

gen, Dit prcciscren we nu nader in de volgende definitic: 

Een functie f(x) gedcfinieerd op een verzameling Sheet continu 

in a (a is een getal uit S), als bij icder re~el get.al [> O een re~el 

getal ;/ O te vinden is, zod9t voor alle getallen x uit S waarvoor 

ja--xj < {_) geldt, ook if(a)-f(x)j z ,S geldt (z_-,J- definitie van cont1nui­

te1t). Als f(x) continu is in alle getallen van S clan heet f(x) continu 

(zonder_nadere toevoeging). 
We kunnen nu een verband leggen met het begrip convergentie door 

de eigenschap dat continue functies die functies zijn die ~onvergentc 

rijen in convergentc rijen overvoercn: 

(3.2) Een functie f(x) gedefinieerd op een vcrzameling Sis dan en 

slechts dan continu in a (a is cen getal uit S) als voor iedere riJ an 

(a is een getal uit S voor alle n), waarvoor geldt lim an= a ook 
n n~co 

geldt lim f(an) = f(a). 
n ~ oo 
Bewijs: Stel eerst dat 

(a is een getal uit S voor 
n 

f(x) continu in a is en neem een rij a n 
alle n) waarvoor geldt lim an= a. Omdat 

__ n --~ co 
f(x) con.ti nu in a ls is blj iedere Z > O een (.) > 0 te vinden zodat voor 

alle x uit S waarvoor Ix-al< J geldt, ook I f(x)-f(a)\ <'i- geldt, Omdat 

a naar a convergeert is bi j cf> O een N te vinden, zodat ui t n > N 
n _.,,, l 

volgt j a-anl <.. u en, omdat an in S ligt voor alle n, dus oak f(a)-f(an)1< 

<. S. Dus lim f(an) = f(a). Laat nu omgekeerd van f(x) gegeven zijn dat 

voor iedere riJ a (a is een getal uit S voor alle n), waarvoor geldt 
n n 

lim an= a, ook geldt lim f(an) = f(a), Stel nu dat f(x) niet continu 
n-➔OO 



Elan 17 

,.,. 
1 n a 1 s , Dan j_ s c r e: en t. 1 ,> O z o d 2 t v o or a 11 c ,~, > O 6 e 1 d t d at er e en x 

in.Sis waarvoor /x--a',</ en \f(x)-f(a)\.,_ C 1 " Nemcn vnj '.roor l nu~ 

(n doorloopt de natuurliJke gc:tallen) dan vinden w1j een rij xn (xn 

ligt in S voor allc n) zodat ix -a\<:.. 2 en if(x )-r(~) \>- t, Dan is n n n ~ _,..-- 1" 
blijkbaar lim xn = a en dus lim f(xn) = f(a), hctge~n echter in strijd 

n-m n-;,..co 
i s me t I f ( x n ) - f ( a ) I •.?:: Z '1 v o or a 11 e n , Dus is f ( x ) cont 1 nu 1 n a . 

Dat uit lim an= a volgt lim f(a) = f(a) kunnen wij ook als 
n ---:;,.,OO n --➔ CD n 

volgt uitdrukken: f(lim a) = lim f(a ); d.w.z. de processen van het n n n ·--> oo n ·-;, oo 
nemen van de functie fen van het overgaan op een limiet zijn verwissel-

baar. 

Op grand van (3.2) hadden wij continurteit ook anders kunnen defi­

ni1.3ren: 

Een functie f(x) gedefinieerd op een verzameling Sis continu in 

a (a is een getal uit 3), als voor iedere riJ' a (a is een aetal uit S n n b 

voor alle n), waarvoor geldt lim an 
n · ---:r 00 

= a, ook [;eldt lim f( a ) = f ( a) 
n -·':·OO n 

(limietdefinitie van continuiteit), 

Opgave 20, Schcts clE grafi1.:.;k van de functic f(x) = min (x- [x~\, [~) +'1-x) 

en bcwijs dat de functie continu is (het is de afstand van een re~el 

getal tot het dichtstbijzijnde g~hcle gctal). 

Als f(x) en g(x) funct1cs ziJn) die op dezelfdc vcrzameling S ge­

dcfiniecrd zijn, dan is de scm (resp. het verschil, hct product, het 

quoti~nt) van f(x) en g(x) de functie h(x) gedefinieerd door h(x) = 
= f(x)+g(x) (resp. f(x)-g(x), .f(x)g(x)s f(x),L Het quotient is alleen gfx;1 
ged8finieerd als g(x) IO voor alle x uit S. 

U1t de limictdefinitic van continu!teit en de overcenkomstige stel­

lingen ov1.:.;r convergente riJen volgt dan onmiddellijk: 

(3.3) Als twee functi8S continu in a zijn is hun som, verschil, product 

en quotient ook continu in a. 

Als f(x) en g(x) niet op dezelfde verzamelingen gede.finieerd zijn, 

maar hun definitieverzamelingen hcbben w~l iets gemeen, dan beperken 

wij voorbovenstaande dcfinities de dcfinitieverzameling eerst tot een 

verzameling waarop zc bcidc gcdefinieerd zijn. Analoog beperken wij ons 

voor hct quoti~nt tot een verzameling waar g(x) ~ 0 is (~ls g(x) = 0 

voor alle x gaat dat natuurlijk niet). 

De volgende twee stellingen zijn evident: 

(J.4) Een constante .functie (d.w.z. f(x) = f(y) voor alle x en y) is 

continu. 

(3.5) De identieke functie f(x) =xis continu. 

n Uit (3,3), (3.4) en (3.5) volgt: 

(J.6) Een gehele rationale functic (of 
-~- k polynoom) f(x) - _z_ akx 

k=O 
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n 
( ak zijn getallcn) is continu (wnt met hct symbool 'k- bedoeld wordt, is 
wel duidclijk). k= 

Uit (3,3) en (3.6) volgt: 

( 3. 7) Een gebrokcn r2tionale functic f'(x) = ~t~~, w2a:.4 in P(x) en Q(x) 
polynomen zijnJ gedefinieerd voor die getallen x waarvoor Q(x) / OJ is 
continu. 

Verder is met behulp van de limietdefinitie makkelijk te bewijzen: 

(3.8) Als f(x) gedefinieerd is op Sen continu is in a en g(x) is een 

functie waarvan de definitieverzameling alle functiewaarden van f(x) be­

vat en die bovendien continu is in f(a) en h(x) is de functie gedefi­

nieerd op S door h(x) = g(f(x)), dan is h(x) continu in a. 

Opgave 21. Als f(x) gedefinieerd is als in opgave 20 en g(x) door g(x) = 
= f(~) voor x / O, dan is g(x) continu. Het is echter onmogelijk g(O) 

zo te defini~ren dat g(x) in O continu wordt. Schets een grafiek van g(x) 

Opgave 22. Als g(x) gedefinieerd is als in opgave 21 defini~ren wij h(x) 

door h(x) = xg(x) voor x / 0 en h(O) = O. Schets een grafiek v2n h(x) 
en bewijs dat deze continu is (ook in 0). 

De uit de goniometric bekende functies sin x, cos x, tg x, cotg x 

vatten wij altijd zo op dat de x in rodialen gegeven is. Dan is uit de 

meetkunde bekend dat voor positieve x geldt sin x ~-x. Immers voor 

x < ½ -11 volgt dit uit bijgaande figuur_ 

VO Or X ~ ½ 7r i S Sin X '~~- 1 < 1-;--2 ,, < x. 

Opgave 23. Bewijs dat sin x en cos x 

continu zijn. Bepaal g(x) en h(x) 
als in opgaven 21 en 22J nu echter uitgaande van f(x) = sin x en bewijs 

dezelfde beweringen over deze g(x) en h(x) als in opgaven 21 en 22. 

(3,9) Als f(x) gedefinieerd is op Sen continu is in a en bis een getal 

zodat f( a) ,I b, dan is er een get al :.x > O zodat voor alle getallen x in 

S waarvoor geldt \x-a1 (_ o:... ook geldt f (x) I b. 
Opgave 24. Bewijs (3.9). 

Als een functie f(x) gedefinieerd is op een interval enc is geen 

randpunt van het interval, dan is er- een getal ()I'.> O zodat het interval 

(c-<), c+b) geheel tot het interval behoort (kies n.l. als het interval 

een linker Gindpunta en een rechter eindpunt b heeft ~ = min(c-a,b-c) en 

als dat niet het geval is op analoge wijze), zodat als wij de J in de ,.- . 
[ -S-definitie <o( kiezen alle getallen x waarvoor geldt \x-c \ .::._ d , in het ..... 

interval liggen 2 zodat de grootte van het interval waarop f(x) gedefi-

nicerd is niet van belang is voor de continutteit. 

(3.10) (Middelwaardestelling van Weierstrass) Een continue functie f(x) 

gcdefinieerd op een gesloten interval [a,bJ neemt iedere waarde tussen 

f(a) en f(b) aan, d.w.z. als d tussen f(a) en f(b) ligt, is er een S 
tussen a en b zodat f( ~ ) = d. 
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Bewijs: Als f(a)=f(b) bestsat er 

geen d tussen f(a) en f(b) en valt 

er dus ni8ts t8 bewijzen, Als 

f ( a) < f ( b ) ~ dan ge 1 d t f ( a) < a :::: f ( b ) . 

Neem de verzameling V der ge:;allen 
I 

a. s .. ,c; xi waarvoor geldt a::~ x .=:;- b en 
f(x) ~ d, dan ligt a in ieder geval in V. Verder is V uiteraard begrensd 

(bis een bovengrens)? dus V heuft 0en bovenste grens S. We bevijzen 

nu dat f( ~) = d~- Stol eerst f( f) .>d 1 d.~,z. S ligt niet in V. Omdat de 

functie f(x) in { continu is 1 is er een c\ 1 ) O zodat voor alle x waar­

voor geldt a ~ x ~- b en \x - ~ \ < c5 1 , ook geldt \f(x) -f(~ )\ < f( ~ ) - d, 

dus f( $ ) - f(x) < f( ~ ) - di dus f(x) > d. Verder is f > a (:nuners 

omdat a in V ligt en S een bovengrens van V is 1 geldt f ·-~ a e:'l omdat 

f(a) ~ d en f( t )_ )' d geldt S /: a) i dus voor x 1 = max(~ 9 ( - -}61) geldt 

a~ x1 ~ b, x 1 < 5 en verdor \x-( 1 \ <( c.l1 (dus f(x) > d) voo': alle x 

met x 1 -:f_ x ~ ( . Dus is x 1 een bovengrens van V, maar di t iE wegens 

x 1 < S in strijd met het fei ti dat ~ de bovenste grens van.,, is. J)us 

f( ~) > dis uitgesloten. Stel nu f( ~) <'.'.'.. d 9 dan is eri omdat de functie 

f(x) in? continu is, een 0 2 '> 0 zodat voor alle x waarvo.:n geldt 

a~ x ~ b en Ix -~ I < J 2 1 ook geldt \f(x) - f( ~ ) \ ,!_ d - f( f ) , dus 

f(x) - f( ( ) < d - f( 5), dus f(x) < d. Verder is { Z:. b (i~er: .. omdat b 

een bovengrens van V is en S de bovenste grens van V, geldt {_{ b ;_n 

omdat f(b) >den f( f) C:: d geldt f /: b), dus voor x2 = m1n(bit + ~JJ?) ) (_ > < ) ... 
goldt a~ x 2 :::- b, x 2 > ~ en Jx2 -~ 1c:u2 , dus f(x2 ) < di dus x2 in V, 

maar dit is wegens x 2 > f in strijd met het feit, dat ~ een bovengrens 

van V is. I)us f( ~ ) <'. d ·is ui tgesloten. Er blijft dus a,lleen de mogelijk­

heid f(~) = dover, hetgoen te bewijzen was. Het geva: dat f(a) ~ f(b) 

is 9 kan geheel analoog bahandeld warden (men kan ook op de functie 

-f(x) overgaan). 

Opgave 25. Bewijs met behulp van (3.10) dat in (3.9) f(a) /: b ~oor 
f(a) <::. b (resp. f(a) > b) en f(x) /: b door f(x) c b (resp. f(x) > b) 

kan worden vervangen. 

(3.11) Van een op een interval gedefinieerde reele functie is de, verza­

rneling der functiewaarden ook een interval, 

Bewijs: Laat de functie f(x) zijn? gadefinieerd op het interval S. 

Neem twee willekeurige functiewaarden b 1 en b 2 met b 1 <. b 2 , dan zijn er 

getallen a en a ins zodat f(a 1) = b 1 en f(a_2·) = b 2 • _Omdat Seen inter-
1 2 _ .. ( ) 

val is en a 1 en a 2 in S liggen, behoort la1 ,aJ ook tot Sen is f x dus 

ook op [ a 1i<9,2] gedefinieerd. Neem nu een willekeurig getal d tussen t 1 en 

b 2 , dan is er volgens (3.10) een ~ tussen a1 en a 2 (en dus zeker 1 in S) 

zodat f( {) = d. Dit betekent echter dat d een functiewaar~e van f(x) is. 
,~ ~, ' -----------•-.!.-- ;i,...,,.. .P11r0t:-iP.WRAT'rl.en dus een interval. 
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We merken op~ dat de definitieverzameling en de verzameling der 

£unctiewaarden in (3.11) geenszins tot hetzelfde der op blz. 15 genoemde 

negen typen intervallen behoeven te behoren! Om dit duidelijk te maken 

geven we enige voorbeelden. 
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In geval I is de functie 

1 - ~ gedefinioerd op ( 0, +oo ) ; 
de verzameling der functiewaar­

den is (-m ,1). In geval II is 

do functie tg x gedefinieerd op 

(-½Ti , ~} v); de verzameling der 

functiGwaarden is (-oo , +oo). In 

gcval III is de functie x gedefi­

nieerd op [O, 1/ ; de vcrzam8ling 

der functiewaa;.,den is [ 0, 1J . In 

geval IV is de functie 4x(~-x) 
gedefinieerd op (0,1); de verza­

meling der functiewaarden is 

[1 , +cx:i) • In geval V is de functie 

sin 2x(~-x) gedefiniecrd op (0,1); 

de: verzameling der functiewaar­

den is [-1 , 1 J . 
Bij 66n der negen typen ovon­

wel is de vsrzameling der functie-

waarden wel van hetzelfde type. 

Als n.l. een continue functie ge­

definieGrd is op oen gesloten in­

terval (d.w.z. hot definitie-in-

terval is van het type 9°), dan 
is de verzamcling der functi1;_;waarden ook t:;8n gesloten interval. We kunnen 

dit ook zo uitdrukken, dat de vorzameling der functiewaarden een grootste 
en een kleinste element (esn maximum en e:;c..n minimum) bezit. H8t omge;kc.:l_;r-; 

de geldt niet~ in geval V hisrboven is de verzamsling der fun,tiowaarden 

wel een gesloten interval, maar de definitieverzameling niet, We krijgen 

dus de volgende stelling: 

(J.12) Bcm continue functic~ gedefini'--0rd op oen gGsloten intGrval 1 hceft 

een maximum en een minimum, 

Om deze stelling to bewijzen, bewijzen we ecrst de volgende hulp­

stelling (een functie heet bGgrensd, als de verzameling van haar functie­

waarden begrensd is)~ 

(J,13) Een continue functie, g8defini~erd op e0n gesloten interval, is 

bogrensd. 

Bewijs~ Laat de continue functie f(x) zijn, gedsfinieerd op 

[a,b]. Stel dat f(x) niet begrensd is. Noem a 1=a~ b1=b. Nu is op minstens 

een van beide der intervallen [a,·Ha+b)] en [l(a+b) ,b] de functie f(x) 
:niet begrensd 1 want als zij op beide begrensd was, was zij het ook op 

[a~b]. Kies uit de beide intervallen een als [a2 ,b 2l, waarop f(x) niet 
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In geval I is de functie 

1 - ~ gedefinilrnrd op ( 0 9 +CD ) ; 

de verzameling der functiewaar­

den is (-OJ 9 1). In geval II is 

de functie tg x gedefinieerd op 

(-½Ti , ½ 11-); de verzameling der 

functi0waarden is (-oo 9 +oo). In 

g8val III is de functie x gedefi­

nie erd op [O, f/ ; de vcrzanwling 

der functiewaa;.,den is [ O, 1J . In 

geval IV is de functie 4x(~-x) 
gedufinieerd op (0,1); de verza­

m8ling der functiewaarden is 

[ 1 ? +cq) • In geval V is de functie 

sin 2x(~-x) gedefinie~rd op (0,1); 
d0: verzameling der functiewaar­

den is C:-1 , 1 J. 
Bij fender negen typen ovon-

wel is de VGrzameling der functie­

waarden wel van hetzelfde type. 

Als n.l. een continue functie ge­

definieerd is op oen gesloten in­

terval (d.w.z. het definitie-in-

terval is van het type 9°), dan 

is de verzam"'ling der functiuwaarden ook een gesloten interval. We kunnen 

dit ook zo uitdrukken, dat de verzamoling der functiewaarden eon grootste 

en oen kleinsto element (een maximum en C:,Cn minimum) bezit. H8t omgokc.:l_;r-' 

de geldt niet ~ in geval V hisrboven is d8 verzam1c;;ling der fmutiewaarden 

wel een gesloten interval, maar de definitieverzameling niet. We krijgen 

dus de volgende stclling: 

(3.12) Ben continue functic 1 gedefini.cGrd op een gcsloten interval 1 hGeft 

een maximum en een minimum, 

Om deze stelling to bcwijzen, bewijzen we ecrst de volgende hulp­
stE.:lling (een functie heet be:grensd, als de verzameling van haar functie­

waarden begrensd is)~ 

(3.13) Een continue functie, gc;definieEcrd op e2n gesloten interval, is 

begrensd. 

Bewijs~ Laat de continue functie f(x) zijn, gedefinieerd op 

[a,b]. Stel dat f(x) niet begrensd is. Noem a 1=a 1 b1=b. Nu is op minstens 

een van beide der intervallen [a,-Ha+b)] en [i(a+b) ,b] de functie f(x) 
11.iet begrensd, want als zij op beide begrensd was, was zij het ook op 

[a,b]. Kies uit de beide intervallen een als [a21 b~, waarop f(x) niet 



Elan 23 

Een functie f(x) beet monotoon niet-dalend (of isotoon) als uit 

X < y volgt f(x) <:"'-. f ( y) ' monotoon niet-stijgend (of anU. toon) als uit -
X < y volgt f ( x) )•f(y), monotoon ctijgend (of streng isotoon) als uit 

X < y volgt f(x) / "- f ( y) ' monotoon dalend (of streng antitoon) als uit 

X 
~--~~ 

y volgt f ( x) > f ( y) . In alle vier de gevallen heet de functie mono-

~i in de laatste twee gevallen streng monotoon. 

Een functie f(x) heet eeneenduidig als uit x J y volgt f(x) J f(y). 

Als f(x) eeneenduidig is, heeft f(x) een omkeerfunctie, die als 

volgt bepaald is. Bij iedere yin de verzarneling der functiewaarden van 

f(x) is er een en slechts'fen X in de definitievorzameling van f(x) te 

vinden zodat y = f(x). ])eze; toE::voc0 ging x = g(y) heeft de verzameling der 

functiewaarden van f(x) als definitioverzam0ling en de definitieverzame-

. ling van f ( x) als vorzameling der functiewa,J.rden; verder is f( g( y)) == y 

en (f( ) ) T, " + · ( \ J , ·, .,.,, ~~-,·,,,, ·,+·' .. ~0 ,,n, 1°(x\ g - X o:: X. ..:.J E:: z I::;. l UD. C c: l f; :''.' X) ~et· T G b Ld.Jn \. ,, .L ..L ,,,J l: u J. ,.. I ·="-- " I • 

Uit de definities volgt direct, dat con streng monotone functie 

0;eneenduidig is. Omgekec}rd is ecm op cen interval gedefinieerde eeneen­

duidige continue functie □ tr2ng monotoon. Neem tweG gntallen x en y met 

x <. y in het interval. Uit de 8l;n0enduidigh0id volgt dat f(x) f f(y) 1 dus 

f(x) < f(y) of f(x) > f(y), Stel f(x) • f(y) (f(x) > f(y) gaat analoog); 

als de functie dan strong monotoon is, is zij streng isotoon, Stel dat 

de functie niet streng isotoon is 1 dan is or een z zodat f(z) t.o.v. f(x) 

en f(y) niet in overeenstmrnning is met de strengo isotonie. Er moeten nu 

vcrschillende gcvallen onderscheiden warden, waarvan wG er slechts 6611 bij 

wijze van voorbeeld behandelen. Stel z ~ x ~yen f(x) c. f(z) ~f(y). 
,-

Vo lgens (3.10) is er een { tussen x en y zodat f({) = f(z), maar f f z 

v1egcms z < x en x < E, ; di t is echt01r in strijd met de een2enduidigheid 

van d~ functie. Zo vinden we: 

(3.14) Een op een interval gecL.,fini80rde L;t:necmduidige continue functie 

is streng monotoon. 

Hot is dus zo, dat voor op e0n interval g&definieerde continue 

i'uncties eencenduidigheid en strsnge monotonie h8tzclfde zijn, We zullen 

nu aantoneni dat in dat geval de omk8ri.ng ooh continu is. 

( 3. 1 5) Een op eE:.n interval gc;dL:finieccrdu continue streng iso tone (resp. 

streng antitone) functie he0ft acn omkesrfunctic, die ook continu, 

streng isotoon (resp. strong antitoon) en op e0n interval gedefinie~rd 

is. 

Bewijs: Laat f(x) de functie in kwestio z1Jn. Dan is f(x) eeneendui­

dig, dus de omkeerfunctio g(x) bestaat. Verder is volgens (3.11) de ver­

zameling der functiewaarden van f(x) ecm interval, dus g(x) is op een in­

terval gedefiniel:rd. Dat uit strenge isotonie (resp. strange antitonie) 

van f(x) strenge isotonie (resp. strenge antitonie) van g(x) volgt is 

cenvoudig in te zien (ga dat zelf na). Er rest nog te bewijzen dat g(x) 

continu is. We beschouwen het geval dat f( x) ( en dus g(x)) streng isotoor 
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is (het andere geval gaat analoog). Noem I het definitie-interval van 

f(x) en K het definitie~interval van g(x). Laat been getal uit K zijn 

en g(b) = ai dus f(a) = b. Stel dat b gecn randpunt van K isi dan is er 

een A> O zodat [b -."A 9 b +' \_jgeheel tot K behoort. Wegens de strenge isoto 

r~h. is c= g(b -ll)<'g(b) =a<. g(b +A)= den omdat I een interval is9 

oehoort le, d] geheel tot I. Kies nu een 'L. > 0 en noem p = max( c i a - ~) 

q_ = min(d, a + Z) 9 dan liggen p 011 q in I en is f(p) < f(a) = b <. f(q). 
~ ~ 

Neem nu ,:J = min(f(q_) - b 9 b - f(p)). Als I y - b I c:::.J 9 dan is 

f(p) ~- b - 5 < y <.. b +S~f(q) 1 dus f(p) < y < f(q), dus a -2:. ~ :P = 

= g(f(p)) < g(y) < g(f( q)) = q ~ a + ;;;. 9 dus \g(y) - g(b) I< S 9 dus g(x) 

is contin~ in b, Als b wol een randpunt van K is 9 gaat het bewijs analoog. 

(3.16) De functie xn (n gzfr12el en -J. O), gedefinieerd voor reele x > 0 
is strong monotoon an wel isotoon voor n > 0 en antitoon voor x ~ O. 

Opgave 26. Bewijs (3.16). 
Verder hceft deze functie xn als vorzameling van functiewaarden het 

interval (O,+co). Dit volgt uit het feit, dat uit x:;:, 0 volgt xn> O, 

uit n__. 0 en x> 1 volgt xn-?., x, uit n::, 0 en x <:: 1 volgt xn'.Sc:x, uit 
✓ O · 1 1 -'- n 1 · t O · 1 1 t n' 1 H. · t n "'-- en X ;.> VO P' V X < - on Ul n c:: en X "-- VO g X -:::- -. ierui 

D - X X 
en uit (J.15) volgt~ 

(3.17) De functie xn (n (J'oheel 
j_ t:, en -J. O)~ gedefiniecrd op (0 9 +m) ho0ft een 

omkE:i:,;rfunctie ( die vrn x11 no omen), g0definieerd op ( 0; +en ) 9 die continu 

en streng monotoon is en wel isotoon voor n> 0 en antitoon voor n ~ 0. 
1 1 -n n-

Er geldt dus (xn) = x en (x )n = x. Past men (J.17) toe voor n == 2 

dan vinden we opnieuw het bestaan van ~~ = xl. p 

We defini~ren voor p geheel, q natuurlijk, a re~el > O nu aq door 
£ 1 

aq = (ap)q. Dit geeft een definitie van ar voor rationale r, wegens: 

(3.18) Als pens geheel zijn en q en t natuurlijk, a reeel _;;, o en pt_ qs, 
1 1 

dan is (aP)~ = (a8 ) 1 . 
1 1 

_,.,. Be,Nijsg((rJ)'l)Clt = (((aP)CL)q_)t = (ap)t =apt= aqs = (as)q = 
1 

= (((a8 /t)t)q = ((a8 )l)qt. Omdat de functi.e xqt een eeneenduidige f'unctie 
1 1 

~d, volgt hieruit (aP)~ = (a 8 )t. 

(3.19) Voor r ens rationaal) a en b reeel--.::;, O geldt: 

r s a a = 

aror = 

(ar)s= 

Opgave 27. Bewij s (3. 19). 

(3.20) De functie xr (r rationaal) 9 gedefinieerd op (O,+m) is continu. 

Bewijs~ Laat r = ~ zijn (p geheel, q natuurlijk). De stelling volgt 
dan direct uit (3.16), (3.17) en (J.8). 



(J.21) Tie functie xr (r rationaal en I- O), gedefinieerd op (0 9 +oo) is 

streng mono to on en wel isotoon als r > O en anti toon als r ( O. 

Opgave 28. Bewijs (3.21). 
Tie grafieken van de functies xr voor diverse vmarden van r zien er ui t 

als hiernaast geschetst. 

1 

We hebben nu ab gedefi­

nieerd in de volgende geval­

len: b natuurlijk, a reeelJ 

b geheel, a reeel I- O; bra-

tionaal, a reeel > O. We 

zullen oak nag machten met 

rele exponenten moeten defi­

nieren. Dat zal pas later 

gebeuren. 
Als een functie f(x) continu is in a, schrijven we wel lim f(x) = 

X ➔ a 
= f(a). We kunnen aan het linkerlid evenwel soms zin toekennen zonder 

dat het gelijk is aan f(a), ja zelfs zonder data tot de definitieverza­

meling van f(x) behoort. We lichten dit toe aan een voorbeeld. Als func-
sin x tie nemen we x Tieze is gedefinieerd voor x I- O; voor het gemak be-

perken we ons tot x > 0. Ui t de meetkunde is bekend, dat als O < x ,_ -~ 11, 

geldt O .Z sin x <_ x <. tg x = sin x dus cos x < .l. <.. 1 dus cos x <. cos x' sin x x sin x' 

1 sin x ,, 1 N · t · · 0 ( · 23) d ~ x ~ . u is cos x con inu in z1e opgave , us is bij iedere 

l > 0 een ~ > 0 te vinden zoda t ui t \x \ <!.. S volgt \ cos x - 1 l = 

=\cos x - cos o\..::::..E.... Voor O <_x t...b is dan \1 - si~ x\ = 1 - si~ x z 1 + 

- cos x = \cos x - 1\ l l. Voor x ~ 0 gaat dit evenzo want uit sin(-x) = 
_ si· n x 1 t sin( -x) sin x W h . . d 1 . sin x 1 = vo g · = --- • e sc riJven aarom irn --- = • 

-x X X➔ O X 

We kunnen dit oak zo uitdrukken~ voor iedere rij x, V;1aarvoor geldt 
n Slll Xn 

x I- O voor alle n en lim xn = O, geldt oak lim x = 1. 
n n ~co n~co n 

Als de functie f(x) gedefinieerd is op Sen als a een getal is dus-

danig dat er een getal ~). 0 bestaat zodat (a- ;\,a) of (a,a+") (of beide 

geheel tot S behoort ( a zelf behoeft niet in Ste liggen, maar mag wel 

in S liggen) en als er een getal b is, zodat bij iedere t. > 0 een 6 > 0 

te vinden is zodat voor iedere x in S met x I- a en \ x-a l l... [ geldt 

\f ( x)-b I <... [ , dan definieren we lim f ( x) = b. Tii t heet een continue 
x~a 

limietovergang. Als in deze defini tie de ei s da t (a-A , a) of ( a, a+ I\.) 
geheel tot S behoort, vervangen wordt door de eis dat (a-~ ,a) geheel 

tot S behoort en als verder x I- a vervangen wordt door x ~ a, dan defi­

nieren we lim f(x) = b. Analoog defini8ren we ~ima. f(x) = b. Er worden 
x~a x 

dan dus all6en de getallen La, resp. > a meegeteld. 
Let wel dat in de definitie van lim f(x) de voorwaarde x I- a zeer 

1 X a 
essentieel is, ook als a in S ligt! Zo-:,geldt b.v. voor de functie f(x), 

die= O is voor x I-Oen= 1 voor x = O, toch lim f(x) = 0. 
x➔ O 
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Hierboven is bewezen: 
(3.22) lim si~ x = 1. 

X-!>- 0 
De volgende beide stellingen ZlJn evident~ 

(3.23) Als f(x) gedefiniecrd is op een interval 9 als a een getal in dat 
interval is en als f(x) continu is in ai dan gefdt lim f(x) = f(a). 
(3.24) Als lim f(x) = b (dit betekent hier en anal~;ain latere gevallen 

x-ra 
als lim f(x) bestaat en gelijk aan bis), en als lim f(x) = b, dan geld· 

x(1' ~ x -i- a 
lim f xJ = b. 
X➔ a 

De hier gegeven defini tie van lim f ( x) komt overeen met de l - 6 -de-
X ➔ a 

finitie van continuiteit. We kunnen ook 6un karakterisering met limieten 
van rijen geven: 

(3.25) Voor een functic f(x) gedefinic;erd op S geldt lim f(x) = b dan 
X ➔ a 

en slechts dan als er een getal 7\).0 bcstaat zodat (a-i\,a) of (a,a+A..) 

(of beide) geheel tot S behoort en als voor iedere rij x met x in Sen n n 
x J a voor alle n, waarvoor geldt lim x = a, ook geldt lim f(x) = b. n n ➔ 00 n . n➔ ro n 

Het bewijs van (3.25) is g8heel analoog met het bewijs van de stel-
ling over de aeQuivalentie van de limietd8finitie en de£ - S-definitie 
van continuiteit d.i. (3.2). We laten het daarom achterwege. 

Als lim f(x) bestaat, zijn er de volgende drie mogelijkheden: 
x➔ a 1°. a ligt in Sen lim f(x) = f(a); dan is f(x) continu in a. 

x➔ a 
2°. a ligt in Sen lim f(x) J f(a). Dan heet a een verwijderbare dis-

x➔ a 

continuiteit van f(x), omdat we f(x) in a zo kunnen veranderen, dat 
de functie wel continu in a wordt; exacter uitgedrukt~ de :unctie 
h(x) gedefinieerd door h(x) = f(x) voor x in Smet x J a en h(a) = 

= lim f(x) is wel continu in a. 
X➔ a 

3°. a ligt niet ins. Dan kan de functie in a continu voortgezet (of 

uitgebreid) warden, d.w.z. de functie h(x) = f(x) voor x in Sen 

h(a) = lim f(x) is continu in a. 
Een voo~~~ld van 2° is de functie f(x) = 0 voor x / 0 en f(O) = 1; 

hier is Ode verwijderbare discontinuiteit. Een voorbeeld van 3° is de 
functie sin x. Deze kan in O cmt:inu worden voortgezet met waarde 1 • 

X 
Als voor de functie f(x) wel geldt dat or een A> 0 bestaat zodat 

(a-A a) of ( a a+ A ) gehoGl tot S behoren, maar toch lim f (x) niet be-
' ' X ➔ a 

staat, dan heet a een essentiele discontinuiteit van f(x). Zo heeft 

sin lino een essentiele discontinuiteit (zie opgave 23) en evenzo 
X 

sin ,1r in O en 1 ( zie geval V bovenaan blz. 21). 
2x, 1-x) 
Als f(x) gedefinioE:rd is op S en als er een getal A> 0 bestaat zodat 

( J\ ,+co) geheel tot S behoort en als er een getal b is zodat bij iedere 

l >- o een oz. te vinden is zodat voor ied1cre x in S met x > o< geldt 
\f( x) - b \ <'.._ £., dan definieren we lim f(x) = b. Analoog definieren we 

x➔ +OO 

lim 
X➔ -00 
Opgave 

f(x). 
29 BewiJ"s dat uit lim f(x) = b, volgt lim f(1) = b. 

• x~ O X ➔ +oo x 
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Opgave 30. Bewijs hot bcstaan 
3 

en bereken do waardG van lim 
X➔ +CD X 1 

1 

1 . X +6 1 . COS X 
ln1 3 2 , lffi I,.,___ • 

x ➔ -oo 3x -x x➔ ½11 x--2 11 

§4. ]ifferenticerbare functies. 

We gaan nu aan de functies die 

opleggen dan we tot nu toe gedaan 

J 

we beschouwen verdergaande oeperkingen 

hebben. We eisen dat de grafiek van de 

functie f(x) in het punt (a 1 f(a)) 

een raaklijn heeft. ]it betekent 

het volgende. We veroinden het 

punt (a 1 f(a)) met een ander punt 

(x,f(x)) van de grafiek door een 

rechte lijn (koorde); vervolgens 

laten we x tot a naderen. Als dan 

de koorde (die natuurlijk steeds 

door (a 9 f(a)) gaat) tot een be­

he0,tlde :0 
(a 1 f(a)). 

------------------------~"--------l.--------- X paalde limietstand nadert 5 dan 

verkregen rechte de raaklijn aan de grafiek in het punt 

Om dit nader analytisch te kunnen beschouwen, moeten we dit uit de 
:11eetkunde in de analyse vertalen. ]aarvoor is allereerst een analytische 

bepaling van het begrip 11 rechte lijn" noodzakelijk. We beschouwen daar­

toe eerst een rechte lijn door de oorsprong (het punt (0,0)), die niet de 

Y-as is. :Dan is het op grond van geli jkvormigheid van driehoeken direct 

j 
duidelijk, dat voor twee punten 

(x1 ,y1 ) en (x2 ,y2 ), beide buiten 

de oorsprong, die op de lijn gele-
Y1 Y2 

gen zijn, geldt - = -. Noe.men 
x1 x2 

we de waarde van deze ve rhouding 

m 9 dan geld t dus voor ie der punt 

(x,y) buiten de oorsprong gelegen 

op de lijn, dat f = m, dus y = mx. 
Aan de laatste betrekking voldoet 

de oorsprong blijkbaar ook. Verder 

ligt ook omgekeerd ieder punt (a,ma) blijkbaar op de rechte lijn, omdat 

de rechte lijn evenwijdig met de Y-as bestaande uit de punten met X-co~r­

dinaat a de gegeven rechte lijn in een en slechts een punt snijdt 9 hetwelk 

alleen het punt (a 9ma) kan zijn. :Oe rechte lijn bestaat dus uit die en 
slechts die punten (x,y), die voldoen aan y = mx; anders uitgedrukt~ de 
rechte lijn is de grafiek van de functie mx. Omgekeerd heeft voor ieder 

reijel getal m de functie mx blijkbaar een rechte lijn als grafiek, n.l. 

de rechte lijn door (0,0) en (1 9 m). Het getal m mag ook negatief zijn; 
het is de tangens van de hoek die de rechte maakt met de positieve X-as. 



Nemen we nu een willekeurige rechtt:: 1, die niet evenwijS:ig of samen-

vallend met de Y-as is, dan beschouwen we daarnaast de hiermee evenwijc1ige 

J 

t ' .... //_ ... ···· 
... -­

----~---

X 

X 

rechte l' door de oorsprong~ die dus 

niet met de Y-as samenvalt. Dan be­

staat l' volgens het bovenstaande 

uit de punten (x,y) die voldoen aan 

y = mx. Noom q_ de Y-co·ordinaat van 

het snijpunt van 1 met de Y-as Dan 

is het mcetkundig duidelijk, dat 

als (x,y) 8Cn punt van 1 is, (x,y-q) 

een punt van l' is en omgekeerd als 

(x,y) een punt van l' is, (x,y+q) 

cen punt van 1 is. Hieruit volgt dat 1 bestaat uit die en slechts die 

punten (x,y), waarvan geldt y = mx+q; anders uitgedrukt: 1 :!..s de grafielz 

van de functie mx+q. Men noemt y = mx+q de vergelj_.iki!1g van 1. Omgekecrd 

heeft voor ieder tweetal re~le getallen men q Je functie mx+q blijkbaar 

cen rechte lijn als grafiek, n.l. de rechte evemvijdig (of als q_ = 0 

samenvallend) met de grafiek van mx 7 die de Y-as snijdt in een punt m10t 

Y-coordinaat q_. Men noemt m de richtingscoefficirin:!_ van de lijn; deze 

bepaalt inderdaad de richting van de lijn: ev,.:nviijdigs lijnen hebben c1e:·­

zelfde richtingscoefficiijnt, snijdende lijnen hebben verechillende rich­

tingscoefficienten. 

De lijnen evenwij dig of samenvallend 1aet de Y-as vallen hie-_:, nio-t 

onder; ze zijn voor ons nu ook niet van belang, Het is echter direct dui-

delijk, dat een dergelijke lijn bestaat uit die en slechts die punten 

(x?y) waarvoor geldt x = a. 

We bepalen nu de vergelijking van een lijn door twee verschillende 

punten (a1 ?b 1 ) en (a2 ,b 2 ). JJaar we lijnen evenwijdig of sarnenvallend met 

de Y-as uitgesloten hebben, mogen we a 1 fa a? veronderstellen, Laat de 

vergelijking van de lijn y = mx+q zijn 1 dan rnoeten me~ q bepaald warden. 

Nu moeten (a1 ,b1 ) en (a2 ,b2 ) op de lijn liggen dus moet gelden h1 = ma1+q 

en t 2 = ma2+q_. Door aftrekken vinden we hieruit ~2-b 1 =rn(a2-a1) en dus 1 

b0-b1 a2c 1-a1 b2 .. 
wegens a1 j a 2 , m = L en dan q = b 1-ma1 =-----.De l1Jn met ver-

a2-a1 a2-a1 
a 2b 1 -a1 b 2 

X + 
a2-a1 

en is dus 
b2-b1 

lijn. De richtingsccefficient van deze lijn is dus 

a . De vergelijking is nag 
2-a1 

bren6en. Trekken we van beide leden b 1 
a1(b2-b1) b2-b1 
---,-h--, dus y-b 1 =a-a (x-a1 ). 

a2-a.1 2 1 

wel in een wat overzichtelijker gedaants te 

f d , . . b b2-b1 
a ~ an ~riJgen we y- 1 = a 2-a1 X i--

Opgave 31. Bewijs dat, als twee lijnen met ricttingscoefficienten m1 en .m" 
" loodrecht op elkaar staan, geldt m1m2 = -1. 



Keren we nu terug tot de raaklijndefinitie. Daar de raaklijn in ieder 

geval door het punt (a,f(a)) gaat, is dezc door zijn richtingsco~ffici~nt 

~olkomen bepaald. De richtingsco~ffici~nt van de koorde door (a,f(a)) 
en (x,f(x)) is f(x)-f(a); gezocht is dus de limiet hiervan als x tot a x-a 
nadert. Nemen weals voorbeeld de functie x2 ; d0 grafiek daarvan heet een 

\", 

-·---·-------------
-~ / 

Cl / 

~arabool. Om de raaklijn aan deze 

grafiek in bet punt (a,a2 ) te bepa­

len, nemen we de koorde door (a,a2 ) 

en (b,b 2); deze heeft als vergelij-
2 b 2-a2 2 king y-a = b (x-a), dus y-a = -a 

= (b+a)(x-a). Laten we nub tot a 
2 naderen, dan wordt dit y-a = 2a(x-a) 

hetgeen de vergelijking van de raak­

lijn in (a,a2 ) is, met richtingsco­

efficient 2a. De vergelijking is als 
, volgt te schrijven: y = 2ax-a 2 

Een functie f(x), gedefinieerd op een interval, heet differentieerbaa~ 
in a (a in het definitie-interval), als lim f(x)-f(a) bestaat. De waar-

x~a x-a 
de van deze limiet heet de afgeleide of het differentiaalquotient van 
f(x) in a. 

Men kan dit ook zo uitdrukken: 0en functie f(x)., gedefinieerd op een 
interval., is differontieerbaar in a ( a in het definitie-interval) als 
de functie y(x) = f(x~:!(a) (differentiequoti~nt) , die blijkbaar gede­

finieerd is voor alle x in het definitie-interval van f(x) bebalvG in a, 

continu uitgebreid kan warden in a. 

De afgeleide in a van f(x) wordt 
r df ( ) - - -i 

geschrevenl _dx / of lf 1 (x)lx=a 
df(a) x ;X=a L J 

of wat korter., maar minder duidelijk dx of f'(a). 

Als f(x) differentiecrbaar is in alle getallen van zijn definitiever­

zameling hecft f(x) differentieE:rbaar (zonder nadere toevoeging). De afge­
leide is dan weer ecn functie van x, die we Lf(x) of f' (x) schrijven. 

In het bovenstaande voorbeeld hebben we ge~tinden 9 dat de afgeleide 

van x2 in a gelijk is aan 2a; dit geldt voor iedere a, dus de afgeleide 

van x2 is 2x. 
Van de functies sin x en cos x kunnen we de afgeleiden oak makkelijk 

uit de differentiequotienten door limietovergang vinden, als we gebruik m~ 

maken van (J.22). 
Opgave J2. Bewijs d s~~ x = cos x end cd~ x = - sin x, 

Opgave 33. B~aal de afgeleide van x 3 . 
In een differentiequotient f(x)-f(a) stelt x-a 

dan x----+ a, geldt h ~ 0, :De afgeleide wordt dan 

men dikwijls x = a+h; als 
f'(a) = lim f(a+bl-f(a) 

h➔ O 

Let wel, dat als a geen randpunt van bet definitie-interval is, oak nega-

tieve waarden van h beschouwd moeten warden! 
f(x)-f(a) ( 

Als f(x) differentieerbaar is in a, geldt dat x-a - f' a) een 



Keren we nu terug tot de raaklijndefinitie. Daar de raaklijn in ieder 

gcval door het punt (a,f(a)) gaat, is deze door zijn richtingscoefficient, 

volkomen beIJaald. De richtingscoefficient van de koorde door (a,f(a)) ' 
en (x,f(x)) is f(x~-f(a); gezocht is dus de limiet hiervan als x tot a 

-a 
nadert. Nemen weals voorbeeld de functie x2 i do grafiek daarvan heet een 

-~ I 

parabool. Om de raaklijn aan deze 

grafiek in het J)Unt (a,a2 ) te bepa­

len~ nemen we de koorde door (a,a2 ) 
2 en (b,b ); deze heeft als vergelij-

2 b 2-a2 2 king y-a = b (x-a), dus y-a = -a 
= (b+a)(x-a). Laten we nub tot a 

naderon~ dan wordt dit y-a2 = 2a(x-a1 
hetgeen de vergelijking van de raak­

lijn in (a,a2 ) is, met richtingsco-
cz I efficient 2a. De vergelijking is als 

1 : volgt te schrijven: y = 2ax-a2 
0 

Een functie f(x), gedefinieerd op een interval, heet differentieerbaa~ 
in a (a in het definitie-interval), als lim f(x)-f(a) testaat, De waar-

X-4a x-a 
de van deze 
f(x) in a. 

limiet heet de afgeleide of het differentiaalquotient van 

Men kan dit ook zo uitdrukken~ een functie f(x), gedefinieerd op een 
interval, is differentieerbaar in a ( a in het definitie-interval) als 
de functie lfY (x) = f(x)-f(a) (differentiequotient) , die blijkbaar gede-

r x-a 
finieerd is voor alle x in het definitie-interval van f(x) behalve in a, 

continu uitgebreid kan worden in a. 

De afgeleide in a van f(x) wordt geschreven l- df~x)-/ of ,-f 1 (x)/x=a 
df(a) x JX=a L J 

of wat korter, maar minder duidelijk dx of f' (a). 

Als f(x) differentieerbaar is in alle getallen van zijn definitiever­

zameling heeft f(x) differentiecrbaar (zonder nadere toevoeging). De afge-, 
leide is dan weer eon functie van x, die we df(x) of f'(x) schrijven. 

In het bovenstaande voorbeeld hebben we ge~~nden, dat de afgeleide 

van x2 in a gelijk is aan 2a; dit geldt voor iedere a, dus de afgeleide 
2 . 2 van x is x. 

Van de functies sin x en cos x kunnen we de afgeleiden ook makkelijk 

uit de differentiequotienten door limietovergang vinden, als we gebruik m~ 

maken van (3.22). 
d sin x d cos x 

Opgave 32. Bewijs dx = cos x en dx = - sin x. 
Opgave 33. B~aal de afgeleide van x3 . 

In een differentiequotient f(x)-f(a) stelt men dikwijls x = a+h; als 
1 xd-a dt d f 1 ( ) 11·m f(a+h)-f(a) dan x~ a. geldt h ~ O. De afge ei e wor an a = h 

' h➔ O 

Let wel, dat als a geen randpunt van het definitie-interval is, ook nega-

tieve waarden van h beschouwd moeten worden! 
f(x)-f(a) ( 

Als f(x) differentieerbaar is in a, geldt dat x-a - f 1 a) een 



functie E.. (x) is die naar nul gaat als x -;, a. Dan is f(x) = f( a) + 
+ f'(a)(x-a) + (x-a) E(x). Deze betrekking geldt, als we E,(a) = O stel­
len, ook voor x = a; bovendien is dan c (x) continu in a. We kunnen deze 
betrekking ook voor de definit1e van differentieerbaarheid gebruiken: 
(4.1) Een functie f(x), gedefinieerd op een interval S, is dan en slechts 
dan differentieerbaar in a, als er een getal f'(a) en een ins gedefi­
nieerde functie E ( x) bes taat, zodat t (a) = o, t. ( x) continu in a is, en 
f(x) = f(a) + (x-a)f 1 (a) + (x-a) c(x). 

Hieruit volgt onmiddellijk: 

(4.2) Als f(x) differentieerbaar is in a, is f(x) continu in a. 
Het omgekeerde van (4.2) geldt niet, want de functie !x! is continu 

in 0, maar niet differentieerbaar; voor x) O is het differentiequoti~nt 
= 1 en voor x < O is het = -1. 

(4,3) De som van twee in a differentieerbare functies f(x) en g(x) is 
differentieerbaar in a en de afgeleide is f'(a) + g'(a) (er geldt dus 
d ( f ( X) + g ( X) ) = df ( X) + dg ( x) ) 

dx dx dx · 

Bcwijs: f(x) = f(a) + (x-a)f'(a) + (x-a)E1 (x) met c1 (a) =Oen s1 (x) 
continu in a en 

g(x) = g(a) + (x-a)g'(a) + (x-a)E2(x) met E2(a) =Oen E2(x) 
continu in a. Dan is f(x) + g(x) = f(a) + g(a) + (x-a) (f'(a) + g' (a)) + 

+ (x-a) (t 1 (x) + c2 (x)). Nu geldt voor c3(x) = E1 (x) + E2 (x), dat E3(a) = 0 

en t 3(x) continu in a is. 
(4.4) Als f(x) differentieerbaar is in a enc is een constante, dan is 
cf(x) differentieerbaar in a met afgeleide cf 1 (a) (er geldt dus dc~~x) = 
_ c df(x)) 
- dx . 

Bewijs: f(x) = f(a) + (x-a)f' (a) + (x-a) E (x) met S(a)=O en- c(x) 
continu in a. Dan is cf(x) = cf(a) + (x-a)cf 1 (a) + (x-a)cf(x). Nu geldt 
voor 8-,(x) = ct(x), dat E-,(a) =Oen E1(x)· continu in a is. 

Door combinatie van (4,3) en (4.4) vindt men 
(4.5) Het verschil van twee in a differentieerbare functies f(x) en g(x) 
is differentieerbaar in a en de afgeleide is f' ( a)-g 1 ( a) ( er geldt dus 
d(f(x)-g(x)) _ df(x) _ dg(x)) 

dx - dx dx · 
(4.6) Het product van twee in a differentieerbare functies f(x) en g(x) 
is differentieerbaar in a en de afgeleide is f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (er 
geldt dus df(x)g(x) = df(x) g(x) + f(x) dg~x)). 

dx dx X 

Bewijs: f(x) = f(a) + (x-a)f'(a) + (x-a) E1 (x) met c1 (a) =Oen c1 (x) 

continu in a en 
g ( x) = g ( a) + ( x- a) g 1 ( a) + ( x - a) cS 2 ( x) met E 2 ( a) = 0 en E 2 ( x) 

continu in a. Da~ is f(x)g(x) = f(a)g(a) + (x-a)(f 1 (a)g(a) + f(a)g'(a)) + 

+ ( x - a) ( g ( a) c 1 ( x) + ( x - a) f ' ( a) g ' ( a) + ( x- a) g ' ( a) t-, ( x) + f ( a) £2 ( x) + 

+ (x-a)f'(a)£2(x) + (x-a)£1 (x)s2(x)). Nu geldt voor c3(x) = g(a)c1 (x) + 

(x-a)f'(a)g'(a) + (x-a)g'(a)c1(x) + f(a)E2(x) + (x-a)f'(a)E2(x) + 
+ ( x- a) E 1 ( x ) c 2 , x) , d at £ 3 ( a) = O en £ 3 ( x) cont i nu in a is . 



Voorbeeld: Van x2 sin xis de afgeleide 2 x sin 
(4.7) Een constante functie is differentieerbaar met 

identieke functie is differentieerbaar met afgeleide 

X + x 2 COS X, 

afgele1de O; de 
1. 

Opgave 34. Bewijs (4.7). 
n 

Opgave 35. Bewijs dat voor natuurliJ"ke n geldt dx = nxn- 1 
dx · 

Uit het resultaat van opgave 

dat de afgeleide van een polynoom 
35 en uit (4.3) en (4.4) vindt men, 

n_ k n k-1 

n-1 k 
L akx gelijk is aan L akkx = 
k=O k=O 

= L (k+1)ak+'1x . 
k=O 

(4.8) Als f(x) eeneenduidig en differentieerbaar is en als f 1 (a) t O, 

dan is de omkeerfunctie g(x) van f(x) differentieerbaar in f(a) met af­

gele1de ft(a) (als we dus schrijven y=f(x) en dus x=g(y), dan is~;= d~). 

rx 
Bewijs: Omdat f(x) differentieerbaar is, is f(x) op een interval 

gedefinieerd en continu. Uit (3.15) volgt, dat g(x) op een interval gede­

finieerd en continu is. Als f(a)=b en f(x)=y (dus g(b)=a en g(y)=x) dan 
volgt ui t y---, b, dat x 4 a en omgekeerd. Verder volgt uit y I b, dat 

_1 k dD' 1 x r a en omge eer , an is ft'a) = 
' lim 

1 , x-a 
f(x)-f(a) = x~a f(x)-f(a) = 

g(y)-g(b) 
y-b 

x~a x-a 

Opmerking: De voorwaarde f 1 (a) f O is niet overbodig. Zo is f(x)=x 3 

eeneenduidig en differentieerbaar, maar f'(O)=O. Stelling (4.8) kan men 
zich met behulp van een grafiek zeer aanschouwelijk maken (ga dat zelf 

na) . 1 

Voorbeeld: 
1 

De funct1e xn is de omkeerfunctie van xn. Stel n 
n-1 

d . n dx n-1 r1 an is x=y en dy = ny = nx , dus n 11 jk en y=x voi, .. r x ) O :1 

1-n _1 _1 
.9X = .1 x n = .1 xn 
dx n n 

natuur-

(4.g) (Kettingregel) Als g(x) differentieerbaar is in a, als de defini­
tieverzameling van f(x) de verzameling der functiewaarden van g(y) bevat 

en als f(x) ~ifferentieerba~r is in g(a)~ dan is f(g(x)) d1fferentieer-
baar in a enll df(g(x))1 =ld~(y)] [dg~~)l (als we dus schrijven 

dx lx=a Y y=g(a) ~ -x=a 
dz dz .9l.) 

y = g(x) en z = f(y) = f(g(x)), dan is dx = dy dx · 

Bewijs: Noem g(a) = b, dan is g(x) = b + (x-a)g'(a) + (x-a)E1(x) met 
S 1 ( a) = O en E 1 ( x) cont in u in a en f ( y) = f ( b ) + ( Y ·· b ) f 1 ( b ) + ( y-b ) e.2 ( Y) 
met c 2(b) = o en s2 (y) continu in b. Dan is f(g(x)) = f(b) + (g(x)-b)f•(b) 

+ (g(x)-b)S (g(x)) = f(g(a)) + (x-a)g 1 (a)f 1 (b) + (x-a)(f'(b)E1(x) + 
+ g 1 (a)E2(g(x)) +51(x)s2(g(x))). Nu geldt voor6 3(x) = f'(b)S1(x) + 
+ g 1 (a)£2(g(x)) +c1(x)c2(g(x)), dat c3(a) =Oen c3(x) continu in a is. 



Voorbeeld: Van x 2 sin xis de afgeleide 2 x sin x + x 2 cos x. 

(4.7) Een constante functie is differentieerbaar met afgeleide O; de 

identieke functie is differentieerbaar met afgeleide 1. 

Opgave 34. Bewijs (4.7). n 
Opgave 35. Bewijs dat voor natuurlijke n geldt ~~ = nxn-'1_ 

Ult het resultaat van opgave 35 en uit (4.J) en (4.4) vindt men, 

dat de afgeleide van een polynoom f- akxk gelijk is aan t akkxk-'1 = 
n-1 k k=O k=O 

= L (k+1)ak+'1x . 
k=O 

(4.8) Als f(x) eeneenduidig en differentieerbaar is en als f' (a) f o, 
dan is de omkeerfunctie g(x) van f(x) differentieerbaar in f(a) met af­

geleide f'(a) (als we dus schrijven y=f(x) en dus x=g(y), dan is~~= d~). 
dx 

Bewijs: Omdat f(x) differentieerbaar is, is f(x) op een interval 

gedefinieerd en continu. Uit (3.15) volgtj dat g(x) op een interval gede­

finieerd en continu is. Als f(a)=b en f(x)=y (dus g(b)=a en g(y)=x) dan 

volgt ui t y---, b, dat x--::, a en omgekeerd. Verder volgt uit y f b, dat 
_1 k d D ' '1 x ~ a en omge eer . an is f' (a) = 

1 1 . x-a 
----,,-,--.--~~- lffi ~~_;,.-.--~ = 

f(x)-f(a) - x~a f(x)-f(a) 

g(y)-g(b) 
y-b 

lim 
x~a x-a 

Opmerking: De voorwaarde f' (a) f O is niet overbodig. Zo is f(x)=x 3 

eeneenduidig en differentieerbaar, maar f'(O)=O, Stelling (4.8) kan men 

zich met behulp van een grafiek zeer aanschouwelijk maken (ga dat zelf 

na) . 

lijk 

dy 
dx = 

1 

Voorbeeld: De funct1e xn is de omkeerfunctie van xn. Stel n natuur-
1 n-1 
n en y=x vo~r x) o, 

1-n 1 
- - -·1 ! x n = ! xn 

0 n dx n-1 11 dan is x=y en dy = ny = nx , dus 

n n 

(4.9) (Kettingregel) Als g(x) differentieerbaar is in a, als de defini­

tieverzameling van f(x) de verzameling der functiewaarden van g(y) bevat 

en als f(x) differentieerba~r is in g(a)~ dan is f(g(x)) .differentieer-
baar in a en! df~~(x) )j =ld~(y)l \dg~~)l (als we dus schrijven 

L x=a Y -y=g( a) L - x=a 
. dz dz dy) 

y = g ( x ) en z = f ( y) = f ( g ( x ) L d an 1 s dx = d y dx , 

Bewijs~ Noem g(a) = b, dan is g(x) = b + (x-a)g'(a) + (x-a)S1 (x) met 

s 1 (a) =Oen E 1(x) continu in a en f(y) = f(b) + (y-b)f 1 (b) + (y-b)E2(y) 
met E2(b) = 0 en 2 2(y) continu in b. Dan is f(g(x)) = f(b) + (g(x)-b)f' (b) 

+ ( g ( x) -b) 02 ( g ( x) ) = f ( g (a) ) + ( x- a) g 1 ( a) f 1 ( b) + ( x-a) ( f 1 ( b) c1 ( x) + 

+ g 1 (a)E2 (g(x)) + e: 1 (x)s2(g(x))). Nu geldt voor S 3(x) = f'(b)S1 (x) + 

+ g' (a)E2(g(x)) +c1(x)c2(g(x)), dat c3( a) = O en c3(x) continu in a is. 



Voorbeeld: Gevraagd wordt de afgeleide van (sin x)n voor natuurlijke 

n, Noem g(x) = sin x en f(y) = yn, dan is g' (x) = cos x en f 1 (y) = nyn- 1 . 
De afgeleide van (sin x)n is dus n (sin x)n-1 cos x. 

(4.10) Als g(x) differentieerbaar is in a en g(a) IO, dan kan ~ gede­
g,x1 

finieerd worden op een interval data bevat en is dan differentieerbaar 
in a en de afgeleide is gi (a) 2 . 

(g(a)) 
Bewijs: Omdat g(x) op een interval gedefinieerd en continu in a is 

en g(a) IO, is er een interval data bevat waar g(x) / O is (zie (3.9)). 
De rest van het bewijs gaat eenvoudig met de kettingregel. 
Opgave 36, Completeer het bewijs van (4.10). 

(4.11) Het quotient [{x) van twee in a differentieerbare functies f(x) WC) 
en g(x) met g(a) IO is differentieerbaar in a met afgeleide 

g(s)f 1 (a)-f(a)g' (a) 
(g(a))2 

Opgave 37. Bewijs (4,11). (Bedenk dat f(x) = g[xf 
(4.12) Voor r rationaal en x) o geldt ~~r = 

f(x), g(~).) 
r-1 rx . 

Bewijs: Voor r natuurlijk zie opgave 35. Verder geeft r=O de functie 
x 0 = 1 met afgeleide O = Ox- 1 . Voor r = -1 is de functie x- 1= 1 maar 
1 1 x' 
- ·· a 1 dx- 1 
~ _ a = ax en di t nad er t tot - -.+ al s x --'> a du s ctx"" = - ~ = ( -1 ) x - 2 . 

a X 

Voor negatieve gehele r stellen we r = -n en passen volledige inductie 

naar n toe. Voor n=1 is het zojuist bewezen, Stel het is voor n juist, dan 
dx-(n+1) dx-n ,x-1 dx-n x-1 + x-n dx- 1 -n-1 -1 -n( ) -2 

is dx = dx = dx dx = -nx x +x -1 x = 

= -(n+1) x-(n+1 )-1 . Hiermee is het voor gehele r aangetoond. Neem nu r 

willekeur1 ~ rationaal en stel r = P met p geheel en q natuurlijk dan is 
q 1 

d(xp)q 
Met de kettingregel vinden we dan dx- = 

= rx r-1 

Opgave 38, Bewijs dat de functie f(x) gedefinieerd door f(x) = x sin~ 
voor x f Oen f(O) = 0 niet differentieerbaar is in O, maar dat de functie 

g(x) gedefinieerd door g(x) = x2 sin~ voor x IO en g(O) = 0 wel diffe­

rentieerbaar is in O (vergelijk het resultaat van opgave 23), 

Opgave 39, Bepaal de afgeleiden van~, v;2+1~x9 tg x, (sin x) 3 + 
1+x 

V 2 
- 3 sin x, x sin~, x2 cos~, 1;~~sxx' sin (1 + 1+cos x ) . 

Als f(x) differentieerbaar is, is de afgeleide f 1 (x) weer eeri functie 

van x; als deze differentieerbaar is (in a), dan zeggen we dat f(x) twee 

maal differentieerbaar is (in a) en noemen we de afgeleide van f'(x) de 



ct2f( ) tweede afgeleide van f(x): '2.x = f 11 (x). Analoog definieert men voor 
dx 

n2tuurlijke n de n8 afgeleide van f(x): dnf(x) = f(n)(x) door volledige 
dxn 

induct1e, mite zij bestaat. Het getal n heet de orde van de afgeleide. 

Het is voor sommige doeleinden practisch de functie f(x) als zijn eigen 

nulde afgeleide te beschouwen: f(o)(x) = f(x). Als den~ afgeleide van 

f(x) bestaat voor alle natuurlijke n, dan heet f(x) willekeurig vaak 

(of oneindig vaak) differentieerbaar. 

Op gave 40, Bepaal de n 8 af geleide van ( 'l +x) r .i sin x, cos x. 

Voor de n8 afgeleide van een product van tween maal differentieer­

bare functies f(x) en g(x) bestaat ecn formule, die formeel als volgt 

te vinden is: ontwikkel (f(x)+g(x))n volgens de binomiaalformule van 

Newton en vervang de machten door afgeleiden van overeenkomstige orde. 

Dit geeft: 

(4.13) (Regel van Leibniz) Als f(x) en g(x) beide n maal differentieer­
baar zijn, geldt 

Bewijs: We passen volledige inductie naar n toe. Voor n = 1 komt er 

juist de formule van (4.6), Stel de formule geldt voor n. Dan is 

d dnf(x)g(x) 

__ d,,_x_n __ = d (:i= (n) f(k)(x)g(n-k)x) = 
dx dx k=O k 

=2~ (~) d~ (f(k)(x)g(n-k)(x)) = i=- (~)(f(k+1)(x)g(n-k)(x) + 
k=O k=O 

+ f(k)(x)g(n-k+1)(x)) =f-+:1 ( n )f(k)(x) g(n-k+'l)(x) + 
k~ k-'l 

n 
+Z 

k=O 
(~) f(k) (x) g(n-k+'l) (x) = ~+\n~'l)f(k) (x)g(n+'l-k) (x), Bij deze 2.f­

k=6 
leid1ng is gebruik gemaakt van de volgende uit de algebra bekende betrek­

kingen tussen binomiaalcoefficienten: (~) + (k~1 ) = (n:'l) voor k='lj, .. ,n; 

( no ) = ( n0+ 1 ) = ( n) = ( n + ~ ) = 1 ( z i e E 1 a 1 b 1 z . 7 ) . 
n n+ 1 a+b a b e .. 

Opgave 41. Bepaal van x = x x de n- afgele1de en wel voor het lin--

kerlid rechtstreeks en voor het rechterlid met de regel van Leibniz en 
b e w 1 j s met be h u 1 p d a a rv an d at ( a+ b ) = -s-11-- ( ka) ( bk ) ( verge 1 i j k E 1 a 1 b 1 z . 9 , 

n k'":::-::::::,-.. n-
opgave 4) . c=u 

Een functie f(x) gedefinieerd op een interval I heet stijgend in a 

als er een getal /\) O bestaat zodat voor x in I.i a - A < x < a geldt 

f(x) ( f(a) en voor x in I.i a ( x (a+\ geldt f(x)) f(a). Analoog 

dalend met f(x)) f(a) en f(x) < f(a), niet-dalend met f(x) <: f(a) en 



1 · ( x ) ) f ( a) , n i et - st i jg end met f ( x ) ~ · f ( a ) en f ( x ) ~ f ( a) . We z egg en 

', ;:2der dat f(x) een relatti:;;f maximum (resp: relatief minimum) ~ 

'.",ce;ft, als er een getal /\) O bestaat zodat voor x in I en \ x-al < ,\ geldt 

f( z) ~ f ( a) (resp. f ( x) ~ f ( a) ) . 

Deze eigenschappen zijn plpatselijke eigenschappen: alleen argument­

waarden in de buurt van a spelen een rol. 

De volgende stelling is evidetrt. 

(4.14) Als de op een interval gedefinieerde functie f(x) een maximum 

(resp. minimum) in a heeft, heeft zij ook een relatief maximum (resp. 
n.inimum) in a. 

We leggen nu een verband tussen de hierboven gedefinieerde eigen­

SLhappen en de differentieerbaarheid. 

(Lr,15) Als de in a differentieerbare functie f(x) in a niet-dalend (resp. 

n 1 et-stijgend) is, is f 1 (a) ~ O resp, f'(a) ~ o). 
Bewi,js: Voor Ix-at< A is f x)-f a) >,;o (resp.(.._ 0). 

x-a "' ~ > .16) Als de functie f(x) in a differentieerbaar is en f 1 (a)> O (resp. 

f 1 (a) < 0), dan is f(x) in a stijgend (resp. dalend). 

Bewijs: We beschouwen het geval f 1 (a)> 0 (het andere geval gaat 

analoog). Er is een ~) O te vinden zodat uit Ix-a{<\ en x I a volgt 

/rix~=;(a) - f 1 (a)I< f'(a), dus f 1 (a) - f(x~=~:a) < f 1 .la), dus f(xl=~(a)> 

du s v o or a - ~ ( x ( a g e 1 d t f ( x) < f ( a) en vo•r a -( x < a + A ge 1 d t 

:'(x)) f(a). 

Het verschil in de voorwaarden van (4.15) en (4.16) (die in zekere 

-~.l..n als elkaars omkeringen te beschouwen zijn) is essentieel; zo kan voor 

eun functie f(x), die stijgend is in a, toch gelden f 1 (a)= o. B.v. x3 is 

3:ijgend in O, maar Jx2 is daar nul. 
: 11 .17) Als de functie f(~) differentieerbaar is, als a geen randpunt van 

hut definitie-interval -~ en als f(x) een relatief maximum of relatief 

7inimum in a heeft is f 1 (a) = 0. 

Bewijs: Stel dat f(x) in a een relatief maximum heeft (het andere 

geval gaat analoog). Omdat a geen randpunt is van het definitie-interval 

I van f(x) is er een fl-) O, zodat ( a-/:i a+f) geheel tot I behoort. Verder 

is er een A> 0 zodat voor x in I en \x-a! < A geldt f(x) ~ f(a). Omdat 
voor x < a geldt x-a < O, is f 1 (a) = lim f(x)-f(a) ~Oen omdat voor 

x t a x-a .,, 

x) a geldt x-a) O, is f 1 (a) = lim _f~(x~)~--f~(_a~) ~ O. Uit f 1 (a) ~Oen 
x .j,. a x-a 

f 1 ( a) < 0 VO 1 gt f 1 ( a) = 0. 
Het omgekeerde van (4.17) geldt niet: van x3 is de afgeleide in O 

s2lijk aan nul, maar de functie heeft daar noch een relatief maximum noch 

een relatief minimum.Desondanks is de stelling nuttig om de relatieve ma­

xima en minima op te sporen. Kan men n.l. van een functie alle punten be-



palenJ waar de afgeleide nul is, dan komen zeker ender deze punten alle 

eventuele relatieve maxima en minima voor (behalve eventueel de randpun­
ten van het definitie-interval), naast eventueel nog andere punten. 

De volgende stelling is evident. 

(4.18) Als een op een interval gedefinieerde functie monotoon stijgend 
(resp. dalend, niet-dalend, niet-stijgend) is, is zij in ieder punt van 

haar definitie-interval stijgend (resp. dalend, niet-dalend, niet-stij­
gend). 

Door combinatie van (4.18) en (4.15) vindt men: 

(4.19) Als de differentieerbare functie f(x) isotoon (resp. antitoon) is, 

is f' (x)? 0 (resp.~ 0) voor alle x in het definitie-interval. 
Om te bewijzen, dat uit f'(x)) O volgt dat f(x) streng isotoon is, 

hebben we nieuwe hulpmiddelen nodig. 

(4.20) (Stelling van Rolle) Als de functie f(x) gedefinieerd en continu 

is in [ a, b] en differentieerbaar in ( a, b) en als f ( a) = f ( b) = O, dan is 

er een § in ( a, b L zodat f' ( t ) = O. 

Bewijs: Volgens (3.12) heeft f(x) een maximum en een minimum. Wegens 

f(a) = O is het maximum~ Oen het minimum~ o. Als ze beide nul z~n is 
de functie f(x) overal nul, maar dan is f'(x) ook overal nul, dus is~ 
nog willekeurig te kiezen in (a,b). Als het maximum en het minimum niet 
beide nul zijn, is minstens een van beide I 0, dus wegens f(a) = o, het 

maximum) 0 of het minimum ( O (of beide). Stel het maximum is > 0 (het 
andere geval gaat analoog), dan is een punt t waar f(x) maximaal is 
niet a of b want f ( a) = f ( b) == O. Dus ~ is geen randpunt van het inter­

val. Uit (4.17) volgt nu dat f'(~) = O. 
We gaan nu uit van twee functies f(x) en g(x) beide gedefinieerd en 

continu in [a,b] en differentieerbaar in (a,b) en onderstellen verder 

g(a) t g(b), Voor de functie h(x) = f(x)-f(a) - ~t~j=~f:j (g(x)-g(a)) 
geldt dan eveneens dat zij gedefinieerd en continu is in [a,b] en diffe­
rentieerbaar in (a,b), Verder is h(a) = h(b) = O. Op h(x) kunnen we dus 
de stelling van Rolle toepassen; er bestaat dus een 5 in (a,b) zodat 

0 = h'(~) = f 1 ( 5) - ~t~j=~t~j g 1 (~ ). Als nu g'(~) = O, dan is ook 

f'(~__)__ ftb~-ffa~ . f' ( ~) = o; is echter g' ( S) Io, dan is qT = g b -g a . Dit levert 

ons de volgende stelling: 
(4.21) (Gegeneraliseerde middelwaardestelling van de differentiaalreke­
ning) Als de functies f(x) en g(x) gedefinieerd en continu zijn in [a,b) 

en differentieerbaar in (a,b) en als g(a) HH(b), dan is er een ~ in 
t f' § f(b)-f(a) 

( a, b), zodat geldt f' ( ) ) = g' ( ~ ) = 0 of g, S == g(b )-g( a) · 

Kiest men speciaal g(x) = x, dan is g'(x) = 1 f O; we vinden dan de 

volgende stelling: 



( 4,22) (Middelwaardestelling van de differentiaalrekening) Als de functie 

:C ( x) gedefinieerd en continu is in r a.i b] en differentieerbaar in ( a, b), 

dan is er een ~ in (aJb) 3 zodat geldt f(b£=~(a) = r1(~ ), 

Meetkundig ge!nterpreteerd geeft dit 

het volgende: bij een koorde van een 
grafiek van een differentieerbare 

functie is een daarmee evenwijdige 

raaklijn in een punt tussen de punten, 

waartussen de koorde getrokken is. 
( 4,23) Als van een differentieerbare functie f(x) de afgeleide nul is in 

het gehele definitie-interval, is de functie constant, 

Bewijs: Kies twee verschillende getallen x en yin het definitie­

interval, Volgens de middelwaardestelling van de differentiaalrekening is 
er een ~ tussen x en Y.i waarvoor f(y)-f(x) = f 1 ( ~ ), maar rr ( .~) = o, y-x <:, ) 
dus f(x) = f(y). De functie is dus constant, 

(4,24) Als voor twee differentieerbare functies f(x) en g(x), die op het­

zelfde interval gedefinieerd zijn.i geldt f 1 (x) = g 1 (x) voor alle x in het 

definitie-interval 3 dan is er een getal c, zodat g(x) = f(x) + c voor alle 

:x in het definitie-interval. 
Bewijs: Voor h(x) = g(x)-f(x) geldt h 1 (x) = g'(x)-f'(x) = O. Op h(x) 

kunnen we dus (4,23) toepassen; dit geeft h(x) = c, dus g(x) = f(x)+c. 
We drul-cken ( 4. 24) ook zo ui t: een differentieerbare functie is door 

~1Jn afgeleide op een additieve constante na bepaaldi d,w.z. een andere 

functie met dezelfde afgeleide heeft met de oorspronkelijke functie een 

constant verschil. 
We keren nu terug tot het verband tussen de monotonie van een functie 

en het teken van haar afgeleide. 
(4.25) Als voor de differentieerbare functie f(x) geldt, dat f 1 (x) t 0 

voor alle x in het definitie-interval, dan is f(x) eeneenduidig en dus 

streng monotoon en dan heeft f 1 (x) overal hetzelfde teken, 
Bewijs: Stel dat f(x) niet eeneenduidig is; dan z1jn er twee getallen 

c end in het definitie-interval zodat ct den f(c) = f(d). Volgens de 

middelwaardestelling van de differentiaalrekening is er dan een ~ tussen 

c end zodat f'(~) = f(c~=~(d)., dusJ wegens f(c) = f(d), f 1
(~) == O. Dit 

is in strijd met het feitJ dat f 1 (x) t O voor alle x in het definitie­

intervaL Dus f (x) is eeneenduidig, Ui t ( 4. 2) en ( 3. '14) vol gt dan., dat 

f(x) streng monotoon is en vervolgens uit (4.'19L dat hetzij f(x) ~ O 

voor alle x in bet definitie-interval~ hetzij f(x) ~ O voor alle x in het 

definitie-interval., maar f(x) / o, dus f(x) heeft in bet definitie-inter-

val overal hetzelfde teken. 

Uit (4.25) volgt direct~ 



(4.26) Als van een differentieerbare functie f(x) de afgeleide ergens 
negatief en ergens positief is, is de afgeleide ergens nul. 

Dit lijkt enigszins op de middelwaardestelling van Weierstrass (3.10) 
toegepast op f'(x). 'Men zou kunnen denken, dat dit komt omdat de afgeleide 
van een differentieerbare functie altijd continu zou ziJn. Dit is evenwel 
niet het geval; zie opgave 42. 
Opgave 42. De functie f(x) gedefinieerd door f(x) = x2 sin ""t voor x ~ O 

X 
en f(O) = 0 is differentieerbaar, De afgeleide is niet begrensd (dus niet 

continu) op [0,1}. Van de functie g(x) gedefinieerd door g(x) = x2 sin .:1 
X 

voor x IO en g(O) = 0 (die, zoals in opgave 38 is aangetoond, differen-
tieerbaar is) is de afgeleide wel begrensd op (-1,1), maar niet continu 
in 0, 

Als een functie differentieerbaar is en de afgeleide is continu, dan 
noemt men de functie continu differentieerbaar. 
Opgave 43. De afstand van een punt (x,y) tot de oorsprong is Vx2+y2 . De 
cirkel met middelpunt in de oorsprong en straal r heeft dus x2+y2=r2 als 

V 2 2 1 

vergelijking. De grafiek van de functie r -x is dus het gedeelte van 
de cirkel boven of op de X-as gelegen. Bepaal met behulp van differentiaal~ 

rekening de raaklijn aan de grafiek van deze functie in een punt van de 

grafiek en bewijs dat deze raaklijn loodrecht staat op de verbindingslijn 
·,an het punt en de oorsprong. 

§s. Onbepaalde en bepaalde integralen, 
In de vorige paragraaf hebben we ons bezig gehouden met differenti~­

ren, dus met het vinden van de afgeleide van een functie. We kunnen nu 
ook het omgekeerde probleem stellen, n.l. gegeven een functie f(x), ge­

zocht een functie F(x), zodat geldt F'(x) = f(x). We noemen dan F(x) een 
stamfunctie of een primitieve functie van f(x). We hebben al gevonden, 
in hoeverre F(x) door f(x) bepaald is, n.l. in (4.24): als de op een in­

terval gedefinieerde functie f(x) een stamfunctie F(x) bezit, dan zijn 

die en slechts die functiesG(x) stamfuncties van f(x) waarvoor geldt 

G(x) = F(x)+C, Hiermee is natuurlijk nog niets gezegd over de vraag of 

een gegeven functie een stamfunctie bezit. 
Als f(x) een op een interval gedefinieerde continue functie is noe­

men we een stamfunctie van f(x) ook wel een onbepaald~ integraal en schrij~ 

ven deze /r(x)dx. Dit symbool stelt dus een functie voor die slechts 
op een additieve constante na bepaald is. We zullen later bewijzen, dat 
iedere op een interval gedefinieerde continue functie een stamfunctie 
bezit, zodat dan zal blijken dat voor al deze functies mt symbool J f(x)dx 

zinvol is. 



We kunnen stamfuncties van allerlei functies vinden, door een lijst 

van allerlei differentieerbare functies met hun afgeleiden op te stellen. 

We moeten dan natuurlijk maar _afwachten of een gegeven functie inderdaad 

op de lijst onder de afgeleiden blijkt voor te komen. Een meer systema­

tische behandeling van deze kwestie voeren we later nag uit. We kunnen 

zo b.v. direct opschrijven /sin x dx = - cos x + C, jcos x dx = sin x + q 
J r 1 r+1 

x dx = r+'1 x + C voor r rationaal en i -1. 
Er is echter een andere methode om bij een functie een stamfunctie 

te vinden en dat is met behulp van z.g. bepaalde integralen. Deze gaan 
we daarom eerst behandelen. 

Laat f(x) een begrensde functie zijn, gedefinieerd op een begrensd 

open interval (a,b). We kiezen k+1 getallen x0 ,x1 , ..• ,xk zodat geldt 

a = x0 ( x 1 < x2 < . . . < xk = b. Di t noemen we een verdeling V van het 

interval (a,b). De xj (j = o, ... ,k) 

noemen we de deelpunten van de verde-

vi ......... .--- ling" Het grootste van de getallen 

xj-xj-'1 (j = 1, .•• ,~) noemen we de 
diameter d(V) van de verdeling: 

I Q.. x, 
I 

d(V) = ~ax (x.-x ~). Het aantal deel-
1t,1!i:.I J J- I 

punten van verschillende verdelingGn 

mag verschillend zijn. We bepalen 
nu ¥ k 

Sv(f) = C (x .. -x .. 1 ) sup f(~) en 
J" =0 J J - X " < ~ < X c;; 

J-1 ':i j 
1{ 

S*V( f) = L. (x -x. 1 ) inf f ( ~ ) , genaamd de bovensom 
j =0 J J - X j - '1 < ~ < X j 

resp. benedensom van f(x) behorende bij de verdeling V. Bezien we dit 

in de grafiek, dan zien we dat zowel bovensom als benedensom een som is 
van oppervlakten van rechthoekjes, als in de figuur aangegeven (als f(x) 

wel een~ negatief wordt warden er sommige oppervlakten negatief geteld~) 

Onze verwachting is nu~ dat als we de deelpunten van de verdeling steeds 

dichter bij elkaar 1{iezen ( d .w. z. de diameter van de verdelingen naar nul 
laten gaan), dit zal naderen tot lets dat we de oppervlakte van het ge­

deelte van het platte vlak gelegen tussen de grafiek en de X-as zullen 

noemen. We gaan nu na, in hoeverre deze verwachting in vervulling gaat. 

* Het is duidelijk dat S*v(f) ~ Sv(f). Verder is f(x) begrensd; laat 
k 

c1 f f(x) ~ c2 zijn. Dan is c1 (b-a) = ~ (xj-xj_ 1 ) c1 ~ 
J=O 



Deze bladzijde komt in de plaats van de eerder uitgegeven blz. 39, welke 
vernietigd kan warden. 

k . ~ r;; (xj-xj-1) C?=C2 (b-a), dus C1 (b-a)~ ¾(f) ~ c2 (b-a) en op analoge wijze 

ook c 1 (b-a) .:$ S~v(f) ~ c2 (b-a). 

De verzameling van waarden, die s;(f) voor alle mogelijke verdelin­

gen (steeds bij dezelfde functie f) kan aannemen, is naar beneden begrensd 

(steeds~ c1 (b-a)) en bezi t dus een onderste grens s*. Bij een €.> o is er 

dan een verdeling W te vinden, zodat s*~ '(f) < s-:¥+½t. la.at a=y0 < y1<••·<~1 
=b de verdeling W zijn en noem d'=m;i.n(y1-y1_1 ). la.at verder !f(x)f.( C zijn. 
. 8 . ( f., .l. ) /f/A'"'-

Kies =min 2(Jk+1)(C+i)'2d' • Neem nu een willekeurige verdeling V met di-

ameter< d . Iaat a=x0 < x 1 < .. .(~=b de verdeling V zijn, dan is xj-xj_1< 6 
voor j=1, ••. ,k. Stel nu voor 1<.1<.m, dat h zo bepaald is, dat x. 2 <y11 < ' ~ ---n- " -
<xh_1 • Dan is ~-1 <xh_2+biy1_ 1 +tf<y1_ 1+d'~ y1 ~b, dus· h-1.(k, dus h~k. 

Verder is xh< xh_2+2J'~ y1_ 1+2o~y1_ 1+d'~ y1 . Een open intervalletje 
.. (y1_1 ,y1 ) van de verdeling W bevat dus ten minste twee deelpunten van de 

verdeling V. Stel nu, dat xh_2 ~ y1 _1 <:~_1 < ... < xnc( y1 ~xn+1 , dan is op 

grond van het bovenstaande n~ h. 
n 

Nu is ~ (xj-xj_1 ) su1 f( ~) ~ 
J=h x. 1<. < xJ. n J-

~ .L.(x.-x. 1 ) su~ f(~) = 
j=h J J- Y1-1<s <Y1 

=(xn-xh_1 ) sup f(~ )=(y1-y1_1) sup f(~)+(¾_1-y1_1) sup f(~) 
Y1-1<~<Y1 Y1-1<~<Y1 Y1-1<\<Y1 

-(~r1-xn) sup f(5) ~ (y1-y1_1 ) sup f(~ )+2bC. In s;(f) zonderen we 
Y1-1 <~ < Y1 Y1-1<~ <Y1 

eerst de termen af .. behorende bij een intervalletje, dat een deelpunt van 

de verdeling W bevat, benevens de eerste en de laatste term. Dat zijn k+1 

termen, die elk~cf c zijn. De andere termen nemen we in groepjes bij el­

kaarJ elk groepje bevat die termen die behoren bij een intervalletje, dat · 

binnen een vast intervalletje van de verdeling W ligt, zoals boven is be­

schouwd. Dan geldt blijkbaar S~ s;(f)fS;(f)+2kOC+(k+1 )6C<'.S* +½E+½e=S*+£. : 

Bij £> O hebben we dus een <l> O gevonden zodat voor iedere verdeling V met i 
diameter<() geldt o~s;(f)-S*<E. Nemen we een rij verdelingen Vn met J.1-Ft>~ 
=0, dan is bij cf een N te vinden zodat voor n)N geldt d(Vn)<J, dus 

js""-s: (f)I<:£, dusJj.~S:(f)=S"Jlt. Wij hebben dus gevonden: 
n n 

(5.1) Als de functie f(x) begrensd en op (a,b) gedefinieerd is, convergee~ 

voor iedere rij verdelingen Vn van (a,b) met JJ.:e, a.(vn)=O, de rij s{ .. (f) 

naar dezelfde limiet. \:- ... 
De limiet in (5.1) noemen we de bovenintegraal / f(x)dx. We hebbet 

bovendien gevonden: 
a 

(5.2) Als f(x) een begrensde functie is, gedefinieerd op (a,b), dan is er 
bij iedere £ > o een £ > o te vi,en zoda t voor ie dere verdeling W van ( a, b 

r. * * met diameter<cgeldt 0~8w(f)- f(x)dx<'.S, 
a 
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(5,3) Als f(x) een begrensde funct5e is, gedefinieerd op (a,b) en c1 ~ 

~ f(x) ~ C2 ; dan geldt c1 (b··•a) ~ 1~ f(x)dx ~ c2(b-a). 
a 

Voor benedensommen kunnen we een volledig analoge beschouwing geven. 

W~ werken dan met de bovenste grens S-¥ en vinden een benedenintegraal 

/4 f(x)dx en daarvoor stellingen analoog aan (5.1L (5.2) en (5.3) (in 

flet analogon van (5,2) komt O ~ 1 f(x)dx - s,n/f) ( £). 

a 
De boven- en de benedenintegraal van een functie behoeven niet ge-

lijk te zijn. Voorbeeld: f(x) gedefinieerd~ (0,1) en= O voor 1rratio­
nale x en = 1 voor rationale x. Daar in ieder intervalletJe rationale en 
rationale geta1len liggen ((1.39) en ( 1 .!.to)) is, voor iedere verdeling V, 
~ 1 . 1 

sv(f) = 1 en SiV(f) = o, dus /*f(x)dx = 1 en~- f(x)dx = o. 
o o* 

Steeds geldt natuurlijk: 
b b 

( 5 . 4) /4 f ( x) dx ~ /""'" f ( x) dx , 
a a 

Als voor een begrensde functie f(x) gedefinieerd op (a,b) geldtj 
b b 

dat J:. f(x)dx = /* f(x)dx, heet f(x) integreerbaar en de bovenintegraal= 
a* a 

= benedenintegraal van f(x) heet de (bepaalde) integraal van f(x). Deze 
b 

wordt geschreven / f(x)dx. We noemen a de ondergrens en b de bovengrens 

a 
van de integraal. Men verwarre niet bepaalde en onbepaalde integraal: 

de onbepaalde integraal is een functie, de bepaalde integraal is een ge­
tal. 

Als f(x) integreerbaar is op (a,b), kan men de integraal ook krijgen 

in plaats van als limiet van boven- of benedensommen, als limiet van som­

men waarin in elke term niet de bovenste of de onderste grens van f(x) in 

het intervalletje maar een of andere waarde van f(x) in dat intervalletje 

genomen wordt. Laat nl. a= x0 < x1 < ... <xk =been verdeling V zijn 

en ~ , ( J = 1 5 ••• , k) getallen met x. ,,, < t . < x. en noem Sv( f) = 
) J J- I / J J 

k * 
= ( (x .-x _1 )r( ~ .L dan geldt blijkbaar S,1::V(f) ~ Sv(f) ~ SV(f). 

J=1 J J ;J 
Nemen we nu een rij verdelingen V met lim d(V) = 0, dan is, omdat f(x) 

n n-'foo n 
integreerbaar is lim S V (f) = lim s; (f). Hieruit volgt dan dat ook 

n_,.. oo * n n--,..co n 
b 

1 i m SV ( f ) b es t a at en = / f ( x ) dx . 
n ➔ m n a 

Als f(x) gedefinieerd is op (a,b) en begrensd is enc is een getal 

tussen a en b dan kunnen we het definitie-interval van f(x) tot (a,c) be 
'c b 

perken en zo /*f(x)dx verkrijgen en evenzo /~f(x)dx. Er geldt dan: 

a C 
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(5,5) Als f(x) een begrensde functie isJ gedefinieerd op (a,b) enc ligt 
c b b 

tussen a en b, dan geldt /-).f(x)dx + /*r(x)dx = /*r(x)dx (en analoog 
a c a 

voor benedenintegralen). 

Bewijs: Kies een rij verdelingen Vn van (a,b), zodat lim d(Vn) = O 
n ➔ oo 

en ~odat c een deelpunt van iedere verdeling v is Dan geeft V tevens 
n · n 

een verdeling U van (a,c) en W van 0,b). Het is dan direct duidelijk 
* *n ~ n 

dat SV (f) = SU (f) + SW (f). Daar lim d(U) = lim d(Wn) = O vinden we 
n n n n~oo n n~oo 

b>¥- c* b 
direct j f(x)dx = f f(x)dx + ~(if(x)dx. 

a a c 
b* 

We definieren nu / f(x)dx ook 
a 

b 

a 
als a 1- b is en wel door /* f (x) dx=O 

a 

en voor a) b door J* f(x) dx f(x)dx. Analoog voor benedeninte-
a 

gralen en integralen. Het blijkt dan dat de formule in (5.5) geldig 
blijft, ongeacht de onderlinge ligging van a, b enc (mits natuurlijk 

f(x) tussen a en b, tussen b enc en tussen a enc gedefinieerd is). 
Laat b.v, a<::: b < c zijn. Dan is 

c b c b 
J * f ( x) dx = /* f ( x) dx + /t- f ( x) dx = /~ f ( x) dx -
a a o a 

l b* 
* f ( X) dx , du s / f ( X ) dx: 

C a 

C 

= j-j(. f(x)dx + 
a 

b 
/f f ( x) dx. We gaan niet alle gevallen na. 
c 

Nu is in (5.3) uiteraard verondersteld a< b. We kunnen dan ook 

b 
schrijven c1 ~ b~a /*r(x)dx ~ c2 en dit is ook geldig voor a) b, immeri 

a 

b~a ..,,/*r(x) dx = a~b /*r(x)dx. Als lf(x) I~ C, dan volgt hieruit direct 
a b 

I _(* f ( x) dx j :{ C \ b-a j, hetgeen ook voor a = b geldt. Analoge betrekkingpy, 
a 

gelden ook voor de benedenintegraal. 

Als f(x) begrensd is en gedefinieerd op (a,b) en a~ c ~ b dan is 

r~ ~ f(x)dx voor a~ y ~bop te vatten als een functie van y; F (y) = 
c 
= f~f(x)dx: een bovenintegraalfunctie van f(x). Analoog lr(x)dx = 

..,, c* C . 

= F* (y), een benedenintegraalfunctie van f(x). Ze hangen beide nog van de 
keuze van c af, Ui teraard is F"(c)=F Jc)=O . Verder zijn beide functies cor:.tirn 

want IF~(y) - F*(a) l = I ]*r(x)dx - />l'f(x)ctx\ = \ Fr(x)ax\ ~ c\y-ct! al: 
1 C C d 

!r(x) \ ~ C. Bij £) O kiezen we O = C~1, dan volgt uit \ y-d \ < 6, dat 
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continu ind, dan is 

Analoog voor F*(y). 0nderstellen 
it( ) *( ) d+h 

Fd+hh·-Fd = ~ /* f(x)dx en 
d 

we nu verder f(x) 

min f(x) ~ 
x tussen 
den d+h d+h 

£:. ~ /* f(x)dx ~ max f(x). Bij E > 0 is een J > O te vinden zodat 
d x tussen 

den d+h 

uit lx-ctl<6 volgt \r(x)-f(d)l < ½£, Als dan [ht <Ois, geldt voor x 

tussen d en d+h zeker I x-d I < o dus -½ t < f (x)-f( d) < ½s dus - [ < -½ £ ~ 
~ min f(x)-f(d)~ max f(x)-f(d)~½E<£,dus-E.<'.: 

x tussen x tussen 
den d+h den d+h 

.::. ~ /+f f (x) dx f( d) < E, , dus [dF:}Yl] = f ( d) . Op analoge wijze vinden 

we [dF~}y)] = f{d). Als dus f(x) con:::u is, is dF:}Y) = dF~}y) = f{y) 
y=d 

Dan zijn dus F*(y) en F~(y) beide stamfuncties van f(y), dus, volgens 

(4.24), is er een constante c3, zodat F*(y) = F*(y) + c3. Door substi­

tutie van y = c vinden we echter dat c3 = o, dus F*(y) = F?f(y), dus f(x) 
is integreerbaar over ieder begrensd interval, waarvan de randpunten in 
[a,b] liggen. Dit geeft ons de volgende stelling: 
(5.6) Een op een begrensd interval gedefinieerde, begrensde continue 
functie is integreerbaar. 

Stel nu f(x) een op een (niet noodzakelijk begrensd) interval I ge­
definieerde (niet noodzakelijk begrensde) continue functie; kies een ge­
tal c, dat in I ligt. Voor ieder getal yin I geldt dan echter dat f(x) 

begrensd is op [c,y1 als y > c en op [y,~ als y ..( c. Volgens (5.6) be­

staat dus jr(x)dx = F(y), een integraalfunctie van f(x). Deze integraal­
functie i~chter volgens het bovenstaande een stamfunctie van f(x). Hier 

mee hebben we gevonden: 

(5.7) Een op een interval gedefinieerde continue functie bezit een stam­
functie en wel is een integraalfunctie van de gegeven functie zo'n stam­

functie. 
Als omgekeerd G(x) een willekeurige stamfunctie is van de op een 

interval gedefinieerde continue functie f(x), dan is er een constante C 

zodat j f(x)dx = G(y) + C. Substitueren we hierin y = c, dan vinden we 

C 
dat C = -G(c). Dit geeft ons de volgende stelling: 

(5.8) Als G(x) een willekeurige stamfunctie is van de op een interval 
gedefinieerde continue functie f(x) en a en b zijn getallen uit het de­

finitie-interval van f(x), dan is J f(x)dx = G(b) - G(a). 
a 

Met behulp van (5.8) kunnen we dus de bepaalde integraal vinden van 
een functie waarvan een onbepaalde integraal bekend is. 



Elan 4-3 

Als toepassing hiervan nemen we de functie; gedefinieerd op (o, +ro 

die daar inderdaad continu is. De integraalfunctie J a: is dus ook op 

1 1 
(0, +oo) gedefinieerd en heeft Y als afgeleide. Deze functie noemen we 
de (natuurlijke) logarithme van yen schrijven we logy (men schrijft oo~ 
wel ln y). Dus 

( 5, 9) d log x 1 
dx = x 

Uit de definitie van log x volgt direct, dat log 1 = o. Verder geld· 
d log ax 1 . voor een a> O, dat --~dx-- = x' dan is er een constante C, zodat 

log ax=log x+C. Substitueren we hierin x = 1, dan vinden we C = log a, d1 
(5.10) log xy = log x +logy. 

De logarithme van een product is dus de som van de logarithmen. Men 

kan dus zeggen dat door het nemen van logarithmen vermenigvuldiging van 

getallen in optelling wordt omgezet. Dit kan men gebruiken ter vereen­
voudiging van numerieke berel{eningen. 

Uit (5.10) volgt direct dat log xn = n log x 

log J = 
X 

·-log x. Verder is 1 = lr d log x-j =. lim 
dx x=1 n~ oo 

log lim 

voor natuurlijke n en 

log(1+i")-log 1 

1 + J_ - 1 n 
= 

(1 + 11n =log€. Du~ = lim n log (1 + ~) = lim log (1 + ~)n = 
n ~ oo n _.,, oo n --,. oo n 

(5.11) loge= 1. 
Verder is, als n natuurlijk is, 

2n 

k 
2n 12 d 

= 2. ); 1f~ lr_1 X 1/ ., 2t'-
= ) ½ = ·-n. Omdat iog x oont inu en op een interval 

k=1 
gedefinieerd is, is de verzameling der functiewaarden van log x weer een 

interval (3.11). Volgens het bovenstaande bevat dit interval getallen 
> n voor iedere natuurliJke n en, omdat log .1 = - log x, ook getallen 
- X 
~ -n voor iedere natuurlijke n. Het interval is dus (-oo, +oo). Daar de 
afgeleide van log x positief is (zie (5.9)) is log x streng isotoon, 

dus bezit log x, volgens (3.15), een streng isotone, continue omkeer­
functie, die gedefinieerd is voor alle reele getallen. We noemen deze 

functie voorlopig E(x), dan is log E(x) = x voor alle reele x, E(log x) = 

= x voor alle x > O, E(x) > O voor alle reele x, E(1) = e en E(O) = 1. 

Verder is log (E(u) E(v)) = log E(u) + log E(v) = u+v, dus E(u+v) = 
= E(log (E(u)E(v))) =·E(u)E(v). 

Bij een willekeurig getal a> O beschouwen we nu de functie E(x log 
die we voorlopig met a*(x) zullen aanduiden. Hiervoor geldt a*(x) a~(y) = 

= E(x log a) E(y log a)= E(x log a+ y log a) = E((x+y) log a)= a*(x+y) 
* * * en (a (x)) (y) = E(y log a (x)) = E(y log E(x log a))= E (yx log a) = 

= a*(xy). We bewijzen nu dat voor rationale x geldt a~(x) = ax. 
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Allereerst voor natuurlijke x door volledige inductie: a~(1) = E(log a)= 

=a= a 1; als a~(n) = an, dan is a~(n+1) = a*(n)a*(1) = ana = an+1 • Ver­
der is a~(O) = E(O) = 1 = a 0 • Als n geheel < O is, stellen wen= -m 1 

dan ism natuurlijk en 1 = a*(o) = a*(m+n) = a~(m)a*(n) = ama~(n), dus 
a~(n) = ,:1rr = an. Stel tenslotte r willekeurig rationaal en r = E met p a p q 

- rt ~ ~ .;,.. -;,.. 
en g_ geheel, dan is (aq)':1. = aP = a (p) = a (Eq) = (a~(E)) (q) = (a (.E.))q, 

.12. q q q 

dus a'#(~) = ag_. We definieren voor a> 0 en willekeurige reele b nu 
ab = E(.b log a), dan stemt di t volgens het bovenstaande voor rationale 
b met de oude definitie overeen. Verder is ex= E(x loge)= E(x), dus 
ab= eb log a, elog x = x en log ex= x, Dus: 

(5.12) De functies log x en ex zijn elkaars omkeerfuncties. 
(5.13) Voor iedere a) 0 is ax een continue monotone functie en wel streng 
isotoon voor a) 1 9 streng anti toon voor a< 1 en constant voor a = 1. 

Opgave 44. Bewijs (5.13). 
(5.14) Voor a en b re~el >Oen x en y reeel geldt: 

= ax+y 
~ 

= axY, 

= (ab)x. 
Van deze drie betrekkingen zijn de eerst en de tweede hierboven 7 

in de notatie met~, bewezen. 
Opgave 45. Bewijs de derde betrekking van (5.14). 

dex x 
(5.15) ax= e . 

Bewijs: Dit volgt direct uit (5.12) en (4.8), 

( 6) dax x 
5. 1 o3c = a log a, 

Bewijs: ax= ex log a; door hierop de kettingregel toe te passen) 

vinden we het gezochte. 
~n ( 5. 13) hebben we gevonden~ dat ax voor a> 0 en a I= 1 een con­

tinue streng monotone functie is, gedefinieerd voor alle reele x. 
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Deze functie bezit dus een continue streng monotone omkeerfunctie ge-
a . ' 

naamd log x (logarithme van x met grondtal (of basis) a). Men beperkt 
zich bijna altijd tot logaritr.anen met grondtal > 1. Voor a ft 1 neemt 

x log a alle reele waarden aan, als x alle reele getallen doorloopt; en 
dus neemt ex log a alle positieve reijle waarden aan; dus is alog x ge­

definieerd op ( 0, +oo ) • Omda t vo or a > 1 geld t da t alog x streng iso toon 
is, geldt lim alog x = +oo en lim alog x = -oo Verder is wegens ( 5 12) 
e X-) +oo . x.i. o • ' ... • ' ' 
log x = log x; de logar1thme met grondtal e is dus de natuurlijke loga-

rithme. Omdat alog x de omkeerfunctie van ax is, geldt alog ax= x en 
aalog x = x. Uit de laatste betrekking volgt x = ealog x log a dus 

a ' log x = log x log a. Dit gecft: 

(5.17) alog x = log x 
log a• 

Uit (5.17) volgt direct: 

) d alog x 1 
( 5· 18 ax = x log a· 

Opgave 46. Bewijs (5.18) op een andere w1Jze uit het feit 1 dat alog x de 
omkeerfunctie van ax is en met behulp van (5.16). 

Uit (5.17) en (5.10) volgt direct: 
(5.19) alog xy = alog x + alog y. 

0( 

Voor reele 0<. geldt alog x~ - log x = 
- log a 

=()( alog x. Dus 

log e ex log x = 
log a 

( ) a <X a 5. 20 Voor reele ex en x >- O geldt log x =CX log x. 

Ci log X = 
log a 

We bepalen nu de afgeleide van xo< = eo< log x. Hiervan is de afge-

leide e o<log x.2L =o< xo< x-1 =O( xtx - 1 . Dus 
X 

0( 

(5.21) Voor reele o< en x > O geldt ~~ =o<x<Y. - 1. 
Dit is dus een directe uitbreiding van (4.12). 

Opgave 47. Bewijs, dat, als voor een differentieerbare functie f(x) 
geldt df&~) = f(x) voor alle x in het definitie-interval van f(x) 1 er 
sen constante C is, zodat f(x) = Cex. (Aanwijzing: beschouw de functie 
f(x)e-x). 

Opgave 48. Bewijs, dat voor x~ O geldt log(1+x) ~ x en voor x ~ 0 en 

ex~ 1 geldt (1+x)°'~1+ocx. (Aanwijzing: breng alle termen van de ongelijk­
heden naar een kant en beschouw afgeleiden.) 

We keren nu terug tot onbepaalde en bepaalde integralen. Op grand 
van stellingen (5.7) en (5.8) bestaat, althans voor continue functies, 
tussen beide een nauw verband. Zo hebben we al voor de continue functies 
met behulp van bepaalde integralen kunnen aantonen, dat deze functies 
onbe:paalde integralen, d. w. z. stamfuncties, bezi tten. Omgekeerd kan ,ui t 
een stamfunctie van een continue functie met behulp van (5.8) direct\ de 
bepaalde integraal van deze functie berekend worden. In de volgende pa-
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ragraaf zullen we onbepaalde integralen van enkele klassen van functies 
beschouwen. We leiden eerst nog enige stellingen over onbepaalde inte­
gralen af, die directe gevolgen zijn van bekende stellingen over af ge­
leiden. Met behulp van (5.8) zijn hieruit dan weer stellingen over be­
paalde integralen af te leiden. 
(5.22) Als f(x) en g(x) op hetzelfde interval gedefinieerde continue 
functies zijn, geldt j(f(x)+g(x))dx =/f(x)dx +jg(x)dx + C. 
(5.23) Als f(x) een op een interval gedefinieerde continue functie is 
~n c een constante 1 geldt /cf(x)dx = cjt.(x)dx + C. 
(5.24) (Partiele integratie) Als f(x) en g(x) op hetzelfde interval ge­
definieerd8 functies zijn, als f(x) differentieerbaar en g(x) continu 
is 1 geldtjf(x)g(x)dx = f(x)/ g(x)dx - j(dg~x) /g(x)dx)dx + C, 

(5.25) (Transformatie van veranderlijke) Als 'f (t) een continu dif.f8-

rentieerbare functie is en f(x) Gen continue functie, gedefiniterd op 
uen interval~ dat de functiewaarden van tp(t) bevat, dan geldt 

( _/ f ( X) dx) X=!/ ( t ) = j f ( J1 ( t ) ) 'f ' ( t) d t + C • 

Opgave 49. Bewijs (5.22) tot en met (5.25). 
Uit (5.22) en (5.8) volgt: 

(5.26) Als .f(x) en g(x) continue functies zijn, gedefinieerd op (a,b), 
15 b b 

dan geldt j(f(x)+g(x))dx = jf(x)dx +_/g(x)dx. 
a a a 

Uit (5.23) en (5.8) volgt: 
(5.27) Als f(x) 1:::en continui functie is 1 ffedefinieerd op (a,b), en als 

c een constante is, geldt Jcf(x)dx = c / f(x)dx. 
a a 

Uit (5.24) en (5.8) volgt 
(5.28) (Partiele integratie) Als f(x) en g(x) gedefinieerd zi~n op 

(a,b), als f(x) differentieerbaar en g(x)b continu is, geldt J f(x)g{J-Qdx= 

= f(b)(/g(x)dx)x=b - f(a)(_/g(x)dx)x=a -f (dfi~) /g(x)dx)dx.a 

In plaats van f(bi(/g(x)dx)x=b - f(a)(/g(x)dx)x=a schrijft men 

ook wel f(x)jg(x)dx Ia1 een z.g. stokterm. 

( 5. 29) ( Transformatie van veranderlijke) Als 5P ( t) een continu difft:{­
rer:tieerbare functie is, gedefinieerd op (a,b), en f(x) een continue 
functie, gedefinieerd op een interval, dat de functiewaarden van (f (t) 

] 
co(b) ~ 

bevat, dan geldt f(W(t)) w'(t)dt =/I f(x)dx. 
a J J rta) b 

Bewijs: Uit (5.25) en (5.8) volgt /fy(t) <p'(t)dt = 
~(b) a J 

= (_/f(x)dx)x=f(b) - </f(x)dx)x=J(a) =ja)f(x)dx. 
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Op grond van de gemaakte afspraken geldt di t ook als If ( a) ) '/ (b). 
In (5.25) en (5.29) kan men ook een rechtvaardiging zien van de gekozen 

schrijfwijze van integralen: jfdx =/f~~dt. 

Uit (5.24) en (5.25) samen kunnen we een formule van de onbepaalde 
integraal van een omkeerfunctie afleiden. Stel f(x) eeneenduidig en con­
tinu differentieerbaar met afgeleide overal J 0 1 dan is de omkeerfunctie 

if (t) van f(x) ook eeneenduidig en continu differentieerbaar met afge­
leide overal IO ((4.2), (3.15), (4.8)_, (3.3)). Verder is f(f(t)) = t. 

Uit (5.25) volgt nu iff(x)dx)X=<P(t) =Jt f'(t)dt + c1 en uit (5.24) volgt 
ft JJ ' ( t) d t = t _:P ( t) -fa ( t) d t +' C 2 • Dus 

(5.30) (Integraal van een omkeerfunctie) Als f(x) eeneenduidig en conti­

nu differentieerbaar is met afgeleide overal JO en als (O(t) de omkeer­
J 

functie van f(x) is, geldt~/f(t)dt = tf(t) - ~/f(x)dx)X=<f(t) + c. 
Let wel, dat hoewel in de formule de afgeleide van (f} niet voor-

~' 
komt~ bij de afleiding de differentieerbaarheid van~ gebruikt is . 

.1 

Een voorbeeld van toepassing van (5.30) is het volgende: duidelijk 
is, dat ex een stamfunctie van ex is 9 dusjlog tdt = t log t - e10 g t + 

+ C = t log t - t + C, dust log t - tis een stamfunctie van log t. We 
hadden dit echter ook direct met partiele integratie kunnen vinden: 

~(log tdt = log tj1at -/({/1dt)dt + C = t log t - t + c. 
We kunnen natuurlijk ook een met (5.30) overeenkomende stelling 

over bepaalde integralen formuleren (voer dit zelf uit). 
Verdere toepassingen van bovenstaande stellingen worden in de vol­

gende paragraaf gegeven. 

§ 6._ Onbepaalde integralen van enkele klassen van functies. 
We laten voortaan de additieve constante C bij onbepaalde integra­

len weg. 

jxo<dx = ~:~? als ex I= -1. /d:-. = log x voor x > O; Jd: = log(-x) 

voor x < o. Di t wordt samen wel geschreven j ~ = log I xj; we mogen dan 

evenwel bij overgang op bepaalde integralen geen interval kiezenj dat 

O bevat. x 
j exdx _ ex Jaxdx -Jex log adx - a • ]it laatste kunnen we 

- 1 - - log a 
opvatten als een speciaal geval van het volgende. Neem in de formule 
voor transformatie van veranderlijken y ( t) = at+b. ])an komt er 

(ff(x)dx) _ t b =/f(at+b)adt; dus jf(ax+b)dx = ¾(/t(t)dt)t=ax+b' We J- X-a + n+1 
. d b j( b)nd (ax+b) n vin en zo .v. ax+ x = (n+i )a • ~ • 

;Een onbepaalde integraal van een polynoom P(~) =L:-- ajxJ vinden we 
n n j+1 n+1 a xJ J=O j ~ . ~ a .x C::::--- j-1 

m ook d:irect: (L:-- ajxJ) dx = ~ J j+i == 4-- J 
J=O J=O J=1 



Een voorbeeld van toepassing van parti~le integratie: jxexdx. = 

::: x f exdx - j (j exdx)dx = xex - ex Een voorbeeld van transformatie 

van veranderlijken: jtg x dx = j sin x dx = -( f E:l:..) = -log cos x. 
. COS X ".J y y = COS X 

Opgave 50. Be re ken J x2exdx, j xex2 dx, /sin x dx, j cotg x dx., 

/ dx Jctx 
sin x cos·x' x log x 

We stellen ons nu ten doel een onbepaalde integraal te bepalen van 
een gebroken rationale functie ~f~~ (P(x) en Q(x) polynomen). Hiertoe 
zijn enige algebraische voorbereidingen nodig. 

Uit de algebra is bekend: 

(6.1) (Deling met rest) Als f(x) en g(x) polynomen zijn met re~le coeffi­
cienten en van g(x) zijn niet alle co~fficienten nul, dan zijn er poly­
nomen q(x) en r(x) met reele coefficienten, zodat f(x) = q(x)g(x)+r(x) en 
zodat r(x) een graad heeft kleiner dan de graad van g(x) of van r(x) alle 
coefficienten nul zijn. 

Als P(x) een polynoom is encx een getal zodat P(o<) = O, noemen we 
CX een wortel van de vergelijking P(x) = O of ook een nulpunt van het 
polynoom P(x). 

De volgende stelling wordt hier zonder bewijs aangenornen. 
(6.2) (Hoofdstelling van de algebra) Als P(x) een polynoom is met com­
plexe coefficienten en met een graad > O, dan is er een complex getal dat 
nulpunt is van P(x). 

We beperken ons hier tot polynomen met reele coefficienten. Het kan 
echter zo zijn, dat zo 1 n polynoom geen re~le nulpunten heeft; b.v. geldt 
x2 + 1 > O voor alle reele x. We onderscheiden daarom twee gevallen. 
1° o< is een re~el nulpunt vc1n het polynoan P (x). We delen nu, volgens ( 6 .1), P(x) 

met rest door x-o<, dan is de rest r(x) een constante. Substitutie van 
. 0( voor x leert ons dat de constante nul is (reststelling). Dus is 
P(x) = (x-cx)Q(x), waarin Q(x) een polynoom is met re~le co~fficiijnten 
met een graad die een lager is dan de graad van P(x). 

2° 0( is een niet-reeel complex getal, dat nulpunt is van P(x). Dan is 
het toegevoegd complexe getal o< ook nulpunt van P(x), want P(& ) = 

= P (~) = o. Omdat o< niet re eel is, geldt o< -I ~ . Verder is { x-oc) (x-'&) = 

= x2 - (cx+&)x +ex&= x2 +bx+ c met re~le b enc. We delen nu P(x) 
met rest door x2 +bx+ c, dan heeft r(x) een graad~ 1; stel r(x} = 

= sx + t. Door subs ti tu tie van c;.,< en ci voor x vinden we so< + t = 0 
en so< + t = O. Door aftrekking i.d.nden we s (o< -o<.) = 0, dus, wegens 
O< ~O(, s =Oen dan ook t = o. Dus is P(x) = (x2 +bx+ c)Q(x), 
waarin Q(x) een polynoom is met re~le co~ffici~nten met een graad die 

twee lager is dan de graad van P(x). 
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Voor het zo~ven gevonden polynoom x2 + bx + c geldt 4c) b2, want 
2 - 2 - 2 

4c - b = 4o<O<' -(cx+cx) = -(ex -CX) > O, omdat ex-~ zuiver imaginair 
is. Omgekeerd heeft ieder polynoom x2 +bx+ c met re~le b enc en 4c > b 2 

geen re~le nulpunten, want voor alle re!:lle x is x 2 + bx + c = (x + !b) 2 + 
4c - b 2 

+-~->o. 

Door inductie vinden we nu: 

(6.3) Een polynoom P(x) met re~le coeffici~nten 1s te schrijven in de vorm 
r 

P(x) = a TT Pl<(x), waarin a re~el is en iedere Pk(x) hetzij de gedaante 
k=1 

x - dk met 2re~le dk, hetzij de gedaante x2 + bkx + ck met bk en ck re~el 
en 4ck > bk heeft. 

We beperken ons nu verder weer tot polynomen met re~le co~ffici~nten. 

We noemen het polynoom d(x) een deler van het polynoom f(x) als er 
een polynoom q(x) bestaat zodat f(x) = q(x)d(x). 

Onder een grootste gemene deler (g.g.d.) van twee polynomen f(x) 

en g(x) verstaan we een polynoom d(x) dat deler is van f(x) en van g(x) 
dusdanig dat ieder polynoom, dat deler is van f(x) en van g(x), deler is 

van d(x). Het bestaan van een g.g.d., als minstens een van beide polyno­

men een coefficient~ 0 heeft zullen we nu aantonen. Beschouw daartoe uit­

drukkingen van de gedaante u(x)f(x) + v(x)g(x), waarin u(x) en v(x) poly­
nomen zijn; deze zijn dan ook polynomen. Er komen hieronder polynomen 
voor, waarvan niet alle coefficienten nul zijn, want als van f(x) niet 

alle coefficienten nul zijn, voldoet f(x) = 1f(x) + Og(x). Neem nu onder 

deze uitdrukkingen een met minimale graad en noem deze d(x), dan is d(x) = 
= h(x)f(x) + k(x)g(x). Deel nu f(x) met rest door d(x)(f(x)=q(x)d(x)+r(x)), 

dan is r(x) = (1-q(x)h(x))f(x)+(-q(x)k(x))g(x). Wegens de minimaliteit 
van de graad van d(x), zijn van r(x) alle coeffici~nten nul, dus f(x) = 
= q(x)d(x), dus d(x) is een deler van f(x). Evenzo bewijst men, dat d(x) 
een deler 1s van g(x). Als verder ct1(x) een willekeurige deler is van 

f(x) en van g(x), dan volgt uit d(x) = h(x)f(x)+k(x)g(x) direct dat 
ct 1(x) een deler is van d(x). Dus is d(x) een g.g.d. van f(x) en g(x). 
(6.4) Bij twee polynomen f(x) en g(x), waarvan van minstens een van beide 
niet alle coefficienten nul zijn, is een polynoom d(x) te vinden, dat 
g.g.d, van f(x) en g(x) is en dat te schrijven is in de gedaante d(x} = 
= h(x)f(x)+k(x)g(x), zodat h(x) en k(x) polynomen zijn. 

Als f(x) en g(x) nu dusdanige polynomen zijn, dat hun g.g.d. niets 
anders kan zijn dan een constante (hiervan zullen we straks een voorbeeld 

vinden), dan is er, volgens (6.4), een getal a~ O, dat te schrijven_~s 
als a= h(x)f(x)+k(x)g(x), en dus ook, door vermenigvuldiging met a , 
1 = h1(x)f(x)+k1(x)g(x), waarin h1(x) en k1(x) polynomen zijn. Als P(x) 

een willekeurig polynoom is 1 vinden we 
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P~xt - h1(x)P(x) 
f(x g x) - g(x) 

k1(x)P(x) 
+ f(x) . Daarmee hebben we gevonden: 

( 6 . 5) Al S P ( X), f ( x) en g(x) polynomen zijn, dusdanig dat f(x) en g(x) 
P(x) P1(x) P2(x) 

een constante g.g.d. hebben dan is f(x)g(x) = f(x) + g(x) , waarin 
P1 (x) en P2 (x) polynomen zijn. 

We Willen dit nu toepassen op gebroken ratio~ale functies ~t~~-

We ontbinden eerst Q(x) volgens (6.3): Q(x) ~arr Qk(x). Onder de fac-
k::;: 1 

toren Qk(x) kunnen er zijn, die identiek gelijk zijn (d.w.z. dezelfde 

co~ffici1=3nten hebben). Neem nu een maximaal aantal van dergelijl{e iden­

tieke factoren samen tot f(x), dan is f(x) van de gedaante (x-d)m of 

(x2 +bx+ c)m met 4c > b 2 en Q(x) = af(x)g(x); dan bestaat g(x) uit 

sommige der factoren Qk(x), waarvan er geen identiek gelijk is aan x-d 

resp. x 2 +bx+ c. Als het polynoom u(x) een deler is van het polynoom 

v(x) is een nulpunt van u(x) ook nulpunt van v(x). Nu heeft f(x) blijk­

baar als enige complexe nulpunten hetzij dJ hetzij de nulpunten o<. en o< 

van x 2 +bx+ c. Deze zijn echter geen nulpunten van g(x), daar ze geen 

nulpunten van een der factoren Qk(x) van g(x) kunnen zijn. Dus hebben 

f(x) en g(x) geen nulpunten gemeen; een g.g.d. van f(x) en g(x) heeft dus 
geen nulpunt en moet dus volgens de hoofdstelling van de algebra een con­

stante zijn. We kunnen dus (6,5) toepassen en vinden 

EL20 _ a- 1P(x) _ P1(x) + P2(x) , , 
Q("xT - f(x)g(x) - f(x) g(x) . Met g(x) kunnen we het procede herha-
len. We vinden dan door inductie: 

(6.6) (Splitsing in partiele breuken; eerste vorm) Als P(x) en Q(x) poly­
P(x) ,.§- Pk(x) 

nomen zijn, dan is Q[x; =~ Qk(x) , waarin de Pk(x) polynomen zijn en 

m 2 ~ 
iedere Qk(x) hetzij de gedaante (x-dk) k, hetzij de gedaante (x +bkx+ck) 

met 4ck> bt heeft. 
De termen, die we in (6.6) 

Zulk een term heeft de gedaante 

vinden kunnen we nu nog verder splitsen. 
P(x) met P(x) een polynoom en Q(x) het-

(Q(x))m 2 2 
zij van de gedaante x-d, hetzij van de gedaante x +bx+ c met 4c > b • 

Deel nu P(x) met rest door Q(x): P(x) = T(x)Q(x)+R(x), dan is P(x) m = 

== 
R(x) 

(Q(x))m 

(Q(x)) 
+ T(x) . Met T(x) 1 zetten we het proces voort. Zo vin-

(Q(x))m-1 (Q(x))m- ( ) 
( ) m R. X 

den we ten slotte Px = T0 (x) + ~ J j' waarin de Rj(x) 
(Q(x) )m J=1 (Q(x)) 

(j = 1, .•• ,m) graden hebben die kleiner zijn dan de graad van Q(x); d.w.z. 

als Q(x) de gedaante x-d heeft, zijn de Rj(x) constanten en als Q(x) de 

gedaante x 2 +bx+ c heeft, zijn de Rj(x) van de gedaante qjx + rj. Zo 

vinden we: 
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(6.7) (Splitsing in parti~le breuken, tweede vorm) Als P(x) en Q(x) poly-
. J){x) ,.t.... Pk(x) 

nomen zijn, dan is Q{xf = L Q (x) + T(x), waarin T(x) een polynoom is 
k=1 k 

mk 
en hetzij Qk(x) de gedaante (x-dk) heeft en Pk(x) een constante is, 

hetzij Qk(x) de gedaante (x2 + bkx + cktk met 4ck) b! en Pk(x) de ge­
daante qkx + rk heeft. 

Omdat de onbepaalde integraal van een som gelijk is aan de som van 

de onbepaalde integralen der termen, kunnen we ons, om de onbepaalde 

integraal van een gebroken rationale functie te vinden, wegens (6.7), 
beperken tot het bepalen van onbepaalde integralen van het type jP dx m 

f qx + r 2 (x-d) 
en 2 m dx met ~c > b . De eerste integraal 1s - m-'1 

(x +bx+c) (m-1)(x-d)' 
voor m > 1 en p log (x-d) voor m = 1. Op de tweede integraal passen we 
een transformatie van veranderlijken toe als volgt: 

I qx + r dx = _2_2_m_-1 __ [/ ½q ~y+r-½bq dy_-1! 
(x2+bx+c)m (4c-b 2)m- 2 (y2+1)m 

y == ;j 2 '2(x+½b) 
V 4c-b 

Het is dus voldoende onbepaalde integralen te 

J dx j xdx en 2 m· Het eerste type geeft 2 m 
( X +1) ( X +1) 

bepalen van het type/ xgx 
(x +1) 

= ;[J(y:~)m ]y=x2 en dit 

is - ----1---- voor m > 1 en½ log (x2 + 1) voor m n 
2(m-·1) (x2+1)m- 1 

1, We stellen 

nu 
Jm = J (xt.1)m . Dan is 

Verder is d 1 = 
dx (x2+'1)m 

2mx 

geeft met parti~le integratie: J m+'1 

/
2 x dx 

- (x2+1 )m+1 · 

1 D1.' t 2 m· 
2m(x +'1) 

Als we dus 

kunnen bepalen, zijn door inductie de J m voor m > 1 ook te vinden. 
We beschouwen nu de functie tg x voor x in (-½TT, ½77). De afgeleide 

van tg x is 1 2, dus > o; dus is tg x een streng isotone continue 
(cos x) 

functie. Nu is lim sin x = 1 en lim cos x = O, dus tg x neemt willekeu-
X41 •!7T x--½rr 

rig grote pos i ti eve waarden aan. Door evenzo -½ 7T te beschouwen vinden we 
dat tg x willekeurig kleine negatieve waarden aanneemt. De omkeerfunctie 
is dus gedefinieerd op ( -oo, +oo ) en wordt aangeduid met arctg x ( spreek 
uit: boog tangens x; men schrijft ook wel bgtg x). De afgeleide van arctg 
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vinden we als volgt: stel tg Y, dan is dx 1 X = y = arctg x; dy = = 
(cosy)-

2 d (tg y)2 + 1 + 1, dus arctg x dy 1 Dus J1(x) arctg = = X = = = dx dx 2 . 
X + 1 

Hiermede hebben we dus gevonden: 

{6.8) Een onbepaalde integraal van een gebroken rationale funct1e is te 

vinden als een functie die ontstaat door samenstelling van functies, dle 
gebroken rationale functies 3 log-functies en arctg-functies zijn. 

We merken ncgop, dat we, nu we weten dat de splitsing in parti~le 

breuken mogelijk is, deze splitsing eenvoudiger kunnen vinden, dan uit 

het bewijs van de mogelijkheid van deze splitsing volgt. We stellen nl. 

x. 

de te vinden splitsing met onbepaalde coefficienten op, maken de breuken 

door vermenigvuldiging weg en stellen de coefficienten van overeenkomstige 

machten van x aan elkaar gelijk. De onbepaalGe coeffici~nten zijn daaruit 
dan op te lossen. 4 i, 3 2 

Voorbeeld: Splits x +'+X -Sx 226x+18 in partl~le breuken. We schrijven 
x(x+3) 

a b c het volgende op: 2 + -+~ + - + d +ex.Door de graden van teller en 
(x+3) X) X 

noemer in de oorspronkelijke breuk met elkaar te vergelijken zien we, dat 

er geen hogere machten van x nodig zijn. Vermenigvuldigen we met x(x+3) 2 , 

dan komt er: ex4 + (d+6e)x 3 + (b+c+6d+9e)x 2+(a+Jb+6c+9d)x+gb. Door gelijk­

stelling van coefficienten komt er: e=1, d+6e=4, b+c+6d+9e=-5, 

a+3b+6c+9d=-26, 9b=-18, waaruit we makkelijk vinden a=4, b=O, C=-2, d=-2, 

e=1, zodat de gezochte splitsing wordt: 4 2 - f - 2 + x, 
(x+3) 

J dx /; x+2 } 1
-, dx Opgave 51. Bepaal ~, 4 4 dx, 2 2 • 

x.J-x x +xJ (x +x+1) 

Bij de bepaling van de onbepaalde integraal van een gebroken ratio­
nale functie hebben we een omkeerfunctie van tg x moeten invoeren. We doen 

nu hetzelfde voor sin x en cos x. In (-½77, !7T) is de afgeleide cos x van 
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'/2.Tr ____ .,._ 

-1 

'Ii TT 

-12, 1{ 

sin x positief; dus is sin x daar streng isotoon en continu. Dus bezit 

sin x daar een streng isotone omkeerfunctie arcsin x, die wegens sin i7T=1 

en sin (-½77)=-1 gedefinieerd is op(-1 1 +1). In (O,TT) is de afgeleide 

- sin x van cos x negatief, dus is cos x daar streng antitoon en continu. 

I ~ 

'/z 7T 7Ti 

-I------------- J 
'Ii 7T 

-t 

Dus bezit cos x daar een streng antitone omkeerfunctie arccos x, die we­

gens cos O = 1 en cos TT= -1 gedefinieerd is op ( -1, +1) . Let wel, dat 

voor de bepaling van arccos het argument van de cos tussen Oen 7T gekozen 

wordt. Als dus x niet tussen Oen TT ligt geldt arccos (cos x) Ix. Wel 

geldt voor -1 < x < 1 steeds cos (arccos x) = x. Analoge opmerkingen gel­
den voor arcsin en arctg. 

Opgave 52. Bepaal d ard~in x en 

voor arcsin x en arccos x? 

d arccos x 
dx Wat concludeert U hieruit 

Opgave 53. Bepaal J arcs in x dx, /arccos x dx en /arctg x dx. 
m n . l 

Een functie die aan ieder getallenpaar (x,y) het getal L. Ca.kxJy< 
j=1 k=1 J 

toevoegt, heet een polynoom in twee veranderlijken, Een gebroken rationale 

functie van twee veranderlijken is een ~unctie ~f~;~~' waarin P(x,y) en 



Q(x,y) polynomenin twee veranderlijken zijn. Analoog definieert men ge­

troken rationale functies van meer dan twee veranderlijken. 

We willen nu onbepaalde integralen bepalen van functiesvan het 

type R(x, \/ax2+bx+c), waarin R(x, y) een gebroken rationale functie van 

twee veranderlijken is; een voorbeeld van een dergelijke functi8 is . !fl=:-. 
Vx +1 

Als a=b=O, is het een gewone gebroken rationale functie, die al behan-

deld is. Als a= O, b 1 O, is de integraal direct door transformatie op 

de integraal van een gewone gebroken rationale functie terug te brengen, 

als volgt: j R(x, V bx+~) dx = ~(/ yR( Y~-c, y) dy) _. Nu stellen we 
,.._----~~bx+c 

a) O. Dan is Vax2+bx+c = VaV(x + 2b ) 2 + 4ac-~ . Als b2 = 4ac, dan 
a 4a 

geeft di t als x ~ - ~a is \ja(x + :a) en als x f - 2ba is - Va(x + 2b8 ). Op 

beide intervallen komt er dan een gewone gebroken rationale functie. Als 

b2 /. 1+ac, s te llen we 4ac2b2 :::,. + J" 2 of - J' 2 al naar gelang 4ac > b 2 of 
2 4a 

4ac < b , dan kan J) O gekozen worden. In beide gevallen stellen we 

y = J; (x + 2ba) en vinden 

fR(x, 1/aV(x + 2ba) 2 + JJ 2)ctx = JJ((R(JJ y - ia' /VaVy2 ± ~)dy) 1 b . 
0 (] . iJ y=d) x + 2 a ) 

---- 2' 
Stellen we a< O, dan is \/4x2+bx+c = \I:. V-(x + 2b ) 2 - 4ac2b , Als 

a 4a 

4ac) b 2 , is er geen x waarvoor het polynoom onder het wortelteken >,;. 0 
2 ,, ( b) wordt; als 4ac = b is er s lechts een waarde van x n, L x = - 23 waar-

voor het polynoom onder het wortelteken~ O wordt; beide gevallen kunnen 

we dus uitsluiten. Als 4ac < b2
2 stellen we b2-4ac = / 2 met f > 0. We 

stellen nu weer 1 ( + b ) en vinden y=zX 2a 

JR(xJ v:-; V-(x + ..ll..) 2 + JJ 2 )ux == JJ (jR(JJ y - ia' J/~ V1-y2)dy) 1 b • 
2a O O ,, (I y=-(x+ -) 

d' 2a 

Er blijven dus nog de drie gevallen / R(x, ~)dxJ j R(x.i Vx2--~)dx en 

'-/R(x, ~·)dx te onderzoel{en. 

1° jR(x, Vx2+11 )dx. stel t = x+~, dan is t 2-2tx+x2=x 2+1, dus x = 

t 2-1 t ~ t 2+1 dx _ t 2+1 j 1 ~-= 2t' Vx~+1 =t-x =~en dt - 7· Dus er geldt R(x, Vx~+1)dx= 

= (ft2+~ R(t:t\ t~rl)dt) I~-
- 2t t=x+ V x'-+1 

2° /R(x, V)~-~)dx. Stel t == x+~, dan is t 2-2tx+x2=x2-1, dus x = 

= t 2+1 v2 "- = t 2
2t1 en ~dx = t 2-'1 Dus er geldt /R(x, ~)dx= 2t-' X -1 = v-X UL, 7• 



~ if t2-~ R(t~~1, t~£1)dt) ,/""j?'· 
2t t=x+vx~-1 

3° jR(x, V'1-x2)dx. Voor x I= O stellen we t = 1- p, dan is x2t 2-2xt+1= 

= 1-x2, dus x = 5, ~ = 1-xt = ~ en dx = 2( 1-t2~ Voor een 
1+t 1+tc cff ( 1+t2) . 

interval dat O niet bevat geldt er dus / R(x, V1-x2)ctx = 

I 2( 1-t2 ) 2t 1-t2 ... 
= ( ( 2) 2 R( ~, ~) dt) 1 ~ • De beperking x I= O kan hier-

, 1+t 1+t 1+t t 1-V1-x~ 

X '~ 
bij nog vervallen, daar de functie 1- v1-x~ in O uit te breiden is, 

X 

zodat zij daar continu differentieerbaar is, immers voor -1 < x < 1 
_J 1-~ 1 en x r O geldt x = tg (2 arcsin x) (dit is direct af te leiden 

·t t 1 1-cos u) ui g 2U = sin u en de laatste functie is ook in O continu dif-
ferentieerbaar. 

Daarmee is de volgende stelling bewezen. 

(6.9) Een onbepaalde integraal van een functie R(x, Vax2+bx+c), waarin 
R(x,y) een gebroken rationale functie van twee veranderlijken voorstelt, 
is te vinden als een functie, die ontstaat door samenstelling van functies 

die ~ebrok~n rationale functies, log-functies, arctg-functies en de functie 

Vax +bx+c zijn. j 
Opgave 54. Bepaal iv~ ., (~ dx, V~ 

X +1 J \ 1-X 

Om_/R(sin x, cos x)dx, waarin R(x,y) een gebroken rationale functie 
- 2 tg J .. x 2u 

is, te bepalen, stellen we u = tg ½x, dan is sin x ~ 2 2 ~ ~, 
1+(tg ½x) 1+u 

cos x = 1-(tg ½x) 2 = 1-u2 en du= ½(1+(tg ½x) 2 ) = ½(1+u2), dus er geldt 
1+(tg ½x) 2 1+u2 dx 

fR(sin x, cos x}dx = ( / ~ R(~, ½)au) 'J 1+u 1+u 1+u u=tg ½x 
In speciale gevallen kan het wel eenvoudiger. Zo is b.v. /(sin x)ndx= 

= -(sin x)n- 4 cos x + (n-1)/(sin x)n- 2 (cos x) 2ax = -(sin x)n- 1 cos x + 

+ (n-1)/(sin x)n- 2 dx - (n-1)j(sin x)ndx. Voor gehele n ~ 1 kiezen we 

nu de formule: 

/<sin x)ndx = - ~ (sin x)n- 1 cos x + n~1fis1n x)n- 2 dx; 

voor gehele n ,:$ -2 kiezen we de formule: 

(; n 1 n+1 n+2f( )n+2 d J (sin x) dx = n+1 (sin x) cos x + n+1 sin x x. 



fMet deze formules is de bepaling van de integralen j (sin x)n dx voor 
t 
1 ... alle gehele n terug te brengen op de bepaling van Jax= x en j dx 
i sin x· 
! De laatste bepalen we met het algemene precede en vinden / dx = 

/ 
2 1 +u 2 .J sin x 

== ( ~ • 2u du) 1 = (jduu) = log jtg ~x/. 
' 1 +u U=tg 2X U=tg ½x 

0pgave 55. Bewijs dat voor natuurlijke n geldt: 

½7T n l.71 n-1 

J (sin x) 2n dx = ½7711- 2~k1 en ( (sin x) 2n- 1 dx = TT -1.!£_ . 
O k=1 O k='1 2k+1 

We zouden j(cos x)n dx analoog als boven kunnen behandelen, maar 
we kunnen deze ook terugbrengen op j( sin x) n dx als volgt j( cos x) h dx 
= .. (j ( sin y) n dy) 1 , 

y=·iTT'-X 

We merken nog op, dat dikwijls in speciale gevallen de integralen 
op eenvoudiger wijze te vinden zijn, dan met behulp van algemene methoden 
zoals die in deze paragraaf voor klassen van functies behandeld zijn. Dam· 

h bb .. b . . f' ( . ) n van e en we zoeven lJ J sin x dx al een voorbeeld gezien. Een 
ander voorbeeld: /V½2dx. Stel x = sin t (-½77< t <½77), dan is 

/~ax= (j(cos t) 2dt) en deze is met de hierboven gege-
t=arcsin x 

ven formules direct te behandelen. 

0pgave 56. Bepaal /(sin x) 2dx en /(cos x) 2ax. 

0pgave 57. Breng /R(ex)dx, waarin R(x) een gebroken rationale functie 
is, terug op een integraal van een reeds bekend type. . 

0pgave 58. Breng J R(x, Vax+b, V cx+d)dx, waarin R(x,y,z) een gebroken 
rationale functie is, terug op een integraal van een reeds bekend type. 

Opgave 59, Bepaal ( x c< log x dx ( 0( willekeurig re~el) ,J /?}n---. . 
J X \ X -1 

Niet alle integralen van eenvoudige functies zijn weer in eenvoudig 
functies ui t te drukken. Zo lukt di t b. v. niet bij / si~ x dx en j 9: d, 

§ 7. De s tellingen van l 'Hospital. 

Als we lim log ( 1+x) willen bepalen, stuiten we op de moeilijkheid, 
X-?0 X 

dat, als we x naar nul laten gaan, zowel de teller als de noemer van de 
breuk naar nul gaan. De breuk wordt dus onbepaald; desondanks kan, zoals 
trouwens in het hier gegeven voorbeeld zal blijken, de limiet wel bestaa~ 
We kunnen deze limieten met behulp van differentiaalrekening dikwijls 
bepalen; het complex van stellingen dat hierop betrekking heeft noemt 

men meestal stellingen van l'Hospital. 
We beginnen eerst met een hulpstelling. 

( 7 .1) Als f(x) een n maal differentieerbare functie is ( n ~ 1), dan is er 
bij iedere a in het defini tie-interval I van f(x) een functie £. (x), 

gedefinieerd op I, zodat E., ( a) = o, E (x) continu in a is en f (x) = 

r 1 (k) k n . ( ) ='-- k' f (a) (x-a) + (x-a) E x . 
k=O · 
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Bewijs: We bewijzen de stelling door volledige inductie naar n. Voor 

n=1 volgt de stelling direct uit (4.1). Stel nu dat n > 1 is en de stel­
ling geldig is met n-1 in plaats van n. Noem g(x) = 

= f ( x) - ) n . k1, f ( k) ( a)( x - a) k, d an is g ' ( x) = f ' ( x) -.["n .. -k1, f ( l{) ( a) k ( x- a) k- '1 = 
k=O ' k=1 . 

= f 1 (x) -f=.-+ r(k+1) (a)(x-a)k Verder is g(a) = O. Pas nu de stelling 
k=O k. 

met n-1 in plaats van n toe op f'(x), dan bestaat er een functie ~ 1 (x), 

gedefinieerd op I, zodat E 1( a) = O, [ 1 (x) continu in a is en f' (x) = 
n-1 

= ~ k"\ f(k+1\a)(x-a)k+(x-a)n-'1 f 1(x). Dus g 1 (x) = (x-a)n-'1 L 1 (x). We 

passen nu de middelwaardestelling van de differentiaalrekening toe en 

vinden dater bij iedere x ta een ~ tussen x en ate vinden is zodat 
~· 

g(xl =~(a)= g'(~ ), Dit geeft g(x) = (x-a)(s-a)n- 1 e,,(x), dus f(x) = 

= ~ ,{"\ f(k) ( a) (x-a) k + (x-a) ( t -a) n- 1 E: 1(x). Definieren we nu S (x) 
k=O '' -

door E-(a) = 0 en E..(x) = ( ~ :a)n- 1 t_ 1 (x) voor x in I en x-/: a, dan is 
X-a I ~ I en [ ( a) = 0. Verder is ~ < 1, dus . x-a 

dusxlim3 ( § -a) n-'1 E. ,,(x) = O, dus E., (x) continu in a. Ten 

£(x) gedefinieerd op I 

l % -a 1n-'1 x=-a ~ '1, n __ ,,, x-a , 

slotte is f(x) = G :: f(k)(a)(x-a)k+(x-a)nE-(x). Daarmee is het bewijs 
voltooid. 

(7.2) (Stelling van l 1 Hospital; eerste vorm met eerste afgeleiden). Als 
f(x) en g(x) differentieerbaar zijn in a, als f(a) = g(a) = 0 en als 
g'(a) ~ O, dan is lim f{x) = f..~ial. (Dit betekent lim ftx~ bestaat en 

1 x---3 a g"(xT gTTaf x-·>a g x 
= ~ 1 f:j- Analoge afkortingen gebruiken we in het vervolg.) 

Bewijs: Neem een rij an met lim an= a en an/ a voor alle n. Dan 

f(a ) ~(:tr ~' 
is f'(a) = lim n en g 1 (a) = n . Omdat g 1 (a) ~ O, is g' aa = 

n ~ oo an - a an - a 
f ( an) 

a -a f(a ) llit fiffi = lim _n..--....- = lim n Hieruit volgt li~ gf x ·= gr: : 
n -'7 ro g ( 8 n) n -, c.o g ( 8 n) · x _,, a 

a -a n 
Hiermee vinden we onmiddellijk lim lo5("1+x) = l--1-l = 1. 

x -;: 0 x 1 +x ..: x=O 

Soms echter komen we met deze methode niet verder, b.v. als we f(x) = x2 

en g(x) = -1 + x + e-x en x ➔ O nemen. Dan is n.l. f(O) = g(O) = f 1 (o) = 
= g'(O) = o. We moeten dan hogere afgeleiden gebruiken. 

(7.3) (Stellin van l 1 Hospital; eerste vorm met ho ere afgeleiden) Als 

f(x) en g(x) n maal differentieerbaar zijn (n ~ '1), als f k (a~ r g(k)(a)= 
= o voor O ~. k .:::;n-1 en als g(n)(a) f 0, dan is lim £{~) = f n (a). 

x----? a g(x; gn( a) 

Bewijs: Uit (7.'1) volgt dat f(x) = n1; f(n)(a)(x-a)n + (x-a)n E 1 (x) 
en g(x) =-+ g(n)(a)(x-a)n + (x-a)nf: 2(x), waarin E. 1(x) en E- 2(x) con­

tinu in a ~ijn en E 1(a) = E.. 2(a) == 0. Dus voor x :/- a 1s !f~? = 



f(n) (a) + n: E 1 (x) 
direct lim ~ = 

f(n){a} 
= 

g(n)(a) 
en hieruit volgt 

g(n)(a) 
. 

+ n!C: 2 (x) X-'>agx 

Nemen we als boven f(x) 2 en g(x) -1 + X + e -x dan is f 11 (X) = X == = , 
2 

2 en gll (x) -x dus lim X 2, = = e , = 
X --" .. 0 -1+x+e -x 

Opgave 60. Bereken lim {sin x} 2 
lim t~ x-x lim sin x 

1-cos x J x-sin x' X x~0 X -"7 0 X ~ 0 

Wanneer we ons ten doel stellen lim arccos x te berekenen, dan 
x-? 1 arccos x 

ZlJn bovenstaande methoden niet toepasselijk, daar arccos x voor x=1 niet 

zo te defini~ren is, dat hij daar differentieerbaar wordt, Voor deze 

gevallen is er een andere vorm van de stellingen van l'Hospital. 

(7,4) (Stelling van l'Hospital; tweede vorm met eerste afgeleiden) Als 

~(x) en g(x) differentieerbare functies zijn met a als randpunt van hun 

definitie-interval (in a behoeven de functies niet meer gedefinieerd te 

zijn), als lim f(x) = lim g(x) = o en als lim r;~~, bestaat, dan is 
x~a x-~a x~a g 

lim ~x) = l' ~' x g X lffi I ' 
X -7 a X ~ a g X 

Bewijs: Op grand van het gegeven zijn f(x) en g(x) continu uit te 

breiden in a door de definitie f(a) = g(a) = 0, Ze behoeven daar dan 
echter niet differentieerbaar te zijn. 0mdat lim ~_(x) bestaat, is er 

X -"7 a g'("xT 
een A > 0 zodat voor lx-a I<. A geldt g' (x) /. 0. Hieruit volgt dat g(x) 

daar streng monotoon en dus, voor x /. a, g(x) /. O is. Voor een x ~ a met 

Ix-a I< A geldt dan op grond van de gegeneraliseerde middelwaardestellin 5 

van de differentiaalrekening, dat er een B tussen x en a bestaat zodat 
..) , 

Met behulp van (7.4) 

1 

D 1 . ff#x 1· ft½t' s , us im = . im , 't: = 
x~agx x~ag ':> 

vinden we dat li arccos x _ 
m 2 -

x --} 1 arc cos x 
-2·, 

V1-x = lim 2x = lim 
\/1~ 

X ~ 1 - --4-, X ~ 1 
V1-x 

Opgave 61. Bereken lim 
X J 0 

2x 

x sin 
8 

(log x)_ 1 

Vx 
Er is een sterke analogie tussen (7.2) en (7.4); in de veronderstel 

l ingen zit echter een essentieel verschil: in ( 7. 2) wordt differentieer­

b aarheid in a verondersteld, maar niet daarbuiten, in (7.4) wordt juist 

differentieerbaarheid buiten a verondersteld, maar niet in a. 

0ok (7,4) kan tot hogere afgeleiden uitgebreid worden. 

( 7 .5) (Stelling van l'Hospital; tweede vorm met hogere afgeleiden) Als 

f ( x) en g(x) n maal ( n ~- 1) differentieerbare functies zijn met a als 

randpunt van hun definit:le-interval ( in a behoeven de functies niet meer 
gedefinieerd te zijn), als lim f(k)(x) = lim g(k)(x) = 0 voor 

X-? a 

o ~ k ~ n-1 en als lim 
X----7 a 

f(n)(x) 

g(n)(x) 

(n) 
bestaat, dan is lim .f..C1u_ = lim ~.)_ 

x-, a g(xf x--'> a g(n)~~) 



Bewijs: We passen volledige inductie naar n toe. Voor n=1 krijgen 

we (7.4). Neem nun> 1 en stel dat de stelling geldig is met n-1 in 
plaats van n. We kunnen (7.4) toepassen op f(n- 4)(x) en g(n-1)(x) en 

f(n-1)r.,,.\ . f(n)( ) 
vinden dan dat lim - (n- 1 ) ~ bestaat en= lim (n)x . Volgens inducti1 

:x ➔ a g (x) x~ a g (x) 

l]_·m Men f(n-1)(x) veronderstelling bestaat dan ook = lim --r-~~-..;;;.,_- dus 
x~a x x~a g(n-1 )(x)' 

(n)( ) 
lim = li f x 
X-)a x~ma g(n)(x) · 

Uit (7.4) kunnen we nog een interessante conclusie trekken. 

(7.6) Als f(x) een differentieerbare functie is en a is een randpunt van 
haar definitie-interval, waar f(x) continu uit te breiden is en als 

lim f'(x) bestaat, dan is de uitgebreide functie f(x) differentieer­
X---4 a 
baar in a metals afgeleide lim f'(x). 

X --'> a 

BewiJs: Dit volgt direct uit (7.4) met als functiesf(x)-f(a) en x-a 
We kunnen (7.6) niet geheel exact, maar kort zo uitdrukken: als de 

afgeleide van een functie ergens continu uitgebreid kan worden, dan is zi: 
daar ook een afgeleide. De veronderstelling in (7.6) dat f(x) zelf contin; 
uit te breiden is in D kan nog gemist warden; we gaan daar echter niet 
op in. 

Om lim x log x te bepalen, zouden we f(x) = x en g(x) = 1 1 • kun-x-+ O __ og x 
1 f'(x) nen nemen, dan is f'(x) = 1 en g'(x) = - 2, dus g1lxT = - x(log x 

x(log x) \ 
Hiermee schieten we dus niets op (ook niet met hogere afgeleiden). De tot 

nu toe behandelde stellingen van l 1 Hospital zouden we van hct type g kun­

nen noemen: ze gingen over de limiet waartoe het quotient van twee func­

ties nadert, als beide in het kritieke punt nul warden. Er zijn echter 001 

dergelijke stellingen van het type~: beide functies worden dan onbegren 

bij het kritieke punt. 

(7.7) (Stelling van 1:Hospttal voor onbegrensde functies~ Als f(x) en 
g(x) differentieerbare functies zijn en a is randpunt van het definitie­

interval, als lim I g(x) I = +co en als lim r;f~~ bestaat, dan is 
x~a x~ag 

lim f{~1 = lim ~J2C-1. 
x~aITTXl x~agTxJ 

Bewijs: We veronderstellen data beginpunt 

interval (als het eind~unt is gaat het analoog). 

is van het definitie-

Omdat lim --~ be -f'(~ 
x--,,a g'1,x 

staat is er een A> O zodat uit Ix-al<;\ volgt g'(x) ~ O, dus g(x) 

streng monotoon. Noem lim rg; txj = b, dan is bij E.. > O een ,0 -1 > O met 
x~a x i 

o..,<A te vinden, zodat uit Ix-al< J1 volgt I ~:f~j - b \< ½c. Stel ·nu 

a< y < x < J 1, dan geeft de gegeneraliseerde middelwaarder .. ·elling van de 

differentiaalrekening, dater een § tussen x en y is, zodat ~t~~=~f;j = 



we Y vari~ren, dan is di t begrensd, maar dan is wegens lim / g( y) I = +ro 
y-> a 

ook ~f~j besrenoo.Verder ~s ~+~~ = ~t;j - ~t;~ = g(x) :(~tY) - ~f ~~ • g(x,(:)g\Y 

dus dit nadert tot nul 

zodat voor I y-a I < C) 2 

als y ~a. Er is dus een J 2 > 0 met () 2 < d 1 

geldt If tx) - ff Y~ - KL~) I< l. E, Verder is dan g x) - g y g(yT 2 • 

ook I ~t~~ = ~f ~j - b I 
., 

~ I ~: t n -b I < ½E , dus I ml -b I < f, . Dus 

l o ½mX im bestaat en 
X -> a g X 

= lim ~. 
X-:,. a 

Ook deze stelling is uit te breiden voor hogere afgeleiden; we gaan 
daar niet op in. Verder merken we nog op, dat de veronderstelling 

lim I f (x) I = +CD , die we in ( 7. 7) zouden verwachtens blijkb aar over­
x ~ a 
bodig 1s. 

We keren terug tot lim X log x. Nu nemen we f(x) = log x en g(x) ~ 

dus f_'.,__(x1 = -x. We vinden dus: gilxJ 
1 1 

X ~ 0 
1 = x' dan is f I (x) == - en g i (x) = - ~, X 

X 

(7.8) lim X log X = 0 . 
x,J,, 0 

Vervangt men hierin x door ; dan volgt ui t y ~ +oo dat x l. 0; verde1 
is x log x = 1 log 1 = - log Y Dus lim log x = 0. Vervangt men 

y y y X 

hierin x 
x~+oo 

0( 
door y ( O< > O), dan volgt ui t y ➔ +oo dat x ~ +oo,; verder is 

log x 
X 

o( 

= log Y = o< J.og YO We vinden dus: 
y(X y01. 

(7.9) lim log:= O voorC:X) 0. 
X ~ +001 X 

Wegens lim ti cZ == 0 volgt hierui t lim 
u'1-0 x~+oo 

1 

(log x)o< = 
X 

O. Vervangt men hierin 

y 1 x door e en ex door o(-' d2n volgt ui t y -4 +oo , 
o( 

dat ook x ~ +ro ; verder 

. ( log x)<X = ( log eY)o< 
lS X y 

( 7 .10) lim 
X-7 +oo 

e 
= L; We vinden dus 

eY 

De beperkiog tot o< > O is hier niet nodig, want vooro< ~ 0 is de 

stelling evident. De stellingen (7.9) en (7.10) zijn zeer belangrijk. Ze 

zijn als volgt onder·~~r~i~n te brengen: voor onbegrensd stijgende posi­

tieve x 11 wint 11 ex het op den duur van iedere nog zo grate macht van x en 

ttverliest" log x het op den duur van iedere nog zo kleine positieve 

macht van x. 
We kunnen het onderzoek van lim f~x~ ( en -ro analoog) terugbrengen 

X ~-irog X 

f(1) 
tot x ~ 0 door x door 1 te vervangen en ---4--- voor y l O te behandelen 

\ y g(;, 
met 1 1 Hospital. 



Daar echter :y f ( ;) .== -
f' (..:l) d 1 g' (..1) 
-~Y=- en - g(-) = - Y is het quoti~nt van 

y2 dy y y2 

f I(;) 
beide eenvoudig -~- We behoeven de overgang naar y dus helemaal niet te 

g'(.1)' y 

maken en kunnen eenvoudig lim r;(~J_ nemen. Zo hadden we b.v. recht-
x ~ +oo g'[xf 

streeks lim log x ~{unnen vinden met ..:l _,, 0 voor x ~ +ro -
X X 

X-"?+oo 

Opgave 62. Bereken lim 
X .J.. 0 

e 

Opgave 63. Bereken· 11m 
n_,,.ro 

§ 8. Maxima en minima. 

1 - 2 
X 

en lim 
c<. x~ 0 X 

va.+2x -~ (a> 0). 
X 

1 

n(xn - 1) voor x > O. 

In (4.17) hebben we gevonden, dat als een differentieerbare functie 
in een punt, dat geen randpunt van zijn definitie-interval is, een rela­
tief maximum of een relatief minimum bezit, de afgeleide van de functie 

daar nul is. De moeilijkheid is, dat deze stelling niet omgekeerd kan 

worden; in een punt waar de afgeleide nul is, behoeft de functie geen 
relatief maximum of minimum te bezitten. Door hogere afgeleiden te be­
schouwen, valt hierover echter wel iets te zeggen, en wel zetten we hier­

toe het nemen van afgeleiden van de functie zo mogelijk zover voort tot 
er een afgeleide wordt verkregen die niet nul is. Lukt dat, dan kunnen 

we inderdaad tot uitspraken komen, zoals in de nu volgende stellingen 

zal blijken. We gebruiken hierbij weer hulpstelling (7.1). 

(8.1) Als f(x) een 2n maal differentieerbare functie is (n~ 1), als 
f(k)(a) :: O voor 1 ~ k ~ 2n-1 en als r( 2n)(a) f. o, dan heeft als 
r( 2n)(a)) Ode functie f(x) een relatief minimum en als r( 2n)(a) <Ode 

functie f(x) een relatief maximum. 

Bewijs: Volgens (7.1) is f(x) - f(a) = ( 2~)~ r( 2n)(a)(x-a) 2n + 

+ (x-a) 2nc (x) == (x-a) 2n (( 2~); r( 2n)(a) +c(x)) metE,(a) =Oen £(x) 

continu in a. Kies een >.. > 0 zodat voor j x-a I< ~ geldt 

lc:(x)I < ½ {2~)~ jr( 2n)(a)j, dan geldt daar dat ( 2~)~ r( 2n)(a) +£.(x) 

hetzelfde teken heeft als r( 2n)(a). Daar bovendien (x-a) 2n> o voor 

x c/ a, geldt voor Ix-a f < A en x c/ a, dat ook f(x) - f( a) hetzelfde teken 
heeft als r( 2n)(a), waaruit de beweringen van de stelling direct volgen. 
(8.2) Als f(x) een 2n+1 maal differentieerbare functie is, als f(k)(a) = O 
voor 1~ k~2n en als r( 2n+'1)(e) f. o, dan is als r( 2n+1)(a)> ode func-­

tie f(x) stijgend in a en als r< 2n+1l(a) <Ode functie ffxl dalend in a. 
Bewijs: Nu geldt f(x) - f(a) = (x-a) 2n+1 (( 2n11); f 2n+1)(a)+E(x)) 

met £ ( a) = O en £. (x) continu in a. Hiermee redeneren we op analoge wij zs 



verder als in het bewijs van (8.1). Nu is echter (x-a) 2n+1 > O als x > a 

en (x-a) 2n+'1 < o als x < a, De beweringen van de stelling volgen dan weer 
direct. 

We zien dus, dat het er van afhangt of het bij even of oneven orde 

voor het eerst gebeurt dat de afgeleide ~ O wordt. De toepasselijkheid 

van de stellingen kan misgaan, doordat bij het verder differentieren de 

differentieerbaarheid ophoudt voordat er een afgeleide gekomen is die IO 
is of doordat de afgeleiden van alle orden in a gelijk aan nul zijn. Van 

het laatste geeft opgave 64 een voorbeeld (in dit voorbeeld is de functie 

in het beschouwde punt minimaal). 
'1 

Opgave 64. Stel f(x) = e 
- x2 

voor x / 0 en f(O) = 0. Bewijs, dat voor x / C 
1 

- x2 

geldt f(n)(x) = Pn(x)e 
XJn 

j waarin Pn(x) een polynoom is. Bewijs, dat f(x) 

ook in O willekeurig vaak differentieerbaar is en dat f(n)(O) = 0 voor 

alle n. 
Opgave 65. Ga het gedrag in het punt 1 na van de functies x3 - 3x + 3 en 

4 , 2 S X - OX + X + 1. 

§ 9. Reeksen. Absolute convergentie. Machtreeksen. 
n 

Als an een rij is j vormen we daarbij de rij An :::: C ak, We noemen 
k=1 

dan de rij An de reeks Lan. De an heten de termen van de reeks, de An 
n 

de parti~le sommen. Als de riJ An convergeert met limiet A, dan zeggen we 

dat de reeksLan convergeert met de som A. We schrijven dan ook A= 
co olt n 

=C.ak. Dus~ ak = lim L ak. Eigenlijk is de theorie van de reeksen 
k=1 k=1 n ~ oo k=1 
dus in wezen geen nieuwe theorie, daar deze op die van de rijen (n.l. die 

der parti~le sommen) terug te brengen is. Omgekeerd is ook iedere rij als 
een reeks op te vatten. Gaat men n.l. uit van een rij a en vormt men n 
hierbij de rij un als nvolgt: u 1 = a1 j un = an - an--1 voor n> 1, dan is 

. n n 
u1 == u 1 = a1 en Un =2 uk == u 1 +2. uk = a1 +-;__(ak-ak_1 ) = 

k=1 k=2 k=2 
n-1 
L ak==a 1 +on - a1 ==an voor n > 1, dus de rij an is Jui st de ri j 
k==1 

der partiele sommen van de rij u . Het eigen karakter van de theorie van n 
de reeksen ontstaat, doordat we nu de kwesties samenhangende met conver-
gentie in verband brengen met de termen van de reeks en in plaats van met 

de parti~le sommen. 
Een reeks ~ a is convergent met (., __ n 

n 
te vinden is zodat voor n > N geldt \A -

som A als bij iedere € > O een N 

L ak \ < [, . Een reeks is ech­
k=1 \ 

ter ook dan en slechts dan convergent, als de parti~le sommen een funda-

mentaalrij vormen ((2.3) en (2.4)), dus als bij iedere E> 0 een N te vin-



den is zodat voor m > N en n > N geldt IL. a - L.. a I< £ • Is nu m > n 
k=1 k k=1 k 

m n 
dan ism= n+p waarin peen natuurlijk getal is en L ak =L. ak + 

,.!l±2.... k=1 k=1 
+ L_ ak. Hieruit volgt: 

k=n+1 

(9.1) Een reeks L._ a is dan en slechts dan convergent als bij iedere 
n n 

t.. > O een N te vinden is zodat voor alle n > N en alle natuurlijke p geldt 

I f +p_ ak I < £ . 
l1<:=n+1 I 

Hieruit volgt dat, evenals bij rijen de begintermen er voor de con­

vergentie niets toe doen. Dat is niet zo vanzelfsprekend als het lijkt; 

men bedenke slechts, dat, als men b.v. de eerste term van een reeks ver • 

andert, daardoor ~ parti~le sommen veranderen. De convergentie blijft 
dan wel bewaard, maar, anders dan bij rijen, verandert de som. 

(9.2) Als men van een convergente reeks eindig veel termen verandert, is 
de veranderde reeks convergent, maar de som kan een andere zijn dan die 
van de oorspronkelijke reeks. 

Neemt men in (9.1) nu p = 1, dan is lan+1 I< E., dus voor n > N+1 

is I a I < ( , dus: n r--
( 9. 3) Als de reeks L_ a convergeert, geldt 

n n lim an= O. 
n-➔ ro 

We beginnen een reeks in plaats van met de index 1 ook wel eens met 
oo n 

een index die een ander geheel get al is en definHiren L. ak = lim L_ak 
k=m n-+ co k=m 

Uit (9.1) volgt weer, dat het geen invloed op de convergentie heeft met 
n m2-1 

welke index we beginnen. Verder geldt voor m1 < m2 dat ~ ak = ~ ak + 
k=m1 k=m1 

n 
+) ak. Hierui t volgt: 

k=m 
2 

(9.4) Als pen q gehele getallen zijn met p < q dan 
00 

bes taan > ak en 

beide wel of beide niet en als beide wel 
k=p oo 

bestaan geldt L ak = 
k=p 

Verder kunnen we de termen van een convergente reeks in groepjes 

opeenvolgende termen bij elkaar nemen; dit heeft alleen tot gevolg dat de 
rij der parti~le sommen vervangen wordt door een deelrij, die convergent 
is met dezelfde limiet. Het omgekeerde proces van splitsing is evenwel 
niet geoorloofd. Zo is b.v. de reeks L._ O convergent, maar,L.(-1)n niet 

n n 
en toch ontstaat uit de laatste reeks als we telkena groepjes van twee 

opeenvolgende termen bij elkaar nemen, de reeks L._ O. 

Als voorbeeld van een reeks 
n k L_ an. Voor at 1 geldt L. a = 

n k=O 

n 
beschouwen we de meetkundige reeks 
4 n+1 
-~-a (bewijzen met volledige inductie) 



Verder geldt voor I a I < 1, dat lim n· a = O (dit volgt direct uit de ei-
n ---t co· 

gensch2ppen van de functie ax); voor ! al~ 1 geldt dit zeker niet wegens 

Ian!~ 1. Voor !al;:,. 1· kan de reeks dusJ wegens (9.3), zeker niet conver­
geren. Voor la!< 1 echter volgt uit bovenstaande formule direct dat 

00 
r=_ak=_.1_ 
k=O 1-a 

Beschouw nu de reeks L 1 Nu is 1 1 1 dus 
n(n+1) . k( k+1) = k - k+1"' 

n 
n n 

~ k(k1'1) =~ (~ - k:1) 
n 1 n+1 1 00 

=~ 
1 

Dus L k(k11) 1. - - L.,- = 1 - n+1· = 
k l-c=2 k k=1 

(9.5) AlsL.., a en L_ bn convergeren met sommen resp. A en B, dan con-
n n n 

vergeert ~ ( a + b ) met som A + B. 
~ n n 

(9.6) Als ) a convergeert met som A, dan convergeert L__ can met som cA 
n n n 

Opgave 66. Bewijs (9.5) en (9.6). 
Een reeks~ a heet absoluut convergent, als /_. n L.. la I n convergent 

n n 
is. 

(9.7) Als een reeks absoluut convergeert, convergeert hij. 

l n +p I n +p t n +p \ 
Bewijs: ~ ak < L- } ak I = c=_ I ak\ .. Pas vervolgens 

k=n+1 --.....::: k=n+1 k=n+1 

(9.1) toe. 

( 9 .8) (Majorantcriterium) Als bn >-. 0 voor alle :o, als ~ bn convergeert 

en als voor an geldt dater een N bestaat zodat voor alle n> N geldt 

Ian! !S: bn' dan convergeert z:;=_ an absoluut ( de reeks~ bn heet dan een 

majorant van de reeks L_ an). 
n n+p n+p 

Bewijs: Voor n > N geldt ~ I akl ~ r=_ bk Pas 
k=n+1 k=n+1 

vervolgens (9.1) toe. 
Hierui t volgt dat ) -;. convergeert, want 1 < 1 

n n (n+1)2 n(n+1) 
. De 

2n 
-r-1 L-1-harmonische reeks L_, n evenwel is divergentJ want 

--------- n ----- k=1 k -
2j 

n 1 1 + z: ~ 1 = 
m=2j-'1+1 m 

j=1 

gaat naar +co als n --'t co . We 

omkeerbaar is; deze reeks is 

nul. 
t9-9) (Machtswortelcriterium 

n 
2j-1 1 

n 
+L_ 1 ~ 1 '1 ½n en dit -0::::: + L,___ - = + 

2J . 1 2 j=1 J= 
zien aan dit voorbeeld tevens dat ( 9. 3) 
divergent en toch convergeren de termen 

van Cauchy) Als voor een rij a geldt: 
1 n 

10 er is een C < 1 en een N zodat voor n > N geldt J a J n < C n .....__ , 

niet 

naar 

dan is de reeks L 
n 

an absoluut convergent. Als voor een rij an geldt: 
1 

20 bij iedere N is een n) N zodat ! anln ~ 1., 



dan is de reeks L_ a divergent. 
n n 

Opmerking: Er zijn rijen a, die noch in geval 1°, noch in geval 
o 1 n n 

2 verkeren, b.v. an= (1 - n) . Daarover zegt (9.9) dus niets. 
Bewijs: ~aat 1° vervuld zijn; voor n > N geldt dan Ja I~ en. De 
~ n n 

reeks L- a is dan gemajoreerd met de meetkundige reeks L.. C met 
n n ~ n o 

lei~ 1. Volgens (9.8) is ~ an absoluut convergent1 Laat nu 2 vervuld 

zijn, dan is lim a = 0 onmogelijk { immers uit I anl n ~ 1 volgt \ anl ~ -n, 
n~oo n 

1 dus is L_ an divergent. 
n 

Het criterium (9.9) 
-

wordt bijzonder eenvoudig, als de rij I an\ n 
1 

convergeert. Stel dan n.l. eerst lim la In= a< 1, dan is er een N zo-
1 n-?CO n 1 

dat voor n) N geldt j lanln - al< ½(1-a), dus janlnc::: 1 - ½(1-a) .:::. 1, 
' 1 

dus de rij an verkeert in geval 1°. Stel nu lim r a 1n =a) 1, dan is 
1 n~ oo n, 1 

er een N zodat voor n) N geldt \a-la In\ t( a-1, dus I a J'n > 1, dus de rij 
0 n n 

an verkeert in geval 2. Dit geeft ons: 
1 

(9.10) Als voor een rij an geldt lim I a \'n 
n--tco n 

= a bestaat, dan is als 

a< 1 de reeks 
n 

an absoluut convergent en als a> 1 de reeks 

divergent. 
(9.11) (Quoti~ntcriterium van d 1 Alembert) Als voor een rij an geldt an f O 
voor alle n en 
1° er is een C < 1 en een N zodat voor n > N geldt an+1 j <. C 

a --... , 
n 

dan is de reeks L. an 
n 

absoluut convergent. Als voor een rij an geldt 

an I- 0 voor alle n en 

20 er is een N zodat voor n > N geldt I an+1 I ) 1 
a -;,,- ' n 

dan is de reeks ~ an divergent. 

Opmerking: Ook bier zijn er rijen an die noch in geval 1°, noch 
1 0 in geval 2 verkeren, b.v. an = -n 

Bewijs: Laat 1° vervuld zijn, dan geldt voor n> N blijkbaar 

!anl ~ 18N+1 1 Cn-N- 4 (volledige inductie naar n-N). Noem n = N+1+p dan is 
dus l an I ~ I 8N+1 I cP voor n > N. De reeks ) an is dus gemajoreerd met 

n 
de reeks ~ l aN+1 j cP = laN+11 ~ cP, die convergeert. Dus Lan con-

o vergeert absoluut. Laat 2 vervuld zijn, dan geldt voor n > N blijkbaar 

I anl ~ I 8N+1 \ > o, dus is nl!mco an= O onmogelijk, dus is ~ an diver-

gent. 



Op geheel analoge wijze als bij het machtswortelcriterium vinden we 
nu: 

(9.12) Als voor een riJ 

lim lan+1 \= a bestaat, 
n~ oo an 

an geldt, dat an/- 0 voor alle n en dat 

dan is als a <. 1 de reeks L an absoluut conver­

gent en als a ) 1 de reeks ~ an divergent. 
n 

Men kan bewijzen dat het criterium van Cauchy "sterker" is dan dat 
van d 1 Alembert, n.l. dat iedere rij an die in geval 1° van (9,11) verkeert 
ook in geval 1° van (9.9) verkeert (hetgeen wij hier niet zullen bewijzen), 
d.w.z. dat van iedere reeks, waarvan de convergentie met het criterium 
van d 1 Alembert kan worden aangetoond, de convergentie ook met het crite-
rium van Cauchy kan worden aangetoond. Verder bestaan er reeksen, waarvan 
de convergentie wel met het criterium van Cauchy, maar niet met het 
criterium van d'Alembert kan worden aangetoond. Hiervan wordt een voor-
beeld gegeven in opgave 67. n 
Opgave 67. Bewijs de rij a = 2-n-(-1 ) in geval 1° van (9.9) rnaar niet 

o n 
in geval 1 van (9.11) verkeert. 

lim \a~+4 l = a bestaat, ook 
n-"?oo n • 

Verder kan men bewijzen, dat, als 
1 

lim la In bestaat en= a. Wij voeren dit niet uit. 
n-toon 

Opgave 68. 0nderzoek de convergentie van L._ ~, L (2nj, , L.. 1n. 
n n. n n · n n 

n 

We kunnen als termen van een reeks ook functies nemen en de reeks 
fn(x) beschouwen. Voor elke waarde van x waarvoor alle functies gede-

finieerd zijn, staat er een reeks met getallen als termen. Voor die waar-
den van x waarvoor alle functies gedefinieerd zijn en de reeks convergeert 

OJ 

kunnen we schrijven f(x) = L fn(x). 0ok hier weer kunnen we een reeks 
n=1 

met een andere index dan 1 laten beginnen. 
Een belangrijk geval hiervan is de machtreeks -Z- an (x-b) n waarin b 

n 
en de an getallen zijn en x een veranderlijke is. We laten deze reeks 
met de index 0 beginnen. De eerste belangrijke vraag is 1 voor welke waar­
den van x deze reeks convergeert. We behandelen dit met het criterium van 

. 1 
Cauchy. Daartoe moeten we la I nix-bl beschouwen. We bewijzen eerst, dat, 

n · n· o 
als voor a r met r > 0 geval 2 van (9,9) niet geldt (d.w.z. er is een N 

n 1 

zodat voor n > N geldt I a) n r < 1), dan voor iedere x met Ix-bl < r voor 
a (x-b)n geval 1° van (9,9) geldt, dus de machtreeks absoluut convergent 

n 1 

f In l l f x-bl is. Dit volgt direct uit het feit dat voor n> N geldt an x-b ~ -r-<1. 

We nemen nu de verzameling V van die positieve getallen r, waarvoor geldt 
dat voor anrn geval 2° van (9,9) niet geldt. (Als dergelijke getallen niet 
bestaan, is L. an(x-b)n blijkbaar alleen convergent voor x=b.) Als V 

n 
begrensd is, noemen we R de bovenste grens van V. Voor alle x met Ix-bl >R 



is L.. an(x-b)n dan divergent. Als Ix-bl< R, kunnen we een getal r uit 
n 

V nemen~ zodat l x-b I < r ~ R. Volgens het bovenstaande is dan L,_ an (x-b) n 
n 

absoluut convergent. Als V niet begrensd is, beredeneren we op analoge 
wijze dat voor alle x geldt dat L_ a (x-b)n absoluut convergent is. Hier­

n n 
mee is het volgende gevonden: 

(9.13) Voor een machtreeks ) an(x-b)n geldt dat hetzij voor alle x ab-
71 

solute convergentie optreedt hetzij er een getal R >- O bestaat zodat voor 
1 x-b I < R absolute convergent:ie en voor Ix-bl > R divergentie optreedt. 

Uit (9.13) blijkt dat de waarden van x waarvoor convergentie optreedt 
steeds een interval vormen, en dat als het interval begrensd is, b er het 
middelpunt van is. Over de randpunten van het interval wordt niets gezegd; ' 
deze moeten van geval tot geval onderzocht worden, waarbij blijkt dat zo­
wel convergentie als divergentie kan optreden. Men noemt de R uit (9.13) 
de convergentiestraal van de machtreeks en b het middelpunt. Als de macht­
reeks voor alle x convergeert, noemt men de convergentiestraal oneindig. 
In dat geval voldoen alle x aan I x-b I < R. 

1 

Als I an!n convergeert met limiet a kunnen we de convergentiestraal 
eenvoudig bepalen. We moeten n.l. de bovenste grens R bepalen van die r? O 

1 

waarvoor een N bestaat zodat voor n> N geldt 
dat 1 als a/Oen oneindig als a= o. 

Ian!~ r ~ 1. Blijkbaar is 

1 

Opgave 69. Bewijs dat als lim / an! n = a bestaat, de convergentiestraal 
n~oo 

van de machtreeks L an(x-b)n gelijk is aan: als a~ Oen oneindig is 
n 

als a= o. 
Op geheel analoge wijze kan men inzien dat als I a::1 I convergeert met 

limiet a de convergentiestraal van de machtreeks L_ an(x-b)n gelijk is 
n 

aan: als a/Oen oneindig is als a= 0. We voeren dit niet uit. 
~ n \ xn 

Opgave 70. Bepaal de convergentiestralen van l- x, L n' 
n n 

n ffnf2 ; n , x n; ,n L_ n • X -' L- n ' L,_ 2n ~ J, • 
n n n n 

\Xn 
L""'"'2'' n n 

Het eerste en het derde geval van opgave 70 geven voorbeelden van 
machtreeksen die in de randpunten van hun convergentie-1nterval niet resp. 
wel convergeren. Het tweede geval geeft een voorbeeld van een machtreeks 
die in een randpunt wel en in een randpunt niet convergeert (dit bewijzen 

we later). 
Als de convergentiestraal 

co n 
is , st e 1 t f ( x) = l.. an ( x-b) 

n=O 

R van de machtreeks ) an(x-b)n niet nul 
n 

voor ) x-b I <:::. R ( of voor alle x als R one in-

dig is) een functie van x voor. We zullen aantonen, dat deze functie diffe-
rentieerbaar is en dat de afgeleide gevonden wordt door elke term van de 



reeks afzonderlijk te differentieren d.w.z. dat de afgeleide gelijk is 
00 

aan L.. ( n+1) an+1 (x-b) n. 0:~e zullen daartoe eerst bewi jzen, dat de reeks en 
n=O 

L an(x-b)n en L. (n+1)an+1(x-b)n dezelfde convergentiestraal bezitten. 
n n 

Noem hun convergen~iestralen R, resp. R1 . Laat voor een zekere x gelden, 

dat an(x-b)n in geval 1° van (9.9) verkeert, dus dater een C < 1 en een 
N is zodat voor n > N geldt la I Ix-bl~ C. Dan geldt voor n> N dat 

1 1 1 1 n 1 n+1 1 1 n+1 
(n+1)nlxl lan+1 fri = (n+1)nlxln ( lxl lan+1 /n+1 )fl~ (n+1)nlxf n cr1

1
. Dit 

laatste convergeert naar C als n ➔ co (ga dit na; bedenk dat (n+1)n = 
log(n+1) 

= e n ) . Er is dus een N1 ?- N zodat voor n> N1 geldt 
1 1 

(n+1)nlxl lan+1P1 ~ ½(1+C) < 1. Als dus / an(x-b)n voor een zekere x 
n ~ n absoluut convergeert, dan convergeert ook '--- (n+1)an+1(x-b) absoluut. 

n 
Hieruit volgt R~ R1 . Oµ geheel analoge wijze bewijst men, dat R1 ~ R. 

(9.14) De machtreeksen L.. an(x-b)n en L. (n+1)a +1(x-b)n hebben dezelfde 
n n n 

conver3entiestraal. 

Laat R de gemeenschappelijke convergentiestraal van ~ a (x-b) n en 
- n n 

L._ (n+1)an+1(x-b)n zijn. Kies nu een c binnen het convergentie-interval 
n 

en een r > O zodat le-bl< r < R. Bij een E.> O is een N te vinden zodat 
m-1 k 

voor iedere m > N geldt L.. ( k+1) !ak+1 Ir <:. J E en verder 
k=N 

00 k 1 l co kl L_ (k+1) lak+)r < 4 £. Dan is ook L (k+1)ak+1(c-b) ~ 
k~N k*N 

CX) .:::; G (k+1) l ak+1 I rk < J £ en wegens de middelwaardestelling van de 

differentiaalrekening is er bij iedere x I- c met Ix-bf< r een ~ 
c en x (waarvoor dus geldt It-bl< r)~ zodat 

tussen 

~- k ~ k 
/. __ ak(x-b) -~ ak(c-b) 
k=N+1 k=: +1 ----- l m-1 l I 

= L._ (k+1)ak+1( ~ - b) < en dit laat-
k=N X - C 

ste is als boven weer< ¾ E.. We kiezen nu een d > O zodat cl< r - f c-bf 

en zodat voor alle x met I x-c I < 8 en x I- c geldt 
N k N i<: 

; . a1 (x-b) - L. ak(c-b)' 
k=O < k=O 

X - C 

N-1 k - L (k+1)ak+1 (c-b) < t€· Voor deze x 
k=O 

geldt verder Ix-bl~ Ix-cl+ le-bl< r. Bij een dergelijke xis een 
(mogelijk van x afhankelijke~) M > N te vinden zodat geldt 

oo k co k 
~ a (x-b) - C ¾:(c-b) 
~ k k=M+1 

X - C 
< Jc. Voor een dergelijke x geldt dan 



00 

a~/x-b) k 
00 

ak(c-b)k. ) -L.. CX) k=O k=O k ~ 
X - C 

CX) CX) 

> ak(x-b)k - C 
~ k==M+1 k=M+1 

X - C 

+ 
X - C 

- L_ (k+"l) 8k+1 (c-b) 
k=O 

M M 
k k 

ak( c-b) +/k~ ak(x-b) - ==-k=N+1 
X - C 

N-1 
- L,_ (k+1) ak+1 ( c-b)k + 

k=O 

+ co I \=N (k+1) ak+1 (c-b)k < E. Hieruit volgt dat 

co 
- ) (k+1) ak+1 

k=O 
(c-b)k. Dit geeft ons de volgende stelling: 

ak(c-b)k 

(9.15) Als R de convergentiestraal van 
CX) 

de machtreeks L_ an(x-b)n is, 
n 

dan is de functie f(x) = L, an(x-b)n, 
. n=O 

gedefinieerd voor alle x met 

l x-b I < R, differentieerbaar 
oo n 

met afgeleide L (n+1)an+1 (x-b) . 
n=O 

+ 

Let wel dat voor de randpunten van het convergentie-interval niets be­
wezen is, ook niet als de reeks daar nog convergeert. 

Daar de afgeleide weer een machtreeks is kunnen we op de afgeleide 
nogmaals (9.15) toepassen. Zo voortgaande vinden we dat 

00 n e f(x) = L an(x-b) willekeurig vaak differentieerbaar is metals k- afge-
n=O 

leide f(k) (x) = ..fl2- (k+n) ~ a (x-b)n. 
L- n~ k+n n=O 

§ 10. Reeks en van Taylor. 00 

We willen proberen een functie f(x) als een machtreeks L. an(x-b)n 
n=O 

CX) 

te schrijven. We weten, dat als dat kan, dus als f(x) = L. a (x-b)n, er 
n=O n 

ak+n (x-b)n, dus f(k)(b) = kl ak, dus f(x) --

Van een n-1 maal differentieerbare functie f(x) noemen we nu 

f(x) ~ 1 (k) le e - L- kT f (b) (x-b)' = Rn(x) den- restterm van f(x) in b. In 
k=O 

(7 .1) hebben we bewezen, dat er geldt Rn(x) = (x-b)n-'1 .S(x), zodat c:,(b)=O 
en € (x) continu in b 1s. Onder de veronderstelling dat f(x) n maal dif­
ferentieerbaar is met continue n~ afgeleide zullen we nu meer bewijzen. 
(10.1) (Formule van Taylor met restterm in in;t.egraalvorm) Als de functie 
f(x) n maal differentieerbaar is met continue n6 afgeleide, dan is f(x) = 

= t: k1! f(k) (b) (x-b) k ·I ( n21) ! (x-b) n _( f( n) (b+ t: (x-b) )( 1- r) n-1d T. 



1 . 

Bewijs: Daar voor x J b geldt ...,/f 1 (b+T(x-b))dr = f(x)-bf(b), is de 
0 x-

formule juist voor n = 1. Verder vinden we door partiele integratie, als 

f~x) n+1 maal differentieerbaar is met continue (n+1)e afgeleide, 

/ f(n) (b+-Z:-(x-b)) (1- r)n-1 d r = .1. f(n) (b) + 
o n 

. 1 

+ ~(x-b)/ f(n+ 1 \b+-r(x-b))(1-T)n d't. Aannemende dat de formule voor 
0 

n juist is, vinden we met behulp hiervan direct de formule voor n+1. 

Om de restterm van (10.1) in een andere vorm te brengen, hebben we 

enige stellingen over integralen nodig. 

(10.2) Als f(x) en g(x) integreerbare functies zijn, gedefinieerd op 

(a,b) en als f(x) ~ g(x) voor alle x in (a,b), dan geldt 
b b 

_/ f(x) dx ~ / g(x) dx. 
a a 

Bewijs: Het volgt direct uit de definitie van integralen. 

(10.3) Als f(x) en g(x) continue functies zijn, gedefinieerd op [a,b] en 

afs g(x) ~ 0 voor alle x in [ a,b], dan is er een S in [ a,b] zodat 

.{ f(x)g(x) dx = f( ~) / g(x)dx, 

Bewijs: Volgens (3.13) heeft f(x) een minimum en een maximum, dat 

we m, resp. M noemen. Dan is m < f(xi ~ M, dus mg(x) ~ f(x)g(x) ~ Mg(x). 

Volgens (10.2) is nu m} g(x)dx'= £mg(x)dx ~ ]f(x)g(x)dx ~JMg(x)dx= 
b b a a ba a 

= M__,/g(x)dx. Als_/g(x)dx = O, volgt hieruit ./f(x)g(x)dx = 0 en de 
a a a 

stelling is juist voor iedere keuze van~. Als )g(x)dx fa O, dan is, 
b a 

b Jff(x)g(x)dx 

wegens g(x) ?:- o, _/g(x)dx > O, dus m~ a ~M. Uit (3.10), 
a /g(x)dx 

a 
toegepast op een interval welks randpunten punten zijn waar f(x) de 

waarden m en M aanneemt, volgt dat er een S bestaat, waarvoor 
b 

. /f(x)g(x)dx 
f(~) = _a ___ _ 

/g(x)dx 

dus 

a 

b 
./f(x)g(x)dx = 
a 

b 
f( ~) Jg(x) dx. 

a 

1 
Passen we dit toe op J f(n)(b+-t"(x-b))(1-'t")n-1a-i:- met 

0 
f(n)(b+"t'(x-b)) als ene factor en (1-r)n-1 als andere factor, dan vinden 

:I 
we, dater een1Ymet 0~ 7Y'~1 is, zodat j f(n)(b+'t"(x-b))(1-?:)n-1dr= 

0 
= 2.f{n) (b+r{x-b)). De grootheid b+-i91(x-b) stelt voor 0~ .J,:5: 1 juist 

n 
een ~ tussen x en b voor (met inbegrip van x en b zelf). Di t geeft ons 

de volgende stelling: 
(10.4) (Formule van Taylor met restterm van Lagrange) Als de functie 

f(x) n maal differentieerbaar is met continue n 9 afgeleide en als we 
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n-1 1 ( k) k 
Rn(x) = f(x) - L._ -k, f · (b) (x-b) stellen, dan geldt Rn(x) = 

k=O · 
= n1! f(n) (b+ ?J'(x-b)) (x-b)n, waarin O ~ 1.7 ~ 1 en Rn(x) = "tf f(n\s)(x-b)n, 
waarin ~ tussen x en b lig,t of S = x of S = b. 

Fassen we nogmaals (10,3) toe op .,./1f(n)(b+T(x-b))(1-!')n-1 dT, 

nu echter met f(n)(b+T(x-b))(1-T)n-1 ~ls ene factor en 1 als andere 
factor, dan vinden we, da t er een 1J, met O ~ 1,;4, ~ 1 is, zoda t 

1 
f f ( n) ( b + r ( x-b ) ) ( 1 - r ) n-1 d T = f ( n) ( b + ,JJ, ( x-b ) ) ( 1 - tr) n-1 . Ste 11 en we ~o 
weer ~ = b+ #(x-b), dan is 1- 7;t1 = ~= ~ . Di t geeft de volgende stelling: 
(10.5) (Formule van Taylor met restterm van Cauchy) Als de functie f(x) 
n rnaal differentieerbaar is met continue ne afgeleide en als we Rn(x) = 

n-1. 1 (k) k 
= f(x) - > KT f (b)(x-b) stellen, dan geldt R (x) = 

K=U . n 

= (n-~) ! (x-b)n(1-17')n-1f(n) (b+'lT(x-b)), waarin O ~ {f, ~ 1 en Rn(x) = 

I= (nJ) ! (x-b) (x- s )n-1f(n) ( S), waarin S tussen x en b ligt of S = X 

of S = b. 

Door de integrand van de integraal in (10.1) op een andere wijze 
in twee factoren te splitsen, zijn nog andere vormen van de restterm te 
verkrijgen. We gaan daar niet op in. 

Als f(x) willekeurig vaak differentieerbaar is, heet 

)n:O ;! f(n)(b)(x-b)n de r8eks van Taylor in het punt b behorende bij 

f(x). Als b = o, spreekt men oak wel van de reeks van :Mac Laurin, Dan is 
Rn(x) gedefinieerd voor iedere n. Als dan voor een zekere x geldt 

lim Rn(x) = O, dan is voor die x te schrijven f(x) = 
n-)OO 

= rg2 __ ;! f(n) (b) (x-b)n; men zegt dan dat voor die x de functie f(x) door 
·n=O 

zijn r8eks van Taylor wordt voorgest~ld. 
Als voorb eeld nemen v•e f ( x) = ex, dan is f ( n) ( x) = ex voor iedere n 

n-1 
· · 1 · · x - 1 k R r ) . 1 L ldt en wi J cri J gen e = ; -k 1 x + ~'n' x , waar1n vo gens agrange ge 

'k=0 · · 
1 f· C, ,9-x 

R (x) = -, xn e x met O ~ ?./ ~ 1, Hus is e, voor iedere vaste x begrensl 
n n. 

en lim ~, xn == O, dus lim Rn(x) = O. Hieruit volgt: 
n~co · n4co 

00 
(10.6) ex= C -1r xn = 1 + x 

n=O n. 
co 1 

Speciaal is e = > 
n=O 

-, = n. 

1 2 + ,.,x 
C: 

1 + 1 

+ ¾x3 
1 

+ ?"i + 
C. 

" . . . 

Waarschuwing: Opdat een functie door zijn reeks van Taylor voorge­
steld wordt, is het niet voldoe~de dat deze reeks convergeert. Neem bij 

---z 
voorbeeld de functie f(x) = e x voor x f Oen f(O) = 0 uit opgave 64. 
Voor deze functie geldt f(n)(O) = 0 voor alle n. De reeks van :Mac Laur:in 
convergeert naar nul voor iedere x, omdat al zijn coefficienten nul zijn 



en stelt de fu_nctie alleen voor x = O voor. Als echter voor een functie 

lim Rn(x) = 0 voor een zekere x kan worden aangetoond, dan volgt daar­n-, oo 
uit voor die x zowel de convergentie van de reeks als de gelijkheid van 
de som met f(x). 

Opgav~. Bepaal de reeksen van Mac Laurin van sin x en cos x en bewijs 
dat· dez~ de functies voorstellen. 

Opp;ave 72. Bepaal' de reeks van Mac Laurin van 1 4-x· Voor welke waarden 
van x ~telt deze de functie voor? 

In de :practijk gebruikt men reeksontwikkelingen van functies om 
benaderingen van deze functies te vinden en wel gebruikt men partiijle 
sommen van de reeks als benadering. De fout is dan juist Rn(x). Door een 

boveng:r·ens van Rn(x) te bepalen 9 vinden we een bovengrens voor de fout: 
de restterm wordt gebruikt als restschatting. Laat b.v. gevraagd zijn 

een benaderdc waarde vane te bepalen met een fout < 10-4 , Nu is e = 

~-1 1 R t R 1 1✓4-> N t d ,,,, d 0 / R < 4 = L.. -k,. + me n = -n, e . u we en we at e <.._ 4, us - -n, . 
k=O . n . n .. 

Als dus n zo groot is, dat 3-1 < 10-4 , d.w.z, n! > 40000, dan is zeker 
n. 7 

0 <. Rn <10-4 ., Nu is 8! = 40320, dus n = 8 voldoet. Nu is 1 _Jr.= 
13700 k=O 

= - 504cy= 2,71825 •. • 1 dus 2,_71825 < e < 2,71835. 
We willen nu log(1+x) in een reeks van Mac Laurin ontwikkelen. Stel .., 

f(x) = log(1+x), dan is f(n)(x) = (~1 )n-1 (n-1 ) ! zoals met volledige in-
. (. ) n . ' 

1+x n-_J -1 k-1 
ductie direct is aan te tonen. Dus is log(1+x) = L_ ( ~ xk + Rn(x). 

k=1 

N d Van > (-1 )n-1 xn ge11·J·k aan 1 (ga dat na)·., u is e cowrergentiestraal L 
1.1 n 

wo kunnen ons dus direct tot x met ! x I ~- 1 beperken. Voor Ix I < 1 gebrui-
( a)n-1 n-1 n 1 - '.l.l' ken we de restterm van Cauchyt R (x) = (-1) x . ·. n • Nu is,. 

n (1+1.1/'x) 
o,, <;., (1---i9,)n-1 . 1': ( )j we gens x > ..., 1 9 0 .:::;. 1 ·-. 1/ ·< 1 +1/ x en dus O < ~ . 1 < 1 , dus .. Rn x · -~ 

n ' (1 +v'x)n-
< ! ::::In Ii+\ 1 .!$ 1 1 

~~ 1 • Daar lim xn = 0 geldt ook lim Rn(x) = 0. Voor 
--.. 7,·' x . · - · . n 4 m n ~ oo 

x = ... 1 is de reeks divergent (- ; ~) i voor x == 1 gebruiken we de. rest­
-1:i-· 

c )n-1 I I t8::rm van Lagrange: R ( 1 ) = - 1 en Rn ( 1 ) ~ ~, dus nll-W-- Rn( 1 ) = O. 
n n(1+·i9,)n u., 

('10 0 7) (.:&_2,garithmische reeks) Voor -1 z x ~ 1 geldt log(1+x) = 

.--22- ( -1 ) n- n 1 1 2 1 3 
-:::: )_-: n X = 1 - 'Zx + 3X 4X + .. • • • 

n== 1 • 00 n-1 1 1 1 1 
Hierui t volgt.: log 2 = C_ (-1) n == 1 - -z + 3 - 4 + . . . .• 

n==1 

In deze reeks vinden we een voorbeeld van een reeks 9 die convergeert, 

maar niet absoluut convergeert. 
Opgave 73. :Bereken sen benaderde waarde voor log ½ met een fout, die 
---~-,-•--- 1 
1:eleiner is dan 100 • co 

Voor -1 ~ x < 1 geld t log( l-x) == ,r=.. 
n=1 

( ) n-1 oo 1 n 
-1 (·-,x) n = - -~ .-,x n ~ n ~ 

n=·1 



1+x Door aftrekking vind t men hierui t, da t voor -1 < x < 1 geldt log 1 _x = 

2 ,CQ_ 1 2n-1 1 3 1 5 = ~=1 2Ti=T x = 2(x + 3x + 5x + .•. ).Met deze formule is log u 

S u-1 . 1 +x te bepalen voor alle u> 
wegens -u-1 < u-1 < u+1 is -1 

O. tellen we n.l. x = u+i' dan is u = i-x en, 
u-1 < u+i < 1. Als echter u enigszins groot 

wordt, komt de x dicht 
zaam. 

bij 1 te liggen en convergeert de reeks zeer lang-

Om een logarithmentafel te maken, moet men in een zekere benadering 
de logarithmen bepalen van een stel rationale getallen. Op grond van de 
eigenschappen van de logarithme is het daarvoor voldoende de logarithmen 
van de natuurlijke en zelfs van de ondeelbare natuurlijke getallen (z.g. 
priemgetallen) te kennen. Om de logarithme van een priemgetal p te bepa­
len, als die van de kleinere priemgetallen bekend zijn, kan men b.v. 
als volgt te werk gaan: p = E.::..}, dus log p = log(p-1) - log(1- ~). Nu is 

1--p 
p-1 een product van priemfactoren <pen log(p-1) dus bekend~ log(1- l) 

1 p 
tberekent men door in de reeks van log(1-x) te substitueren x = p· Voor 
niet te kleine p convergeert deze laatste reeks zeer goed. Voor :p > 2 is 
het procede nog iets te verbeteren, want dan is ook p+1 een product van 
priemfactoren < p; men stelt dan p2 = (p-1 )(p+ 1 ). Voor kleine pis de 

1- ~ 
p 

rnethode nog niet zo 1::n:uikbaar, omdat de reeksen langzaam convergeren; 
Voor deze getallen bestaan er andere kunstgrepen om de berekening te be•-
korten. We gaan daar niet op in. 

die 

is. 

We geven nu een afleiding van de reeksontwikkeling van log(1+x), 
eenvoudiger is dan de bovenstaande, maar die niet voor x = 1 geldig 

.S9_ (-1 )n-1 n . 
De functies log( 1 +x) en L_ ---------- x zi jn beide voor -1 < x < 1 

n=1 n 

gedefinieerd en differentieerbaar. De eerste heeft afgeleide 1!x; van de 
00 n n tweede kan de afgeleide bepaald warden volgens (9.15), hetgeen ;(-1) x 

n=O 
00 n n 1 oplevert. Maar voor -1 < x < 1 geldt L (-1) x = 1+x (meetkundige reeks~ 

n=O 
Beide functies hebben dus dezelfde afgeleide en zijn dus op een additie-
ve constante na aan elkaar gelijk. Door x = 0 te substitueren, ziet men 

oo ( 1 ) n-1 
dat de constante nul is, dus log( 1 +x) = L - n xn voor -1 < x < 1. 

n=1 
Dat deze afleiding mogelijk is, berust op het feit, dat de afgelei-

de van log(1+x) een zo eenvoudige functie is, dat de geldigheid van de 
reeksontwikkeling daarvoor onmiddellijk duidelijk is. Bij andere func­
ties zal de methode meestal niet tot vereenvoudiging leiden. 

We willen nu (1+x)o< (o< willekeurig reeel) in een reeks van Mac 
( ) n-1 

Laurin ontwikkelen. Stel f(x) = (1+x)t>< , dan is f n (x) = Tf(o<-j)(1+x)cx-n. 
j=O 

we definiijren nu een binomiaalco~fficiijnt (~) voor reijle ~ en natuurlijke 
n-1 
7T(D< -j) 

n door(~)= j=On! 

n-1 
.. C( r- (o<) k ( verder (~) == 1 • Dan is ( 1 +x) = 'R=D k x + Rn x) . 



Als ~~ een natuurlijk getal of nul is (ex= m), dan bevat (~) voor 
k) m een factor m-m=O, dut?> is (~)=o voor k > m. De reeks wordt dan 

K 
een eindige som. Verder geldt voor n) m dat R (x) = O, zoals direct 

blijkt uit het feit dat f(n)(x) = O voor alle ~- De reeks stelt voor 

alle reele x de functie voor en we krijgen de uit de algebra bekende 
m 

formule (1+x)m = ;(m)xn (binomiaalformule van Newton). We sluiten nu 
n==O n 

verder het geval dat {Y. natuurlijk of nul is uit. Dan is(~) f O voor n 
alle n. Om de convergentiestraal van de reekb te bepalen beschouwen we 

1 
( C{ )' 
n+1 

I (.O') 

\ex -nl n-d = n+1 en dit is voor n> ex gelijk aan n+1 , -hetgeen naar 1 na-
,: n 

dert voor n -1 co , De convergenties traal is dus 1 en we mo gen ons tot 

Ix!~ 1 beperken. Voor lxl -( 1 beschouwen we de restterm van Cauchy: 
q., n-1 

Rn(x) == n(~)xn(1-J-,)n-'1(1+-8'xf-n = ex (~=~)xn(~~~x) (1+-8-x)cx- 1 . Even-

- ,8, n-1 
als bij de logari thmische reeks zien we dat O -:'.:: ( ~+ &x ) ( 1. Verder 

geldt, wegens de convergentie vanL, (~- 1 )xn, dat lim (~-~)xn- 1 = 0, 
n n n~ co n-

geeft de volgende stPlling: 
co 

dus lim R (x) = 0. Dit 
n-rco n 

(10.8) (Binomiaalreeks) Voor -1 < x < 1 gelds ( 1+x) o< = L. 
n=O 

Voor x = -1 is (1+x)cx niet gedefinieer~ als d. geen natuurlijk ge­
tal is. Men kan bewijzen dat de formule van (10.8) voor x = 1 en o< > -1 
nog geldig is. Verder is de reeks voor x = 1 en o<.. ~ -1 divergent, voor 
x = -1 en o< < 0 eveneens divergent en voor x = -1 en o< > O convergent. 
We gaan dit niet na. 

Om een reeksontwikkeling van arcsin x te vinden, nemen we zijn af-
1 2 _l ( 8) geleide, die _ 2 __ = ( 1+( -x ) ) 2 is. Volgens 10. geldt voor 

\/ 1-X ·. c-:, l C/0 l 

-1 < x < 1, dat (1+(-x2 ))- 2 = L '.~2 )(-x2 )n =L (-1)n(-n2 )x2n. Nu geldi 
n=O n=O 

echter: 

(10.9) 

Opgave 74. Bewijs (10.9). 

1 00 1 
Dus ~ 2,=L ":Tn 

n=O 2 

?n 2n (- )x . Voor -1 <. x < 1 hebben arcsin x en n 
GO 

L -1_ ( 2n) 1 2n+1 d dd" t· -- x dezelfde afgeleide; ze zijn us op een a 1 ieve 
22n n 2n+1 n=O 

constante na aan elkaar gelijk. Door x = O in te vullen zien we dat de 
constante nul is. Dit geeft: cc 

(10.10) Voor -1 < x < 1 geldt arcs in x == l ( 2n) 1 x 2n+'1 = 
~n=O n 22n( 2n+1) 

= x + 1 x3 + 3 x5 + _5_ x 7 + _l2_ x9 + o 40 112 1152 
co 

Daar sin J. 7T = -1·, geldt J 7r = )_ ( 2n) 
u u n:;;5' n 

1 = 
24n+1 (2n+1) 

3 5 
+ 1280 + 14336 + 



Men ~an bewijzen, 

We voeren dat niet uit. 

t {10.10) ook nag voor x = 1 en x = -1 geldt. 

Om een reeksontwikkeli van arctg x te vinden, nemen we zijn afge-
1 n--1 , 2, 1 ( 2) n 

leide, die ~ 1s. Nu is ~ ( -1) ,{x K = - -x 2 ( meetkund1ge reeks), 
1+x ,1.='- 1-( -x ) 
n ,,, ? 

a.us _j___ -- ; - 1 
( -1 ) 1{x 2 k + ( -1 ) n ~. H . ' t 1 t d . t ' 

n "- • . c. 1erul , VO g lrec arci;g X = 
1+xc: \{=0 1+x 

µ.:_1 l{ 1 2k+1 n x t 2n = 1- ( -1) 91, ..... ,,, x + (-1) / ~t. Voor -1 ~ x :S. 1 geldt nu 
1c=O ~,,' 1 1J 1+tL 

x . 2n 1 2n 1-
0 ~1 ½t ~1 ½t ~ / t 2nat = 2n:1 . Dus: 

O 1+t O 1+t 1) 
CY.:) 

(10.11) Voor -1 ~ x <. 1 geldt arctg x ~ ( 1)n _'1_ x2n+'1 = -- - = L__ - 2n+1 
n=O 

1 r::. 1 " + -=- x-' - - X 1 + ? r-( • • • • 
C/.) 

1 Daar tg 4 TT== 1, geldt 1 rr L ( -1) n _1_ == 1 
If = n=O 2n+1 

Deze reel(s convergeert slechts langzaam. Een beter convergente reeks 

kri J·gr d b ik t . 1 7T 4 t 1 t 1 
v men oor ge ru · e ma,:en van 4 = arc g 5 - arc g 239 

Functies van meer veranderlijken. 

BiJ de invoering van het begrip functie hebben weals definitie­

verzameling Seen verzameling re~le getallen gekozen. We kunnen echter 

ook een verzameling S van re~le getallen-n-tallen x1, .•. ,xn k1ezen. Als 

aan ieder getallen-n-tal x1 , ... ,xn uit Seen re~el getal f(x 1 , ... ,xn) is 

toegevoegd., noemen we deze toevoeging een functie van n veranderlijken. 

We noemen een getallen-n-tal ook wel een punt (in een n-dimensionale 

ruimte). Voor functies van twee veranderlijken schrijven we gewoonlijk 

x, y (i.i).v. x 1, x2), voor functies van drie veranderlijken x, y., z 

(i.p.v. x 1 ., x 2 ., x 3). 

Een functie f(x 1, ... ,xn)., gedefinieerd op een verzamel1ng S, heet 

continu in (a 1 ., ,..,an) ((a1 , ..• ,an) is een punt van st als biJ ieder 
" re~el getal E> O een re~el getal o > O te vinden is~ zodat voor alle 

punten (x1 , ... .,x) ult S, waarvoor geldt lxj - a.I< J (j = 1, .•. .,n)., ook 
I n I , J 

geldt f(x 1 , ..• ,xn) - f(a 1 ,,..,an)! < E.., Als f(x 1 , ... ,xn) continu is 

in alle punten van S, heet zij continu (zonder nadere toevoeging). 

Hiervoor geldt: 

(11.1) Een functie f(x 1 , ... ,xn), gedefinieerd op een verzameling S, is 

dan en slechts dan continu in (a1 , .•. ,an) ((a1 , ... ,an) is een punt van 

S)J als voor ieder n-tal riJen b1m, ... ,bnm (mis de index van de rij), 
waarvoor geldt dat (b 1 , ... ,b ) in S ligt voor alle men lim b. = 

m nm m -> co J m 
a. (j == 1, ... ,n), ool<: geldt lim f(b 1 , ... ,b ) = f(a 1, ... 2 an). 

J ~ m nm m co 

Het bewijs van (11.1) is volkomen analoog aan dat van de overeen­

komstige stelling (3.2). We laten het daarom achterwege. 



Op grond van (11.1) kunnen we continuiteit ook met limieten defi­

nieren. Daaruit volgt direct: 

(11.2) Als twee functies van n veranderlijken continu in (a1, .•. ,an) 
zijn, zijn hun som., verschil., product en quotient ook continu in 

( a 1' ... , an) . 
Als f(x) een continue functie van een veranderlijke is, dan is de 

functie g(x,y) van twee veranderlijken., gedefinieerd door g(x,y) = f(x) 

ook continu., zoals direct uit de definitie blijkt. Analoog voor 

f(x 1 , .• qXk) en g(x1 , .. qXn) = f(x 1 , ... .,xk) (n;::::: k). 
Verder geldt ook de met (3.8) overeenkomende stelling van de samen­

gestelde functie: 

(11.3) Als r 1 (x 1 , ... ,xk)s .•• .,.fn(x1 , .. .,xk) continu zijn in (a1 , ... .,akL 
als g(:y-,.,., .. 03 Y. ) gedef inieerd is in alle punt en 

I • n 
(r1 (x1 , ... ,xkL °' .,fn(x1, .•. .,xk)) en continu is in 

(f1 (a1 , ... ,ak).,, .• :;fn(a1 :i••·,ak)) dan is :::·::-:.,:1•••::-~:c: --

= g(f1 (x1 ., .• . .,xk)J .. . .,fn(x1 :i ... ,xk) continu in (a1 , ... ,ak). 
Uit het bovenstaande volgt, dat polynomen en gebroken rationale 

functies van n veranderlijken continu zijn. 
Een functie f(x,y) kunnen we bij constante y als functie van een 

veranderlijke x en bij constante x als functie van een veranderlijke y 

beschouwen. Als dan f(x.,b) als functie van x in a en f(a.,y) als functie 

van yin b continu is behoeft f(x.,y) niet continu in (a.,b) te zijn. Een 

voorbeeld hiervan is de functie f(x,y) = xy 
2 2 voor (x,y) / (0.,0) en 

X +y f(O,O) = 0. 

Opgave 75. Bewijs dat de functie f(x,y) = 

f(O,O) = O niet continu is in (0,0). 

2xy 2 voor (x,y) 1' (O,O) en 
X +y 

Differentieerbaarheid vzm functies van meer veranderlijken defi­

nieren we naar analogie van (4.1). 
Een functie f(x1 , ..• Jxn) heet gedefinieerd in een omgeving van 

(a1 ., ... ,an) als er een ~ > O bestaat zodat voor alle punten (x1 ., ... .,xn), 

waarvoor geldt jxj-ajl < A (j = 1, .. .,nL de functie f(x 1 , ... ,xn) ge­
definieerd is. 

Een functie f(x 1 ., ... 1 xn) heet totaal differentieerbaar in (a1 , .•. ,a~ 

als zij gedefinieerd is in een omgeving van (a1 ., .•• ,an) en als er n 

reele getallen 0< 1 , .•. 1 o<n en n functies E 1 (x1 .P •• .,xnL ..• .,C:.n(x1 , ... .,xn: 
bestaan, die continu in ( a1 , ... ., an) zijn., en zodat geldt E. 1 ( a1 , .•. , an)= 

n 
= .•• =f....n(a1 , .•. .,a) =Oen f(x 1 , .•• ,xn) = f(a1 ., .•• ,an) +) cx.(x.-a.)+ 

n n j~1 J J J 
+C (x.-a.) C:.(x1 , ... .,x ). 

j=1 J J J n 

Stellen we bij een functie f(x1 , .•. ,xn), die totaal differentieer­

baar is in (a1 ., .•. ,an), alle veranderlijken xj op e~n na (noem deze xk) 
gelijk aan aj dan blijft er een functie g(xk) in e~n veranderlijke xk 

over die zeker gedefinieerd is in ( ak-)., ak +A). Verder geldt g( ak) = 
= f(a1 , .•• ,a1-c) en g(xk) = g(ak) + cxk(xk - ak) + (xk - ak)'"1 1/xk), 
waarin ~ 1 (xk) ui t E, (x1 ., ..• ,x ) ontstaat door alle veranderliJ'ken y cl--c ;.c n "j' 



behalve xk, door aj te vervangen. Blijkbaar is yk(xk) continu in ak en 

yk(ak) = O. Dus is g(xk) differentieerbaar in ak metals afgeleide o<k. 
Een afgeleide van een functie f(x1 , .•• ,xn), waarin alle veranderlijken 
op een na vastgehouden word.en heet een parti~le afgeleide, geschreven 
c>r(x1,···,xn) . ar(a1_, .• .,an) . . . 

;::J • Dus is o<k = a . De cx. 1 , .. . ,c< uit de defini-
c xk . xk n 

tie van totale differentieerbaarheid zijn dus volledig bepaald. 
Een analoge omstandigheid als bij continu!teit doet zich hier voor: 

alle parti~le afgeleiden van een functie kunnen bestaan zonder dat de 
functie totaal differentieerbaar is. Een voorbeeld hiervan geeft opgave 
76. 
O£gave 76. Van de functie f(x,y) gedefinieerd door f(x,y) = J~ ~ vooi 

ar Vx' +y ar 
(x,y) I (o,o) en f(O,O) = O bestaan de parti~le afgeleiden ~x en ay 
in alle punten, maar f(x,y) is niet totaal differentieerbaar in (0,0). 

Als de partiele afgeleiden echter continu zijn (tot dit geval zul­
len wiJ ons beperken), is de functie wel totaal differentieerbaar. Dit 
wordt uitgedrukt in de volgende stelling: 
(11.4) Als in een omgeving van (a1 , .•. ,an) alle parti~le afgeleiden 

van f(x 1 ~ .•. ,xn) bestaan en continu zijn in (a1 , .•. .,an), dan is 

f(x 1 , .•• ,xn) totaal differentieerbaar in (a1 , .•. Jan). 
Bewijs: Uit de middelwaardestelling van de differentiaalrekening 

en de continu!teit van de parti~le afgeleiden in (a1, ... Jan) volgt, dat 

voor j = 1, ... ,n geldt: f(x1 , .•. .,xj, aj+1 , ..• ,an) + 
- f(x 1 , ..• ,x. 1 , a., .•. ,a) = J- J n 

r) f ( x1 , .•. , x j-'1, a j + v~ ( x j - a j) , a j +'1' ..• , an) = (xJ. - aJ.) _____ _,.__ _____ ...__ _ _,.. __ ___."------ = 
a xj 

df(a1 , .•• ,an) 
= (x. - cc.) '.:'I + (x. - aj) E, • (x1 , .•• , x ) met O < 1.!J,. < 1, 

J J ox. J J n J 
J 

E.j(a1 , .•• ,an) = 0 en £j(x1 ., .•. .,xn) continu in (a1 , ..• ,an). Door op-

telling vindt men hieruit f(x 1 , ... ,xn) - f(a 1 , .•. ,an) = 

n Jr(a1 , .•. ,an) n 
= L_ ~ (x. - a.) + L_ (x. - aj) Ej(x1 , ..• ,xn)., waaruit 

j=1 xj J J j=1 J 

de totale differentieerbaarheid volgt. 
Uit de definitie van totale differentieerbaarheid volgt direct: 

(11.5) Een functie die totaal differentieerbaar is in (a1, .•. ,an) is 
continu in (a1, .•. ,an). 

Op geheel analoge wijze als in de differentiaalrekening in een ver­
anderlijke valt te bewijzen, dat som, verschil., product en quoti!nt van 
totaal differentieerbare functies weer totaal differentieerbaar zijn. 
Daar het bepalen van parti~le afgeleiden een probleem in een verander­
lijke isi zijn de formules voor som, verschil, product en quoti~nt voor 
parti~le afgeleiden dezelfde als voor gewone afgeleiden. De kettingregel 



evenwel vertoont een nieuw aspect. Deze zullen we daarom apart behandelen. 

(11.6) Als gA(x1, .•• ,x ), .•• , (x1 , •.. ,x) alle totaal differentieerbaar 
1 n n 

zijn in (a1 , .•. ,a11) en als f(y1, ..• ,ym) gedefinieerd is in alle punten 

(g1 (x1 , ... ,xn), ..• ,gm(x1 ., ... ,xn)) en totaal differentieerbaar is in 

(g1 (a 1 , ..• ,a11 ), •• .,gm(a1 , .•. ,an)), dan is de functie h(x1, ..• ,x11 ) = 

= f(g'1(x 1 , ... ,x11 ), ••• ,gm(x1 , ... ;xn)) totaal differentieerbaar in (a1 ., ... ,a11) 

0 h ( a A , ... , a ) m <1 f ( g 1 ( a '1 , •• , a ) , ••• , g ( a A , ••• , a O Q gk ( a,., , ••• , an) 
en 1 ~- n = C n m I n 1 _ • 

'".)IXj k=1 OYk dXj 

Bewijs: Noem bk= gk(a1, ... ,a11 ) (k = 1, ... ,m), dan is gk(x1 , .•. ,x11 ) = 

n d g1J a 1 , ... , a ) n 
=bk+/ ' rl n (x. - aj) +) _ (xj - a.) €.k(xA, .•• ,x11 ) met 

-j=1 _Xj J j:::1 J J I 

Ejk(x1 , ... ,x11 ) continu in (a 1 ., ... ,an) en Ejk(a1 , .•• ,,an) = O voor 
j == 1, .•• ,n en k = 1.," .. ,m. Verder is f(y 1 , ... ,ym) = f(b 1 , .•• ,bm) + 

m clf(b 1 , ... ,b) m 0 
.L J ZJy m (yk - bk) + (. (yk - bk) ok(Y1, ..• ,ym) met 

k=1 k K=~ 

()k(y1 ., .•• ,ym) continu in (b 1 , •• .,bm) en rJ~(b 1 , .•• ,bm) = O voor k = 

Dus f ( g 1 ( x 1 , .•• , x ) , .•• , g ( x 1 , .•• , x ) ) = f (b 1 , .•. , b ) + n m n m 
m 

+ -----' I 
·k=1 

n . I-· 
j=1 

n 

2f(b1 , ... ,b) ~ 
( ;;iyk m +Ok(g,,(x1,···,xn), ... ,gm(x1,···,xn))). 

(' g1 ( a 1 , ..• , a ) 
( K C' x . n + E jk ( x 4, .. ., xn) ) ( x j - a j) = 

J 

+ ~ (xj - aj)[j(x1 , ... ,xnL waarin "Z j(x1, ... ,xn) = 
J- '\ 

m cf(b1 , .•• ,b ) 
= ; ' . m Ej1 ( x1, . • • ., x ) + 

·k=1 C· yk K n 
m o gk ( a 1 , . • • , a ) 0 

+ L. ~ n () k ( g 1 ( x 1 ' · · • ' x n), · .. ' gm ( x 1 ' · · · 'xn) ) + k=1 o xj 

1, ... , m. 

m \' + ,> ck(g1(x1 , .•• ,x ), .•. ,g (x1 , ... ,x )) E: .k(x1, ..• ,x). Blijl<:baar is 
·k="1 n m n J n 

'r;.(a,.,, .•• ,a) = O en""rJ.(x1 , ... ,x) continu in (a 1, ..• ,a ). Daarmee is de 
, J I n C.J n n 

stelling bewezen. 

Als we hogere dan eerste afgeleiden gs.an beschouwen treedt iets nieuws 

op, dat bij functies van een veranderlijke niet voorkwam, daar we dan naar 

verschillende veranderlijken kunnen gaan differentiijren. Zo kunnen we 
0f . eerst ,,,;-- vormen en daarna deze funct1e partieel naar x2 differenti~ren; 

,: x1 . a2r 
het resultaat schrijven w~. ~ • Algemeen kunnen we zo krijgen 

,.,n ° X2< x1 
0 f ; hierin is eerst naar x. dan naar xi enz en ten slotte·. 

flxin' •. cxi1 11 2 



naar x, gedifferentieerd. We schrijven dit ook wel korter f. . (let 
in 11' · ·· ., 1 n 

op de volgorde der indices!) 
We gaan nu na in hoeverre de volgorde der differentiaties verwisseld 

mag warden. Nemen we een functie f(x,y) van twee veranderlijken dan vra-
a2r ,it 

g en we!) in hoeverre ~ = z: ~ is. We geven eerst een voorbeeld, dat ux,y ycx 2 y2 
aantoont dat het gelijkteken niet altijd geldt. Stel f(x,y) = xy x2 -

X + y2 

voor (x,y) # (o,o) en f(O,O) = O. Voor (x,y) ~ (0,0) geldt dan 

11 f ( ) 4 4 4 2 2 .._ f ( ) x4 -y4 _4x2y2 vx,y _ y x -y + X y dx,y _ V d · 
ox - (x2+y2) 2 en o y - x (x2+y2) 2 • er er is 

f(x,O) - f(O,O) =Oen f(O,y) - f(O,O) = O d of(O,O) = af(O,O) = O 
X y ' US c) X o y • 

df(O,y) of(O,O) df(x,O) _ vf(O,O) 
Ten slotte is c'X '1X 2y Ziy -------- = -1 en --------------- = 1, dus y X 

~2f(O,O) - -1 en o2f(O,O) 1 d s o2f(O,O) ~ o2f(O,O) Er ,~eldt echter: 
c-'ycx - ox3y = ' u oyox ' c1x8y · ~ 

(11.7) Als van de functie f(x,y) de parti~le afgeleiden r12 en r 21 beide 
bestaan in een omgeving van (a,b) en continu zijn in (a,b), dan geldt 
r 12(a,b) = r 21 (a,b). 

Bewijs: Volgens de middelwaardestelling van de differentiaalrekening 
geldt (f(x)>y) - f(a,y)) - (f(x,b) - f(a,b)) = 

= (y-b)(f2 (x)>b+-V\(y-b)) - f 2 (a,b+?,9-1 (y-b)) = 

= (y-b) (x-a)f 21 ( a+ 7_9-2 (x-a), b+ [~ ( y-b)) met O < u~ < 1, 0 < 1f2 < 1. 

Evenzo geldt (f(x,y) - f(x,b)) - (f(a,y) - f(a,b)) = 
= (x-a)(f1 (a+19-3(x-a),y) - r 1 (a+-&3(x-a),b)) = 

= (x-a)(y-b)f12(a+?93(x-a),b+z..9-4 (y-b)) met O < -{)·3 < 1, 0 < 1J4 < 1. 

Voor x t- a en y I= b volgt hieruit r 21 (a+?9-2(x-a), b+'t)\(y-b)) = 

= r 12(a+ ~(x-a), b+7.9-4 (y-b)). Uit de continuiteit van r 12 en r 21 in (a,b) 

volgt nu r 12(a,b) = r 21 (a,b). 

Door herhaaldelijk toepassen van (11.7) kan men nu, ook voor functies 
van meer dan twee veranderlijken, alle mogelijke verwisselingen van dif­
ferentiatievolgorde uitvoeren, mits natuurlijk de veronderstellingen van 
(11.7) daarbij telkens vervuld zijn. 

Laat f(x1, .•. ,x) totaal differentieerbaar zijn in de punten 
. n "'\ 

(,\b1+(1-J\)a1 )> .• .,)\bn+(1-A)an) voor alle A, waarvoor O -!S /\ ~1. Dan is 

g(~) = f(~b 1+(1-~)a1, .•• ,)bn+(1-))an) differentieerbaar met afgeleide 

(volgens de kettingregel) dg~~) = 
n J f (), b 1 + ( 1-A) a 1 , . • . , ), b n + ( 1- A) an) 

= ~ oxj (bj - aj). Past men de middelwaarde-

stelling der differentiaaJrekening toe op g(A) dan vindt men g(1) - g(O)=g' (:.9-) 
met O < .-{f < 1. Hierui t volgt: 



(11.8) (Middelwaardestelling der differentiaalrekening met meer verander­

liJken) Als f(x1 , ·••Jxn) totaal differentieerbaar is in de punten 

(a,1+/\(b,1 - a,1), ... ,a +l\(b •··a)) voor alle A met 0~ A (1; dan ir er 
1 1 ~ 1 n n n 

een getal if met O < i!J-< 1, zod2t f(b 1 , •.• ,bn) - f(a 1 , ..• ,an) = 

n df( a,,,+ ?7(b,1-a,1 L ... , a +p(b -a ) ) 
= ,:;--- 1 1 1 n n n (b . ) 
~ ox, J - aJ. · 
J=1 J 

Met een analof:.-:,e methode lean ook een formule van Taylor in meer ver­

anderlijken gevonden worden. We gaan daar niet op in. 

Als f(x,y) een functie van twee veranderlijken is, kunnen we de 

punten (x,y) beschouwen, waarvoor f(x,y) = O. Nemen we b.v. f(x,y) = 
= x2+y2-1, dan vormen de punten (x,y), waarvoor f(x,y) = 0, in het platte 

vlatc juist de cirkel met straal 1 en middelpunt in (o.,O). y'fe kunnen nu uit 

x 2 +y2 -1 = O de y 11 oplossen 11 , d.w.z. y = V1-x 2 (of - ~) schrijven. 

Door de betre~~king x 2+y2 -1 = OJ is y 11 impliciet 11 als functie van :: 'oepaald. 

We zien echterJ dater een storende omstandigheid is in het feit, dat 
zowel y = ~- als y = - ~--x 2 oplossingen zijn, die aan elkaar sluiten 

bij x = 1 en x = -1. We lossen daarom impliciete functies alleen in de 
omgeving van een punt op. 

We gebrui~en de volgende hulpstelling. 

(11.9) Als f(x 1 , ... ,xn) continu is in (a 1 ., ... ,an) en f(a 1 , ... ,an)> b 

(resp. f(a 1 , ... ,an)< b), dan is er een omgeving van (a1 , ... ,an)_, waar 

geldt f(x 1 , .• ,xn) > b (res). f(x 1 ., .•• ,xn) < b). 
Dit wordt op dezelfde manier bewezen als voor functies van ~~n ver­

anderlijke. 

(11.10) Als f(yJx 1 , .•• ,xn) een functie van n+1 veranderlijken is, gedefi­

nieerd in een omgeving van::i ( b :clj., ... , a ) en totaal differentieerbaar., als 
· .. • e, f ( J' ".,,. 1., · · • ' ~n) 

f(o,a1 , .•. ,a) =Oen als ~ ~ O, dan is er een totaal diffe-n O y 
rentieerb are func tie cp ( x 1 , ... ., xn) gedef inieerd in een omgeving van 

(a1 , ..• ,anL zodat f(fl(x 1 ;' .•• .,xn).,x1 ., ... ,xn) = 0, en dan is er een omge­

ving van (b,a1 ., ... .,an), zodat voor ieder punt (y,x1 , ... .,xn) in die omge­

ving, waarvoor f;eldt f(y,x 1 s••·,xn) == O, ook geldt y =.:,P(x1 , ... ,xn). 

Bewijs: Omdat f(y,x1 , ..• ,xn) totaal differentieerbaar is in 
_ 2f(b,a1 ., ... .,a) 

( b :; a 1 , . . • , an) , g e 1 d t f ( y, x 1 , . . • ., xn) == ( z:i y n +E. ( y:; x 1, •.• ., xn)) (y-b) + 
n Jf(o.,a,1,•• .,a) 
~ ( I D C ( ) ) ( ) 1 • , :;::-- ( 1 ) + 4-- ex.. + c...,.J. yJx1 ., ... ,xn xJ. - aJ., waaro1J'- o,a1 ., ... .,an := 

J=1 J 
= E/b,a1 , .. qan) 



'of(b,a1 , .•• ,a ) 
c Y n > 0 (het geval dot het < O is, ga~t analoog). Volgens 

(4-.16) is er een J 2 > O, zodat uit b- J'2 < y < b volgt f(y,a110 .• .,an) < 0 

enuitb<y<b + J2 volgt f(:r,a1,···,an)::;,, o. Noem A =min(d..,,½c2), 

dan is f(b-A ,a1 , .•• ,an)< O en f(b+ A,a1 , ... ,an)> 0. Omdat f(y,x1, ... ,xn) 

c.ontinu is, ms er wegens (11.9) een c.'> 3 > O te vinden zodat uit 

!xj-ajl < d\ (j = 1, ... ,n) volgt f(b- A,x1 , .•• .,xn) < 0 en . 

f(b+ A,x1 , ••• ,xn) > 0. Noem µ.=min( .A., J3) en beschouw een punt 

(x1 ., .•• .,xn) met I xj-ajl < fl ( j = 1, .•• ,n). Omdat :~ I= o, is f(:y,x1 , ... ,.,"'<n) 

als functie van y streng monotoon; uit f(b- /I ,x1 , ••• .,xn) < O en 

f(b+>, ,x1., .... ,xn) > 0 vol;6t, dat er een en slechts een y is met Jy--bl < A 
en f(y,x1 ., .•• .,xn) = 0. Zo is y als functie _St:(x1 ., ... ,xn) vanx,1' .•• .,xn 

gevonden. Verder geldt,wegens !xj-ajl<)-1- ~A< 81 (j = 1, .•. .,n) en 

I _y? ( x 1 , .• • ., xn) - b I < /\ < () 1 ., tj} ( x 1 , • • . ., xn) - b = 
n df(b,a1 ., ... ,a) 
~ ( ox. n 

= - J=1 J 
gf(b,a1 , ... ,an) 

o Y + E, ( <f ( x 1' .• • , xn) ., x 1' ... ., xn) 

, dus 

n jOf(b., a1 ., ... , an) I L. ( c5 + 1)jx,-a.! 
I j=1 X j J J 

j:,D(x1, • •• ,xn)-b ~ .i\of(b,a1 , .•• .,an)l , waaruit volgt dat 

2 a y I 
<JJ( x 1, ..• , xn) -oontinu is 

d f ( b , a 4 , . . • , an) 

?, X j n 
=L.. 

j=1 
(x.-a.) + 

J J 

o-f ( b ., a 1 ., . • • , an) 

0 X, 
J 

O' f ( b., a 1 ., .•• , an) 

Vy 

waarui t v9lgt, dat <p (x1 , .. ., :xn) tot a al diff erentieerb aar is in ( a1 , .. 03 an). 

De totale differentieerbaarheid van y>(x1, .•. ,xn) in een ander punt wordt 

op dezelfde wijze aangetoond door dat punt de rol te laten vervullen., die 

hierboven (a1 , ... ,an) gespeeld heeft. 

o<fJ 
Uit het bovenstaande bewijs blijkt tevens, dat ~ = 

uXj 
Dit is, 

nu we weten dat (f) totaal differentieerbaar is, ook direct te vinden uit 
,) 

de betrekking f(_sD(x 1, .•. ,:.:;:n).,x1, .•• ,xn) = o., door deze partieel naar xj 

te differenti~ren; dit levert n.l. elf ?J<p + 0 f = o 
cy i.)xj ~xj • 



We kunnen (11.10) nos uitbreiden tot een stelsel functies. Dit levert 
de volgende ntelling: 

( 11 .11) ( Hoofds telling over iC",pliciete functies) 

Als f 1 (y1 , ..• ,ym,x1 , ... ,xn), .•• ,fr.i(y1 , .•• ,yr.1,x1 , .•• ,xn) functies van n+m 
voranderlijken zi jn., gedefinieerd in een omgeving van (b 1, .•• , bm, ~., •.. ,an) 
en totaal differentieerbaar, alz de Jarti~le afgeleiden van de eerste orde 

van deze functies continu zijn in (b 1, .•• ,bm,a1, .•• ,an)' als 

fk(b 1 , .•• ,om,a1 , .•. ,an) = O voor (: = 1, ..• ,m en als de determinant 

ar 1 2r 1 ar 1 
2 Y1 oy2 ........ jym 

of 2 ?.r2 ar 2 FY-i ay2 •....•.. aym 

. . . . . . . . ar m 
7)y 

m 

, 

waarin alle ~arti~le afgeleiden genomen zijn in het punt 

(b 1, ..• ,bm,a1 ., ..• ,an), ongelij1c aan nul is, dan zijn er m totaal differen­

tieerbare functies :[1 (x1 , .•• ,~=n), .•• , _>°m(x 1 , ..• ,xn), gedefinieerd in een 

omgeving van ~a1 , .•. ,an), zodat fk(f1 (x1 , .• ",xn), .•. ,fm(x1, .•. ,xn),x1., ... '11' 
voor k = 1, ... ,m, en dan is er een omgeving van (b 1 , .•. ,bm,a1 , ... ,an), 

zodat voor ieder punt (y1 , .•• ,~1 ,x1, .•• ,xn) in die omgeving, waarvoor seldt 

fk(y1 , .•• ,ym,:;:1 , ... ,xn) = 0 (k = 1.,,,m), ook geldt yk == S£\{(x1 , .•. ,xn) 

(k = 1., •• ,,m). 
I 

Het bewijs van deze s tell in:;; la ten we achterwege. 
c'{f) 

We merken nog op dat de ,)m•tHHe afgeleiden ~ gevonden kunnen 
C Xj 

worden door de m betrekkingen fk(tj)1 (x1 , .•. ,xn), .•• ,fn(x1 ., ••• ,xn),x,, ... ,xn)=o 

partieel naar xj te differenti~ren; dit levert m lineaire vergelijkingen, 

c) Cf 1 · O ff'm 
. waaruit de m onbekenden QJ: .' ••• , 0x. icunnen worden opgelost. 

J J 
De determin°rnt uit stelling (11.11) noemt men een functionaaldetermi­

d (r1 , ... ,rm) 
rnrnt, en schrijft men ~ ( y Y ) . 

1'"'' m 2 
Opgave 77. Als x log( sin xy) = tg exy bep-9,.,, 1 d3n ~~, a ls hierin y 2 ls 

· functie van x beschouwd wordt. 
We kunnen de hoofdstelling over impliciete functies ook toepassen op 

het omkeerprobleem voor functies v~n meer ver~nderlijken. Als m functies 

fA(xA, .•• ,x ), ... ,f (xA, ... ,x) van m veranderlijken gegeven zijn, zij , , m m , m 
gevraagd hierbij een stelsel omkeerfuncties te zoeken, d.w.z. een stelsel 



functies g1 (y1 , ... ,ym), ..• ,gm(y1 , ... ,ym), dusdanig dat 

fj(g4(Y4,···,Ym), ... ,gm(Y1,···,Ym)) = yj en 
gj(f1 (x1 , ... ,xm), ... ,fm(x1 , ... ,xm)) = xj voor j = 1, ... ,m. Daartoe oe-
schouwen we de vergelijkingen fj(x1 , ... ,xm) - yj = 0 voor j = 1, ... ,m; 

laat verder fj(a 1 , ... ,am) = bj (j = 1, ... ,m) zijn. Als nu de parti~le 
afgeleiden van de eerste orde van f .(x~, ... ,x) (j = 1, ... ,m) in een om-

J I ffi 

geving van (a 1 , ... ,a ) bestaan en continu zijn en als de functionaaldeter­
o (f4, •.. ,fm)m 

minant o( ) in het punt (a~, ... ,a ) ongelijk aan nul is, dan x1 , ... ,xm I m 
leert (11.11) ons, dater m totaal differentieerbare functies 

g 1 (Y1 , ... ,ym), •.. ,gm(y1 , ... ,ym) bestaan, gedefinieerd in een omgeving van 

(b1 , ... ,bm), zodat fj(g 1 (y1 , ... ,ym), ..• ,gm(y1 , .•. ,ym)) - yj = 0 voor 
j = 1, ... ,m en dater een omgeving van (a 1 , ... ,am, b1 , ... ,bm) bestaat, 

zodat voor ieder punt (x1 , ... ,xm, y1 , ... ,ym) in die omgeving, waarvoor 

g e 1 d t f j ( x 1 , . . . , xm) - y j = O ( j = 1 , • . . , m ) , o o k g e 1 d t x j = g j ( y 1 , . . • , y m ) 
(j = 1, ... ,m). Dit laatste is ook zo te formuleren, dater een omgeving 

van (o 1 , ..• ,am) bestaat, zodat voor ieder punt (x1 , •.. ,xm) in die omgeving 

geldt g.(f~(x1 , ... ,x ), ... ,f (x1 , ... ,x )) = xj (j = 1, ... ,m). Het omkeer-
J I m m m 

probleem is daarmee opgelost. 

Opgave 78. Laa t x = r cos <f, y = r sin cp z:l,;jn. Als hierdoor r en (/J a ls 
• ✓ a r or uy:> 0(/) 

functies van x en y gegeven zijn; bepaal den ?x' oy' °Vx' "7fy· 
Opgave 79. Laat f(x,y) een functie zijn, wa7rvan de parti~le afgeleiden 

van de tweede orde bestaan en c~ntinu ~ijn. Laat verder x = r cos'f), 

y = r sincp zijn. Druk /j, f = --f-{- + ~ uit in de partiele afgeleiden van 
lJx oy 

de eerste orde en de tweede orde van f ( r cos (0, r sin (J)) naar r en (f) . 
J J .,I 

Opgave 80. La3t f(x,y,z) een functie zijn, waarvan de partiele afgeleiden 

van de tweede orde bestaan en continu zijn. Laat verder x == r cos Cf cos {}, 
Q 32 r c) 2r e1 2 r y = r sin(pcos-&, z = r sin7T zijn. Druk ~ f = 2 + ~ + ~ uit in 

.1 dx r.;/y dz 
de partiele afgeleiden van de eerste en de tweede orde van 

f(r cos(Ocos-z.9-, r sin(OcoT-z9-·, r sin'&-) naar r, ({Jen if. (Aanwijzing: pro-
f J ~ 

beer van het resultaat v0n opgave 79 gebruik te maken). 

Een functie f(x1 , ... ,xn) heeft een relatief maximum (resp. relatief 

minimum) in (a 1 , ... ,an), als er een omgeving van (a 1 , •.. ,an) bestaat, zo­
dat in die omgeving g¢1.dt f(x1 , ... ,xn) ~ f(a 1 , ... ,an) (resp. f(x1 , ... ,xn)~ 
~ f(a 1 , ..• ,an)). Uit de overeenkomstige stelling voor functies v □n e~n 

veranderlijke (4.17) volgt direct: 

(11.12) Als f(x1 , •.• ,xn) in (a 1 , ... ,cn) totaal differentieerbaar is en 
daar een relatief maximum of een relatief minimum heeft, geldt daar 
df 
~ = 0 voor j = 1, .•. ,n. 
vX. 

J Evenals bij functies van een veranderlijke, kunnen we nadere bepali~-

gen voor relatieve maxima en minima vinden, door afgeleiden van hogere 
dan de eerste orde in de beschouwingen te betrekken. We gaan daar niet op 
in. 

Een belangrijk probleem bij de functies van meer veranderlijken vor-



men de maxima en minima met bijvoorwaarden. Laat b.v. gevraagd zijn het 

minimum van de functie f(x,y) = (x-1) 2 + y2 onder de bijvoorwaarde 

g(x,y) = y2 - 4x = 0 (d.w.z. onder beperking tot punten (x,y), die aan 

y2 - 4x = 0 voldoen). Meetkundig stelt dit de vraag naar de kortste af­
stand van het punt (1,0) tot de parabool y2 = 4x voor. Men zou dit kunnen 

oplossen door uit de bijvoorwaarde b.v. x op te lessen en deze in de func­
tie te substitueren en zo een probleem zonder bijvoorwaarden te krijgen. 

;;) 
Dit kan echter in het algemeen nlleen .als ¥x -I= O is. Lost men zo in het 

voorbeeld y op, dan krijgt men n1 substituti: (x-1) 2 + 4x = (x+1) 2 en dit 
heeft een minimum bij x = -1; daar is echter geen y bij te vinden zodat 
aan de bijvoorwaarde voldaan is. Hadden we evenwel x opgelost, dan was er 

na substitutie (Jy2-1) 2+1i;y2 +1) 2 gekomen en dit heeft een minimum bij 
y = O, hetgeen het punt (0,0) geeft, dat we in eerste aanleg niet gevonden 

hadden. Nu is in (0,0) inderdaad ~~ = O. 
Met de methode der multiplicatoren van Lagrange kan de moeilijkheid, 

verschillende oplossingen te moeten proberen, omzeild warden. 

(11.13) Als de functie g(x1 , ... ,xn) tot8al differentieerbaar is in een om­
geving van ( a 1 , ... , an), a ls minstens een der partiele a fgeleiden 

g~ , ... , ~~ ongelijk aan nul is in een omgeving van (a 1 , ... ,an), als 
1 n 

f(x 1 , •.. ,xn) totaal differentieerbaar is in (a 1 ~ ... ,an) en als f(x1 , ... ,xn) 
in (a 1 , ... ,on), mits de punten (x1 , ... ,xn) beperkt worden tot de punten, 
die voldoen aan g(x1 , ••• ,xn) = O, een relntief maximum of relstief minir· 

, of bezit., dan is er een reeel getal A, zodnt in (n~, ... ,3 ) geldt 7r3c 
Og O I D j 

+ A dT. = 0 voor J = 1, ... ,n. 

'c> g 
~ 1 

J 
Bewijs: Laat 

-I= O. Volgens 
de nummering der veranderlijken zo gekozen zijn, d~~ 

(11.10) is er dan een functie <JJ(x2 , ... ,xn), zodat in 

een omgeving van (a 1 , ..• ,an) de punten (1/"(x2 ., ... ,xn), x 2 , ... ,xn) juist 
de punten zijn, die voldoen aan g = O. Dnn heeft de functie 

f(~(x2 ., .•. ,xn), x 2 , •.• ,xn) een relatief minimum of relatief maximum in 
c) r o<p cl r (a 2 , •.• ,nn), dus geldt daar -~-- -~-- + ~ = 0 voor j = 2, ..• ,n. Verder 
(/ x 1 u X j o X j 

geldt volgens de kettingregel: ~xg #x + ~xg = 0 voor j = 2, ... ,n. 
C 1 j CJ j 

of(a,,, ... ,an) 

Noemen we nu 
'o x1 

c) ( ) ; voor j = 2, ... , n geldt dan 

= 

g 84,•••,Eln 
t, x1 

of(a4,···,an) 
dX1 

-= c)g(1,1, • • · ' 8 n) 
3 x1 

of(a 1 ., •.. ,an) 
t)X. 

J 

j = 1, •.• ,n aangetoond. 



Als men van een functie de rel8tieve mnximn en minima onder een 

bijvoorwaarde wil vinden, k1n men proberen uit de in (11.13) vermelde n 

betrekkingen en de bijvoorwaarde de n+1 onbekenden x 1 , ... ,xn,) op te los • 

sen. Eventuele relJtieve maxim~ en minima in punten, wa2r een der afgelei­

den ~~o i O is, zullen d~n onder de gevonden oplossingen voorkomen. 
•' J 

Pqst men dit toe op het hierboven behnndelde voorbeeld, dnn vindt 

men 2(x-1) - 4A = O, 2y + 2 ;, y = O, y 2 - 4x = O. De enige oplossing hier-
". 1 v.=1n is /\ = -2 , x = y = O. Of dit werkelijk een relntief mDximum of reL1-

door x4 + y4 = 

tief minimum is, v:::1 l t hierui t nag niet te concluderen. 

Opg8ve 81. Welke punten uit de verz~meling, die bepn~ld is 

= 1 hebben de kleinste en welke de grootste ~fst8nd tot (0,0)? og 
?, x1 = .•• - og - o 

- Z'x -
n 

We moeten wel bedenken, d~t punten w~ar 

(z.g. singuliere punten v8n de bijvoorw~arde), niet onder onze beschouwin-

gen vallen. Het ksn zijn dnt een rel1tief m~ximum of rel'Jtief minimum, 

drit in een dergelijk punt vc1lt, met onze methode niet gevonden wordt. 

Hiervan een voorbeeld ter waarschuwing. Gevra~gd het minimum van de 

functie (x+1) 2 + y2 ender de bijvoorwnDrde x3 - y2 = O. Dit minimum is 

nls volgt eenvoudig te vinden. Uit x3 = y2 volgt, d~t x ~ 0 moet zijn. 

Dr-m is x + 1 ? 1 en (x+1) 2 + y 2 >- 1, ffi'H:r x = y = O voldoet r.ian de bij­
voorw8arde en geeft de functie de w:i··:rde 1. Dit is dus een minimum. P:-ist 

men de methode vqn Lagr3nge toe, d8n vindt men in het geheel geen oplcP­

sing. Inderdaad is (O,O) een singulier punt vJn de bijvoorwa8rde. 

OJgave 82. Beh~ndel het voorbeeld uit de vorige ~linea met de methode v~n 
V1grnnge. 

612. Oneigenlijke integralen . ..... 

Bij de definitie van bepaalde integralen hebben we ons beperkt tot 

begrensde functies, die gedefinieerd zijn op een begrensd interval. Van 

deze veronderstellingen proberen we ons nu te bevrijden. We beperken ons 

gemakshalve tot continue functies. 

Laat f(x) een continue functie zijn, gedefinieerd op [a,b), die onbP 

grensd is ( b. v. tg x op [ O, frr)) . Voor iedere f-> met a < fa < b geldt dan 

dat f(x) op [a,J~J (wegens (3.13)) begrensd is, zodat (wegens (5.6)) 

/3 /:ft j f(x)dx bestaat. Als nu lim f(x)dx bestaat, dan defini13ren we de 
a f.>1'b a b .,ft 
integraal van a tot b van f(x) door j f(x)dx = lim / f(x)dx. We noetr,_ 

a fa t b a 

deze een oneigenlijke integraal; de vroeger gedefinieerde integralen h~t~-

eigenlijke integralen. b 
Als f(x) continu en begrensd is op [ a, b), bestaat / f(x)dx als ei .. 

a b 

genlijke integraal; hiervoor geldt echter ( zie blz. 41) / f(x)dx = 
a 
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-f> 
= lim J· f(x)clx) zodat verwarring tussen eigenli-jke en oneigenli ,ke in­

j.31' b a 

tegralen niet te vrezen is. We behoeven verder biJ de definitie van onei­

genlijke integralen de onbegrensdheid van f(x) niet te veronderstellen. 

Als f(x) een onbegrensde continue functie is, gedefinieerd op (a.~, 

b 

definieren we op analoge wijze de oneigenli_,ke integraal j f(x)dx = 
b 

= lim /r(x)dxJ zo deze limiet 
D<-l, a 

o< 

a 

bestaat, 

Deze definities betroffen functies die biJ hun eindpunt of hun begin­

punt onbegrensd zijn. O; analoge wijze geven we de definitie voor functies 

die bij hun begin-- en eindpunt en eventueel nog bij een eindig aantal 

tussengelegen punt en onbegrensd zi Jn; d. w. z. er zi jn getallen f; 0 ,". ); m 

waarvoor geldt a= to< ~1 < ... <~m = b en een continue funct:l.e 'r(x) 

gedefinieerd op ( f;, j-'1" Sj) voor j = 1; ... , m. Door verk:nipping van het 

integratie-interval komen we op de bovenstaande gevallen terug. 

1 

Als voorbeeld beschouwen we J x). dx, Voor A < O is x A bij O onbegrensd 

'1 

> 0 ldt / X 11 dx 
o \+1 1 

>-1'1 i+1 voor ~-/ -1 en j x- 1dx = 
rx 

Voor O<. ge .. nu = 
1 JC( 

= -- log 0/. . Dus J x).dx bestaat 

0 

niet voor ), ~ -1 en bestaat wel voor 

~ > -1 In het laatste geval is 1 = '\+1 ; di t levert alleen iets 

nieuws voor --1 < A < 0. 

(12.1) Als f(x) een continue functie isJ gedefinieerd op [a,b) en als 

b b 

j I f(x) I dx best a at J best a at J f ( x) dx . 

a a 

Bewijs: O~ lr(x)! - f(x)~2jr(x)i. Verder volgt uit (5.5) en (10 2) 

direct, dat als de integrand~ 0 is, de integraal een isotone functie van 

fa 
de bovengrens is. Dus als a < /3 < b., geldt j ( !r(x) I - f(x) )dx ~ 

;
fa b /3 a 

~ 2 /r(x) I dx ~ 2 f! f(x) I dx Dus is j ( f f(x) I f(x) )dx als functie 

a a a p 
van A isotoon en begrensdJ dus lim - / ( !r(x) I - f(x) )dx bestaat, Hier-

;- ll1'b _) 
fa. r a fa 

uitvolgtJdat lim /lr(x)\dx- lim j(jf(x)l-f(x))dx= 
fatb f31b a /3 . a 

= lim j f(x)dx bestaat, 
p1b a 
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Een aneloge stelling 

eigenlijk warden. 

ldt voor integralen die bij hun ondergrens on-

Het omgekee van (12 1) ldt n1et: 
b 

0nj I f(x)I dx niet b.:staat .. EE:n voorbeeld 

b 

t kan zljn dat j f (x) dx wel 

a 

hiervan 1° 1 sin 1 on (0.11 '°' X X ' , J 

a . 

Er geldtj1 sin .:lctx = jx ~ sin .1ax ;::; x cos 1 - ~os .1a.x, dus voor 
X X c: X X Jc X 

1 X 1 

0 < O< < 1 geldt J 1 sin .'.lctx = cos 1 - ex cos .::!. - j cos ...!.dx1 x. Nu geldt 
X X 0,( 

~ 1 ~ 

11m O<' cos 1 = 0 en 11m J cos 1ctx bE:staat, omdat de integrand be-
0,,< J O O(_ 1 0( ,!, Q C>('. X 

I"' 

grensd is en dus j cos -¾ctx als eigenlijke integraal bestaat. Dus bestaat 

1 0 

_/ '1 . '1, V t li ·· - sin -:.ax. oor een na uur it<: 
X X " 

talk en yin het interval 

0 

(2k TT+ ;7T, 2k7T + ~ 7T) geldt 
1 

Dus 

2Jkn+J77 ~ I sin ; \ax~} V2 
1 . 

1 
2k777+rr7T 

dx 
-= 

X ½ V2 log(1 + 8k:1) ~ 
1 

2k"+~" 2krr+i~ 
' ~ 1 \ J:::' 1 1 \ /;;( 1 1 ) 1 1 r,:;- 1 C 

3- ~ \1 2 log,( 1 + 9k) ~ ~ / 2( 9k 2( 91<:) 2) ~ ~ V 2 9k - ~9k) ~ 18" V 2 k = ~-:-, 

'.·rnarin c > O en onafhankelijk van le Omdat de reeks L. : divergent is, 
1 k=1 k 

is er biJ iedere R > O een 0( > 0 te vinden zodat j; I ;:;in ; jax > R is, 

1 

dus (.::!.!sin 1jax bestast niet. 
~' X X 
0 

(12.2) Als f(x) en g(x) continue funct1es zijn, gedefinieerd op [a,b), 

als er een constante C besta2t, zodat I f(x)\ ~ Cg(x) voor alle x in [a., b) 

b b 

en als ( g(x)dx bestaat, besta2t j f(x)dx. 
j 

a a p 
Bewijs: Ult lr(x)! ~ Cg(x) volgt, dat g(x) ~- O, dus j g(x)dx is een 

/3 a 

isotone functie van /3 , Voor a < /3 < b geldt dan ( I f(x) l dx S 
' I _,I 

f f' b /3 a 

~- C g(x)dx ~ C r g(x)dx. D'.lS is (lr(x)I dx als functie van fa iso-_J j 
a a p Ei b 

toon en begrensd, dus lim ( lr(x)l dx === j I f(x) lax bestaaL Uit (12,1) 
/3·1· b J 

b ' a a 

volgt nu, dat ook f f(x) dx bestaat, 

a 



Opgave 83. Bewijs 
1 

dat J dx= 
X+3V X 

0 

1 

enf 
0 

Vi dx i bestacn, 
S n X 
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We gaan nu over tot de definitie van integralen over onbegrensde 

int0grati~-intervallen. Laat f(x) een continue functie zijn, gedefinieerd 

co R 

op [a,+oo), dan defini~rcn wejr(x)clx = lim {r(x)dx, mits de limiet 
R➔ +co .... a a 

in het rechterlid bestaat. Op analogc wijze defini~ren we voor een con-

a a 

tinue functie f(x), gedefinieerd O) (-oo ,a], r f(x)dx = 11m J f(XJdx, 
..., S-t -co S -co 

mits de limiet in het rechterlid bestaat. Ten slotte defini~ren we voor 

00 

eE:n continue functit: f(x), gedefinies::rd op (-oo,+oo), j f(x)dx = 

a co -co 
= Jr(x)dx + 

1 
f(:r.)dx, mits beidc integr-,,J.1::n in het r·echterlid bestsan. Het i;.:; 

-oo a 

niet moeilijk aan te tonen, dat deze laatste niet afhangt van de keuze 

van a, Oak de hier gedefinieerde integralen heten oneigenlijk. 

oo R 

Let wel;, dat men niet neemt ( f(x)dx = lim f r(x)dx, want het 
,; R ➔ +oo 
-oo -R R 

:cechterlid kan bestaan, zonder dat hGt linkerlid bestaat. B.v, (~= 
00 ,,. "::R X +'l 

= ( log \rx2+1) 
X=}1 

- (log\M1) 
X=-R 

J x dx 
= O, maar ~ best a at 

-OO X +1 
niet. 

We kunnen d~ze ty9en integralen a, de vroLger behandelde typen terug-
1 

brengen. Volgens (5.29) geldt n,l. (als a> 
R 

0) j f(x)dx 
a 

a 
11 1 

= j ~f(t)dt. 
1 t 
R 

Als nu R ➔ +co, dan ; .J, O en omgekeerd. Het bestaan of niet ~estaan van 
a 00 

11 f (x) dx komt overeen met het bestaan of niet bestaan 
~ 1 
a oo a 
en in geval van bcstaan is j f(x)dx = ~/-½ r(;)ax. Op analoge wijze 

a a o x 

kunnen we jr(x)dx behandelen. 

van f ~ f(~)dx 
0 X 

-oo 00 

Om b.v. het bestaan van J x)..dx te onderzoeken, nemen we in plaats 

1 1 1 j 1 1 ( ->--2 daarvan 2 ~ dx = _1 x dx. We weten, dat deze bestaat voor 
0 X X 0 



"\ 
- /\-2 > -1., dus voor \ <-1 en niet bestaat voor 

00 

A ~ -1. Evenzo 
1 

1runnen we f si~ x dx behandelen 

- °)\_2 ~-1, 

1 

door f 1x 
0 X 1 oo 

f 1 1 = - sin - dx 
X X 

sin x --- dx bestaat, maar 
X 

1 
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dus voor 

sin ..1ax = 
X 

0 
00 ~r· 

te beschouwen. Dus f 
1 

lsi~ xi dx niet. We weten verder 
r . 

dat I sin x dx bestaat. omdat de .J X , 

1 00 0 

integrand begrensd / sin is. Dus ook J x x dx bestaat. 

0 

Met de bovenvermelde transformatie kunnen we ook de stellingen 

(12.1) en (12.2) overbrengen. Dit levert het volgende resultaat. 
(12.3) Als f(x) een continue functie is, gedefinieerd op [a,+oo) en 

00 Cl) 

jlr(x)! dx bestaat, dan 
a 

bestaat f f(x)dx. 
a 

( 12 .~-) Als f (x) en g(x) continue functies zijn, gedefinieerd op [a~ +ro), 

als er een constante C bestaat, zodat \r(x)\ ~ Cg(x) voor alle x in 
00 00 

/a, +co) en als j g(x)dx bestaat, dan bestaat fr(x)dx. 

Analoge ste~lingen gelden voor Jen voor a J. 
00 -co co -co 

Als f / f(x)I dx bestaat, zeggen we dat ... / f (x) dx absoluut convergeert 

a oo a oo 

Als lr(x)l ~ Cg(x), zeggen we dat f g(x) dx een major ant is van ... /~ (x) dx. 
a a 

Deze uitdrukkingen zijn analoog met gebruikelijke uitdrukkingen in de 

theorie van de oneindige reeksen. De overeenkomstige uitdrukkingen wor-• 

den ook gebruikt bij oneigenlijke integralen met begrensd integratie­

interval (dus de gevallen van (12.1) Gn (12.2)). 
O'.) 2 

Opgave 84. Bewijs dat j e-x dx 

oo 0 r dx niet bes taat. __,, x log x 
2 R 

co 

en .J dx 2 bestaan, maar dat 
2 x(log x) 

Dat lim ;· f(x)dx bestaat, betekent volgens het convergentiecrit~­
R~+co 

a 

rium van Cauchy (2.3) hetzelfde als~ dater 

vinden is zodat 
R2 

dus I...,,/ f(x) dx I 
R1 

voor R1 > W en R2 > 1/4.,1 geld t 

<. E . Dus: 

bij iedere E., > O een l-<) te 
R,... R1 

I J\cx)dx - j r(x)dx I< c:., 
a a 
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(12,'J) Als f(x) een continue functie is, gedefinieerd op [a;+oo), dan 

co 

bes taat r f ( x) dx dan en slecht s dan, als bl j iedere € > 0 een l,J > a te 
<J' 

e 

vinden is, zodat voor alle R1 en R2 met R1 > (.,.J en R2 > W geldt 

I R2 I 
I j f ( x) dx , <' c . 
'R 

1 

co 
r 

Speciac:l is dan I/ f{x)dx/ ~ L dus 1 i m J f ( x) dx = O . 
R➔ +co R 

00 

(12.6) Als / 
._,;' 

a 

R1 

00 

f ( x) dx best a at> '.~ e 1 d t 11 m J f ( x ) dx = 0 • 
R ➔ +co R 

Met behulp van oneigenl1jke integralen kunnen we een nieuw convergen 
tiecriterium voor reeksen geven, We bewijzen daartoe eerst de volgende 

hulpstelling: 

(12.7) Als f(x) een antitone continue functie is, gedefinieerd op [1,+00) 

n 
21s f(x) ~ O voor alle x in [1,+00) en als f(n) = an en L. ak = An ge­

k=1 n 
steld worc",t voo1· natuurlijke n, dan bestaat I = lim (A - f f(x)dx) e~ 

n4 oo n 1 
k+1 

Bewijs: Uit het feit dat f(x) antitoon is volgt f f(x)dx ~ f(k).::; 

k k 
<. / .._ J f(x)dx (het tweede lid uiteraard slechts voor k ~ 2). Hieruit volgt 

k-1 

direct, dat 

n 

( f(x)dx ,., 
1 

n 

+ f f(x)dx, 
'-' 

1 

n n 

-Jr(x)dx ~ a1 . Verder vormen de An - .... / f(x)dx een anti tone rij, want 

1 n-1 n 1 

A _1 - J f(x)dx - (A - (r(x)dx) = J f(x)dx - a ~ O. De beweringen n n _.., n 
1 1 n-1 

van de stelling volgen hieruit direct. 

Uit (12.7) volgt nu onmiddellijk: 

(12.8) (Integraalcriterium voor reeksen) Als f(x) een antitone continue 

functie is, gedefinieerd op [ 1,+oo) :1 als f(x) ~ O voor alle x in00 [1,+oo) 

en als f(n) = an gesteld wordt voor natuurlijke n, dan bestaan L an en 
n=1 co J f(x)dx 

1 

beide of geen van beide. 
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Hiermee is b.v. direct in te 

en di vergeert voor O<. ~- -1 en dat 

zien., dat L no<. convergeert voor ex < -1 
~ '1 L- _n_l_o_g_n 

n 
divergeert. 

n 

Opgave 8~,. Onderzoek de convergentie van L 1 o< en ./ 1 2 . 
n n{log n) n n()('(n+1)0'.' 

Opgave 86. Bewijs dat lim 
n ➔ oo 

De limiet uit opgave 86 
stante is niet bekend of zij 

n (L ~ - log n) bestaat en~ O is. 
k=1 

heet de constante van Euler. Van deze con­

rationaal of irrationaal is. 

013. Meervoudige integralen . 
..... 

We behandelen nu het begrip integraal voor functies van meer dan een 
veranderlijke. We zullen ens daarbij voor de eenvoud beperken tot functies 
van twee veranderlijken, hoewel een analoge behandeling voor functies 
van meer veranderlijken mogelijk is. Wij zullen ter illustratie van de be­
grippen gebruik maken van de voorstelling van getallenparen door punten 
van het platte vlak. 

Bij de definitie van het begrip (eigenlijke) integraal gingen we bij 
functies van een veranderlijke uit van een begrensde functie gedefinieerd 
op een begrensd interval. We beschouwen nu ook begrensde functiesvan twee 
veranderlijken; een functie f(x~y) heet begrensd als er een getal C > 0 be 

staat, zodat jr(x,y)/ ~ C geldt voor ieder punt (x,y) in de definitiever­
zameling van f(x,y). We moeten nu echter ook een voorwaardQ opleggen aan 
de definitieverzameling van f(x,y). De meest directe generalisatie van 

d ------1 
,C, ·• - -· - - - -;-, ------! 

a. 

het begrip begrensd interval zou zijn, 
dat zowel x als y een begrensd interval 
doorloopt, d. w. z. we beschouwen de ver­
zameling van die punten {x,y), waar­

voor geldt a < x < b, c < y <'. d. Meet­
kundig stelt deze verzameling het in­
wendige van een rechthoek evenwijdig 
met de co5rdinaatassen voor. Met een za 

speciale definitieverzameling kunnen we ons echter niet tevreden stellen. 
We zullen algemenere verzamelingen als definitieverzamelingen moeten toe­
laten. 

Een verzameling S van punten (x,y) heet open, als ieder punt van Seen 
omgeving heeft, die geheel tot S behoort, d.w.z. als bij ieder punt (a.,b) 

in S een get al ~. > O bestaat, zodat uit Ix-a I< A en ly-b I< \ volgt., dat 
(x,y) in S ligt. Een open verzameling heet ook wel een gebied. 

Het voordeel van open verzamelingen blijkt uit de volgende eigenschap_ 
Als een continue functie gedefinieerd is in een open verzameling en 

deze functie wordt uitgebreid tot een grotere verzameling, dan blijft de 
functie in de oude verzameling continu. Precieser uitgedrukt: 
(13,1) Als f(x,y) een continue functie is, gedefinieerd in een gebied Gen 
g(x,y) is een functie, gedefinieerd in een verzameling S, die G omvat, 
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dusdanig dat voor alle (x,y) in G geldt g(x,y) = f(x,y), dan is g(x,y) in 

de punten van G continu. 

Opgave 87. Bewijs (13.1) 
Als Seen verzameling van punten (x,y) is, noemen we de E.§E£. van S d~ 

verzameling R bestaande uit die punten, waarvoor geldt, dat in iedere om­
geving van zo'n punt zowel punten liggen, die wel tot S behoren als punte~ 

die niet tot S behoren. Als Seen gebied is, hebben Ren S geen punten 

gemeen. 
Een voorbeeld van een gebied is de ver 

zameling der punten (x,y), waarvoor 

geldt x2 + y2 <. 1 ( inwendige van de 

cirkel met middelpunt Oen straal 1). 
De rand van dit gebied is de cirkel 

zelf (x2 + y2 = 1). 

bestaat zodat voor ieder punt (x,y) 

Een verzameling S van punten (x,y) 
heet begrensd als er een getal K > 0 

in S geldt !xi~ K en I yl ~ K. Meet-

kundig betekent dit dat Sin een vierkant in te sluiten is. 
De volgende twee voorwaarden voor een begrensd gebied G met rand R 

noemen we samen de voorwaarde Ax: 

1° voor ieder getal c geldt hetzij dater geen getallen x zijn, zodat (x,c: 
in G ligt, hetzij dat de verzameling der getallen x waarvoor (x,c) in G 

11,jt uit een eindig aantal begrensde open intervallen bestaat; 
2° voor ieder getal c geldt hetzij dater geen getallen x zijn, zodat 

(x,c) in R ligt, hetzij dat de verzameling der getallen x waarvoor (x,c) 
in R ligt uit een eindig aantal punten bestaat; voor een eindig aantal ge­

tallen c behoeft deze voorwaarde niet vervuld te zijn. 
-· - - -· - - - - - - - Meetkundig betekent de voorwaarde Ax, 

/'""" ..... \ dat iedere rechte evenwijdig met de x-E 

------~(,~-\:_-~;7!)_•£~_:·_---_-_- het gebied G hetzij in het geheel niet 
~ ,_ ~ snijdt hetzij volgens eindig veel lijn-

stukken snijdt, verder dat een derge­

lijke rechte de rand R hetzij in het 

x geheel niet enijdt, hetzij volgens een 

eindig aantal punt.en snijdt. Dat op deze laatste voorwaarde een eindig aan­

tal uitzonderingen toegelaten wordt, 

~7-;-.-----
G rr 
{! 

--x 

geschiedt om een gebied als hiernaast 

is afgebeeld onder de voorwaarde te 

vangen. 
Geheel aanloog met de voorwaarde Ax 

wordt een voorwaarde Ay gedefinieerd 

door x en y van rol te laten verwis­

selen; meetkundig heeft deze voorwaarde 
dus betrekking op rechte "}-'l.jner. 1:;venwijdig met de Y-as, 
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We zullen gebieden~ die aan de voorwaarden Ax en/of Ay voldoen nu ge­

bruiken om integralen te defini~ren. We behandelen eerst echter enige voor 

bereidende hulpstellingen. 

We hebben vroeger bewezen (5.6), dat een begrensde continue functie 
(van een vcranderlijke) die gedefinieerd is op een begrensd open interval, 

integreerbaar is. Deze stelling blijft juist als er een eindig aantal ar­

gumentwaarden is, waarvoor de functie niet continu is; dit is eenvoudig 
na te gaan. 

(13.2) Als f(x,y) een functie is, gedefinieerd in een verzameling Sen als 

c, u: en p getallen zijn, dusdanig dat voor alle x met c,< ~ x ~ J3 geldt, dai 

het punt (x,c) in S ligt en dat de functie in dat punt continu is., dan is 

er bij iedere c > O een o" > O zodat ui t I y-c I < 6 volgt, dat 
jr(x,y) - f(x,c)/< €. voor alle x in[e<.,11)], waarvoor geldt dat (x,y) in S 

ligt. 

Bewijs: Veronderstel dat de stelling onjuist is, d.w.z. dater een 

£. 1 > O bes ta at, zodat voor iedere J' > O een x in [O( ,p] en een y met 

!y-cl< ()is, zodat (x,y) in S ligt en!r(x.,y) - f(x,c)I ~ E 1 is. Verdeel 

[ex., pJ in twee gelijke intervallen [ ex ,½(ex +fa LJ en [½(ex +/3 L fa], dan 

'j 
geldt voor minstens een van beide in-

tervallen bovenstaande bewering over 

E 1 ( met [ f)(., p] vervangen door dat 

interval) . Noem zo 'n interval [ 0<'1 , /3 ,,] . 
Verdeel dit interval weer in twee ge-
lijke intervallen en noem een interval 

.X waarvoor bovenstaande bewering geldt 

[ CX'.2 , 10 2 J enz. Zo kri jgen we een ri j intervallen [ 0( n-' /3 nj :; die inkrimpen 
tot een get al ~ , zodat geldt lim CX = S en lim An = ~ ( zie voor 

n--=> oo n n~ co;-

een analoog pro cede het bewi j s van ( 3 .13)) . Daar ~ in [ o<., /3] ligt is de 

functie f in het punt ( % , c) con ti nu., dus is er een d\ > 0 zodat ui t 
1x- ~ j <c.\., /y-c I< J 1 en (x.,y) in S volgt I f(x,y) - f( ~,c)I < ½ s1. 

Verder is er een n zodat voor iedere x in [ ex , j3 nJ geldt Ix- ~ I< J 1 . Er 
is dan een dergelijke x en een y met ly-cl < f 1 zodat (x,y) in S ligt en 

\ f ( x, y) - f ( x » c) j ~ E 1 is . Er g e 1 d t d an E 1 ~ I f ( x., y) - f ( x, c) I ~ 
~ I f(x,y) - f(s_,c)I + !r(E;,c) - f(x,c)j < ½€1 + ½E.'1 = E.-1' hetgeen 
een tegenstrijdigheid is. Daarmee is de stelling bewezen. 

Stel nu dat f(x.,y) een begrensde continue functie is., gedefinieerd in 
een begrensd gebied G, dat aan de voorwaarde Ax voldoet. Voor ieder getal 

c, dusdanig dat de rechte y = c iets met G gemeen heeft., geldt dan dat de 

functie van een veranderlijke f(x.,c) op een stelsel van eindig veel be­

grensde intervallen gedefiniaerd en continu is, dus integreerbaar is in elk 

dezer intervallen. Noemen wij de som der integralen over deze intervallen 

F(c) en stellen we F(c) = 0 als de rechte y = c niets met G gemeen heeft, 

dan bewijzen we dat F(y) een continue functie van y is, behalve eventueel 
in die argumentwaarden waar 2° van voorwaarde Ax niet vervuld is. 



Cm dit te bewijzen voeren we een nieuwe functie g(x,y) in. Omdat G 

Jegrensd isJ 1s er een getal K > o zodat voor alle punten (x,y) in G geldt 

Ix i < K en I ~r I < K. De functie g(x, y) is nu gedefinieerd in het ge J •. ed H 

bestaande uit alle punten (x,y) met lxl <Ken lyl < K (vierkant). en wel 

is g(xJy) = f(x,y) vonr alle (x;y) in Gen g(x,y) = O voor alle (x.y)J die 

ef (o,k) wel in H, maar niet in G liggen Nu 

( . ) 
- '1,C1 : 

zeldt dus dat g(x,c) continu 

is g(x,y) cont_inu in alle punten van 

G3 maar ook in alle punten van H die 

niet in Gen niet in de rand R van G 

llggen, want bij een dergeliJk punt 

is een omgeving te vinden, die geen 

punten van G bevat en waarbinnen de 

functie g dus identiek nul is. Voor 

een getal c, dat geen uitzonderings­

getalvan 2° van vo~rwaarde Ax is, 

is voor -K < x < K behalve eventueel in een 

eindig aantal argumentwaarden, corresponderende met de snijpunten van y=c 

,,,et R, Laat dit de getallen 't;1 ,, •. ,~k zijn, Omdat f(x,y) begrensd is, is 

er een get al L > O zodat !r(x,y) I ~ L voor alle (x,y) in G; dan geldt ook 

lg(x.,y)I ~ L voor alle (x;y) in H Als E. > O, noem dan 

71_ = min(8(k~2)L' ~( ~1+K), ~(~2-S1), '· ., J(~k-'sk_), ~(K- ~k))' 

o~, elk der (k+1) intervallen [-K+-'1_, E;1-rrzl [~1+~, ~2--'rl], · -

, [Ei:k-1-l-"Z) ~k- nz], [f;k+"7,K-~1 is g(x_.c) voor X in zo 1 n interval con-

tinu, Volgens (13,2) bestaat er bij elk interval 

1 y-c I < J j en x in dat interval volgt / g(x, y) -

K 

tl/1/ll'ffl_!J_ ______ J!l.!14, 

ik"'l t1r tt"'l K-1 k 

een J. > 0 zodat uit 
JI r g(x,c) <J:fK 

We splitsen nu de integra2l / (g(x.,y) - g(x.,c)) dx in een aantal stukken 

-K 
Voor de (k+2) stukken behorende bij (-K.,-K+-'7), (~ 1-"7,~ 1+1),, , 

• • , ( ~ k: - "7 , ~ k + 1 L ( K- L , K) g e 1 d t I j ( g ( x, y) - g ( x , c ) ) dx j ~ 

~_/lg(x,y)! dx +/I g(x,c)I dx ~ 411 ~ 2 (f+2) ; voor deze stukken samen 

c1us ~ j E . Voor de andere s tukken samen geldt, als j y-c j < min( 0 1' , .. ~ 6 k+1 ), 

dat \_/( g(x, y) - g(x, c)) dx ! < ,&2K = ½ [. . Dus als I y-c I< d , geldt 

K K I j (g(xJy) - g(x,c) )dx t < €, dus de functie G(y) = f g(x,y)dx is con-

-K -K 
tinu inc, Het is echter duidelijk dat G(y) = F(y). Omdat F(y) continu is, 

eventueel met uitzondering van een eindig aantal argumentwaarden, bestaat 



K 

.J F(y)dy. We noemen dit resultaat de herhaalde integrael ff f(x;y)dxdy, 

-K 
uitgestrekt over het gebied G. Het is duidelijk dat de keuze van Kin het 

resultaat geen rol speelt, daar de functie g buiten G toch gelijk aan nul 

gekozen wordt. 

Als Gook aan voorwaarde Ay voldoet kunnen we O("lk de herhaalde inte-

graa1f/ f(x,y)dydx.9 uitgestrekt over GJ bepalen. We gaan nu na in hoe­
verre de beide herhaalde integralen aan elkaar gelijk zijn. We beschouwen 

daartoe eerst het eenvoudige geval, dat f(x,y) gedefinieerd en continu 

d -- -- -- ~-------~ 
1_/ 
{ 

-----------, 

,c, - - - - - , _______ _,__ __ , 

a X 

is in het inwendige en de rand van een 

rechthoek: a ~ x ~ b, c ~ y ~ d. Nemen 
we een punt (X,Y) in deze verzameling 

dan zijn de herhaalde integralen 

Y X X Y 

j j f(x,y)dxdy en/ / f(x, y)dydx 
c a a c 
gedefinieerd. We noemen ter afkorting 

y 

j f(x,y)dy :;: F(x,Y); er geldt dan 

C 

d F( x, Y) _ ( ) . ( ) " ~-y - f X 5 Y . Uit 13,2 volgt nu, dater bij iedere e> 0 een O > 0 

is zodat uit IY-Y1<o, a~ x ~b enc~ y~d volgt dat tr(x.9y) - f(x,Y)I< 
e I I ~-< b-a. Als nu O < h < d lS en c ~ Y+h ~ d, dan geldt 
b b b 

~ (j F(x,Y+h)dx - j F(x,Y)dx) = j F(x,Y+h) h F(x,Y) dx = 
a a a 

b 

= j f(x,Y+i9h)dx met O < "uo...<1 (ffkan van x afhangen) en verder 

a 

j Y+-&·h-Y I = #I h I< J, dus j f(x, Y+lfh) - f(x, Y)j < b~a' dus 
b b b 

/ j f (x, Y+-&-h) dx - j f (x, Y) dx t < £ Hierui t volgt l y j F(x, Y) dx = 
a a a 

b b 

= j f(x,Y)dx" Aangezien F(x,c) = 0 en dus jF(xJc)dx == O, geldt 
a a 

b 

j F(x, Y)dx 
a 

d b 

y 

=J 
C 

b J f(x, Y)dxdy 
a 

= .J J f(x, y) dxdy. 
C a 

en hieruit 

b 

volgt / 
a 

d 

j f(x,y)dydx = 
C 

Om van dit speciale geval tot het algemene geval te komen, beschou-



wen we eerst het volgende. Als het gebied G waarover de herhaalde inte­

graal uitgestrekt wordtJ ingesloten is in een rechthoek met zijden even­

wijdig aan de co6rdinaatassen, verdelen we deze rechthoek in een aantal 

kleinere rechthoeken door rechte lij­

nen evenwijdig met de cot5rdinaat­

assen. Vervolgens voeren we de intc­

gratie uit over het gedeelte van G 

dat binnen ~~n van deze rechthoeken 

ligt. Doen we dit voor elke derge-

X lijke rechthoek, dan is de som van de 

aldus verkregen integralen gelijk 

aan de integraal over het gehele gebied. Dit volgt direct uit stelling 

(5.5) over de verdeling van een interval bij gewone (enkelvoudige) inte­
gralen. 

Als een rechthoek bepaald wordt door p _:::; x ~. q en r ~ y ~ s dan heet 

(q-p)(s-r) de oppervlakte van de rechthoek. Als Jr(xJy)\ ~Len f(x,y) 

wordt ge!ntegreerd over een gebied binnen zo'n rechthoek dan is de her­

haalde integraal ~ L (q-p) (s-r). Dit volgt direct uit (5.3). 

Q 

p 

Als in een rechthoek een punt P l!gt 

dat tot G behoort en een punt Q dat 

niet tot G behoort, dan ligt er een 

punt in 1 dat tot de rand van G be­

hoort en wel is een dergelijk punt 

te vinden op het lijnstuk dat Pen Q 

verbindt. Als P = (p 1 ,p2), Q = (q1 ,q2 ), dan beschouwen we de punten 

X(A) = (P 1+/\(q 1-p1), p 2+\(q2-p2)) met 0~ A ~1 (deze punten liggen 

alle binnen de rechthoek) en nemen de bovenste grens j-1, van die waarden A J 

waarvoor X( ) ) tot G behoort. Omdat G open is, behoort X(J..,L) niet tot G; 

ui t de defini tie van fL volgt dat er in iedere omgeving van X(j...1..) punten 

liggen, die wel tot G behoren. Dus is X(J--L) een randpunt van G. 
Voor de rechthoeken van de verdeling., die, met inbegrip van hun rand, 

geheel binnen G liggen hebben we hierboven bewezen dat de beide herhaalde 

integralen gelijk zijn; voor de rechthoeken die geen punten van G bevatten., 

zijn beide herhaalde integralen nul en dus ook aan elkaar gelijk. Er blij­

ven dan nog rechthoeken over die punten binnen Gen punten buiten G beva~­

tenJ en dus punten van de rand R van G bevatten. 

We leggen nu aan de rand van Geen nieuwe voorwaarde op. 

We zeggen dat een begrensd gebied G met rand R aan de voorwaarde B 

voldoet als het volgende geldt: Er zijn eindig veel verzamelingen ( nkror;-,;r.cn 11 

K bestaande uit de punten (x,y) waarvoor geldt y =yJ(x), waarin <J) een 
continue functie is en x een begrensd interval doorloopt, of bestaande u_j_t 

de punten (x,y), waarvoor geldt x =W(y), waarin f een continue functie is 
I . 

en y een begrensd interval doorloopt, dusdanig dat ieder punt van R in min-

stens 6~n der verzamelingen K ligt. 



We zeggen dat een begrensd ge0ied G met rand R aan de voorwaarde C 

voldoet, als het aan de voorwaarden Ax, Ay en B voldoet. We veronderstel­

lEn nu dat di t voor het gebied G het geval is. Laat k het aantal krommer.. 

in voorwaarde B zi jn en E. een get al > 0. Stel verder I f (x, y) I < L Be­

schouw een van de krommen K, be)aald door· y = 'jJ (x), waarbij x het inter--

val (p,q) doorloopt. Omdat <p (x) co:1-

tinu is, is fj}(x) integreerbac,r; vol­
gens (5.2) en de overeenkomstige stel­

ling over benedensommen is er een 
" o > O te vinden, zodat voor een ver-

del ing van het interval (p,q) met dia­
-....-------....._ __ .....___, _ _...., __ ..____ X meter< J het verschil van de boven--

f· 1, en benedensom kleiner is dan J1 . 

Dit betekent (zie figuur), dat K ingesloten wordt in een eindig aantal 

rechthoekjes, waarvan de som van de oppervlakken gelijk is aan 2tL. Maker1 
we de verticale zijden van de rechthoekjes nog twee maal zo groot, dan 

J kunnen we zelfs bereiken dat de randen van de rechthoekjes ni~smet Kg~-
t= 

rneen hebben; de totale sorn wordt dan 2kL' Op analoge wijze gaan we te 
werk als x een functie van y is. Doen we dit nu voor alle krommen en ge­

bruiken we alle zo verkregen horizontale en verticale lijnen voor een vcr­

deling van een G omvattende rechthoek in kleinere rechthoeken, dan is~~ 

so~ van de oppervlakken van de rechthoeken die iets met de rand van G gc-
E £ rneen hebben~ k2kL-= 2L. De som van de herhaalde integralen over deze 

r0chthoeken is ~ f1 L = ~. Di t geldt voor beide soorten herhaalde integra -

len. In alle andere rechthoeken zijn beide soorten herhaalde integraler, 

gelijk. De beide soorten herhaalde integralen over het gehele gebied G v~r­

schillen dus minder dan €. Daar dit voor iedere ( > 0 geldt, zijn ze a8~ 

elkaar gelijk. 

Als Geen begrensd gebied is, dat aan voorwaarde C voldoet, heet de 
integraal over G van de functie, die constant= 1 is, de oppervlakte van G. 

Als voorbeeld zij gevraagd de oppervlakte t~bep~len van het inwen-
+R R2 -y2 +R -, 

dig\ van de cirkel x 2+y2 = R2 . Dit geeft _{ J.. dxdy = J 2 ~y?cJ:,= 

27T -R _ VR2-y2 -R 

-= J2R2 ( cos f ) 2a f = 1T R2 ; hierin is y = R sin tjJ gesteld, verder is 
1 -2,Tr 

j (cos :f) 2d':f = ½(sin tj> cos !f + JJ), 
Opgave 88. Bereken de integraal van x2 over 
x2;Y2=R2 

het inwendige van de cirk0 
h y 

Opgave 89_. 
b b 

Als a< c en f(x,y) continu is, bewijs dan dat ...;( jr(x,y)-JJ~ 
a a 

=j /r(x,y)dydx. 
a X 

Hoe ziet het integratiegebied er uit? 



Als f(x) een continue functie is, gedefinieerd in het interval (a,b) 

en f(x) ~ 0 voor alle x in (a,b) dan 

beschouwen we het gebied G begrensd 

a 

door de X-as, de rechte lijnen x=a en 

x=b en de grafiek van de functie. De 

herhaalde integraal // dydx uitge-

strekt over dit gebied is dan juist 

b 

gelijk aan j f(x)dx, Deze integraal 

a 

1s daarom op te vatten als de oppervlakte van dat gebied. Dit is in over­

eenstemming met de opmerking die we op blz. 38 bij de definitie van het 

be grip integraal gemaakt hebben. 

Een integratiegebied G wordt dikwijls als volgt gegeven. LaatrJ(x2y) 

een continue functie zijn, gedefinieerd voor alle punten (x, y) van het 

p]..atte vlak. Dan is de verzameling G der punten (x,y) ,waarvoor j(x,y) > 0, 

een open verzameling; voor de punt-en van de rand van G geldt '/ (x, y)=O, Een 

v-oorbeeld hiervan is het reeds eerder beschouwde cirkelgebied; de bijbe­

horende functie is 1-x2-y2 . 

Een belangrijk hulpmiddel om herhaalde integralen uit te rekenen is 

transformatie van veranderlijken. Laat x = (/J (u.,v), y =f(u,v) zijn, waar-
./ 

in. <jJ en f partieel differentieerbaar zijn met continue parti~le afge-

l e iden van de eerste orde; laat verder de functionaaldeterminant 

0 0 <ru_;.t;) ~ O zijn. Laat verder de hierdoor gegeven transformatie van pun­

ten (u,v) in punt.en (x 3 y) eeneenduidig zijn, d.w.z. laat uit 1/J(u1 ,v1 ) = 
= _s,o(u 2 ,v2 ) en lf (u1 ,v1 ) = lf (u2 ,v2 ) volgen dat u 1 = u 2 en v1 = v 2 . Laat 

verder met een gebied G in het u-v-vlak, dat aan voorwaarde C voldoet" een 

gebied G1 in het x-y-vlak corresponderen, dat ook aan voorwaarde C voldoet. 

La at ten slotte f (x, y) een continue functie zijn, gedefinieerd op G'.? dan 

gelatj/ f(x,y)dxdy =J/ f(u?(u,v),rl,(u,v))\ ~(( ,~) ldudv. 
G i G T I . ,_1 u, V 

We bewijzen deze stelling alleen voor het geval dat Geen rechthoek 

:Ls met zijden evenwijdig met de cocirdinaatassen, dat <JJ en Y,l binnen L_cte
1 

. 

I"' e chthoek en op de rand van de rechthoek gedefinieerd zijn en dat ·:-i 'v '/ 0 

d - - - -,------,----, 

C 

I 
1· 

a. a 

I 

: (I{. 
I 
l 



Omdat ~'{; ,/ O, is er een June tie/.) ( u;,' y), zodatf ( u, X(u,y)) = y en 

X(u,tj,;(u,v)) = v. Verder is ~~ = - otc-~-~)-1 . We splitsen de transfor­
matie in twee transformaties: u = u, y = tf (u, v) en x =y;{u, X (u, y)), Y=Y. 
De eerste transformatie geeft, voor const ante t1, y als monotone functie van 
v; y doorloopt dus een interval gelegen tussen tJ-1 (u,c) en lj; (u,d). Er komt 
dus een gebied H ingesloten door u=a, u=b, y =f(u,c) en y ={jl(u,d). Dit 
gebied voldoet dus aan de voorwaarde Ay. Beschouwen we de tweede transfor­
matie en houden we y constant, dan is x een functie van u en de afgeleide 
van x naar u 1s .2_'f) + 'i><p OX = o<p _ o(I) .1!.±..(.1±..)-1 = 

du' ?iv ~u Vu & v au o v 

= ( ~~ ;t - ~; %t> ( ~ t) -1 ,I O, dus x is een monotone continue functie 
van u. Verder wordt in het x-y-vlak het gebied G' door lijnen evenwijdig 
met de x-as volgens eindig veel intervallen gesneden; hetzelfde geldt dus 
ook in het u-y-vlak voor het gebied H. Op analoge wiJze ziet men in dat 
de voorwaarde voor de rand ook voor H geldt; H voldoet aan de voorwaarde 
Au. Dat Haan voorwaarde B voldoet is duidelijk; H voldoet dus aan voor­
waarde c. Nu geldt: 

// f(x,y)dxdy {/r(y?(u,X(u,y)),y)l ~~ ~t - ~~ ¥u/ l ~tl-1 dudy = 
G1 H 

=JI f(f(u,X(u,y)),y)I;~ ~~ - ~; ~ti !;t\-1 dydu = 
H 

=j/ f(<f (u, X(u,'f (u,v))), Y, (u,v)) I;~ !t -~ ¥ul 1~1-11 ~tlavdu = 
G 

=//r{!f(u,v),tf(u,v))\~~ ~t- ~~ ~ti dudv, 
G 

, waarmee de te bewijzen betrekking aangetoond is. 
Kiezen we bijvoorbeeld x = r cos <f , y = r sin f als transformatie-

0 ~ i cos'/ - r sin 'f = formules dan 1s ~x, Y = r. Met het inwendige van de 
r ,'jJ s in<p r cos :fJ 

2 2 2 cirkel x +y = R correspondeert dan O ~ r < R en O ~ <JJ < 27T. De opper-
27T R 

vlakte van de cirkel wordt// dxdy = / j rdrd <f = '1T R2. Aan dit voor-
0 0 

beeld zien we het voordeel, dat we ook in het algemene geval dikwijls 
uit transformatie van veranderlijken proberen te behalen: het integratie­
gebied wordt eenvoudiger en de integraal daardoor gemakkelijker uit te 
rekenen. 
Opgave 90. Bereken de oppervlakte van'het binnengebied van de ellips 
x2 2 
~ + ~ = 1. ( Aanwijzing: gebruik de transformatie x = a r cos <f , 
a b 
y = b r sin cp . ) 



Zander bewijs delen wij mede, dat de integraaltheorie, zoals d 

hierboven voor functies van twee veranderlijken is afgeleid, ana 

wijze voo~ functies v □n drie en meer verenderlijken kan warden behandeld. 

In het bijzonder geldt ook een analoge transformat1estell1ng, waarin ook 

nu weer de functionaaldeterminant o;Jtree . Bij drie veranderlijlrnn treedt 

nu de inhoud in plaats van de oppervlakte, 

Opgave 91. Bereken de inhoud van het inwendige van de bol x2+y2+z 2 = 

(J\anwijzing: pas de transformatie x == r cos(() cos#, y = r sin cp cos ?J., 
} ~ 

"' - ,c •0 i"n 1 9-, toe) 1,.:-.:..11..) t..-'."' 

O~gave 92. Bereken de oppervlakte van het gebied waarvoor geldt (x2+y2) 2+ 

- 2c 2 (x 2-y2 ) <Oen x > 0. 

0;:gave 93. Behandel opgave 88 opnieuw, nu met transformatie van verande·; -
lijken. 

Ooi;ave 94. Bewijs dat de transformatie x = c V ( 1+u) ( 1-v), y = c v;; met 

c > O een eeneenduidige transformatie tot stand brengt tussen de punten 

(u 1 v) die voldoen aan u > o, O < v < 1 en de punten (x,y) die voldoen aan 

x > O, y > O, Bereken met behulp van deze transformatie de integraal 

( ( \/(x 2 +y2-c 2 ) 2 + 4c 2y 2~xdy, uitgestrekt over het inwendige van de JJ . 2 2 
ellips x 2 + ½ = 1, waarbij geldt a 2-b 2 = c 2 en bi 0. 

a b b a 

Op gave 95, Bereken j / xexy dxdy. 

O 0 

We passen de verkregen integraaltheorie toe ter bepaling van de ooog­

lengte van krommen en van de oppervlakte van kromme oppervlakken. 

Laat f(x) een begrensde continu dlfferentieerbare functie zijn, gede­

finieerd op een interval (a,b); de grafiek van deze functie noemen we een 

vlakke kromme. We ma\{en nu een verdeling a = x0 < x1 < ... < xk = b van het 

interval (a,b). De afstand van de punten (x1,r(x1)) en (x1_1,f(x1_1 )) is 

dan volgens de stelling van Pythagoras gelijk aan 

V-(x.-x .,,) 2 + (f(x.) - f(x. 1 )) 2 . Tellen we deze afstanden op dan kriJgcn 
l l- 1 l l-

W€ de som van de lengten van een stel 

in de grafiek beschreven koorden; d1t 

k V 2 r,. 
woratz;=. (x1-x1_1) +(f(x1)-f(x1_1))~ 

1=1 
Volgens de middelwaardestelling van 

de differentiaalrekening is er nu 

a x, Xi X3 Xlf ,,(!. X een Si met xi-1 < ~1 < xi zodat 
k f(x,) - f(x11 ) = (x.-x11)f·(t.); 

--------~- - l - - l 
de som wordt dus L (x.-x. 1 ) ·V1 + f ('t:_.) . Verf:ij:lt men nu de verdeling 

i=1 l l- -l 

en laat men de diameter tot nul naderen> dan nadert deze som blijkbaar tot 
b 

j \) 1 + f · (x) 2 dx:, hetgeen de booglengte van de kromme genoemd wordt. Men 
a 



Elan 101 

b ----, 
schr-ijft wel y = f(x) en vindt dan ~( \/ 1 + y 12ax. 

a 
Neemt men b.v. de halve 

Y' - - ~~ . 2 .. en V1 + y 12 
R -X 

cirkel y = 

- R • 

\/ R2 - x 2 (-R < x < R), dan is 
R R . 

de booglengte wordt / - 2- 2dx= 
VR -x 

- , .r::: 2- 2 .i 
V R -x 

R 

= R arcs in ~ I =7TR. 

·-R 

-R 

2 Opgave 96. Bereken de booglengte van het gedeelte van de parabool y = x 

gelegen tussen x = 0 en x = ~-
Als een kromme gegeven is door x = f(t), y = g(t), waarin fen g con­

tinu differentieerbare functies zijn en f -/, O, dan kunnen we de omkeer­

functie h(x) van f( t) be:~alen; er geldt dan ~~ = ( ~{)- 1 . De kromme is d;:,n 

bepaald door y = g(h(x)) en y 1 = *~ = M(M-)-1 . Nu is/1/1 + y 12~x -

~ = j V1 + (1) 2 (~{)- 2 ~{ dt =/ V (~~) 2 + (~~) 2at. Laat b.v. een cirkel 
segeven zijn door x = R cost, y = R sin t dan is de booglengte van een 

t1 

gedeelte van de cirkel tussen t 0 en t 1 gelijl{ aan j \j(-R sin t) 2+(R cos t)dt= 

to 
= R(t 1-t0 ). 

Op analoge wijze kan men ook booglengte defini~ren van krommen, die 

in de ruimte gelegen zijn, We gaan daar niet op in. 

Als f(x, y) een totaal different1eerb2ire functie is met continue '..Jar­

tiele afgeleiden van de eerste ordej gedefinieerd in een gebied G, dat a8n 

de voorwaarde C voldoet, dan noemen we de verzameling der punten (x,y,z) in 

de ruimte, waarvoor geldt z = f(x,y) een oppervlak in de ruimte. We nemen 

(f 

ri-71 {+-,I; 
I I j I 

I I i I 

/

.)._,_' --'--,I ;--,---'-' ---- - . - X 
l ' 

I I !!.'x : 

~y 
/ a 

een rechthoekje met zijden evenwijdig 

met de assen in het OXY-vlak en een 

punt ( ~ , 'l/_ ) daarbinnen. We benaderen 

het oppervlak door z = f ( S, "(_) + 

+ 0 f ( % ~ :2 ) ( X - ~ ) + of ( ~ ~ '77 ) ( Y-'?) ; 

dat is een stukje plat~ak (raakvlak). 

Noem ter afkorting Of( f:. ~ 7Z) = p == ax 
-- tgc< en of( ~y:]) = q = tgf>y • Er komt nu een parallelogram. Laat het 

rechthoekje zijden ~ x en 6 y hebben, dan zijn de zijden van het parallelo­
gram blij1<:baar .6 x en b. ¾ ; immers de hoek die zo' n zijde met de over-cos o<. cos f.J 

eenkomstige zijde van de rechthoek maal{t is o<. resp. fa . We moeten nu nog 

de hoek fl tussen twee zijden van het _ c~ ,.llelogram hebben. Daarvoor ge1ct~ 

cos ({) = sin OC sin P-> . Di t is met behulp van enige s tereometrie als volgt 

in te zien ( zie fig~ur). Zet OP 1 en OP 2 ter lengte 1 af. Dan is P 1P~ = 
= 2 2 ( 2 OP 1 + OP 2 - 2 OP 1 . OP 2 cos Cf = 2 1 - cos 'f ) ; verder is P 1P 2 = 

= ( s in A - s in o< ) 2 + ( cos 0( ) 2 + ( cos /3 ) 2 = 2 ( 1 - 2 s in c,.:::__ sin r;; ). 



I 

_JA/11.;,, 
I 
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Hieruit volgt cos <f = sin 0( sin.J3. 
De oppervlakte van het parallelogram 

is dus c~s~ c~s~ V1-{sin o< s1nJJ)2~ 

. V 2 =D.x~y 1+(tgo<) 2+(tgp) = 

=/Jx6.y\li+p2+q 2 • Dit tellen we nu 

op over een verdeling van het OXY-
! vlak in rechthoekjes. Bij verfijning 

van de verdeling naderthet blijkbaar totj/0 + (~~) 2 + (;~) 2dxdy, het­
geen we de oppervlalde van het oppervlak noemen. 

Nemen we b. v. de halve bol z = V R2-x2 -y2, dan is ~ ~ = VR2 -2 ;2. en 
-x -y 

oz -y J;(j R 0 y = 1 ;:::-2- 2 2., en de oppervlakte dus _ 24 2 dxdy = 
V rt -x -Y V R -x -y 

27T R 

= R / J r~z= 27TR2. 
-o O R -r 

Einde van de cursus. 



Elan 103 

t 14. Reeks en ( vervolg,) . 
Een reeks heet voorwaardelj_Jk convergent als hij convergent, 1maar 

$:-"?. (-1)n- . 
niet absoluut convergent 1s. Een voorbeeld 1s c-;e reeks /:'..- n , die 

n=1 
convergent is met log 2 als som, maar niet absoluut convergent, want r ~ is divergent. De tot nu toe behandelde convergentiekenme:rken lever'-

den steeds absolute convergent1e en ziJn dus op voorwaardelijk convergen­

te reeksen niet van toepassing. Een der hulpmiddelen om convergentie van 

voorwaardelijk convergente reeksen aan te tonen is part1~le sommat1e. 
(4 )( ) A ,;;_-· d 1 .1 NPartiele ~~~matie , Als anen bn r 1.jen z-i_jn en n = kf"l ak, an 

-:-·--~-

g e 1 d t ; a b = L A ( b - b "' ) + ANbN . 
n'-;"1 n n n='1 n n n+ 1 

N 
1 geldt an 

(fl, -A "')b n n- 1 n 

=A-A 1 ; verder is 
n n- N 

= A,1 b1 + L A b 
1 n=:: 2 n n 

Als nu de r11 A beg:rensd is en als de r1J· b antitoon en be 0 rensd u n n t ... 

is, dan is de reeks ;[__ An ( b11 -bn+"1) absoluut convnergent, want I An I _:; C, 
n n 

bn ? b, bn-bn+1-!- 0, rJus l{~1 i Al{(bk··bl{+1)\ $ C k~ (bk-bk+1) = 

= C(b 1-bn+'1) ~ C(b1-b) J waaruit de conver;/entie volgt (zie opgave : .. 7). 
n 

Opgave 97. Als an ) 0 en als L_ a1.,:: begrensd is.~ dan is de reeks 2__. an 
k=1 n 

convergent. Bewijs dit. 

Om te bewerkstelligen. dat ANbN convergeert, moeten we er noe wat 

biJ eisen, b.v. dat AN convergeert (dat bN convergeert, volgt al uit de 
vroegere eisen), of dat AN begrensd is en bN naar nul convergeert, Dlt 
geeft de volgende criteria: 

(14.2) (Convergentiecriterium van Abel). Als s;z-
L- 8 n 

:Ls antitoon en begrensd. dan convenreert ~ a fl, 

convergeert en b n 

, ~ '--· n "' n · n 
(14.3) (Convergentiecriterium van Dirichlet), Aln 

bn is antitoon en convergent met limiet nul, dan 

Een reel-<:s "'>-- c heet al ternerend~ als voor ti- n 

n 
~ ak begrensd i::i en 

k=1 
convergeert L .. anbn .. 

n 
iedere n geldt: 

als en) 01 dan cn+'1 < 0 en als en< o. dan cn+1 ) O. De termen zijn dus 
afwtsselend positief en ne[;atief. We kunnen c\an., al naar gelang c 1 < o 
of c 1 > 0 1 is 9 schr:LJven c = (-1)n!c \of~ = (-1)n+1 1c \. We behande-n l n, ·n In 
len verder het eerste van deze twee gevallen; het tweede gaat analoog. 

Kiezen we nu a = (-1)n en b == I c \, dan is A = ~ a = (-1)n··•1 ( n n n n !.'- k 2 ga 
k=1 

dat zelf na).· dus -1 ~ An $0, dus An is begrensd. Als dus \en\ antitoon 
is en naar nul convergeert, levert het criterium van Dirichlet ans, dat 



n (_x, 

T en conve-rgent is. Noem dan ""> c == C en -Y__ c 
.,._ L- k n l{ 
n k==:1 lc~=1 

- C. Als C > o, dan 
2k n 

e:eldt voor J.eder natuur·l1,:il<: getal k, clat C +01 • = C n c.-.. n 
+ -;;:-- C = 

,L. n+J· 
J ==1 k k 

= C + -~)- . ( c + c ) - C ,J. ~- ( ·- \ c \ n ,c_ ;n+2J. _-1 ··n+2,J. -- n ' _L- n+2,J. --1 . . j=1 I J=1 + \ cn+2j \) ~-en· 
Hierui t vol gt C ~ C ,. Als c < O :- dnn gelc":t voo:i' ieder natuurlijl-c get al 

n k n k 
lr :- cl c~l i-- (.,' +-1 k ::.:: C + ~) ( C + ~ . ,1 + C ~ , ) = C -:- s:;:-- ( !I C ~ ,1 \ - \ C - "\'I.. '"-· ~ n c. n ,---1 n -c:,1- 1 n+cJ n ,J~=;.i . n+c.j- 1 , n+c::,J 1,-:➔ 

,)= , I 

dus C ~ C . Dit levcrt ans de vol2ende stelling: . ., n 
( ConvergentiecPiter1urn van Leibniz). A:L:::.; > .. c alternerend is, , __ n 

n 
en als 1 en\ antitoon en convergent ;-,1et lim:Let nuJ. is, dan is L- en 

n 
conver½ent. Bovend1en ~eldt 1 dat. als C de oarti~le sommen en C de som e: ,__ • - n .. 
vi.m L c 11 voorstellen, dDt uit en.> 0 vol:it en-~ C en u1t en< O volr-t 

n 

•,· .. ) 

De parti~le sommen zijn dua beurtelings ~Toter en kleiner dan de 

Met ( 14, 4) kan opnieuw c;e conver:3entie von L.- ( --~) n a,~ngetooncl 

COD nx 
n 

n 

Voor welke waarden van x zijn de reekscn 

converE:,ent? 

sin nx --- ,;n n 

Een reeks L. bn heet een yerschikking vEm d.e reeks L an, als er 
n n 

-.,,::n eeneenduidige afbec,lding <f (n) van de verzamcling der natuurliJke 

~,,ctallen op_ zicl1zel.f be:::taat, zodat bn == a(J)(n) .. DJ.t betekent dusJ dat 

c!e reeks 2 b dezelfde termen bevat als ')"" a ;, maar eventueel in een n 11 tr-·· n 
anderE vol~orde, Het :i.: duicJ.eliJ'k dat dan -..:-·· a ook een verschikl{inf:c, 1s - ~ n -n 
van ~- ,:;• ( an 

n n 
= b 'Y ( n ) rn e t Cr' ( 't' ( n ) ) = n en -~- ( <\,. ( n ) ) = n ) • 

(14,5) Ah, :[: 
n 

an absoluut convergent is en als L bn een verschikkin, 
n 

i~, van 1-.=. a11 ; dan 
n 

is dezclfdc als de 

is ~ b ook absoluut 
n n 

sorn van -.:;:;_ a . 4- n· 
n 

convergent en de som van ~ b 
.L n 
n 

BEwijs: Bij :E . .> O lS; we.gens de absolute convergentie van z... an; 
;;::-., n 

ccn N1 te vinden~ zodat voor n .'> N1 r-;eldt ,-- 1 al. 1 < J; E • Als A de som 
~ L-- 1 {' ' - -

k=n+1 n 
van L a is, is er een N2 te vinden, zodat voor n) Nr, gslc1t \t~-· L ak l~ 

n n r.. k=-1 · · 

< -I;- F: .• Laat nu bn = a'-dn) en an = b'1/(n) zijn. Noem N ::c:: rrw:c (N1;N2 )+1 en 
M het grootste der getallen '-f(1), j(2),, .. ; t(I'-J). Onder cle getallen 

~1 , .•• ,bM komen dan de getallen a 1 ; .•• ,aN voor. Voor n) M geldt dan 

·L bn is convergent met som A, 
n 
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Om te bewijzen dat ~ b zelfs absoluut convergent is, bedenken we, dat 
n n 

1:.. lb I ook een verschikking van LI a \ is; p,:)Ssen we hiero1) het reeds 
n n n n 

bewezen gedeel te van de stell in~, toe, dan vinden we dat L. 'tn \ con-

vergeert, dus dat ~ b absoluut convergeert. n L. n n 
Voor voorwaardeliJk convergEnte recksen t€ldt (14,5) niet; zelfs 

geldt daarvoor de volgende stell1ng: 

(14.6) (Stelling van Riemann). Bij e~n voorwaa1riclijk convergente reeks 

"£_ a0 is een vE::rschilrking te vinden., die d:Lver-geert en is bij iede: 
n 

rE~el getal 6 een verschiklnng te vinden, d1e convergeert met som 6". 

Bewijs: We beperken ons gemakshalve b1J het bewijs tot het geval, 

dat an~ O voor alle n. Stel bn = J(an + I en\) en en= ½(an - \an\), 

dan is an = bn+cn, bn ~ o en en ~ o. Verder geJ.dt voor an) O, dat 

bn = an en cn=O en voor an< O, dat bn =Oen en= an. De termen i O 

van de reeksen "E_ bn en L- c zijn juist de positieve, resp. negat1c-
n n n 

ve termen van f an, elk eenmaal geteld. Omdat i an convergent is 

>::·n 'f \an\ divergent is, zj_jn ~. bn 1.:;n ~ en be1.de divergent. Omdcit 

~ b divergent is en b ~ O is er 'bij iederc C en iedere natuurl1,ike Ln n n ,.... m 

n een natuurlijk getal m te vinden zodat ~- b 1, :> C, want als dat nJet 
k=n " 

zo was zouden de partiele sommen van L. b bep, ensd n .. 
n 

convergent (zie opgave 31). Op analoge wiJZd zien 

zijn en clus ~ bn 
n 

we in, dater bij iede-

re C en iedere natuurlijke n een natuurlij1-C 2,etsl M te vinden is zodat 
M 
> ck < C. Laat nu c:5' een willekeurig reUel getal zijn. Be;aal eerst 

k=n 
m1 als het kleinste natuurlijke getal, zodat 

~ L bk > c..'>#f , vervolgens 
1c=1 
M1 

M1 als het kleinete natuurllJke getal zodat ? 
k=1 

gens m2 als het kleinste natuurlijke getal 

M1 

> ~ -

- ·2.__ ck, vervolgens M2 als het kle1nste natuu:rl1Jkc getal zodat 
k=1 

m M m2 
< G"'- f bk - £ ck - .,,-- bi , enz. Laat d1 , .•• , dh de element en 

k=1 k=1 l{~ c '1 
~ O uit b 1, .•• ,b zijn; dh +1, .•• ,a8 de elementen ~ O uit c 1, .•• ,cM; 

m1 'l '1 1 
dH +1 , .•• ,dh de elementen ~ O uit bm +1,, •• ;bm J dh +1 , .•• ,dH de ele-

1 2 '1 2 2 2 
menten ~ O uit cM +1, .••• cM enz. Het is duideliJk, dat de reeks 

1 2 
een verschikldng is van de :reeks ~ an. Omdat ~-

n n 

~ an 
n 

an convergent is, geldt 
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lim an = O; bij e.) 0 is en dus Een N tc VJ.nden zodat voo-:.· n :> N 
n -·7 oo 
f,.eldt I an\ < F.. , maar dan ook f bn \ < c. en \ en I < £. , Jmmers \ bn \ " \ an I 
en \ cnl ~ \an\. Kies nu c:E:n k zoclst mlc > N E:n Mk) N. Als nu r.1 > Hk is, 

clan is er hetzij een r ~ k zodat Hr~ m ~ hr+'1··1, hetzij eenmr ~ k zo­

dat hr ~ m -~ Hr-1. In het ef rs t c van cc ze twee gevallen is :[:, d J .~ 
hr+'1-1 mr+'1-1 Mr m Hr J=1 

$ ~J d J = 2....J=~ b + ·r C. ~ r--' en L. d. ~ L d. = 
~ = I J ,J==1 J j='J .J j=1 J 

m M m M -1 r r r r 
= ~ b. + ~ C = .f=i b + :C C + CM ) G' .. L In het tweedC; geval 

,] L._ J J J=1 j j::: 1 r· 
m 

bewijst men op analogc w1Jze daL 

m GO 

o.J, ·.:--- cl <' c/ •:· f. • In be1de gevall(n "L . .J -
J=1 

is dus \ G-' - ;· d . \ < ,;;. . Dus L 
j~ J. ' '- j=1 

d = .;: . Door een analoge rsdcnen.ng 
J 

kan een verschikking van de reE:ks L., a gevonc}cn worden die divergeert. 
n n 

Het in het bov0nstaande bewijs gebruikte verschikkingsproc~d~ kan 

als volgt in woorden geformuleerd warden. We nemen eerst zoveel posi-

t ieve termen van de re elm J dat we met de ))art 1~ le som net boven er u 1 t 

ko:nen, vervolgens zoveel negatievc termen; dat we met de partHHe ;:io;r1 

van alle reeds gekozcn termen n~t ender:~ u1t kornen, vervolgens weer 

~oveel positieve termenJ dat we met de parti~le som van alle reeds geko­

zen termen net boven 6' ui t komen, enz. 

r , ~ 1 1 1 1 1 1 1 1 
,i>Jgave 99. B<::wijs dat de reeks 1 ·· 2 - 1f + 3 ... b ·· B" + 5 - 10 - 12 + ... 
convergeert met½ log 2 als som. 

We gaan ui t van twee reeks en L a en ~ b met partH!le sommen 
n n n n n n 

An en Bn, gerekend van de index O af. Dan is A B = ) > a bk. Dit 
n n J=O l(=() J 

bcstaat dus uit alle producten a ;Jl met .i ~ n en k -~ n. We willen nu een 
cl { 

reeks vormcn met dez0 g~ootheden als tcrmen: h1crbij zullen we echter 

een afspraa~ moeten maken over de volgorde, waarin we ze zullen nemcn. 

Dczc afspraak ontlenen we aan een analogie met machtreeksen. Neem de 
..-· n n n J n k 

machtrceksen 2- anx en L bnx , clan is "E:' e x :z: bkx = 
n n J=O J k=O 

n 
== ~ .,,_ 

j=O 

n . +k n n+ j m n m 
_L aJ.bkxJ = ~ ~ aJbm-jx = E r-,-. ajbm-jxm + 
k=O j=O m=j m=O J=O 

2n 
+ L-

m=n+1 

m 

.L 
J=m-n 

m 
m .-a .b .x • Noemen we nu c = L aJbm-J' dan is cm de 

J m-J m J=O 
co~ffici~nt van xm in het product van de partitlc sommen van de twee 

machtrecksen, al thans als n ~ m. We noemen nu Z: 
n 

bn. Als L a en L bn convergeren, behoeft 
n n n 

en de productreeks van 

de reeksen Z:. a en L. 
n n n 

hun productreeks niet t~ convergeren. Hiervan geven we een voorbeeld. 
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a ~h = (-'1)n voor n ~ 0 dan n ~n log n r ~, 
zijn Z:: 

convergent (Leibniz). Verder is 

= n"7_? ( - '1 ) j 
,_ log j 

J=2 

( - '1 ) n ·- J ·- = - '1 n 
log (n-j) ( ) 

n-2 
a b . = 

j n-• J L. 
J=2 

n-•2 1 
L log J log ( n--j) · 

J=2 

n 

a ~b ,. = 
J n-J 

Opgave 100. Bewijs dat voor a> 
~ log x log ( 2a-x). 

2 
'1 en '1 (~ x ~. 2a-1 geldt ( log a) ? 

Omdat log j log (n-j) .s;: (log -~n) 2 ., ts\ en\~. n- 3 2 en d:Lt 

~ ( log Jn) 
~ + ,?Q als n -➔ o::i. Dus c is divergent. n n 

De gekozen volgorc'.e van de sommatie worclc echter toch gerecht-­

vaardigd door het feit dat, als de productreeks convergeert, de som 

het product is van de sommen der oorspronkeliJKe reeksen en dat de 

pr·oductreeks absoluut convergeert als be1de oorspronkelijke reeksen 

absoluut convergeren. Deze beide stellingen zullen we nu bewijzen 

Daartoe bevnjzen we eers;t een hulpstelling, n 
( 14 ) b = _.1_ s;:::-· d t . Als de rij a convergeert en n n-~1 ~ ak, an convergeer · 

n k=O 
de rij b n en li.m b n -::· c,, n Jim 

n ➔ C·O 
El n 

geval dat lim a =0. Bij t n -f <-.<o n > 0 Bewijs: We beschouwen eerst het 

i.s een N1 te vinden, zodat voor n) N 1 g e 1 d t I an i < -} t.. Verde r· is er 
N1 

1 ~ \ \ 1 een N2 te vindenJ zodat voor n ) N2 g,eldt n+1 1
~ ak < ·2 f Voo:r 

n .t-0 N 

n) max (N 1 ,N2) geldt dan \ b \ _,,,,. , n~ 
n-N 

1 -.- \ 1 _:'.j 
n+1 ~ 8 k\ = n+1 1t;o \8 kl + 

+ n11 k~ : 1 \ 8 k \ < ½ 
- 1 

1 l 
l + n+1 ·2 Dus l1m b :::::0, Als 

n -➔ en n 
lim a ::-=2i., 

n ---1> ..... ,., n · 
n n 

dan is lim (a -a)= 
n ··--:': c<i n 

Oen b -a n 
1 1 

= --1 ~ 8 k ·· n+-1 n + .L..-, 
k=O -

..,.-
2._. ak = 

k==O 

= +1 ,1 t (ak-a)~ dus li,m. (b -a)=OJ dus lun b ;;:: a. 
n I k-;,O n ··-;> o. n n ·➔ oo n 

Opgave 101, Toon aan dat het omeekeerde van (14.~) niet geldt met bc-
hulp van de r 1 j a == ( ··1) n. n 
(14.8) Als de productreeks van twee convergente reeksen convergent 1s 1 

is de som van de productreeks het product van de sommen van de twee 
oorspronkelijke reeksen. 

Bewi,is: Laat de ge 6even reeksen ---..,::-· 
a en -..::- b zijn met L-- n L-. n par-

n n 
ti~le sommen resp. An en B en sornmen resp. A en B Voor de product-nn n k n n 
reeks ."Z.- C geldt C = L ck -- ')" L. a b 1 . == E L ajbk-j n n -

n kc::O k=O j==O J ,(·· ,J 
j=O k=j 

n n-j n n N ...,.._ 
L L L. E = j?o a bk == a .B = a ,B Dan '.lS C = J k:=b j==O J n~-j 

j=O n-J J n=O n 
N n N N N N-J N 

= ) ~- a .B j ::::: ··~,. ,:;:,:--
an-jBj = ). . Bj -:::-· a '5:' BjAN-j n~ n-J ~ / L... - = j=O j=O ri~j J=O n°=0 n 

j~ 
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N N 
= A L BJ. + 

j=O 
B , ( AN . - ft. ) . 0 m d at de r i j B. 

J -J n 
N 

~ K voor alle n, Dus \ z._ 
n=O 

convergent 1s, is deze 

N 
r1.J begrensd: 

N 

C ·- A y:_ Bj l = n . O J = 

~: 
j=O 

j AJ-A \, Omdat .J~➔ l~ri I Aj-A \ = 

N 

o, is, we-

gens ( 14-. 7), ook 1 im _:}_1 N -~ Q') N+ 
,;:;-- l A -A \ - 0., dus 
j~ l j -

N N 
1 , ( 1 ""t'."'""2 C A 1 ~ 

im N+'1 -· n - N+1 {--N ·->c;;,,o n=O J=O 
Bj) = 0, 

N 
Wegens (14.7) is Nlim_ N11 L 

➔ e'\l + j=O 
B. = B., dus Nlim 

cl -➔ C,:l 

Nu bestaat Nl.!~c,..., CN; uit 
1 .Ji.. 

(14.7) volgt dan Nlim CN = 
·➔ on 

= Nl1m -N .., 2_ C == AB, waarmee 
...--::,,_)", + i n=O n 

(14.8) bewezen is. 

AB. 

(14.g) Als twee reeksen absoluut convergent ziJn., dan is hun product-

reeks ook absoluut convergent. 

Bewijs: Laat de reeks en ) .. 
n 

n n 

a en Y 
n -n 

m ';I( ;¥ '!t< L. tbki, ~ ~\aj\ en B = dan is AnBn = n k=O m~ J-
2n n n m 

+ 
~~-

2-= I a j I \bm-j\ L Z:,\a.j\ 2..- ....__ 

m=n+'1 j=m-n 
.-,_;;., m=O j=O· , 

productreeks ~ ..,--
b z1jn van L a en L en 

n n n n 
n 

en L lb L dan is lcn~ = \ ~ a b I< n1 m n-m , ,, 
n 

\ b \ + 
m--J 

2-. I b I . Laat en de 
'tn··J n 

7-' ',r: 
die L ~ a l (; van n . n 

n n 
n 

C .:¾ 
~l 8 ml l bn-m \ = en n 

n .¥;k -~ :t 
~ c 'f..,,. A. B , en d:L t i.s begrensc1 omdat A en B · beide convergeren, 
I- m :---.. n n n n 
m=O "" 
Dus is L c * convergent en een maJorant van L I en\, dus ~- en i::: 

n n n n 
absoluut convergent, 

Men kan zelfs bewiJzen, dat de productreeks van twee convergen-
, , 

te reeksen convergeert, als een van beide reeksen absoluut convergeert 

(stelling van Mertens). Wij zullen dit hier echter niet bewijzen. 
x1 x2 x1 +x 2 

Opgave 102. Bewijs met behulp van een productreeks date e = e 

We le1den nu nog enkele convergentiecriteria voor reeksen af. 

Hiertoe eerst een hulpstelling: 

(14.10) 

als :[ 
n 

dan J.S 

Als a en bn rijen zijn, n als an) Oen ~n) O voor alle n 1 

a 
bn divergent is en als lim (...:'.L _n_ -· ~) = c,1..,.., bestaat) 

n --➔ cr-.:i bn 8 n+1 n+'l t~ an convergent als ,.~ ) O en ~ an dtvergent als QL < O, 

Bewi js: Als ,·;;t... ;; O 1 dan is er een N zodat voor n ) N geldt 
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1 an 

bn 8 n+1 
n-1 

1 
- bn+1) 

J. . , 2 :.,._, 
a 

- n+-'1) dus b ; 
n+1 

n 
2_:-_ 8 k = 

k=N+2 

= ) __ Hieru1t volgt dat de parti~le 
k=N+1 

sommen van '2: an begrensd zijn; en; wegens an> OJ volgt hieruit dat 
_.. n 
2- a convergent is. Als o1-... < O, dan is er een N 
n n b 

zodat voor n > N 

bn+1 . 1 an 1 n+1 
geldt b -- - V- < o, dus an+1 > ~n an' 

n 8 n+1 n+1 
dus an+'1 > V- aN+'1 = 

N+1 
8 N+1 - ~-
b b +1 , dus L an is een majorant van L.. bn. Als .L-. an conver-

N+1 n n n n 
gent was, zou Y-. bn het ook zi Jn, dus z._ an is divergent. 

n n 
(14.11) (Convergentiecriterium van Ra!be) Als an een rij is, als 

an) O voor alle n en als lim n (__.!L - 1 - ,.J"') = O, dan is Z.: an 
n ➔ en an+'l n n 

convergent als •:.5' .> 1 en ~ an divergent als G" < 1. 

a 
Bewijs: rtlim (n _lL - n - 1) = r.r ... 1. De stelling volgt nu 

➔ o:, an+1 

uit (14.10) met b = 1. n n 

(14.12) (Convergent1ecriterium van Gauss) Als an een rij is) als 
a ., 1+ f 

a , O voor alle n en als (-1L - 1 - S:..) n ·' begrensd is voo:r een 
n ,, an+'1 n 

l ) O, dan is 'L an convergent als G' > 1 en c~ ,.vergent als rf ·-$ 1. 
n 

Bewijs: Voor rs'~ 1 volgt (14.12) direct u2t (14.11). We behoe­

ven dus slechts het geval cf= 1 te beschouwen Omdat lim 
n -➔ 00 

log n = 0 
nt 

a 1 
(7.9), is l1m (--n- - 1 - -)n 

n ➔ o:, an+'1 n 

a 
log n = 0, Nu J.S (-22_ 

an+'1 
- 1 - ~)n logn= 

a 1 
= n log n _J2_ - (n+1)log(n+1)+(n+1)log(1+ -) . Nu is 

an+1 n 

lim0 (1 + 1)log(1+x) = lim (1+x) log( 1+x) = 1.,, dus 
X -➔ X X -? 0 X a 

lim (n+1)log(1 + 1) = 1, dus 11.m (n log n ---1L - (n+1)log(n+1))=·< 
n ➔ C,-:) n n ~ en an+1 

Daar Z::,: n 
n 1 

bn = n log 

1 divergent is (zie blz. ~1), mogen we (14.10) met log n 

toepassen; we concluderen., dat L. an divergent is. 
n 

De criteria van Raabe en Gauss zijn bijzonder bruikbaar als er 

een functie f(x) bestaat, die voor x = 

heidseigenschappen bezit, zodat r(1) = n 

O zekere differentieerbasr­

~ (noe; steeds is a > O 
an+1 n 
continu in O zijn. Dan is alle n verondersteld). Laat eerst f(x) 

an 
lim - = f(O) en het criterium van d 1 Alembert leert ons dat 

n ➔ o1 an+1 

voor 

-z_ an convergent of divergent is naar [selan•::::, f ( O) > 1 of f ( o) < 1 . 
n 
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We behoeven dus alleen nog f(0)=1 te beschouwen Veronderstel dan dat 

f(x) differentieerbaar is in O, dan is f(x)=1+xf' (O)+xe(x) met~ 
continu in Oen c(O)=O, Hieruit volgt dat lim n ( 3 an - 1 - f'nO))=O 

n-= n+1 
en het cri terium van Raabe lee rt ons dat Z:.. a convergent of diver-

n n 
gent is naar gelang f'(O) > 1 of f'(O) < 1. We behoeven dus alleen 

nog f'(0)=1 te beschouwen, Veronderstel dan dat f(x) twee maal diffe­

renti.eerbaar is, dan is (7.1) f(x)=1+x+½x 2r"(o)+x2 c1(x) met c.1 (x) con-• 
( ) • ( 8 n+1 1) 2 1f"(O) tinu in Oen e1 O =0. Hieruit volgt dat .-8 - - 1 - ~ n = ~ + 

n 
+ 1:..,./~) en het criterium van Gauss (met o = 1) leert ons dat L an 

n 
divergent is. 

We zullen dit toelichten aan een reeds eerder behandeld voorbeeld, 

n 1, L. n<X met willekeurige reele 0<.. Subs ti tu teer in n<X- nu n==2 
n -IX. ( n+1 )°'- .,, 

X ex. dan is f(x) = 1 _ = (1+x)- Nu is f(0)==1 en f' (0)=- e<.; verder 
(x·· +1)°' 

is f(x) twee maal differentieerbaar Dus I. n0<. is convergant voor 
- ex. > 1, dus voor ex. <- -1 en divergent voor ~ ex. ~ 1, dus voor ex. ~ -1, 

We merken verder op, dat voor reeksen l_ an met an -I O voor allP 
n de convergentiecriteria van Raabe en Gaussnop ~ la I kunnen wor-,_ n 

n 
den toegepast. Ingeval convergentie gevonden wordt, is T._ an abso­

n 
luut convergent; ingeval divergentie gevonden wordt, kan slechts ge-

concludeerd worden dat L an niet absoluut convergeert, maar niet; 

dat L an divergeert. 
n 

n 
Opga~e 103. Onderzoe11: de convergentie van de binomiaalreeks L. 

n 
voor x == -'1. 

1 Opgave 104. Onderzoek voor welke waarden van~ de reeksen 
L ( ~2 n) ~ 2 )~ convergeren. 

z 
n (log n)cx, 

n 2 n( n '.) 

Opgave 105. Onderzoek voor welke waarden van ex., ;s en O de reeks 

L cx(oc+'1) · · ,(cx,+n)t3(@+'1) · · .(J3+n) convergeert. 
n n 1• o (o +1 ) , , • ( o +n) 

t 15. Enkele meetkundige toepassingen van de differentiaalrekening. 
We zullen de differentiaalrekening nu toepassen bij de studie van 

krommen in het platte vlak. We denken ans een kromme gegeven door een 

parametervoorstelling x=f(t), y=g(t), waarin teen interval doorlooptJ 
J 

x en y rechthoekige co~rdinaten in het platte vlak voorstellen en de 

functies fen g aan nog nader vast te leggen differentieerbaarheids­

voorwaarden voldoen De kromme is dan de meetkundige plaats van de 

r"''-:-.ten (x,y), waarbij een t te vinden is zodat x==f(t), y=g(t). 
De grafiek van een functie F(x) kan ook onder deze definitie ge­

bracht worden, n,l x=t,y=F(t). 
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Als G(x,y) een totaal differentieerbare functie van twee veran­
derliJken is, noemt men de puncen (x,y), waarveor G(x,y)=O geldt, oak 
wel een kromme. Als (a,b) een punt is, waarveor geldt G(a,b)=O en 
o G -1 oy r O in een omgeving van (a,b), dan is er, velgens stelling (11.10) 
over impliciete functies, een differentieerbare functie f(x), zodat 
in een omgeving van (a,b) de punten (x,y) die voldeen aan y= ,(x) de-­

zelfde zijn als de punten (x,y) die voldeen aan G(x,y)=O In dat ge­
val komen we ook bij ons begrip kromme terecht, mits we ens tot vol­

doend kleine omgevingen beperken. Daar we de rollen van x en y nog 
kunnen verwisselen geldt dit veor 

en~; niet beide nul zijn. 
We beschouwen dus een kromme 

oG omgevingen van die punten waar ox 

bepaald door x=f(t) en y=g(t) waar--
inf en g differentieerbare functies zijn Het is mogelijk, dat bij 

twee verschillende waarden van t hetzelfde punt behoort: f(t 0 )=f(t 1 ) 

en g(t0 )=g(t 1 ) voor t 0,1.t 1 . Als er willekeurig dicht hij t 0 neg waar­

den t 1 zijn waarvoor dit geldt, geldt blijkbaar f'(t 0)=g'(t0 )=0. We 
noemen een punt (f(t),g(t)) waarvoor geldt f'(t)=g'(t)=O een singulier 
punt van de kromme en veronderstellen verder steeds dat een kromme 
geen s inguliere punt en bezi t; dan is er bi j iedere t 0 een e. > 0, zo-­

dat voor lt-t01<s en tft0 geldt f(t)/.f(t 0 ) of g(t)/g(t0 ). Als de pun­
ten (f(t),g(t)) en (f(t0),g(t0 )) verschillend zijn, gaat door deze 

twee punten een rechte lijn, die tot vergeli~~in~ heeft (g(t)-g(t0))­
(x-f(t0))-(f(t)-f(t0))(y-g(t0))=0, of ook g( t=~tto) (x-f(t0 )) + 

r(t)-f(to) o 
t t (y-g(t0))=0. Laten we nut naar t 0 naderen, dan nadert 

- 0 
deze vergelijking blijkbaar tot g 1 (t0 )(x-f(t0 )}-f'(t0 )(y-g(t0 ))=0, het-
geen de vergelijking is van de raaklijn aan de kromme in het punt 

(f(t0 ),g(t0 )). Dit is in overeenstemming met de definitie van de raak-­
lijn in een punt P van een kromme als de limietstand van een koorde 
door Pen een ander punt Q van de kromme, als Q tot P nadert. De ge­
vonden vergelijking is inderdaad de vergelijking van een rechte, daar· 

we verondersteld hebben, dat f'(t 0 ) en g'(t0 ) niet beide nul zijn. 
Als de kromme gegeven is door y=F(x), moeten we f(t)=t en g(t)= 

F(t) stellen; de vergelijking van de raaklijn wordt dan F'(t0)(x-t0 )+ 

-(y-F(t0 ))=0, Noemen we nu t 0=x0 , dan heeft de raaklijn in (x0,F(x0 )) 

de vergelijking y-F(x0)=F'(x0 )(x-x0 ). 
De raaklijn heeft de volgende eigenschap: iedere rechte door 

(f(t0 ),g(t0 )), die niet de raaklijn in dat punt is, wordt door de kro: .. 
me "gesneden"., d.w.z. er is een omgeving van t 0 , zodat veor waarden 
van tin die omgeving van t 0 geldt, dat de punten van de kromme beho­
rende bij t < t 0 aan de andere kant van de rechte liggen dan de pun­
ten van de kromme behorende bij t > t 0 . Om dit in te zien schrijven 

we f(t)=f(t 0 )+f'(t0 )(t-t0 )+(t-t0 ) t 1{t) en g(t)=g(t0)+g'(t0)(t-t0 )+ 
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+ (t-t 0 )t2(t) met e.1 (t0 )=c2 (t0 )=0 en 

t 1(t) en c2(t) continu in t 0 . Nemen 
we nu een willekeurige rechte door 

(f(t0 ),g(t0 )) met vergelijking 

oc(x-f ( t 0 ))+,ti( y-g( t 0 ))=0 ( °'- en ,P.> niet 

beide = 0) en vullen we in het lin­

kerlid van deze vergelijking een punt 

(f(t),g(t)) van de kromme in, dan komt er rx.(f 1 (t 0 )(t-t 0 )+(t-t0 ) e1 (t))-:­

+ /3 ( g i ( t O) ( t - t O) + ( t - t Q) c. 2 ( t ) ) = ( CX f 1 ( t Q ) -!-)'>g ; ( t Q ) + ex, t:-1 ( t ) + /H,2 ( t ) ) ( t - t O) 

Als nu de rechte niet de raaklijn in (f(t 0 ),g(t0 )) is, is ocf'(t0 )+ 

+/sg 1 (t0 )io; we kunnen dan een c.. > O kiE=zen zodat voor \t-t0 ! < e, ge l, 

dat cx.f 1 (t0 )+pg·(t0 )+ lXt:1 (t)+/E>t- 2(t) hetzelfde teken heeft als 0<.f 1 (t 0 )-:· 

+ ,8g 1 (t0 ), d.w.z. een vast teken. Door de factor t-t0 , die er nog 

bijkomt, heeft het linkerlid van de vergelijking verschillend teken, 

naar gelang t > 0 oft< 0 is. Dit betekent juist dat de kromme aan 

verschillende kanten van de rechte ligt naar gelang t > O oft< O 1s, 

Men zou nu kunnen denken dat in een zekere omgeving van t 0 de 

kromme wel aan dezelfde kant van de raaklijn ligt. Dat dit niet het 

geval behoeft te zijn toont het volgende voorbeeld. Kies f(t)=t en 

g(t)=t 2 sin~ voor tfo en g(O)=O, dan zijn f(t) en g(t) differentieer­

baar (zie opgave 38). Nemen we nu t 0=o, dan is f(O)=O, g(O)=O, f 1 (0)=1, 
g 1 (0)=0. De vergeliJking van de raaklijn wordt dan y=O, d.w.z. de X-2s 

X 

Het is echter duidelijk, dat, hoe kle1n 

men ook de omgeving van O kies t er 

altijd nog punten boven en onder de 

X-as liggen. 

We kunnen echter een voorwaardc 

geven, waaronder de kromme wel aan &6n 
kant van de raaklijn ligt: Stel f(t) 

en g(t) twee maal differentieerbaar, 

d an is f ( t ) = f ( t O ) + ( t - t O) f 1 ( t J+·} ( t - t O ) 
2 f 11 ( t O) + ( t - t O) 2 t 3 ( t ) en g ( t ) = 

=g(t0 )+(t-t0 )g' (t0)+½(t-t0 ) 2g 11 (t0 )+(t-t0 ) 2 1:- 4(t) met c3(t)= t 4(t)=O 

en e. 3(t) en c4 (t) continu in t 0 . Vullen we nu het punt (f(t),g(t)) 1n 

de raaklijnvergeliJking in, dan komt er 

g ' ( t O ) ( ( t - t O ) f ' ( t O ) +½ ( t - t O ) 2 f 11 ( t O ) + ( t - t O ) 
2 c 3 ( t ) ) + 

f I ( t O )( ( t - t O ) g I ( t O ) +½ ( t - t O ) 2 g 11 ( t O ) + ( t - t O ) 2 C 4 ( t ) ) = 

= ½(g' (t0 )r"(t0 )-f' (t0 )g 11 (tJ+2g 1 (t0 ) c3(t)-2f' (t0) c4(t))(t-t0 ) 2 • 

Als nu g 1 (tJf"(t0 )-f'(t0 )g 0 (t0 )/0, dan kan men een c > O kiezen, zo­

dat voor 1t-t0 i < c geldt, dat g 1 (t 0 )f 11 (t0 )-f' (t0 )g 11 (t0 )+2g 1 (t0 ) c3 (t)+ 

- 2f 1 (t0 )t4(t) hetzelfde teken heeft als g'(t0 )f"(t0 )-f 1 (t0 )g 11 (t 0), 
2 d.w,z. een vast teken. Daar (t-t0 ) > O voor t/t0 , heeft het linker-

lid van de vergelijking een vast teken, dus ligt de kromme aan een 
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Een voorbeeld van een punt van 
een kromme waar de zojuist genoemde 
voorwaarde niet vervuld is, is de 
kromme f(t)=t, g(t)=t3 in t 0=o. Dan 

X is f(O)=O, g(O)=O, f'(O)=1, g'(O)=O; 

f 11 {0)=0, g"(O)=O. De raaklijn is de 
X-as; g'(O)frr(O)-f'(O)g"(O)=O. De 
kromme ligt boven de X-as voor t > O 

en onder de X-as voor t < O: het punt is een buigpunt, d.w.z. een 
punt dusdanig dater een omgeving van t 0 is, zodat voor waarden van t 

in die omgeving van t 0 de kromme voor t > t 0 aan de ene en voor t < t 0 
aan de andere kant van de raaklijn ligt. 

We noemen een kromme k maal differentieerbaar als de bij deze 
kromme behorende functies f(t) en g(t) beide k maal differentieer­
baar zijn. 

We hebben dus gevonden: 
In een buigpunt van een twee maal differentieerbare kromme gp 1 ~· 

g I ( t Q) f fl ( t Q ) - f I ( t Q) g II ( t Q) =0 , 
Het omgekeerde geldt niet: als g'(t0 )f 11 (t0 )-f'(t0 )g"(t0 )=0, 

behoeft het punt (f(t0 ),g(t0 )) geen buigpunt te zijn. Voorbeeld: 
f(t)=t, g(t)=t4 in t 0 =o. Op deze kwestie gaan we niet verder in. 

Als voorbeeld beschouwen we f(t)=a cost, g(t)=b sin t met 
a > b > O (ellips). Dan is f' (t)=-a sin t, g' (t)=b cos t, f 11 (t)= 
= -a cost, g"(t)= -b sin t. De vergelijking van de raaklijn in 
(f(t0 ),g(t0 ))=(x0 ,y0 ) is b cos t 0 (x-8 cos t 0 )+a sin t 0 (y-b sin t 0 )=0.9 

· bx0 ayO xOx yOy • 
dus b cos t Ox + a sin t Oy = ab, dus ~x + 7)Y = ab, dus 2'" + - 2--

a b 
Verder is g 1 ( t) f'' ( t) -f 1 ( t) gtt ( t) = -ablO; een ellips heeft geen buig-
punten. Uit x = a cost, y = b sin t volgt direct dat de ellips ook 

2 2 
voorgesteld wordt door de vergelijking ~ + ¾ = 1. 

a b 
0pgave 106" B8paal de vergelijking van de raaklijn in een punt van de 
pa;;b-~cl f(t) = 2; t 2, g(t) = t (p constant en > 0). Bepaal ook de 
buigpunten. 

Als men een cirkel met straal a 
laat "rollentt over de X-as, beschrijft 
een punt op de omtrek van deze cirkel 
een kromme die cycloide genoemd wor? 
Blijkbaar is (zie figuur) een parame­
tervoorstel~ing voor deze kromme de 
volgende: 
f(t) = a(t-sin t), g(t) = a(1-cos t). 
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0pgave 107. Bepasl van een cycloide: de singuliere punten, de verge­
l1J~ing van de raakliJn in een willekeurig punt van de cycloide en de 
buigpunten Bepaal oak de hoek die een raakliJn met de positieve X-as 

maakt. Maak een schetsfiguur van de kromme. 
Als een \(romme g;egeven 1s doo· y=F(x), dan g,aat de buigpuntsvoor­

waarde g'(t 0 )f 11 (t0 )-f•(t0 )g 11 (t 0 )=0 over in F 11 (x0 )=0. 

De rechte lijn door een punt van een kromme loodrecht op de ra:::k-­
lijn in dat punt heet de normaal 1n dat punt van de kromme. De verge­

lijking van de normaal 1s blijkbaar f 1 {t0)(x-f(t0 ))+g 1 (t 0)(y-g(t0 ))=0 

0pgave 108. Bepaal van de kromme bepaald door f(t)=eat cost, g(t)= 
~ e 8 t sin t (logarithmJsche spiraal) de vergelijklng van de raaklijn 

Ln een willekeurig punt P van de kromme en toon aan dat de hoek, die 

deze raaklijn maakt met de verbindingslijn van Pen de oorsprong van 

het co~rdinatenstelsel, dezelfde is voor alle punten van de kromme. 

Uit de analytische meetkunde 1s bekend, dat als o1.-(x.:.a)+ r.>(y-b)=O 

de vergelijking van een :rechte lijn is, x = a->-.~,, y = b+ Ati,., met ver­

anderlijke A een parametervoorstelling van dezelfde rechte lijn is 

Een parametervoorstelling voor de raaklijn is dus x=f(t0 )+ Af'(t0), 

y=g(t 0 )+Ag'(t0 ) en voor de normaal x=f(t 0 )-..Ag 1 (t0 ), y=g(t 0 )+t,f'(t 0 ), 

We lassen nog een opmerking in over singuliere punten. In een sin­

guller punt van een kromme behoeft geen raakliJn te bestaan. Neem b.v. 

y)' 
: I 

···················L· 

1 
-72 t f(t)=0 voor t ~ O, f(t)=e 

1 
voor 

-~ 
t > 0, g(t)=e t voor t z o, g(t)=0 

voor t ~ 0, dan zijn f(t) en g(t) 

willekeurig vaak differentieerbaar 
(zie opgave 64). Voor t=0 krijgen we 

een singulier punt, n.l. het punt (0,0). Het is duidelijk dat de krom-
me in dat punt geen raaklijn bez1t. Als echter f(t) en g(t) twee maal 

d 71 ferent ieerbaar zi jn en f 11 ( t) en g 11 ( t) in een s1ngulier punt niet 

beide nul zijn, kunnen we over het karakter van de kromme in dat punt 

wel iets aantonen. Danis, als f'(t 0)=g'(t0)=0, f(t)=f(t 0)+½f"(t0 )(t--t0) 2+ 
+ (t-t0 ) 2 t 1 (t) en g(t)=g(t0 )+½g''(t0 )(t-t0 ) 2+(t-t0) 2 ~ 2(t) met 

~ 1(t0 )= e2(t0 )=0 en ~1 (t) en L2(t) continu in t 0 . De rechte door 
(f(t),g(t)) en (f(t0 ,g(t 0 )) heeft tot vergelijking (g(t)-g(t0 ))(x-f(t0 ))+ 

-(f(t)-f(t0 ))(y-g(t0 ))=0, of 

½-(t-t0 ) 2((g"(t0 )+2f.2(t))(x-f(t0))-(f 11 (t 0)+2t,/t)(y-g(t0)))=0. De raak­
lijn geeft dus tot vergelijking g 11 (t 0 )(x-f(t0))-f 11 (t0 )y-g(t0 ))=0. Met 

een geheel analoge methode als hierboven kan men aantonen dat voor een 

wj_llekeurige rechte door {f(t0 ),g(t0 )), die~ de raaklijn is (b.v, 

de normaal) geldt, dat voor t voldoende dichtbij t 0 de punten behorende 

bij t < t 0 en de punten behorende bij t > t 0 aan dezelfde kant van de 



rechte liggen, Het punt is een keer­

punt, waarbij we nag de twee moge­
lijkheden verwachten dat de punten 

behorende bij t > t 0 en bij t < t 0 
aan verschillende kanten of aan de­
zelfde kant van de raaklijn liggen. 
Dit zijn echter niet de enige moge-

lijkheden. 

Opgave 109. Toon aan dat de singuliere punten van de cycloide (zie op­
gave 107) keerpunten zijn en bepaal in een dergelijk punt de vergelij­

king van de raaklijn. 
2 4 5 Opgave 110. Toon aan dat van de kromme bepaald door f(t)=t, g(t)=t +t 

het punt behorende bij t=O een keerpunt is, in de omgeving waarvan de 

kromme aan een kant van de raaklijn ligt. 
Op~ave 111. Toon aan dat van de kromme bepaald door f(t)=t2, g(t)= 
=t - sin i voor t f Oen g(O)=O het punt behorende bij t=O een keerpunt 

is en onderzoek het gedrag van de kromme voor waarden van tin de omge­
ving van 0. 

We keren nu weer terug tot de veronderstelling, dat de beschouwde 
krommen geen singuliere punten bevatten. We maken nog enige afspraken 

ter verkorting van de notatie. We schrijven f(tk)=xk en g(tk)=yk voor 
k=0,1,2, .•. , d.w.z. (xk,yk) is het punt van de kromme behorende bij de 
parameterwaarde tk. Verder laten we het argument t weg als er geen ge­
vaar voor misverstand is; we schrijven dan dus f, g, f', g 1 enz. 

We veronderstellen nu, dat de functies fen g twee maal differen­
tieerbaar zijn met continue tweede afgeleiden. We noemen de kromme dan 
twee maal continu differentieerbaar (en analoog laten voor hogere afge­
leiden). We gaan nu met een cirkel iets analoogs doen, als we in het 
voorafgaande met een rechte lijn gedaan hebben. We willen een cirkel 
leggen door drie punten van de kromme en de limietstand van deze cirkel 
bepalen als we twee van de drie punten tot het vastgehouden derde laten 
naderen. Door drie punten van het platte vlak gaat een en slechts een 

cirkel, mits die drie punten niet op een rechte liggen. Nu kunnen drie 
punten van een kromme zeer wel op een rechte liggen. We onderzoeken nu 
de consequenties van de verondersteliing dater in een willekeurig 
kleine omgeving van t 0 nog van elkaar en van t 0 verschillende getallen 
t 1 en t 2 zijn, zodat de drie punten behorende bij t 0 , t 1 en t 2 op een 

rechte liggen. Laat deze rechte de vergelijking c,1,,,..(x-x0 )+ ~(y-y0 )=0 
( c;i...en ~ niet beide =O) hebben. Dan is de functie ot.-(f-x0 )+ f-:(g-y0 ) een 
differentieerbare functie van t, die voor t 0 , t 1 en t 2 de waarde O heeft. 
Volgens de stelling van Rolle zijn er dan hiertussen twee verschillende 
:'etallen t 3 en t 4, waar de afgeleide functie d.,...fi+ ~gi de waarde o heeft. 
Deze functie is weer differentieerbaar; nogmaal volgens de stelling van 



Rolle is er een get al t 5 tussen t 3 en t4, waar d...f" + ~g" de waarde nul 
heeft. Er geldt dus o0r 1 (t 3)+ pg 1 (t 3 )=0 en d..f"(t)+ ~g"(t 5)=0, Omdat 

'llL-en ~ niet beide nul zijn, geldt dus f' (t 3)g"(t 5)-g' (t 3)r"(t 5)=0. Daar 
we t 1 en t 2 willel{eurig dj_cht bij t 0 kunnen kiezen, geldt op grond van 
de continu!teit ook f 1 (t0 )g"(t0 )-g'(t0 )f"(t0 )=0. 

We veronderstellen nu dat voor de beschouwde kromme geldt f 1 g11 + 

- g'f 11 i O. De kromme bezit dus ~een buigpunten. Verder heeft op grond 
van de continu'.i.'.teit f 1 g 11 -g 1 f 11 een vast teken. Verder geldt nu, dat bij 
iedere t 0 een £) O te vinden is zodat als t 1 en t 2 van elkaar en van 

t 0 verschillen en als \ t 1--t 0 \ < f.. en i t 2-t0 \ < E. de drie punt en van 
de kromme behorende bij t 0 , t 1 en t 2 niet op een rechte liggen, zodat 

door deze drie punten ~~n en slechts ~~n cirkel gaat. Laat de vergeliJ­

king van deze cirkel (x-ci'-.) 2+(y-~) 2- ~..2=o zijn; het punt (d--,~) is 
dus het middelpunt en e >Ode straal van deze cirkel. Dan is de func­

t ie ( f-d-.) 2 +( g- ~) 2 - e 2 een differentieerbare functie van t, die voor 
t 0 , t 1 en t 2 de waarde O heeft. Op grand van de stelling van Rolle ziJn 
er dan hiertussen verschillende getallen t 3 en t 4 waar 2( f- v..) f 1 +2( g:--,~)g' 

de waarde O heeft. Nogmaals vol~ens Rolle is er een getal t 5 tussen t~ 
en t 4 waar 2(f' ) 2+2(f-cl-...)f"+2(g' ) 2+2(g- ~)gu de waarde o heeft. Er g,Jat 
dus 

(f(t3)-~)f 1 (t3)+(g(t3)- ~)g 1 (t3)=0 , } . 
( f ( t 5 ) - olr.,) f ff ( t 5 ) +( g ( t 5) - (3) g If ( t 5 ) = - ( f I ( t 5)) 2 - ( g i ( t 5)) 2 

Er is een £, 1 > o zodat uit \u-t0 t <. f4 en \v-t0 \ < t 1 volgt, dat 
f 1 (u)g"(v)-g'(u)f 11 (v) I- o. Als dat n.l. niet zo was zou daaruit volgen, 
dat f'(t 0 )g"(t0 )-g 1 (t0 )r"(t0 )=0,.hetgeen niet het geval is. Als nu t 1 
en t 2 zo gekozen worden, dat \ t 1-t0 l < E. 1 en l t 2-t0 t <. e. 1 geldt, dan 
geldt ook \t 3-t0 \ <. € 1 en tt 5-t0 ' <. £ 1, zodat f' (t 3)g"(t 5)-g' (t 3)r"(-~)fo 
Dan kunnen op grand van het bovenstaande en op grond van de theorie van 
de lineaire vergelijkingen oi... en 11, geschreven worden als breuken, waar­

van de tellers gehele rationale functies van f(t 3), g(t 3), f 1 (t3), 
g'(t 3), f(t 5), g(t 5), fi(t 5), g'(t 5), f"(t 5) en g11 (t 5) zijn en de beide 

noemers gelijk zijn aan f'(t 3)g"(t 5 )-g'(t3)r"(t5). Laten we nu t 1 en 
t 2 tot t 0 naderen, dan naderen t 3 en t 5 ook tot t 0 en dus naderen ,_en 

~ elk tot een bepaalde limietwaarde a resp. b, Dez~ a en b zijn dan te 
vinden uit 

(r(t0)-a)f'(t0 )+(g(t0 )-b)g'(t0 )=0 ·i 
( f ( to) - a) f" ( to) + ( g ( t O) -b) g ,1 ( to)=- ( f ' ( t O) ) 2 -(g i ( to) ) 2 
Lost men hieruit a en bop, dan vindt men 

' (f'(to))2+(g'(to))2 
a= f(to) - g (to) f'(to)g"(to)-g'(to)fil(to) , 

(f'(to))2+(g'(to))2 
b = g(to) + f'(to) ri(to)g"(to)-gi(toJf"(to) . 



Het punt (a,b) heet het krommingsmiddelpunt behorende bij het punt 
(x0 ,y0 ) van de kromme. Uit de parametervoorstelling van de normaal 
volgt direct, dat het op de normaal in (x0 ,y0 ) van de kromme ligt, Uit 

e 2=(f(t 1)-:-,) 2+(g(t 1 )- ~) 2 volgt, dat, als we t 1 ;n t 2 tot t~ laten 
naderen, e ~ nadert tot een limietwaarde (f(t0 )-a) +(g(t0)-b) = 

((f'(t ))2+(g'(t ))2)3 
= O O , die, omdat f'(t) en g'(t) niet beide 

(f'(to)g"(to)-g'(to)r"(to))2 o o 

= O zijn, > O is en dus gelijk aan R2 met R > O gesteld kan warden, 
Dan is 

R heet de kromtestraal behorende bij het punt (x0 ,y0 ) van de kromme. 

De limietstand van de cirkel door (x0 ,y0 ), (x1 ,y1 ) en (x2 ,y2) als t 1 en 
t 2 tot t 0 ·naderen is de cirkel met middelpunt (a,b) en straal R; deze 
cirkel heet de kromtecirkel in het punt (x0 ,y0 ) van de kromme. Omdat 

het middelpunt van deze cirkel op de normaal in (x0 ,y0 ) van de kromme 
ligt en de cirkel door (x0 ,y0 ) gaat, vallen de raaklijnen van de kromme 

en van de kromtecirkel in (x0 ,y0 ) samen. 

Er is no3 een andere manier om het krommingsmiddelpunt te vinden, 
n.l. als de limietstand van het snijpunt van de normalen in (x0 ,y0 ) en 
(x1 ,y1 ) als t 1 tot t 0 nadert. De normalen in (x0 ,y0 ) en (x1 ,y1 ) kunnen 
evenwijdig zijn of samenvallen; in dat geval is bli,jkbaar f 1 (t0 )g 1 (t 1 )+ 

-g'(tJf'(t 1 )=0. Dan is f'(t 0 )g'(t)-g'(t0 )f'(t) een differentieerbare 
functie die voor t 0 en t 1 de waarde O heeft. Dus er is een getal t 2 tus­
sen t 0 en t 1 waar f'(t 0 )g"(t)-g'~t0 )r 11 (t) de waarde o heeft. Als er nu 
willekeurig dicht bij t 0 nog waarden t 1 zijn, zodat de normalen in 
(x0 ,y0 ) en (x 1 ,y1 ) evenwijdig of samenvallend zijn, geldt wegens de con­
tinu:tteit f'(t 0 )g"(t0 )-g 1 (t0 )r 11 (t0 )=0. We hebben echter verondersteld, 

dat dit niet geldt. Dus er is bij t 0 een e_ > 0 zodat uit \ t 1-t0 \ < t 
volgt dat de normalen in (x0 ,y0 ) en (x1 ,y1 ) elkaar snijden. Als (c:i. 1 , ~1) 

hct snijpunt is geldt dat f 1 (c,i..,1 -.f)+g' ( ~ 1 -g) een differentieerbare 
functie is die voor t 0 en t 1 de waarde O heeft. Er is dus een t 2 tussen 

2 2 t 0 en t 1 , zodat f 11 (o1..1-f)-(f 1 ) +g 11 ( ~ 1 -g)-(g') voor t 2 de waarde o 
heeft. Er geldt dus 

f'(t1)(~1-f(t1))+gi(t1)( f>1-g(t1))=0 (. 

f II ( t 2) ( c,(J 1 -f ( t 2) ) +g 11 ( t 2 )( ~ 1 -g ( t 2) ) = ( f I ( t 2)) 2 +( g ! ( t 2)) 2 J 
Op geheel analoge wijze als hierboven is geschied, kan hieruit gecon­
cludeerd worden, dat, als we t 1 tot t 0 la ten naderen, o4.., 1 en \!> 1 elk tot 
een limietwaarde naderen, die juist a, resp.bis. Het snijpunt van de 
normalen nadert dus tot het krommingsmiddelpunt, 

Bij ieder punt van de kromme behoort een krommingsmiddelpunt. Laten 
we het punt de kromme doorlopen, dan doorioopt het krommingsmiddelpunt 



een kromme X = h( t), y = 

r1' (f')2+(g'~2 h = f - ,::., f'g"-g'f , 

k = g + f' (f' )2+(f ~2 
f'g"-g f' 
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k(t), gegeven door: 

Deze kromme heet de evoluut of ontwondene van de oorspronkelijke krom• 

me. De betekenis van dezc naam zal later verklaard worden. 

We veronderstellen nu clat de oo,.spronkel1Jlce kromme drie maal con-• 

tinu differentieerbaar is, dan is de evoluut continu different1.eerbc1ar-. 

We weten echter neg niet of de evoluut singuliere punten bezit. 

((f')2+(g'~2)J/2 
De functie r = I fi "- , "\ geeft ens de leng,te van de kromtc--.. g g 

stralen als functie van de parameter op de kromme. 2 2 
'rer afkorting voeren we in de hulpfunctj_e <p = (f :~"~~~£'~ , 

danish= f-g'cp, k = g+f'~. Verder is h' = r:.-e,"<¥ -g' q,', k 1 = 

= g' +f"1 +f' if''+ Maar 

f I - II = ( f I ) 2 g Ii _ f I r f 11 _ ( f I ~ 2 g Ii _ ( g I ) 2 g fl = O I f I f II +g I f 
g <f 'gll-g1r• - 0 f'g"-g' Ii ' 

o;' + f"tO _ f'g 1 g"-(g 1 )
2f 11 +(f 1 12f 11 +(s 1 )

2f" = , f;f"+g'g 11 

e T - f 1 g"-g 1 f(' f ·f 1 g 11 -g 1 f 11 ' 

:Cus 
,! f'f"+g'g" I 

h' = -B (f'g"-g'f" + ~ ), 

I f 1 f 11 +g 1 g11 + (()•), 
k' = f (f 1 g 11 -g'f 11 T 

Hierui t volgt direct, dat de normalen van de oo,:'spronkelijke ki'Otil­

me de raaklijnen van de evoluut zijn. 

Voor ieder re~el getal A I- O defini~ren we sgn A (spreek uit: 

s ignum A ) als +'1 als A > O en -1 als A <. O. Dan is r = 

= (sgn ~ )((f 1 ) 2+(g 1 ) 2)} <{i, Hierj_n is sgn "'een constante. Nu j_s 

r' = (sgn <D) ( f'f"+g',o,;" 1. f\> +((f')2+(g')2);~ co')= 
~ ((fl)2+(g')2)2 T 

2 2 1. f'f 11 +g 1 g 11 

= ( S gn ~ ) ( ( f I ) + ( g I ) ) 2 ( f I g ii -g l f II + <p I ) • 

Hieruit volgt, dat van de evoluut die en slechts die punten singu­

lier ZlJn voor welks parameter geldt r'=O. Voeren we ter afkorting 1n 

'f = ~;r:::g:r:: + <f', dan is (h' ) 2+(k 1 ) 2=((f' ) 2-:-(g' ) 2 ) y 2 , zodat g,eldt g g 

V(-h 1 ) 2+(k 1 ) 2-= (sgn ~ )(se;n ~, )r'. We veronc.1ei•stellen nu. dat voor 

onze kromme (of voor het beschouwde 3edeelte van onze kromme) geldt 

r I I- O, dus 't' I- O; dan is sgn 't' een cons tante. Geven we de booglengte 

(zie blz. 101) van het gedeelte van de evoluut gelegen tussen de punten 

met parameterwaarden ./\ en ,-.t aan met er ( )... , >J:, L dan is <r ().. , µ.) = 

= J:rJ (h'(-c;)) 2 + (k'(-C)) 2~,:. en er geldt dan blijkbaar: G"(t0 ,t) + 
- (sgn ~ )(sgn ~ )r = C, waarin C een constante is, afhankelijk van d~ 

keuze van t 0 . Om de meetkundige betekenis hiervan te kunnen inzien, n10e--



ten we eerst neg enige tekenkwesties regelen. 

Laat eEm kromme gegeven z·.Jn door de functJ.es f(t) en g(t) en laat 

f ( t) :::: f ( t O) + f ' ( t O )( t -· t O) + ( t -t O) t '1 ( t) en g ( t) = g ( t O) + g 1 ( t O) ( t ·- t O )+ 
+((-t 0 );;- __ ,i-) ,,..,.,,, \·,1pl-t (t):.::: t (t):::: o en c,,(t) en c. 2 (t) continu in t 0 , 

c,., ;, \ t, "" ' " , -· 1 0 2 0 I ·-' 

Vullen we een punt van de l{romme :;n in het 1:Lnl{erlid f' (t 0 )(x-•f(t0 )) + 
+ g'(t0 )(y-g(t 0 )) van de normaalvergeliJking~ dan komt er 

(t--t 0 )((f'(t 0 )) 2 + (g 1 (t 0 )) 2 + f•(t 0 ) c. 1(t) + g•(t0 ) 1.:. 2 (t)) en dit J_s, 

voor t :tn een omgeving van t 0 , > o voor t > t 0 en :<. O voor t < t 0 . Vullen 

we nu een punt (f(t 0 ) +?\.fi(t 0), g(t 0 ) +Ag 1 (t0)) van de raalcli,jn aan 

de kromme in in hetzelfde linkerl1d van de no~maalvergelijking, dan 

komt er :\((f' (t 0 )) 2 + (g 1 (t0 )) 2 ) en dit is> O voor A> Oen< O voor 
A~ O. De punten van de kromme met 

t > t 0 (resp. t < t 0 ) en de punten 

van de raak1.i.jn met A> O (resp. 

A< O) liggen dus aan dezelfde kant 

van de normaal. 

Een punt op een raaklijn van de 

evoluut :Ls (h+ .f\.h 1 , k+ ;\.k 1 )., d.w,z. 

(f--g 1 c..p •·· i\.g 1 t , g+f 1f + Af 14' ) . Nu 

1 igt het punt met de ze lfde parameterwaarde van de oorspronkel i jke lcrorn:ni2 

op cle ze raakl i jn. Voor de bijbehorende w aarde van A- ge l~:t dan b 11 jk•· 

'o 21a:0 <f +A~' = o, dus A = -- f, dus sgn J\, = •· ( sgn <.p ) ( sgn 4' ) en we 

vinden de betrekking ~(t0,t) + (sgn A )r = C. 

We veronderstellen nu eerst dat ~ > O 1s. De situatie is dan, zo­

als hiernaast is getekend (de p1Jl 

geeft de r1.chting aan, waari.n de pa-• 

rameterwaarde toeneemt). Het punt van 

de oorspron1celiJke kromme li.gt op de 

raakliJn aan de evoluut in de r1ch­

t1ng van de toenemende t. Verder is 

de lengte van het stuk langs de raak­

l1Jn van de evoluut tot de oorspron-
kelijke l{:co,;1i;1e gelijk aan r ( kromte­

straal). De b€trekking rr(t 0 ,t)+r = C zegt nu dat voor t > t 0 de boog­

lengte van de evoluut tussen de punten met parameters t 0 en t plus de 

lengte van het stuk vc;n de rac:.\dj_jn aan de evoluut tot aan de oorspron-

1ce 11 jke l{romme cons t ani; ts. We lcunnen di t ook mechanis ch beschri Jven. 

Denkt men zich een draad langs de evoluut gespannen en wikkelt men dez~ 

af, terwijl men de draad steeds strak gespannen houdt, dan vindt men de 

oorspronkeliJke kromme terug als c1e lengte van de drc=rnd geschikt gekozen 

wordt: daarom noemt men de oorspronkeliJke kromme een evolvente of ont­

windende van de evoluut. De naam evoluut is daarmee ook verklaard. We 

spreken van ~ evol vente, daar men door verschj_llende draadlengten te 
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kiezen verschillende evolventGn bi;i een kror,v:1~ 1{an vinden. 

Het geval dat ~ < O is kunnen we op analo~~ wijze behandelen. 

evaluvt 

De situat1e Ls nu, zeals hierna2st 

getekend. V1;.;rder is a- ( t 0 , t) - r = c. 
Kiezen w~ nu een t 1 groter dan de be­

schouwde wRarden van t, dan is 
er (t0 ,t) = cr {t0 ,t 1 ) - IJ (t,t 1 ), du:) 

cr (t,t 1 ) + r = cr(t0 ,t 1 ) - C = c1 
Ook nu is de oorspronkelijke kromme 
een evolvent van zijn cvoluut; het 

afwikkelen geschiedt nu echter 1n de 

andere richting. Hiermee hebben we het volgende gevonden. 

Een drie maal continu d1.fferentieerbare 1nomme x == f( t), y = g( t), 
f I fll I 11 

Wc"i~1·voor ge ldt f I g 11 - g f 11 
/. O en f I g11 :~ 1 ~11 + ~ 1 -/- O, waarin o/ "" 

( f' )2+( .!.\2 =r,g"-g~fft , is een evolvente van z1jn evoluut. 
Opgave 112. Bepaal de evoluut van de ellips f(t) = a cost, g(t) = 

= b sin t. Bepaal de singulier-e punten van de evoluut en maak een scher,,•· 

figuur. 

Op.gave 113. Bepaal c1e evoluut van de eye lo1de :C( t) = a( t-s in t}, g( t) = 

= a(1-cos t) en bewiJs dat deze congruent 1s met de gegeven cyclo1cie. 

De omgekeerde s telling dat een kromme de evoluut is van al zi Jn evo 1-­

venten bewijzen we nu. 

Laat een continu different1eerbare kromme gegeven zijn door x = f(1), 

y = g(t), dan is een evolvente bi:::paald dooi- x = h(t), y = k(t), waar-J.n 

h = f+A.f', k = g+i\.g', waar1n A bepaald 1.s door 'AV (f 1 ) 2+(g 1 ) 2 + 

rt 

1+ V (f'(t )) 2+(g'('t" )) 2a-r = C. Ter afkort:-1.ng voeren we in 

to 

w == C -

f I,., 
h=f+ ""' 1 k=g+ 

((f')2+(~•)2)2' 

= -((f•) 2+(g•) 2)~. Veronderstel 

g 'w 
2 2 2 x• Verder ls w' = 

( ( f I ) +( g I ) ) 2 

nu, dat de gegeven kromme twee maal con­
f1 w 1 

tinu differentieerbaar is. Dan 1s h' = f' ~ ------- + 
. ((f')2+(g')'-)2 
g l \..VI g' ' 

en \{' = g, + r:S - 2 J_ + w ( 2 2 .t) . 
((r'l'""+(g') )"' ((r') +(gt)),? 

= ( ( f I) 2 +{ g I) 2)?. f" -f I ( { 1 f ti +g I g") ( { f' I) 2 +( g I) 2) --~ ;::: 

(f I )2+(g' )2 

== - g' f'g 11 -g 1 f" 1:: 1 ____ ...,. _______ ,_..,,,_,..,,.. en an a 1 oog ( fi-i 1 ) 

((f')2+(g')2)3/2 ((f')2+(g·)2)2 
Zo vinden we 



h' - g' w (f'g'l-g'fll) 
-- ( ( f' I ) 2 +(gr ) 2) 3i2' 

k I = f ! w ( f I g'' -g If''~ 
((f')2+(g')2)3 2· 

H1eruit volgt dat do raaklijn aan de evolvente loodrecht staat op de 

raaklijn aan de oorspronkelijke kromme. Men drukt dit wel uit door te 

zeggcn dat de evolvente een orthogonale trajectorie is van de raaklijnen 

van de oorspronkelijke kromme. 

,,-Je veronders tellen nu dat f I g 11 -g' f'' /. O en w I O., dan heeft de 

evolvente geen singuLiere punten. (In een punt., waar w = O zou z1Jn, 

zou de evolvente de oorspronkelj_Jke kromme sniJden.) Om van de evolventc 

de cvoluut te kunnen bepalen, verondcrstellen we de gegeven kromme drjc 

maal continu differentieerbaar. Tcr afkort1ng voeren we in ~ = 
_ w (f 1

0cr 1'-'!'f'') 
- - - !=l dan j_s h' = •- g '~ i k' == f 1 ~ , dus h" = -g''~ --g • ~ 1 , 

- ((f')2+(gi)2)3/2' 

l('i == f"~ + f'i; 1 , dus h 1 k 11 - k 1 h 11 = (f 1 g 11 -- ~ 1 f 11 )§ 2 . Verder is 
2 2 2 2 2 (h 1 )2+(k 1 )2 f 'w 

(h 1 ) +(k 1 ) = ~ ( (f 1 ) +(g') ) • Dus h - k 717"1<:"--k'nn = f + ") "._.-: l 

( (f 1 t + (g I) '-) ' 
- fl~- (ft)2+(gt)2 - ,:,n (hi)2+(k'\2 

- f'g"-g'f" - f"' evenzo 1-c + h' h 1 k,1·•lc'h~ = g. Als evoluut vun 
Jc (Volvente vinden we dus de oorspronkelijke kromme terug. We hc~bcn 
clus gevonden: 

Een drie meal continu differentieerbare kromme x = f(t), y ~ g(t), 

waarvoor geldt f 1 g 11 - g'f 11 /. o, 1s de evoluut van elk zijner evolventen, 

die de oorspronkelijke kromme niet snijdt. 

Opgave 114. Bepaal de evolventen van de cycloidc f(t) = a(t-sin t), 

g(t) = a(1-cos t) en laat zien dater voor een bepaalde keuze van de 

constants C weer een cycloide uitkomt. 

If 
:i 

0 

Onder de kromming K. in een punt van een kromme verntnan we de ver .. -· 

andcring van de hoek oc, die de raak-

X 

lijn met de positieve X-as maakt per 

booglengte--ecmhe:Ld. De booglengte r, ,, 
t 

( (( ( 2 0 .L ==j f 1 't ) ) +g 1 ( t ) L) 2 cl t ; dus c,- 1 ,-, 

t 
0( )2 2.ic = (fr +(g 1 ) ) 2. Verder i:3 ex. ·oepaaJ.d 

door f 1 ((f 1 ) 2+(g 1 ) 2 )··} = co.JCG en 

g'((fr) 2 +(g 1 ) 2 ) = sinO/...." A13 in 

h.;t beschouwde punt f 1 I- O is, gaan we de twoede betrekking differen­
i;_Loren en vinden g"((f 1 ) 2+(g 1 ) 2 )'·-~ - g'((f') 2+(g') 2)-3/2 (f'f"+g'gr;) = 
,,, x.' eos ex = a..1 f i ( ( f' ) 2 +(gr) 2) -·2, dus g" ( ( f i) 2.1-( g') 2) g i ( f 'f'1 +g, g1') ... 

. • 2 2 f I II - I fl! 1 
- ex, 1 f ' ( ( f 1 ) +( g 1 ) -) , dus 0(,, 1 == g g , c1us K. = ~ = 

( f I ) 2 +( g 1 ) 2 (J' 

Als 1n het beschouwde punt f' = O.i dus g 1 I o :Ls, 



d1fferenti~ren we de eerste betrekk1ng voor ~ en vinden hetzelfde re­

sul taat voo1~ e<,' s dus voor x. • De ~:rommi.ng J.r:: dus op het teken na gelijk 

aan hat omgekeerde van de kromtcstraal. De !c~omming hecft echter ook zin 

als f I g' 1 -g I f 11 = o e::n is dan nul.; men ZE:;gt we;1 dat de kromtestraal dan 

oneind:Lg is. 
Ten slotte maken wt nag een opmerking ov~r krommen, die door cen 

1mplJc1ete vergelijking G(x,y) = O gegeven z1Jn. Zoals we reeds opmcrk­

ten 1.s, als G( x, y) continu partiee1 d1ffe:cent:1.eei~baar is J in een or,1ge-­

v1ng van een punt van de krommt:: waar ~~ /. O of ~~ /, O, de kromrne doo·1
• 

ccn cxpliciete functie voor te stellen. In dat geval is dus de hicrbov0n 

gcgcvcn behande 1 ingswj_ ,J ze van toepas sing< We bes chouwen n1.: het geva l:, 

at ~~ = ~~ == O is, nog i.et2, nad2r" Een derge l 1 jk punt heot ce::n !3 L ncu--

1 ~er punt van de kromme; we merkcn op, dat dit een ander begr1p singu-

\ 1.2r punt is dan dat, hetgeen optreedt bij krommen in parametervoorstel-

L ;ng, 
oG(x0 ,y0 ) 

ax ~- We nemen dus aan, dat voor (x0 ,y0 ) geldt G(x 0 Jy0 ) = 
oU(xo,Yo) 

ay = 0, Om de zaak niet te ingewikkeld te maken, nemen we ver-

dcr aan dat G(x,y) twee maal continu differentJ.cerbaar is en dat in 
,, o2 G r1 2 c- "2 G 

(x0 .,y0 ) minstens een van -::-~)> a~<:a-~ en ° 2 n:.e:t gelijk aan nul is, 
ox ., ?,y 

VJc ccschouwen Gen in ecn omgeving van (;:0 "y0 ) twee maal contj_nu 

:Jifft2r2ntiecrbare func:tie F(x,y), Noc::m ~ = x0 -:-t(x-x0), "1 = y0 +t(y--y0 ) 

0n f(t) = F(x0 +t(x-x0 ), y0 +t(y-y0 )); dan is f(o) = F(x0 ,y0 ) ~n f(1) = 
C. 

-- F( ,. y) Ve1~a0 e·t~ 1" "' ·0 ; ( 'L-) = .z!.( ..... x ) 
.!', J ,. ,. , ~, .I. . ? 0 ~ A. 0 -1- o F ( ,r . . ) '" n f 11 ( t ) o F ( ) 2 . . · 071. V -·,y O '-' = dl;2 x-xo -1 

+ ·~ o 2F o ·---F 2 
'-- 2)~ ori_ (x-x0 ) (y-y0 ) + o·ri_2(y--y 0 ) . Volgc,,r1s for-mule van rl'aylor mc·t 

r·e::sttc:rm van Lagrange (10,4) g8lc1t f(1) = f(O) + f;(o) + ½f' 1 (1..',\.,) met 

O ~ .--,} ~ 1, Voor (x,y) -1- (x ,Y ) geldt dan F(x,y) = F(xC)'y0 ) + 
c) r;, ( y v ) " F ( x oy (l -
• J. ·"o • Jo O - • o' o; 

-t- ' (x-x0 ) + ---- (y-y0 ) + a~ an 
·:, ~ 

0 

o'--F(x0 ,y0 ) 2 
+ .\ .ii ' 0 ( x-xo) + 2 

\.. Cl~ c 

. . . ? 2 
((x-xc) - + (y-y0 ) ) t (x,y), 

2 (x-x0 ) 

waarin 

= O stellenJ' ook voor x = x0 , y = Yo] bovendien :Ls dan t (x,y) cont1nu 

in (xo,Yo). 

+ 



Passen we dit nu toe op de hierbovcn gcg~vsn functle G(x,y), dan 
0, 2 

~cG(x0Jy0 ) ~ G(x0 ,Y0) 
vinden weJ als we ter nncortlng p == ,, , q = 'tx8y ens= 

,, CXC: 

Cl C. G (XO' y O) ' . 1, 2 2 
- > 2 schriJven: G(:x,y) = 2 (p(x-x0 ) + 2q(x-x0 )(y-y0 )+s(y--y0 ) )+ 
·, "'Y 2 2 

+ 2 ( (x-x0 ) + (y-y0 ) ) s (x,y) met E, (x0 Jy0 ) = O en & (x.,y) continu in 

(x0 ,y0 ). Voeren we in de omgeving van (x0 Jy0 ) poolco~rdinaten in door 

x = x0 +r cos <p, y = y 0 +r sin<p, dan komt er· G(x0 +r cos~, y 0 +r stncp) = 

0 2 2 -- }rc:(p(cos ~ ) + 2q cos~ sin~ + s(sin cp) -) + 
•') 

~¼r~s (x0 +r cos f , y0 +r sin 1). Voor de puntcn (x,y) I (x0 ,y0 ) waar-

voor- G(x,y) == o, geldt,dus, wegens r =/ o, p(cos <f' ) 2 + 2q cos~ sin er + 
0 2 

·i s(sin <? )c: + e (x0 +r cos qi J y0 +r sin q>) = o. Nu is (cos C?) = 

= ', ( 1 +cos 2 <p ) , ( s 1 n ~ ) 2 = J ( 1 •·cos 2 C\) ) , cos ~ s in cp = ½ sin 2 ~ . 

We kunnen dus ook schrijven: p+s+(p-s) cos 2 ~ + 2q sin 2 ~ + 

+ :?. f, ( x0 +r cos cp , y O +r sin C\' ) = O, We veronder:3 tellen nu voorlopig, 

dat nie~ geldt p == s en q = O, dan is V 4·q 2+( p--s) 2 ) O. We kunnen dan 

otv bepalen, zodat sin Qk = ✓i+q 2 ~~ p-s) 2'' cos oL- = ✓4q ~=~ p-s) 2 • Dan is 

p+s+(p-s) cos 2 CJ?+ 2q sin 2 <p = p+s+VL1q 2 +(p-•r:;) 2 cos(2q> -oe). Veronder­

stcl nu eerst ps > q 2 , dan~) 4q 2+(p--s) 2
3 dus I p+s I ) 

)")4q2+(p-s) 2 dus ~ p+s+✓11.q 2 +(p--s) 2 cos(2 Of•·· c:1--.)\ ~ \ p+s \ + 
. r.- c_ ~ (' . ( 

-- 'V Ltq +(p-s) ) o. Er is nu Een o > OJ zodat 2 als \x-x0 \,(_ o., 

lY-Yol ,(6, geldt \ E..(xjy)\ < }(\p+s\ -'\/4q2 +(p--f.1) 2 ). Dan is zeker p+s+ 

+(p--s) cos 2 ~ + 2q sin 2qi + 2e,(x0 +r cos q:i) y 0 +r sin9) Io, dus 

G(x,y) IO voor (x,y) f (x 0 ,y0 ). Het punt (x0 Jy0 ) is een ge!soleerd 

punt van de krommc: er is cen omgeving van (x0 ,y0 ) te vinden, waacbinncn 

bchalvc (x0 ,y0 ) geen v0rdere punten van de kromme liggen. In het geval 

dat p =sen q = O vinden we op analoge wijze een ge!soleerd punt; dan 
0 

L: o o k p s ) q ,__ . 

Als p~:i < q 2 ., clan J_;3 \ p+s i < V LJ.q 2 +( P··S) 2 3 vJe kunnen clan ,.:en <.,j !{i.,_:.-

7 d •:') .!- 'I c• . - l) 1-S d "."' i _; "'T'i'"' 
wO c,L co,,_, w -·· -· /· ,-::i·---- ---&, c.!D ... s w =f n i\ voor alle gehcle n' 

'\ \ n ,._ '- ( D - •:c• ) '-· 
'°'.l 7 J::: t.., 

I ') 0 ✓ r, ,, 

Dan is p+s+'\ 4qL+(p-:3r-· cos(2C\1·-d-.-) = i+qc+(:J··f3)c_(eos(2Cf-<X..)-cos w );;::: 

:.:: -<~ ✓ 11q 2 +(p-s);~ sin (f •·-1~+{-w) sin (if-JC)/., tu) en dit is nul voor 

~ = ~}~- ;~~+ ntl' en voor cp = J d,...,+ J w + n1f (n willekeurig geheel), 

d,w.z. 1n twee r•ichtingen gaancle door het punt (x0 ;y0 ), Deze twoe r1ch­

tingc~n zijn ver~~chi.lle WE:gens t.1.j f. n-rr ,, KJ.czen we nu een e ' o en I . y ~ . 
- i,~I;·,,. 
/; ' /11··,, 

··/f.1//1 /••, /' . . . ,.,./.; I ... 
'.,,, ... ✓. ./.:~ •. 

<.}t.,._i, dan is, als \ ~-½ol..+Jw-n1r\~ 
~ E, 0n ~ cp ":~ cJ... -½ w -n \I\ :i: E, voor alle 

gehele n, I p·i-s+Vl+q 2+(p-s) ~cos(2 ~-c1..-)\? 
,../ 2 2 . 2 

} 2 V 4q +(p-s) (sin~) ) 0. Er is 

d an e en 6 > O, z o d. at , a 1 s -I x--]~ 1 \ < b :; 
C 



.-:•:rrat:::1: Op blz. 123 toevoegen bij de keuze van w., dat O < w <7T en bJ.,J 

:e keuze van e.., dat c :-:: ;,_(1r-w) . 

. ·.··Yo\< o., geldt !t(x.,y)I < V 4q 2+(p-s) 2 (sin 6 ) 2 .rn een voldoenc1 k: E •. 

, ev1ng van (x0 ,y0 ) geldt dus., als ~ aan bovenstaande ongelijkheden 

~ Joet, G(x,y) I 0. Alle eventuele punten van de kromme hebben dus 11: 

~ omgeving een ~ die minder dan c verschilt van de twee zojuist ge-

; .. ;en richtingen (ze liggen dus in het gebied, dat in de figuur gear­

:crd is). Voor ~ = ½oc-½w +nrr+e geldt p+s+V4q2+(p-s) 2cos(2f-oc) = 
\/1~q 2+(p-s) 2sin c sin(w-E.) > 2 V4q2+(p-s) 2 (sin c ) 2 > O wegens 

• w - c < n-- 3t; voor q? = ½0<.-·}w+mr--c geldt p+s+ V 4q 2 +( p-s) 2cos ( 2<p-cx.) -

.cc ... 2 V 1-1 q 2 + ( p - s ) 2 s in c s in ( w + c) < - 2 V 4 q 2 + ( p - s ) 2 ( s in e ) 2 < O we gens 

.)c. < u.-'+ t < rr- e. Verder geldt., als r < o., ook lx--x0 \ < b en ly-y0 \ < 5., 
m~; \c(x.,y)[ < V Ltq 2 +(p-s) 2 (sin c )2 . Voor een r met O < r < o en Cf= 

"' } °' •- } w + n Tr + c heef t G ( x, y) dus het tegenges te lde teken als voor die 

r en <p == } o<.. - i-w + nrr - c, Er is dus een waarde van q> daartussen gelegen 

:Naarvoor G(x.,y) == 0. Voor <p == ½oc. + itw + nrr -·e en o/ == ½ex.+ ½w + nrr + c 
u;eldt een analoge redenering. Meetkundig betekent di t dus dat op de om-­

trek van de cirkel met middelpunt in (x0 ,y0 ) een straal r < 5, in elk v~n 

· 1e vier in bovenstaande figuur gearceerde hoeken minstens ,~n punt van 

1e kromme ligt en buiten het gearceerde gebied geen punt van de kromn1e 
1 gt. De koorde die een dergelijk punt en het punt (x0 ,y0 ) verbindt, 

::akt met ~~n van de be1de lijnen door (x0 ,y0 ) bepaald door f = ½(oc-~) 
r:n er= }(ex +u;) een hoek < c. 

Door €.. naar nul te laten nc,deren, 

zien we dater twee limietstanden 
van koorden zijn. 

De kromme bestaat in (x0 ,y0 ) uit 

twee takken, die elk een raaklijn 

hebben (taktangenten). Een dergelijk 

punt heet een knooppunt, De taktan­

genten warden gevonden uit 
µ(x-x 0 ) 2 +2q(x-x0 )(y-y0 )+s(y-y0 ) 2 = O, hetgeen de vergelijking is van een 
L1 . .1nenpt:rnr door (x0 ,y0 ) -

Ten slotte het geval ps = q2 . Dan is (p+s) 2 = (p-s) 2+4q 2 ; er is dus 

een fa te bepalen, zodat sin ;e = - _gg_' cos/> = - ~, dan is p+s+ 
p+s p+s 

! (D-s)cos 2f+ 2q si.n 2<p = (p+s)(1-cos(2tp-;5)) = 2(p+s)(sin(c.p-½;.3)) 2 . 
D1. t is nul voor <.p = ¥ ~ + n 77 ( n wil lekeurig geheel) en heeft voor alle 

overige Cf' hetzelfde teken. Kiezen we nu een ~ >- O en < ½ 77, dan is, al:::.: 

io/-·b·i5 + nrrl~c voor aJ.le gehele n, l2(p+s)(sin(f-~·(3)) 2! ~ 
F:: 2jp+s\ (sine ) 2 > O. Er is dan een ◊> O, zodat, als lx-x0 \ < d, 



ri 

\ :p+~3l ( 13in t ) l... In ,?cl·i voldoend ):leine or::-, 

gevinc van (x1~,y0 ) geldt dus, als 
.} \., 

o/ a.an bove1rntE:1ande ongelijkheid 
,·; t .. ) I 1l 
\r\ X, j I,:. v • Alle eventuele 

1mn tc.;r: van de kromrue hebben dus 

in clit'? omr;eving een q, die winder 
• I 

dan ,~ Vf..:rt,chilt van de richtin6 
· ld' r 1· ( .,. • " oepaa~ aoo ·~r ;3 ze .Llg~;1;::n uus in het gecied dat in de :1.iguur gear-

ceerd is)• Of er echter dergeli j~te ,,unten zijn, val t niet ui t te rn.ak,•1; • 

ue voorbeelden in opgave 115 tonen aan, da:t; het Mogeli;jk is, dat er <.:',~, 

om.:;evin,s is van (xO,yO), waar behalve (xO,y0 ) geen punten van <le krG: 

::1e in liggeno/ £11oa.w. dat (x, .... J,y,.,) t:en :;;e:i:soJ.eerd punt van de }cror1is,1e i:.:.;, 
' -..l 

;_•::i,:1r dat het ook mogelijk is dat er i.n een willekeurig kleine om6evi1," 

v,_1n (xl;'Yc) nor; )Unten (x,y) i (x0 ,y0 ) van de kromme liggen. In het 

laa t ste geval zien we 1 door c na3r nu.l te la ten naderen, dat 0.e :::c ,,r -

d. 1:m die der\:;eli j:.rn J)Unt en met ( X:n Y,.-,) verbinden tot een bepaalde li1:1:. . " .. 
, .. , '~I 

L1tand naderen 1 dat er dus eer: bepaalde raakJijn in (x0 ,y,~) is. ceze 
A ~, 

raakJ.ijn is te vinden uit p(x-x0 )".::+2q(x-x0 )(y-y0 )+s(y-y0 )- = -..\ Oil ut 

l':et linkerlid var: dez,0 ver6elij:(ir:g Ol) een consts:nte factor i. 0 na :,:..: c 

;cwadraat van een lineaire veelterm in x en y is. Aan de voorbeelden 

in opgave 115 zien we dan nog, dat 
~rnr: zi;jn. 

'.ro on aan cla t van d·2 vc1 lgende kronLl.en het punt (O,O) een 

singu1ier punt is 2 
= q : 4- 2 de krornHe x +y ::: 0 met een ceL:ioleE~rd 

., f""! 

uunt in ( 0 1 ,')) , de k:ronrn1e xj-yc == 0 met een Lec::cpunt in ( '\ ,., ' d ,_ 
t,,. 1 u; , e ~.rorri-

'! ,, 0 
me x·-2xcy+yc::: 0 met in (O,O) wel een 

Eetc;een we ~:evcnden hebben lmnnen He dtH, als volgt samenvatten: 

Als ,:}(x,y) tV'.'ee ,1aa1 :'.:,)artieel differ1:.mtieer1Jaar i:3 met contin:,u:: 

a.1·::;e11:~iden van de tweechi orde en (x0. ,Y(',) is een sinculier punt van ,·:.c, 
\,' 

lcco :t:~e G( x, y) -· 0, waar niet alle af6eleiden, van de twee de orde rmJ 
32G(x~,y,) 0 ~2u(x~,Yn) ~2G(xn,~,) 

.~i.jn en ala A -- (··--•-~ -~'... ___ u)c. - ·---·-···..'.::..')_~--- -----':'0 -v--, dan 1s 1 al:~ 
jX:;y OX:. oy' 

•' , •• 1 1"'8t "1UDt (x r \ E:'P""' T,ci'i',,,_ 1 ee'>'•d ""nl' "~u.1 (1 1'' l{I'O'T'e i,r '.l'lc·. > n, ..,"1., '-., •,,- 1 .a..l. J;- ()'Jo J _. -•J.l ;:::it, ,J..,..,.,_~j•~-J • .L • •..I,,. ,,_.'L-'- ! \l {. ,., ... ,_"; • ,. ''- c,'..l ~ ,.,,., l, , • ,i...J .. ~ 

l~et y1unt (x0 ,y0 ) een knooppunt van de 'kroct:,:e • .AlEI A = o, dan ;{an 

(:-c0 ,y0 ) een geisoleercl riunt zi;]n of niet; iri het laatste ge·rn:1• is er 

.·•tn en slechts .§en raak.Lijn in (x,.~,y.-., 1 au.:.n de kro;m11ei waarbi:i het J')Unt 
\., \ 

:,1 <lan niet een keerpunt van de lcrc:01u.e '.:an zijn. In alle eevaJ.len 
1,1ordt (warden) de eventuele raa.klijn( en) ::;evonden ui t 

d:2G(xo,Yo) 
75"­

() x'~ 
;;: 0; 

als A < o, voldoet aan deze vergelijking echter a.lJ.een het punt (x:~,Yo). 
Men kan aantonen, dat, als G(x,y) drie maal partieel differen.-­

tieerbaar ~et continue afgeleiden v~n de derde orde wordt veronder-



Elan 1~0 

:iteld en als A = o, cLm 11 1.n het ,dr;em~'en 1' het punt (x0 ,y0 ) een kee:r.nunt 

• ~,, Hiermee 1.s met 11 in het a}gemeen" tedceJd: il;:::Js vo1daan i:J aan een 

~ek~re onge1ijkheid, waar de partt~le nfgeleiden van de tweede en derde 

,,r(Je van G :tn optreden 11 

i:.ret i.n Pl\{:::1::-.•:r' n."e''.•F'.,r,, .• ;::11".', "1't"n ·'e ,.,, ... 1~ .. ·l1,:.,,~,o '')'''n•·,:,r v•::n de "l"l'' nhi"11E"1d> l '"" .__ - - V .1 .:;:- •• _ \ __ 1~.J. u J .. i . .i.o'..-'- _. ..... l. C,· t· <..~ t~~~J, (,.. \I'.,.,..'"· \.,.,4-,. ~"" 1 • ._, •' 

-nort en kan mool gedemomi tree rd we rd en ,Jan het v::..11gende voorbee 1d, NE:er' 

Ln het platte vlak een punt OJ ecn rechte liJn l, die niet door O g~aL 

en een lijnstuklengte q > O. Gevraagd wordt de meetkundige pleats der 

Ki.es bet 

,~rJinatenstelsel zo, dat ode oorsprong ls en l de rechte x = a ffiet 
> (), Laat P de co(jrcl:Lnaten { ,)'.., /d) hebben, dzm i.S blijk"caar c<. :/. O ( ::i' 

= O, c1an is OP de Y-as die evenw1 ,Jd.1.g ls ,r.et :i.) , De rechte OP hee: 

t vergelijking fax- cz.y = O: hlerult vo.lgt d:~rect, dat Q de cot:rdi.rn.;tcr. ,·· ·- -·-- .. .,,., __ ·-~· ~) ---···- .,, _________ -----····- -: ,:;,, . "'"' ---"'"';, 
1. · J ·~}) heeft, Dus moet V(\1..,--o.)- + (p - •0 cx0 )'· ~" q ZiJn, e,f aequive}ent 

2 2 2 
r, 1.er·nee (c<- -a) (~ +b ) = o.2 , De vergeU.Jk1ng van de r.ieetkundige plaat~, 

ex c. 

/ )2 2 2) 0 

iu8 ~x-a (~ +y - qc = O, Voor xi O is dit aequivalent met 
X 

1 ') ,:_) I"") ''.) /:J '") t) ".°) ( / 2. ~2 2 2 · 2 ;?) 2 
tx•-·c1)' (x'--t-yc)--q·x'· :c: O of met. x"-(x~+y'-) - ,?ax,x -;-y )+a y -(q -a x 

De kromrne die door deze verg~liJk1ng wordt voorgesteld beet concho1de 

·.·e:n N 1 cor:1edes. Bet enis;e punt met .x = 0 dat 1:1°H1 1."eze vergeliJking vol·• 

, ket 1 :, de oori:lprong; we vragen on:~; af in hoeverre di t punt gerelcend 

'::::;et warden 1J1J de mee~kt.mctige plnats. AJ.s P = O, is OP ontepaald:: at:: 

t.:P een 1 i Jn door O h~, du:sdan1g da t OG ... q, ktamen we O b ij de :r:eett:·~m i 

re rlaats ~eerekenen, Kl2arblijkel1Jk is dat het gev8l als q g ~- Al2 

q < a ~evat de conchoide v □n Nicomedeu het punt (o,o), dat niet to( Ge 

) 

l 
r2akliJn de X-as, voor q < D i.s 

re oorsprong is een singul1 r 
punt, Voor q > a is het ee1 

knooppunt_; de takU:np:enten 

warden bepaald uit 

rn het een keerpunt met o:L:' 

het een ge!soleerd punt .. Aan de figuur 

JJ d~ overgang duideliJk te zien: gaan we ult vnn q > a en leten we q 

tot a naderen, dan naderen de ra8klijnen in O tot de X-as en wordt het 

lusJe links van de Y-as ~teeds kleiner (het snLJpunt met de X-as is 

(a-q,O)). Zo gaat het knooppunt over in een keerpunt. Laten we q < a 

wordenJ dan maakt de krcmme zich los van de oorsprong. We merken nog or 
r\at er nog een gedeelte van de kromme rechts van de lijn x = a is; dit 
!sin de figuur niet getekend. 



opgave 116. Bepaal de vergelijking van de meetkundige pleats der punten 
waarvoor het product der afs tanden tot ( c, O} en ( -c, 0) constant ia. Toe. .1 

aan, dat als men de constante zo kiest dat de kromme door de oorsprong 
gaat ( lemniscaat van Bernoulli), de oorsprong een knooppunt van de krom•:n? 
is; bepaal de taktangenten, 

~16. Gewone differentiaalvergelijkingen. 
Voor de functie f(x) = sin x geldt f"(x) = - sin x, dus f"(x} + f(x)= 

=0 voor alle x. Stellen we y = sin x, dan kunnen we dat korter schrijven 
y"+y=O. We zeggen dan dat y = sin x een oplossing is van de differentiaal• 
vergelijking y"+y=O. Om enig idee te krijgen hoe de oplossingen van een 
dergelijke vergelijking eruit zien zullen we om te beg1nnen alle oplos­
singen van deze vergelijking bepalen. Laat y(x) een op een interval gede­
finieerde oplossing zijn (we schrijven kortweg y voor zo'n functie en 
evenzo voor andere functies). Omdat y een oplossing is, is y twee maal 
differentieerbaar. Stel nu u = ~' dus y = u sin x, dan is u op een 
interval dat geen punt x = r!1f (n willekeurig geheel) bevat een twee-
maal differentieerbare functie. Er geldt y' = u cos x + u' sin x en -y" -· 

= -u sin x + 2u' cos x + u" sin x, dus O = y 11 +y = u 11 sin x + 2u' cos x, 

Veronderstel nu dater een interval I bestaat waar u' f. o, dan is in I, 
wegens de continu!teit van u', overal u') O of overal u' < o. Neem ee,. 

het geval dat in I overal u' > O is. Dan kunnen we in I stellen z = loc· u', 

dus u' = e 2 , dan is z een differentieerbare funct1e. Verder geldt u" = 
== ezz,, dus O = u" sin x + 2u' cos x = ezz, sin x + 2ez cos x, dus, 

wegens ez t O, z' = B2 ~~~ ~, dus z = -2 log sin x + A met een constante 
A, dus u' = e 2 = 2 met B = eA) O. Daar di t f. O is voor alle x 

(sin x) 
,geldt deze betrekking niet alleen in I maar voor alle x in een interval 
tussen n11 en (n+1)'\\. Als u' < O in I, verkrijgen we door z = log(-u') 
te stellen op analoge wijze u' = - B 2 met B > O. Ook dit geldt in 

(sin x) 
een interval tussen n·,r en ( n+1 )lT . Als er geen interval bestaat waarbin--
nen u' to is, geldt, wegens de continu!teit van u', dat u' = O identich 
geldt. In alle gevallen kunnen we dus stellen u 1 = B 2 met con-

(sin x) 
atante Bin een interval tussen rrii en (n+1fl\. Dan is u = -B cotg x + D 
met constante D, dus y = -B cos x + D sin x en y 1 = B sin x + D cos x 
1n een interval tussen n,r en (n+1)1r. Als het interval waarop y gede­
finieerd is een punt m "'IT (m geheel) in zijn inwendige bevat en y = 

• -B1 cos x + D1 sin x voor (m-1)-rf < x < miT en y = -B2 cos x + D2 sin z 

voor m1f < x < ( m+1 )-rr , dan geldt we gens de continu!tei t van y en y' i :! 

i/lMT, dat -B1(-1)m = -B2(-1)m en D1(-1)m = n2(-1)m, dus B1 = B2 en n1 •. :·\ 
OP zijn gehele definitie--interval is dus y te schrijven als y = c1 sin ·. -: 
• c2 cos x met constante c1 en c2 . Omgekeerd is c1 sin x + c2 cos x met 
Mllekeurt'2:'e cnnstante c1 en c2 een oplossing van de differentiaalverge--



lijking, zoals door substitutie direct blijkt. We hebben dus gevonden, 

dat de functies c1 sin x + c2 cos x met willekeurige constante c1 en c2 
alle mogelijke op een interval gedefinieerde oplossingen van de differen­

tiaalvergelijking y 11 +y=O voorstellen. 
We zien aan dit vo~rbeeld, dat een differentiaalvergelijking vele 

oplossingen kan bezitten en wel bleek de situatie hier zo, dater twee 

constanten willekeurig gekozen konden worden. Dat het er twee zijnJ komt 

omdat de hoogst optredende afgeleide in de verge~ijking een van de tweede 

orde is. Dit verschijnsel zal blijken zeer algemeen te zijn. Een zeer 

speciaal geval ervan is ons al lang bekend, nl. de vergelijking y 1 = 

= ~ (x) met gegeven continue functie e.p (x). Als 4' (x) een primitieve 

functie van 1 (x) is, is de algemene oplossing van deze vergelijking 

y = ~ (x) + C met willekeurige constante C. 

Men kan omgekeerd bij een stelsel functies met twee willekeurige 

constanten (parameters) door differenti~ren en elimineren dikwijls een 
differentiaalvergelijking vinden, waaraan alle functies van het stelsel 

voldoen. Zo krijgt men uit y = c1 sin x + c2 cos x, y1 = c1 cos x + 
- c2 sin x, y" = -C'1 sin x .. c2 cos x, door eliminatie van c1 en c2 dG 

be trekking 
y sin x cos x 

y 1 cos x -sin x 

y 11 -sin X -cos X 

= 0 

en dit geeft weer y"+y=O. Neemt men als ander voorbeeld y = Cx (alle rech­

ten door de oorsprongJ behalve de Y-as), dan is y 1 = C en we vinden ols 

differentiaalvergelijking y = y 1 x. Het kan echter zijn, dat de zo gevon­
den differentiaalvergelijking nog andere oplossingen bezit dan de functles 

waar we van uit gingen. Neemt men b,v. het stelsel rechten y = ex - ic 2, 

dan is y 1 = C en de different iaal verge li jking word t y = y I x-½( y 1 ) 2 , t~:,n 

deze vergelijking voldoet echter ook y = ½x 2 . 
Na deze inleiding gaan we over tot een algemene definitie. Als 

F(x,u0 ,u1, ..• ,un) een functie van n+2 veranderlijken is en f(x) een n 
maal differentieerbare functie van een veranderlijke, dusdanig dat 

F(x,f(x)~f'(x), .•. ,f(n)(x)) = O voor alle x in het definitie-interval 

van f(x), dan heet f(x) een oplossing van de differentiaalvergelijking 
F(x,y,y 1 , ••• ,y(n)) = O. Deze differentiaalvergelijking heet een gewone 

differentiaalvergel1jking van de n8 orde; x heet de onafhankelijk ver­

anderlijke; y de afhankelijk veranderlijke. Het woord 11 gewoon 1' slaat op 
het feit, dat het een differentiaalvergelijking is, waarvan de oplossing8n 
functies van een veranderlijke zijn. Een differentiaalvergelijking, waar­
van de oplossingen functies van meer dan een veranderlijke zijn heet een 

parti~le differentiaalvergelijking; deze vergelijkingen behandelen we 
hier niet, Het is de taak van de theorie van de differentiaalvergelijkin­
gen methoden te ontwikkelen om van bepaalde typen van differentiaalverge-



lijkingen (alle) oplossingen te vinden. We behandelen in deze paragraaf 

alleen een aantnl eenvoudige gevallen, 

Dikwijls vinden we de oplossing van een differentiaalvergelijking 
niet in de vorm van een expliciete functie f(x) maer in de vorm van een 

impliciete vergelijking g(x,y) = 0. We zullen daarmee tevreden zijn en 
de differentiaalvergelijking in dat gevRl als opr;el'ost beschouwen. Ver­

der zullen we het bepalen van een primitieve functie van een gegeven op 

een interval gedefinieerde continue functie als uitvoerbaar beschouwen; 

we beschouwen een differentiaalvergelijking dus als opgelost, als we het 

vinden van de oplossingen hebben teruggebracht tot het ,~nmaal of enigc 
malen bepalen van primitieve functies. Men noemt in de theorie van de 

differentiaalvergelijkingen het bepalen van een primitieve functie vaok 

een quadratuur. 

We beginnen met het eenvoudigste type van differentiaalvergeliJkin­

gen, n.l. die van de eerste orde F(x,y,y') = O. We veronderstellen eerst 

eens, dat uit deze impliciete betrekking de veranderlijke y 1 expliciet 

oplosbaar is: y 1 = G(x,y). Oplossingen g(xsy) = O stellen meetkundig 

krommen in het platte vlak voor; hiervan is in ieder punt y' de richtinGs­

co~ffici~nt van de raaklijn. Door de differentiaalvergelijking y' = G(x,y) 

wordt in ieder punt (xJy) een raaklijnrichting y 1 voorgeschreven; men 

zegt dat de differentiaalvergelijking een richtingsveld bepaalt. Men kan 

daarvan een schetsfiguur tekenen door in elk punt een stukje rechte in 

de voorgeschreven richting te tekencn. 

In de figuur is dat uitgevoerd voor 

de vergelijking y 1 = - ~. Om een op-
Y 

lessing te vinden meet een kromme war-

den bepaald die 11 bij het richtings -· 
ve1d past 11 , d.w.z. een kromme waarv.:,n 

de raaklijn in elk punt de voorge­

schreven richting heeft. Het rich­

tingsveld beschouwende verwachten we, 

dat door elk punt f~n oplossingskromme zal gaan. In het getekendc voor­

beeld zien we direct, dat alle cirkels met middclpunt in de oorsprong 

bij het richtingsveld passen. 

Een vaak gebruikte methode bij het oplossen van differentiaalverg~­

lijkingen is het verwisselen van de rollen van onafhankelijk en afhan1~'--. 

lijk veranderlijken; we bepalen dan x als functie van y in plaats van :1 

als functie van x. Neem b.v. de vergelijking y 1 == (\) (y) waarin <.p (y) ee1-;. 

op een interval gedefinieerde continue functie is. Stel dat we een ope~~ 

interval gedefinieerde oplossing y(x) hebben. Ala er een deelinterval I is 

•aarin y 1 i O is, kunnen we in I de functie y(x) omkeren tot een functie 

".~( Y), gedefinieerd op een interval. J; er geldt dan ~x = 1r = Cf( ) . In J ,~_: J dy y y y 
~nnen we een primitieve functie ~(y) bepalen; er geldt dan 
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x = J ~(~) + A met constante A. Als het interval I zo groot mogelijk 
gekozen is, d.w.z. zo dat elk van beide randpunten ± co is of een punt 
waar y 1 = O, dan is J een interval, zodat elk van beide randpunten 
+ co is of een punt waar <D ( y) = O. Irnmers als in een randpunt van J 
- T d 
zou gelden qt(y) ~ O, dan was daar x begrensd end; gedefinieerd en 

= ~(y)' en het corresponderende randpunt van I eindig en een punt waar 
y' ~ 0. In een interval, waarop y' = 0 voor alle x, is y = C waarin C 

een constante is; daar dit aan de differentiaalvergelijking voldoet is 
cp ( C) = O. De oplossingen van de vergelijking y 1 = <p (y) zijn dus be­

paald door x = J ~ry) + A met willekeurige constante A op alle zo 
groot rnogelijke intervallen voor y waar ,(y) f Oen door y = C voor 
iedere constante C, waarvoor ~(C) = O geldt en door differentieerbare 
functies die ontstaan door deze oplossingen aan elkaar te lijmen (dat 
deze functies inderdaad aan de vergelijking voldoen is duidelijk). Dat 
dergelijke aan elkaar gelijrnde oplossingen inderdaad op kunnen treden, 
zien we aan het volgende voorbeeld. Neem de vergelijking y' = ~ voor 

y ~ o. Daar J ~ = ~, vinden we de oplossingen y =Oen x = '\[2y+A 
(dus y = ½(x-A voor x ~ A), dat zijn de stijgende takken van de para-

/ .1, 
1

/ I bolen y = ½(x-A) 2 en de X-as. Men 
I ziet echter direct, dat men ook op-

~ !:::~:g:na:r:::: ::o:e::: ::::: een 
langs de daar beginnende parabool 
verder te gaan. 

Opgave 117. Bepaal de oplossingen van y' = y, y 1 = ~+y2 , y' = V17, 
2 y' = 1-y. Schets het verloop van de oplossingskromrnen. 

De zojuist behandelde vergelijking is een speciaal geval van de 

vergelijking q>(x) 'f(y)y 1 = )((x) w(y), waarin q, (x) en-X(x) continu 
zijn en gedefintf-,erd op een interval I en 'f (y) en w (y) continu zijn 

en gedefinieerd op een interval J. Verder geldt voor geen enkele x in 

I dat q>(x) =X(x) =Oen voor geen enkele yin J dat i (y) = w(y) == o. 
Verder veronderstellen we dater geen interval is, waar ~ (x) = O voor 
alle x en geen interval waar 'f(y) = O voor alley. Stel dater een in• 
terval r 1 bes taat, zoda t als x in r 1 ligt geld t u> ( y) I o. Als x het 
interval r 1 doorloopt, is de verzameling der functiewaarden y·ook een 
interval J 1 , eventueel slechts bestaande_uit een enkel punt. In het 
laatste geval is y constant en y' = o, dus wegens w(y) /. O, is X(x)=O 

voor alle x in r1 . Als y niet constant is vormen we /\ ( t) = J ~ t ~ ~ dt 

voor tin J 1, hetgeen mogelijk is daar v,(t) /. O voor tin J~. Stellen 

we nu u = /\(y), dan is u' = ~t~i y' en 'f (x)u' = q?(x~~if)y' = )((x). 

Wegens w(y) /. O is g,,(x) /. O voor alle x in r 1 (uit q,(x) = O zou vol­

gen X (x) -I O dus w (y) = o). Dus u 1 == ~ f ~j, dus u == J ~x + A me~ 
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constante A, dus y voldoet aan de impliciete vergelijking f '!:f ~~ dy = 

=-= J ~t~~ dx + A. Deze impliciete betrekking bepaalt y als functie van 
x als 'f (Y) IO. De eerder gevonden oplossingm\.y = constant en)((x) = O 

voldoen ook aan deze betrekking. Als 11 zo groot mogelijk gekozen ia, is 

J 1 een interval, zodat elk van beide randpunten .± oo is of een punt waar 
w(y) = O of een randpunt van J. In een interval r2, dusdanig dat als x 
in r 2 ligt geldt '4>(y) = o, geldt wegens 'f (y) .;. o; dat cp(x}y' = O. In 

elk deelinterval r 3 van r2 waar ~ (x) .,i O geldt dari y' = o, dus y = B 

met een constante B, waarvoor geldt w (B) = O. Hiermee is het volgende 
gevonden: 

(16.1) (Scheiding van veranderlijken) De differentiaalvergelijking 

,p(x) 'P(Y)Y' = 'X, (x) w(y), waarin ~ (x) enj_Jx) cont1nu ziJn en gedefi­
nieerd op een interval I en '-¾' ( y) en w ( y) continu zijn en gedefinieerd 

op een interval J, waarvoor geldt dat voor geen enkele x in I geldt 
<9(x) = X (x) = O en voor geen enkele y in J geldt ,;> (y) = u, (y) = o en 

verder dater geen interval is waar ~(x) = O voor alle x en geen inter­

val waar '1J~Ir) = 0 voor alle Y, heeft als oplossingen functies bepaald 

door J ~ dy = J ~t~} dx + A met willekeurige constante A, waarin 
y een zo groot mogeli jk interval doorloopt waarop w ( y) ,,{ 0 en x een 

zo groot mogelijk interval waarop ~(x) I O,door y = B voor iedere con­
stante B, waarvoor geldt w(B) =Oen door iedere differentieerbare 
functie die ontstaat door deze oplossingen aan elkaar te lijmen. 

Dat deals oplossingen in (16.1) genoemde functies inderdaad aan de 
differentia,c lvergelijking voldoen is duidelijk. 

Opgave 118. Bepaal de oplossingen van 4yy' = -x, xy 1 = 2y, xeYy, = 1. 
Schets het verloop van de oplossingskrommen. 

Voor het volgende type van differentiaalvergelijk1ngen, dat we zul­
len behandelen, hebben we het begrip homogene functie nod1g. Een functie 

f(x 1, ••. ,xn) van n veranderlijken heet homogeen van de graad c::J,.., ( cJ.,, een 
re~el getal), als voor ieder punt (a 1 , .•• ,an) waarvoor f gedef1nieerd 
is en ieder re~el getal A) O geldt dat f ook gedefinieerd is in 

(1\a 4 , ... , t\an) en dat f (Aa1 , ... ,"an) = A,.i..f(a1 , .•• ,an). Zo is 

x½ sin Y + y-½(x2+y2)½ een homogene functie van de graad ½ •. Voor een 
X 

functie van de graad O krijgen we f()..a1 , .•• ,}..a11 ) = f(a1, .•. ,an). Het 
product (resp. quoti~nt) van twee homogene functies van de graden t:4.t1 en 
o£. 2 is een homogene functie van de graad ~ 1+ 0(..2 (resp. ()(.1- Ql.2); dit is 
evident. 

We beschouwen nu de differentiaalvergelijking y1 = ~(x,y), waarin 

~een continue homogene functie van de graad O is (b.v. het quoti~nt van 
twee homogene functies van dezelfde graad), dusdanig dat ~(1,y) en 
~(-1,-y) op intervallen voor y gedefinieerd zijn. Laat y een op een in­

terval gedefinieerde oplossing van deze vergelijking zijn. Voor x > 0 
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y ) stellen we u = x' dan is y = xu en y 1 == xu 1 + u, dus xu' + u :::, <f (x,xu 00 

= ~ ( 1, u), dus xu' = cp ( 1, u) -u, Als omgekeerd u een op een interval 

gedefinieerde oplossing van de vergelijking xu' = ~ (1,u)-u is, dan 

geldt voor de functie y = xu voor x) o, dat y 1 = xu'-u = <f(1,u) = 

c-= cp (x,xu) = c.p (x,y). Voor x ( 0 gaat het analoog met XU 1 = tp (-1, -u) ··Ll. 

Zo vinden we: 
(16.2) (Homogene differentiaalvergelijking) De differentiaalvergelijkir½ 

y' = <p (x, y), waarin <+> een continue homogene functie van de graad O i.:c,, 

dusdanig dat qi ( 1, y) en cp (-1, -y) op intervallen voor y gedefinieerd 

zijn, heeft voor x) O (resp. x < O)als oplossingen y = xu, waarin u een 

oplossing is van de differentiaalvergelijking xu' = 9 (1,u)-u (resp. 

xu' = ~ (-·1, -u) -uL die van het type is, dat in (16.1) behandeld is. 

In vele gevallen is Cf (-1, -u) == cp ( 1.,u), zodat het dan niet nodig 

is x) Oen x < O afzonderlijk te behandelen~ 2 . ; 2 2 
y -x y+'Yx -y Opgave 119. Bepa 1 de oplossingen van y 1 = 2xy , y' = 

X 

Schets het verloop van de oplossingskrom~en. 
ff t . I {() r. ~a. x+by+c) We beschouwen nu de di eren iaalvergelijking y = T ~x+~y+i, 

waarin a, b, c, o( J r,, ¥ constanten zijnJ cL, l3 en ¥ niet alle drie =0 

zijn en 9' een op een interval gedefinieerde continue functie is. We te­

schouwen eerst het geval dat het stelsel van twee lineaire vergelijkin· 

gen ax+by+c=O en oi..x+f?>Y+¥=0 een oplosping l , 'Yl bezit. Als y een op een 

interval gedeftnieerde oplossing van de differentiaalvergelijking is, 

stellen we, als x I- 3 is., u = ~= j'J dan is y ==, +(x-) )u en y 1 =u+xu 1 • 

Verd er is ax+by+c =ax+b "I'\. +b ( x- 3 ) u+c= ( Ft+bu) ( x- l) we gens a 3 +b "\_ +c=O en 

analoogo(x+ f.iy+ ~ = (ol+ (:>u) (x- 3):; dus er geldt xu 1 = q> (::~)-u, dus u 
voldoet aan een differentiaalvergelijking; die met scheiding van ver8n­

derlijken te behandelen is. Orngekeerd leidt een op een interval gedeft­
nieerde oploDsing u van xu 1 = <0 1,a+bu) -u door y = f'f\_ +(x- ~)u te ste] "Lr.11 , 'ol..+~u 
voor x) I tot een oplossing van de oorspronkelijke differentiaalverfe 

lijking (ga dat zelf na). Als de lineaire vergelijkingen ax+by+c=O en 

,:it,,x+~y+ ¥ =0 strijdig zijn, geldt a~== ot,,b. Stel nu eerst dat 0 /. O i3, 
dan is a = ¥-- en ax+;y+c = b i;:,(x+ey +C:>c. Als nu y een op een interval 

\"-' o\.X-1- Y+'[ d..X+~Y+t 
gedefinieerde oplossing 1s van de differentiaalvergelijking, stellen we 

u = a..x+~y dan is u 1 = o(,+ ~y' = ol+ ~~ ( ~(~+\?)), dus u voldoet aan een di r 

ferentiaa1vergel1jking, die met scheidingtvan veranderlijken te behande­

len is. Omgekeerd leidt een op een interval gedefinieerde oplossing u vbn 
r ~ (bu+(6c) u--dx u = e:.z+ ,-~ ~(u+l() door y = ~ te stellen tot een oplossing van de 

oorspronkelijke differentiaalvergelijking (ga dat zelf na). Als ~ = O, 
d 1 ~ ( ax+c • an s ~b = 0, dus oL = O of b = 0. Als b = 0 is., komt er y 1 = Cf ~-), 

S r,x+c -x-+ r 
dus Y = . q> (:_x+ r) dx+A met cons tante A, Als b f O is, is <::Jv = 0 en kont 

er y 1 = ro (ax+by+c) L t j t 1 d fi i d 1 ' 7 t · aa Y een op een .n erva gee n eer e op oss1ng 
hiervan zijn; we stellen dan u = ax+by., dan is u' = a+by 1 = a+b(\) (~:c), 
dus u voldoet aan een differentiaalvergelijking, die met scheiding fan 



veranderlijken te behandelen is. Omgekeerd leidt een op een interval 
gedefinieerde opJossing u van u' = a+b~ (u;c) door y = u-;x te stellen 
tot een oplossing van de oorspronkelijke vergelijking (ga dat zelf na). 
We hebben dus gevonden: 
(16.3) De differentiaalvergeliJking y' = w (ax+by+c) 1 b 1 ~x+foY+o, waar n a, , c, ~, 
;3 en -;r constanten zijn, <X., /5 en o hiet alle drie = o en <f een op 

een interval gedefinieerde continue functie, is door een transformat~~ 
van veranderlijken terug te brengen op een eerder behandelde differen­
tiaalvergelijking. Als er twee re~le getallen ; , ~ bestaan zodat 

a~ +b n +c=O en ex.; + ftrt + o = 0 voldoet de transformatie u = ~- Als 
l X-~ 

a;s =cxb en fo =/:. O, voldoet u =cx.x+;e,y. Als cx.=,,e=O, b ~ o, voldoet 
u = ax+by. Als b= /3 =0 is de gegeven differentiaalvergeU.jking al van een 
eerder behandeld type. 
Opgave 120. Bepaal de oplossingen van y' = 2~x+3Y)\ y' = -½(~x+y+2) 2 . x-y- x+y+~ 

We beschouwen nu de vergelijking y 1 + <p (x)y = o/ (x), waarin ~ , 
on yr (x) op een interval gedefinieerde continue functies zijn. Deze ,. . 
een lineaire differentiaalvergelijking. Als \jt (x) = O voor alle x (hu .. r. 

gene lineaire differentiaalvergelijking), zijn we in het geval van sc11,. 

ding van veranderlijken en vinden weals oplossingeh y = o en j ':If::::: 
•- - j t.p (x)dx+A met constante A, dus log l y I = ... / <f (x)dx+A, dus 

y = Be- f <.p(x)dx met constante B ,/:. O. De algemene oplossing is dus 

y =Be-/ <f1 (x)dx met willekeurige constante B. Er zijn geen aan elkae1r 

gelijmde oplossingen. Stel nu, dat we een willekeurige oplossin~ r(x) 
van de inhomogene vergelijking hebben. Dan stellen we u = yeff(x)dx, 

dan 1s u' = y'e f <p (x)qx+ <p(x)ye f<.p(x)dx = qr(x)e fCf(x)dx, dus 

u = / 4' (x)e f cp(x)dxdx + A met constante A, dus y = ue-f cp(x)dx = 

_ e- f q,(x)dx j 4' (x)e f <f'(x)dxdx + Ae- f Cf' (x)dx met constante A. Omgekeerd 

voldoet deze functie met willekeurige constante A aan de differentiaal­
vergelijking, zoals bij substitutie blijkt. We hebben dus gevonden: 
( 16 .4) ( Lineaire differentiaalvergelijking) De differentiaalvergel1Jl<:ir~~.: 
Y' + c.p (x)y = 4' (x), waarin c.p (x) en y.r(x) op een interval gedefinice1 
continue functies zijn, heeft als oplossingen 

:; == e-f<f(x)dx j 1-V(x)e f<p(x)dxdx + Ae-/cp(x)dx met willekeurige const&nt\ 

A. 

De methode volgens welke we deze vergelijking opgelost hebbcn, 
heet de methode van de variatie der constanten. We hebben n.l. eerst d0 

corresponderende homogene vergelijking opgelost. Deze oplossing bevat u,n 
willekeurige constante. Vervolgens hebben we voor de algemene vergelij­
king de oplossing van de homogene vergelijking genomen, waarin de con­
stante door een onbekende functie was vervangen, welke functie we ver­
volgens hebben bepaald. 
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We zien, dat de gevonden oplossing de som is van de algemene 

oplossing van de homogene vergelijking en ~~n bepaalde oplossing van de 

inhomogene vergelijking. Voor de laatste kunnen.we naar willekeur een 

oplossing van de inhomogene vergelijking nemen. Immers als Y1 (x) en 

y2(x) oplossingen zijn van de inhomogene vergelijking, is y 2(x)-Y1(x) 
een oplossing van -de bijbehorende homogene vergelijking zoals bij sub­

stitutie direct blijkt. Als we dus ~~n oplossirig van de inhomogene ver­

gelijking (een z.g. particuliere oplossing) kennen (daze is met enige 

handigheid soms wel direct te zien), dan zijn daaruit direct alle op­

J.ossingen te vinden door er de algemene oplossing van de bijbehorende 

homogene vergelijking bij op te tellen. 
1 Opgave 121. Bepaal de oplossinge_n van y 1 + y tg x = ---, xy 1 -y = 

COS X 
= 1-log x, xy'-2y = -x, y'+(2-cotg x) y = 2 sin x. 

De vergelijking y 1 + <p(x)y = yr;. r(x)J waarin ex. constant /. '1 is 

en 1(x) en ~(x) op een interval gedefinieerde continue functies zijn2 

is door substitutie op een lineaire vergeliJking terug te brengen. Als 

y(x) een oplos.s111g van deze vergelijking is stellen we z = y 1 /15 ( /3 con-
stant/. 0), dus y = zfo; dan is y 1 = fo z~- 1 2 1 1 dus ~zft- 1 2 1 + f(x)zfo= 
~ z~~ r(x). In een interval waar y > O, is ook z > O; dan is 

z 1 + ~<p(x)z = lzo:fo-/3+1 t.fr(x). Kiezen we nu /j== 1 _1cx., dan komt er 

z'+(1-cx,) c.p(x)z = (1-cx..) ~(xL hetgeen betekent dat z aan een lineairc 

vergelijking voldoet. Als omgekeerd1z een oplossing /. O van de laatste 

1 . . . 1-·(X, 1nea1re vergelijking is, 1s y = z een oplossing van de oorspronke-

lljke vergeli jking. Jl,an de oorspronkelijke vergelijking voldoet voor 
ex..> 0 ook y = O. 

( 16 .5) (Ve}'_gE:liJ½:~.ng van Bernoulli) De differentiaalvergelijking 

Y 1 + cp ( x ) y = y rx. '-!J ( x ) J w a a r in c.p ( x) en tjJ ( x) op e en int e rv a 1 g e clef in i e c r-(hJ 

contl nue func ties zi jn en r:x. een cons t ante -/, 1 is heeft als oplo s st ngc:n 
1 

,"'. 0 cle func ties y = z '1-·0<., waarin z een oploss ing is, > O, van 

z 1 +(1- ex.) cp(x)z = (1- ex.) ty(x), door y = O voor ex,> Oen door differen­

tieerba:::'e funct ies die onts taan door deze oplossingen aan elkaar te J. t ,]-­
men. 

2E8c:V~- 1 ~2, Bep aal de op loss ingen van xy' -2y=2 Vyx2 • 

We merken nag op, dat als 0<... geheel is, ook oplossingen met 
Y < O toelaatbaar zijn. Deze warden op analoge wijze behandeld. 

Alvoren • het volgende type differentiaalvergelijkingen te kun­
nen behandelenJ hebben we eerst een paar hulpstellingen nodig. 

(16.6) Als f(x,y) gedefjnieerd is in de rechthoek a ax• b, c ~ y ~ d 

X 

~r a j en als O ·§ tc:2taat en continu is, dan geldt Ty 

a a 
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Het bewijs is geheel analoog met het bewijs, dat gegeven is 

midden op blz. 95 met behulp van stelling (13.2) (blz. 93). 
(16.7) Als o/ (x,y) en o/(x,y) continue functies zijn, gedefinieerd in 

de rechthoek a~ x ~ b, c ~ y ~ d, als ! ~en~~ bestaan en continu 
zijn en als : f = 8 ¥, dan bestaat er een functie G(x,y), gedefinieerd 

Y ox oG aG 
ln dezelfde rechthoek, waarvoor geldt 3X = <P en ~y = -jl • 

o G Bewijs: Stel dat Geen dergelijke functie is. Dan is ax= 
- X 

= <fl (x,y), maar ook is ; x j 'P (s,y)ds = <p(x,y), dus G(x,y) = 
X a X X 

= j cp(s,y)ds + h(y). Verder is ; Y / cp(s,y)ds = j a <f(asyy)ds = 
a x a a -J ow(:3Y) ds = o/ (x,y) - ljl (a,y). Dus yr(x,y) = aG(:yy) = lV(x,y) + 

a 

yr(a,y) + dh~;), dus ~~ = r(a,y), dus h = j (jl(a,y)dy+A met constantc 
X 

J\, dus G(x,y) = j cp(s,y)ds + j y,(a,y)dy+A. Omgekeerd voldoet voor iede-­

a 
re constante A deze functie aan de voorwaarden, zoals direct te veri­
fieren valt. 

De beperking tot functies, die op rechthoeken gedefinieerd 

zijn, is niet essentieel in stelling (16.7). Ook voor vele anders ge­

vormde gebieden blijft de stelling geldig. Dat dit niet voor alle gebie­
den het geval is, blijkt uit het volgende tegenvoorbeeld. 

Kies ~(x,y) = 2Y 2 en ~(x,y) = 2x 2 gedefinieerd voor 
X +y X +y 

alle (x,y) i (o,o). Dan is : i = ~ ~ (ga dat na). Stel dater een G(x,y) 

) _J_ oG oG bestaat, gedefinieerd voor alle (x,y r (0,0)., zodat ~ = <p en "Ty= o/· 

I ( ) ( ) y aH Voor x r O defini~ren we H x,y = G x,y - arctg x' dan is ax= O, 
d H o H o H 'Ty= O (ga dat na). Omdat O y = O, is H = h(x). Omdat ax= 0 is 

H = c1 voor x >Oen H = c2 voor x < o met constanten c1 en c2 • Dus 

G(x,y) = arctg i + c1 voor x > o en G(x,y) = arctg f + c2 voor x < o. 
~Ju geeft x ,i, O, dat G(0,1) = ½rr+c 1 en x t O, dat G(0,1) = -½rr+c 2, ctus 

c2 . = Tr +c 1 . Verder gee ft x -i- o, dat G( o, -1) = -½Tr +c1 en x t o, dat 

G( O, -1) == ½ 1r +c 2, dus c2 = - rr +C 1 . Di t is een tegenspraak, dus een func­
tie G(x,y) van de gezochte soort bestaat niet. We zien aan dit voorbeeld 

ook, waardoor het mis gaab. De functie arctg Y geeft n.l. in ieder punt 
X 

de hoek die de voerstraal van (0,0) naar dat punt maakt met de positieve 
X-as. Loopt men echter eenmaal om (0,0) heen, dan is deze hoek met 2Tr 

toegenomen. In het algemeen gaat alles goedj als er in het gebied geen 
II t II t ga en zit en, of, zoals men zegt, het gebied enkelvoudi~ samenhangend 
is. We geven de definitie hiervan niet en gaan op deze kwestie ntet ver­
der in. 



We beschouwen nu de vergeliJking ,(x,y)+ r(x,y)y 1 • o, waarin 
<f (x, y) en 4f (x, y) functies zijn, die voldoen aan de voo:rwaarden, die 

in (16,7) gesteld ~ijn. 

Er bestaat dan, volgens ( 16. 7), een functie G('x,y), zod8t ~ ""<f 
aG ax 

en oy = r . Neem nu een willekeurige op een interval gedefinieerde op-

lessing y(x) van de vergelijking. Dan geldt voor de functie h(x) = 
( ( ) ) d , dh _ o G ~ o G dy . 1 ( ) • 

== G X, Y X , · a-c dx -- ax -, ay dx c:::: <f) + o/ y = 0, dus h x = A met con-

st ante A, dus G(x,y(x)) = A. Verder voldoet voor iedere constante A ook 

een oplossing, bepaald door G(x,y) = A, aan de vergelijking. We hebben 

dus gevonden: 

( 16 .8) ( Exacte of totale differentiaalvergeli,jking) De differentiaalver­

gelijking f(x,y) + t(x,y)y 1 = O, waarin f(x,y) en f(x,y) continue 

functies zijn, gedefinieerd in de rechthoek a ix & b, c & y ~ d, waer­

voor ~; en ~r bestaan en continu zijn en waarvoor geldt ~~ = ~~ , 

heeft als oplossingen G(x,y) = A met willekeurige constante A, als 
G( x, y) een in bovengenoemde rechthoek gedefinieerce functie is, waarvoor 

oG oG 
a. eldt - = w • - = ,~. 
I:, CJX "' • oy ,. 

Met behulp van het bewijs van stelling (16.7) is een functie 

G(x,y), zoals bedoeld in (16.8), te vinden. Het is echter vaak niet no­

dig, hierbij bepaalde integralen te gebruiken. Als we n.l. een stam­
functie f <p (x, y) dx tcunnen vinden, die als functie van y continu dif­

ferentieerbaar isJ dan geldt 0°x(G(x,y) -·· j <f (x,y)dx) = O en 

ody ( G ( X, y) - j <f ( : ' ;y) dx ) = <f ( X , y) - ; y ; <f' ( X., y) dx . Dus G ( X, y) - / f ( X, y )dx 
is een functie van y alleen en G(x,y)- j1(x,y)dx = 

=J ( r ( x, y) - 0°y j <p ( X, y) dx) dy + A en in j 'f ( X, y) dx + j ( ~ ( X, y) + 
- -f; j r ( x, y) dx) dy hebben we een funct 1e van de verlangde soort gevon­

den. In de berekening zit nog een controle op vergissingen, daar 

'I' (x,y) - -f- j <.p (x,y)dx omifhankelijk van x moet blijken te zijn. Nemen 
y? 2 2 j 132 we b.v. <p = x-+2xy, yr= x -y , dc:rn kunnen we cpdx = 3x +x y k1ezen. a;, 2 2 2 2 132 13 Dan is f- oy {f) ox = x --Y --x = -y en G(x, y) = 3x +x y - JY + A. 

Opgave 123. Bepaal de oplossingen van 3x2+y4+(4xy3+2y)y 1 = 0, y cos x + 
X +logy+ (sin x + - - sin y)y 1 = O. y 

Als we een differentiaalvergelijking cp(x,y) + f (x,y);l 1 = O hebben, 

waarvoor niet geldt ~ ~ = ~ ~, is de methode van ( 16 .8) niet direct toe~­

passelijk. Dikwijls blijkt het dan mogeliJk een z.g. 1ntegrerende fac­

!2.£. f-l( x, y) te vinden, zodat .0 (~~}__ = 0 (tt 4x) . De differentiaal vergelij­

king 1-'-'f + p-, If' y 1 = o is dan met ( 16 .8) te behandelen; oploss ingen van 

deze vergelijkfng, waarvoor µ I- O, ziJn b1ijkbaar ook oplossingen nm 
de gegeven vergelijking. De functie ·?- voldoet aan de partHHe differen­

tiaalvergelijking o/ ~~ - ~ i'j = ( ½ -- ½) µ, hetgeen in het algemeen 
een veel moeiliJker vergelijking zal zijn dan de gegeven vergelijking. 
Men behoeft er echter slechts ~~n oplossing j O van te vinden en deze 1s 
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met enige handigheid soms wel te zien, b.v. door JJ-, als funct1e van x 

a1leen of van y alleen te nemen. 
Nemen weals voorbeeld y+x(log x + cos y)y' = O, dan krijgen we 

x( log x + cos y) .-1..a -- y-2..1:!:!. = ( 1 - log x -- cos y - 1) µ.. We zien hier--o x oy d 
aan direct dat een functie µ, van x alleen waarvoor x d~ = - 1 geldt .-

de vereisten voldoet, b.v. µ=~-De vergelijking aan 
y + 
X 

(log x + cos y)y' = O is exact en kan volgens (16.8) behandeld wor-

den. 

Opgave 124. Bepaal de 

en x+y( 1 - V x 2 +y2 )y' 

2 oplossingen van 2y + (sin 2x + 2 cos x cos y)y'=O 

= o. 
We beschom·en nu een differentiaalvergelijking y = c.p(x,y 1 ), waar­

in ~(x,t) een partieel differentieerbare functie van twee verander­

lijken is met continue partiSle afgeleiden. We schrijven ter afkorting 

<r1 (x,t) = 6 <f(;~t) en y:> 2 (x,t) = 0PJ~,t). Laat y(x) een twee maal 

differentieerbare oplossing van deze vergelijking zijn met continue 

tweede afgeleide. Dan geldt y' = cp 1 (x,y')+<p 2 (x.iy')y 11 • In een inter-

val, waa:rbinnen y 11 /: O, is y 1 ( x) om t e keren tot een functie x( y'), 

waarvoor geldt (y' - q;1 (x,y'))~;, = cp 2 (x,y') en de oplossing is te 
schrijven in de parametervorm x = x(t), y = f (x(t),t), waarin x(t) 

voldoet aan (t - ~ 1 (x,t))~~ = r 2(x,t). Omgekeerd als x = n (t) een 
op een interval gedefinieerde oplossing is van de vergelijking 

(t - lf1 (x,t))~~ = lf2 (x 3 t), waarvoor geldt dat .n1 (t) continu is en 
..0. 1 (t) IO voor alle t.i dan is x = .n.(t), y = <p(D(t).,t) een twee m~u1l 

differentieerbare oplossing met continue tweede afgeleide van de geg~ 

ven vergelijking. Immerser geldt (t - cp 1 (D.(t),t))D. 1 (t) = 

= <p 2 ( fl ( t), t L * = D ' ( t) en ~I = lf 1 ( D ( t) , t) D 1 ( t) + q, 2 ( D ( t )_. t) .:: 
d . ct 2y dt 1 = t.n. 1 (t), dus d~:,;:: t, dus y = cp(x,y'). Verder is dx 2 = dx = .D'(t)' 

continu. In een interval., waar y" = O, gelclt y = Ax+B met constante [\ 

en Ben Y' = A. Dit voldoet aan de gegeven vergelijking als Ax+B = 
= f (x.iA). HierJee hebben we het volgende gevonden. 

(16.9) De differentiaalvergelijking y = ~(x,y'), waarin ~(x,t) een 
partieel differentieerbare functie van twee veranderlijken is met con­

tinue parti~le afgeleiden, heeft als twee maal differentieerbare oplos­

singen met continue tweede afgeleide ~e functies bepaald door de para­

metervoorstelling x = n. (tL y = <p (.0. (t),t), waarin x = fl (t) een op­
loss ing is van de diff erentj aal ve.cgel i Jk'i ng ( t _ 0 T ( x, t) )~ - 0 P ( ~ .. -~ )_ - - o X d·v - 'o t 
waarvoor geldt dat 11' (t) continu is en D.' (t) -/: o voor alle t, verde:' 
voor iedere A, waar een Ben een interval I bij te vinden is, zodat 

voor alle x in I geldt <p(x,A) = Ax+BJ) de oplossing y = Ax+B voor x in 
I en ten slotte alle twee maal differentieerbare functies met continue 

tweede afgeleide, die ontstaan door deze functies aan elkaar te lijme~ 
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We mer}cen nog op, dat in (16.9) uits1uitend sprake is van twee 

maal differentieerbare oplossingen, hoewel de gegeven differentiaal­

vergelijking slechts van de eerste orde is, zodat oplossingen alechts 
~~n maal differentieerbaar behoeven te ziJn. Het is dus in principe 
mogelijk, dater oplossingen van de gegeven differentiaalvergelijking 

buiten beschouwing gelaten ziJn. We gaan op deze kwestie niet verder 

in. 
Verder merken we op, dat in (16.9) kort gezegd de oplossing van 

een differentiaalvergelijking teruggebracht wordt op de oplossing van 

een andere differentiaalvergelijking. A priori valt er echter in het 

geheel niets over te zeggen in hoeverre c1e nieuwe vergelijking eenvou­

diger op te locJen is dan de oude. Deze situatie is analoog met b.v. 

parti~le integratie in de integraalrekening. Deze laatste brengt het 

zoeken van een stamfunctie terug op het zoeken van een andere stam­

functie. Of dit proc~d~ succes oplevert, hangt van de omstandigheden 

af. 
Een geval, wasrin (16.9) succes oplevert, ontstaat els ~(x,y 1 ) 

een lineaire functie van xis, dus bij de vergelijking y = ~(y 1 )x + 
+ ~(y'), met continu differentieerbare ~ en f· We moeten dan be­

schouwen (t -X,(t))~~ = ;x,'(t)x + r'(t). Op een interval voor t, waar 
t(t) ft, geeft dit een lineaire differentiaalvergelijking, die we 

kunnen oplossen, en die op de in (16.9) aangegeven wijze tot oplossin­
gen van de gegeven vergelijking leidt. In ccn interval voor t, waar 

?'.,(t) = t, dus -;, 1 (t) = 1, komt er O = x + o/' (t). Als t(t) twee maal 
differentieerbaar is en tjr'r ( t) f O geeft dit de oplossing x == - r' ( t), 

y = -t If' ( t) + yr ( t) . Verder moeten we nog de waarden van A bepalen, 

waarvoor ;<.( A)x + r ( A) = Ax+B met constante B in een zeker interval 

voor x. Dit zijn blijkbaar die waarden van A waarvoor ~(A)= A; dan 

is B = r( A) en x aan geen enkele beperking onderhevig. Voor een derge-

liJke A is y = Ax + f(A) ook een oplossing. Verder z1Jn er uit 

deze gevormde aan elkaar geliJmde oplossingen. 

Een speciaal geval van de in de vorige alinea behandelde verge­

lijking is de vergelijking y = xy' + ¥(Y') (differentiaalvergelijking 

van Clairaut). Op grand van het bovenstaande heeft deze oplossingen 

Y = Ax + yr ( A) voor iedere constante A, waarvoor r( A) gedefinieerd is 

en verder x = - t 1 (t), y = -•t r'(t) + t(t) (mits r 11 (t) bestaat en 
f O is) en hieruit gevormde aan elkaar geliJmde oplossingen. Aan deze 

vergelijking zien we een mooi voorbeeld van een z .g. sin5uliere oplos-· 

sinSa. Naast een stelsel oplossingen waartn een willekeurige constante 
voorkomt is er nog een oplossing, die een ~inguliere oplossing genoemd 

wordt. Van de krommej die door ?e singuliere oplossing bepaald wordt 

vorrnen de andere oplossingen juist de raaklijnen. 
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Op gave 125. Bewi js dat de rflald i Jnen van de kron>:me"' ·cepso.ld door tie 

s 1 nguliere oplossing van een di. ffe:renti. aal vergel 1.jk1.ng van Clairaut, 

juist de andere hierboven g~noemde oplosaingen geven. 
Oo~ave 126. Bepaal de oplossingen van y ~ {x-1)(y 1 -1-o-Y 1

) 1 y • y'x + 

-- ½(y 1 )'"', y = (y' - 1)(ex•-1) ·1· x. 

Tot slot geven we nog enige gemengde 
Opgave 127. Bepaal de oplossingen van yy 1 

~ 3 2( )2 .. -, 2( )2 l SLn X - X cos X - _x y-x ~ jX y-x y 

opgaven. 
' 2 - tY O cos 
0 2 ' :.:: ' X y· :a 

Einde van de cursus. 

x, (x+y) 2y 1 .., 1, 

ex - 2xy. 


