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2 C .t..6 
Colloquium 

THJ_;ORI:G DLR 1) ARTITL_;S. 

o.l.v. 
Prof,Dr.s.c.van Veen. 

1e Voordracht, Woensdag 24 Feb. 1954. 
li'iathematisch Centrum, 

§ 1. Al£erneen E!ublee~. 

A is de verzarneling a 1 ,a2 ,a3 , •. , •• van gehele positieve getallen. 
n is een gegeven positief geheel getal. 
Het aantal oplossingen r(n) van: 

n = a. + a. + a. + ., , .. ¥+ a. 
11 12 13 1s 

(s vast of onbeperkt; a al of niet verschillend) 
js het aantal iartities van n in elementen van A. 
Gevraagd Fordt r(n) bij gegeven n en A. 

§ 2, S1,eciaal .. :pr_obleem .. 

>ii j nemen het s: iciale geval ~ dat 
A is het stele1l natuurlijke getallen 1 ,2,J, ....• 
s onber,erkt. 

Di t is het yrobleem der II onbe~kte Erti ties 11 • 

V oorbeeld ~ de 1,arti ties ve.n 5 zijn; 
5, 4+1, 3+2, 3+1+1, .2+2+1, 2+1+1+1, 1+1+1+1+1. 

,v:ij zhllen het aantal _C2_nbeperkte partitie~. van n door p(n) voorstel:l 0 ·,1 , 

:Ous p(5) = 7 .. 

= voorstelling van de partitie . . . 
ln kolommen gelezen ~ · 
~..,ulke parti ties hc,ten toegevoegd. 
lh erui t volgt 

7 + 4 + 3 + 3 + 1 van 18 
5 + 4 + 4 + 2 + 1 + 1 + 1 

~_:;J,_~).l_tn.e;_J_j_ Aantal :i_)arti ties van n in rn delen :::: aantal parti ties v1::"11 

n in delen ·, waarvan het grO"Otste ~ m. 

§ 3. De voortbreng_en;1e .functi._e voor ;p( n)_ ( l.~uler). 

Wanneer· 
F(x) ;: L f(n) x n 



d,;1.n heat 11'(x) dB v_oortbreni;ende f_y.nctie van f (n) • 

. •,u.ler heeft gevon.den, dat ch~ 1roortbrengende functie van p(n} is 

:b'(z) = ( 1 ) 

•.n:v}a.t ,., -.... , •. 1 1 1 x·J+1 1 + 1 + 1 
~ t -.,, I = + :x + + X • . 

,., 1 ,., 
2+2 2"+2 +2 ( 1 •-)["" ,-1 1 x': + } - + X + X 

(1--x31-1,~ ·1 
,, X]:-J ~+1+3 

+ y•' + + x.., -.. 

ls de ex onent v~n X ar :t U E 

'. oor de ,·rti tiE:s gflll'l.en "aJ v,.:.n ti n:.,cl':.a, :_1,,n 1 dj e rM:t. ,11eerderEc: nf :··;in•­

:,·c r;;oeii-e c1oc,r elPr,iu·11,,il'1• dl.t;.ebra.1;3c},o b,.:~;c::·•o;··, i.nfe.r:. nit de voo·1 t­

~r:?tnr:E; oniwikkeline:; (1) kunnen \:orden r:dr/.1~:id, (,..,jJ iLrd;, & '.·'ri t 

·-
= 

t .,. l;., 
\ I -X ) :::: ) ( •.• 1 ) n x' 

,:-. ,; 7 1 ':: 
- 1-x-x~+x·+x'-x L. 

{ ,,-. \ 
,. ~ L / ,. 

n:::.CO 

;::;c t,:trt~lr:ldE,:_.( r·1oo::· ,;u_:;,r :.evondt,n), r:, 1 {trv .i: h: .:.ronde:r u,n ,;eer eler.:en­

.ir b 1-•.•j_j;:, z,c.'1 on:cn (''<. E.ven, L~n v•1 01'(~<'m r: e~".in<i.. 1·t 01,; he t, £,e·cal 1 ,(n) 

- +oo 
n, ) 
?<·\3n+1.: 

/ .. , .. ( .,.1 '1 "'.n 1 
J;' .a, .. I f .. 7 

.L~--·-·-

•u·t. .. ..... m _.: ( fi:) X :::1 
n:.00 

v,'.arui. ,, vol.:;t: 
( \ . ( "' ' ... ( ,_ ,. \ ( ' ) ,, ( k ( . ' "l ·, :.l., - i:i n---1J - ~,,;1-,., + yi n-•5) + .... + ,-1 '· f{Tl-·"'" 3k-1J} + 

l C J 

l.e som (3) is gelijk ~an 
.::(n) -~ U(n) ( 4 ) 

. a.arj_n ~(n) - hti ~a~tal partitis, van n in ~en eve~ aantal 
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U(n) = het aantal parti ties van n in een oneven aant21l 5m~ijke 

elementcn, 

tlaak .een grafiek Q van een lJarti tie va.n n in een aantal ongelijke elemen-­

ten Afnemend van grootte. 

C B ~c ,, 
• cr,.,,T./ 

,/ l) 
,, . ....; ' 

.L-l 

/~ 
, ... fi--• 
A B 

G. 

De onderste lijn AB? die desnoods uit een 1rnnt kan bestaan , beet de 

_t.:i_~_.§_lS fa van de grafiek. 

Uit C,de noordoosthoek, trekken wij de zolang mogelijke rechte in zuid­

westelijke richting.Deze bevLt oak minstens 1 ~unt. 

Deze lijn CDEL zullen wij de helline; o- van de grafiek noemen. 

~anneer het aantcll punten op de helling is dan dat op de basis 9 

dan zeggen wij er~ ;e. 

V ij zullen deze 3 gevallen afzonderlijk be3chouwen: 

(a) fa<CT. 

Verr,laats ;s naar een l)OSi tie evenvvijdig bui ten a, als is aangegeven j_n 

::'j.c;uu_r H. Dit geeft een nieuwe partitie in ongelijke afnemende elementcn, 

llet aantal van deze elementen is van te5engestelde paritoit als in G. 

Deze operatie heet de opeiatie 0, De omgekeerde bcwerking heet n . 
.() is niet mogeJ.ijk als fo<CY. 

(b) !3= o. 

(: is mogelijk (zie grafiek I) behalve als /3 en cr elkaar ontmoeten 

( zoal,s in J) 

I 

. ' ' / 
____/ 

J 

0 is in beide gevallen onm_c::,~J-]:_jk, 

(c) ;S>O". 

Tie transformatie O is 

0 is mogelijk( zie K) 

/ 

K. 

steeds onmogelijk, 

behalve als p en <r elkaar ontmoeten en /> = o- +1 

( zie L) 

: __ 7 
)(------ ---•}( 

L. 
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li1. het gev,::i.l L zou er ec11 )arci tie m~1t 2 ~elijke eleFicnten vvo:rden gevon-1:tL 

Lindresultaat: Wij vinden een (1 ,1) correspondentie tussen de partities 
met oneven aantal ongelijke :..:lementen, en die met een even aantal, be~J.-­
ve in de geva1len J e~L, 

In het 1e geval J is het getal E van de gedaante: 

k + (k+1) + ••••• (2k-1) = ~ (3k-1). 

In dit geval is E(n) - U(n) = + 1 als k = citi:~eri: 

In het 2e geval L is n van de gedaante 
(k+1) +(k+2) + •.... (2k) = ~(Jk+1). 

-nook hier is ~(n) - U(n) = + 1 a "' _ even 1 .::, k - oneven 

:·. 11.:i s u.lgemeen: 

Coeff. van xn in T7 ( 1-xk) = L (-1))) ()) =aantal delen) 

n= ~(3k~1). Dan is 

Dit is het theorema van ~uler.(2) 

§ 5. De Farey-re~ks. 

= .L;(n) - U(n) = 

l:(n) U(n) = 

O, behalve als 
k (-1) . 

Onder de Farey-reeks }? 
n 

rGeks van onvereenvoudigbare 
~ n zijn. ( de grenzen O en 1 

Dus ~ behoort tot Fn als 

van de orde n verstaat men de opklirnmende 
breuken tussen Oen 1, waarvan de noemers 
ingesloten). 

0 ;ii h < k ~ n (h,k)=1. == ' De 0 1 zijn hierbij ingesloten in de 0 1 grenzen van en vorm T en 1 . 
B.v. F 0 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1 

= 1 ' 5 ' 4 ' 3 ' 5 ' ~ ' 5 ' 3 ' 4 ' ? 'l 5 

T1r karakteristieke eigenschappen van Furey-reeks worden uitgedrukt door: 
h h' Stelling I. Als k en k 1 twee opeenvolgende termen van Fn zijn, 

dan is kh 1 -hk 1 = 1. 

,Stelling II. Wanneer 
zijn,dan is 

h" 
k11 

Definitie: Men noemt 

de mediant tussen 

Wegens h h 1 

k < 'k"" 

h 
k 

is 

h h11 h' 
k , 1c en 

k' 
drie opeenvolgende termen van Fn 

h+h' 
= k+k 1 

. 

h + h' 
k + k 1 

.( of de vereenvoudigde breuk hiervan) 

en h' 
k I • 

hk' < h'k 

dus (h+h' )k' < h 1 (k+k') of h+h 1 

k+k 1 < 
h' 1, . 



en ( h +h ! ) \( > h ( k +k I ) of 

De mediant is dus gelegen ic het interval ,h h' 
'k'k'). 
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J'd vo:re,ns tot het bewi jn van de s te llingen I en II over te gaan ( zie § 9), 
zullen we eerst een paar eenvoudige eigenschappen der Farey-reeks bew1jzen, 

en daarna eerst laten zien, dat etelling I en II equivalent zijn. 
l1 h 1 

Stelling III. Als k en k' twee opeenvolgende termen van Fn zijn, 
t".ian 1e 

i< ·l· k' > n. 

Bewijs. De mediant is gelegen tussen h 
k en h' 

k' . 
Al □ k+k' in is, behoort je mediant O•lk tot de Farey-reeks Fn' in strijd 

met de aanname dat h 
k en k' twee oeeenvolgende termen zijn. 

5; t:e 111 ng IV. Voor n > -1 hebben geen tweet al opeenvolgende termen ven 

F dezelfde noemer. n 
Bewtjs. Als k > 1 is, en h 

k 
hl 

en k twee opeenvolgende breuken van 
F n met dezelfde noemer k 

r,,:::.r dan is: 
h 
K < 

zouden Zijn, dan is 

h+1 
K: 

h+1 .:! h 1 < k. 

zodat ook ( f ' d ) I h h') o naar vereenvou iging in het interval l ~, k' 

~ijn gelegen, in strijd met de aanname. 

, 6. Bewi js van d~ _eq_uJvalPnt ie van I en II. 

I . ...,.. II 

hls I waar is, dan volgt dear r~loJsing van be1de vergelijk1ngen 
1,::h" - hlr;i '"' 1 

r1":Dr· de onbeket:.den h'' 

h 11 (kh 1 -hk 1 ' hn ) ::::: 

k II ( kh I -~hk: I ) .. kn 

b) II -

en 

'I' 
.i. 

= 

kn , ' 13t 

h+'1 

'r. kl dus 
h11 h+h 1 

[ii -· k+k 1 
. w.t.b.w. 

ZOU 

Wnnn~Pr wij aann2men ct~t II algemeen geldt, en dat I geldt voor Fn_ 1 , 
c Pn zullen wi j hteruit bewi j zcn, dat I geldt voor F n. 

h:t is daartoe vo.ldoe11de te bewijzen, dat: 

khn - hk 11 = 1 en 

a.ls behoort tot F'n m.aar niet tot F n-1 , zodat k 11 =n. 

k en h 
k 

en zijn opeenvolgende term,en van F'n-1 

Volgens vc:,.o,,.l:: ... ·st:1li.ng is 

t'+h I h" k+k' => ~, waarin d€ 1;:ii:,t~te breuk onvereenvoudigbaar is. 
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Dus: h+h' = 'r-.. h" :, k+k 1 = I\. k" ( A geheel). 

k en k' < k II , dus A. =1 

of: h r,i = h + h' , k" ;:::: k + k' 

kh 11 hk 11 = kh' -hk 1 = 1 ., en analoog k 11 h 1 - h 11 k 1 = 1 w.t,b.w. 

§ 7. Meetkundige beschouwingen. 

Veronderstel in het platte vlak 2 punten Pen Q, die niet met de oor­

sprong collineair zijn gelegen. Voltooi het parallelogram OPRQ. 

Verleng de zijden hiervan onbepaald en trek de twee stelsels equidistante 

rechten // OP en OQ, waarvan OP,QR en OQ,PR opeenvolgende paren zijn. 

Het platte vlak wordt daardoor verdeeld in een oneindig aantal gelijke 

parallelograms. 

De constante figuur heet een rooster. 

Wij noemen dit rooster een rooster met de basis OP,OQ. 

Twee roosterumet verschillende basis kunnen dezelfde roosterpunten bepalen. 

In ons geval bevatcen de roosters OP,OQ en OP,OR dezelfde roosterpunten. 

Twee roosters, die dezelfde roosterpunten bepalen, heten equivalent. 

Een speciaal rooster van bijzonder belang is het rooster gevormd door 

parallellen met de X en Y-as op de eenheid van afstand.(rechthoekig assen­

stelsel). De roosterpunten zijn hier de punten, waarvan beide coordinaten 

geheel zijn. Wij zullen dit rooster het grondrooster L noemen. 

§ 8. Eenvoudige eigenschappen van het grondrooster. 
Beschouw de transformatie 

x' =ax+ by 

y 1 =ex+ dy 
(a,b,c,d geheel). 

Ieder punt (x,y) wordt getransformeerd in een ander punt (x 1 ,y 1 ). 

Door oplossing vindt men: 
x = dx 1 -by 1 

ad-be J 
cx 1 -ay 1 

Y = - ad-be • 

Wanneer de transformatiedeterminant A - ad-be gelijk is aan ~ 1, dan 

levert ieder paar gehele getallen (:v 1 , y 1 ) een paar gehele getallen (x, y), 

terwijl vanzelfsprekend (x 1 ,y 1 ) een geheel paar is bij gehele (x,y). 
Ieder roostervunt (x' ,Y') corre.spondeert met een roosterpunt (x,y) en 

omgekeerd, Het rocJterpuntsysteem van het grondrooster L wordt in zich­

zelf getransformeerd.Omgekeerd, wanneer het stelsel van grondrooster­

punten in zichzelf wordt getransformeerd, rnoet ieder geheel paar (x' iY') 

een geheel paar (x,y) leveren. Neem nu speciaal de paren:(x 1 ,y 1 ) =(1,0) 

en ( x ' , y 1 ) = ( o , 1 ) • 

Bij (1,0) hoort 

Bij (0,1) hoort 

d 
X= 6 by 
X= -- A ' = + 1 
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Hiermede is bewezen: 

S!~.lling V. Noodzakelijkt> en voldoende voorwaarde voor transform.a.tie van 
het grondrooster ~n zichzelf is 

A = + 1 

~,ulk een transformatie 

x' =ax+ by 

y' =ex+ dy 

heet unimodulair. 

Stel P = (a,c),Q = (b,d) 

ru.et A= + 1 (a, b,c,a geheel) 

Oppervlakte parallelogram op OP en OQ is $=!(ad-be) = I ad-be\ 
(het teken wordt zo 6ekozen, dat S positief is). 
OP en 0~ bepalen een nieuw rooster , waarvan de roosterpunten(x' ,Y') 

bepaald zijn door 

x' ::::: ax + by} 
x en y zijn willekeurige gehele ge­

y' =ex+ dy ta.lleu. 

'✓ olgens stelling V is noodzakelijk en voldoende voor het samenvallen 
van dit rooster met bet basis-rooster L, dat S = 1, dus 
,3tellin€j VI; Noodzakelj "'~c en voldoende voorwaarde voor de equi valentie 
van het rooster, opgebouwd door OP en OQ, en het basisrooster Lis, dat 
de oppervlakte van het parallelogram op OP en OQ = 1. 

pefiniti~: Een punt P voor L heet f_ich_ib~_g_ (vanuit de oorsprong) als 
er 6 een enkel roosterpunt van Lop de rechte OP tussen Oen Pis gelegen. 
Noodzakelijk en voldoende voor de zichtbaarheid van (x,y) is ~ is on­
vereenvoudigbaar, of (x,y) = 1 • 

. ~telling VII. Aangeno111en: P en Q ZJ.Jn zichtbare pun ten van L. 

£ = oprsrvlai:te van het parallelogram J op OP en OQ. 
~an gelden de volg8Dde eiGenschappen: 

a) .A.ls o = 1 - geen roosterpunt binnen J. 

b) Als o > 1 -
:-Tauwkeuriger: di t punt is 
~wee van zulke pun ten; een 
verdeeld door de diagonaal 

ten minste een roosterpunt binnen J. 
6f het snijpunt der diagonalen, 6f er zijn 

in ieder der beide driehoeken, waarin J is 
PQ. 

£C.Yti_j_1?_; Er is geen punt van L binnen J als, en alleen als het rooster :v 
op OP en 0~ equivalent is met L, d.i. als en alleen ala & =1• 
Als 6 > 1, dan is er tenminste 1 roosterpunt S binnen di t parallelogram.f 
Als R het 4e hoekpunt van bet parallelogram op OP en OQ is, en UT# 03 '. 
maar te_g_~n_ge_steld gerich.'t, dan is ook T een punt van L, zodat er minstend 

' 2 punten van L binnen J ljggen, behalve wanneer Ten S samenvallen 
(in het snijpunt der diagonalen). 
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§ 9. Bewijs van de hoof<lstelJ;~tng_eE _I __ E;.!L.J.J .• 
h De breuken E met O ~ h a k ~ n, ( h ,k) 

zijn de breuken van 

punten (k,h) van L, 
de Ji'arey--reeks F n. Zij corres1:ionderen met de zi9J1:tJ.2_ay_e::. 
binnen, of op ae ~rens van de driehoek, begrensd door 

y = Qi y = X9 X = n. 

Een voerstraal uit Ozal bij de draaiing om O tegen de wijzers vaneen kld~ 
uitgaande van de +x-as achtereenvolgens ieder beeldpunt (k,h) van eon 

Parey-breuk bereiken. 

r: Pen P' de punten (k,h) en(k' ,h') zijn, 11 ✓ elke de beeldpunten ZlJD vs.!l 

02?,_E=envolgende Farey-breuken van de orde n, dan is er ~~~~ beeldpunt 

·_nnen driehoek OPP' op de recl1t e PP' • Dus volgens stelling VII is 

I - hk t = 1 9 w O t . b " w • 

~ ·10. De "Fa.rs._v-verc:ieli,n_g_ van het_9-9E..!J-.n~UI4· 

Het is dikwijls gemakkelijk om de re~le getallen op de omtrek van 

.en cirkel af te beelden, in plaats van or) een rechte lijn, zoals gev10on­

lijk. 

Neem de omtrek van cirkel C = eenheid 1 en een willelceurig punt C = 0 --­

:1et beeldpunt van het getal o. Het getal x 1.1ordt voorgesteld door P 1 X 

~aarvoor de afstand tot O, gemeten langs de cirkelodtrek tegengesteld aan 
de clraaiing van de vvij zers van een ~:elok :..~ x. 

Alle gehele getallen warden in O afgebeeld. Alle getallen welke een gehecl 

,etal verschillen, vvarden in hetzelfde punt afgPbeeld. 

Vorm nu de Farey-reeks van de n 8 orde I•' en vorm de :c1edianten n 
h+h' 

van de opeenvolgende paren h 
E en h' f• . De eerste en laatste medianten 

.ijn 0+1 1 
1+n -- n+1 

n-1+1 n - 11+:f- = n~::-"f • Nu vwrdt ieclere Hediant f-1-- afgebeeld i-n 

t :,::iunt Pf,(, 1 waardoor de cir',el i,-varut verdeeld in een aantal bogen, u]_ri 

:Ii'aI_'ey-bof;en word en genoemd, ie de., begrensd door t1i1ee punt en P fl--

bevattende een enkel Harev--ount 'l ·-·- .. ,~ ,.,,~---.c;;;.,,,:,_, __ _ de afbeelding van een term van 
en ic0 di:, 

H' -n· 

Zo is ( -n~1,-.r , ~- _L __ ) 
- I ' ll-i-1 

een 1''arey-boog 1 die het enkele Farey-punt O bevat. 

van alle Farey--bogen levert de I .. ¥.§2.:-V_~~"g.eli_lIB van de ci:L 

kel. Neem n > 1. Ph is een 

k 

h1 h2 
Parey-punt. ken k zijn de termen van Fn; voo~-

1 2 

afgaande aan en volgende op~- De Farey-boog om Ph is dan samengesteld ult 
k 

twee delen met de lengte 

h h+h1 1 . 
k - k+k"l - K(k+k 1 ) ' 
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Nu is k+~ 1 < 2n (k f k1, st. IV); k+k1 > n (st. III) dus 

Stelling VIII: In de Farey-verdeling van de.orde n (n > 1) is de lengte 

van elk boogdeel, welke het beeld vane bevat, gelegen tussen k( 2~_ 1 ) en 
1 

k(n+1) . 
Het belang van de Farey--verdeling schuilt in de tot op zekere hoogte 

uniformiteit {grenzen onafhankelijk van h), zoals wij later zullen zien. 
Wij geven tot slot het bewijs van een eenvoudige ongelijkheid van 

Dirichlet, over de benadering van willekeurige re~le getallen door mid­

del van rationele getallen: 
Stelling IX: ; is een willekeurig re~el getal, n is een positief geheel 
getal. Dan is er steeds een onvereenvoudigbare breuk ~ met 

0 < . k :§ n; I s - e I ~ k ( n11) . 

Bewijs: Zonder beperking O <; < 1. ; valt in een interval, begrensd 
d h h 1 
oor twee opeenvolgende Fn-breuken, b.v. ken k'' dus in een van de beide 

intervallen 
h 

( k' 
h+h 1 h+h 1 h' 
k+k 1 ), (k+K7"", k') · Dus volgens stelling VIII voldoct 

'of h , h' k of k' aan de vraag. 

h ht 
k voldoet, als €, val t in het 1e interval, k1 als g val t in het 

2e interval. 
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~11. De_methode_va~_Hardi-RamanuJan-Rademacher_ter_beEali~~-van_Etn). 

Uit de voorstelling door middel van de voortbrengende functie: 
00 

f(x) L. p(n)x n (p(0)::1) = 
n .. o 

00 

= TT ( 1-xm)-1 
m::1 

volgt: 

I p(n) 1 f_luJ du (5) = 2rri n+1 u 
C 

waarin C een contour is, die om de oorsprong loopt en verder geen enkoJ' 
singulariteit van f(u) insluit~ Alle singulariteiten van f(u) liggen 0 1 

de eenheidscirkel. 

7ij kiezen voor C een cirkel illet straal 
27T 

IUI = e 
- N2 

(6) 

waarin N een nader te bepalen positief geheel getal voorstelt. 
'fij verdelen Cop de in~ 10 aangegeven wijze door een Farey-verdGlinc 

F1r De :B'arcy-bogen woroen door ~hik aangeduid. 

Dan is dus: 
1 ; 

2ni (h,k}:1 
o~h<klN i~k 

p(.1) = L £laj_ du 
n+1 · u 

( 7) 

§ 12. I!!voerin~_ van .. de_ transformatieformule_ voor _de modulaire_functic, 

Om de waarde van de ui tlrnmst ( 7) t-e be pal en, makon wi j gebruik van eon 
uitkomst voor de lineaire transformatie van de m.odulaire functie~ 

00 C 2n 
TT ( 1-q ) • 

n=1 



Wanncor: 

a.'t' +b 
TT:C 01: +d 

qi = e 

I T·r·"' \ .J. .. 't > 0) 

(;1,b,c,d gehccl, ft.¢_-__ b_c_-=., __ l (u.ni•1odu1air) ) 

d,m volgt op vrij eonvoudigt. wijzo ui t dt.:.i theorie dor thcta-funoties: 

,., 00 

q c. TT 

('.~it:: o.a. 1-{uroitz-Cour·{lnt:Funktioncntheorie II,7.~2) .. 

~'.~cTI hi~rin: c = k,d = -h. 

,.i,.;s h 1 zo, dat hh 1 e -1 (L1od k) 

1+hh' \..n kies daarna a"" h 1 b = - -·1c·-· (dua geheel) 

d::i.n is voldaan aar, de voorwnurde ad-be = 1 . 

. ,h+iZ\ 
Trll-·-, 

(8) 

q = 

J)an is: 

q I ::::: 8 

, k , 

:rd 

i h'+ z 
~ k 

h+iz) 
( dUfl 't' ::::: ··1::-. 

ue t ~tl.2-.9.. J 
(S) 

Substitutie van (9) in (8) geeft voor Re(z) > 0 

00 

rr 
n,d 

2;z)} 24 

Dusi 

waarin: 

1 
= (-:- \12 

lZJ 

24 
= 

h'+ l. 
2rri ( _ __g;_ ) 00 { 

e k TT 1 -
ru: i 

e 
_k ___ h'+ --211in( 1)} ;~4-

z 

c:11:ij h-h__'.j_ 2rr(-1 .:!.){ 2nih' 2rr)} 24 
kz 

k (--· kz ' = () 
k 

!!.H .. h.-h '.J. 
k 

.. 0 f e k 'la s .. 

~~!:!!tth. . i h, k E~n .. !!~~:::~ .. ~~-~ES;E~1s!l_g9;:~ ·-~ 2h!~~2!'.!S!_:i!!:L~~L~2!!!!~1:!'.LY2£!:­
s tel t. -----
De moeilijkheid schui1t nu j.uist in de bepaling van dcze 24e 1nachtswor­
tol uit 1. Met dit gccoaplicoerde proble..:im hebbcm zich o.m. Jaoobi, 

:uudekind, Her1,1i te, Tannery & Molk, Radunacher boziggehoud.en ( zio li ttci­

r·atuuropgavc aan het slot van deze paragraaf). 



Or.1 doze gotallentheorutiscre beschouwing niot te onderbrok0n, zullon wij 

do afleiding van de gewcnste uitkomst uitstollen tot aan het slot van 

deze behandeling .. Daar ho pen wij ecn ni em1e ,naar vorhouding zeor con­

voudige afleiding te gevcn not bohulp van de re si duonrek_ening .. 

Oorspronkelijk werd door verschillonde auteurs een zeor gecozaplicee;rdu 

uitdrukking voor ch,k gevondcn, waarin het syrnbool van Jacobi uit de 

theoric dor b1adro.atresten cen hoofdrol vervuldc. Er warden verschillGndc 

uitkomsten gevonden n~ar gelang hen/of k oneven is. 
Reeds Dudekind heeft (t.a.p.) een meer eenvoudige uitkomst gevonden 

vo or ?.7_:iJli~L 
e 

12k ( 11) 

die voor alle guvallon geldt. Van deze uitkornst wordt door Ro.demuchor 
terccht bij voorkeur gebruik genaakt, wuardoor dezo uitkomst ten on­

rochte vaak aan Raderaacher wordt touguschrcven. 
De bodoolde, later af to lciden uitkomst is: 

u c. h, k ::::: exp { n-i (12) 

wo.arin (x] hot grootste gehele gctal :ii x voorstel t. 

De transfon.1a.tieforr,mle 1 waarvan wij zullen gebruik maken, wordt dus: 

2rrih' 211 
f ( e~- - kz) ( 13) 

1 

(z~ is hoofdwaarde exp 1 log z, 1arg z[ <; .). Re(z) > O. 

ffot nut van doze ui tko:c1st schuil t in het fei t, dat er voor kan warden 
gezorgd, dat !z! zeer klein is, van de orde }t . , zodat !¾) zeer groot 
wordt. De sou van de reeks uit het eerste lid wordt dan m.ct grote bona-
dering bepaald 

J;i tt er_g._,i.uuy ~ 

uoor .2"'-( .1. -z) 
12k z 

C.G .. J.Jacobi- Crelle's Journal 36 1 p-97-112. './orke II, p.21 ... 36. 
R .. Dodokind. In Riemo.nns ,·1orke. ~rste Auflage p .. 438-44 7 

( 14) 

Ch.Hermite. Zie Tannery & Holk. Fonctions elliptiques T.IV.p .. 282-303. 
J.TannGry ct J.Ifolk. Fonctions elliptiques T.II.p.89-.114. 

H.Raderaacher. Journal of the London Hath.Soc., 7(1932).p.14-19. 

§ 13. Verdere_herleiding_van_de_uitdru.Ekin~_voor_p{nl• 

Wij keren terug naar formule (7) en stellen hierin: 

2rrih 2rrz 

u = e 
~ - -1:-

( 15) 



Op de Farey-boog r: 1 ... uq--,-,., a·e .. ..:11· r·t "" 5'h,k \ I, .. , .• ;ll.;:u t;'U ,1; e., 

is dan: 2rrih -.--,:--· -
u = e I'.. 

( in ove:rcEmster.11.:iing r;;.et ( 6)) 
1.:c hoek <r is b~.::paald door: 

- 2 rr e', . = n,K 

1 1 

'h'+h ' 1 2 r; j --- -- - !l 
l k:' +1c k .,, 

h 
?-➔-•. k.r < lcT2N-1; 

< 6~,kc.:: "" k 

:::m:J.loog 1 e II 
h+h .. 

: 2kif < h,k = ra-:, 
0rn::1fhu.nl:E.:li ilt va.n l:. ~-·-·--.. ,.-,, ..... _.,.,,...&Jr-~----

h+h' 
k+k' ;;i 

h 
k < 

n·+ 
U 1. V ( 7 ) , ( ·i 3 ) , ( 15 ) t ( 1?) t:n 

p( n) = 

2rrn 
~-2 
1'i 

e 

(18) volgt: 

.?.zrJ.Jl.n j 6~,k 
k 

-~,k 

w·J.nrin 

2rrn ---~ 
1-f 

::: G "' 

2rrihn 
, - k -
L w, 1 e: 

o,,1<:):1 n, ,-c 
oal1<k.liN 

1 
k:"'[N+l) 

1 
kif 

it( z) = z·~ oxn { -"-(1 - z) l , ,. 12k z · J 

~ 14. Benadcrins_yan_do_intosrand. 

-13-

( 16) 

(17) 

= +2 rr 

1 
-( 

idf } ( 18) 

-21rind'.) _ 
0 T {J_(/.' 

2rr ~--.-- ) t.. 1 . \ k (-..,-lf J 
N•- ., 

/ Y, 

I 

( 10\ 
' ..I / 

·r.;;, g"·• •···d . :-12 t., +) 
. .i..t) za u .. r,,,~ sin .:11- ,SJ..O,., d:-,t voor grott.: waarden van N ( 011 ni,i't 

tG groto wo.ard-:m van k) 
211ih I 

f (e-r -
In vC;rband hier11et:c is hot voordelig in plaats van ( 19) te acbrijven: 

2rrn 

p(n) = e 11 



21rn 
N2 

+ e 

2rrinh 
T... w e- -1:' 

(h,k):1 h, k 
oih<kiN 

h,k '°h,k 8 

2rrinh --~ 
2rrn 

N2 
Jh,k + e 

A.t Schatting van J'h,k. 

2ninh z. 
h,k 

,..,, e---r~ 
..... h,k (20) 

00 

\If ( z) f ( e ~- - k z') { 
2rrih 1 211 -+ 1 ...!J___( 1 -z) 

ia 12k z z:. ( 2rrih • 2:77) ---m 
p(m.) e k kz z e 

m::1 

met z = k N2 - kif. 

t_ p(m) 
e- fem- h)Re(¾) 

1 
z = 

dus wegens (18) 

1 1 N-2 
-k- Re (--z) = -,,.,- • > 

kc:N-4+k2~2 

Uit (21),(22),(23) volgt: 

N-2 
k2N-4_+_N __ .,..2 

00 

m-.1 

::,. = 
1 
2 

( 21 '. 

(22). 

(23). 

r_ 
m=1 

p(m) 
-rr(m- 214) , 

e = B1 N-B". ( 24) ~ 

Hierin is: 
Tr 00 

i e24 "'> B1 == 24 L 
m=1 

1T 

( ) -rrm p m e 

== 2 ¼ e 24 J.e:_-1J < 1,5 rr 
e -2 

Dus volgens (20), 

I 8 2nnN- 2 

omdat de som d~r integratieintervallen = 1: 
2nihn 

I._ wh, k e- -·-k - J, h k I < Bl e2rrnN-2 N--½ 
(h,k)::1 . f 

oth <ki N 

(24') 



dus 

p(n) :::; 8 2rrnN-2 L 
(h,k ).: 1 

O;:!;h<k;:; N 

-15-

met (25). 
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§ 15. Omzetting van Jh,k in een lus-integraal. 

We gens (20) is 
2rrn 

7 
e Jh,k 

Stel 

2 rrn 

e 7 

-16-

(27) 

is eenwaardig in het complexe w-vlak, met een 
coupure ·, '"':1 O naar - oo. 

We beschouwen nu de integraal langs de aangegeven contour (zie figuur), 

welke de oor8prong in positieve richting omgeeft. Noem deze lus-integraal 
77 

_ht8' 
N"~+Le' ---~----. 

5 

6 
_i; 0 

-CO 1 

2 

-~-~G" 



Kies hierin e willekeurig klein met de voorwaerde: 
O < 1:. < N-2 

Wij zien dat 

-2 l 1. 
e2 rr nN 

Jh,k 
k2 

Lk 
k2 

{ I 1 + I2 -1-I3 + I 4 + I 5 + I6 } . ::; r - r· 
Wij zullen hierin I1 en I6 exact berekenen voor l - o. 

-E 

I1+I6 = / \JTul 
-00 

7T 

- ~i e12k2u .e e 

2 rr (n- k)u 
du+ 

-oo rri n- 2rr (n- ~)u 
+ j '{iui e7 e12k2u e .:::::'T du 

00 ( -~ 1 - Tr 

j -2n- n- 21r)t e12k2t .!. 
A -21 e t' dt. 

t 

Tr 

dus: Joo -2 17 ( n- 1) t - ~ ..1. 

tl~ { I 1+I6 } = -2i e 24 e 12k t t 2 dt = -2iHk 

Analoog; 

0 

i _eh,k 2 2 )..1. 
(e. +v 4 

0 

1 Re 
- E. +iv 

-1.!_ Re( 1 .-~) 
12k2 -E.+J.V 

e 

< 0 dus 

-17-

(29) 

{30) 

(31) 

(32) 

(32') 

2n(n- 21)u 
e du 

Hierin is: _21 Re ( . 1e " ) = __,,_2 _u_2 __ 2.,,.... 
k u-J. h,k k (u + e~,.k) 

a.us 1T 
..1. -3 2 N-2 

0 " 2 ) -:i. e e rrn 
h,k 

Analoog: n- 2 
[I4[ ~ (c+N-2) 2¼k-½N-½ e3 e2rrnN-

Dus voor t - 0 

.1. 
k2 
i 

1 

Lk + 2k2Hk + uh,k + vh,k 

4 

(33) 
(33') 

(34) 
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waarin Hk bepaald is door ( 31), terwijl wegena ( 32), { 33) voor e. - 0: 

5 5 rr 
I Uh, ki ;i j , lvh, kl~ 24 .1t;E. e!. e217nN-2 ( 35) 

kN 
Stellen wij: 

dan volgt uit (25) 

Wegens (35) is: 

5 rr 

I L V I a 24 e3 
1~)=' h, le 

01n<l<;iN 

zodat tinslotte wegens (36) 
N 

2 
= ;I 

5 
-? - "' 

8 2rrnN ~ N t; 

p ( n ) = fu .Ak ( n ) \I' k ( n ) + R ( n, N ) • 

Hierui t volgt, dat bij vaste n voor N - oo R(n,N) - O. 

D_e_ T~_eJ; ~ .:uA t g e <tr:i:iJ:s"t...£. v:e.r: .. ..§._ l_.lJL_lc_ S.9-:'1..'!.~!~_r t : 

met } 
§ 16. Benalin~an <lft lus--inte_fil'aal Lk. 

'Ir 

(36) 

(37) 

( 37 I ) 

(38). 

:Ye lus-inte0raal: co-rJ .l. --...,. 2n-(n- _214)w 
-.! L, = .:L 1 w'" e 12k-w a ( 28) l 1C l. .e W . 

-00 

kan vrij eenvoudig door Bessel-functies worden uitgedrukt. Wij geven 
echter de voorkeur aan een directe berek:ening door reeksontwikkeling Val" 

de factor ~-1I--
12k2w 

e 

Dit levert: 



Toepassing van de formule van Hankel; 
(0+) 

1 j z -s 1 
2rri e z dz= r(s) 

. -00 2 1 1 
{ rr (n- 24 ~ I 

Stellen wij 

y = ~ V ~ Vn- J4 = ~ '-n 1 
met C = rr \JI ; )\n = Vn- h ) 

dan gaat (39) over int 

6k2 ) 

· -19-

(39 

(40; 

..-LI\ -30 1 { 2 1 3f._ *- )} = 2\[fi - 1 + y (N + 4. + . + ••• V2fln 
-3 

y3 y5 } 
= ~ \/2 { -1 

+ y2 d y 
dY (-, +TT-f."51'"+ ••• ) 2 . 

-3 "'-3 
= :: \/2 {-1 + y2 d (-c_os~ ,J-.1 )} = •2: '{2 y2 ~ dY 

Wegens 

Le cash y) d ( cos~ y) dY C 
dn Y == dY dn = 2k "-n 

..cL.( cosh Y) 
dY Y 

gaat (41) over in: _2 
1 7'.n k 
- L = 
i k rrV2,. C 

of tenslotte 

(cosh Y.) 
y 



§ 17. Be.:paJt~n de int~;;iT~]. _ Hk _J3J). Eindre.§E} taa·t~ 

Joo i - 1 ;k2t .- 2rr( n- ;4) t 
Volgens (31) is Hk = t 2 e dt. 

0 

Volgens een bekend resultaat is~ 

0() 2t j e-c -

0 

du.s 
()Q 2 a2 

2 2 a 2 
2 Joo e -c u - u2 

0 

du. = 

j 
8
-c t-

o 

t t½ Vii dt ::: - 2c d -2ac 
de (2-~ ) . 

Hieru.it volgt voor c= V2rr)',.n" a=~~ 

CAn 

d 
d~ n 

( e-v2/ ;-) 
n 

Tenslotte volgt uit (38),(42) en (43) 

1 { L
1
k_ } k½ d 

"-l>k( n) = k'2" + 2¾: = rr\/2 dn 

Uit (38) volgt dus 

d 
dn 

het eindresultaat: 

1 
\[2ir 

1 
= -- ----

2rr \/2 
d 
dn 

00 (CAn) 
= _j ____ z 1 it._ {"inh k } p(n) A1{( n) k·.a 

rrV2, k:1 dn An 

met 

C = rryf /1. = Vn- ~4 ' n 

2rrihn 

z - k 
Ak = wh,k e 

' hi!i k 
(h,k):1 k.1 

~ -[~)- ½)). wh k= exp ( ni z µ._ ( 
' µ:1 k 

-20-

(43) 

(44) 

( 4 5) 
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S 18, Jiineaire _transfy£;'"::l.ati~.-- VJin_ de. moftul~ire funct~ing._ 

Wij komen terug op de in§ 12 zonder bewi~ 

forroule voor de modulairc functie f(x) = 

verrnelde transf ormatie-

2;( ih-z) 
f( e ) = w, k n,; 

rr- ( 1-xn)-1 , , n_._ .. : 
!'hi 

07r 
1 ~-(ih'-

z·I}· exp -1;k <¾ -z) f(e k 
1) 
z ) 

{'IU.(lll)>O) 
( 13)., 

Het gaat hier in de eerste plaats om de afleiding van de uitkomst voor 
de 24k8 machtswortel uit de eenheid: 

Bl ( pn -[run]-½)} k k k , • 

'/iij herinneren eraan, da t h, lr en h I gehele posi ti eve geta.llen zijn, 

met (h,k)=1, terwijl h' een oplossing is va.n de congru.entie: 

Beschouw 

met 

1.Vegens Re(z) > 0 

Stel 
z = p eifa 

' 
1 1 -ift, 

= e ' z p 
00 

log 17 (i-xn)-1 = 
n~1 

;:: 

hh' = -1 (mod k) • 

is !Xi < 1. 

dus 1;5 l 
;, 

< 2 
• 

dus R( ·1) 
z > o. 

00 

L 
n~1 

( n)-1 log 1-x 

1 --·-::::: -rn m(x ·-1) 

. 

""' 
= L 

n:I 

-L 
m.a1 

""" xmn ""' 1 -z. z xmn z:. _, 
= 

rfl:, 1 m m.1 m n·=1 

= 
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k oo 

=LL e., 1 m .. o 

1 
:;--nk_,_, 
l ' ,,l.. 

1 --·---,:------~--
2n-( z.m~ - 1 --) 

e k k -1 

• 

In verband met de la.at::te som voeren wij in de integraal: 

__ d u 
----·--·- -·--·· ··-·--,;-~ ih.T--

? -i ~rr( zu+-- - -, -
(ku , 1 \(,..,_n .... u 1 , 1 k K 4) 

-r..,.; r:: -,1\e -i 

genomen langs een geschikte nader te bepalen contour C. 
Stel in (47): 

ku+l=v, dus 

d V -·2ni( ______ ) ·~·----2-;--( -) -
-1-·· v-1 -;- zv-ihl 

·( K 1 \ I .K 1 ) v e - ,~e -

De polen van de integranl!i zijn van drieerle::t soort 
1) de waarden van v, die voldoen aan 

2) de 

R_rri ( v-11 k , 
e =1 V=l+mk. 

die voldoen a.an waarden van v, 

2rr( ·1....~' k ZV-laJ.J 
e = 1 - v::::: !(hl+m'k) ,, 

Deze beide soorten polen zijn enkelvoudig (voor 1 .,£ k). 
3) de oorsprong v=O. Deze is ook enkelvoudig voor 1 / k. 

(46). 

(47). 

( 4 7 I) 

(48) 

) 
I 

Voor l=k is de pool in de oorsprong ~ri~J::,01!,.dj._g, n.l. voor m=-1, m1 =-k. 
Stel: 

i 7T 
arg z -- 2 - /3 = oc' du s O < oz < n- . ( 49). 

§ 19. Q.~Elr de li_gg=b_ng der poJ_~_ 
' De polen van de 1e soort v=l+mk liggen op de reele as, met een onder-

linge af'stand 1. Laten wi~ 1 de verzameling 1,2, ••• ,k doorlopen, dan 

doorloopt de verzameling v=l+mk voor m=0,.:t.1,±_2, •.• !!-_lle rooster­

punten van de reele as, en ieder ::;ireoies e~nmaal. 

Evenzo liggen de polen van de 2e soort op een rechte door o, met 

arg = <x. , op onderlinge af stand ~ • 
.§.!tlli.,p._g: Voor iedere gehele waarde van 1 ( l= 1, 2,. ~., q) kan een ver­

zameling cirkels om O warden gekozen met willekeurig grote straa.l, 
z0dat geen enkele van daze cirkels door de polen van de 1e en 2e soort 

gaat. 
1 13~Y~l-2 ~ a) I z I ~ 1 dus p ;¥1 1 

Ieder geheel posi-t;ief ro0sterpunt n is in ruime zin gelegen in een 

, 
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interval tussen twee opeenvolgende veelvouden van } (ll_1Lij.lek~i_g 
groot). 

n' n 1 +1 
- < n ~-p = -r- (n en n' positief geheel) 

Voor n'+1 n'+i kieze de straal R p'+¼ -·-· ~ n ~ ~-:.a men voor = p p p 

Voor n '+""\ n' kieze de straal R 
n'+~ _;:;.._:....e;,, ? n ~ men voor = -~ p f p 

In beide gevallen is de kleinste afstand van de polen van de 1e en 
1 2e soort tot de cirkel met straa1 R = 4P • 

b) I zl 1 p ~ 1. 
n' Ieder punt p is in ruime zin gelegen in een interval tussen twee 

opeenvolgende roosterpunten. 
n' n& r·- ~ n+1 (n' willekeurig groat 

positief) 
Voor n+1 n' n+½ kieze R ],_ 

ii;;; T ~ men = n+4. 

Voor 1 n' kieze R 3 n+-;a ~ p ?: n men = n+4• 

In beide gevallen is de kleinste afstand van de polen tot de cirkel 
met straal R = ¼. 
In alle omstandigheden is de minimum afstand dus 

• ( j_ 1 ) min -;;;- , 4P. 

Uit (47) volgt~ 
1 L 

res __ .. _2~?·( v-1) tc zv-ihl) 
v(e - 1)(e -1) 

( 50) 

uitgestrekt over alle polon binnen c. Voor C kiezen wij nu een cirkel 
met straal R van de in~ 19 besproken serie. 
a) polen van de 1e soort 

residu in V=l+mk; 1 ·---- lim 
--· fE( zl+zmk-ihl) v-..t+mk 

(l+mk)(e k - 1) 

1 
::;:: 

{ -2; ( -z-ih) ( mk+i) } 
( l+mk) e -1 

Deze uitkomst geldt voor: 1=1,2,J, ... ,k-1 
en bovendien voor l=k; m f -1. 
Bij gegeven 1 is: I l+mk I < R 

dus 
-R-1 R-1 
~~ < Ill < ~ 

v-1-mk 
2;-1( ... - ·-) 
-k v-1-mk 

e -1 

( 51) 
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Ui t ( 50) en ( 51) volgt voor het 1 e gedeel te van Z. Ip. bt9horende bij 
de polen van de 1e soort: 

lo; 
1 Z(Il)1 = f' E" ----·--,? ----

lf(z-ih)(l+mk) 
(l+mk)(e -1) 

(waarin :z::.• betekcnt: met uj_tzondering van l=k, m=-1) 

n;[R) 

= :z=· (n ,/. O}. 
n"'[ 1-R) 

De laatste som wordt nog verder hcrleid ala volgt: 
[RJ [,_ R] [l(!j 

1 
(i::1.1] 

L ( Il) 1 = L. + z_ .. L --"· - L nw n:i n=-1 n.1 n( e -1) n .. 1 

[RJ "" [ ':I•] 
"'5"' 1 e" H 

=2L --- + 
n=1 n( enw_1) - [RJ~ 

waarin w = 2~(z-ih) (Re(w) > 0). 

b) polen van 2e soort: 

Residu iss 

v = i(hl+m'k). z 

_j __ ,. 
( -nw ) n e -1, 

(R) 

z .1 
1 n 

= 

( 52). 

k 
= 2rri 

1 
- . 2n-(, , ) 2rril ( 53) 

- -:- hl-t·m I k - ---
( hl+m I k) ( e zk k -1) 

Wij voeren nu een geheel getal h' in, bepaald door 
hh ' = -1 ( mod h) • 

_ 2rr(hl+m'k)- 2rril zk ·y--· 
e 

,.., •">rri· hh 1 1 
- ~k(hl+m'k)+L k 

= e 

( hl , k) ( 2rr 2nih 1 \ 
+m - zk +--k- 1 ( hl +m I k) w 1 

= e = e 

Het residu voor v = ~ hl+m I k) is dan z 
k 1 

2n{ ( hl+m' k) e ( hl+rn tk)w ,-_ 1 

( 2rr( 1 . \ ) w'~ - -k - - ih'; . z 

(54) 

Uit (50) en (54) volgt voor het 2e gedeelte van 
de polon van de 2e soort: 

Z 11 , behorende bij 

[Rp] 

Z' 
[1-'Rp} 

(met Re(w• )=R(::E!.rk~) < 0.) z 



(Rp) 

= 1 
[Rp] 
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, L 
n=1 

= -2 2: 
n .. 1 t -n(e-nw -1) 

L l+ 
n-1 n [a;Jf~wCRpl_,} 

Dus: 

(R] 

+ T_ 
[Rp]+i 

.1 + 
n 

[RJ 

= 2 L.. 
ns1 n( enw -1) 

1 

In de laatste uitkomst is aangenomen 

P= lzl~1. 

[Rp) 
2 z:. _,___,_ 

no1 n(e-nw•_,) 

Voor lzl ~ 1 zijn de wij::igingen eenvoudig aan te brengen. 

§ 21. De residJlen in de oorsprong v=O. 

Deze residuen zijn van tweeerle1 soort. 

( 55) 

( 56). 

1e. v=O, 1 / k. Dan is de oorsprong een pool van de 1e orde met 
residu 

zodat di t gedeel te in :Z: res. levert: 
k...1 

2= 
I'..: 1 

2,rihl 
k -1) 

( zie ( 50)) 

(57) 

Met de zuiver ~rithll!.ej;i..§_cjie~aljng van deze som (een van de groot­
ste moeilijkheden) zullen wij ons in §23 bezighouden. 

2e. Tenslotte v=O, l=~· In dat geval is do oo~eprong een pool van 
de 3e orde. Het residu voor v=O, l=k wordt gevonden ala coefficient 
van 1 in de ontwikkeling 

V 

1 
2rriv 21rzv = 1 { k 1~ + 1rg~ 1 O(v3)} v 2rriv - 2 

v(e~-1)(e~ -1) 
. { 2~zv - ¼ + "s~ + O( v3)} · 

z 1 i ...Lt 1, + 1 Dus het residu = ffi + 4 + 12z° = 12i'z - z 4 

Tenslotte volgt uit (50), (56), (57) en (58) 
[Rp] 

j = 2rri z= = 2 f: 1 - 2 Z: 1 
C res n=1 n(enw_1) n=1 n(e-nw~,) 

( 58) 



(R] 
+ L 1 + 

[Rp]+1 n 

k-1 
2rri z= 

+ -,::-- 1--1 
1\. 

1 

met w = 2; ( z -

{e 1 
-1 ► ) 

( 

z-1) + }} z 4 £t 



l"\f'f\,JI .. ,,-~,.•·- --

TElEf. 51660-56643 
.. 21-

Colloquh.i.m 

o .. 1. v. 
Prof.J)r s.c.van Veen. 

5e Voordracht, '>1oensdag 9 Juni 1954. 

Mathema.tisch Centrum. 

§ 2 2.. ~--SOJlL van __ gJ.J.JL.t~_i._d}!.~.!L...:::'.:22..f~• 

De (verbeterde) uitkonst (59) gaf als 2rri )(de som.van de residuen 

van I 1 ( 4 7 ) == Jc : 
1 -

f.RpJ 

- 2 z= 
n=1 

1 ---.~--,,,..,.,,_- + 
n(e-nw'-1) 

.1 
n 

2 rri 
+ ---

k 

k-1 
z= 
1::::1 

~- {--L( (7- l)+ 1 Jl k 12i ~ z 4 

met 

]ekend 

v = 2[Cz-ih) ; -w 1 

[R] +1 [R] 

I ' [R] 1 / 
is: ~< :z= ··-< 

J X [Rp1+1 n j 
[Rp]+ 1 [RpJ 

dx 
X 

log [R"T11 

rRr+11 
< 

[R] 

L 
[Rp] + 1 

1 [R) 
n < log [R-;;1 • 

Stel [ R] ::: R - 61 "' 

[Rpl ~ R p - 52 J 

1 log r + log 

1-Di 
1+ T 

Dus voor R _, oo is lim 

(59 1 ) gaat over in 

n < r . < 1 
V 01 2 , 

[RJ 
"- -'· l 1. ,, < og ~- + ,:__ n , o 
(Rp] +1 1 

[R] 

r. 
[Rp] + 1 

1 log 1 n :=: P 

of 

en 



lim 1 = 
R-.oo d 

00 00 

i 
2 -rril 

E 1-e k )( 1-e 
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2 rr .ihl 
k -) 

+ 2 L.. 1 
n(enw - 1) 

- 2 L. 1 + log p1 -( -=nw1 ) , of wegens (46) 
n=1 n=1 n e - 1 

1 f n: 1 . .k-1 
lim = 6k( z - -)+..fil. -t w:z= 
R➔OO z 2.K k 1=1 -2 tr il -2 n: ihl 

C (1-e k )(1-e k ) 

~(ih-z) 2rr(ih 1 - 1) 
+ 2 log f(e )- 2 log f(e k z) +log} 

§ 23. Bepa3=_i_ng van de eB..,=k.& overgeb~~n som in 
k-1 

Wij moeten nu in (60) alleen nog de som L. 
1=1 

l60). 

(1-e 
bepalen, wat op _gritbmetische wijze mogelijk zal blijken. 
Daartoe maken wij gebruik van de 
Hulpst_elling: Voor (h,k) = 1 is: 

k-1 
Bewijs: g(x) =~ 

g I (X) 

_2 rr i hlm 
k _k =--·----2 rrihl 

1-e k 

. 1_ 8 ikx 
eimx -- --- dus . ' 1-eix 

wij in (62): 2 7r hl ( ) x = - -k-- , dan volgt hierui t 61 • 

it ( 61) volgt 9 dat we voor de gevraagde som kunnen sohrijven: 

1 k-1 
s = - -:;:-

- k :t;1 

k-1 

_J 'rcil . ~ 
1-e 

1 k-1 k-1 =--z=.mz= 
k m=1 1=1 

e 

-2.rrihlm 
k 

1-e 
-2 rrTI = 

k 

~2 rrihlm 
k 1. k-1 k;_ 1 

; T 1-e 
+ k ~ m :t;;, -2-~il 

1-e 
erin is de eerste som: 

-2 rrihlm 
k m.e = 

1-e 

1 -+ 
-2 rr il 

k 

.. 

(6C) 

(61) 

(62) 

(63) 
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of 
-2 rr il 

0s '- 1 =~ 
1=1 

1-e k -···· 
- -2rrT:C-- = k-1 , dus 

1-e-y-

k-1 
.c: - ~ --2 - L_ 

1=1 
1-e 

-2 rr il -~-
hm-1 

=~ 

-2 rr iln 
~ e ---k- - hm. 
f;-o 

Hierin is: 

Uit (65) en (66) volgt: 

k 

{[ :t,...m."11 hm·{ 
S2 = k k J - k 5 + k . 

Uit (63), (64) en (67) volgt: 

k-1 { r h 1 hm } k ·t = k z _m I _.llll l ~ -
- 121.= 1 k l k J - k + ;.; + --:r- . 

voor kl n 

voor kin 

Di t is de belangrijlcste ui tkomst van Dede".dnd-Rademacher ( 1.c) .. 

Uit (68) en (60) volgt: 

":{ 1) rri 1 k- 1 { hm) hI } ""b'k z- z + ~ + log p + 2 rr i fr=~ f [ k - -{t + ¼. 

~rr (ih-z) 2 n- (th'- t) 
+ 2!:J.j_~-:.1)__ + 2 1or, f(e K )-2 log f(eT ) ~?k ... o 

(64) 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

(69)-
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Op de om.trek van de cirkel C 1 met straa.l R (ui t de in § 20 bepaalde 
serie) stellen wij v == Re 1<l' ( 0 ,3 <p ~ 2 rr ) , waardoor ( 4 7 1 ) overga.at in 

i m ~ 

Ii= k /{ 2;(-R sin<p +i R cos<p ~il)-}{- sj(~~cp+~)+ipR 
e . -1 e 

sin(;p+,e)-ihl) 1 -1, 
(70) 

De contouren zijn zo gekozen, dat op de omtrekken de integrand steeds 
begrensd is (uniform in R). 
Uit (70) volgt, dat de integrand 

-Oals sin(f> <0 of (en) cos (<.p+;e) > O. l 
- 1 als sin r.p > 0 en cos ( q> + ,,f>) < 0 . J (71) 

Wij behoeven dus alleen het gebied te onderzoeken waar ~elijke~ . .-~.~i,.q 
sin <.p > 0 en cos ( <f + /3) == sin ( 0<. - cp) < 0 is, of ook, waar 

~!_e~-~-J2.Il _siJLLt..:::.~J-..?- 0 . ?..i .in ( 0 < 0\. < 1r) 

Dit is alleen het geval voor ~""S-(£ < rr 
rr 

Dus lim I l = ! j d <f 
R~oo ix. 

::: t(J7- ex) 

i 1"' 
== k( °i" + /5) 

en 

§ 25. Eindre~~ll.~..?--1• 
Uit (73) en (69) volgt 

;?_;7 ( ih-z) 
lo~ f(e ~ )= 

'--• 

5- rr_,( i b 1 - l) 4 1 
k - " z ) rr ( 1 ) n.,,. • 1 log f( e + 12k z - z - 4k - 1f og p 

( 72) 

( 72 1 ) 

(73) 

. ~ m ( hm f hm -1- , ) rr i rri :rri ~ , dus '"'egens z = o e:i,ie 
+ 7T 1. L-_ 1 k 1 -k - l --k J - ·,r s - --r➔ "'""ifk + -4- + 2 n I 

m= 
2~Eih-z) 27 (ih 1 - 1) 1 

log f{e K )-log f(e .tC z )+ 1;k<z - z) +½log Z + 

k- 1 m. { :r..m [ hm l . '1 

of + ni r ~ k k - k J - ~- J 
g: ( ih-z) '"' Tf 1 

f( e )==exp I 121t<z -
l 

:l:c-1 
z)+ ni 2 m(~ -

m:=: 1 k l k 

( 74) 

[
,., ] }] _i. l{f-(iht- t) 
:lfil - ½ zllf(e 

k 

Re( z ho, 

waarmede de fundamentele rel.a tie voor de lineaire trane:forma:tie vol­

lcdig is bewezen. 

., 


