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Colloguium
THORIG DR PARTITI S,
o.l.v.

Prof.Dr,.S.C.van Veen.
1e¢ Voordracht, Woensdag 24 Feb. 1954,
ltathematisch Centrum.

§ 1. Algemeen probleem.

A is de verzameling a1,a2,a3,og‘c‘ van gehele positieve getallen.
n 1s een gegeven positiel geheel getal.
Het aantal oplossingen r(n) van:
n = a. + a. + a. Tl e ohoas
i

(s vast of onbeperkt, a al of niet verschillend)

m

is het aantel ,artities van n in elementen van A,
Gtevraagd wvordt r(n) bij gegeven n en A,

§{ 2. Sueciaal probleenm,

1] nemen het s: 'ciale geval, dat
L is het stele:l natuurlijke getallen 1,2,3,.....
3 onbeverkt,

Dit is het probleem der "ombeperkte partities®.

Voorbeeld: de jariities ven 5 zijn:

5, 44T, 3+2, 3+1+1, 2+2+7, 2+71+1+1, T+1+1+7147,
Vij zullen het aantal onbeperkte partities wvan n door p(n) voorstell~n,
bus p(5) = 7.

Grafische voorstelling:

. © © © © ©

= voorstelling van de partitie
. T+ 4+ 3+ 3 +1 van 18
inn ltolommen gelezen : - 5+ 4+ 4 +2 + 1T+ 1 +1
~ulke partities heuten toegevoegd.
Hieruit volgt
otelling 1, Aantal partities van n in m delen = aantal partities van
n in delen , waérvan het grootste = m,

§ 3. De voortbrengende functie voor p(n) (uler).

Vanneer

F(x) = 7 f(n) x"



D
dan heet F(x) de voortbrengende functie van f(n).

-uler heeft gevonden, dat de voortbrengende functie van p(n) is

F(x) = ! =1 + 2?: p(n) x™ (1)

(1 X (1“3(3) A=t
omdat (1~X)~1 =1+ x4 xtt oy g ..
(1ox2) T2 1 4 x2 4 X272, (24242
(1x3)"T= 1 4 23 4 2373 4 3303

5ij vermenigvuldiging ven deze reesksen ontstaat iedere cartitie van n

.18 de ex. onent ven x , ¢n iedere artitie <reedt precies 1 maal op,

Yoor de urtities gelden val van eigenscha;nen, die mel meerdere of nin-
re noeite door elementaire algebraische beschouwingen uit de voort-
cengende oniwikkeling (1) kunnen worden afgeleid.(zie Hardy & Vright
‘roduction to tle theor: of numbers.Cha,.s&l..)

1 ven de belangrijkste is:

n
) + oo (311*‘1 ) - -
TT%WM' = 77' <T—Xk) = ZZ: (1)1 x“ = 1~x»x‘+x5+x7—x15 (2).

k=1 Nz.co

cze betrekking(door suler sevonden), waarv-n hieronder een zeer elemen-
vedir bewijs zal worden gugeven, kan worden ¢ebruilt ow het getal p(n)
recursief te bejalen als volgt:

oo " o0 n +00 n 2_(311.,,1 ) oo -
77(1wx“) { 1+ Zi p(n) x };; ;?: (107 x° . 22: plm) x° =1
[43°2 ]

ket Nz.o0 m=x0

wearult volgt:

(n) = pn-1) = p(n-2) + p(n-5) +.... + (- T)) {H~ g(3k 1)}
+(-1)X p{n~ %(3k+1)} +ie0 =0

"oc l.ahon bepaalde hiermede (n) tot en met n-200
{200) = 3972099029348,

v 4. ulementair bewijs von (2).  (rranklin, €.7,52(13831), p.443-45C)

.. e s n .
ve co€ffici¥nt van x in

f7(1ka

kat

7 (=) (3)

vearin de sommatie wordt uitgestirekt over alle jarti ies van n in

i3 gulijk aan

elijke elementen, cn » is liet aantal elementen van zulk een jartitic
De som (3) is gelijk can
L(n) - U(n) (4)
caarin  L(n) = het aantal partities van n in een even aantal ongelijke

elementin,
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U(n) = het aantal partities van n in een oneven aantal ongelijke

elementen.

Maak .een grafiek G van een partitie van n in een aantal ongelijke elemen-
ten afnemend van grootte.

] 3 3 . v o K3 C 14 3 L . L4 C B
° O'/D . ¢ . . /¥/A
‘ A . < iR .
v--ﬁ-——o
A B G H,

De onderste lijn AB, die desnoods uit één punt kan bestaan , heet de
basis A van de grafiek.
Uit C,de noordoosthoek, ilrekken wij de zolang mogelijke rechte in zuid-
westelijke richting.Deze bevet ook minstens 1 punt, \
Deze 1lijn CDE. zullen wij de helling o van de grafiek noemen.
Yanneer het aantal punten op de helling 2 is dan dat op de basis,
dan zeggen wij oz B.
v.1J zullen deze 3 gevallen afzonderlijk beschouwen:

(a) B< G
Verplaats g near een positie evenwijdig buiten o, als is aangegeven in
Tdiguur Ho it geeft een nieuwe partitie in ongelijke afnemende elementen,
tlet aantal van deze elementen is van tegengestelde pariteit als in G.
Tieze operatie heet de operatie O, De omgekeerde bewerking heet Q.
(Y 1is nief mogelijk als p<oc.

(b) B= 0.

O is mogelijk (zie grafiek I) behalve als B en o elkaar ontmoeten

(zoals in J)

° . © / '/)- v © . /
e ° ° -\/ . . .

(1 is in beide gevallen onmogelijk.
(c) B>0.
De transformatie O is steeds onmogelijk.
0O is mogelijk(zie X) , behalve als B en o elkaar ontmoeten en g= 0 +I1

(zie L)
L] 2 9 L L2 ¢ * < ¢ 3 o
L - L2 © / Ll < L 2 *

Brommem ~ W P = = R
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v het geval I zou er een Larvitie met 2 gelijke elewmenten worden gevorud,
Lindresultaats: Wij vinden een (1,1) correspondentie tussen de partities

met_oneven aantal ongelijke clementen, en die met een even aantal, behal-
ve in de gevallen J sn L.

In het 1e geval J 1is het getal n van de gedaante:

Ko+ (k1) +.. ... (2%k=1) :%(3}:-1)°

ST : e o _ ~ deg -
Irn dit geval is (n) U(n) + 1 als k = oo an
In het 2e gevael I is n van de gedaante

(k+1) +(k+2) 4. (2%) = $(3%k+1).
- o . N _ 1. . - €ven
1 ook hier is  k(n) - U(n) = + 1 als k = "2

Sua algemeens

Coeff. van x= in f7(1uxk) > (-1)° (»=aantal delen)

1l

1l
)

u(n) - U(n)
n= %(3ki1). Dan is L(n) - Uln)

0O, behalve als
(-1)%.

i

Dit is het theorema van iuler.(2)

§ 5. De rarey-recks.

Under de Farey-reeks Fn van de orde n verstaat men de opklimmende
vceks van onvereenvoudigbare breuken tussen O en 1, waarvan de noemers

= n zijn.(de grenzen O en 1 ingesloten).
Dus % behoort tot Fn als
O=s h=k=n, (hk)=t.
1

. - . . . 0
De grenzen van 0 en 1 zijn hierbi]j ingesloten in de vorm T en g .

0 1
B.,V‘ FB = T N

1 1 2 1 3 2 3 4 1
50 f 35T E T T T T

Tie karakteristieke eigenschappen van lFerey-reeks worden uitgedrukt door:
h h!

Stelling T. Als % en twee opeenvolgende termen van Fn zijn,

dan 1is kh!'-hk'!' = 1,

1t 1
Stelling II. Wanneer % s %w en %, drie opeenvolgende termen van Fn
zijn,dan 1is
h'" _ h+h!
E” - k’*‘k‘ 1 .

Definitie: Men noemt
h +h
k + k

: (of de vereenvoudigde breuk hiervan)
de mediant tussen

h

‘F{"‘ en kgny »

i1s hk' < h'k
dus (h+h')k' < h'(k+k') of

=l
A
A

Wegens



h+h! h
en (h‘!‘h')k > h(k*ﬂ(') of prarard > T
h h'
De mediant is dus gelegen in het interval (E s E'>‘

Alvorens tot het bewijs van de stellingen I en II over te gaan (zie §9),
zullen we eerst een paar eenvoudige eigenschappen der Farey-reeks bewljzen,
en daarna eerst laten zien, dat stelling I en II equivalent zijn,
Stelling III. Als % en 54 twee opeenvolgende termen van Fn zi jn,

dan is

k + k' > n.

h+h' h h'
Bewljs. De mediant el is gelegen tussen T " or o

Als k+k' £ n is, behoort de mediant ook tot de Farey-reeks Fn’ in strijd

1
met de aanname dat % en %, twee opeenvolgende termen zijn.

Stelling IV. Voor n > 1 hebben geen tweetal opeenvolgende termen van

-

Fo dezelfde noemer.

h h'
Fewljs. Als k > 1 is, en T %% twee opeenvolgende breuken van
F met dezelfde noemer k zouden zijn, dan is h+1 = h!' <« k.

n
Maar dan 1s:

h h h+1 . h!

E< k71 5 & *® %
) h | h h'
zodat ook (of haar vereenvoudiging) in het interval ( I E') zZou

zijn gelegen, 1in strijd met de aanname,

. 6. Bewijs van de equivalentie van I en II.

a} I — II
Als I waar is , dan volgt door opleossing van beide vergelijkingen
kh" - hr'" = 1
th; = h"k':' /|
naar de onbekenden h" en k', at

h"(kh'—h\{') = h" = h+v h" h+h'
k"(kh‘*hk’) - k” — "‘1{’ dU.o EH == m' ° w.t-b.w.

b) II — I

Janneer wij aanncmen dot II algemeen geldt, en dat I geldt voor Fn_
den zullen wij hieruit bewijzen, dat I geldt voor Fn'
et is daartoe voldoende te bewijzen, dat:

kh" - hk" = 1 en k"ht - h'"k' =1

1‘ 2

h"
" behoort tot Fn maar niet tot Fn_1 s
h

1
Dan 7ijn k en k' « k", en F en %, zijn opeenvolgende termen van F__

als zodat k"znf

1
Volgens vero.nacirsteiling is

1 n
%{%, = %w , waarin de la=tste breuk onvereenvoudigbaar is.



Dus ¢ h+h' = A h" ,  k+k' = A k" ( » geheel),
k en k' < k¥" , dus A =1
ofs h* = h + h' : k" =k + k!

kh" - hk" = kh' -hk' = 1 , en analoog k"h' - h"k' = 1 w.t.b.w.

§ 7. Meetkundige beschouwingen.

Veronderstel in het platte vlak 2 punten P en Q, die niet met de oor-
sprong collineair zijn gelegen. Voltool het parallelogram OPRQ.
verleng de zijden hiervan onbepaald en trek de twee stelsels equidistante
rechten // OP en 0Q, waarvan OP,QR en 0Q,PR opeenvolgende paren zijn.
Het platte vlak wordt daardoor verdeeld in een oneindlig aantal geli jke
parallelograms.
De constante figuur heet een rooster.
Wij noemen dit rooster een rooster met de basis OP,0Q.
Twee roostersmet verschillende basis kunnen dezelfde roosterpunten bepalen.
In ons geval bevatten de roosters 0P,0Q en OP,0R dezelfde roosterpunten.
Twee roosters, die dezelfde roosterpunten bepalen, heten equivalent.

Een speciaal roostcr van bijzonder belang is het rooster gevormd door
parallellen met de X en Y-as op de eenheid van afstand.(rechthoekig assen-
stelsel). De roosterpunten zijn hier de punten, waarvan beide codrdinaten
geheel zijn. Wij zullen dit rooster het grondrooster L noemen.

§ 8. Eenvoudige eigenschappen van het grondrooster.

Beschouw de transformatie
| A »
X! = ax + by (a,b,c,d geheel).
y' = ¢cx + dy
Ieder punt (x,y) wordt getransformeerd in een ander punt (x',y').
Door oplossing vindt men:

- dx'-by! - . oex'-ay!
* = Fd-be ’ = ad-bc  °
Wanneer de transformatiedeterminant A = ad-bc gelljk is aan + 1, dan

levert ieder paar gehele getallen (x',y') een paar gehele getallen (x,y),
terwljl vanzelfsprekend (x',y') een geheel paar is bij gehele (x,y).
Teder roosterpunt (x',v') correspondeert met een roosterpunt (x,y) en
omgekeerd. Het roc.:terpuntsysteem van het grondrooster L wordt in zich-
zelf getransformeerd.Omgekeerd, wanneer het stelsel van grondrooster-—
punten in zichzelf wordt getransformeerd, moet leder geheel paar (x',y")
cen geheel paar (x,y) leveren. Neem nu speciaal de paren:(x',y') =(1,0)
en {(x',y') = (o0,1).

Bij (1,0) hoort x=

Bij (0,1) hoort  x=

I >l
(%
1l

-%} a/d, a/v, a/c, a/a
-3

dus

>lo

«
1l

D>l

A2/ ad-be AZ/A , A = o+



.

Hiermede is bewezen:
vtelling V. Noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor transformatie van
het grondrooster :n zichzelf is

A::j‘-1
~ulk een transformatie
X' = ax + by
met A=+ 1 (a,b,c,é geheel)
y' = cx + dy
heet unimodulair.
Stel P = (a,c),Q = (b,d)

Oppervlakte parallelogram op OP en 0Q is & = + (ad-bc) = | ad-be
(het teken wordt zo gekozen, dat & positief is).

OF en 03 bepalen een nieuw rooster , waarvan de roosterpunten(x',y')
Lepaald zijn door

it

x\
X en y 2ijn willekeurige gehele ge-

ax + by }
tallen.

W

y'! ex + dy
Volgens stelling V 1is noodzakelijk en voldoende voor het samenvallen
van dit rooster met het basis-rcoster L, dat § = 1, dus

otelling VIs Noodzakeli®'o en voldoende voorwaarde voor de equivalentie
van het rooster, opgebouwd door OP en 0Q, en het basisrocoster L is, dat
ae oppervlakte van het parallelogram op OP en 0Q = 1.

e

te

)efinitie: FEen punt P voor L heet zichtbaar (vanuit de oorsprong) als

er seen enkel roosterpunt van L op de rechte 0P tussen 0 en P is gelegen.
Noodzakelijk en voldoende voor de zichtbaarheid van (x,y) is % is on-
vereenvoudigbaar , of (x,y) = 1.
Stelling VII. Aangenomen: P en Q zijn zichtbare punten van L.

§ = opr-rvlarte van het parallelogram J op OP en 0Q.
Tan gelden de volgende eilyenschappen:

a) Als &6 =1 — geen roosterpunt binnen J.

b) Als é§>1 — ten minste één roosterpunt binnen J.
Jauwkeuriger: dit punt is éf het snijpunt der diagonalen, 6 er zijn
wwee van zulke punten; één in ieder der beide driehoeken, waarin J is
vercdeeld door de diagonaal PQ.

Iewijs: FEr is zeen punt van L binnen J als, en alleen als het rooster '
op OP en 0, eguivalent is met L, d.i. als en alleen als & =1.

Als &> 1, dan is er tenminste 1 roosterpunt S binnen dit parallelogran.
Als R het 4e hoekpunt van het parallelogram op OP en 0Q is, en DT # 0O

o1

2 punten van L binnen J liggen, behalve wanneer T en 3 samenvallen
(in het snijpunt der diagonalen).



S 9. Bewijs van de hoofdstellingen I en I7.

De breuken % met O=<h =k =n, (h,k)

z1jn de breuken van de Farev-reeks Fn’ Zij corresponderen met de gichthare

punten (k,h) van L, binnen, of op de srens van de driehoek, begrensd door
y:o9y:X9in°

Een voerstraal uit O zal bij de draaiing om O tegen de wijzers vaneen klc-

ultgaande van de +x-as achtereenvolgens ieder beeldpunt (k,h) van een

farey~-breuk bereiken.

Ale P en P' de punten (k,h) en(k',h') zijn, welke de beeldpunten zijn van

oneenvolgende Tarey-~breuken van de orde n, dan is er een beeldpuht

[ Rrhwioted

Llunen driehoek OPP' op de rechrte PP'. Dus volgens stelling VII is
h' - hk' = 1, w.t.b.w.

$ 10. De Farey-verdeling van het continuum.

Het is dikwijls gemakkelijk om de reéle getallen op de omtrek van
cen cirkel af te beelden, in plaats van op een rechte 1lijn, zoals gevioon-
1ijk.
Neem de omtrek van cirkel C = eenheid, en een willekeurig punt C = O =
liet beeldpunt van het getal o. Het getal x wordt voorgesteld door PX,
waarvoor de afstand tot 0, gemeten langs de cirkelountrek tegengesteld asan
te draaling van de wijzers van een ilok = X.
Alle gehele getallen worden in O afgebeeld. Alle getallen welke een gehecl
setal verschillen, worden in hetzelfde punt afgebeeld.
Vorm nu de Farev-reeks van ce n® orde Fn en vorm de medianten

_ hsh!
/ kK+k'
v
van de opeenvolgende paren % en %, . e eerste en laatste medianten
- O+1 _ _1“_ I’l'“/l_j‘f] _ n . A . .
1in TR T W 0 v Rl Nu wordt iedere iediant p afgebeeld in

het nunt PM,, waardooxr de cirkel wordt verdeeld in een aantal bogen, aisw

lrarey~bogen worden genoemd, ieder begrensd door twee punten PM , en iede

bevattende één enkel Farey-—punt, de afbeelding van een term van Fn’

40 1is 5%7 ’ K&W) een larey-boog, die het enkele TFarey-punt 0 bevat.

et aggregaat van alle Tarey-bogen levert de Farey-verdeling van de ci:

kel. Neem n > 1. Ph is een Parey-punt. ;i-en ;% zijn de termen van Fn’ Voo~
k
afgaande aan en volgende op %. De Farey-boog om Ph is dan samengesteld uit
k
twee delen met de lengte
h+h1 4 h+h2 4

h
ktk,  k  k(k+k,)

h_
K

Ve

k+kq K(k+k1)



Nu is k+k, < 2n (k # k. st. IV); k+k, > n (st. III) dus

1 1
Stelling VIII: In de Farey-verdeling van de orde n (n > 1) is de %engte
van elk boogdeel, welke het beeld van % bevat, gelegen tussen (Zn-a) °"
H%TTY '
Het belang van de Farey-verdeling schuillt in de tot op zekere hoogte
uniformiteit {grenzen onafhankelijk van h), zoals wij later zullen zien.
Wij geven tot slot het bewijs van een eenvoudige ongelljkheid van

Dirichlet, over de benadering van willekeurige re&le getallen door mid-

del van rationele getallen:
Stelling IX: g 1s een willekeurig regel getal, n 1s een positief geheel

getal. Dan is er steeds een onvereenvoudigbare breuk % met

: h g
0 < kK = n; lé"glém-

Bewljs: Zonder beperking O < § < 1. £ valt in een interval, begrensd

{ Yavd o -
door twee opeenvolgende Fh~breuken, b.v. % en %T, dus in eén van de beilde
intervallen

h h+h! h+h' h' ‘ . .
(o ) (s 77) . Dus volgens stelling VIII voldoct
{
of % of %T aan de vraag.

‘ 1
% voldoet, als g valt in het e interval, %T als g valt in het

2e interval.
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§11. De_methode vam Hardy-Ramanujan-Rademacher ter bepaling van p(n).

S M G . B o W W B A 1 s ket it e et bt it T e 0 e e s et 9 1 Sl s et Pt et et et S A G S et e e St Wt bt St Sant i St Bt e 1t et o BT it e Bt Uit 2D

Uit de voorstelling door middel van de voortbrengende functie:

0(x) = Z pn)x®  (p(0)=1)
- ;: (1_Xm>~1
volgt:
C

waarin C een contour is, die om de oorsprong loopt en verder geen enkol:
gingulariteit van f(u) insluit. Alle singulariteiten van f(u) liggen o
de eenheidscirkel.

"Iij kiezen voor C een cirkel met straal

21

2
) = e (6)

waarin N een nader te bepalen positief geheel getal voorstelt.
'71j verdelen C op de in § 10 aangegeven wijze door een Farey-verdeling
FN. De Farcy~bogen worden door g}hk:aangeduid.

Dan is dus: » _l
Z: 1 flu
O = e du. ° 7)

osh<ksN Ehk
?

> ot s B Bkt S Gt T G G i S S e Nt Bt Bt S o B 28 et B e o S it et S i St B S S e 8 B D N S B D S Bl B e e P S B ) S Wl Pt O M . M G b i Bt

Om de waarde van de uitkomst (7) te bepalen, maken wij gebruik van een
uitkomst voor de lineaire transformatie van de modulaire functie:
o0

T (1-¢%™).

n=1



Wannecer:
q = e"ir (Im v > 0)
. at +h
q' = 6”1 ct +d

o

dan volgt op vrij ecnvoudige wijze uit de theorie der thdta-~functies:

(a,b,c,d geheel, ad-be = 1 (uninocdulair) )

© TT (="M o L (02 TT {1-(g0?) (8)

Net (Ct+d)1 riad

(2ic o.a. Hurwitz-Courant:Funktionenthcorie II,7.(2).

Meem hicerin: ¢ = k,d = =h ,
~ie¢s h' zo, dat hh'® -1 (wmod k)
?

en kies daarna a = h' , b = - li&ﬂm (dus geheel)
dan is voldaan aan de voorwaarde ad-be = 1.
\ o .
Neem verder: ni(gii&) '

q = K (dus t© = 31%5) net Re(z) > O.
Dan is: Nty E (9)

M ——e
. . k
a =€

Substitutie van (9) in (8) geeft voor Re(z) > O

. ht+iz 2min .
2"1(“Em~) f?. { X (h+iz) } 24

e =
Nzt
h'+ -JZ;) 27?111( i) 24
2mri( 2 “(h'+ =
= by e I {r-e >}
(iz) net
2mih  2mz .y 24 omi(n=h')  om(=r - 2), | 2min' 2m,y 24
¥ T Tk Tk kz Kk kK T kz %
fle & = ¢ s © fle Z" e
2nih _ 2mz ri{h-h') N .,g.__(l - z) &mih'_ 2m
Duss f(e k K ): e k ah’kz# g1k 2 f(e k z) , (10)
waarin: .

f(x) = f? (1 - x2) =

Nz

- ot i ot

De moeilijkheid schuilt nu juist in de bepaling van deze 24e machtswor-
tel uit 1. Met dit gecompliceerde probleem hebben zich o.m. Jacobi,
Dedekind, Hermite, Tanncry & Molk, Rademacher beziggehouden (zie litte-~
ratuuropgave aan het slot van deze paragraaf).
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Om deze getallentheorctischabesohoﬁwing nict te onderbrecken, zullen wij
de afleiding van de gewenste uitkomst uitstellen tot aan het slot van
deze behandeling. Daar hopen wij cen nicuwe,naar verhouding zecr ccn-—
voudige afleiding te geven met behulp van de residuenrekening.
Oorspronkelijk werd door verschillende auteurs een zecr gecomplicecrdc
€,k gevonden, waarin het symbool van Jacobi wit de
theoric der kwadraatresten een hoofdrol vervulde. Ir werden verschillende
uitkomsten gevonden naar gelang h en/of k oneven is.
Reeds Dcdekind heeft (t.a.p.) cen meer eenvoudige ultkomst gevonden
voor mi(h~h')
e

12k ~
" h,k T “n,x (11)

uilitdrukking wvoor

die voor alle gevallen geldt. Van deze uitkomst wordt door Rademacher
terccht bij voorkeur gebruik gcenazkt, waardoor dezc witkomst ten on-
rcechte wvaak aan Rademacher wordt tocgesechrevene

De bedoeclde, later af te leiden uitkomst is

mb;m k.1
w, .= ¢ 12Kk & = explnmi 7 B (EE - [hﬁ]~ A)} (12)
h, k= n,k - %P kT \k k1™ < -

waarin [x] het grootste gehele getal =x  voorstelt.

De transforuatieformule , waarvan wij zullen gebruik maken, wordt dus:

erin 27z B O gmin! _ 2m
clek 7K 3 ToR\Z T kT ks :
r (e ~ w2 ¢ (e ) (13)
Re(z) > Oo

(Z% is hoofdwaarde exp % log z,larg z| < % .

Het nut van deze uitkonst schuilt in het feit, dat exr voor kan worden
gezorgd, dat |zl zeer klein is, van de orde %»., zodat ,%I zeer groow
wordt. Dle soun van de reeks uit het cerste 1lid wordt dan nmct grote bena-

e s

12k

dering bepaald uoor 16 (1 ~2)
z
“n,x © . (14)

Litteratuur:

CeGoeJ.Jacobi. Crelle's Journal 36, p.97~112. ‘Jerke II, p.21~36.
R.Decdekind. In Riemanns “erke. Trste Auflage p.438-447

Ch.Hernite. Zie Tannery & Molk. Fonctions elliptiques T.IV.p.282-303.
J.Tanncry ct J.llolk. Fonctions elliptiques T.IT.p.89-~114. '
H.Rademacher. Journal of the London lMath.Soce, 7(1932).1.14~19.

§ 13. Verdere herleiding van de uitdrukking voor p(n).

Wij keren terug naar formule (7) en stellen hierin:

2mrih _ 2,

u=e¢e ¥ K (15)




net
1
E= k(—§ - i¢) (16)
N
- e A4, h'+h h+h*
Op.de Farey-boog gh'k (tussen de .edianten T €0 ke )
is dan: 2mih o .
= - S o+ 2nie
u = e k N . (17)

(in overcensterming met (6))
e hoek ¢ is bepaald door:

- ! - .h_,l_t.}}. .1:1. h+h- h = "
ereh,k“'2"{ka"k}§ emre = m%ﬁﬁﬁ”‘ﬁ} = +27m elhk'

Vegens (10 is

1. 1 c o . h _nm 1 1
ZKN K(2N=1) = “nk™ X ~ kvk' 2 L(W+1) ° XN
1 o (18)
< C v _ htho _ b 1
analoog : ST < Onk = T Tk < EW
onafhankelijk van h.
Uit (7),(13),(15),(17) en (18) volgt:
ooz s amn ol g
p(n) = 2. e’ e K f (e N ) ¢2ming
(k=1 .
osh<k &N X
2rih! 2
..27Tn ) 2 ‘_e" — ’) -
F - f%m / h.k 1 ‘ k kt_(%z—il{}))
= e Eoa “hyx © ' q{(k(‘-z- -lq.'))f e IR
osh<k N -8k N
le~2w1nvdw (19)
waarin

v(z) = z° cxp (&L -2).

S et i T s o s i, 00 AU g o e B S s S ) M it e ) SED QMD a wrh TD

7ij zagen rceds in y12 (slot) dat voor grote waarden van N ( en nict

t¢ grote waarden van k)
2nih! 2m

-
. (D —ie)
f e N“ (¥ ] 1:

In verband hiermedc is het voordelig in plaats van (19) te schrijven:

=% _ 2minh *Onk !
p(n) = e d§;1 “p,k © k xy(§§ ~kiq>)e"2”mQP de +

osh<kEN .Bh#



2mriht 2m
27”:21 — ?ﬂnj:.{l.h "‘e;:s,k . k - iQQ(L 1 )
el “n,k © 8 W(% ~ kig) f(e v ¥ _1}A
iﬁ’ki’s’m ’ 8, N
ofh<ks =%,k s
2ring dg
2L _ 2nminh L 2rinh
N N k
= e e J + e e J! - 20
g;_‘”h,k h,k g; “n,k h,k (20)
As Schatting van J'h,k .
2mi o | 7 ] o 2rih?  om
i 1 (e -2) (== = =)
w(z) {f ( k kz) _ 1}: ,F 12k ;;; olm) e X kz
k .
met z = =% — Kig .
N2
mw
dus: 2wrih' 2w e 2 1
She . & = - (@ 5y)Re(s)
)w(z){f (e k kz) - 1} s |z%e 1N Z; p(m) e K 24
(21,
Ly +ig
T _ 1 . 0 —
© ok - ae) KCy et
1
dus wegens (18)
-2 -2
1 1 N il 1 1
== Re(=) = - i e B R S (22).
k Z ng“4+qu72 kZN—4+N—2 k2N~2+1 2
y & - — 2 - D 2
27 = | Vi 2eao)}] = {kP(rted®) 1 F < (P en 2y < 2T WY (23).

Uit (21),(22),(23) volgts

gﬂlﬁ', ZE : had ~w(m—-l~) 1.
| (2) {f(e P Z p(m) e 247 - B, N7V (24).

1

Hierin is:

B, = 2% 4 Z: p(m 7T 0% g IT (1 - e Y o<
1 m=1 m=1 Py
: - 7m
o 1 = g; e
1 3%
2
= 2 TT' 1‘) < 1,5 (24')
e »2 ““

Dus volgens (20), omdat de som der integratieintervallen = 1:
2nnN~ -k vige) -3
e Z:‘ Cp Lk e J'h’k < B1 e N

(h, kD=1
ogh<k &N



dus
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Mathematisch Centrum,

§ 15. Omzetting van Jh Kk in een lus-integraal,
2

Wegens (20) is

27mwn 2mn ro - o
2 2 | ( 2 -k (N —iw))
e N To =e N k(N2 1¢). e T2R\k (N™“-1¢)
Ok ) e-—27r1n<.p de (25)
Stel N %30 = w
2mn 2m7n NZie, - 1 )
2 2 (== - kw -2
o N Tp oy = e N Viw 12k N kw e27mn(w-N"%), g
N +c.ehk w ( 1
N+Lehk 12kzw 27 (n- yw
V’!/ . e FT aqw (27)
- _Le" ‘

i et B A

1s eenwaardig in het complexe w-~vlak, met een
coupure won 0 naar -oo.

We beschouwen nu de integraal langs de aangegeven contour (zie figuur)
welke de oorsprong in positieve richting omgeeft. Noem deze lus-integraal

©9 > 2 7 (n- pop)w
12k“w zr .
L, = j/ V?i . dw (2P
-~ Q0
~E+i8' P N~‘+i.e‘
4
5
° < =g o N2 ;%Elnk
~00 1 v
2
3

~&.i0" NEig"



Kies hierin & willekeurig klein met de voorwaarde:

0 <« & <« N’2 (29)
Wij zien dat
2 n N2 k% k%
. Tk = & - & { T+ I+ I+ +T o+ } (30)

Wij zullen hierin I1 en I6 exact berekenen voor & — O,

'—“‘g 2m (n- %—a-)u

~& brd
- ~i
I1+I6 = / Viul .e 2 121{ u e du +
oo T

-co ﬂi 1
2 27 (n=~ ~yiu
+ /\/—ll‘l—l eT J12ku 2T au -
) ) 1 kil
-2n (n- Yoo Tou2. 1
= -21 / e LN AR
&€
aus: P -em (n-gpPt Tio2e 3
}ing {I1+16} = —21/ e e $% a4t = -2iH_ (31)
Qo
1
. —=— Re( —-) 1
-Shk e 2 ~E+1iV ~2r(n- £
IIZI s / (52+v2)"‘ e 12k e 2t |av]|
(o}
1 ~£
Re : < 0 dus
- & +1iv 82+v2
I, < (52+ e" 2 )%: 0" < (£2+ ! )%: —t |
[Tl N,k n,k N T (32)
C 2 ‘ 2 1 yvT _1
Analoog: |I5| < (e + 0y k) eh,k < (e“+ kzNz) i (321)
N2 > 2 . 2 euli e err(n— -—l)u
|15 = / (w’+ ey 5% g 12k h,le o 2477 an
]
-2
e 1 u N
Hierin is: =5 Re(g3 ) = — = 4
u"l e 2 2 ] 2 2 " 2
%2 h,k kK (uc+ eh’k) k eh,k
dus , I )
‘13! < (&+N’2)(N_4+ e" 2 )—4_' 3 g2mnl
. I -2 i _2 z -2
< (&+N"2}(N'4+ ——%——»—5)I ed 2Tl = _ (e+N“2)24k'2N'% o3, oMl
kN (33)
‘ 33
T, = (e+79) ohy B3 3 g2l .
Dus wvoor g —» 0 :
ornNF s L KR L oadm su 4 (34)
© h,k - 1 k k h,k h,k -
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waarin H_ bepaald is door (31), terwijl wegens (32),(33) voor ¢ — O:

U s —a 4 '%' g OrnN~2
1V, x| ";’ V|Vl ® 2t Ciee (35)
kN
Stellen wij: . \
v (n) = %r L + 2% Hyo
dan volgt uit (25) _ 2mim
k
p(n):Zw e w(n)+,u+ZU +ZV (36)
(hio= h,k k h,k h,k
o;:;:k'aN ’ og'l"\":)l:‘iﬂ ’ ogi‘-\':)l:;N ’
Wegens (35) is:
2 2
2 Uy yls =5 21 =
R I
2 I o -2 2 I -2
Vi k s ot e§ g2l " 3 Zk < 2t 3 QTN ‘J"%
J."»’f?;:;u ! o< kN
zodat tenslotte wegens (36)
N
p(n) = gi Ak(n)\pk(n) + R(n,N). (37)
met \ ) 2 I -2 -2 2
|IR(n,N)| < N7* {B1e2"nN + 2 4 2% g3 20K }<:N-%62”nN {B1+2+24e§¥
-2 4
= B, R U o B 32 < 10,3 (37")
_ 2mihn
— k i)
A (n) = ;Z; ©@p o © (371)
(h,k)=1

Hieruit volgt, dat bij vaste n voor N— o R(n,N) — O,
De reeks uitgedrukt over alle k convergeert:

o0

p(n) = 2 4 (n) wy(n)
TRy 3).
net -wk(n) = kﬁf{j% + ZHK} ‘ (38)

§ 16. Bepaling van de lus-integraal L, .

De lus-integraal: " ‘*E%g 1
1 1 1 1oty 2m(n= ggiw
- L == w* e e dw (28)
i 7k i
~o0

kan vrij eenvoudig door Bessel-functies worden uitgedrukt. Vij geven
echter de voorkeur aan een directe berekening door reeksontwikkeling wvar
de factor ~JL§

e12k w

Dit levert:
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" ( ) T 1
©0 1 2m{n- s5)w o2 ( 2 >
1 = J_j/ w? e 2477 = ek wi . gy
ik 1 i 1
..0; (“ 2s 2) 1 " 2 (n Ja--)w
- % :Z ,l%$__ e 24" 7=l gy
t=0 ’ ~o0
" 1 +
LA (W)
_ 12k° ) 1.3)1- 1 z ~1+% 4
Toepassing van de formule van Hankels
©*
1 Z =S _ 1
2l [; ¢z dz = Ms) N
: N 2
geefts 3 {n-(n~ 51))
1 1 1.y 2 2 f
- L, = (1’1-' "‘“") ok 3
1% T gy 2% = ITTOoD (39

Stellen wij
(403

dan gaat (39) over ins

1 1 -3 S

T L == A Z ‘

LR \er M IrT(1-3)
{=0

-3 :
M { °2a Y .Y Y
= -1 + ¥ = ("'| + 5 - +cnu)}
2”‘V§. day ‘2! 41 :
A 2 q h Y- g n Y
n cosh Y- n cos
- -1+ Y S5 ¢ )} = ve o (oegh )
2rn 2{ ax X ar\[2 d X
Wegens
gm(cosh Y) _ 4 (cosh Y) ayr C d ,cosh Y)
dn Y - oay Y dn " 2k A, day:y Y
gaat (41) over ins _, 2 o ,
11 - Mok OGNy g__(cosh Y) - C a_ (cos@“g)
i 7k ™\ k2 dn Y 7rV§ dn Y
of tenslotte cosh Sﬁg
B R 5.1_-(“._- K ) (4
i "k~ ”V§ dn Ny
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§ 17. Bepaling van de integraal H. _(31). Findresultaat,

S 1
oo - - 2rn({n- 55)t
. _ [ 4E 12Kt 24
Volgens (31) is H, = t2 e dt,
[=]
Volgens een bekend resultaat is:
2 2
2 a 2.2 a
R S X U - =5
/e t'b'zdtz-.Z/e u? gy = YL -2ac
[¢] . ° c
dus
00“02 - _8_,_2_ kR Vr ~2ac
I - - . vr 4 e
o/e 7 dt = - =57 e ( - ).
) . _ _ 1\
Hieruit volgt wvoor c= \/277 )\n, a= 15
Ckn Cx
g - d(ek‘).“_’l_‘_=__‘l g_(ek___)
k 2\2 M ™ Ver A Ver orr\[2 dn *n
(43)
Tenslotte volgt uit (38),(42) en (43) Cay
Ca - s
k
. L %5 cosh —= - ¢
'\Pk(l’l)zkg{—%+2}ﬁc}=k %ﬂ{ k}\ }
m\[2 n
CA
1 : .
_K o {ff'ff_ml} (42)
n\y2 an ?‘n
Uit (38) volgt dus het eindresultaat:
CA
() = e 7 a(m a8 ston(5) (45)
n) = ————- A (n) k° == { ———————— 4
P 5 ko Tk dn Ay
met
_ 2 - 1.
_ 2mihn
_ k
Ay = .ng “p,x © ’
(hyk)=t ko1
supe o (m 7% (- )
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§ 18. Lineaire transformatie van de moduleire functie. Inleiding.

Wij komen terug op de in § 12 zonder bewijs vermelde transformatie-

foruule voor de modulaire functie f(x) = z?'(1—xn)'1 , nla:
2m, . 2m A
“g(in-z) 3 —_— lin'- 2
e ) = w z° exp (= -2) f(e ) (13).
h,k 2k \Z O

Het gaat hier in de eerste plaats om de afleiding van de uitkomst voor
de 24k°® machtswortel uit de eenheid:
k.1

“nk T eXP{"i Z BGE "[T{@]‘%>}‘

m=4

Wij herinneren eraan, dat h,k en h' gehele positieve getallen zijn,
met (h,k)=1, terwijl h' een oplossing is van de congruentie:
hh' = -1 (mod k).
Beschouw -
£(x) = 7 (1-x")7]

met
27T
-—E( hl-Z) .

X = e
Wegens Re(z) > 0 is x| < 1.

Stel ‘
7 = Pel/s , dus 1Bl < g .
1 _ 1 -ip il
z° 7 e , dus R(z) > 0.
= ny -1 = ny-1 2 2 SO0 jf 1 jf mn
log 77 (1“’}( ) = Z1 lOg( 1-x ) = Z Z1 m = mmt -II_I N1 X =
nzd Na Nz M ®

oo m ] oad 1

»
|
™M

:

2; m( 1-x™) ;; m(x"ﬁjq) T = { Sc(z-1h) ]
m{e -1}

1

MM
MMs
7.



o D e

= 72 7 1 6
mk+1 Qn(zm+%§ ~ 1&;) (46).
e -1

In verband met de laatste som voeren wij in de integraal:

_ d 1
I = """""‘“’"““‘""“"""L‘l""“‘”“zn(Zu+1z ihl (47).
(ku+1)(e2”1“-1>(e k T—ﬂ

genomen langs een geschikte nader te bepalen contour C.
Stel in (47):

ku+l=v , dus u = X%— ,

I :-1-/ dvm— 1
17 % 5T 57 (471)
En(v-1) -inl

KV _1>(51F(ZV )_ 1

¢ v(e

1)

De polen van de integran@ zijn van driedrlei soort
1) de waarden van v, die voldoen aan

g%l(v-l)
e =1 — v=1+mk. mn
=O,i“19i2,j;3,¢-- (4‘8)
2) de waarden van v, die voldoen aan m'
%g(zv-ihl) 5
e =1 — v= E(hlﬂn'k)

Deze beide soorten polen zijn enkelvoudig (wvoor 1 # k).
3) de oorsprong v=0. Deze is ook enkelvoudig voor 1 # k.

Voor 1=k is de pool in de oorsprong drievoudig , n.l. voor m=-1, m'=-k.
Stel:
i T
arg T = 5 ~ A=, dus O<ox<7r. (49).

§ 19. Over de ligging der polen.

De polen van de le soort v=l+mk liggen op de re&le as, me% een onder-
linge afstand 1. Laten wi] 1 de verzameling 1,2,...,k doorlopen, dan
doorloopt de verzameling v=l+mk voor m=0,+1,+2,... alle rooster-
punten van de reéle as, en ieder precies éénmaal.

Evenzo liggen de polen van de 2e soort op een rechte door 0, met

arg = « , op onderlinge afstand % .

Stellings Voor iedere gehele waarde van 1 (1=1,2,...,9) kan een ver-
zameling cirkels om O worden gekozen met willekeurig grote straal,

zndat geen enkele van deze cirkels door de polen van de le en 2e soort
gaat.
1

Bewijs: a) lzlz1 dus 5 £ 1
Ieder geheel positief ronsterpunt n is in ruime zin gelegen in een
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interval tussen twee opeenvolgende veelvouden van % (n_willekeurig

groot) .
] n|+i

n o
TEDE S5 (n en n' positief geheel)
n'+1 n'+% i n'+x
Voor =3 2 n gz == kieze men voor de straal R = 5
n'+.‘:’L n' . nl_*_.z_’
Voor ~7;ﬁ' z nz 5 kieze men voor de straal R = —7;ﬁ

In beide gevallen is de kleinste afstand van de polen van de 1e en

2e soort tot de cirkel met straal R = —L .

P

b) lzl = 1 3 % > 1.

n' . _ . . . . .
Ieder punt 5~ 1s in ruime zin gelegen 1in een interval tussen twee

opeenvolgende roosterpunten.
nl

ns 5= n+l (n' willekeurig groot
positief)
t
Voor n+1 z %T z n+3 kieze men R = n+3.
1 n' . 3
Voor n+y z 5oz n kieze men R = n+3.

In beide gevallen is de kleinste afstand van de polen tot de cirkel
met straal R = %.
In alle omstandigheden is de minimum afstand dus
in (% . A
min (% , 4P)°

§ 20. Bepaling van I, met behulp van residuen.

Uit (47) volgt:

i 1
I. = &= : (50)
1 k Z;' gﬁk(v—l) %g(zv~ihl)
v(e - 1)(e -1)

uitgestrekt over alle polen binnen C. Voor C kiezen wij nu een cirkel
met straal R van de in § 19 besproken serie.
a) polen van de 1le soort

regidu in v=1l+mk g ;( x vl%mk ) v—-1-mk
“-(zl+zmk-ih —>L+m i 4
(l+mk)(ek - 1) e K (v-1 mk)_1
1
= K- (51)
end £(g-in) (mik+1)
(1+mk) {e ~1}
Deze uitkomst geldt voor: 1=1,2,3,...,k~1 § m=0,+1,+2,+3
en bovendien voor l=k : m # =1.
Bij gegeven 1 is: |l+mk | < R
dus
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Uit (50) en (51) volgt voor het 1e gedeelte van Z I;, behorende bij
de polen van de 1e soort:

k
Z(), = ' & =
(Lomc) ( G-E-( z=ih)( 1+mk)~’1 )

(waarin Z' betekent: met uitzondering van l=k, m=-1)

nr[Q}
= Z' ! (n ?‘-( O) »
ra[t-R] %—Q( z-1h)
n(e - 1)

De laatste som wordt nog verder herleid als volgth:
[R] [-®r] I”) [r-1]

Z(I),= Z + Z = L .(.....J...___Z__.J__.,_, -

n=1 et o enw_1 ) ot n( e-—nw_1 }
IRl wlR] (R
1 e 1
-2 7~ - (52).
[ n(enW“_‘) {R](eW{R]_,‘) 1 n
waarin w = g%(z—ih) (Re(w) > 0).

b) polen van 2e soort: v = %(hl+m‘k).

V= %(hl+m'k)

Residu iss z : lim 2
- 2%(hl+m'k)~ gﬂﬁl V- yhlenii) %ﬂ(vz—ihl)
i(hl+m'k)(e - 1) e -1
S ! (53)
2wl - %{hlﬂn'k)-— 27‘1’?{.1‘__
(hl+m'k) (e -1)
Wij wvoeren nu een geheel getal h' in, bepaald door
hh' = -1 (mod h).
3 2rinht
- Z(niemi)- BEE L S(nlemy) SORRL
e = €
2 2rih!
(hl+m'k) (- = +=5)
- e zk k _ e(hl+m'k)w' (wt= - %;(% - int)).

Het residu voor v = %(hl+m‘k) is dan

K ! | (54)
2ri (hl+m,k)e(hl+m‘k)wc~1

Uit {(50) en (54) volgt voor het 2e gedeelte van z I,, behorende bij

de polen van de 2e soortd:
[re]
' -2
Z(1),= Z' =g (met Re(w')=R(E[) < 0.)

H
[1_RP] n( enw -1 )




i [Rp] . [1-Rp] i [Rp] , (R 1
= = TG ey T &Rt (Rol{ oV 7}
(55)
Duss [R] ] [Rp] ;
ZUI) (I} =2 2 TR e
[R]
+ 721y LI + ! (56).

[Rel+4 (Rl { ™' IRPI}  my { e MIRI}

In de laatste uitkomst is aangenomen
p = lzls=s1

Voor |z} =1 zijn de wijzigingen eenvoudig aan te brengen.

§ 21. De residuen in de oorsprong v=0.

Deze residuen zijn van tweedrlei soort.

le. v=0, 1 # k. Dan is de oorsprong een pool van de 1e orde met

residu
1 .
omil T Zmint (zie (50))

.

(e % _)(e ¥ _q

zodat dit gedeelte in  Zres. levert:

ko1 1
Z_ oAl Zrinl (57)
L=1 - k k

(e ~1)(e ~-1)

Met de guiver arithmetische bepaling van deze som (één van de groot-

ste moeilijkheden) zullen wij ons in §23 bezighouden.

2e. Tenslotte v=0, 1=k. In dat geval is de oopsprong een pool van

de 3e orde. Het residu voor v=0, l=k wordt gevonden als coéfficient
van % in de ontwikkeling

wiv

1 . ik oy 3
oriv 2nzy - v'{2niv g+ Olv )}

ﬂZV
{2nzv F o+ * O(V3>}
Dus het residu = T%T + % + T%E = 121(2 - —) + % (58)
Tenslotte volgt uit (50), (56), (57) en (58)
[Rp]
1
N ST R BENNU S S N
J/ i res n=1 n(e 1) n=1 n(e™™_1)

c



1 1 1
i [Zﬁ—-]ﬂ n " = ! ¥ ~wlk]

P [Rp]{e " —1} [(Rl{e —1}
omi k=t 1 2mif 1
=5 1ot =2nil —2mihl k (121

B k
(e -1)(e -1)
27

~26-

(59)
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§ 22+ De som van alle residuen voor R —» oos

De (verbeterde) uitkomst (59) gaf als 271 ¥Xde som van de residuen
van Iy (47) =L :

[Rp]
(R] R
1 1 1
2 ——— 2 7 + 1
gj—-:l n{e™-1) n=1 n(e'nw‘-’I) (Rpl +1 B
ke . .
2mri omi 1 l} :
e IS 2 il Pranl Tk {121(5 2t 7 {591)
(1ee F e * )
met
W o= -g-kﬁ'(z—lh) ~w! = g—fg—-(-;,— - ih').
[R] +1 [R]
ax o g ax
Bekend is: =< L zc< =2 of
[Rpl+1
[Rpl+1 [Rp)
[R]
log LRl < 2_ 1 < log —[—l%%]i .
[Rp+1] (Rp] +1
% R] =R ~ &
stel IR 1} O<(S1‘2<1
[Rpl = Rp - 52 !
j;l LR 1 g_".
e 1 < 2 1l < 10g + + log .
1oE B+ o8 g, (Rpl +1 ° P &
1+ T m).
Dus voor R-—soco is lim 7. 7= 1083 en
[Rpl +1

(59') gaat over in
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lim [ = Bl 1) 4+ ZL 4 EZE IE 1 ;
Rvos k Z 2k kK { 2 ril 2 dhl
c - i o
(1me  * Mi-e = )
x> 1 o0
1 1
e 52’1 n(e™ 1) - e nZ=1 n(e ™ _ ) floep of wegens (46)
k-1
; T, - My e 1
%{}fo = gxlz - Pt kg D il —2 % ih1
a (1—e £ Y(1-e ¥ )
2#(. 27T - 1
==(ih-z) (iht=- =)
+ 2 log £(e © )= 2 log f(e k 2°Y 4+ log % : (60)
§ 23. Bepaling van de enig overgebleven som in (60),
K-1
Wij moeten nu in (60) alleen nog de som %;% 5T ! AR T S

(1me 5 Y(1me * )
bepalen, wat op arithmetische wijze mogelijk zal blijken.
Daartoe maken wij gebruik wvan de
Hulpstelling: Voor (h,k) = 1 iss

koq  =2mi hlm
m e k = -k (61)
m=1 =2 rihl
- k
1-e
k=1 . ikx
Bewijs: g(x) = 7 ™™ = 1—eix ; dus
m= 1me
ikx ix ikx ke .
. . (1-e ) . imx
g'(x) = =ik S 4 i & : =1Zme (62)
1-etX (1~elx)2 m=1

Stellen wij in (62): x = - <585 | dan volgt hieruit (61).

Uit (61) volgt, dat we voor de gevraagde som kunnen schrijven:

; k= 1 K1 ;gralhl@
S=-y L —mgmToL e -
1=1 — m=1
T=e
-2 rihlm
. Sif gff e k 1 k-1 k=1 1
- = m — m - =+
I 2 il K mg f; 2il
1-e 1~e
| =2 rihlm
. k=1 k=1 . k
% - ;/; e | (63)
m= = e P .
1-e ,

lierin is de eerste som:



-27711

17 {4 T =il T 4 TTEr e =~ p
1w F 1-e K
o =273l
k= k
1-e
2S1 = L T HIT = k-1, dus
1=1 "
1-e
_ k-1
) 5y= % (64)
=27 ihlm
k1 gy kel hmey SRR ppq g Z2ddn
S, = = e = { e —1}
2 =1 -2 il =1 ﬁ% n= 1=0
1-e

voor k * n

. . - - k = 1—e
Hierin is: 7 e
1=0 =
k voor k f n

MeBaWe

“ {\_:_be—-—};'—— ‘k{[%l +1}- | (66)

Uit (65) en (66) volgt:

Sa:}:{[—m}%}-h—%}a-k. (67)

Uit (63), (64) en (67) volgts
o1 meen 1% m) - ) 15
SETKLL TS e | 5] Xf kL

k=1 k=1
S T I TP,

Sl pramy _mmo o) L k=i (68)
-x 2 BRI - R

Dit is de belangrijkste uitkomst van Dedekind-Rademacher (l.c).
Uit (68) en (60) volgt:
k=1

i hm hm
um —f = T — l)+ —!I.]-:- + log .l + 2mri m e B wallie %
Rﬁw/ BR=" )t 7 2 Z R - %)
¢ ; 5 1
. T
_ ==(ih~z) S-(int-3)
¢ k=1 o log f(e k )-2 log f(e o) (69).

2k
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§ 24. Directe berekening van de contourintegrasl voor R —» oo-

Op de omtrek van de cirkel C!' met straal R (uit de in § 20 bepaalde
serie) stellen wij v = Re1® (O= ¢=2m ), waardoor (47!') overgaat in

g

o

I .i_/ | e |
1k { %{gr("R sing +i R cos¢ #il) 1}{ -?*E(pR cos(g+p)+ipR sin(q>+ﬁ)—-ihl) 1‘
e’ - & -

(70)
De contouren zijn zo gekozen, dat op de omtrekken de integrand steeds
begrensd is (uniform in R).
Uit (70) volgt, dat de integrand

-0 als sine < O of (en) cos (¢ + p) > O. } (71)
1
-1 als sing >0 en cos (¢ + ) < 0.

Wij behoeven dus alleen het gebied te onderzoeken waar fegelijkertijd
sin¢ > 0 en cos (¢+8) = sin (x~-¢) < 0 is, of ook, waar
tegelijk sin¢ en sin (9 — o) > O zijn (0 <= <77)

Dit is alleen het geval voor &< @ < 7T

g
i i i
Dus %{1111 Il =% j d(f’ 2'1::'(.77-04) (72)
- QO o .
= (% +p) (72)
en K1 N
lin - Ty = i(5 +p) . ~(713)
Raoe 1=1
§ 25. Eindresultaat.
Uit (73) en (69) volgt , 1
29 4 T og s
=L (ih-z) =-(in'- =) 1
log f(e k )= log i’(ek 27y —,]-g-}z(%—-z)'—-%ﬁ%*%l()g“‘;
k-1 . . R
nm ( hm hml _ 1) i i mi 1B = 0o
+n1é_‘—;-l-{-{~—ﬁ—[——k-j—g)}——-i~+ %t o t =5, dus wegens z =pe
277/ - 27T 1 »
£ih-3z) Z(ih'=- =)
log f(e k Y=log f(e k 25y 7721}2(-;: - z) + % log z +
k-1
. m { hm hm 1 (74)
+ JTL T T e | mmmmew | e T
em S L
2Z.(ih-z) =1 (ih'- &
- . = hm X 2
£(e ¥ )=exp {"{%g(% - z)+ ni Z1 %{Br—ﬁ- - [“E]“ %}} 222 (e
M=

Re(z)»o,

waarmede de fundamentele relatie voor de lineaire transformatie vol~
ledig is bewezene.



