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am I. 

In de ana lytische. me.etkunde word en eigenschal)pen. va~ meetkundige 
figuren bestudeerd met algebra!sche hulpmiddelen. 

' . 
Als eenvoudigste voorbeeld kan men beginnen met de studie van de 

eigenschappen van de nuldimensionale figuur~ het punt. Wegens de een­
tonigheid van dit onderw~rp laten wij dit achterwege. 

De volgende figuur die wij bekijken is de ecnvoudigste eendimen­
sionale figuur, de rechte lijn. Nu is in de analyse uiteengezet hoe men 

• de re~le getallen kan afbeelden op een rechte, de getallenrechte genaamd. 
Omgekeerd kunnen wij hier niet aantonen (van de 11 gewone 11 meetkunde die 

wij hier bekend onderstellen, durven wij n.l. niet aan te nemen, dat 
haar strenge axiomatische opbouw ook bekend is), dat iedere rechte u~t 
de gewone meetkunde als een getallenrechte te beschouwen is. Wij zullen 
dit daarom hier als axioma poneren en gaan thans nog enige eigenschap­
pen van (punten op) rechten beschouwen. 

Op grond van wat in de analyse is uiteengezet correspondeert dan 
ieder punt A van een rechte met een reeel getal a, dat ondubbelzinnig 
bepaald is zodra het punt O aangegeven is dat met het getal O correspon­
deert. Dit reele getal noemen wij de co~rdinaat van het punt A; wij 
schrijven wel A(a). De coBrdinaat van de oorsprong O is dus O. Punten 
met positieve coordinaat liggen aan de ene zijde van O, die met negatie­
ve co~rdinaat aan de andere. 

Beschouw thans twee willekeurige punten P(p) en Q(q). Er is dan 
zeker een positief getal c te vinden zodanig dat P 1 (p+c) en Q' (q+c) bei­
de positieve co~rdinaten bezitten. De afstand P 1 Q1 is dan uiteraard ge­
lijk aan 

I ( q +c) -( p+c) I = l q-p l = 1 ~ I I~ ~ \ I . 
Dit is dan ook het geval met de afstand PQ. Wij vinden dus voor de 

afstand van twee punten P{p) en Q(q) de waarde jq-pJ ongeacht hoe deze 
ten opzichte van O gelegen zijn. Dit feit (dergelijke feiten ontmoet me~ 
steeds in de analytische meetkunde) is te danken aan de wijze waarop de 
negatieve getallen op de getallenrechte zijn geplaatst. 

Wij geven nog een formule die geldig blijkt voor alle standen van 
de punten P en Q. Wij vragen n .1. naar de coc:5rdinaat m van het midden M. 
van het lijnstuk PQ Vo:::rcr: ,--.:~ -;,,reer als boven de punten P1 en Q' in., da.n 
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is de co!::5rd at van t midden M1 van P1 Q 1 kennelijk gelijk aan m+c. 
Uit meetkundige ove 
gelijk is aan 

z men direct in dat deze co~rdinaat ook 

½ ( (p+c) + (q+c))= }(p+q)+ c. 

Bijgevolg, hoe Pen Q ook zijn., steeds geldt m=}(p+q_). 
Wij v~agen ans ns af wet co~rdinaat s van een punt S ie dat 

een lijnstuk PQ (1nwend1g) verdeelt in de verhouding J\.;fL, d.w .. z. dat 
zo tusaen P en Q gelegen is dat PS :SQ= 'J\.: f<-• Weer voeren wij als boven 
de punten P 1 en Q 1 in., terwijl wij dan voor het punt S 1 (e+c) v1nden dat 

P 1 S 1 : S 1 Q 1 = 'A: fl· Hieruit volgt 

((s+c)-(p+c)): ((q+c)-(s+c))='J\.tp.., 
dus 

8- ?:9.+14? 
- A+µ.. 

Opg.1 Ga de gevallen 7\.:o enµ.=o apart na. 

Tenslotte bepalen wij de co~rdinaat t van een punt T dat het lijn­
stuk PQ uitwendig in de verhoud1ng A:µ verdeelt, d.w.z. dat op het ver­
lengde van PQ ligt en waarvoor geldt 

PT: QT= 'A. : p... 

Is ~ > 1 dan ligt het punt Q, tussen P en T; is ~ < 1 dan ligt P 

tussen Ten Q; is~= 1 dan 1s het punt T niet aan te geven. 
In het eerste geval is, wanneer weer als boven op de punten 

p' ,Q 1 en T 1 (t+c) wordt overgegaan 

((t+c)-(p+c)) : ((t+c)-(ci+c)) = Atj-L, 

waaruit volgt 
t - >-.q- µ.p 

- 'X-µ. . 

Opg.2 Gana dat dit resultaat ook in het tweede geval wordt verkregen. 
Wij merken op dat als men zegt dat het hier beschouwde punt T het 

lijnstuk PQ verdeelt in de verhouding - ~ de formules voor tens de-µ. 
zelfde zijn. Onder deze conventie kan men algemeen zeggen, dat de co~r-
dinaat s van een punt S, dat een lijnstuk PQ met P(p) en Q(q) verdeelt 
in een willekeurige re~le verhouding A:µ/ 1,gelijk is aan 

s = il.q+ µp . 
'1\.+µ 

Punten met positieve deelverhouding A:p- liggen tussen P en Q,de andere 

buiten het interval PQ. 
Wij merken nog op dat 

lim s = q en lim s == q 
fa ➔00 }-+-CO 

zodat de punten met voldoende grotel¼l willekeurig dicht bij Q liggen. 

Di t geldt dus zowel voor de pun ten met zeer grote fr a ls voor die met 

zeer grote - ~ 
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§ 2. Het platte vlak; inleidinK, 

Thans gaan wij de punten van het platte vlak van cot'.Srt!inaten voor­
zien. Hiertoe tekenen wij twee loodrecht op elkaar staancle rechten {de 
cotlrdinaatassen genaamd), welke elkaar in een punt O snijden (de oor­
sprong genoemd). De punten op de ene as, die wij de X-as hoemen, bezit­
ten op grand der aanname in de vorige paragraaf een ondubbelzinnig be-
paalde coBrdinaat; hetzelfde geldt voor punten op de andere as, de 
Y-as. 

Zijn P1 met co~rdinaat x en P2 met,coBrdinaat y de projecties van 
een willekeurig punt P van het platte vlak op de X-ae resp. Y-as, dan 
geven wij het punt Pde twee co~rdinaten x en y. Men schrijft vaak kort­
weg P(x,y). Het getal x heet de x-cotlrdinaat of abscis van het punt P, 
het getal y de y-co~rdinaat of ordinaat. 

Op deze wijze krijgt elk punt P twee ondubbelzinnig bepaalde co~r­
d1naten en omgekeerd behoort biJ elk tweetal re~le getallen een en 
slechts een punt P. 

De punten op de X-as zijn gekarakteriseerd door y=o; die op de 
Y-as door x=o; men heeft voor de oorsprong: O(o,o). 

De beide (co~rdinaat)assen verdelen het platte vlak in vier ge­
deelten (quadranten). Het eerste quadrant is de verzameling der punten 
(x.,y) met X>O,Y>O,het tweede die met X<o. Y>O, het derde die met 
x < o, y < o en het vierde die met x > o, y < o. 

Wij leiden thans weer enige eigenschappen af, die evenals in de 
vorige paragraaf geldig zijn, hoe ook de betreffende punten gelegen zijn. 

Zijn P(x.py1 ) en Q(x2,y2 ) twee willekeurige punten van het platte 
vlak en P1 ,Q1 en P2 ,Q2 hun projecties op de X-as resp. Y-as, dan geldt 
voor de afstand PQ volgens de stelling van Pythagoras 

Nu weten wij uit de vorige paragraaf dat de afstand van P1(x1 ,o) en 
Q1 (x2 ,o) gelijk is aan jx1-x2 !; evenzo P2Q2= jy1-y2 \. Dus 

PQ ""V(x1-x2)2+(y1-Y2)2. 

Verder bepalen wij de co~rdinaten van een punt R(x,y) op PQ dat bet 
lijnstuk PQ verdeelt in de verhouding A:µ, waarbWA:µ, zoala in de 
vorige paragraaf werd uiteengezet, elke waarde =I= 1 is toegelaten. Voor 
de projecties R1 (x,o}, P1 (x1,o) en Q1(x2,o) van R,P en Q op de X-as 
geldt volgens de elementaire meetkunde ook aat P1R1 :Q1R1= ~:µ. Dua op 
grond van het resultaat uit de vorige paragraaf vinden wij 

11.x:2+µ.x 1 • 
X= --,~--

A+f'-
Een analoog resultaat geldt voor y, 

( >..x2 + p.x 1 
R A +p. 

zodat wij v1nden 

'A.y2+µ.y1) 
, X + P- • 
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In het b1jzonder vindt men voor het midden M van PQ 

Opg.1 Bew1Js dat de verb1nd1ngsl1jnen van de middens van twee over­
staande zijden van een vierhoek elkaar halveren. 
Opg.2 Bepaal van de driehoek met hoek-punten P(x1,y1), Q(x2,y2} en 
R(x3,y3) het zwaartepunt. 

Thane bepalen wij het oppervlakte van een ~OAB met A(a 1,a2). 
B(b1,b2 ). Wij weten dat deze oppervlakte gelijk is aan 

M.en heeft dan 

Dus 

Ligt nu een A PQR willekeurig dan is door een verachuiving deze steeds 
in een stand te brengen waarbij een hoekpunt in O valt. Zender de alge­
meenheid te schaden mog~n wij aannemen dat het punt dat in de oorsprong 
komt te liggen R(r1,r~) is, zodat de nieuwe plaats van P(p1,p2) en 
Q(q1,q2 ) wordt P' (p1-r1,p2-r2 ) resp. Q'(q1-r1,q2-r2). 
Men heeft dan 

Na randen met een bovenrij r 1r 2 1 vindt men gemakkelijk 

P4P2 1 
opp APQR = ½ q1q2 1 . 

1"41'."2 1 

Opg.3 Verifieer dat uit deze formule in het geval R=O het reeds eerder 
afgeleide resultaat direct volgt. 
Opg. 4 In A ABC verdeel t het punt D de zijde AB in de verhouding 11.: µ.. 
Bewijs met behulp van het gc.ondene de bekende stelling dat de opper­
vlakten der driehoeken ADC en BDC '7.10h ook verhouden als '>,. t µ. 
Op~.5 Bereken de oppcrvlakte van de driehoek ABC met A(2,3) B(3,4), 
C(7,11). 
OpE5.6 Van A ABC met A(a 1.,a 2) en B(b1,b2) ligt het zwaartepunt in de 
oorsprong. 
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Bewijs da t 
a '1 a') 

c.. 

·opp 1.~ ABC = 3 
~ 

b '1 b2 

is. 

@pg.7 Bewijs dat de oppervlakte van een vierhoek PQRS met P(p1,p2 ), 

Q(q1 ,q2 ), R{r1 ,r2 ) en S(s 2 Js 2 ) gelijk is aan 

P,-i P2 1 0 

q1 q2 0 1 
1 
2 

r1 r2 1 0 

s 1 s2 0 1 

~3. De rechte lijn in het platte vlak. 

In de vorige paragraaf legden wij een eeneenduidige verwantschap 

tussen punten en getallenparen, d.w.z. bij elk punt waren ondubbelzin­

nig twee getallen vastgelegd (zijn co~rdinaten genaamd) en bij elk ge­

tallenpaar behoorde ondubbelzinnig een punt. Naast punten treden in de 

elementaire meetkunde als hoofdbegrip de rechte(lijne)n op, Wij vragen 

ons af of er o~k iets algebraisch bestaat, dat eeneenduidig correspon­

deert met het begrip rechte. Het antwoord zal hier zijn: met de rechten 

uit de meetkunde corresponderen de vergelijkingen in twee veranderlij­

ken, welke precies van de eerste graad zijn. 

Laten wij om dit te bewijzen uitgaan van de meetkunde en aller­

eerst vaststellen, dat een rechte evenwijdig aan de Y-as de eigenschap 

bezit dat al haar punten (x,y) voldoen aan een relatie X=a, waarbij a 

een constante is. Beschouw verder een rechte door de oorsprong welke 

met de positieve X-as een hoek ,x_ maakt. Kennelijk voldoet ieder punt 

(x,y) van deze rechte aan de reJ.atie y=mx (waarin gemakshalve tgc,4..=m 

is gesteJ.d). Omgekeerd, als een punt (x,y) aan deze relatie voldoet 

tdan ligt het - zoals de meetkunde direct leert - op onze rechte. Dat 

dit geldt voor rechten door welk quadrant ze oak mogen lopen, ligt aan 

het feit, dat onze conventie over het pJ.aatsen van punten met negatieve 

coordina(a)t(en) in overeenstemming is met de definitie van tgo<,,voor 

.:J.. >; . 
Het hier genoemde getal m dat de richting van onze rechte bepaalt, 

noemt men haar riichtingscoefficient. Y ~ 'L 

Bij een willekeurige rechte r, die niet evenwijdig 

loept met de Y-as, trekke men door O een rechte s//r. 

Zij R(x,y) een punt van r. Dan snijdt de rechte door 

A 
/ 

/ 
/ 

/ 

H evenwijdig aan OY de rechte s in een punt ,,' ✓ 0 
S(x,y-q), aangenomen, d8t r de Y-as snijdt tn een // / 1 

punt (o,.,. / 1 

/ 
/ 

I' 5 

Voor het punt S gold het verband y-q = mx, waarmede de relatie 

Y=mx+q tussen x en y van punten (x,y) van R gevonden is. Omgekeerd le-
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\'(:rt e(:rn r'elc)tie var1 i::Ht: type etc.ads r,untenp.,n·•€n (x,..y} op die op. e~ 
r>i:!chte 11.ggen. 

•Jpg .1 Bewijs di t. 

In het bcvenatoan-le: lleJYHj lricn w1,j steeds re1ati.es tussen deleo~rs­
Hn21tEH"l (x,.y) van punten v:rn ec1-; N::}.hte. W1.:l zullen di.t korter f' rmu­

:c:"en 0,n zeggcn: Ecn f:1gu-1r bezit de verge11;jkhig f(x,y)~o indien de 

".:ctirdinaten x en y v'rn al hanr punten voldoen aan de r-e1at1e f(xiy)""O, 

terwijl omgekeerd alle punten met co~rdi11aten, die aan deze relatie 
voldoen, op d? figu1..J.r gelegen zijn. 

In deze terminologie vonden w1j reeds bij elke rechte een verge­
lijking van de(,>erste g1•~:1ad (hetzij het type x=a, hetzij het type 

Y=rnx+q). Thans later: wi,.l zlen dAt omgekeerd iedere vergelijking in x 

n y die preciee van de eerste graad is, voert tot een rechte. 
~-iot n.l. die vergelijking zijn 2x+by=c (waarbij niet a en b beide nul 
:~ljn)(dit is de meest algemenc vergelijking, die precies van de eerste 

i':raad is). 

Onderstel eerst dat bcO is. D3n is a/0, C dus X=­a en wij vinden 

~en rechte evenwijdig met de Y-as. 
Zij voorts bfo. Dan vindt men y: - % x + f, dus een rechte met 

q n 
richtingsco~ffici~nt - ~, welkc de Y- □ s snijdt in een punt (O,i), 

0 ~ 

In elk van beide gevalle~ voert 0nz£ vergelijk1ng dus tot cen 

re~hte. Omgekeerd vocrden reeds de rechtLln tot eerstegrsads vergeliJ­

kjngen. Bijgevclg is er 1nd~rdAnd een omkeerb3ar verband tussen de 
rcchten van het platte vlak en de verge71Jkingen die precies van de 

'.)pr:;.2 rechtc twee (of meer) verschlllende vergelij-

kl~gen kunnen behoren. 

~et vervolg van deze syllabus is geschrevcn door Dr W. Peremans. 

Op blz. am I 3 is beschouwd een 
p n ( p - ( X 'r ' r, ( x· '. \ ') " . ·t·• .,i n €· , t -1 "' 
.4, I,"'(\ .... ···~· \ "1 :, ~ ,.~ ) , 'c.;.= \ .. '2 , . .f ~-~ I ' \; C l,J a..,: ' 1 ,.... l; 

punt R(x,y) dat het lijnstuk 

de VBt'houding A:µ.. Er geldt drrn 

A+;>-. 
\ 

Als we nu A enµ Jllc rc~le waarden laten doorlopen waarvoor 

A+ u I O, doorloopt R. a llc punt en van cle rech te lijn PQ. S tE.11 len we nu 
' \ 

t= ,,.,+"- , da n is 1-t=....d.-. Als een w11 lekeur1g re~e 1 get a 1 t gegeven is, 
A ).-- A+ },A. 

zijn er retlle get,1llen A enµ. tc vinden, wnarvcor geldt A.+µ_f.O, zodat 

t=x~A.M. ; kies b.v. A=1-t, J.J-:o"t. Hleru.it volgt, dc.:it 

: : :~::::~::::} 
cen parametervoorstelling van de rechte PQ is: bij iedere waarde van de 

parameter t geeft de parametervoorste11ing een punt van de rechte en om-
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gekeerd krijgt men door·t alle Peele waarden te laten doorlo:p-e.n .zo ook 

alle punten van die rechte. Ten slotte behoren, als P/Q is, bij twee 

verschillende waarden van de parameter verschillende punten van de 

rechte. Immers, als P/Q is minstens een van de twee ongelijkheden 

x1/x 2 en y1Jy2 geldig. Als x 1/x 2 en (1-t)x1 +tx2=(1-u)x1+ux 2 , dan volgt 

hieruit (u-t)(x1-x 2 )=0, dus u=t. Als y1/y 2 concludeert men met behulp 

van de y-co5rdinaat op analoge wijze tot U=t. De punten tussen Pen Q 

c orresponderen met wa a rden van A: _µ.die pos i tief zijn. Hiermee col'.'t"es.pon­

deren klaarblijkelijk waarden van t waarvoor geldt O(t(1. 

De vergelijking van de lijn PQ kunnen we vinden door uit de para­

metervoorstelling de parameter te elimineren. Rangs-chikken we de twee 

betrekkingen van de parametervoorstelling naar t, dan vinden we 

(x 2 -x1 )t=x-x 1 

(Y2-Y1)t=Y-Y1 

Daar we weten, dat minstens 

x 1/x2 en y1/y 2 geldig is, is de 

~an beide gelijkheden voldoet: 

}· 
ecn van beide van de ongelijkheden 

voorwaarde dater een t bestaat die 

=0; 
Y2-Y 1 Y-Y 1 

of uitgeschreven (x 2-x 1 )(y-y 1 ){, 2-y 1 )(x-x1 ). Als x 1=x2 , is de vergelij­

king dus X=x 1 ; als x1Jx2 , wordt deze 
Y2-Y1 

y - Y~ = -- (x-x1). 
1 x2 -x 1 

Y2-Y1 
De richtingsco~ffici~nt van de lijn is dus --- . 

X2-X1 
De vergelijking van de lijn PQ is ook nog wel op andere wijze te 

verkrijgen. Het geval x 1=x2 weer uitsluitende (het is duidelijk dat de 

v~rgelijking dan x=x1 wordt), weten we dat de vergelijking van de lijn 

de gedaante y=mx+q heeft. Het gaat er dus om, de getallen men q te be­

pslen. De lijn gaat echtcr door P; hieruit volgt dat y 1=mx1+q, dus 

1=y1-mx 1 . De vergelijking is dus y-y 1=m(x-x1 ). De lijn gaat echter ook 
r . . • Y2-Y1 " 
door Q, dus y2-y1=m(x 2-x1 ), dus m- x--x . Substitueert men deze min de 

vergelijking, dan vindt men de eerd~r ~evonden vergelijking weer terug. 

~ls nevenresultaat hebben we gevonden, dat de lijn door ;P(x1,y1 ) met 

richtingscoefficient m tot vergelijking heeft 

Een derde methode om de vergelijking van de lijn PQ te bepalen is 

de volgende, Iedere rechte lijn heeft een vergelijking ax+by+•=O, waarin 

a en b niet beide nul zj_jn. Als nu R(x,y) een willekeurig punt van de 

lijn PQ 1s 7 krijgen we de voorwaarden: 



ax+by+c=O 

ax,,,+by 1 +c=0 

ax 0 +by 2 +c=0 
C -
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} 
We kunnen dit opvatten als een stelscl van drie homogene lineaire 

vergelijkingen voor de dric 011bekenden a ,b.11c. De voorwaarde.,, dat dit 

stelsel een van u2 nuloplossing verschillende oplossing bezitJ is 

1 

1 

1 

= o. 

Nu hadden we eigenlijk geeist, data en b niet beide nul zijn; 

maar a~b=O, c/0 voldoct kennelijk niet, zodat de gevonden voorwaarde 

juist de vergelijking van de lijn voorstelt. 

Een speciaal geval van een lijn door twee punten is een lijn die 

van de co~rdinaatassen gegeven stukken alO en b/0 afsnijdt. Klaarblij­

kelijk houdt dit in, dat de lijn door de punten (a,O) en (O,b) gaat; 

zijn vergelijking is dus 

: X Y 1 

a ~ 1 

0 b 1 

= o, 

of uitgeschrcvcn bx+ay-ab=O. Deelt men door ab dan vindt men de verge­

lijking op 9ssegmenten van de lijn: 

X y 
a+ b = 1 • 

0pg;.3 Bepa81 de vergcl1jking vnn de rcchte door (3,1) en (-2,2), door 

(1,2) en (2,4) en door (1,2) en (1,3). 

We bep3len nu het snijpunt van twee lijnen. Laat de lijnen gege­

ven zijn door a 1x+b 1y+c 1=0 en n 2x+b 2y+c 2=0. Een gemeenschappelijk punt 

voldoet aan beide vergelijkingen, ls dus een oplossing van het stelsel 

c1 1x+b,1y+c 1 =o \. 
[J2X+b,s+c2=0 J 

a b 1 '- • 

Als D= 1 b1 l/o, hebben deze vergelijkingen 66n en slechts 6~n 
80 21 

oplossing, L - die met de regel van Cramer gevonden wordt. In dat 
geval zijn de lijnen dus snijdend. 

Stel nu het geval dat D=O. Daar in ieder geval a 1 en b1 niet beide 

nul zijn is de rang van het stelsel vergelijkingen ~~n. Laat b.v. 

8 '1 /J 1 / 
n~/0 zijn. Als dan D1= 0 c : Jo is, zijn de vergelljkingen strijdig; 

1 o2 2 I 

de lijnen hebben geen e.nijpunt en zijn dus cvenwijdig. Is echter D1=o, 
dan is de tweede vergelijking afhanke1ijk van de eerste; de lijnen zijn 
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s □mcnv~llend. Als A~~o. 
i • 

We iriJgcn nu dJt, nls 

r·, ·1 ,-. .. ~ , ,..'i ~' "".1 Tr"·') 1" 3 l 1 ·-· r .. ~1 
' ... 1 ...... ;:.-, ,._1 :~::::;. \,, 1,,_J Ci ,11\.. .. t ,/ '. l. t;.~ ii<,.,. ,, 

::~: r; ~; . l.;. ~:r CO n (~ -~J n d ri t '11 t ,,, -/(, 
.,. ., i -- , 

t.,, 

'1,.j'"~ 

vclg0nde snmenvo~tlng: 

I • 

j • 

"'-10. ... ,.:7i" ., • snijdend~ lljncn. 

D=O en :,,/C, of ~~c 8n 7 fn• t'v~nw1jdi~e lijzien. 1 "'"·2 , .. "' .., ..... .... ..,_:, 

~=C, J 1=0, J?= 1):sAn~r1v~ll0ndc 11jnen. 

:J :::= \ .. ~-. , ::~) .. , I::\ .'!' 

' 
J~=J VO t t 1=t2=0 

v,) lg t ::-: 1.:.::i 2,c.:C). 

(evenzo g~llt nn-

ic kunnen d~ vc.~r·w~~~dcn ook ffiet cv~nredighedcn schrijven ala 

''! ,1 : t! ,,,._::::: t· ·~ : 1:-; l') .;:' C 
1 C: ' L 

1iJn()n. 

.o 
.., "•".1 c.1 :t,=c,,:,.::._, __ : a:--.1m•.:,nv··1111?rjdc: 1·''., __ ir:cn, 
. • '·' .. , •. ' . '-- 1 .. : 

1!s d0 lijncn niet cv~nw1Jdig cf 
8-1 r1c!1tin~_sco~fficl~nten m =-- ·1 - en 
b,1 ;J ls m ,1 ;:;ffi,;, • ,_ 

nt~t sniJdenJ 2tJ~, is d~ ~nderc lljn ook ev~nwijdig or s~menvellend 

l" ,, 
J u. de ho8k tJssc~ tw~e l1jn~n bcpJlen C!J bepalen daar-

toe 

of tcide mJlen het minteken 

~cct wcrd~n gencm~~- :l fJ~nul~s vnorccs, ~n sin-~ gelden nu ook voor 
0f snmenvJllend is met de Y-as. 

i'ler,wn w1~ rr,..i twc( 1::.Jn..::n ·i .1x+1.;_,y+c,,,=C en a,.,x+b..,y-1---,::,,:::O, die reso. 
I I c C ~ ' 

\101;:;kcr: ~"'-' 1-:n "-,--, m(:t d( r-cs:it1t:}VC X-·~s maken, d:rn :i.s de hoek 1fitusaen 
! c.. ! 
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De lijnen staan dus loodrecht op elkaar als a1a 2+b1b2=0, 

Opg,6. Druk de voorwaarde voor loodrechte stand uit in de richtings­

co~fficienten. 
~' Van een lijn ax+by+c=O bepalen we nu de afstand 

d tot de oorsprong en de hoek oi... die de loddlijn 

door d0 oorsprong op de gegeven lijn met de po­

sitieve X-as maakt. Deze lo~dlijn heeft klaar-___ _,_ ____ ,,,._ ___ 1,... 

-,-...___ blijkelijk als vergelijking x sinoc- Y cos~=O. 

De feiteh, dat het punt (d cos r::,J,..., d sin0<-) op de gegeven lijn ligt en 

dat de gegeven lijn loodrecht op de lijn met ve,rgelijking x sinol.-

- y cos 1:::Z.:::::O ligt 9 geven de volgende voorwaa rderi 

a d cos°'-+ bd sinx +c=O } • 
a sin •A - b c o s ct. = O 

Hieruit volgt, dat a= Acos,-. .,z.., b= Asinoe, c== Ad met A,/o. Hieruit volgt 

A=+~, waarbij de keuze van het plus- of minteken overeenkomt 

met het teken van c. Er geldt dus 
8 q C 

S + - _.._..,. r-:i· nc" == + _ e,. d + co c;,1,,_= - "'r .. 4z 12" ' ~ ~ Ar ~ J = ",·==-•"!,;"~ 
Va +b -,\/82+b -iya2+b 

De vergelijking van de lijn is te schrijven in de vorm 

X cos,x_+ y S:1.DcZ..-d=O., 

welke de normaalvergelijking van Hesse wordt genoemd. Om een willekeu­

rige vergelijking ax+by+c=O in de normaalvorm van Hesse te brengen, 
1 moet men hem met + ,--~ vermenigvuldigen. 

- 1\/ac.+bc. 
De normaalvergelijking van Hesse leent zich bijzonder goed om de 

,J fstand van een purft tot cen lijn te berekenen. Laa t de lijn 1 tot ver­

gelijking hebben x coscx.+y sinoC-d=O met d ~Oen het punt P(x1 ,y 1 )zijn, 
~'~ 

', "I) (::c..~ '. u.) r, ••J• Een lijn evenwijdig met 1 heeft tot 
,. vergelijking x cos()(_ +y sinoL -c=O en 

/ "<Y\ de lijn m evenwijdig met 1 door P ,J.., 
/cJ.- dus x coso(.+y sino£.-(x1cos~+y1sinol.)=0. _ _.__._ __ _,_~---~~---~ 01 "''------ , Als x1coso1._+y 1sinQ1.._>,,0 is dit de normaal-

vergelijking van Hesse van m en is x 1cosd,,+y1sin0-._.de afstand a1 van 0 

tot m. De afstand van 1 en mis dan ta 1 -dl==lx1cos,J(+y1sind...-d \. Als 

x 1coso1...+y 1sirnx.<0 is de normaalvergelijking van Hesse van m: 
xcosV,11..+ Tf) +y sin(:,1.,.+lT )-(-x1cosoi .. -y 1s in;:;(_)=0. 

Nu is d1= -x1cos~-y1sin«. De lijn m snijdt de loodlijn op 1 nu aan de 
andere zijde van de oorsprong, zodat de afstand van 1 en m nu gelijk 

is aan !a1+d\= l-d 1-di= lx1cos°"'+y 1sinQl-d l. In alle gevallen is deaf­
stand van P tot 1 (die dezelfde is als de afstand van men 1) gelijk 
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i11an Jx1cos~y1s1~-dL Men behoeft om de afstand van P tot l te v1nden 
['ous niets anders te doen dan de cot,rd1naten van P in het 11nk:erl1d van 
de normaalvergelijking van Hesse van l te substitueren en van het re~ 

,sulteat de absolute waarde te nemen. Het teken van v-x1eo8Cl+y1s1!10l-d 
bepaalt bove~dien de halfvlakken, waarin 1 het platte vlak verdeelt. 
Gaat men n.l. de h1erboven onderscheiden gevallen na, dan ziet men di­
rect, dat v>O of <0 naar gelang (x1,y1) aan de ene ofaan de andere zijde 
van l ligt. Deze laatate eigenschap geldt trouwena ook neg ale de ver­
gel1jk1ng van 1 niet de normaalvorm van Hesse heeft, omdat dese e1gen­
schap klaarblijkelijk niet verloren gaat bij vermen1gvuldig1ng van het 
l1nkerlid van de vergel1Jk1ng met eeh w1llekeut>1ge constante lo. Wel 
kan het daarb1j natuurlijk gebeuren dat de tekens die de twee halfvlak-

1ken aangeven w~rden verwisseld. 
:epgave 7.Bapaal de afstanden van de punten (2,1) en (-1,3) tot de lijn 
~x.4y+1•0. Liggen deze punten aan dezelfde of aan verschillende z1Jden 
.,-an de lijn? 

Als we twee snijdende lijnen 11 en 12 hebben, waarvan we de ver­
igelijkingen korthe1dshalve met L1==0 en 12=0 zullen aanduiden (hierin 

;zi·.}n L1 en L2 dus uitdrukkingen van de gedaante ax + by + c), vormen w1J 

;een vergelijking AL1 + JJ.L2 = 0 met cons tante A en µ. die niet beide nul 

:zijn. Deze vergelijking 1s van de eerste graad; want er kan geen graad­

;.,•rleging optreden omdat de gegeven lijnen sniJdend zijn; dus stelt 
rle vergelijking een rechte liJn voor. Deze l1jn gaat door het snijpunt 
l•an 11 en 12, want subs ti tu tie van het snijpunt levert 11 = O en 12 = O, 
>due ook A.L1 + µL2 = O. Nec;rn nu omgekeerd een lijn 1 door het snijpunt 
van 11 en 12, dan zijn daarb:tJ getallen .A en µ, te vinden, zodat AL1+~2-= O 

~de vergelijking van 1 is. Om d~t in te zien kiezen wij een punt Pop 1 
t:i.ten het snijpunt van 11 en 12 .. Subs ti tutie van de cotirdinaten van P in 
AL-,+~ == O gee ft een vergel::.jking voor A en µ.. die zeker een oplossing in 

/.enµ., be zit, die van de nuloplossing verschilt. Kiest men een dergelijk 
•tel .A, fJ.. dan heeft de l1Jn met vergelijking -1.11 + J,A.12 == O met de lijn 
1 bet punt Pen het snijpunt van 11 en 12 gemeen en valt dus met 1 samen. 
DI vergelijkin~AL1 + JA.L2 = o met Aen µ. willekeurig maar niet beide = o 
•••llen juist alle lijnen voor van de 11jnenwaaier met top in het snijpunt 
NP 11 en 12, Een lijnenwaaier met top A is n.l de verzameling van elle 
lijnen in het platte vlak die door A gaan. 

Als de lijnen 11 en 12 evenwijd1g zijn dan is klaarblijkelijk 
iedere lijn met vergelijking AL1+J,t42=0 ook evenwijdig met 11 en 12 .Dat 
emgekeerd iedere lijn evenwijdig met 11 een vergelijking "L1+ p.~=0 

beeft# wordt op analoge wijze ala boven aangetoond. Er is nu een bepaalde 
[iferhouding van "'- enµ. te vlnden waarvcor er helemaal geen lijn kamt omdat 
~ fit A L1 + p.L2 het eerstegraadsatuk wegval t. 

' 
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L1jnenwaniers kurmen vnn\l': met vrucht worden gebruikt om vraag.s.. 
stukken op te loaaen, w:i~rln een punt gegeven is ala het anijpunt van 

twee lijnen. Laat b.v. gevrtingd zijn de vergeliJking van de rechte lijri 
g~iande door P(2,-1) E:n d1:>t)I."' het snljpunt 9 vrn1 de lijnen 3x+7y=6 en 
2x+3Y=1. Men kan dit natuurlijk doen door de co5rdinaten van hat punt Q 

op te loesen u1t de twee vergelijkingen en vervolgens de ve~gelijking 
van de lijn door Pen Q te bepa1en. Het is echter eenvoudiger om op te 
merken, dot de gezochte lijn behoort tot de lijnenwaaier met vergel1j­
king A ( Jx+7y-6) + p. ( 2x+3Y-1 )=0. Omdat P op de 11,jn moet 11ggen sub­

sti tueren we {2,1) in deze vergelijking; dit levert TA. +6f'-a0. Hieraan 

voldoet 'A ==6, µ., =-7; de vergelijk1ng van de lijn wordt 4x+21y-29==0. 

We stellen nu de voor'WcH::irde op waaronder drie lijnen een punt ge­
meen hebben (concurrent z1jn). Laat de drie lijnen gegeven zijn door de 
ver-gelijkingen: 

a 1:x:+b1 y+c 1=0 

a 2x+b2y+c 2 =0 

a 3x+b3y+c3'==0. 

A.ls er nu onde r' de d r•ie li ~lner1 een tweet a 1 snijc'!ende is.. :ts de voorwaar­

de, ~o□ ls de algebra leert: 

81 b1 C 
1 

al") b0 
,, 

,:: "- "2 = o. 
<l 3 l1 --3 c3 

Ala er geen twee snijdende zijn., vormen de drie lijnen een stelsel v::in 

drie evenwiJdige of snme~vallende lijnen. 

Geheel ~nnloog is de voorwaarde d8t drie punten op een lijn 11g: 
gen (collineair z1jn). Als er in het drietal twee verschillende punten 
zijn, moet het derde punt op de lijn door deze twee liggen. Ala we de 

punten (x1.,y1 ), (x2 ,y2 ) en (x31 y 3) noernen., geeft dit de voorwaarde 

(zie blz.8): 

x1 

x2 

I X3 

y 
1 

Y2 

'Y3 

1 

1 

1 

== 0. 

Als de punten alle drie samenv<1 llen 1 iggen ze na tuurl ijk op een rechte 

en is bovendien bovenstaande voorwaarde vervuld. 
We zien dat de voorwoarde voor collineariteit mooier is dan die 

voor concurrentie., omdat bij de laatste de uitzondering van het stelsel 
evenw:tjdige lijnen op~reedt. Men kan deze moeilijkheid opheffen., door 
het platte vlak uit te breiden en zodoende aan een atelsel evenwijcUge 
lijnen een snijpunt toe te kennen. We gaan daarop echter niet in. 
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Oe,gsve 8. Bepaal het zwaartepunt en het hoogtepunt van de clr1ehoek 

met hoekpunten ( Vl,-\/3), (2+V3,2-\f3) en (1,1). 
Opgave 9. Bewijs ann lytisch dat de middelloodlijnen van de zijden van 
een driehoek concurrent zijn. 

\ 4. De Cir-kel. 

De cirkel met middelpunt A en straal r 1s de meetkundige plaats 
van de punten van het plntte vlak die tot A een afstand r hebben. Ala 
A coBrdinaten (a 1 ,a 2 ) heeft is de voorwaarde, dat (x,y) op deze cir­
kel ligt 

Dit is due de vergelijking van deze cirkel. De vergelijking van een 
cirkel heeft dus de gedaante x2+y 2+ax+by+c;;::O. In hoeverre stelt nu een 
duedanige vergelijk1ng ook weer een cirkel voor? Men kan deze verge­

lijking brengen in de gednante (x+½a) 2+(y+}b) 2:::~(a 2 +b2-4e). Als 

e 2 +b2 -4c < O is er geen enkel punt dat aan deze vergelijking voldoet, 

want voor ieder•e keuze vnn x en y is het linkerlid ~ O. Ala a2+b2 -4c::;:Q 

voldoet a lleen het punt (-la ,-½b); we zouden dit de cirkel met middel­

punt (-½a,-½b'7 ,.en straal nul kunnen noemen. Als a 2+b2-4c>0 stelt de 

vergelijking de cirkcl voor met middelpunt (-~·a.,-½b) en straal 

½'V a 2 +b 2-4c. We hebben dus gevonden, dat een vergelijking x2+y2 +ax.+by+c .. 

dan en slechts d,rn een cirkel voorstelt als t:i2+b2-4c E:0. 

Men kan deze uitzonderingen opheffen door met complexe getallen 
te werken en oak punten met complexe coBrdinaten toe te laten. Doet 

2 0 2 2 4 men dit., dnn zal men x +yc.+ax+by+c=O met retne a,b enc en a +b - c<:. 0 

ook de vergelijking v2n eer1 cirkel noemen met zuiver imaginaire straal. 

De methodc om in de ::rna l:ytische meetkunde met c omplexe co~rdina ten te 

werken is zeer belangrijk en is onontbeerlijk voor vele problemen om 
deze op een elegante wijze te kunnen oplossen. Met het oog op de be­
knoptheid van de hier gegeven behandeling gaan we er echter niet op in 

In het vervolg beperken we ans dus weer tot re!le getallen. 

We bepalen nu de vergel1jking van de cirkel door drie niet-colli­

neaire punten (x1 ,y1 ), (x2 ,y2 ), (x3,y3). L3at de cirkel de vergelij­
king x2+-y2+ax+by+c-=O hebben. Het gaat er nu om a,b enc te bepalen. 

Ala (x,y) een punt van de cirkel is krijgen we de volgende voorwaarden! 

x2 +J/+ax+by+c.=0 
2 2 x.1 +y 1 +ax1 +by 1 +c=O 

x2 2 +y 2 2 +3 x2 +by 2 +c=O 
2 2 

x3 +y3 tax3+by3+e=-0 
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We vatten dit opals vier linea1r'e verge11jk1ngen voor de dr1e onbeken­
den a, b en c. De laa tate drie hier-van hebben echter een ondubbelz1r:mig 

bepaa lde oplossing; irnmers de voorwna rde hiervoo:r is 

! x1 Y1 

I :x:2 Y2 

I X3 Y3 

1 

1 

1 
* 0 

en deze voorwaarde is vervuld omdat de dr1e punten niet collineair ziJn. 

Dat de vier vergelijkingen een oploaaing gemeen hebben levert de voor­
waarde 

x2+y2 

2 2 
x 1 +y 1 

2 2 
x2·+y2 

X 

x., 

x2 

x3 

y 1 

Y1 1 
=0, 

Y2 1 

Y3 1 

hetgeen dus juist de vergel1jking van de gezochte cirkel is. 
We willen nu de snijpunten van een cirkel en een lijn bepalen.Laat 

0 2 
de cir-kel gegeven zijn door x.:::+y +ax+by+c=O en de lijn door y=mx+q. 
We moeten de gemeenschappelijke oplosaingen van deze twee vergelijkin­
gen bepalen. We substitueren Y=mx+q in de cirkelvergeliJking en vinden 
een vierkantsvergelijking voor x (er kan geen graadverlaging optreden 
omdat de co~fficient van x2 gelijk is aan rn2+1). Een oplossing van deze 

ver-gelijking levert een x-coardinoat, waarbij met y=mx+q een y-co~rdi­
naat wordt gevonden. Er zijn nu drie gevallen mogelijk. 

1°. De vergelijking heeft twee re!le verschillende wortels. Er zijn dan 
twee snijpunten: de rechte snijdt de cirkel. 

2°. De vergel1Jking heeft een retile dubbele wortel. Er is dan ,,n snij­

punt: de rechte raakt aan de cirkel. 

3°. De vergelijking heeft twee complexe wortels. Er is dan geen sniJ­
punt: de rechte 11gt buiten de cirkel. 

We nemen nu voor het ~:n..'it :itr1 dot het middelpunt van de cirkel in de 
2 2 2 ( } oorsprong ligt; zijn vergelijking is dan x +y =r r > 0 . We nemen een 
2 2 2 punt (x0 .,y 0 ) op de ci:rkel; er geldt dus x0 +y0 =r. We kunnen de verge-

lijk1ng van de cirkel dus ook schrijven in de vorm x2+y2=x0
2+y 0

2 • We 
vrogen naar de vergelijking van de raaklijn in het punt (x0 ,y0 ). We 
pr-oberen eens 'Y=m(x-x0 )+y0 met voorlopig onbepaalde m. Vullen we dit 1n., i 

2 2( )2 ( ) . 2 2 2 ' dan komt er x +m x-x 0 +2my 0 x-x0 +y0 =x0 +y0 • Hieraan voldoet natuur-: 
lijk .X=x0 • Delen we er een keer x-x0 uit dan komt er x+x0 +m2(:x:-x0 )+2my0,a;:Q 

Hieraan moet X=X,._ nogmaals voldoenq Dit levert x +my =0 .. Als y =O, is : 
V Q Q Q i 

x0 =.:t r en is hieraan niet te voldoen. Dat komt omdat we niet de algemeen~ 
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ate 11jn door (x ,Y) genomen hebben: de lijnen evenw1jd1g met de Y-as 
0 0 

v1elen er niet ender. We proberen daarom in dit geva1 te anijden met 
de lijn met vergelijking xax . Substitutie levert Jirect y=O; deze 

0 X0 
lijn is dus de r1:inklijn. Ale y I,. O, voldoet m=- ; de rsakliJn heeft 

X O y 2 2 2 
dan tot vergelijking y-y 0 ~- y~(x-x 0 )., of x0 x+y 0 y£x 0 +}' 0 , of x0 x+y 0 y11<r • 

Deze laatate vorm voldoet ook als ~ cO, x =+ r. 
' 1 0 o -

Laten we nu m weer- even willekeurig, dan vinden we de x-cotsrdinaat 
van het twee de snijpunt ( x1 , y 1 ) vain de lijn met r1chtingscoijff1ci~nt 

m en g~ande door (x0 ,y0 ) en de cirkel uit :x1+x0 ttn2(x1-x0 )+2my 0 ... o. Due 
(m -1 )xo-2mYo xo 

~1= ------- La ten we nu m naC,eren tot - - dan nadert x1 tot 
m +1 Yo 

X 
0 + 1 
~ 0 

We krijgen zo de raaklijn ook als limietstand waartoe een koorde door 
een vast punt van de cirkel nadert., als het tweede snijpunt tot het 
V8ste punt nadert. 

" .:; 0. 

Opgave 1. Bepoal de vergelijkingen van de raaklijnen met richtingsco~f-
2 ·;) 2 

fic 1.~nt m aan de cirkel met vergelijking x +y-=r. Bepaal vervolgens 

de co1:5rdinaten vrrn het raai<punt op zo 1n raaklijn. Leid hieruit nogmaols 

de hierboven gevond2n vcrgelijking van de raaklijn in een punt (x0 ,y 0 ) 

a f. 
Opgave 2. Bewijs d2t de rsaklijn 8an cen cirkel loodrecht staat op de 
straal naar het rAakpunt. 

Als het punt P(x ,Y ) niet op de cirkel ligt kunnen we toch wel de ver-o 0,-, 
gelijking x0 x+y 0 y= re beschouwen. Deze stelt een lijn voor die de pool-
lijn van P t.o.v. de cirkcl wordt genoemd. Het punt P heet de pool van 
zijn poollijn. Neem eens aan dat P bulten de cirkel ligt dan gaan er 

door P twee raaklijnen aan de clrkel. Laat een raakpunt op zo'n r'aak­
lijn co~rdinaten (x1 ,y1 ) hebben, dan heeft de raaklijn in (x1 ,y1 ) de 

2 ~ 2 vergelijking x1x+y1y=r • Dezc gaat door P dus geldt x1x0 +y 1y0 =r; deze 
betrekking drukt echter uit dat (x1 ,y1 ) op de poollijn van P ligt. De 

poollijn van P gaat due door de twee raakpunten gclegen op de raaklij­
nen uit P aan de cirkel; anders uitgedrukt: de poollijn van Pis de 
raakkoordE.: van P. Als Pop de cirkel ligt is zijn poollijn natuuPlijk 
de raaklijn in P. Om de betekenis van de poollijn van P te verkrijgen 
als P binnen de cirke1 ligt, bewijzen W€; eeret de volgende Stelling: 

Als Q(x1,y1 ) op de poollijn van P(x0 ,y 0 ) ligt, ligt Pop de pool-
11jn van Q. 
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D1t is duidclijk want be1de betrekk1ngen word~n door de gel1Jkhe1d 
x0 x1+y0 y1-r2 weergegevcn, 

De eymmetrie die in deze bewering opgeeloten ligt, rechtvaard1gt 
de definitie: de punt~n Pen Q hetcn poolverwant t.o.v. de cirkel ala 
Q op de poollijn van P 11gt(of, hetgeen op hetzelfde neerkomt ala P 
op de poollijn van Q ligt). 

Het spreekt verder vanzelf, dat iedere 11jn die niet door de oor­
sprohg gaat pool11Jn van een of andcr punt is; de vergel1Jk1ng van zo'n 
lijn is n.l. alt1jd door vermenigvuldiging met een pasaende conetante 
/0 in de vorm ax+by-r2 te brengen, waaruit volgt, dat de lijn poollijn 
van (a,b) is. 

Neem nu een punt P binnen de cirkel en 
trek een lijn door P, die niet door het 
middelpunt O gaat, b.v. loodreeht op OP. 
Lnat deze lijn de c1rkel snijden in R1en 
R2 en de raaklijnen in R1 en R2 elkaor 
in Q. Dan is R1R2 de poollijn van Q. 

Hierop ligt P, dua ligt Q op de poollijn van P. Een tweede punt van de 
poollijn van P zou men kunncn vinden door de conetructie met een andere 
lijn door P te herhalen. We kunnen echter ook opmerken, dat de pool11jn 
van P loodrecht staat op OP; we behoeven dus alleen de loodlijn 1n Q op 
OP te trekken om de poollijn van P te vinden. 

We hebben de vergelijking van de poollijn van een punt P(x0 ,y0 ) 

8lleen afgeleid voor een cirkel met middelpunt in de oo~sprong. Voor 
een cirkel met willekeurig middelpunt is dit op analoge wijze mogelijk. 
Voor een cirkel met vergelijking (x-~ 1 )2+(y-o 2 )2=r2 wordt de vergelij­
king van de poollijn (x 0 -a 1 )(x-a 1 )+(y0 -a 2)(y-a 2)=r2 • We komen hierop 
later nog terug. 

We nemen nu weer een willekeurige cirkel met vergelijking ~ 
2 2 x +y +ax+by+c=O en een willekeurig punt P(x 0 ,y0 ). We beweren dat 

x0
2+y0

2+ax0 +by0 +c juist de m8cht van P t.o.v. de cirkel voorstelt. In 
de meetkunde wordt de macht van een punt P t.o.v. een cirkel verkregen 
door een lijn door P te trekken die de cirkel in R1 en R2 enijdt en het 
product Fff:i"•~ te nemen; dit getal is voor alle lijnen door P hetzelfdE 
Laat M het middelpunt en r de stroal van de cirkel zijn. Nemen we voor 
de lijn door Pde 11jn PM dan is de macht van P t.o.v. de cirkel bliJk­
baar (PM+r)(ffl-r)="PR2-r2 • Van de cirkel met bovengenoemde vergelijking 1 

is M(-½n,-½b) en r=½ Va 2+b2-4c. Dua ie PR'2-r2=(x0 +¼a) 2+(y0 +½b) 2+ 
- ~ (a 2+b2-4c)=x0

2+y0
2+ax0 +by 0 +c, zoals we boweerd hadden. Uit de defi­

nitie van macht volgt direct dat deze positief is ala P buiten en nega­
tief ale p binnen de cirkel 11gt. Dus ligt P buiten (resp.b1nnen) de· 
cirkel als x0

2+y 0
2+ax0 +by 0 +c >O (resp. <0) is. 
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Opgave 3. Neem een cirkel met middelpunt in de oorsprong en een punt 
Pop de X-as. Bewijs analytisch de hierboven vermelde meetkundige stel­
ling dat voor iedere lijn door P (die de cirkel in R1 en R2 snijdt) het 
product~·~ hetzelfde is, bereken· de waarde van dit product en ve­
rifieer dat dit met de hierboven gevonden uitdrukking van de macht over­
eenstemt. 

Laat nu twee cirkels gegeven zijn, die niet concentrisch zijn.Laat 
hun vergelijkingen c1=0 en c2=0 zijn (hierin stellen c1 en c2 kwadra­
tische uitdrukkingen van het type x2+y2+axtby+c voor). Om de snijpunten 
van de cirkels te vinden moeten we de gemeenschappelijke oplossingen van 
c1=0 en C2=0 bepalen. Deze zijn echter dezelfde als die van c1=0 en 
c1-c 2=0. Nu is c1-C~=0 echter de vergelijking van een rechte lijn omdat 
de kwadratische stukken tegen elkaar wegvallen (de eerstegraadsstukken 
vallen niet weg omdat de cirkels niet concentrisch zijn). Voor deze 
lijn geldt c1=c 2 , d.w.z. de lijn is de meetkundige pl3ats van de punten 
vanhet vlak die dezelfde macht t.o.v. beide cirkels hebben, Deze lijn 
heet da3rom de machtlijn van de twee cirkels. De machtlijn gast door de 
snijpunten van de cirkels. Als de cirkels elkaar raken is de machtlijn 
de raaklijn aan beidc cirkels in het raakpunt der cirkels. 
Opgave 4. Bewijs dat de machtlijn van twee cirkels loodrecht staat op de 

verbindingslijn van de middelpunten. 
Opgave 5. Van drie cirkels met verschillende middelpunten zijn de drie 
bij elk tweetal der cirkels behorende machtlijnen concurrent. Bewijs 
dit. 

Het volgens opgave 5 bestaande punt dat t.o.v.drie cirkels met 
verschillend middelpunt dezelfde macht heeft, heet het machtpunt van de 
drie cirkels. 
Opgave 6. Ontwcrp een constructie voor de machtlijn van twee elkaar 
niet snijdende cirkels {Aanwijzing: gebruik er een derde cirkel bij). 

~5. Coordinatenstelsels en coordinatentransformaties. 
Naast het behandelde rechthoekige coBrdinatenstelsel zijn in de 

8n8lytische meetkunde nog andere coordinatenstelsels in gebruik. Het 
belangrijkste wordt gevormd door de poolcoordinaten. Deze worden als 
volgt verkregen. Kies een halve lijn in het platte vlak en noem het 

d 

beginpunt O. Deze halve lijn heet de 
poolas. Een willekeurig punt P verbin­
den we met o. Noemen we de lengte van 
het lijnstuk OP r en de hoek in radia-
len gemeten die het lijnstuk OP met de 

poolAs maakt ~, dan heten (r,~) de poolco6rdinaten van P t.o.v. de geko~ 
zen p, -1a f\. We noemen r de !£~.rstraa 1 en <f het argument van P. De voe:r · 
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straal is ~Oen is volledig door p bepa8ld; bet argument is slechts op 

veelvouden van 2v na bepoald, behalve als P=O (d.w.z. r=O), in welk ge­
val ~ volledig onbepaald is. Kiezen we een bij de poolas behorend recht­
hoekig coordinatenstelsel (d.w.z. een waarvan de positieve X-as met de 

poolas samenvalt en O dus de oorsprong is), dan geldt voor de rechthoe­

kige coordinaten (x,y) en de poolcoc:Srdinaten (r,f) van hetzelfde punt 
blijkbaar 

X:= r coscp }· 
Y= r sinq:, _ 

Een rechthoekig coordinAtenstelsel noemen we ook wel een Carte­
sisch coordinatenstelscl. 

Uit bovenstoande trsnsformatieformules voor bij elkaar passende 

poolcoordinatenstelsels en Cartesische coordinatenstelsels volgt nog 

Sommige kror.unen zijn in poolcoc:Srdinnten eenvoudiger voor te stel­
len dan in Cartesische coordinatcn. Zo heeft de vergelijking van de 
cirkel met mid~elpunt in de oorsprong en straal a in poolco~rdinaten 

do vergelijking r=a. 
Behalve transformatie van Cartesische coordinaten in poolcoBrdina­

ten kan men ook transformaties beschouwen tussen twee verschillende 
Cartesische coorcinatenstelsels onderling. Er is n.l. in de keuze van 
een Cartesisch coordinatenstelsel nog vrijheid: men kan de oorsprong 
nag willekeurig in het vlak kiezen en als de oorsprong gekozen is kan 
men de richting van de positieve X-2s nog willekeurig kiezen. De vrij­
heid die er dan nog bestaat in de keuze van de lengte-eenheid van meting, 
laten we verder buiten beschouwing. Vergelijken we eerst eens twee stel­
sels met verschillende oorsprong, maar met dezelfde richting van de as­
sen, Laat de oorsprong van het eerste stelsel Oen die van het'ci.Neede 

y 

I/-

'9 
'j ' 

b 
Ir 

0 

1d 

p 
--<;> 

6 

1-E--- a.-----:><,-- X. ·-
- X. 

X=X+a}· 
y = y + b 

X 

X 

stelsel O heten en laat U in het 
eerste stelsel de coordinaten 
(a.,b) hebben. 

Laat een punt Pin het eerste 
stelsel coordinaten (x,y) en in 

het tweede stelsel ~oordinaten 

(x,y)hebben, Het is duidelijk 
dat dan geldt 

Dit zijn dus de transformatieformules voor .it'.'_ansl~ijt van een 

Cartesisch ooordinatenstelsel. 



Nemen we nu een ender bijzonder geva1, n .. 1. dat de oorsproll8 
van de twee stelaels eamenva.llen en dat de positieve X-as van het 

p 

X 

tweede steleel een hoek ~ maakt met 
de positieve X-as van het eerate stel­
sel. ·\ie beschouwen earat de bijbehoren­
de pcoloo~rdinatenstelsels. Ale Pin 
het bij het aerate atelsel behorende 
poolcotirdina.tenetelsel 006.rdinaten 
(r, 1) en in het bij hat tweede stel-

coordinaten ( r, q, ) 
r = r 

sel behorende poolool:Srdina.tenatelael 
heeft, geldt blijkbaar 

) 

+ 0(. I· 
Hierui t volgt I als de Cartesische coordinaten V'EU1 P in het eerate 

stelsel (x,y) en in het tweede stelsel (i,y) zijn x = r ooeq>-f'c05(~"r0.}:= 

= r cos <f cos oc - r sin ~ 
r sin( <f + o!. )= r sin <p cos ot 

Du.s 

sinot::: x cosoc - y sinat. en y = r sin<p= 

+ r cos i.f sin 0(. = i si:ncx. + y cos ot. • 

X :::: X COS o:.. 

y = x sin 0<. 

- y sin oc ) 
~~ i 

+ y cos oc .) 
:Di t zijn de transfor1:.tmtiefor,1rules voor rq_,-,IL'!,t,i_~ iran een Carteeisch 
coordinatenstelsel. 

y 

Nemen we nu het algei1ere geval da.t het tweede coordinatenstelsel 

een oorsprong O heeft die coordinatan 

(a,b) in het eerste stelsel hee!t en dat 
de posi ti eve ,{-as van het twee de stelsel 

een hoek oc maakt met de posi tieve X-as 

van het eerste stelsel. 1·1e laesen een 

derde coordinatenstelsel in met oors:prong 
o X in CS en met assen evenwij dig met de assen 

van het eerste stelsel. Als een punt P 
in het eerste, tw.::,e~e on derde stelsel res:pectievelijk coordinaten 
(x,y), (x,y) en (x,y) heeft, dm'! geldt -

~:;:: - '1 
:x = x cos ex. - y sin oc 
y := X Sin iX.. + y COS IX 

Hieruit vinden we onmiddellijk; 

x = x cos <X. - y sin o:. + a } 
y = i sin 0(, + y ccs o:. + b ) 

:<: hetgeen du.a de transformatieformu.les zijn voor de ove:rgang ttan een 

,;f Cartesisch coordinatenstelael op een willekeurig a.nder Oartesisoh. 
,i;. ... • 
't/> 
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coBrdinatenstelsel met dezelfde eenheid ve.11 lengte. 
De transformatie van het tweede etelsal naa::r het eerete is een 

soortgelijke transformatie, waarin CJ\. ver\rangen is door - o:. • Er 
komt dus 

-X = X cos ex. + y sin oi., + C ) 

Y = -x sinoc ·t- y cos o:. + d S ' 
waarin c en d de coordi:naten in het tweede etelael zijn van de oor­
sprong van het eerste stelsel. Ze worden du.a gevonden uit 

0 = c cos oc - d sin oc + a ) 
\. 

0 = c sin ex. + a. cos i:x. + b J 
di t levert bij oplossing c == - a cos oc - b sin ex. , d ::i: a sin0<. -b co~:1<J1. 
'.Ve vinden dus 

--x = x cos oc + y sine<. - a. cos et - b sin o<. l 
y =-x sin oc + y cos 01.. + a sin o... - b cos oc.. J 

als de transformatieformules van het tweeds naar het aerate stelsel. 
Oi:i,&?,_'!'::!:L_l• Leid de hier gevonden transforri:iatieform:ules o:p een andere 

llll:: 

wijze af door het bovengenoemde derd'l etelael ta gebruiken, de x er:. 
= - - ~ = y in de x en y ui t te druk:ken en vervolgens de :x en y te elim.ineren 

Coordinatentransformaties kunnen worden gebruikt om bij een 
probleem een pas send coordina tenstelael te kiezen. Laat b. v. gevraa.gd 

zijn de poollijn Yan een punt P(x ,Y )t.o .. v. een cirkel rnet vergeli,j-
k · 1 ) 2 ( ) 2 2 t b0 1° D · t bl · · ·' 4 ing ,x-a 1 + y-a2 = r e epa en. 1 :pro eem is in ·~ op-

gelost voor het geval dat het :ciiddel:punt van de cirkel in de oorsprong 
is gelegen. Yerschuiv-en we nu het coordinatenstelsel, zodat de oor­
sprong in het middelpunt van de cirkel komt, dat is in het punt 
(a 1,a2 ). Daar de tra.nsformatieformules x = :x + a. 1 en y = y + a2 
zijn, heeft Pin het nieuwe stelsel coBrdinaten (x -a 1, y -a0 ) en 
de cirkel de vergelijking x2+3;2 ::::: r 2 • De :poollijn ~eeft o '--

in het nieuwe stelsel dus de vergelijking (x -a1 )x + (y -a2 )y = r 2 
0 0 ? 

en in het oorspronkelijke stelsel dus (x0 -a 1)(x-a. 1)+(y0 -a2 )(y-a2 )=r"-. 

Daarmee is de vergelijking van de :poollijn van een punt t.o.v. een 
willekeurig gelegen cirkel afgeleid. 

§ 6. :f1.1k~~-~-.-eigenscllillm.~lLY@?. k;--_o_~~fill-• 
Een e~ is de 111eetku.ndige :plaats van de punten in het :platte 

vlak, waarvoor geldt dat de smn van de afstanden van zo 1 n punt tot 

twee vaste versohillende pu.nten F/4 en F, in dat vlak constant is. 
I -

F 1 en F2 heten de bran_g~tCiQ van de ellipa. We kiezen een apeciaal 
coordinatenstslsel en wel een met de oorsprong in het midden van hi.;:.; 
lijnstuk F 1F2 en met als X-as de lijn !\F2 • Ala F 1 op de poai tieve 
X-as ligt heeft F 1 cotirdinaten ( c, C) en F 2 (-ct O) met c > 0. De helf t 
van de Yoorgeschreven scm der a.f stand en noemen we a. We mogen ver-. 



am I 21. 

onderstellen dat a.> c is, omdat voor a< o geen enkel punt aan de 
voorwaarde voldoet en voor a= o alleen de pu.nten va:o het lijnatuk 
F1F2 aan de voorwaarde voldoen. De voorwaarde dat een punt (x,~) op 
de ellips ligt is V(x-c) 2+y2 + \J(x+o)'-+y2 == 2a, of Vcx-o + 2 = 2 
= 2a - V x+c) 2+ 2 • Aequivalent hiermee is (x-c) 2+y2=(2a- (x+c) +y) 

omdat (x-c) +y = V (x+c) 2+y2 -2a klaarblijkelijk geen enkele 
reele oplossing bezit (een dergelijke oplossing zou een punt ople­
veren waarvoor geldt dat het verschil van de afstanden tot r1 en F2 
gelijk aan 2a ia, in strijd met a> o). We vinden due (x-o) 2+y2 = 
4a2 + cx+c) 2+y2-4a V t+o) 2+:r2 of a Vcx+o>2+12 = a2+ox. Dit 1s aequ1~­

va1ent met a2(x+c) 2+a2~2 = (a2+cx) 2 omdat -a.V(x+o)2+y2sa.2+ox zou 
leiden tot V (x-o) 2+y = ±( 2a+ V (x+c) 2+y2 ) 1 hetgeen weer geen re~le 
oplossingen bezi t. '"Ie vinden nu ( a2-c2 )x2+a2y2 = t:i2(a2-c2). Voeren 

we nu in b = V a2-c2 , hetgeen kan omda.t a> o is, dan wordt de ver­
gelijking van de ellips b2x 2+a2y2 = a2b2 , of 

x2 r_ 
;,'2 + b2 = 1 • 

De brandpunten (c,O) en (-c,O) van deze ellips worden gevonden uit 
2 2 2 c = a -b ..,, Er meet dus gelden a> b > O; overigens mogen a. en b wille-

1ceurig zijn. Een punt (x,y) ,et lxl > a kan niet op de ellipe liggen, 
omdat mar zo 'n punt geldt ¾-' > 1. Evemnin ligt een punt (x,y) m.et 

a 
lyl >bop de ellips. De ellips ligt ius geheel binnen of op de recht-

~ hoek bepaald door de vier lijnen x =±.a en 
y = ± b. De snijpunten met de X-as worden ge-
vonden door in de vergelijking y = 0 te sub-

x stitueren, dit levert x =±a; deze anijpun­
ten zijn dus (a,O) en (...a,o). Evenzo zijn de 
snijpunten met de Y-as (O,b) en (0,-b). Daze 

zelfde punten vindt men ook ala snijpunten met de lijnen x =+a en 
y = ±. b. Verder is de ellips symrn.etrisch t.o. v. de X-as En t.o.v. &I Y-as.fals 
\OOr:iadcr punt(x,y) dat tot de figuur behoort ook geldt dat (:x:,-y)tot 
de figuur behoort. Dat dit voor de ellips vervuld is, is evident; 
het komt, omdat in de vergelijlcing alleen even machten van y optre­
den. Analoog voor de Y-as.Zouden we in de vergelijk1ng a.= b nemen, 
dan o~tstaat een cirkel; een cirkol is dus op te vatten ala een grena­
geval van de ellips, a.ls de brandpu.nten samenvallen. 

Een h.yperbool krijgen we door in de definitie van ellipe het 
woord 11 som 11 te vervangen door "absolute waarde van het versohil". 
~iiaken we de brandpunten weer tot (c,O) en(-e,O) met o>O en noeaen 
we de absolute waarde van hat verschil der a.fatanden 2a clan ka'b nu 
a< c verondersteld warden. fle vinden nu op analoge wijze a.le h1er-

f Een figuur is n.1. klaarblijkelijk sym.metrieoh t.n.v.de x .... s 



am I 22 .. 

boven als vergelijking van de hyperbool 

x2 2 
-2 - ~ = 1, 
a b 

waarin b = Vc2-a2. Een punt (x,y) met \xi~ a~ niet op de hyper­
bool liggen, omdat voor zo'n punt geldt ~ - ~<,.De hyperbool 

a b 
bestaat dus uit minstens twee los van elkaar liggende stu.kken, ,,n 
waarvoor x t a en e6n waarvoor x ~ -a geldt. Verder ziet men maldce­

lijk in, dat bij iedere waarde van y twee waarden van x behoren 
(6en ~ a en een ~ -a). De snijpunten met de X-as zijn (a,O) en (-a,O}, 

Y dit zijn tevens de snijpunten met x =±.a. 
De hyperbool is symmetrisch t.o.v. de X-as 
en de Y-as. Een lijn x g d anijdt de hYJ?er­
bool in twee of nul p;lnten, al naar gelang 
ldl>a of ldl<a is. Snijden we de hyper­
bool nu met con li~n y = mx+~, dan vinden 

we b2x2-a2(mx+q) 2 = a2b2 of (b2-a2m2 )x2• 2a mqx+a2q2-a2b2 = O. Deze 
vergelijking levert in het algemoen twee al dan niet re~le wortals. 

2 2 2 b , Als echter b -am = O, d.w.z. m =±a , dan blijft er voor q F 0 
slechts eon lineaire vergelijking over en voor q = 0 zelfs een strij­
dige vergelijking. Een lijn y = ± ~ .x:+q met q-/: 0 anijdt de hyperbool • 
dus in 66n punt. De twee lijnen y = ± ~ x anijden de hY)?erbool niet. 
Deze laatste twee lijnen hetcn ~-s_ymE,_tqj;~q van de hyperbool. Snijden 

we con :i.ijn x = d met de hyperbool en met een a.sym.ptoot b.v .. y= ~ x 

dan vinden we v~9r2het eerste snijpunt (en wel datgene boven de X-as 
gelogen) y = P..YJit:..--:.a2) en irocr het tweede snijpunt pd • Het verschil 

a __ a 

is _pd - bv_d~a2. = b (a-Va2-a2) = ----~ ~ .. Uit de analyse volgt 
a a a d+ V d -a. 

nu dat dlim -v~jn ~ = 0. Een asymptoot hceft dus de eigenschap 
➔ oo d+ d -a 

dat naar-u1ate men hem verder doorloopt in een tot nul inkrimpende m·,1-

geving punten van de krom.me komen te liggen. 
Een ~abool is de rneetlru.ndige plaats van de punten in het plat··. 

te vlak, waarvoor geldt dat de a.fstand van zo'n punt tot een vast 
punt Fin dat vlak gelijk is aan de afstand van dat punt tot een vas­
te niet door F gaande rechte r in dat vlak. F heet het brandJ2BP1 en 
r de ri~ijn van de parabool. We kiezen de loodlijn door Fop r 
als X-as, de oorsprong in het midden van het lijnstuk met Jen het I 
snijpu.nt van r en de X-as ala aindpu.nten, en de positieve I-as so d:,,.+I 
Fer op komt te liggen. Als we de afatand van F tot r nu p noaun, 
dan is F(-~p,O) en de vergelijking van r is x ;:;•1£1)• .De vopl"Vraarcle 4-,if;, 
een punt (x ,y) op de parabool ligt is I x+¼PI = '{ (x...rt}p) 2+12 • Dit 'liilJI' 
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aequivalent met (x+½p) 2 = (x-}p) 2 + y2 of met 

y2 ::; 2px, 

hetgeen dus de vergelijking voor de parabool is. Tu.nten (x,y) met 

x < 0 voldoGn niet aan deze vergelijking._ De X-as en de Y-as snijden 

~ ~ --------- de parabool in de oorsprong. De parabool is 

/ sym.m.etrisch t.o.v. de X-as .. Een lijn x = d 

F X 

snijdt do parabool in twee of nul punten, al 

naar gelang d > 0 of d < 0 is. Snijden we de pa­

rabool met een lijn y = mx+q, dan vinden we 

rix2 +2 ( mq-p) x+q2 = 0. Deze vergelijking levert 

in het algemeen twee al dan niet reijle wortels. 

Als echter 1i.1 = 0, wordt de vergelijking lineair, onafhankolijk van 

de keuze van q_. Iedere lijn evenwij dig met de X-as snij dt de :parabool 

in cen punt. Di t komt overeen met het fei t dat de parabool geen asym­

tot@B ·bozi t. ne X-as heot dG as van de -,)arabool • 
.. .,..-........ ..i..; 

Aan de voorbeelden van de ellips, hyperbool en parabool hebben 

WlJ enige cigenschappen van kromm.en bestudeerd. Deze krommen zijn 

verkregen als meetkundige plaatsen. In de beschouwde gevallen was het 

oenvoudig om uit de definitie van de meetkundige plaats de vergelij­

king orvan af te leiden; het analytisch neerschrijven van deze defi­

ni tie leverde direct deze vergelijking en de verdere herleiding ge­

schie,.ldo alleen om deze in een rnooiere vorm te brengen. Vaak echter 

is de zaak minder eenvoudig en heeft men hul:pparameters nodig, die 

nog geelimineerd moeten worden. Hiervan een voorbeeld 0 Laat P (p,q) 
een vast punt zijn verschillend van de. ·oors:prong. N[en neme een cir­

kel door Oen P; deze snijde de X-as in A en de Y-as in B (At O, 

B /. 0). Gevraagd is de meetkundige :plaats van he-t midden M van hot 

lijnstuk AB als men alle mogelijke cirkels door Oen P neemt. Laat 

zo'n cirkel de vorgclijking x 2+y2+ax+by = 0 hebben; er is dan al 

voor gezorgd dat hij door O gaat. Tie voorwaarde dat de cirkel door 

P gaat is 1/+g_.2+ap+bq = O. Het punt A heeft coordinaten (-a,O) en 

het punt B(Or-b) en het punt hi(-·)a,-}b). Voor de meet1rundige plaats 
, ·1 2 2 0 t d 1 · "k geldt dus x = -~a, y = -;.tb, p + q + ap + bq = me veran er 1J e 

a en b. Elimineren van a en b levert direct 1/ +q 2 -~ 2x:p - 2yq = 0 

.of 2:px + 2qy :::::: p2 +q2 hetgeen de vorgelijking van een rechte lijn is • 

. ,.;, ... ~=-..;....:;..·-=· :Sepaal de meetkundige :plaats van de middens van de koorden 

door het brand:punt van de parabool y 2 = 2pxa 

Als f(x,y) een veelterm in x en y is, waarvan niet alle coeffi­

enten nul zijn dan heet de meetkundige plaats van de :punten waar­

n de coordinaten voldoen aan f(x 1 y) = 0 een a)gebrafsvche krorrune. 

'.~ graad van f(x,y) heet de graad van de kronuneo f(x,y) = 0 heet de 
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vergelijking van de kromme. 

Laat de vergelijking van een algebra:isohe kromme O :: a+bx+cy-,-.. •• 

zijn. De stippcltjes staan voor tcrmen van de tweode graa.d en hoger. 
Stel dat de kromm.e door de oorsprong gaat, dan is a == O. Wil rien de 

kromme snijden met oon lijn door O ( vergelijking y=mx), dan sub­
sti tu.eert men y==rilX in de vcrgelijking van de kromme, hetgeen O = 

$ 

= (b+cm)x+ ••• oplevert. Dit is een a.lgebrafsche vergelijking ~· x, 

die in het algemeen een wortcl O heeft, zoals ta verwachten was .. Stal 
nu c J. 0, dan heeft voor m = - ~ de vergelijking een meervoudigo 
wortel in de oors:prong. Men zegt, dat y ::j - bx of bx+cy = 0 een 

C 

£~Jllf..1Ll.£ in Onan de kromme voorstelt. Dat dit begrip ~aaklijn over-
ecmkomt met het in de difforentiaalrekening ingevoerde begrip gaan 

wij hier niet na. Als c = O, b-}. 0 levert geen derrechten y = mx 

een raaklijn; in dat geval echter levert substi tu.tie van x = 0 een 

meervoudige wortel in y. In dat geval levert x = 0 een raaklijn, 
Goldt ten slotte b = c = 0 dan geeft snijding met iedere rechte door 

l) eor.. meervoudige wortel .x = 0 i O heet dan een ~Y.Q.Y.!=!-..B. ... .1!911:t van 

do kronune. Hierva.n behandelen we een voorbeeld. 
Laat gevraagd zijn de meetku.ndige pla.ats van de punten in het 

platte vlak, zodat het product van de afstanden van zo'n punt tot de 
twee punten (c,O) en (-c,O) (c) O) een constante k2 is. De voorwaarde 

dat _E:en :eu~_:L(~, y) t~t de 2meettndi~e pla.a~s behoor~ is 
✓ (.x-•c7 + y tJ'lx+c) + y = k • Aequivalent hiermee is 

· 2 2 · 2 a 4 2 2 22 2? 4 ((x-c) ~y )l(x+c) +yr- k of (x +c +y) -4c x'-= k. of 
,' 2 2 2 2 2 2 4 4 (x +y ) -2c (x -y ) == k -c • Als nu k = c, gaat de kromme door O en 
is zijn vergelijking (x2+y2 )2-2c2(x2-y2 ) = O. Deze kromme heat een 
lemniscaat van Bernoulli. Deze heeft een meervoudig punt in O. Snijdt 
------ 2 2 2 2 2 
men deze met y = mx dan komt er x4( 1+m ) -2c x ( 1-m ) = O. Deze ver-

gelijking heeft in het algemeen een dubbele wortel x = O; voor m = ± 1 
hecft hij echter een viervoudige wortel x = O. Het punt O is een 
}{ll_<;i_opp:y.nt met twee jiakraal~_:ijJlJJ_ll y = x en y = -x. 'Pe beschouwen de 

snijpunten met de lijnen x = d. Dit geeft 
y4+2(d2+c2 )y2+d2(d2-2c2 )= O. Dit heeft reele 

2 2 2 2 2 2 .. 2)> oplossingen voor y als (d +c) -d (d -2c -0 
Dit is klaarblijkelijk steeds het geva1. Op­
da.t er reele oplossingen voor y zijn m.oet 

er aen niet-negatieve oplossing voor y2 zijn. Nu is de som van de 
oplossingen in y2 gelijk aan -2(d2+c2 ) <0; er is dan een poaitieve 
oplossing als.het product d2(d2-2c2 ) :SO; dit geeft !al::; 2~- De 

kromme ligt dus geheel tussen de lijnen x==c 'V2 en x= -o ½ • Voat' .x ;.,:;; 
= + c'V2 is y = 0. Snijdt men bu :,iG¼t y::::d dan komt er :x:2+2(d2-c2 h:2+ 

11..,,: 



.J ' \ · Jnr> ;;:-~· '.lls ! ,::J: ~:o ),~:. i'lC'°iC~, W(~ :,:-rn r1r1t :Jlt geldt, dan .is de S'.)m ven 
',:_._; ·-- -. r) 

ic wortels in x h,_1k :·nr: ?(_:,_!-ct):; ~!(:./2-,J<:c.):>0 en :ts er due zeker-
r; 

(·e•i pcsJ tleve wortel vct)r x'·, rJus .C('?(?ie w~;r-tels -,1ocrc x. Voor y"' + Ac - -2 ~ ~2 
vinden we x = f c , dus X = + ;::e kromme ligt geheel tussen de 

rec:hten y -

Ee,1 knooppunt ls in ,~;enen del.e het eri:11;e soort meervcudig p:.mt, 

~·--t optreedt. "t:r,kele ·11idere t;ypen vtrn meervoudige punte;) levert de 

·2n~hcide van N1comedes. ~eze wordt 1ls volst verkregen. Neem een punt 
P ?n een rechte r die n1.et door P ~a1t. Op iedere rechte door r zet 

~e~ v~1n ziJn snijpunt met r n~·1r bcide zijden een lljnstuk van vaste 

1en~te q nf. ~e meetkun,jl~e J)l~Ats v~n de eindpunten van deze liJnstuk­

i~er, a ls cle re,:hte CJ'.", P ci. r:-i Ji t, r·;oemt n:en een :::oncho!de van Nicomedes. 

~p~Jve 2. BewiJs dat ols me11 het co~rdin~tenstelsel zo kiest, dat P 

e corsprong is en r de re:::hte :-:1et verg;elijking X=a met a> 0, de ver­

'.e] ljklng V8~ de conchoide v □ n Nicomedes, eventueel met uitzondering 
i,) I ~) 2 '.) 2 2 2 2 2 2 

v·-,n het punt P, x-~x-+y) - 2c1x(x-+y) + :-:1 y -(q -!:1 )x =0 is. ~,faak 

t:en telrnnin.'.:'.:: vcm de in•orrL'1le voor de i::.:evnllen q> 21, q=r.1 en q< a. 

:'.°'E' in opg'we ::, gevcnden :.:il1_;ebr:::1ische kromme heeft voor' q > G in 

00rsprong een 1rnooppunt. Vcor q < c3 echter heeft een 1ijn X=d a lleen 

,i::,n r·e~e1 sniJpunt met de tromrne :':ls 1-q;:§ d ~ a+q €!1 d/a cf als d=O 

1, ··, .j:,t n,~). :Jvn· -, -q > C, Llgf:~eri er· 1.n een omgevin1:; v::rn de oot•sprong 

, -c,cn \'erdere ret'.le punter, vnn c1e kromme r:1eer: de oorsprong is een 

, ;ei.Do leE;rd pt1r1t \r~~1n de l{rornr~1e" 1\ ls q=1~ hebben alle runten van de 

ocrsprong is er 6~n r11kliJn: de 

( cl,:: hierr1ee is r1c opsomm:ing vrr; de mot5e1i,jke typen meer•voudige 

1,:.unten niet u1t::r.erut. 1de 1_;:-:m; er niet vcrcier op in. 

\,' ,~ .... ruirnte ~ I • .ue .... -----
In de rulmte kiezen we een c0Brdin1tenstelsel door een punt O 3ls 

oorspr-ong te kiezen en d:rrr---mr---o cfrie under Un;_; 1oodcechte lijnen te trek-

z I ken die de assen van het cot::$rdinatenstel-
_j1\___ ' y z \ ,..,.~:;.., sel warden genoemd (X-as, '-as en -asJ • 

.,,,.,,,,,. ~.~/ ; 

,/ ?",,,I I re drie 3ssen m:::dcen we tot een getallen-r---1 P ! l ,,/ 
l I I .,,~ re,::h te r:-iet O 2 ls nulpunt. Eeri wi l lekeur-is 

I ti/,r,f), y punt P pcojecteren we loodrecht op de 

./;::.,JLlQ rissen,, hetgeen P1,P2 en P3 oplevcrt. De 

x getallen x,y en z die aan P1,P2 en P3 
zijn toezevcegd noemen we de co~rdlnaten van P. Zo is aan ieder punt P 
een d rieta 1 ree le getn l len ( x ;y, z) toegevoegd. Omgekeerd behoort b1,i 
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ieder drietal re~le getallen een punt met die getallen als co~rdina­

ten. Een eenvoudige figuurJ waaruit we de co~rdinaten kunnen aflezen 

kriJgen weals volgt. Projecteer P eerst loodrecht op_het vlak door 

de X-as en de Y-as; dit geeft een punt Q, dat we vervolgens op de 

X-as proJecterenJ hetgeen r 1 oplevert. De lengten der lijnstukken 

0? 1 , P1 Q en QP met p8ssend teken voorzien geven dan de x-,Y- en z­

coorcHnc1ten v::rn P. De :::fst,1 nd OP vc:rn P tot de oorsprong krijgen we 
-. 2 -2 -2 -2 --2 -2 2 2 2 ( ) uit OP =OQ +QP =0~1 +P 1q +QP ·=x +y +z-. De afstand van P xJy,z tot 

cle oorsprong is V{x 2 + y 2 + z2}. Op geheel analoge wijze krijgen we voor 

de afstand v □ n het punt P(x1 ,y1 ,z 1 ) tot R(x2 ,y2 ,z 2 ): 

r·-----------------V (x2-x1)2 + (Y2-Y1)2 + (z2-z1)2. 

We beschouwen nu een holve lijn door de oorsprong, die met de 

positieve assen hoeken oc 1 , ~ 2 , oc3 maakt. Laat P(xJy,z) een punt op 

die halve lijn zijn, dnn is X=O~ cos cx. 1 , ?=OP cos r:x.:;;J Z=OP cos o<.J. 
2 2 2 -2 ·, ) c. Z Uit x +y +z =OP volgt (cos 0( 1 )"-+(cos cx. 2 ·+(cos 0(,3 ) = 1. Verder geldt 

~:y:z=cos cx. 1 : cos oc2 : cos oc3 . De hnlve lijn door 0, die in het ver-

1cngde v.-rn c1e ven h:1 J.ve liJn lic_i;t, rnaak:t met de positieve assen 

hoek:en rr+ cx 1 , TT+ a:. 2 , TT+ cx3 :; voor een punt Pop deze halve lijn 
'c0 l,1 t x-- -GP' ,•os rx y-- -Of:) no"' rv ,.,_ -OP cos _) - - ; - - ~ ~ ·-1 ' - - '~ ,:i ""'2-' t;.,- - · 

x:y :z = cos cx 1 : cos°'-~~= cos cx.3 . Danr OP iedere 
hen is 

X -- tcos cx. 1 

} y -- t cos ex" c.. 

z = t COS 0(, ., 
) 

cx. 3 ., dus eveneens 

re~le waarde kan heb-

en r,;: r·c:1rnete rvoors te lllru; v n een rech te li j 11 door O met parameter t . 

:·1en noemt cos cx. 1 , co;~ x.,), cos ex,._1 rlchtingscosinussen van de rechte lijn. 
L. ) 

:111c11 km :tn de D'.H'FJ:11etcrvoorstelltng cle cosinussen klaarblijkeljJ<: ook 

,1crvan;:r,en door een ermee evenredig drletal getnllen a 1 ,a 2 _.a 3 . Zulke 

~ctnllen ten richtingsgetallen vnn de lijn; ze zijn op een wille­

kcurige evenredighcidsfnctor /0 nR bepaald en niet alle drie nul. em 
·1it richtingsgetallen richtingscosinussen te krijgen moet men ze met 

cen dusdan e factor vermenigvuldigen, dat de som van hun kwadraten 

1 wordt; deze factor is slechts op het teken na bepaald. 

Bij een 1ijn lJ die niet door O gaatjl beschouwen we de ermee 

evenwljdige 11Jn m door 0. Als (p 1 ,p2 ,p3 ) een punt van 1 is, dan ligt 

ldaarblijkelijk (x,y_.z) d.::in en slechts dan op l als (x-P,pY-P2 ,z-p3 ) 
op m ligt. Hieruit volgt dat een parametervoorstelling van 1 als volgt 

luidt 
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X = P 1 +tcosrx. 1 1 y = P2 +tcoso< 2 
) z = P3 + tcos cx 3 , 

Ook nu zijn 01... 1 , .x 2 en cx 3 de hoeken die 1 met de assen maakt; cos cx. 1, 

cos cx 2 en cos ~ 3 noemt men weer richtingscosinussen van l; analoog als 

boven definieert men de richtingsgetallen. 

Voor de richtingsgetallen van een lijn door O kunnen we de coBr­
dinaten van een punt Q op die lijn nemen, dat van O verschilt. Zodoende 
vinden we voor de lijn door (p 1 ,p2 ,p3 ) en (q1 ,q2 ,q3 ) de parametervoor­

stelling X=p 1+t (q1-p 1 ), Y=P 2 + t(q2 -p 2 ), Z=P3 +t (q3 -p3 ) of 

x = (1-t) P1+tq1 l 
y = ( 1- t ) p 2 + tq2 

z = ( 1- t ) p 3 + t qJ 

Deze parametervoorstelling is geheel nnaloog met de in het platte vlak 

~evondene (zie blz.6). 
Laat nu twee lijnen door de oorsprong gegeven zijn met richtings­

coslnussen cos 0<.. 1 , cos oc 2 , cos e<, 3 resp. cos ;e, 1 , cos 13 2 , en. cos~3.we 
zoeken een uitdrukking voor de hoek t tussen die lijnen. Neem op de 
eerste lijn een punt Pop afst2nd 1 V8n Oen op de tweede lijn een punt 
() op nfstand 1 v;=,in de oor•spron1:;, Don is OP (cos cx 1 , cos cx. 2 , cos 0( 3 ) en 

09=(cos13 1 , cos;:-, 2 , cosi12, 3 ) mtts de punten nan de passende zijde van 0 
_;ekozen zijn hetgeen we veronde:rstellen. Nu is PQ,2=(cos p 1- cos cx. 1 )2 + 

+(cos,A 2- cos cx. 2 )2 +(cof3/:3 3 - cos <X. 3 ) 2= 
= 2 - 2(cos oc. 1cos 131 +cos 0<. 2cos 13 2+cos 0(_ 3cos f2, 3 ). Anderzijds vinden we 
door toepassing vnn de cosinusregel in driehoek OPQ, dat 
-2 -2 -2 - --. 
. rr: =OP +OQ -20P • }'K), c OS <f1 = 2 - 2 cos lf . Hierui t volgt 

~1nr hierin alleen richtingscosinussen van de lijnen voorkomen en deze 

LiJ evenwijdi;~e verschuiving bewPwrd blijven, geldt deze formule ook 
voor lijnen in willekeurige lisging. 

De voorw8arde voor loodrechte stond van twee lijnen is dus 

cos oc 1cos 15 1 +cos cx. 2cos t- 2+cos cx. 3cos t- 3=-0. 

Hicrin mogen de richtingscosinussen ook door richtingsgetallen worden 

vervangen; laat deze (a 1 ,n 2 ,a 3) resp. (b1 ,b2 ,b3) zijn, dan wordt de 
voorwaa rde: 
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Nemen we nu eon plat vl2k, laot een rechte lijn r loodrecht op 

dat vlak richtingsgetallen (a 1 ,a 2 ,a 3 ) hebben en laat P(p 1 ,p2 ,p3 ) een 

punt van dat vlak zijn. Een punt Q(x,y,z) li~t dan en slechts dan in 

het vlak als PQ loodrecht op r staat. Dit geeft de voorwaarde: 

hetgeen dus de vergelijking van hct platte vlak voorstelt. Deze ver-

:elijking is van de eerste graad in x,y en z. 

We vragen ons nu af in hoevcrre een willekeurige vergelijking van 

de eerste gr8ad een plat vlak voorstelt. We g8an dus uit van zulk een 

vergelijking a 1x+a 2 y+a 3z~c, waarin a 1 ,a 2 en a3 niet alle drie nul zijn. 

We proberen eerst eens de lijn r door O met richtingsgetnllen 
(a 1 ,a 2 ,a 3 ) met de do~r d~ vergelijking voorgestelde meetkundige plaats 

te snijden. Een willekeurig punt van die lijn is (ta 1 , ta 2 , ta 3 ); 
substitutie hiervan i-n de vergelijking levert t (a 12+a 2 2 +a 32 )=c. Nu is 

2 2 2; C • 
zokor 8 1 +a 2 +a 3 rO, clus t:::: 2 2 2 , dus het sniJpunt 

a 1 H1 2 +8 3 
a 3c 

2 2 2) • 
81 +a 2 +D3 

R ( 

We kunnen de vergelijking nu in de volgende gedaante brengen 
n 1 c s 2c a3 c 

'l1(x- 2 2 2) + 8 2(Y- 2 2 2) + 0 3(z- 2 2 2) = O 
n 1 +n 2 +n 3 8 1 +a 2 H, 3 a 1 +a 2 +a 3 

en dit is op grond vnn hetc~een hierboven is ;:ifgeleid de vergelijking 

v~n het vlnk loodrecht op r en gnande door R. 

Vermenigvuldigt men de vergelijking van een vlak met een dusda­

~ige fbctor dat de coefficienten van x,y en z richtingscosinussen van 

de normaal op hot vlak worden dan vinden we in 

x cos cx. 1+y cos cx.2 +z cos cx.3 - c1 = 0 de normaalvorm van Hesse van de 

vergelijking van het vlak. Evenals voor een lijn in het platte vlak 

bewijst men dat voor een willekeurig punt (x,y,z) de uitdrukking 
x cos 0\.1 + y cos o:. 2 + z cos cx.3 - c1 eventueel op het teken na de af­

stDnd van het punt tot het vlak voorstelt; de uitdrukking 1s positief 

of negFJtief naar gel:ang men zich in de ene of in de andere helft be­
vindt, waarin het platte vlak de ruimte verdeelt. 

Neemt men twee platte vlakken bepaald door de vergelijkingen 

a 1x + a 2y + a 3 z = c 1j , 
b 1x + b 2y + b3z:::: d 

dan zal dit stelsel van twee lineaire vergelijkingen rang 2 of rang 1 

hebben. Als het rang 1 heeft zijn de vergelijkingen of strijdig of af~ 
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• kelijk. In het eerste geval hebben de vlakken geen punt gemeen en 

n dus evenwijdig, in het tweede gevnl hebben zeal hun punten ge-

n en ~allen dus samen. In het lnatste geval zijn hun coefficienten 

nredig. Als de rang 2 is snijden de twee vlakken elkaar volgens een 

hte lijn. Een rechte lijn kan men dus ook verkrijgen als snijlijn 
twee vlakken. Deze lijn staat loodrecht op de normalen van belde 

kken; voor zijn richtingsgetallen (v 1 :, v 2 , v 3 ) geldt dus: 

a1v 1 + 82 V 2 + 83 V 3 = 0 i 
l 
I 

. 
b1 V 1 + b2v 2 + b3 V 3 = 0 

I 

kunnen voor de richtingsgetallen dus nemen 

( a2 a3 83 1:11 a1 a2) 
b2 b3 

, 
b3 b1 

, 
b1 b2 

Op grond van de vroeger gevonden formule voor de afstand van 
e punten, zien we direct dat de vergelijking van de bol met middel­
t (a 1 ,a 2 ,a 3 ) en straal r als volgt luidt: 

( ) 2 ( )2 ( )2 2 x-a 1 + y-a 2 + z-a 3 = r . 

Einde van de analytische meetkunde van het eerste jaar. 


