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&1 De rechte liiA .

In de analytische meetkunde wovden eigenschappen van meetkundige
figuren bestudeerd met algebraische hulpmlddelen.

Als eenvoudigste voorbeeld ken men beginnen met de studle van de
eilgenschappen van de nuldimensionale figuur, het punt Wegens de een-

tonigheid van dit onderwerp laten wij dit achterwege,

De volgende figuur die wij bekljken is de eenvoudigste eendimen—
sionale figuur, de rechte 1ijn. Nu is in de analyse uiteengezet hoe men
de reéle getéllen kan afbeelden op een rechte, de getallenrechte genaamd.
Omgekeerd kunnen wij hiler niet aantonen (van de ”gewone" meetkunde die
wij hier bekend onderstellen, durven wij n,l. niet aan te nemen, dat
haar strenge axiomatische opbouw ook bekend is), dat iedere rechte uit
de gewone meetkunde als een getallenrechte te beschouwen is, WiJj zullen
dit daarom hier als axioma poneren en gaan thans nog enige elgenschap-
pen van ( punten op) rechten beschouwen,

Op grond van wat in de analyse is uliteengezet correspondeert dan
leder punt A van een rechte met een re&el getal a, dat ondubbelzinnig
bepaald 1s zodra het punt O aangegeven is dat met het getal O correspon-
deert, Dit re&le getal noemen wij de coBrdinaat van het punt A; wij
schrijven wel A(a). De co®rdinaat van de oorsprong O is dus 0, Punten
met positieve codrdinaat liggen aan de ene zijde van 0, dle met negatie-
ve codrdinaat aan de andere.

Beschouw thans twee willekeurige punten P(p) en Q(aq). Er is dan
zeker een positief getal ¢ te vinden zodanig dat P'(p+c) en Q' (q+c) bei-
de positieve cobrdinaten bezitten, De afstand P'Q' 1is dan uiteraard ge-
1ijk aan

l(ave)-(ore) 1= la-sl = 1 |f2 T}

Dit is dan ook het geval met de afstand PQ, Wij vinden dus voor de
afstand van twee punten P{p) en Q(q) de waarde |q-p| ongeacht hoe deze
ten opzichte van 0 gelegen zijn. Dit feit (dergelijke feiten ontmoet mer
steeds in de analytische meetkunde) 1s te danken aan de wijze waarop de
negatleve getallen op de getallenrechte zijn geplaatst,

WiJ geven nog een formule die geldig blijkt voor alle standen van
de punten P en Q. WiJ vragen n.,l. naar de codrdinaat m van het midden M
van het 1lijnstuk PQ Vocrcrn 2. weer als boven de punten P'en Q! in, dan
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is de coBrdinaat van het midden M' van P'Q' kennelijk gelijk asn m+c,

Ult meetkundige overwegingen ziet men direct in dat deze cobrdinaat ook
gelijk is san

3 ((p+e) + (ate))= 2(p+a)+ c.

Bijgevolg, hoe P en Q ook gelegen zijn, steeds geldt m=3(p+q).

Wij vragen ons thans af wat de coBrdinaat s van een punt S is dat
een lijnstuk PQ (inwendig) verdeelt in de verhouding A:g, d.w.z. dat
zo tussen P en Q gelegen is dat PS:8Q= A: ., Weer voeren wij als boven
de punten P' en Q' in, terwijl wij dan voor het punt S'(s+c) vinden dat
P'S8': 8'Q'= A: ., Hieruit volgt

((s+c)-(p+c)): ((q+c)-(s+c)}=;\:/u. ,

S=7—\?%$££
Opg.1 Ga de gevallen A=0 en =0 apart na,

Tenslotte bepalen wij de co¥rdinaat t van een punt T dat het 1ijn-
stuk PQ uitwendig in de verhouding A:x verdeelt, d.w,z, dat op het ver-
lengde van PQ ligt en waarvoor geldt

dus

PT:QT= A : .

Is —’;1>1 dan ligt het punt Q tussen P en T; is %L<1 dan ligt P
tussen T en Q; is ﬁ_: 1 dan is het punt T niet aan te geven,
In het eerste geval is, wanneer weer als boven op de punten

P',Q" en T' (t+c) wordt overgegaan

((t+c)-(p+c)) : ((t+c)~(q+c))==As;L,

waarult volgt

Opg.2 Ga na dat dit resultaat ook in het tweede geval wordt verkregen.

Wij merken op dat als men zegt dat het hier beschouwde punt T het
lijnstuk PQ verdeelt in de verhouding ’,ﬁlde formules voor t en s de-
zelfde zijn, Onder deze conventie kan men algemeen zeggen, dat de codr-
dinaat s van een punt S, dat een 1lijnstuk PQ met P(p) en Q{q) verdeelt
in een willekeurige re&le verhouding A:;L% 1,gelijk is aan
Punten met positieve deelverhouding A:u liggen tussen P en Q,de andere
buiten het interval PQ.

WiJ merken nog op dat

ngws =g en éfﬁls = q

zodat de punten met voldoende grote[%%] willekeurig dicht bij Q liggen,
Dit geldt dus zowel voor de punten met zeer grote %% als voor die met

A
zeer grote T
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§ 2, _Het platte vlak; inleiding,

Thans gaan wlj de punten van het platte vlak van co¥rdinaten voor-
zlen, Hlertoe tekenen wilj twee loodrecht op elkaar staande rechten (de
coBrdinaatassen genaamd), welke elkaar in een punt O snijden (de oor-
sprong genoemd). De punten op de ene as, die wij de X-as hoemen, bezit-
ten op grond der aanname in de vorige paragraaf een ondubbelzinnig be-

paalde cobBrdinaat; hetzelfde geldt voor de punten op de andere as, de
Y-asc

Z1ijn P1 met co¥rdinaat x en P2 methcoardinaaﬁ y de projecties van
een willekeurig punt P van het platte vlak op de X-as resp. Y-as, dan
geven wlj het punt P de twee coB¥rdinaten x en y, Men schrijft vaak kort-
weg P(x,y). Het getal x heet de x-coBrdinaat of abscis van het punt P,
het getal y de y-co¥rdinaat of ordinaat,

Op deze wiljze krijgt elk punt P twee ondubbelzinnig bepaslde co¥r-
dinaten en omgekeerd behoort bij elk tweetal re¥le getallen één en
slechts één punt P.

De punten op de X-as zljn gekarakteriseerd door y=0; die op de
Y-as door x=0; men heeft voor de oorsprong: 0(0,0).

De beide (co¥rdinaat)assen verdelen het platte vlak in vier ge-
deelten (quadranten). Het eerste quadrant is de verzameling der punten
(x,¥y) met x>0,y>0,het tweede die met X<0, ¥y>0, het derde die met
X< 0, Yy<0 en het vierde die met x>0, y<o.

Wij lelden thans weer enige eigenschappen af, die evenals in de
vorige paragraaf geldig zijn, hoe ook de betreffende punten gelegen zijn.

Zijn P(xq,yq) en Q(xg,yg) twee willekeurige punten van het platte
vlak en P,I,Q1 en PQ,Q2 hun projecties op de X-as resp. Y-as, dan geldt
voor de afstand PQ volgens de stelling van Pythagoras

Nu weten wij uit de vorige paragraaf dat de afstand van Pq(xq,o) en
Qq(xg,o) gelijk is aan qu‘x2‘3 evenzo P Q= (yq-yzl. Dus
)2

PQ = \/( Xq ‘X2)2+(y1"y2

Verder bepalen wij de coBrdinaten van een punt R(xX,y) op PQ dat het
VOOor,

1lijnstuk PQ verdeelt in de verhouding A: u, waarbIj'A:ux, zoals in de

vorige paragraaf werd uiteengezet, elke waarde = 1 1s toegelaten., Voor

de projecties Rq(x,o), P1(x1,o) en Qq(xz,o) van R,P en Q op de X-as

geldt volgens de elementaire meetkunde ook dat P1R1:Q1R1= At . Dus op

grond van het resultaat ult de vorige paragraaf vinden wi]j

AX o+ X
2 1
At

Een analoog resultaat geldt voor y, zodat wij vinden

. Ax2+/ux1 Ky2+yy1
At p oAt '

Ke=
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In het bijzonder vindt men voor het midden M van PQ
M (3(x4xp), 3(yq49,) )

Opg.1 Bewljs dat de verbindingslijnen van de middens van twee over-
staande zijden van een vierhoek elkaar halveren.

Opg.2 Bepaal van de driehoek met hoekpunten P(xq,y1), Q(XE’yE) en
R(XB’yB) het zwaartepunt.

Thans bepalen wij het oppervlakte van een aOAB met A(aq,ae),
B(bq,be). Wij weten dat deze oppervlakte gelijk is aan

O= Ve(s-a)(s-b)(s-c) = g.\/ a%4p2. 2)2+’+a2 2
waarin

Oa=b=\/a %12, 2; OB:a:\/b1§+b2§ , AB=c=\/(a1-b1)2+(a2—b2)2

Men heeft dan

40= X/-# (a b, +a,b ) + 4( 2y 2)(b1 +0,%) = 2\/(31 2-—82b1 2

1 |

Ligt nu een A PQR willekeurig dan is door een verschulving deze steeds
in een stand te brengen waarbij een hoekpunt in O valt. Zonder de alge-
meenheld te schaden mogen wij aannemen dat het punt dat 1n de oorsprong
komt te liggen R(rq,ra) is, zodat de nieuwe plaats van P(pq,pe) en
Q(qq,q2) wordt P'(pq—rq,pz—rz) resp. Q'(qq—rq,qQ—rz).

Men heeft dan

o

Dus
81 82

G=3a b, b,

1b2‘aeb1!

D4-T, Dno-T
opp APQR = opp aP'Q'0 = | 1T 1T "2 2

1779 %7

Na randen met een bovenri] L 1 vindt men gemakkell jk
1 P4Ps 4
opp APQR = 3 PR 1
rats 1

Opg.3 Verifieer dat ult deze formule in het geval R=0 het reeds eerder
afgeleide resultaat direct volgt.
Opg.4t In A ABC verdeelt het punt D de zijde AB in de verhouding A: .
Bewijs met behulp van het gc.ondene de bekende stelling dat de opper-
vlakten der drilehoeken ADC en BDC zich ook verhouden als A : u.
Opg.5 Bereken de opperviakte van de driehoek ABC met A(2,3) B(3,4),
c(7,11).
Opg.6 Van A ABC met A(aq,ae) en B(bq,bz) ligt het zwaartepunt in de
oorsprong.
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Bewl]js dat
a, &,

b b

|
i
!
LT e

‘opp o ABC = %
is.
8pgz .7 Bewijs dat de oppervlakte van een vierhoek PQRS met P(pq,pg),
Q(qq,qz), R(rq,rg) en S(sg,sg) gelijk is aan

pq p2 1 0O

1 4q 9 0 1

2 .
Pq r2 1 0O
31 52 o 1

@3. De rechte 1lijn in het platte vlak.

In de vorige paragraaf legden wij een eeneenduidige verwantschap
tussen punten en getallenparen, d.w.z. bij elk punt waren ondubbelzin-
nig twee getallen vastgelegd (zijn codrdinaten genaamd) en bij elk ge-
tallenpaar behoorde ondubbelzinnig één punt. Naast punten treden in de
elementaire meetkunde als hoofdbegrip de rechte(lijne)n op. Wij vragen
ons af of er oek lets algebraisch bestaat, dat eeneenduidig correspon-
deert met het begrip rechte. Het antwoord zal hier zijn: met de rechten
uilt de meetkunde corresponderen de vergelijkingen in twee veranderlij-
ken, welke precies van de eerste graad zijn.

Laten wij om dit te bewljzen uitgaan van de meetkunde en aller-
eerst vaststellen, dat een rechte evenwijdig aan de Y-as de eigenschap
bezit dat al haar punten (x,y) voldoen aan een relatie x=a, waarbi] a
een constante 1s. Beschouw verder een rechte door de oorsprong welke
met de positieve X-as een hoek ot maakt. Kennelijk voldoet ieder punt
(x,y) van deze rechte aan de relatie y=mx (waarin gemakshalve tgow=m
is gesteld). Omgekeerd, als een punt (x,y) 2an deze relatie voldoet

ydan ligt het - zoals de meetkunde direct leert - op onze rechte. Dat
dit geldt voor rechten door welk quadrant ze ook mogen lopen, ligt aan
het feit, dat onze conventie over het plaatsen van punten met negatieve
cobrdina(a)t(en) in overeenstemming is met de definitie van tge voor
SR

Het hier genocemde getal m dat de richting van onze rechte bepaalt,

noemt men haar richtingsco&fficient. Y}//j;/’t

B1j een willekeurige rechte r, die niet evenwljdig /’5
locept met de Y-as, trekke men door O een rechte s//r. ﬁ{ Aé
/

7ij R(x,y) een punt van r, Dan snijdt de rechte door /// y:

R evenwljdig aan 0OY de rechte s in een punt Za 10 X
S(x,y~-q), aangenomen, dat r de Y-as snijdt in een’/// ,’
punt (0O,e). //

Voor het punt S gold het verband y-g = mx, waarmede de relatie
y=mx+q tussen x en y van punten (x,y) van R gevonden is. Omgekeerd le-
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vert een relatie van dit type steceds puntenparen (x,y) op die op één
rechte liggen.
Opg.1 Bewljs dit,

In het bovenstaande bepaalden wij steeds relaties tussen dejcodr-
dinaten (x,y) van punten van een rechte, Wij zullen dit korter férmu-
leren en zeggen: Een figuur bezit de vergelijking f(x,y)=0 indien de
co¥rdinaten x en y van al haar punten voldoen aan de relatie f(x,;y)=0,
terwljl omgekeerd alle punten met co¥rdinaten, die aan deze relatle
voldoen, opde figuur gelegen zijn.

In deze terminologie vonden wij reeds bij elke rechte een verge-
1ijking van deeerste graad (hetzij het type x=a, hetzi] het type
y=mx+q). Thans laten wij zlen dat omgekeerd iedere vergelijking in x
¢n y die precies van de eerste graad 1is, voert tot een rechte,.

L1at n.l. die vergellijking zijn ax+by=c (waarbij niet a en b beide nul
z1jn)(dit is de meest algemene vergelijking, die precies van de eerste
zraad is).

Onderstel eerst dat b=0 is. Dan is a0, dus x=§ en wij vinden
een rechte evenwil jdig met de Y-as.

Zij voorts b#0. Dan vindt men y= - E X + E , dus een rechte met
richtingscodfficiént - % , welke de Y-as snijdt in een punt (O’E)

In elk van beide gevallen voert onze vergelljking dus tot een
rechte. Omgekeerd voerden reeds de rechten tot eerstegraads vergelij-
kingen. Biljgevolg 1s er inderdaad een omkeerbaar verband tussen de
rechten van het platte vlak en de vergelijkingen dle precies van de
ecrste graad zijn in twee veranderlijken.

Opg.2 Ga na of bij één rechte twee (of meer) verschillende vergelij-
kingen kunnen behoren,

Het vervolg van deze syllabus 1s geschreven door Dr W. Peremans.,
Op blz. am I 3 is beschouwd een punt R(x,y) dat het lijnstuk
PQKP:(Xq,yq), Q:(xg,yg)) verdeelt in de verhouding A: u. Er geldt dan

Ax2+‘p\x1 Ay2+yy1
X = e s y o= —
A+ a A+ R
Als we nu A‘en‘u alle re¥le waarden laten doorlopen waarvoor

Lk¥ 0, doorloopt R alle punten van de rechte 1lijn PQ. Stellen we nu
= A+ , dan is 1-t= T%h— Als een willekeurig re&el getal t gegeven 1s,

zijn er re&le getallen A.en M te vinden, waarvoor geldt A+w#0, zodat
tzxﬁf ; kies b.v. A=1-t, m=t. Hieruit volgt, dat

X

i

(’l-t)x1+tx2

(1ut)y1+ty2

it

Y

een parametervoorstelling van de rechte PQ is: bij iedere waarde van de

parameter t geeft de parametervoorstelling een punt van de rechte en om-
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gekeerd krijgt men door 't alle reéle waarden te laten doorlaopen zo ock
alle punten van die rechte. Ten slotte behoren, als P#Q is, bij twee
verschillende waarden van de parameter verschillende punten van de
rechte. Immers, als P#Q is minstens één van de twee ongelijkheden
xq¥x2 en y1¥y2 geldig. Als x1¥x2 en (ﬂ-t)x4+txe=(1-u)x1+ux2, dan volgt
hieruit (u—t)(xq—x2)=0, dus u=t, Als y1¥y2 concludeert men met behulp
van de y-codrdinaat op analoge wijze tot u=t. De punten tussen P en Q
corresponderen met waarden van A:pdie positief zijn. Hiermee correspon-
deren klaarblijkelijk waarden van t waarvoor geldt O<t<1.

De vergelijking van de 1lijn PQ kunnen we vinden door uit de para-
metervoorstelling de parameter te elimineren. Rangschikken we de twee
betrekkingen van de parametervoorstelling naar t, dan vinden we

(xo-%, ) t=x-x, } ‘
(y5-91)t=y-y,

Daar we weten, dat minstens één van beilde van de ongelijkheden
x1¥x2 en y1¥y2 geldig is, is de voorwaarde dat er een t bestaat die
aan beide gelijkheden voldoet:

X

-X X=X

271 1
VouV4 V-V,

=0,

of uitgeschreven (xz—xq)(y—yq)%§2—yq)(x—xq). Als x,=X,, 1s de vergelij-

king dus x=x,; 2als x1¥x2, wordt deze

yg’yq
Vo= V4= e (x-x).
1 X=X, g
yg“yq
De richtingsco&fficiént van de 1lijn is dus =

@el op andere wijze te
verkrijgen. Het geval X =X, Weer uitsluitende (het is duidelijk dat de
vergelijking dan X=X, wordt), weten we dat de vergelijking van de 1lijn
de gedaante y=mx+q heeft. Het gaat er dus om, de getallen m en q te be-
palen. De 1lijn gaat echter door P; hieruit volgt dat Y =mX L +q, dus

4=y 4-mx,. De vergelijking is dus y—y1=m(x-x1). De 1lijn gaat echter ook

Is . . , yp‘yq
door Q, dus yg-yqzm(xg—xq), dus m=-—

e
De vergelijking van de 1ijn PQ is ook nbg

- . Substitueert men deze m in de
vergelijking, dan vindt men de eerdgr éevonden vergell jking weer terug.
%1ls nevenresultaat hebben we gevonden, dat de 1lijn door ;P(xq,yq) met
richtingscoéfficiént m tot vergelijking heeft

y—y1=m(x~xq).

Een derde methode om de vergelijking van de 1lijn PQ te bepalen is
de volgende, Iedere rechte lijn heeft een vergelijking ax+by+e=0, waarin
a en b niet beide nul zijn. Als nu R(x,y) een willekeurig punt van de
lijn PQ is, krijgen we de voorwaarden:



am I. 8

ax+by+c=0

ax +by1+C=O

1

axg

+by2+c=O

We kunnen dit opvatten als een stelsel van drie homogene linealre
vergelijkingen wvoor de dric onbekenden a,b,c. De voorwaarde, dat dit
stelsel een van ue nuloplossing verschillende oplossing bezit, is

!
|

X N
X4 Y4 1 = 0,
Xs5 Vo 1

Nu hadden we cigenlijk geeist, dat a en b niet belde nul zljn;
maar a=b=0, c#£0 voldoet kennelijk niet, zodat de gevonden voorwaarde
juist de vergelijking van de 1lijn voorstelt,

Een speciaal geval van een 1lijn door twee punten 1s een 1lijn die
van de codrdinaatassen gegeven stukken a#0 en b#0 afsnijdt. Klaarblij-
kelijk houdt dit in, dat de 1ijn door de punten (a,0) en (O,b) gaat;
zijn vergelijking is dus

X N
a & 1 = 0, .
O b 1

of uitgeschreven bx+ay-ab=0, Deelt men door ab dan vindt men de verge-
lijking op assegmenten van de 1ijn:

X .y _
Ttg = 1.

Opg .3 Bepaal de vergelijking van de rechte door (3,1) en (-2,2), door
(1,2) en (2,4) en door (1,2) en (1,3).

We bepalen nu het snijpunt van twce lijnen. Laat de 1lijnen gege-
ven ziljn door aqx+b1y+cq=0 en a2x+b2y+c2=o. Een gemeenschappelljk punt
voldoet aan belde vergellJkingen, is dus een oplossing van het stelsel

8 4X+b y+c =0 l'.
3,X D,V +C =0 g

N

ta, bl y
1 - /s 7/ s/ 7
Als D=iaz bg £0, hebben deze vergelijkingen één en slechts één
oplossing, < ' die met de regel van Cramer gevonden wordt. In dat

geval zijn de lijnen dus snijdend,

Stel nu het geval dat D=0. Daar in ieder geval a, en b, niet beide

1 1
nul zijn is de rang van het stelsel vergelijkingen één. Laat b.v.

, 2q 89 , |
31¥O zijn. Als dan D= s 023 #0 is, zijn de vergelijkingen strijdig;

de lijnen hebben geen snijpunt en zijn dus evenwijdig. Is echter D,=0,
dan is de tweede vergelljking afhankelijk van de eerste; de lijnen ziljn
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samenvallend. Als a,=0, volwt ult D=0 en b,#0, dat aqu; dus D,=0.

t |

We krijgen nu dat, als D.= a% cq %%O, de 1lijnen evenwijdig zijn, en
- o 2

als 73:0 samenvallend,

Cpg.4 Tecon aan dat ult 2,40, D,=C en D=0 volgt D,=0.

Rekening houdend met het resultaat van opgave 4 krijgen we de
volgende samenvatting:

1%, DAO: snijdende 1ijnen.

2°, D=0 en Dq¥0, of D=0 en DP¥O: evenwijdige 1lijnen,
3%, D=0, quo, Dy=0isamenvallende 1ijnen

f

Opg.5.Toon ~an dat uit D=0, 31¥6 2,20 volgt b, =b,=0 (evenzo geldt na-

tuurlijk, dat uit D=0, D,=0, ”\—?Jc volgt nq%z..o).

We kunnen de vonsrwaarden ook met evenredigheden schrijven als

velgt:
O . ;é PR 9
1. SPREP bq:bgz snijdende lihen
fo8 s
-0 ; i o C oA .
2. a,1a,=D :bm¥c,:cg: evenwljdage lignen.
17Tt T e .

37, a,:a,=b,tb.=c, :c4r 8amenvallende 1ijne
3 438p=b,iby=C i, sameny llende 1ijnen,

Dat samenvallende 1lijnen cvenredige coBfficl&nten hebben, wisten
we al (zie opgave 2). Verder zijn, als de lijnen niet evenwijdig of
. . N a
samenvallend ziljn met de¢ Y-as, hun richtingsco¥ffici&nten mqu*_i en

an
mz;-ﬂz-, zodat de lignen niet snijdend zijn als m, =M. b1

Als €é¢én 1lijn evenwijdlg of samenvallend met de Y-as is en de lijnen
nict snijdend zijn, 1s de andere 1lijn ook evenwlijdig of samenvallend
met de Y-as.,

We willen nu de hoek tussen twee lijnen bepalen en bepalen daar-

toe eerst de hoek 4, dic ecen lijn ax+by+c=0 met de posit%eve X-as8
a g 2 ac+b

maakt. Als b£0 geldt bgfkﬁ*g-, AUE ——— = gt l= — dus
‘(ﬁ oY COs ™ o b
208 "=+ —w.+m§* en sinms= e, WaArbij bij cen bepaalde
— i)
Va<c+b \/ﬁ 242

kcuze van o belde malen in + het plusteken of belde malen het minteken
moet worden genomen. De formules voorces = en sin.a gelden nu 00k voor
b=f, omdat de 1lijn dan cvenwijdig of samenvallend is met de Y-as.

Nemen we nu twee 11ijnen aqx+bqy+c1:O en agx+b2y+02=0, die resp.
hc:wek(:nc.x,1 €n met de positieve X-0s8 maken, dan is de hoek !ptussen
die lijnen gelijk 2an ogu- X, zodat vOS? = cos(okg— a%):

b b, -a
3 1 2 + 1 dus
= T 2 » TR w-,g T =
v +b “J322+b2 Va §+a 2 N/ 3+b
ﬁ19a+b1b2

€08 (= i ey .
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De lijnen staan dus loodrecht op elkaar als aqaz+b1b2=0.

0pg.6. Druk de voorwaarde voor loodrechte stand uit 1n de richtings-
coefficiEnten.

3’ Van een 1lijn ax+by+c=0 bepalen we nu de afstand

‘\\\\N d tot de oorsprong en de hoek o die de loddlijn

‘ door de oorsprong op de gegeven lijn met de po-
%Zj\\\\\\\ " sitieve X-as maakt. Deze loddlijn heeft klaar-

O N blijkelijk als vergelijking x sinec- y cosoc=0.

De feiten, dat het punt (d cose, d sinoc) op de gegeven 1lijn ligt en
dat de gegeven 1ijn loodrecht op de 1iJn met vergelijking x sineoc-
-y cosk=0 ligt, geven de volgende voorwaarden

a d cos o+ bd sinx +c=0 }
a sinxK - b coscl =0

Hieruit volgt, dat a= Acos~=, b= Asinol, c= Ad met A£0O. Hieruit volgt
o]

A= + a“+b=, waarbij de keuze van het plus- of minteken overeenkomt

met het tcken van c¢. Er geldt dus

a . a c
COSaA= + s SinaA=s + —— , d = + .
~Va“+b N2 402 Na2io2

De vergelijking van de 1lijn is te schrijven in de vorm

X cosol+ y sina -d=0,
welke de normaalvergelijking van Hesse wordt genoemd., Om een willekeu-
rige vergelljking ax+by+c=0 in de normaalvorm van Hesse te brengen,
moet men hem met + —fi——-, vermenigvuldigen,

~A/al+pe
De normaalvergelijking van Hesse leent zich bijzonder goed om de
afstand van een punt tot cen lijn te berekenen. Laat de 1lijn 1 tot ver-
gelijking hebben x cosel +y sine -d=0 met d 30 en het punt P(xq,yq)zijn.

~. ,
~P(Xa,y,) Een 1ijn evenwijdig met 1 heeft tot
3 / vergelijking x coso +y sine =¢=0 en
T de 1lijn m evenwijdig met 1 door P

/46* dus X cosol +y sinci-(xqcosu+yqsinc0=o.
) 0 \\\\ ‘\\\ X Als xqoosafyqsinqgo is dit de normaal-
vergeli jking van Hesse van m en 1is xqcosa+yqsino&de afstand d,l van O
tot m. De afstand van 1 en m is dan ]dq—dl=]xqcosm$yqsinoc-d\. Als

XqCOSdﬁquinq<O is de normaalvergelijking van Hesse van m:

xcos{ay ) +y sin(x+1f)*(—quosu—yqsinx)=0.

Nu is d1= -xqcosq—yqsinq. De 1lijn m snijdt de loodlijn op 1 nu aan de
andere zljde van de oorsprong, zodat de afstand van 1 en m nu geliljk

is aan |d1+d§=[—dq—diz]xqcosa&yqsinag-d\. In alle gevallen is de af-

stand van P tot 1 (die dezelfde is als de afstand van m en 1) gelijk
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aan [xqcosm&y1sindde. Men behoeft om de afstand van P tot 1 te vinden
‘0us niets anders te doen dan de co¥rdinaten van P in het linkerlid van
de normaalvergelijking van Hesse van 1 te substitueren en van het re-
sulteat de absolute waarde te nemen, Het teken van v=x1coaxﬁyqsinm-d
bepaalt bovendien de halfvlakken, waarin 1 het platte vlak verdeelt,
Gaat men n.l, de hierboven onderscheiden gevallen na, dan ziet men di-
‘rect, dat v)0 of <0 naar gelang (x1,y1) aan de ene ofaan de andere zljde
'van 1 ligt. Deze laatste elgenschap geldt trouwens ook nog als de ver-
igelijking van 1 niet de normaalvorm van Hesse heeft, omdat deze elgen-
'schap klaarblijkelijk niet verloren gaat bij vermenigvuldiging van het
linkerlid van de vergelijking met een willekeurige constante #0., Wel
kan het daarbij natuurlijk gebeuren dat de tekens die de twee halfvlake-
ken aangeven werden verwisseld.

Opgave 7.Bepaal de afstanden van de punten (2,1) en (-1,3) tot de 1lijn
' 3x-4y+1=0, Liggen deze punten aan dezelfde of aan verschillende zljden
iyan de 1lijn?

7 Als we twee snijdende lijnen 11 en 12 hebben, waarvan we de ver-

gelijkingen kortheidshalve met L1=O en L2=O zullen aanduiden (hierin

zijn L4 en Lp dus ultdrukkingen van de gedaante ax + by + c), vormen wi]
een vergelijking ALq + pLpo = O met constante A en w die niet beide nul
zijn. Deze vergelijking 1s van de eerste graad, want er kan geen graad-
werlaging  optreden omdat de gegeven lijnen snijdend zijn; dus stelt
de vergelijking een rechte 1lijn voor. Deze lijn gaat door het snijpunt
van 14 en 12, want substitutie van het snijpunt levert Ly = O en Lp = O,
dus ook AL,4 + ulp = 0. Ne.m nu omgekeerd een lijn 1 door het sniljpunt
van 14 en lp, dan zijn daarbi) getallen A en w te vinden, zodat ALq+plo= 0
de vergelijking van 1 is. Om d.t in te zien kiezen wij een punt P op 1
%m.ten het snijpunt van 14 en lp Substitutie van de cobrdinaten van P in
“”3L1+pL2 = 0 geeft cen vergelijking voor A en wm die zeker een oplossing in
A €en u bezit, die van de nuloplossing verschilt. Kiest men een dergelijk
stel A, m dan heeft de 11)n met vergelijking AL1 + MLo = O met de 1lijn
1 het punt P en het snijpunt van 1q en 1o gemeen en valt dus met 1 samen.
De vergelijkingnALq + fLpo = O met A en w willekeurig maar niet beide = 0
stellen juist alle lijnen voor van de lijnenwaaier met top in het snijpunt
van 14 en lo. Een lijnenwaaler met top A is n.l1 de verzameling van alle
lijnen i1n het platte vlak die door A gaan.

Als de lijnen 11 en 12 evenwljdig zijn dan 1is klaarblijkelijk
iedere 1ijn met vergelijking h1ﬂ+fLL2=O ook evenwijdig met 11 en 12.Dat
omgekeerd ledere lijn evenwljdig met l1 een vergelijking JLL1+/LL2=O
heeft, wordt op analoge wijze als boven aangetoond. Er is nu een bepaalde
verhouding van A en x te vinden waarveoor er helemaal geen lijn komt omdat
gnit %~L1+fAL2 het eerstegraadsstuk wegvalt,
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Lijnenwaaiers kunnen vaak met vrucht worden gebruikt om vraags
stukken op te lossen, wnarin een punt gegeven is als het snijpunt van
twee lijnen, Laat b.v, gevraagd zijn de vergelijking van de rechte 1ijn
gnande door P(2,1) endoor het snijpunt Q van de lijnen 3x+7y=6 en
2x+3y=1. Men kan dit natuurlijk doen door de co®drdinaten van het punt Q
op te lossen uit de twee vergelijkingen en vervolgens de vergelijking
van de 1lijn door P en Q te bepalen. Het is echter eenvoudiger om op te
merken, dat de gezochte 1lijn behoort tot de lijnenwaaler met vergelij-
king A (3x+7y-6) + s (2x+3y-1)=0. Omdat P op de lijn moet liggen sub-
stitueren we (2,1) in deze vergelijking; dit levert 7A +6u =0, Hieraan
voldoet A =6, m=-7; de vergelijking van de 1lijn wordt U4x+21y-29=0.

We stellen nu de voorwaarde op waaronder drie lijnen een punt ge-
meen hebben (concurrent zijn). Laat de drie lijnen gegeven zijn door de
vergeli jkingen:

aqx+b1y+cq=0

32x+b2y+c2=0

83x+b3y+03=0.
Als er nu onder de drie lijnen een tweetal snijdende is, is de voorwaar-
de, zoals de algebra leert:

1 P4 1
2o by Col oo,
33 b3 03

Als er geen twee snijdende zijn, vormen de drie lijnen een stelsel van
drie evenwijdige of samenvallende 1ijnen.

Geheel analoog 18 de voorwaarde dat drie punten op een 1lijn ligT
gen {collineair zijn). Als er in het drietal twee verschillende punten
zijn, moet het derde punt op de lijn door deze twee liggen. Als we de
punten (xq,yq), (xz,ye) en (x3,y3) noemen, geeft dit de voorwaarde
{zie blz.8):

x1 yq 1
Xy Yo 1 = 0.
x3 y3 1

Als de punten alle drie samenvallen liggen ze natuurlijk op een rechte
en is bovendien bovenstaande voorwaarde vervuld,

We zien dat de voorwaarde voor collineariteit mooier 1s dan die
voor concurrentie, omdat bij de laatste de ultzondering van het stelsel
evenwijdige lijnen optreedt. Men kan deze moeilijkheid opheffen, door
het platte vlak uit te breiden en zodoende aan een stelsel evenwljdige
lijnen een snijpunt toe te kennen., We gaan daarop echter niet in.
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Opgave 8. Bepaal het zwaartepunt en het hoogtepunt van de driehoek
met hoekpunten (V73,-V3), (2+V3,2-\3) en (1,1).

Opgave 9. Bewljs analytisch dat de middelloodlijnen van de zijdenvan
een driehoek concurrent zijn.

§4. De Cirkel.
De cirkel met middelpunt A en stracl r is de meetkundige plaats
van de punten van het platte vlak die tot A een afstand r hebben, Als

A coBrdinaten (81»32) heeft is de voorwaarde, dat (x,y) op deze cir-

kel ligt

2

)2+ (y-0,)2 = 2

(x-a1

Dit is dus de vergelijking van deze cirkel, De vergelijking van een
cirkel heeft dus de gedaante x2+y2+ax+by+c=0. In hoeverre stelt nu een
dusdanige vergelijking ook weer een cirkel voor? Men kan deze verge-
1lijking brengen in de gedaante (x+%a)2+(y+%b)%=%(a2+b2—4c). Als
a2+b2—4cq<0 is er geen enkel punt dat aan deze vergelijking voldoet,
want voor ledere keuze van X en y is het linkerlid = 0. Als a2+b2-4c=0
voldoet alleen het punt (-%a,-3b); we zouden dit de cirkel met middel-
24b%.4c >0 stelt de
vergeli jking de cirkel voor met middelpunt (-3a,-3b) en straal

3 32+b2-4c. We hebben dus gevonden, dat een vergelijking x2+y2+ax+by+c=
dan en slechts dan een cirkel voorstelt als a2+b2-4c 20,

Men kan deze ultzonderingen opheffen door met complexe getallen
te werken en ook punten met complexe codrdinaten toe te laten. Doet
men dit, dan zal men x2+y2+ax+by+c=0 met ret&le a,b en ¢ en ae+b2-40<:0
ook de vergelijking van een cirkel noemen met zuiver imaginaire straal.
De methode om in de analytische meetkunde met complexe codrdinaten te
werken is zeer belangrijk en is onontbeerlijk voor vele problemen om
deze op een elegante wijze te kunnen oplossen., Met het oog op de be-
knoptheid van de hier gegeven behandeling gean we er echter niet op in
In het vervolg beperken we ons dus weer tot reéle getallen,

We bepalen nu de vergelljking van de cirkel door drie niet-colli-
neaire punten (xq,yq), (xz,yz), (x3,y3). Laat de cirkel de vergelij-
king x2+y2+ax+by+c=o hebben, Het gaat er nu om a,b en ¢ te bepalen,

AYs (x,y) een punt van de cirkel is krijgen we de volgende voorwaarden:

punt (-3a,-3b) en straal nul kunnen noemen, Als a

x2+y2+ax+by+c=0

2 2

x1 +y1 +axq+byq+c=0
2 2

Xo Y5 +ax2+by2+c=0

2 2
x3 +y3 +ax3+by3+c-0
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We vatten dit op als vier lineaire vergeliljkingen voor de drie onbeken-
den a, b en c¢c. De laatste drie hiervan hebben echter een ondubbelzinnig
bepaalde oplossing; immers de voorwaarde hiervoor is

X4 Y4 1
X5 Vo 1 +# O
x3 y3 1

en deze voorwaarde is vervuld omdat de drie punten niet collineair zijn.

Dat de vier vergelijkingen een oplossing gemeen hebben levert de voor-
waarde

x2+y2 X hY 1
2 2
X Wy % ¥q T -0
> 2 o
x2 +y2 x2 y2 1
x32+y32 x3 y3 1

hetgeen dus Jjuist de vergelljking van de gezochte cirkel is.
We willen nu de snijpunten van een cirkel en een lijn bepalen.Laat
de cirkel gegeven zijn door x2+y2+ax+by+c=0 en de lijn door y=mx+q.
We moeten de gemeenschappell jke oplossingen van deze twee vergelijkin-
gen bepalen, We substitueren y=mx+q in de cirkelvergellijking en vinden
een vierkantsvergelijking voor x (er kan geen graadverlaging optreden
omdat de coEfficiént van x2 gelijk is aan m2+1). Een oplossing van deze
vergelijking levert een x-coBrdinaat, waarbilj met y=mx+q een y-coBrdi-
naat wordt gevonden, Er zijn nu drie gevallen mogelljk.
10. De vergelijking heeft twee re¥le verschillende wortels., Er zijn dan
twee snijpunten: de rechte snijdt de cirkel.

20. De vergelijking heeft een re&le dubbele wortel. Er is dan één snij-

punt: de rechte raakt aan de cirkel.
30. De vergelijking heeft twee complexe wortels. Er is dan geen snij-

punt: de rechte ligt bulten de cirkel.

We nemen nu wor het gemok an dat het middelpunt van de cirkel in de
oorsprong ligt; zijn vergelijking is dan x2+y2=r'2 (r>0). We nemen een
punt (x X5 ) op de cirkel; er geldt dus x 2+y 2=r2. We kunnen de verge-

lijking van de cirkel dus ook schrijven 1n de vorm x2+y2—x 2+y02. We

vragen naar de vergelijking van de raaklijn in het punt (xo,y ). We i
proberen eens y=m(x~x )+y met voorloplg onbepaalde m, Vullen we dit in, |
dan komt er x2+m2( X=X ) +2my (x X )+y CH 02+y02. Hieraan voldoet natuur- |
1ijk X=X . Delen we ep een keep X=X uit dan komt er X+x ot (x-x )+2my =0
Hieraan moet Xx= =Xq nogmaals voldoen. Dit levert x ot =0. Als v ~O, is

X,=t r en is hieraan niet te voldoen. Dat komt omdat we niet de algemeen—
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ste 1ijn door (xo,yo) genomen hebben: de lijnen evenwijdig met de Y-as
vielen er niet onder, We proberen daarom in dit geval te snijden met
de 1lijn met vergelijking Xaxo. Substitutie 1ev§rt direct y=0; deze
1ijn 1is dus de raaklijn. Alsxyo¥ 0, voldoet mz—§9 ;Ede gaaklijn heeft ’
dan tot vergelijking V-Y=- 5%(x—xo), of xox+yoy3xo o s of X X+y y=r .
Deze laatste vorm voldoet ook als ¥,=0, X =t r.

Laten we nu m weer even willekeurig, dan vinden we de x-cobrdinaat
van het tweede snijpunt (xq,yq) van de 1ijn met richtingsco&fficiént

2 "
m en gaande door (xo,yo) en de cirkel uit x,+x +m (xq-xo)+2myo-0. Dug

> 1
m7-1)xo-2myq

X,= . Laten we nu m naderen tot .2 dan nadert x, tot
1 2 y 1
m +1 0
2
—Qg — 1 ) X . +2x
y ° e
0
2 = x,; daar verder V4= m(x1—xo)+y0 nadert dan y, tot v,.
—Eg + 1
Yo

We krijgen zo de raaklijn ook als limietstand waartoe een koorde door
een vast punt van de cirkel nadert, als het tweede snijpunt tot het
vaste punt nadert.

Opgave 1. Bepaal de vergelijkingen van de raaklijnen met richtingsco¥f-

fici&nt m aan de cirkel met vergeliljking x2+y2=r2

. Bepaal vervolgens
de codrdinaten van het raakpunt op zo'n raaklijn. Leid hieruit nogmaals
de hierboven gevonden vergelijking van de raaklijn in een punt (xo,yo)
af,
Opgave 2. Bewljs dat de raaklijn aan een cirkel loodrecht staat op de
straal naar het raakpunt,
Als het punt P(Xo’yo% nict op de cirkel ligt kunnen we toch wel de ver-
gelljking X Xty y=r beschouwen, Deze stelt een lijn voor die de pool-
lijn van P t.o.v. de cirkel wordt genoemd. Het punt P heet de pool van
zijn poollijn. Ncem eens aan dat P buiten de cirkel ligt dan gaan er
door P twee raaklijnen aan de cirkel, Laat een raakpunt op zo'n raak-
1lijn codrdinaten (xq,yg) hebben, dan heeft de raak{}jn in (xq,yq) de
vergell jking x1x+y1y=r‘. Deze gaat door P dus geldt x1x0+y1y0=r2; deze
betrekking drukt echter uit dat (xq,yq) op de poollijn van P ligt. De
poollijn van P gaat dus door de twee raakpunten gelegen op de raaklij-
nen uit P aan de cirkel; anders uitgedrukt: de poollijn van P is de
raakkoorde van P, Als P op de cirkel ligt is zijn poollijn natuurlijk
de raaklijn in P, Om de betekenis van de poollijn van P te verkrijgen
als P binnen de cirkel ligt, bewijzen we eerst de volgende stelling:
Als Q(xq,yq) op de poollijn van P(xo,yo) ligt, ligt P op de pool-
1ijn van Q.
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Dit is duldelijk want beide betrekkingen worden door de gelijkheld
xox1+yoy1mr2 weergegeven,

De symmetrie dic in deze bewering opgesloten ligt, rechtvaardigt
de definitie: dc punten P en @ heten poolverwant t,o.v., de cirkel als
Q op de poollijn van P ligt(of, hetgeen op hetzelfde neerkomt als P
op de poollijn van Q ligt).

Het spreekt verder vanzelf, dat iederc 1lijn die niet door de oor-
sprong gaat poollijn van een of andcr punt is; de vergelijking van zo'n
lijn is n,1, altlijd door vermenigvuldiging met een passende constante
#0 in de vorm ax+by=r2 te brengen, waaruit volgt, dat de 1lijn poollijn
van (a,b) is,

Neem nu een punt P binnen de cirkel en
trek een 1ijn door P, die niet door het
middelpunt O gaat, b.v, loodrecht op OP.
Laat deze 1ijn de cirkel snijden in 31
R2 en de raaklijnen in R1 en Rg elkaar
in @, Dan is R132 de poollijn van Q.
Hierop ligt P, dus ligt Q op de poollijn van P, Een tweede punt van de
poecllijn van P zou men kunnen vinden door de constructie met een andere
1ijn door P te herhalen, We kunnen echter ook opmerken, dat de poollijn
van P loodrecht staat op OP; we behoeven dus alleen de loodlijn in Q op
OP te trekken om de poollijn van P te vinden,

€n

We hebben de vergelijking van de poollijn van een punt P(xo,yo)
alleen afgeleid voor een cirkel met middelpunt in de oorsprong. Voor
cen cirkel met willekeurig middelpunt is dit op analoge wiljze mogelijk.
Voor een cirkel met vergelijking (x—31)2+(y-32)2=r’2 wordt de vergelij-
king van de poollijn (xo—aq)(x—aq)+(y0-a2)(y-ae)=r2. We komen hierop
later nog terug.

We nemen nu weer een willekeurlge cirkel met vergelljking :
x2+y2+ax+by+c=o ¢n een willekeurig punt P(xo,yo). We beweren dat

X 2+y02+axo+byo+c Juist de macht van P t.o.,v, de cirkel voorstelt. In

dg meetkunde wordt de macht van een punt P t.o.v. een cirkel verkregen
door een 1lijn door P te treckken die de cirkel in R1 en Rg snijdt en het
product ?ﬁ:.?ﬁg te nemen; dit getal 1is voor alle lijnen door P hetzelfds
Laat M het middelpunt en r de straal van de cirkel zijn. Nemen we voor
de 1ijn door P de 1lijn PM dan is de macht van P t.o.v., de cirkel blijk-
baar (?H+r)(?ﬁ-r)=?ﬂz—r2. Van de cirkel met bovengenoemde vergelijking
is M{-32,-3b) en r=3 V22+b%-4c, Dus is Fﬁe—r2=(xo+%a)2+(y0+§b)2+

- g(52+b2-4c)=x02+y02+axo+byo+c, zoals we beweerd hadden. Uit de defi-
nitie van macht volgt direct dat deze positief is als P buiten en nega-
tief als P binnen de cirkel ligt. Dus 1ligt P buiten (resp.binnen) de ‘

. 2 2
cirkel als x “+y, tax +by +c >0 (resp. < Q) is.
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Opgave 3. Necm een cirkel met middelpunt in de oorsprong en een punt

P op de X-as, Bewljs analytisch de hierboven vermelde meetkundige stel-
ling dat voor iedere lijn door P (die de cirkel in R, en Ry snijdt) het
product ?ﬁ?.?ﬁg hetzelfde 1s, bereken de waarde van dit product en ve-
rifleer dat dit met de hierboven gevonden uitdrukking van de macht over-
eenstemt,

Laat nu twee cirkels gegeven zijn, die niet concentrisch zijn.Laat
hun vergelijkingen Cq=0 en 02=O zijn (hierin stellen Cq en C2 kwadra-
tische uiltdrukkingen van het type x2+y2+ax+by+c voor). Om de snijpunten
van de cirkels te vinden moeten we de gemeenschappelijke oplossingen van
01=O en C2=O bepalen., Deze zijn echter dezelfde als die van 01=O en
04—02=O. Nu is Cq~CQ=O echter de vergelijking van een rechte 1lijn omdat
de kwadratische stukken tegen elkaar wegvallen (de eerstegraadsstukken
vallen niet weg omdat de cirkels niet concentrisch zijn). Voor deze
lijn geldt C1=02, d.w.z. de 1lijn is de meetkundige plaats van de punten
van het vlak die dezelfde macht t,0,v. beide cirkels hebben, Deze 1lijn
heet daarom de machtlijn van de twee cirkels, De machtlijn gaat door de
snijpunten van de cirkels., Als de cirkels elkaar raken is de machtlijn
de raaklijn aan belde cirkels in het raakpunt der cirkels.

Opgave 4, Bewljs dat de machtlijn van twee cirkels loodrecht staat op de
verbindingslijn van de middelpunten.

Opgave 5, Van drie cirkels met verschillende middelpunten zijn de drie
bij elk tweetal der cirkels behorende machtlijnen concurrent. Bewijs
dit. 4

Het volgens opgave 5 bestaande punt dat t.,o.v.drie cirkels met
verschillend middelpunt dezelfde macht heeft, heet het machtpunt van de
drie cirkels.

Opgave 6, Ontwerp een constructie voor de machtlijn van twee elkaar
niet snijdende cirkels (Aanwijzing: gebrulk er een derde cirkel bij).

5. Codrdinatenstelsels en coBrdinatentransformaties,
Naast het behandelde rechthoekige coBrdinatenstelsel zijn in de
analytische meetkunde nog andere codrdinatenstelsels in gebruik, Het

belangrijkste wordt gevormd door de poolcodrdinaten, Deze worden als
volgt verkregen, Kies een halve 1ijn in het platte vlak en noem het

beginpunt O. Deze halve 1lijn heet de

poolas. Een willekeurig punt P verbin-
den we met O, Noemen we de lengte van

i het lijnstuk OP r en de hoek in radia-

len gemeten die het lijnstuk OP met de

poclas maakt ¢, dan heten (r,q) de poolcodrdinaten van P t.o,v, de geko-
zen p. “las. We noemen r de voerstraal en ¢ het argument van P. De voer

P

O
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straal is 20 en is volledig door P bepaald; het argument 1s slechts op
veelvouden van 27 na bepaald, behalve als P=0 (d.w.z. r=0), in welk ge-
val ¢ volledig onbepaald is., Kiezen we een bij de poolas behorend recht-
hoekilg codrdinatenstelsel (d.,w.z. één waarvan de positieve X-as met de
poolas samenvalt en O dus de oorsprong is), dan geldt voor de rechthoe-

kige coSrdinaten (x,y) en de poolcodrdinaten (r,e) van hetzelfde punt
blijkbaar

X= I COS¢@
y= r sing
Een rechthoekilg codrdinatenstelsel noemen we ook wel een Carte-
sisch codrdinatenstelsel.

Uit bovenstaande transformatieformules voor bij elkaar passende
poolcodrdinatenstelsels en Cartesische codrdinatenstelsels volgt nog

= X2+y2
tg ¢ = %

Sommige krommen zijn in poolcoBrdinaten eenvoudiger voor te stel-
len dan in Cartesische cobrdinatcn. Zo heeft de vergelijking van de
cirkel met midZielpunt in de oorsprong en straal a in poolcodrdinaten
de vergelijking r=a.

Behalve transformatlie van Cartesische codrdinaten in poolcodrdina-
ten kan men ook transformaties beschouwen tussen twee verschillende
Cartesische cobrdinatenstelsels onderling. Er is n.l, in de keuze van
een Cartesisch codrdinatenstelsel nog vrijheid: men kan de oorsprong
nog willekeurig in het vlak kiezen en als de oorsprong gekozen 1is kan
men de richting van de positieve X-as nog willekeurig kiezen. De vrij-
heid die er dan nog bestaat in de keuze van de lengte-eenheid van meting,
laten we verder buiten beschouwing. Vergelijken we eerst ecens twee stel-
sels met verschillende oorsprong, maar met dezelfde richting van de as-
sen, Laat de oorsprong van het eerste stelsel O en die van het tweede

y y stelsel O heten en laat U in het
eerste stelsel de coBrdinaten

P (a,b) hebben.

Ig B Laat een punt P in het eerste
y stelsel codrdinaten (x,y) en in
het tweede stelsel eolrdinaten
(X,¥)hebben, Het is duidelijk
< x > dat dan geldt

e

X=X+a}

(____
o
Gl
X1

@]
*
l
|
P
N
L 2
>

¥y =y + D
Dit zijn dus de transformatieformules voor translatie van een

Cartesisch codrdinatenstelsel.
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Nemen we nu een ander bijzonder geval, n.l. dat de ocorsprong
van de twee stelsels samenvallen en dat de positieve X-as van het

y tweede stelsel een hoek o maakt met
(’5 de positieve X-as van het eerste stel-
P sel. Ve beschouwen eerst de bijbehoren-
Py 2 de poolcodrdinatenstelsels. Als P in
4% \4

het bij het eerste stelsel behorende
poolcodrdinatenstelsel codrdinaten
O\ X (ry9 ) en in het bij het tweede stel-

sel behorende poolcodrdinatenstelsel
cordinaten (T, ¢ ) heeft, geldt blijkbaar

r =7 }

P=9 +
Iieruit volgt, als de Cartesische codrdinaten van P in het eerste
stelsel (x,y) en in het tweede stelsel (X,¥) zijn x = r cos@= Pcos(@+a)
=T cosg coSx ~T sin¢ sina = X cosx - y sinax en y = r sing=
r sin(@+a)=T sin@ cosSa + T cOSP Sina = X sinw + y co8 ot .
Dus

X = X cose - y sino

¥y =X }

Dit zijn de transformatieformmles voor rotatie van een Cartesisch
codrdinatenstelsel.

sin® + ¥ oS &

Nemen we nu het algenere geval dat het tweede cobrdinatenstelsel

y g een oorsprong O heeft die cobrdinaten
3 (a,b) in het eerste stelsel heeft en dat
/* de positieve X{-as van het tweede stelsel
een hoek « maakt met de positieve X-as

van het eerste stelsel. YYe lassen een

Ql
il

derde coSrdinatenstelsel in met oorsyrong
6] X in O en met assen evenwijdig met de assen
van het eerste stelsel. Als een punt P

in het eerste, tweede en derde stelsel respectievelijk codrdinaten

-

(x,v), (X,¥) en (X,y) heeft, dan geldt
«s

X=X+ a
y=3+0b
X =X cosx -y sin«
¥ =X sine + ¥ cos « |
Hieruit vinden we onmiddellijk:
X =X cosa -y sinx + a
y:isinm+§cosm+b}’ ‘

hetgeen dus de transformatieformules zijn voor de overgang van een
artesisch codrdinatenstelsel op een willekeurig ander Cartesisch




am I 20.

cotrdinatenstelsel met dezelfde eenheid van lengte.
De transformatie van het tweede stelsel naar het eerste is een

soortgelijke transformatie, waarin o vervangen is door - o . Er
komt dus

X =X coSx + ¥ 8in« + ¢

: 3
waarin ¢ en d de cobrdinaten in het tweede stelsel zijn van de oor-
sprong van het eerste stelsel. Ze worden dus gevonden uit

O=ccosoc-dsinoc,+a}

1l

it

~X sinw + ¥y cos o + 4

H
O=c¢csine + d cosx + D

dit levert bij oplossing ¢ = - a cosx - b sinx , d = a sinw -b cose
We vinden dus

X =X cosx + y 8sine - & cosw ~bsino¢}

¥ ==X sin« + ¥y cosa + a Sinw - b cos «
als de transformatieformules van het tweede naar het eerste stelsel.
Opgave 1. Leid de hier gevonden transformatieformules op een andere
W1Jze af door het bovengenoemde dérdms stelsel te gebrulken, de X en
¥ in de X en ¥ uit %e drukken en vervolgens de X en y te elimineren

Cobrdinatentransformaties kunnen worden gebruikt om bij een

probleem een passend cobSrdinatenstelsel te kiezen. Laat b.v. gevraagd
zijn de pooIhgn van een punt P(xO,y )Jt.0.v. een cirkel met vergelij-
king (x~a ) + (y-a2 2 = r? te bepalen. Dit probleem is in § 4 op-
gelost voor het geval dat het widdelpunt van de cirkel in de oorsprong
is gelegen. Verschuiven we nu het codrdinatenstelsel, zodat de oor-
sprong in het middelpunt van de cirkel komt, dat is in het punt
(a1,a2). Daar de transformatieformules x = X + a, en y = ¥ + an
zijn, heeft P in het nieuwe stelsel cobrdinaten (xo-aj, yo-az) en
de cirkel de vergelijking §2+§2 = 1. De poollijn heeft
in het nieuwe stelsel dus de vergelijking (x —a1 X + (y -ao )y
en in het oorspronkelijke stelsel dus (x )(x -a )+(y 32)(y~a2) re.
Daarmee is de vergelijking van de poollign van een punt t.0.v. een
willekeurig gelegen cirkel afgeleid.

§ 6. Enkele eigenschappen van krommen.
Een ellips is de meetkundige plaats van de punten in het platte
vlak, waarvoor geldt dat de som van de afstanden van zo'n punt tot

twee vaste verschillende punten F1 en F2 in dat vlak constant is.
. F, en F, heten de brandpunten van de ellips. We kiezen een speciaal
| cobrdinatenstelsel en wel één met de oorsprong in het midden van hey
- lijnstuk F F2 en met als X-as de lijn F1F2w Als F op de positieve
X~as ligt heeft F1 cobrdinaten (c¢,0) en P, (~c,0) met e>0. De helft
ven de voorgeschreven som der afstanden noemen we a. We mogen ver-
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onderstellen dat a> ¢ is, omdat voor a<c geen enkel punt asan de
voorwaarde voldoet en voor a = ¢ alleen de punten van het lijnstuk

F1F2 aan de voorwaarde voldoen. De voorwaarde dat een punt (x 0
de ellips ligt is &/(x-c)2+y2 + \f(x+o)§+y§ = 2a, of V(x~c}§+g =
= 2a - ) (x+c)+y°, Aequivalent hiermee is (x~c)2+y2=(2a~ (x+e)+y )2
omdat (X—c)2+y2 =\ (x+c)2+y2 ~2a klaarblijkelijk geen enkele
re€le oplossing bezit (een dergelijke oplossing zou een punt ople-
veren waarvoor geldt dat het verschil van de afstanden tot F1 en F2

gelijk aan 2a is, in strijd met a>c). We vinden dus (x~0)2+W2 =
Vgre)Zry?

1a° + (x+0)%sy°-4aV t:0) %32 of a Vixee)Ziyg? = alecx. Dit is aequi-

valent met a2(x+c)2+a2 2 (32+cx)2 omdat ~a\/(x+o)2+y2maz+cx zZou
leiden tot V (:x--c)2+yE = i(2a+\/(x+c)2;523, hetgeen weer geen redle
oplossingen bezit. e vinden nu (aZ_c )x2+32y2 = az(a2~02). Voeren
we nu in b = M[;g:;g} hetgeen kan omdat a>c is, dan wordt de ver-
gelijking van de ellips b2x2+a2y2 = azbz, of

X2 2
Hor o=

a b
DS bragdpunten (c,0) en (-c,0) van deze ellips worden gevonden uit

cT = a ~b2w Er moet dus gelden a>b>0; overigens mogen a en b wille-
keurig zijn. Een punt (x,y) et x|l > a kan niet op de ellips liggen,

omdat worzo'n punt geldt 5§->1. Evenmin ligt een punt (x,y) met
a

{yl >b op de ellips. Dc ellips ligt <us geheel binnen of op de recht-

5‘ @ hoek bepaald door de vier lijnen x = + a en
7 o ¥y = + b. De snijpunten met de X-as worden ge-
ib// vonden door in de vergelijking y = 0 te sub-

E, o F, X stitueren, dit levert x = + a; deze snijpun-
- ten zijn dus (a,0) en (»a,0). Evenzo zijn de

snijpunten met de Y-as (O,b) en (0,-b). Deze

zelfde punten vindt men ook als snijpunten met de lijnen x = + a ¢n

Yy = + b. Verder is de ellips symumetrisch teo.w de X-as a1 t.0.v. €6 Y-as.}éls
wor iedar punt(x,y) dat tot de figuur behoort ook geldt dat (x,~y tot

de figuur behoort. Dat dit voor de ellips vervuld is, is evident;

het komt, omdat in de vergelijlkting alleen even machten van y optre-
den. Analoog voor de Y-as.Zouden we in de vergelijking a = b nemen,
dan ontstaat een cirkel; een cirkel is dus op te vatten als een grens-
geval van de ellips, als de brandpunten samenvallen.

Een hyperbool krijgen we door in de definitie van ellips het
woord "som" te vervangen door "absolute waarde van het verschil'.
liaken we de brandpunten weer tot (c,0) en{-c,0) met ¢>0 en noemen
we de absolute waarde van het verschil der afstanden 2a dan kan nu
a<c verondersteld worden. e vinden nu op analoge wijze als hier-

/’ Een figuur is n.l. klaarblijkelijk symmetrisch t.c.v.de X-as
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boven als vergelijking van de hyperbool

2 2
X N
iy — S oy 1
g§ b2 !

bool liggen, omdat voor zo'n punt geldt 35 -

a b
bestaat dus uit minstens twee los van clkaar liggende stukken, één
waarvoor x = a en één waarvoor x £ -a geldt. Verder ziet men maklke-
lijk in, dat bij iedere waarde van y twee waarden van x behoren
>

(&én 2 a en é6n 3 -a). De snijpunten met de X-as zijn (a,0) en (~a,0);
Y dit zijn tevens de snijpunten met x = + a.
X ////77779 De hyperbool is symmetrisch t.0.v. de X-as
\§§§:\\\ 5 o on de Y-as. Een lijn x = d snijdt de hyper-
/:E// \ \\:1\ bool in twee of nul punten, al naar gelang
\\\\\\\ {dl>a of ldl<a is. Snijden we dec hyper-
bool nu met een lijn y = mx+q, dan vinden
2x2—a2(mx+q)2 - a2b2 of (b2~a2m2)x2v 2a2qu+azq?~a2b2 = 0. Deze
vergelijking levert in het algemeen twee al dan niet re&le wortels.
Als echter b2-a‘m® = O, deWeze 1 = # § , dan blijft er voor q # ©
slechts een lineaire vergelijking over en voor q = O zelfs een strij-
dige vergelijking. Zen lijn y = + § X+q met g # 0 snijdt de hyperbool
dus in é¢n punt. De twee lijnen y = + § x snijden de hyperbool niet.
Deze laatste twec lijnen heten asymptoten van de hyperbool. Snijden

waarin b = \/c§~a2. Een punt (x,y) met ixlf a kgn niet op de hyper-
g“( 1. De hyperbool

we b

we cen 1ijn x = 4 met de hyperbool en met een asyrptoot be.v. y= § X
dan vinden we voor _het eerste snijpunt (en wel datgene boven de I-as

252 .
gelegen) y = QM%}ij)en voa het tweede snijpunt %g . Het verschil
=
b pVaat b Vi) o

. . Uit de analyse volgt
a as V d§~a2
ab

nu dat ,lim === = 0. Een asymptoot hceft dus de eigenschap
5% g, VaP-a?

dat naarmate men hem verder doorloopt in een tot nul inkrimpende oii-
geving punten van de kromme komen te liggen.

Een parabool is de meetkundige plaats van de punten in het plat-
te vlak, waarvoor geldt dat de afstand van zo'n punt tot een vas? ;
punt ™ in dat vlak gelijk is aan de afstand van dat punt tot een vas-
tc¢ niet door F gaande rechte r in dat vlak. F heet het brandpunt en
r de richtlijn van de parabool. We kiezen de loodlijn door F op r
als X-as, de oorsprong in het midden van het lijnstuk met I en het V
snijpunt van r en de X-as als eindpunten, en de positieve A-as =0 dn*
' er op komt te liggen. Als we de afstand van F tot r nu p noemen,
dan is F(}p,0) en de vergelijking van r is x =-{p. De voorwaarde dat |
cen punt (x,y) op de parabool ligt is |x+ip|= \/ (x~%p)2+y2. Dit de
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aequivalent met (x+%p)2 = (x~%p)2 + y2 of met

y2 = 2pX,

hetgeen dus de vergelijking voor de parabool is. Punten (x,y) met
x< 0 voldoen nict aan deze vergelijkinge De X-as en de Y-as snijden
= Y de parabool in de oorsprong. De parabool is
symmetrisch t.0.v. de X-as. Een lijn x = d
snijdt de parabool in twee of nul punten, al
naar gelang d>0 of d<0 is. Snijden we de pa-

rabool met cen lijn y = mx+qg, dan vinden we
m2x2+2(mq—p)x+q = 0. Deze vergelijking levert
in het algemeen twee al dan niet reéle wortels.
Als echter m = 0, wordt de vergelijking lineair, onafhankelijk van

de keuze van q. Iedere lijn evenwijdig met de X-as snijdt de parabool
in één punt. Dit komt overeen met het feit dat de parabool geen asym-
toten: bezit. De X~as hecet de as van de parabool.

Aan de voorbeelden van de ellips, hyperbool en parabool hebben
wilj enige cigenschappen van krommen bestudeerd. Deze krommen zijn
verkregen als meetkundige plaatsen. In de beschouwde gevallen was het
cenvoudig om uit de definitie van de meetkundige plaats de vergelij-
king ervan af te leiden; het analytisch neerschrijven van deze defi-
nitie leverde direct deze vergelijking en de verdere herleiding ge-
schie?de alleen om deze in cen mooiere vorm te brengen. Vaak echter
igs de zaak minder eenvoudig en heeft men hulpparameters nodig, die
nog geélimineerd moeten worden. Hiervan een voorbeeld. Laat P (p,q)
een vast punt zijn verschillend van de.-oorsprong. Men neme een cir-
kel door O en P; deze snijde de X-as in A en de Y-as in B (4 £ O,

B # 0). Gevraagd is de meetkundige plaats van het midden I van het
lijnstuk AB als men alle mogelijke cirkels door O en P neemt. Laat
zo'n cirkel de vergelijking x2+y2+ax+by = 0 hebben; er is dan al
voor gezorgd dat hij door O gaat. De voorwaarde dat de cirkel door
P gaat is p2+q2+ap+bq = 0. Het punt A heeft codrdinaten (-a,0) en
het punt B(O,-b) en het punt li(-pa,-sb). Voor de meetkundige plaats
geldt dus x = —-%a, ¥ = -5b, p°+ g~ + ap + bg = 0 met veranderlijke
a en b. Elimineren van a en b levert direct p2+q2u 2xp - 2yq = O
of 2px + 2qy = p2+q2 hetgeen de vergelijking van een rechte lijn is.
- Opgave 1. Bepaal de meetkundige plaats van de middens van de koorden
 gaande door het brandpunt van de parabool ¥° = 2px.
4 Als f(x,y) een veelterm in x en y is, waarvan niet alle coeffi~
ciénten nul zijn dan heet de meetkundige plaats van de punten waar-
an de codrdinaten voldoen aan f(x,y) = O een algebraische kromme.
‘é graad van f(x,y) heet de graad van de kromme, f(x,y) = O heet de
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vergelijking van de kromme.

' Laat de vergelijking van een algebraische kromme O = a+bX+Cy+e.s
zijn. De stippelijes staan voor termen van de twecde graad en hoger.
Stel dat de kromme door de oorsprong gaat, dan is a = 0. Wil men de
kromme snijden met ecn lijn door O ( vergelijking y=mx), dan sub-
stitueert men y=mx in de vergelijking van de kromme, hetgeen 0=
= (b+tem)x+... oplevert. Dit is een algebraische vergelijking wor x,
die in het algemeen één wortel O heeft, zoals te verwachten was. Stel
nu ¢ # O, dan heeft voor m = - % de vergelijking een meervoudige
wortel in de oorsprong. Men zegt, dat y = - % x of bx+cy = O een
raaklijn in O wman de kromme voorstelt. Dat dit begrip raaklijn over-
eenkomt met het in de diffcrentiaalrekening ingevoerde begrip gaan
wij hier niet na. Als ¢ = 0, b £ © levert geen derrechten y = mx
een raaklijn; in dat geval echter levert substitutie van x = O een
meervoudige wortel in y. In dat geval levert x = O een raaklijns
Geldt ten slotte b = ¢ = O dan geeft snijding met iedere rechte door
0 ccn meervoudige wortel x = 0; O heet dan een meervoudig punt van
de kromme. Hiervan Dbehandelen we een voorbeeld.

Laat gevraagd zijn de meetkundige plaats van de punten in het

platte vlak, zodat het product van de afstanden van zo'n punt tot de
twee punten (c¢,0) en (-c,0) (c >0) een constante k% is. De voorwaarde
dat een punt (x,y) tot de meetkundige plaats behoort is

(x~05? + y2 N/(x+c)2 + y2 - ¥°. Aequivalent hiermee is
. 2 .2\, 2 4 2 2, 2\2 2.2 _ 4 £
((x=c)Hy )(ﬂx+c) +y9)= kT of (x“+cT+y° ) ~4c"x"= k7. o
(x‘+y2)2—202(x2—y2) = xt-ct. Als nu x = c, gaat de kromme door O en
is zijn vergelijking (x2+y2)2-202(x2~y2) = 0. Deze kromme heet een

lemniscaat van Bernoulli. Deze heeft een meervoudig punt in 0. Snijdt
men dezé met y = mx dan komt er x4(1+m2)2-202x2(1~m2) = 0, Deze ver-
gelijking heeft in het algemeen een dubbele wortel x = O; voor m = + 1
heeft hij echter een viervoudige wortel X = O. Het punt O is een

knooppunt met twee takraaklijnen y = X en y = —X. Ve beschouwen de
. snijpunten met de lijnen x = d. Dit geeft
| yhi2(a2+0?)y2+0%(a°-2¢%)= 0. Diy heeft redle

-

- 2,52 2
/ \ the oplossingen voor y2 als (d2+02) ~d“(a“-2¢° )20

{ eV JeNa Dit is klaarblijkelijk steeds het geval. Op-
\\‘~"’//ﬁ dat er redle oplossingen voor y zijn moet

er een niet-negatieve oplossing voor y2 zijn. Nu is de som van de
oplossingen in y2 gelijk aan »2(d2+02)<:0; er is dan een positieve
oplossing als het product dz(d2—2c2) £ 0; dit geeft la| = 2+c. De
kromme ligt dus geheel tussen de lijnen x=cV2 en x= ~§“f§.2Vogr g =
=+ c¢cV2 is y = 0. Snijdt men bu met y=d dan komt er Xx +2(d%-c®)x"+

L
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2 2

D
(4
voor X“ als |d! £ ¢, Nemen we aan dat dit geldt, dan is de som van

- d . De PLmlH)nT van deze vierkantsvergelijking in x
.2n2 2.2

(d%+2¢°)=0
is (dj - d

d
»l ’J
+2¢° ): e (e” -4a® ). Er zijn dus re¥le oplossingen

de wortels in x° gelijk aan 2(;2~d9) ES g(c@-gcz)>.o en is er dus zeker
een positieve wortel voor xz, dus re¥le wortels woarx. Voor y = + $e
vinden we x° = % cg, dus x = + Le\/3. De kromme ligt geheel tussen de
rechten y = -3¢ en y = ic,

Een knooppunt 1s in genen dele het enize soort meervoudig punt,
dat eptreedt., Enkele 7ndere typen van meervoudige punten levert de
conchofde van Nicomedes. Deze wordt als volgt verkregen. Neem een punt

P en een rechte r die niet door P gaat. Op ledere rechte door P zet

men van zijn snijpunt met r nasr belde zijden een lijnstuk van vaste
lenste g af. De meetkundige plaate von de eindpunten van deze 1ijnstuk-
ken, als de rechte om P drazit, noemt men een conchoIde van Nicomedes.

Oppave 2. Bewijs dat 2ls men het coBrdinatenstelsel zo kiest, dat P

de corsprong is en r de rechte met vergelijking x=a met a> 0, de ver-
ellijking van dé conchoide van Nicomedes, eventueel met uitzondering

2( 2) + ﬂzy“ (q2 2)x2 0 1s. Maak

een tekening van de kromme voor de gevallen g>a, Q=2 en g< a,.

2 .2 2
van het punt P, x“(x“+y°) - 2ax(x"+y
Te in opgave 2 gevonden 2lgebralsche kromme heeft voor g>a in
oorsprong een knooppunt. Voor g« 2 echter heeft een 1lijn x=4 alleen
cen redel snijpunt met de kromme als a-g=d=a+g en dfa of als d=0
(9 d2t na). Daar 2-g >0, liggen er in een omgeving van de oorsprong
~een verdere reéle punten van de kromme meer: de oorsprong 1s een
eTsoleerd punt van de kromme. Als g=n, hebben alle punten van de

kromme een x-codrdinant = 0. In de oorsprong is er één raaklijn: de
X-as, De ocorsprong is een keerpunt van de kromme met als keerpunts-
raaklljn de X-as.

Cok hiermee is de opsomming van de mogelijke typen meervoudige

punten niet uitgeput. We aan er niet verder op in.

3 7. De ruimte
In de ruimte kiezen we een codrdinatenstelsel door een punt O als
morsprong te kiezen en dordx 0 drie onderling loodrechte 1lijnen te trek-

< ken die de assen van het co¥rdinatenstel-
z?%w sel worden genoemd (X-as, Y-as en Z-as).
'41:;;’ ! De drie assen maken we tot een getallen-
rechte met O als nulpunt. Een willekeurlg
4 2 v punt P projecteren we loodrecht op de
B Q assen, hetgeen P,PP2 en P3 oplevert. De
getallen x,y en z die aan P,PP2 en PB

zijn toegevoegd noemen we de co®rdinaten van P. Zo is aan ieder punt P
een drietal re8le getallen (x,y,z) toegevoegd. Omgekeerd behoort bl
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leder drietal reg&le getallen een punt met die getallen als coBrdina-
ten. Een eenvoudige figuur, waarult we de coBrdinaten kunnen aflezen
krijgen we als volgt. Projecteer P eerst loodrecht op het vlak door
de X-as en de Y-asg; dit geeft een punt Q, dat we vervolgens op de

X-as projecteren, hetgeen P, oplevert. De lengten der 11 jnstukken

/‘
OPq, PqQ en QP met passend teken voorzien geven dan de X-,y- €nh z-

codrdinaten van P. De afstand OP van P tot de oorsprong krijgen we
e mmR 2 2 D D D D D D
uit OP”=0Q"+QP =0P,” +P,A"+QP"=x"+y~+z", De afstand van P(x,y,z) tot

de oorsprong is V¥X2+ y2+ zg}.Op geheel analoge wijze krijgen we voor
de afstand van het punt P(xq,y4,zq) tot R<X2’y2522>:

/ ~
\/ (xp-x )% & (379,07 + (25-2,)7 .

[

We beschouwen nu een halve 1lijn door de oorsprong, die met de
positieve assen hoeken s X mB maakt. Laat P(x,y,z) een punt op
die halve 1lijn zijn, dan is x=0P cos «x,, y=0P COS x,, Z=0P COS ot,.

2. 2. 22 Y a 3
Uit x7+y " +z27=07P ’

1Y 12=CO8

volgt (cos m1)2+(COS<x2) +(cos mB) = 1, Verder geldt

4t €08 gt cos<x3
lengde van de gegeven halve 1ijn 1lizt, maakt met de positieve assen

. De halve 1lijn door O, die in het ver-

hoeken 7w + Hps TTF X, T aB; voor een punt P op deze halve 1lijn
[

celdt x= -0OF cos %, V= -0F cos Xy, Z= -0P cos oy 5 dus eveneens

Xiy1Z = COB X, CO8 Xn3 COS &, Daar OP iedere re&le waarde kan heb-
o~ P]
ben is
X = tcosaaq
¥ o= tcoscx?
Z = TCcos o,
J

cen narametervoorstelling van een rechte 1ijn door O met parameter t.

Men noemt cos X5 COB 2p, cos<x3richtingscosinussen van de rechte 1ijn,

Men kan in de parametervoorstelling de cosinussen klaarblijkelik ook

vervangen door een ermee evenredig drietal getallen 81,82,83. Zulke

retallen heten richtingsgetallen van de 1lijn; ze zijn op een wille-

kcurige evenredigheidsfactor #0 na bepaald en niet alle drie nul. Om
uit richtingsgetallen richtingscosinussen te krijgen moet men ze met
cen dusdanije factor vermenigvuldigen, dat de som van hun kwadraten
1 wordt; deze factor is slechts op het teken na bepaald.

Bij een 1lijn 1, die niet door 0 gaat, beschouwen we de ermee
evenwi jdige 1lijn m door O. Als (pﬂ’pE’DB) een punt van 1 is, dan ligt
klaarblijkelijk (x,y,2z) dan en slechts dan op 1 als (x~p1,y-p2,z—p3)
op m ligt. Hieruit volgt dat een parametervoorstelling van 1 als volgt
luidt
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X = p, +tcosx, l
Vo= Dy T HCO8 X,

Z = D, + tC0SsS &«

x'j 3 P

Cok nu zijn %gs X CN “3 dc hoeken die 1 met de assen maakt; COS oy
COS oy en cos{x3 noemt men weer richtingscosinussen van 1; analoog als
boven definicert men de richtingsgetallen,

Voor de richtingsgetallen van een 1l1jn door O kunnen we de colr-
Ginaten van een punt @ op die 1lijn nemen, dat van O verschilt., Zodoende
vinden we voor de 1ijn door (pquz,ps) en (qq’qz’q3) de parametervoor-

stelling x=p, ++t (q,-Pq), ¥=Ppt+ t(as-py), 2=p3+t (a3-pg) of

x = (1-%) p,t T, z
vy = (1-1%) Dot ta,
z = (1-1%) Dyt th

Deze parametervoorstelling is geheel analoog met de in het platte vlak
zevondene (zie blz.0).
Laat nu twee 1ijnen door de oorsprong gegeven zijn met richtings-

3 17

zoeken een ultdrukking voor de hoek ¢ tussen die liljnen. Neem op de

coslnussen CO8 x4, COB %Xy, COS &, PESP. COS B COS B 5,00 cos@yWe

cerste 1lijn een punt P op afstond 1 van O en op de tweede 1lijn een punt
O op afstand 1 van de oorspron,;. Dan is 0P (cos %45 COB o, cos<x3) en
OQ:(cos/sq, COB 2 5s cos;aj) mits de punten aan degpassende z1jde vag 0
sckozen zijn hetueen we veronderstellen., Nu is PG =(COS/61— cos«x/‘)L +

o)

+(cos A= COS<10)2+(COS,G - cossz)LZ
o ol f

3
EEES e ls _ 1 2 e oy i 9 i =)
- 2 2(cos HACOS BFCOS X ,C08 B,+C08 QBCOS/BB)° Anderzijds vinden we
aoor toepassing van de cosinusregel in drichoek OPQ, dat
—D D D .
[TC=0P°+0R°-20P. &0 cos ¢ = 2 - 2 cos ¢ . Hieruit volgt
COS ¢ = COB 2 ,C08 3+ CO8 o, COS B+ coschCos ﬁB.

Dnnr hierin alleen richtingscosinussen van de 1lijnen voorkomen en deze
Ply evenwljdige verschulving bewaard blijven, geldt deze formule ook
voor lijnen in willekeurige ligging.

De voorwnarde veoor loodrechte stand van twee lijnen 1s dus
cosqusos‘ﬁq+coscxgcos/32+cos<x3005/93=0.

Hicrin mogen de richtingscosinussen ook door richtingsgetallen worden
vervangen; laat deze (61,32,33) resp. (bq:bgﬁb3> zijn, dan wordt de

voorwaarde:

aqb,1 toaghs 33b3 = 0,
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Nemen we nu cen plat vliek, laat een rechte lijn r loodrecht op
dnt vlak richtingsgetallen (a,],ag,ﬂg) hebben en laat P(p,\,pg;DB) een
punt van dat vlak zijn. Een punt Q(x,y,z) 1lizgt dan en slechts dan in

het vlak als PQ loodrecht op r staat. Dit geeft de voorwaarde:

aq(x—p,\) + 32(y-p2) + aB(Z—pB) =0,

hetgeen dus de vergelijking van het platte vlak voorstelt. Deze ver-
~elijking is van de eerste graad in x,¥y en z.

We veagen ons nu af in hoeverre een willekeurige vergelljking van
de eerste gronad een plat vliak voorstelt. We gaan dus uit van zulk een
vergelljking aqx+32y+a32=c, waarin 8450, €N a3 niet alle drie nul zljn.
We proberen ecerst cens de lijn r door O met richtingsgetallen
(:fa,‘,r-}g,aB) met de doepr de vergelijking voorgestelde meetkundige plaats

te snijden. Een willekeurig punt van die 1ijn is (ta,‘,

—tHE: t83)5
2

substitutie hiervan in de vergelijking levert t (a,l +822+832)=C. Nu 1is

o 2 2 2 C .
zeker a,“+a."+a,7#£0, dus t = , dus het snijpunt
1 e A3 I
2, +a,“+a
1 2 3
R ;/‘CP , 2(t§26 i gaBC 2)
o) - ™) 2 A ’ ” oy 2 ’
0,5 Teng T T Ty PR P

We kunnen de vergelljking nu in de volgende gedaante brengen

: a4c | : a5C | ( 330 )
a . (X- + 05(y- + a,(z- =0
7 W 2., 2, 2 2 2,. 2,2 3 2 2 2

AP 4—{,.3 PRI +r13 2, tas +83

cn dit is op grond van hetgeen hierboven is afgeleld de vergelijking
van het vliak loodrecht op r en gnande door R.

Vermenigvuldigt men de vergelijking van een vliak met een dusda-
nige factor dat de coéfficiénten van x,y en 2z richtingscosinussen van

de normaal op het viak worden dan vinden we in

X cos ® 4ty COS xK,+Z COS ch -ty = 0 de normaalvorm van Hesse van de
vergelijking van het vlak, Evenals voor een 1lijn in het platte vlak
bewljst men dat voor een willekeﬁrig punt (x,y,z) de uitdrukking

£ COS my + Y COS Xy + 2 COS Ay = Oy eventueel op het teken na de af-
stand van het punt tot het vlak voorstelt; de uiltdrukking is positief
of negatief naar gelang men zich in de ene of in de andere helft be-
vindt, waarin het platte vlak de ruimte verdeelt.

Neemt men twece platte vlakken bepaald door de vergelil jkingen

b

X 4+ agy +agz = ¢

) ;
x+b2y+b32=d

1
dan zal dit stelsel van twee lineaire vergelljkingen rang 2 of rang
hebben. Als het rang 1 heeft zijn de vergelijkingen of strijdig of af-
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kélijk, In het eerste geval hebben de vlakken geen punt gemeen en
n dus evenwljdig, in het tweede geval hebben ze al hun punten ge-
n en xallen dus samen. In het laatste geval zijn hun co&fficiénten
nredig. Als de rang 2 is snijden de twee vlakken elkaar volgens een
nte 1lijn. Een rechte 1lijn kan men dus ook verkrijgen als snijlijn

twee vlakken. Deze 1ijn staat loodrecht op de normalen van beilde
kken; voor zijn richtingsgetallen 6r1;'v2, VB) geldt dus:

o |

+ b + by v

171 272 T 373 7

kunnen voor de richtingsgetallen dus nemen

a a
/1

bq b2

a5 4

b3 b,1

82 83

b2 b3

2

3 3

Op grond van de vroeger gevonden formule voor de afstand van
e punten, zien we direct dat de vergelijking van de bol met middel-
t (aqjag,aB) en straal r als volgt luidt:
2 2 2
) .

(x-a + (y-a2)2 + (z—as) = r

/‘

Einde van de analytische meetkunde van het eerste jaar.




